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Capitulo 1
Introducci on

Esta tesis se enmarca dentro delbito del aalisis de la solvencia de las entidades ase-
guradoras no vida, enter@idose por solvencia del asegurador la capacidad de heoes &
sus obligaciones, es decir, de pagar los siniestros pessgritituros de los asegurados (IAIS

(2000)).

El contexto metoddigico usado en el presente trabajo es laitetel riesgo. Seg Nieto y
Vegas (1993), “el objeto de toda témdel riesgo es el de proporcionar un modelo de naturaleza
esto@stica respecto a las fluctuaciones aleatorias derivadas deeraciones de seguro, a fin

de instrumentar las medidas necesarias para garantizavéasia diramica de la empresa”.

En la actualidad el proyecto de Solvencia Il, iniciado conlgétivo de investigar la nece-
sidad de revisar el actual sistema de solvencia de larUBuropea, eatdiséiando una me-
todologa de aadlisis y de cuantificadin que permita determinar &ues el posicionamiento de
las aseguradoras frente a los riesgos, y con ello estabiteceiveles de recursos propios que

necesitan.

El principal riesgo al que se enfrentan las cofiipa de seguros no vida es la derivada
de la siniestralidad, ya que su actividad consta precissm@nla cobertura de dicho riesgo.
Sin embargo, no es éhico riesgo que las compias asumen. Existen diversas clasificaciones
de los riesgos a los que generalmente se encuentran explestastituciones de seguros,

siendo la principal clasificagn, a nivel internacional, la propuesta por la Internatidwauarial

9



10 1. Introduccion

Association (IAA) en 2004. En ella se dividen los riesgos eato categdas, entre las que se
halla el riesgo de suscrigm, en el que la tesis centra su iggr

El riesgo de siniestralidad se define como el riesgo que acuras siniestros de los espe-
rados o que algunos siniestros sean de importe superiqretiae, de manera que se obtengan
pérdidas inesperadas que puedan llevar a la c@rapacluso a la ruina. Este riesgo de sinies-
tralidad, en la clasificabn mencionada anteriormente, se encuentra dentro de fgpsale
suscripcbn.

Dentro de la teda del riesgo, la teda de la ruina se ocupa de las variaciones aleatorias en
los resultados financieros del asegurador provocados gdlulzuaciones en elumero e im-
porte de los siniestros, es decir, del riesgo de sinieda@liSurge ada necesidad de modelizar
el proceso de las reservas de una cartera de seguros noondala@andose en los modelosas
sencillos, que las reservas en un determinado montesgccalculan coma + ¢t — S(t), es
decir, la suma de las reservas inicialesnas las primas ingresadas, menos la siniestralidad
ocurrida hasta el momentpS(t). La forma chsica de modelizar el proceso de las reservas es el
de considerar que el coste total de los siniestros sigueasepo de Poisson Compuesto, donde
la hipotesis lasica es que elimero de siniestros sigue un proceso esdtico de Poisson.

Se pueden incorporar diferentes modificaciones al procedasdreservas. Una de ellas,
la que aqunos preocupa, es la introduéaoi de poiticas de reaseguro, mediante las cuales las
compdiias aseguradoras realizan contratos de reaseguro con eldoddr asumir riesgos ma-
yores o protegerse mejor de la ruina. Este contrato traagfate de los riesgos de la corfijza
aseguradora a la reaseguradora a cambio de cederleetaoia parte de las primas que recibe
de los asegurados. En este sentido, uno de los reasegasdsainajados en la literatura actua-
rial es el reaseguro proporcional o cuota-parte, en el qiesttos riesgos se transfieren en la
misma propord@n.

El objetivo de la tesis es analizar el efecto de una nuevategta de reaseguro proporcional
en las medidas de solvencia del asegurador. Esta nueveegistrgue denominamos estrategia

de reaseguro proporcional de umbral consiste en aplicaretifes niveles de retebai depen-

1Al riesgo de suscripdin se &adifian el riesgo de édito, el de mercado y el operacional.
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diendo de si las reservas del asegurador son inferioreseoistgs a un determinado umbral. La
estrategia de reaseguro proporcionasaa consiste en la césial reasegurador de una propor-
cion fija e independiente del nivel de las reservas de la midatios siniestros que ocurren en la
cartera de seguros gestionada por el asegurador y, en oens&x, tamkin de una proporén

fija de las primas. Cuando se consideran modelos a largo glazm el que se plantea en este
trabajo, el gestor toma las decisiones en el presente tlmegancuenta el futuro de la empresa.
La consideradin del largo plazo permite ofrecer una @isimas amplia de la estabilidad de la
cartera a lo largo del tiempo. Ahora bien, cuando se corsidiehorizonte temporal infinito,
con un reaseguro proporcional se asume que la prdpoceidida al reasegurador es constante a
lo largo del tiempo independientemente del nivel de resatiehasegurador en cada momento.
Sin embargo, parecean razonable asumir que la propérticedida en reaseguro depende de
la cantidad de las reservas que el asegurador tiene en cadentoodel tiempo. De aggurge

la idea de presentar una fiala de reaseguro proporcional de umbral.

La tesis se estructura de la siguiente manera. En ét@ag, que sigue a esta introduoni
se revisan algunos de los antecedentes de letdet riesgo como paso previo para desarrollar
las modificaciones que sobre el modelasito de riesgo se llevan a cabo enittdps posterio-
res. En este contexto, se presenta el mod@siab de riesgo, definiendo el proceso que siguen
las reservas y analizando la probabilidad de ruina y la berialeatoria momento de ruina. Se
introduce, adem&s, la funabn Gerber-Shiu, a partir de la cual se pueden obtener las@ete
expresiones, y que s&ra su vez, necesaria en desarrollos posteriores. A caociim) se estu-
dia una de las modificaciones aplicadas al modeisicb del proceso de las reservas, surgida
a partir de la dtica de De Finetti (1957), que propone el reparto de partlasleeservas en
forma de dividendos. Se presenta, & modelo chsico modificado con una barrera de divi-
dendos constante, anaizdose igualmente la probabilidad y el momento de ruinajoon la
esperanza del valor actual de los dividendos.

En el Cajitulo 3, el modelo de la te@ del riesgo se modifica incorporando la @pcde
establecer un contrato de reaseguro proporcional paratergie la cartera. En el caso del mo-

delo chsico de la teda del riesgo, diversos estudios demuestran que el reaspgporcional



12 1. Introduccion

influye en la probabilidad de ruin@tima. Se completa el céplo, con el adlisis del efecto
de la estrategia del reaseguro proporcional en un modelbawara de dividendos constante.
La introduccon de esta estrategia de reaseguro proporcional produceaaificacbn en el
proceso de las reservas en ambos modelos. En el modelo cerebde dividendos constante,
se aportan las expresiones de la esperanzay la transfodalmi@amento de ruina, y se obtiene
la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos.

En el Cajitulo 4, se presenta la nueva fima de reaseguro, denominada reaseguro propor-
cional de umbral, que supone una contrilduaca la mejora de los modelos de largo plazo en el
sentido expresado anteriormente. La ventaja de esta nagategia de reaseguro es que per-
mite al gestor calcular, en el momento inicial, el efecto da poltica de reaseguro damica
dependiente del nivel de reservas de la cdiifmeEn este cdfulo se introduce el teorema que
permite calcular la probabilidad de ruina y la variable tlga momento de ruina con este nue-
VO tipo de reaseguro proporcional y se obtienen las expresipara el caso concreto en que la
cuanta individual de los siniestros se distribuye @egina exponencial y una phase-tyje.

En ellltimo apartado del catulo, se comparan los efectos de la estrategia de reasegyoor-
cional de umbral con los efectos de un modelo donde no seaaglseguro y con los efectos
de un modelo con reaseguro proporcional con un nivel fijo tio®n independiente del nivel
de las reservas. Estas dadimas estrategias se pueden obtener como casos paeiudla la
estrategia de reaseguro proporcional de umbral.

Por Gltimo, en el Cafiulo 5, se recogen las principales conclusiones y apaorasi de la
investigacdbn. El trabajo se completa con un conjunto deragices explicativos: A. Transforma-
das de Laplace; B. Ejemplos del momento de ruina con barr€aPyogramas eMathematica
para obtener la esperanza del momento de ruina, su trarsfaryria esperanza del valor actual

de los dividendos.



Capitulo 2

Antecedentes de la tedn del riesgo

2.1. Introduccidn

El objetivo de este cafulo es definir los aspectosbicos de la te@a del riesgo. Egste un
paso previo que resulta necesario para desarrollar ladinamiones que se introduain sobre

el modelo chsico de riesgo en ctplos posteriores.

Para ello, la estructura elegida es la siguiente. En priogar| se presenta en el apartado
2.2. el modelo d@sico del riesgo, un modelo que ha sido ampliamente tratatioligeratura ac-
tuarial. A continuadn, en el apartado 2.3. queda recogida una de las modifiescaplicadas
a este modelo y que nace en 1957 a partir deitecarde De Finetti: la introducén de poiticas
gue proponen el reparto de parte de las reservas en formaiderdios. En este apartado se

considera el caso de una barrera de dividendos constante.

En ambos casos, tanto en el modebsato de riesgo como en el caso del modelo con barrera
constante, se definen dos de las medidas que permiten atalszvencia en las carteras de
seguros no vida: la probabilidad de ruina y el momento dearuiistas dos medidas se pueden

obtener a partir de la fun@n Gerber-Shiu que tarmém se incluye en cada apartado.

Ademas de estas medidas de solvencia, en el caso del modelo raddifion pdticas de
reparto de dividendos, se presentadtualo de los dividendos repartidos mediante la esperanza

del valor actual de los dividendos.

13



14 2. Antecedentes de la teda del riesgo

2.2. Modelo chsico de riesgo

En 1903, Filip Lundberg introdujo los fundamentos de laigedel riesgo en el campo de
los seguros no vida, con un modelo simple, pero que era cadesdribir las diamicas lsicas
de una cartera de seguros no vida. Este modelo asume un@uE&nisson para describir el
nimero de siniestros y presenta uralisis en tiempo continuo.

Como primer paso, se definen los concepi@asidbs sobre procesos eststicos que san
necesarios para el desarrollo posterior del modelo. Eadreeferencias bibliogficas a destacar
en este campo se encuentran, por ejemplo, Feller (1971)d Béal. (1990), Bowerset al.

(1997) o Asmussen (2000).

Definicion 1 (Proceso de recuento)
Un proceso de recuent@ N (¢),t > 0}, es una representamn del rumero total de aconte-

cimientos u ocurrencias hasta el moment&stos procesos tienen las siguientes propiedades:

1. N(t) > 0.

2. N(t) es un valor entero.
3. Sity < t1, entoncesV(ty) < N(t;). Es decir,N(t) es no decreciente.
4. Sity < t1, entoncesV(t;) — N(ty) es el rumero de ocurrencias €y, t1].

Definicion 2 (Incrementos independientes)

Un proceso estdstico tiene incrementos independientes o de renOweslipara algin ¢;,
i =0,..,n,yn > 1talqued =ty < t; < ... < t,, los incrementosV(¢;) — N(t;—1),
i = 1,...,n son nutuamente independientes. Es decir, la ocurrencia de uassuco influye en

la ocurrencia de sucesos posteriores.

Definicion 3 (Incrementos estacionarios)
Un proceso estdxstico tiene incrementos estacionarios si la distrilucde N (¢,) — N (o)
dependeinicamente de la duragn del intervalo(ty,¢;] y no de la localizadn deéste. Si

diferentes intervalos coinciden en duragij éstos tendan la misma probabilidad.



2.2. Modelo chsico de riesgo 15

Por lo tanto, un proceso de recuentoasde incrementos independientes si @inero de
ocurrencias que tienen lugar en intervalos de tiempo disguson variables aleatorias indepen-
dientes. Y sex de incrementos estacionarios si @hrero de ocurrencias que tienen lugar en un
intervalo de tiempo es el mismo en intervalos de igual laryityn ejemplo de estos tipos de
procesos son los de renovaej dentro de los cuales hallamos como caso particular eepoo

de Poisson, el cual se define a contindaci

Definicion 4 (Proceso de Poisson)
Un proceso de recuent§N (t),t > 0}, es un proceso de Poisson horéogo con tasa > 0

si se verifica:
1. N(0) =0.
2. Es de incrementos independientes y estacionarios.

3. P(N(t+h)— N(t) =1) = A + o(h), siendoh un intervalo corto de tiempoy(h) un

infinitésimo tal quéim,, . @ =0.

4. P(N(t+ h) — N(t) > 2) = o(h), esta propiedad elimina la probabilidad deasde un

suceso en un mismo instante.

Si un proceso de recuento es un proceso de Poisson, entbné@sezo de siniestrod/ ()
paravt > 0, esPoisson(At) , es decir, se distribuye seg una distribuén Poisson de media

At.

Definicion 5 (Tiempos de interocurrencia)
Sean0 < T} < Ty < T3 < ... los momentos de ocurrencia, se definen los tiempos de
interocurrencia como

Wi=T,—T,, i=12,..,

siendoW; = T3.
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Definicion 6 (Proceso de renova@n)
Un proceso de recuentdNV (t),t > 0}, es de renovadn cuando los tiempos entre ocurren-

cias son variables aleatorias positivagitticas e independientemente distribuidas.

En particular, el proceso de Poisson congpagtro\ es un proceso de renovanien que
los tiempos de interocurrencia son variableaniicas e independientemente distribuidas, con

distribucibn exponencial de mediia

Definicion 7 (Proceso de Poisson compuesto)
Si se combina un proceso de PoisspN,(¢),¢ > 0} con una suceén de variables aleato-
rias, { X };-,, idénticas e independientemente distribuidas, e indepetediel®V (), se obtiene

un proceso de Poisson compue$iit),t > 0},

N(t)
S(t) =YX
=1
SiN(t) = 0 entoncesS(t) = 0.

La manera de interpretar el proceso anterior en una caresagliros no vida es considerar
N(t) como el rumero de siniestros ocurridos hasta el momeégtd’; como la cuaria individual
del siniestro iesimo. Este tipo de proceso, que recoge la siniestralidaajada de la cartera,

forma parte del proceso de las reservas, el cual se expliebsgguiente subapartado.

2.2.1. Proceso de las reservas

El modelo casico de riesgo para modelizar la actividad de una céam®e seguros cuando
se analiza en tiempo continuo (Gerber (1979), Latorre (L 9®@werset al. (1997), Dickson

(2005)), viene definido por un proceso eststico{U (¢),t > 0}, siendo
Ult)=u+ct—S(t), t >0, (2.1)
dondeU(t) es el nivel de las reservas en el momenteaalculadas como la cudatde las

reservas en el momento mas la cuant de las primas recibidas, menos la ciepagada por

los siniestros hasta el momerito
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Asi w = U(0) > 0, es el nivel inicial de las reservasla intensidad de prima, siendo por
tantoct el total de primas cobradas hasta S(¢) la siniestralidad agregada, es decir, el total

de los siniestros ocurridos &6, ¢,
N ()
S(t) =Y X, (2.2)
1=1

siendoN (t) el numero de siniestros ocurridos hastg X; la cuanta del i-€simo siniestro.

En la Figura 2.1 se representa una posible trayectoria dekpo. Las variables aleatorias
T, Ts, ... son los momentos en los cuales sucede un siniestrondégoee del proceso en el
caso en que no hay siniestros, y cuahdeT;,: = 1, ..., n, las reservas caen escalonadamente

por la cuaria del siniestro €simo,.X;.

U@)

UO)=u X

Figura 2.1: Trayectoridpica del proceso de las reservas

En el modelo no se incluyen elementos como la inflacrendimientos de la invetsi,
reparto de dividendos o gastos deader administrativo o de gesti.

En el modelo dsico, el proceso de ocurrencia de sinies{¥$t), ¢ > 0} es un proceso de
Poisson de media, dondeN (t) es el imero de siniestros ocurridos éh ¢t]. Como se ha co-
mentado anteriorment&t) = Zfi(f) X; es un proceso de Poisson compue§fif),t > 0},

cumpliéndose qué(t) = 0 si N(t) = 0.
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Las cuanias individuales de los siniestros se representan por uneeseia de variables
aleatorias iénticas e independientemente distribuidas;} .~ ,, e independientes d¥ (¢). La
funcion de distribudn de la variableX; se representa pdr(z) = P(X < x)y su respectiva
funcion de densidad pof(x).

A partir de aqiy se hace una serie de supuestos. En primer lugar, se asefiéqu= 0y se
considera que todas las cui@stde los siniestros son positivas. Se supone adésrexistencia

de la esperanza de la variable aleatoria daaa! siniestro, siend&'(X) = p,;. Tambén se

definen el momento de ordéry la funcion generatriz de momentos de como:

m(s) = B(e™),

y se supone que ambas existen.

Por Gltimo, se considera que los ingresos por primas por unidadecthpo deben ser supe-
riores a la siniestralidad agregada esperada, es@deckp;. Esta condidn es conocida como
beneficio neto, y evita la ruina segura en la carterd. esdefine = (1 + p) Apy, siendop > 0

un coeficiente de seguridad que recarga la prima pura, dertahfque:

C

- - 1 2.3
p v (2.3)

2.2.2. Probabilidad de ruina

En el ardlisis del proceso de las reservas, se considera que laseipr@duce cuandd ()
toma valores negativos. En la Figura 2.2, se observa que/edioria de las reservas es negativa
por primera vez efl’, siendoéste el momento en que se produce la ruina. Posteriormente, s
pasa a definir la probabilidad de ruina, y la de superviveradacomo el momento de ruina

(Buhlmann (1996)).
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U,

U(T-)

. &

@)

y
v

Figura 2.2: Trayectoria del proceso de las reservas en easoré

Definicion 8 (Probabilidad de ruina en tiempo infinito)

Se define la probabilidad de ruina como

Y(u) = P{U(t) < Oparaalgint > 0| U(0) =u} = P(T < oo | U(0) = u),

siendol’ = inf {t > 0 y U(t) < 0}, la variable aleatoria que representa el momento de ruina
para U(0) = u. A4, T es el primer momento en que el nivel de las reservas tomaeslor
negativos. Si las reservas son positivas para todo negativo no se produce la ruina, es decir

U(t) > 0,Vt > 0,y el momento de ruina & = oc.

La probabilidad de ruina estcomprendida entre < ¢ (u) < 1, se trata de una furin

decreciente respectougy tiende a cero cuando las reservas iniciales tienden atmfini

Definicion 9 (Probabilidad de ruina en tiempo finito)

Se define la probabilidad de ruina como

Y(u,t) = P{U(T) < 0,0 <7 <t|U0)=u} = P(T < t|U(0) =),
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siendoy(u, t) la funcion distribucbn de la variable aleatorid'.

Definicion 10 (Probabilidad de Supervivencia en tiempo infinito)
Se define la probabilidad de supervivencia como la compleanarde la probabilidad de

ruina, es decir
ou)=1—¢u)=P{U({t)>0,Vt >0|U(0) =u} =P(T =00 |U(0) = u).

Definicion 11 (Probabilidad de Supervivencia en tiempo finito)

Se define la probabilidad de supervivencia como

Qp(uvt) =1- Yﬁ(% t)

Una primera aproximaon para la probabilidad de ruina en un horizonte temporalitofi
es la proporcionada por el coeficiente de ajuste de LundBsrgste un instrumentotil para
conseguirimites de la probabilidad de ruina. Por este motivo, es poeéfinir previamente el
coeficiente de ajuste, una constante que designaremds pas siguientes definiciones que se
recogen a continuai@n se pueden encontrar, por ejemplo, en Dickson (2005), &tadg2001)

o Bowerset al. (1997).

Definicion 12 (Coeficiente de ajuste)
Para el proceso @sico, asumiendo un proceso de Poisson, el coeficiente deedjues

definido como ldinica raz positiva de

am(r) —A—cr=0 (2.4)

siendom/(r) la funcion generatriz de momentos (asumiendo que exista).

Se cumple por tanto que

A+ cR = dm(R), (2.5)
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y se observa qué& es independiente del ganetro de Poissoh.

Para poder comprobar guges lalnica raz positiva de (2.4), se considera la fubiti

cuya forma se muestra en la Figura 2.3. Se observg@)e= 0 y que se trata de una furdei

estrictamente convexa ya que

g(r) = Im/(r) —c=g¢'(0) = Apy — ¢ < 0, por la condiobn de beneficio neto y

J'(r) = xm’(r) = AE(X?%™) > 0, por lo tantog(r) es convexa.

Entonces existe un valdt > 0 tal queg(R) = 0.

g(r)

Figura 2.3: Coeficiente de ajuste

Si el coeficiente de ajuste existe, se puede hallar la corisugpara la probabilidad de

ruina, de acuerdo con el teoremay la demoshracécogidos en Kaaet al. (2001).

Teorema 1 (Desigualdad de Lundberg)

SeaS(t) ~ Poisson Compuesta, y exista el coeficiente de ajudi entonces,

(u) < e~ v,
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Demostracbn.

Sea, 1) (u) la probabilidad de ruina antes o en eésimo siniestro, se puede comprobar por

induccbn que, ¥ (u) < e v,

Paran = 1, se considera que la ruinale puede ocurrir en el primer siniestro. Si se asume
un proceso de Poisson para @hmero de siniestros ocurridos, el tiempo que transcurr hes
ocurrencia del primer siniestro se distribuyelsggna exponencial. Entonces, condicionando a

la ocurrencia del primer siniestro,

1W(u) = /OOO)\e)"t h f(z)dzdt

u-+ct

< / Ae M / efR(quctfm)f(l,)dxdt
0 U

+ct

IN

/ )\e—)\t / 6—R(u+ct—:ﬂ)f(x)dxdt
0 0

= e_R“/ )\e_’\te_RCt/ e f(x)dadt
0

0

_ e—Ru / )\m(R)e—()\-‘rcR)tdt
0

recordando que

A+ cR = m(R),

se obtiene

1)(u) < e_R“/ (A + cR)e” AeRigy — o= Ru,
0
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Paran + 1, asumiendo &lidon, tenemos que

n(u) = /0 Ae M +tf(x)dxdt
o] u-+ct
Ae ™M n t — x)dzdt
+/0 e /o f(@)n(u+ct —x)dx

< / Ae M / efR(quctfz)f(x)dxdt
0 U

+ct

o] u-+ct
+/ )\G_M/ e~ Blutet=o) £ (1) dadt.
0 0

Ya que por hiptesis, ) (u + ct — ) < e~ Fu+e=2) y adends
(x)dx < / e~ flutet=2) ¢ () du,
u—+ct u+-ct

entonces

n(u) < / Ae_)‘t/ e~ Bluret=2) £ () dudt
0 0

= e_R“/ )\e_(’\+CR)t/ e f(x)dzdt = e~
0 0

Por tanto, queda demostrado por étodo de inducéin que, ) (u) < e~ para todo. Ya

que ellim,,_, , ¥ (u) = ¥(u), entonces
(u) < e~ v,

O

A continuacon, se pasa a determinar la probabilidad de ruina de manactaeen el modelo
clasico a tra@és de ecuacionéategro-diferenciales. La probabilidad de ruina se puddereer
bien mediante el argumento diferencial, basado en la autire® no de un siniestro en un
diferencial de tiempo, o bien con el planteamiento de ecnasi de renovagh propuesto por

Feller (1971), Gerber (1979) o Grandell (1991).
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En el planteamiento diferencial, de acuerdo con un procefoson, Nnos encontramos con
diferentes posibilidades en fudci del timero de siniestros ocurridos éh dt), un intervalo

infinitesimal:
= La probabilidad de que no ocurra siniestroles \dt + o(dt)?.
= La probabilidad de que ocuriasiniestro es\dt + o(dt).
= La probabildad de que ocurraasidel siniestro es(dt).

Entonces, y teniendo en cuenta que la ruina puede o no ocarria ocurrencia del primer

siniestro, tenemos:

P(u) = (1= Adt)(u+ cdt) + \dt /u+0dt f(@)v(u+ cdt — x)dx
0

+Adt [1 — F(u + cdt)] + o(dt),
expresbn que podemos escribir como

u+cdt
Pluted)—p(u) %¢(u + cdt) — % / f(@)v(u+ cdt — x)dx
0

cdt

21— F(u+ cdt)] + 29,

y haciendalt — 0, se obtiene la ecuam integro-diferencial que determina la probabilidad de

ruina en el modelo élsico.

W) = 20 = 5 [ flawtu = )de - 21~ ), 26)

C C

Isiendoo(dt) un infinitésimo, tal que

dt
lim o(dt)

dt—0 dt =0
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Mediante el planteamiento alternativo, basado en ecuesid@renovadin (Grandell (1991)),

llegamos a la misma exprési (2.6),

b(u) = Ep(u+ct— )
00 u+ct
= /0 e M {/o Y(u+ct —z)f(x)dz (2.7)

[ f(x)d:t} dt.

u+-ct

Si en (2.7) se hace el cambio de variable ¢t = s, siendo por tanto = =%, tendremos

C

dt = % y los extremos de la integral quedar

obtenéndose,

vw = 2 [T | vt - orftayis

+ f(x)da:_ ds. (2.8)

S

Al derivar (2.8) respecto a, se obtiene la expresm (2.6):

W) = 20 = 2 [ flawtu— o)t - 20— ) 29)

c

A partir de la ecuadinintegro-diferencial (2.6) o (2.9), integrando eriingt

/Ot Y (u)du = %/Otlﬁ(U)du - %/Ot /Ou Fl@)p(u — x)dzdu

A /0 11— F(w)]du, (2.10)

de donde,

& /Ou¢(u—x)(1 ~ F(x))d. (2.11)
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A partir de este resultado se puede hallar la probabilidadida para un nivel inicial de las

reservas cero. Haciendo— oo en (2.11)

+§ / " (oe) (1 F(2)) d,

y sabiendo que)(co) =0y p1 = [, ( )) dx, tenemos

(0) = gpl,

y recordando que = Ap; (1 + p), obtenemos la probabilidad de ruina para unas reservas ini-
ciales nulas, que no dependen dahero medio de siniestrosni de la funcon distribucon de

la cuanta de los siniestrog’(x),

#(0) = Flp' (2.12)

Esta probabilidad&@o depende del recargo de seguridadi, Asp = 0, la probabilidad de

ruina esl.

Sustituyendo (2.12) en (2.11) tenemos

o) = 2 /oo (1— F(x))dz+ % /Ouzp(u _2)(1 - F(a)) da. (2.13)

c

A partir de la ecuaéinintegro-diferencial obtenida, diferentes diipsis para la distribugn
de la cuaria individual de los siniestros dar como resultado expresiones para la probabili-
dad de ruina. El proceso se puede hacer mediante dénivaacesiva o por transformadas de
Laplace.

Asi, si se asume que la distribdai de la cuana de los siniestros es una exponencial de
patametros, la probabilidad de ruina se puede obtener de dos maneras.

Por derivagbn sucesiva;

Si realizamos derivadn sucesiva, en primer lugar se sustituye la fandaile distribudn

y de densidad correspondientes a la exponengigt) = 1 — e #*y f(z) = Be %, en la
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expresbn (2.9), y teniendo en cuenta que

[ t@u—ade = [ fu- o)

se obtiene
A A “ A
P'(u) = Ew(u) - Tﬁe_ﬁ“/o ePr(z)dx — Ee_ﬁu. (2.14)
Derivando (2.14) respectoa
A 32 “
W) = S+ e [ (2.15)
Ay + Moo
y sustituyendo
A “ A A
Do [ eptaydn = Sot) ) - Se

se puede reescribir la expresi(2.15) como
" >\ !/
P (u) + (ﬁ - E) ¥'(u) =0, (2.16)
ecuaobn diferencial ordinaria de segundo orden, cuya solueis
() = Ay + Age” B0 (2.17)

dondeA; y A, son constantes que hallamos a partir de las siguientesoiomels:

{ limy, oo ¥(u) = 0 _ (2.18)

v(0) =15

A partir de la primera condion
P(o0) = A + Ape~(0=2)0 — g

y teniendo en cuenta que> % obtenemosi; = 0. Con la segunda condan

1
0) = Age~(B=20 — _—__
¥(0) 2 1+p
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obtenemosA; = ﬁp Por tanto, podemos escribir (2.17) como

Y(u) = e 1", (2.19)

obtenéndose la probabilidad exacta de ruina cuando la cudet siniestro es una distrib@ci
exponencial de pametrog.

Por transformadas de Laplace:

La aplicacon de la transformada de Laplace para solucionar otrosgmras planteados en
la teoiia del riesgo ha sido ampliado enakinol et al. (2007). En el Agndice A se incluyen
algunas propiedades de la transformada de Laplace y saadjm pequ@a tabla de transfor-
madas inmediatas.

Partimos de la expresn (2.9)

W) = 200 = 2 [ flawtu— o)t = 20— )

c

Si aplicamos transformadas de Laplace a esta emuadiegro-diferencial, utilizando algu-

nas propiedades de las mismas, obtenemos

sP(s) = $(0) = Z(s) = Z() f(s) = =+ —f(s), (2.20)

siendo,

f) = [ et
0
dondes, es el paametro de la transformami.

Y despejanda)(s) de la expregin (2.20),

w2 (1)
wle) = cs — A (1 )

siendo el denominador la ecuanide Lundberg (2.4), teniendo en cuenta (€ = m(—s).
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A continuacon el aralisis se restringe al caso en que la famcdensidad de la cudatde
los siniestros tiene transformada de Laplace racionalees di(s) = QP‘—(IS()S) dondeP, (s)
y @,_1(s) son polinomios de gradpy r — 1, respectivamente, sinices comunes. Asla
transformada de la probabilidad de ruina, (2.21), puedasgertida por fracciones parciales.
A modo de ejemplo, se soluciona el caso en que la caiardividual de los siniestros sigue
una exponencial de pametros, tal quef(x) = Be"%, siendo su transformada de Laplace,

f(s) = parayE (2.22)

Sustituyendo (2.22) en (2.21), obtenemos

cb(0)s + (cBY(0) = N)

vls) = cs? 4+ (cf—N)s (2.23)
Aplicando el nétodo de fracciones parciales, podemos escribir (2.23pcom
b=y A (2.24)

(s—s1) (s—s2)

siendos; Y s las rdces del denominades?® + (c¢3 — \) s,

S1 = 0
A

5y = __ﬁz_ﬂ’
c 1+p

donde|s,| es el coeficiente de ajuste

A continuacén invertimos (2.24), y obtenemos

¢(u) = Al + AQQSZU.

Esta expre$in es la misma que se Halobtenido anteriormente mediante deridacucesi-
va al solucionar la ecuam diferencial ordinaria. Para hallar las constantey A, se utilizan

las condiciones expresadas en (2.18), obteniendo (2.19),

1 _Bo 4
u) = e 1+tr—,
() T
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2.2.3. Momento de ruina

En el apartado anterior ya se ha introducido la variable@ledl’, que representa el mo-
mento de ruina, es decir, el momento en el cual las resergas @aser negativas por primera

vez.

Definiciobn 13 (Momento de ruina)
Se define el momento de ruina como,
if{t >0y U(t) <0};
oo siU(t) > 0 para todot.

Esta variable aleatorid’ es una v.a. incompleta, ya que la probabilidadide- o es positiva.

Definicion 14 (Transformada del momento de ruina)

Se define la funbn ¢ como,
¢(u,0) = E [e "I (T < 00)]

donded es un paametro no negativo que se interpreta como elgmaetro de la transformada
de Laplace/ es la funcbn indicadora, tal que (A) = 1 si ocurre el sucesdl y es igual & en

caso contrario.

Es posible obtener la ecuéaiintegro-diferencial para condicionando al momento de

ocurrencia del primer siniestro.

o(u,d) = /000 Ae Mg 0t /OquCt d(u+ ct —x,0) f(x)dxdt

+ / e M0t f(z)dxdt. (2.25)
0

u+-ct

Haciendo un cambio de variable= u + ¢t en la ecuadn (2.25) tenemos,

o(u,8) = A / " O/ /0 tgzﬁ(f—m,é)f(x)dxdt_

C

+é/ 6—(/\+5)(f—U)/0/ f(x)dxdt,
u t

C
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derivando esta ecudxi respecto a obtenemos

A4S

000) = 20000 - 2 [ otwdfu—apde - 2= Fl)  @29)

Si consideramos que la cuantindividual tiene una fundn de distribugn exponencial
F(z) = 1 —eP* paraz > 0, sustituyendo en (2.26) y aplicandéchicas de derivagh

sucesiva obtenemos la siguiente ecaadiferencial

¢ (u, 6) + (ﬁ — )\%S) &' (u,0) — ?Qﬁ(u, 5) =0. (2.27)

La solucbn general de la ecudxsi (2.27) es
o(u,d) = Aje™" 4+ Age™
donder, > 0y r, < 0 son las r&ces de la ecuadn caractdstica asociada a (2.27), que es
r2+(@—A_+5)r_5_5:o, (2.28)
C C
y A1y A, dependean ded. Ya queg(u, §) < ¢ (u), tamben se cumplé que
lim¢(u,8) = 0.

Por lo tanto, tendremos qué, = 0y As = ¢(0,9). A partir de la expresin de Dickson
(2005) parap(0, d) que es

R;s
0,0)=1——,
¢(0,0) 3
siendoRs = |ra|.
Por tantog(u, 0) es
d(u,0) = (1 — %)e‘“RS. (2.29)
Sid = 0, entoncesR, es el coeficiente de ajuste de la probabilidad de ruigguwy §) =

(u).
Comoog(u, d) de (2.29) est definida como una transformada de Laplace, podemos obtener

los momentos de ordénpara la variable momento de ruina.

Ok p(u, )

(—1) o5 |~ E[T*I(T < c0)].

=0
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La esperanza es,

/
ETI(T < )] = %e—%“ + (1 - %) Rjue~ v, (2.30)

siendoRy, = 3 — \/c.
Dividiendo (2.30) por la probabilidad de ruindu) = (1 — Ry/3) e o se llega a la espe-

ranza del momento de ruina, condicionada a que la ruinaacurr

A
E[T|T<oo]:cc+ . (2.31)

(eB—=A)
Por Gltimo, respecto a la distribuimn del momento de ruina, variable aleatoria en la que se
centra este apartado, en la literatura actuarial se emamemiuchos estudios sobreetndos de
calculo y aproximaciones para hallar dicha distriliucipor ejemplo, Dickson y Waters (2002),

Egidio dos Reis (2000) o Lin y Willmot (2000).

2.2.4. Funcon Gerber-Shiu

En esteliltimo apartado de antecedentes del modedsicb, se introduce la denominada
funcion Gerber-Shiu, que sewtilizada en cdpulos posteriores. En Gerber y Shiu (1998) se
definio por primera vez esta fur@mi, que incluye el estudio sobre la distributiconjunta del

momento de ruina, la reserva antes de la ruina y la cadetla ruina.

Definicion 15 (Funcion Gerber-Shiu)

Se define la funbn Gerber-Shiu,
o(u) = B [w(U (T-),|U(T)]) eI (T < 00) | U(0) =] , (2.32)

siendow (U (T'—), |U(T')|) la funcibn de penalizaéin no negativa que depende deé7—) >

0, la reserva inmediata antes de la ruina, y [dg7)| > 0, el céficit de la ruina.

Esta funcbn ¢(u), se interpreta como la esperanza de una imde penalizaéin actuali-
zada que se produce en el momento de ruina. La pendlizdepende de la cuaatde la ruina

(el déficit de la ruina) y del nivel de las reservas justo antes dehento de ruina.
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Podemos observar en la Figura 2.2 (en el apartado 2.2.Z2ptasentadin de estas dos
variables a las que nos referimos.

Si se interpreta como la tasa de intés yw como una penalizagn cuando ocurre la ruina,
la expresbn (2.32) representa la esperanza de la penafinazitualizada. Sb es interpretada
como el importe de un seguro pagadero en el momento de ruittmoesp(u) seiia la prima
Unica del seguro.

A partir de la funcbn Gerber-Shiu podemos obtener medidas para valorar lersnévde la
cartera. Ag haciendow (U (T—), |U(T)|) = 1 en (2.32) obtenemog(u, §), la transformada
del momento de ruina, definida anteriormente en el apart&a. 2

Para hallar la probabilidad de ruina, adede considerar la fur@m de penalizaéin igual

al, supondremos que= 0. De tal forma que
¢(u) = E[I(T < 00) [ U(0) = u] = ¢(u).

A partir de su definidn, se han realizado muchos estudios con la am@erber-Shiu. Lin
y Willmot (1999), estudian en detalle la solanide esta ecuamh que contiene las variables
aleatorias momento de ruina, reserva inmediata antes degrse la ruina y la cuara por la
gue te arruinas, considerando distintas distribuciones lpacuaria del siniestro. En Gerber
y Shiu (2005), se propone un modelo colectivo de riesgo eniella distribucdn del tiempo
de interocurrencia es una sumardeariables aleatorias independientes exponenciales,¢al g
el modelo Erlang.) es un caso especial éste. En Li y Garrido (2005) se obtiene una gene-
ralizacbn de la funaddn Gerber-Shiu dada en Gerber y Shiu (2005), donde se asuenegju
tiempos de interocurrencia son una familia de distribuesoouya fun@n de densidad tiene

transformada de Laplace racional.

2.3. Modelo con barrera de dividendos constante

Una vez definido el modelo&sico, a continuadin éste se modifica con la introdudai de

una barrera de dividendos constante. En este apartaddudees proceso de las reservas que



34 2. Antecedentes de la teda del riesgo

se genera con dicho modelo y se analiza la probabilidad da suel momento de ruina. Se
trata de un modelo alternativo, ampliamente analizado ktetatura actuarial, que propone el

reparto de una parte de las reservas en forma de dividendos.

2.3.1. Proceso de las reservas

La base écnica para proponer el control de las reservas nace détitzaate De Finetti
(1957), que afirma que bajo las bipsis del modelo ékico de riesgo el nivel de las reservas
tiende aco cuandot tiende acc con probabilidad. Asi, las polticas de dividendos aparecen
como una forma de control del crecimiento ilimitado de la®reas[/(t).

Surge, en este caso, la necesidad de cuantificar la parts deskrvas que se destinan al
pago de dividendos. La magnitud elegidaaskr esperanza del valor actual de las ciznt
repartidas. El reparto de dividendos afeatata probabilidad de ruina, ya que al limitar el nivel
de acumuladin de las reservas la probabilidad de ruina es mayor. La asugae siniestros
gue en el modelo ékico no provocaban la ruina, ahora pueden producirla debiglie el nivel
de las reservas esas pequio por el reparto de parte éstas en forma de dividendos.

Para el élculo de los dividendos repartidos podemos analizar duistdsis en funén del

peiiodo de reparto considerado &vnol (2003)):

1. Hipobtesis 1: En el momento en que se produce la ruina se da padicabproceso. Se
representa la esperanza del valor actual de los dividergastidos hasta ese momento

comolV.

2. Hipbtesis 2: El proceso no acaba con la ruina, permitiendtaascuperadn delU (t).

Se representa paof la esperanza del valor actual de los dividendos.

Se pueden diferenciar dos tipos de barrera que modificaroekgo de las reservas cuando

asumimos aalisis continuo,

1. Barreras absorbentes: El proceso acaba cuando el niva dedervas llega al valor de
la barrera fijada. El caso as relevante es el de colocar la barrera en cero para poder

ad controlar la ruina.
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2. Barreras reflectantes: Cuando el nivel de las reservasaltabarreral/ (t) se mantiene
en ese nivel hasta la ocurrencia del siguiente siniestrdatigura 2.4, se representa
una posible trayectoria del proceso incluyendo una baredtactante constanté, Se
observa qué/(t) alcanza, donde permanece hasta la ocurrencia del siguiente smiestr
En la Figura 2.4, se puede observar ta@nbel momento de ruin&d, momento en el cual

se produce la ruina.

U(r)

%

Figura 2.4: Proceso de las reservas con barrera constante

A partir de ahora, el estudio se centra en el caso en que edgw@caba con la ruina y que
existe una barrera reflectante constante, que néiemmente representaremos coig = b.
La idea es que cada vez que el nivel de las reservas alcanzartaad, todas las primas
ingresadas se reparten en forma de dividendos hasta la&ncizrdel siguiente siniestro.

De esta manera, tenemos que el proceso de las reservas adwlifion una barrera de

dividendos constanté(t) = b, 0 < u < b, es (ver Rihimann (1996))

U(t) = u+ct — S(t) — SD(t),

siendoSD(t) el acumulado de los dividendos repartidos en el interj¢alo,

SD(t) = /tD(s)ds
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dondeD(s) es la intensidad de los dividendos repartidos en cada test@efinida como
0siU(t) <b
D(t) =
csiU(t) =b.
En la figura 2.5 se representa el proceso de las reservasdantel acumulado de los

dividendos, para una mejor interpretatidel modelo.

U@

N
3
\
N

SD(t)

Figura 2.5: Proceso de las reservas y dividendos repartidos

2.3.2. Probabilidad de ruina

En el modelo dsico modificado con una barrera constahte, = b, la probabilidad de
ruina esl. Independientemente del nivel en el que pongamos la batoelas las trayectorias

acabaan en ruina.

Teorema 2 En un proceso modificado con una barrera constahg, = b, la probabilidad de

ruina en tiempo infinito y chequeo continugu, b), esl.
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Demostracbn.

En Marmol (2003) se plantea una ecu@tintegro-diferencial para ebtculo de la probabi-
lidad de ruina en un modelo modificado con una barrera deetidds constantgt) = b, a la
que denotaremos par(u, b), suponiendo que el nivel de las reservas iniciales coireel
valor de la barrera, es decir= b. Sabemos que la probabilidad de ruina es decreciente tespec

al nivel de las reservas, por tanto,
(b, b) < P(u,b) <1, si 0<u<b.
Usando el argumento diferencial,
b
(b, b) = (1 — Adt)y(b,b) + Adt/ (b —xz,b)f(x)dx + \dt[1 — F(b)] + o(dt), (2.33)
0
dividiendo por\dt y haciendo queét — 0, nos queda:

b(bb) = /0 b(b— . b) f(@)dz + [ — F(b))

> / (b, b) f(@)dz + [1 = F(b)] = v(b.b)F(b) + 1 — F(b),

por lo tanto

$(b,0)[1 = F(b)] = 1= F(b),

de donde

¥(b,0) > 1,

y como sabemos que(b, b) < ¢ (u,b) < 1,y quey(b,b) > 1 entonces
Y(u,b) = 1.

O

Acabamos de veramo, en un modelo con barrera constante, la probabilidadida en
tiempo continuo e$. Lo anterior tamk®n es cierto si se realiza unaisis discreto, como se

demuestra en Claramuet al. (2003). Por ello, en un modelo con barrera constante @isi
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del momento de ruina es de especial iateya que con niveles de barrera distintos, aunque la
probabilidad de ruina sela adenas de obtenerse esperanzas del valor actual de los divislendo

distintas, el momento de ruina aatiferente.

2.3.3. Momento de ruina

Igual que en el modelo @sico, hacemos uso de la transformada de Laplace para gata va
ble, ya que es de gran utilidad para la res@uoae diversos problemas que se tratan en lageor
de laruina. Encontramos en la literatura actuarial trad@pono Avram y Usabel (2003), Drekic
y Willmot (2003) o Dickson y Willmot (2005) donde se utilizéas transformadas de Laplace
para el aalisis del momento de ruina (Ver &pdice A.2 para @s detalle de las propiedades).

Recuperamos la exprési estudiada en la definamn 14

¢(u,8) = E [e”"I (T < o0)], (2.34)

dondel (T < o) es la funodn indicadora, que es iguallacuando ocurre la ruina, Y en caso
contrario.

En el modelo dsico, asumiendo horizonte temporal infiniipco), la ruina no es segura,
motivo por el cual se hace necesario el uso de la tmaidicadora definida previamente. La
inclusion de la barrera en el modelo hace que la fandndicadora sea para el caso del
horizonte infinito, ya que la probabilidad de ruinaleguedando la funéin (2.34) de la forma
siguienté:

¢s(u,b) = Ele™"]. (2.35)

Debido a que el modelo se ve modificado con la introdutcle la barrera constante, el
proceso de las reservas tagse ve modificado. Para hallar la ecéaéntegro-diferencial de
os(u, b), condicionamos a la ocurrencia del primer siniestro, difelando entre el caso en que

ese primer siniestro ocurra antes o d&spde un determinado valefr. Estet* es el punto de

2Con el objetivo de incorporar el nivel de la barrdran la notadn deg(u, §), se denota a partir de ahora por

¢s(u,b) la transformada de Laplace del momento de ruina en un modalbarrera constante
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corte entre el proceso de las reservas y la barrera, suglonigre no ocurre siniestro, es decir

* * b—u
utc-tt=b=>1" = .

C
En las Figuras 2.6 y 2.7 se representaafigamente los casos en que el primer siniestro

ocurre antes o desps det*.

U@)

Figura 2.6: Cuando = T; es menor qué*

U@)
’ | TI// |/
0 t ot t

Figura 2.7: Cuando = T; es mayor que*
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Por tanto, se puede escrilgif(u, b) como

t* u+ct 00
¢s(u,b) = /0 Ae Me 0t {/0 d(u+ ct — x,b) f(z)dz + f(x)dx] dt

u—+ct

+/:O e A0t {/Ob &b —x,b) f(x)dr + /boo f(:z:)dx} dt

t* u—+ct
_ / A= [ / b(u+ ct — 2,b) f(x)dz + [1 — Flu+ ct)]] dt
0 0

+ /t jo N~ (o)t [ /0 ’ d(b— 2, b) f(x)dx + [1 — F(b)]] dt. (2.36)

donde el primer sumando es el representado en la Figura 2sggundo sumando es el corres-

pondiente a la Figura 2.7.

Se aplica el cambio de variable= u + ct, quedando los extremos de la integral

{tOHsu—i—c‘Ou,

t=t"—s=u+c bT“:b,

por tanto, podemos escribir (2.36) como

o5(u,b) = 1/: —Oa)( Uaps—xb )dx+[1—F(s)]]ds

C

+1/b°° ~O) (o5 ngb—xb )da:+[1—F(b)]]ds

Cc
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A u b
_A LOH0E 040 11 _ po(p
e e [1—F(b)]

—€
C
A
/ Wi/ (b — x,b) f(x)drds + —— >\+5 O — FO)|, (2.37)
Az
quedando (2.37) de forma simplificada
A P02
¢s(u, b) = e < (A1 + Ag),
dondeA; + A, = A, y por tanto
A= SO0t 00 b). (2.38)

)\
DerivandoA de la ecuadn (2.37) y de la ecuatn (2.38) respecto a e iguahndolas, se

obtiene
SHu)+ [ olu—nb)f@dr+1-Fw) = o)
0
Despejand®(u, b) se llega a

ds(u,b) = ALM [%ﬁ’(u,b) + /Oud)(u—x, b) f(x)de + 1 — /Ouf(x)dx} . (2.39)
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Aplicando transformadas de Laplace a (2.39)

o(s) = sgz?(s)—Ai5¢(0)+%+6¢;(8)ﬂ8)+>\15(1—5(8)).

Despejand@(s) se obtiene,

(1= (9)) = eso0)
5) = = (2.40)
(A+0)s—cs?— Asf(s)

Si f(s) es racional, el denominador de la fumi(2.40) es la ecuamn caractdstica de
Lundberg. Se hallan las r&ces,r, rs, ..., r,, donden es el grado de la ecuaci caractéstica,

para poder expresa}(s) en fracciones parciales de la siguiente forma:

~ A A A,
Pls) = —— + 2+ .+ ,
s—T1 S — 19 S— 1Ty
siendo su inversa,
Gs(u,b) =) Age™, (2.41)
=1

dondeA; son constantes que deperatedeb, pero no de.. Para determinarlas necesitaremos
hallarn condiciones.

A continuacon, hacemos el estudio para el caso en que la @igdtividual de los siniestros
sigue una distribuéin exponencial unitaria. En Cata (2006) se hallan los casos para una

exponencial de pametros y también para una Erlang, 5). Si X ~ Exp(1), su funcbn de

densidad eg(x) = e, y su transformada de Laplace &s) = —-

Sustituyenddf (s) en (2.40) obtenemos

3 A (1- s+_1) — cs¢(0)

(s) =
()\4—5)8—052—)\3&%1

A—cp(0)(s+1)

cs2—(A+d—c)s—4§’ (2.42)

siendocs® — (A + 60 — ¢) s — ¢, la ecuaddn caractéstica de Lundberg y susics:
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A=ty +6— o) + 45
o= )
2c

/\+5—c—\/()\+5—c)2+45c
2c '

ro =

Expresando la transformae}zés) en fracciones parciales nos queda de la siguiente forma:

- A Ay
¢(s) =

S—"7 S — 7”2,
siendo su inversa,

os(u, b) = Aje™™ + Age™". (2.43)

Para hallatd; y A, necesitamos dos condiciones:

= En la expresin (2.39) si la distribuén de cuarifi del siniestro sigue una exponencial

unitaria tenemos,

)\ C ’ v —x —u
Si se sustituye la estructura de so@rc(2.43) en (2.44):
A c
Ale”“ + Age”“ = —)\ T 5 |:X (Al’l"lerlu + A2T26T2u>

_|_/ (Alerl(u—x) +A2€r2(u—x)) e—xdx+e—u:|
0

A c
— —Uu . A T1U A r2U
py 56 + N5 (Ayre™® + Agroe™")
)\ Al 11U —Uu A2 T2U —Uu
S Lo I e )

Simplificando, se obtiene la primera ecuactiue nos senér para hallar los valores de
A1y A,. A continuacon se detallan los pasos seguidos,

cry A

A+d0  (A+0)(r+1)

A" |1 —

:| + A2€T2u |:1 — T2 /\ :|

A+d (A+0)(ra+1)
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—A A
= Le_u+ A |: 1 —u __ 2 e—u:| ’

A+ o A+o [+ D" (rmtl)
D D ~A ., Ay
0 = At+o° +>\+6{(r1+1)6 (r2+1)e ]

0 =" {1 - (r1A+1 0 (rgAj 1)} ’

A A,
CENR 1. (2.45)

= Nos planteamos la ecu@ci¢;(b, b),

¢s(b,b) = /0 h Ae M0 [ /O ’ ¢(b—,b) f(x)dx + [1 — F(b)]| dt

) U S ¢ e
= 5 +/\+5/0q5(b—x,b)e dz. (2.46)

Sustituyendo la estructura de soluti(2.43) en (2.46):

A AP
A"l Age?t = et (Ale”(bfz) + Age”(b’z)) e dx,

i+ 1) (ot 1)

[ J/

igual a 1 por la ecua6n (2.45)

Por lo tanto, nos queda la segunda ecia€expresada de la siguiente manera:

A A
r1b . rob . —
Ase {)\ +6 D) 1)} + Age {/\ +6 ) 1>} 0. (2.47)
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Una vez obtenidas las ecuaciones (2.45) y (2.47) tendreoeegolver el siguiente sistema

para poder hallad; y As:

A A _
D T ip = 1

Aren? 6 — 2]+ et A5 — As] =0,

7‘1+1) (T'2+1)

obtenéndose

—(ri+ 1) [rg (A +6) + 0] e

A = ,
! —er2b[ry (A +0) + 6] + emP [ry (A + 0) + 0]

(rg + 1) [ry (A +6) + 5] em?

Ay = :
? —er2b [ry (A +6) + 0] + enb [ry (A +0) + 4]

y sustituyendo en (2.43),

—(ri+ 1) [ra AN+ 0) + 6] et 20 + (rg + 1) [ry (A + 8) + 9] er2vtrid

¢s(u,b) = et [y (A4 6) + 8] — €2 [ry (A + 0) + ]

(2.48)

Mediante la utilizadn del teorema de Vieta, a partir del polinomio de segunddacue
tenemos en el denominador de la expegR.42),cs*> — (A + 6 — ¢) s — 6 = 0, obtendremos
una serie de expresiorfegue nos servan para poder simplificar la fura (2.48).

Asi (2.48) puede simplificarse, obteniendo

by 7’16T2u+r1b _ T26r1u+r2b

@3(u.b) = Ele™"] = ¢ (r1+ 1)riem® — (rg + 1)rger2t’ (2.49)

gue es la transformada del momento de ruina cuando laiewggltsiniestro sigue una distribu-

cion exponencial unitaria. A esta misma expdediegaron Dickson y Waters (2004) mediante

3Las expresiones utilizadas $egel teorema de Vieta son:
e+ g = A=c,
rre = ;fs,

(r+1(r2+1) =

al>
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un proceso de derivaciones sucesivas para el caso en quanfealel siniestro es una expo-
nencialg.
La expresbn para el caso Erlafg, 5) es obtenida de forma similar, teniendo en cuenta que

la transformada de su furiei densidad es

~ ﬁ2
5) = : 2.50

Sustituyendo (2.50) en (2.40), obtenemos

3(s) = A(s +28) — cp(0) (s + )’
T e (A +0—2Bc)s— B(2A+ 20— fc)s — 5%

(2.51)

siendo el denominador, la ecudeicaractdstica de Lundberg dei@esr;, r, y r3. EXpresamos

¢(s) en fracciones parciales

~ A A A
¢(S) _ 1 2 3 '
S—T S —T9 S —1Ts
de donde,
¢s(u,b) = Aje™™ + Age™" + Age™, (2.52)

necesitando tres condiciones para haflari = 1, 2, 3:

= En la expresin (2.39), si la distribuéin de cuant del siniestro sigue una distriboai

Erlang 2, 5) tenemos,
os(u,b) = [ &' (u,b) + fo —x,b)F2re P dx + e P (uf + 1)} ) (2.53)
Sustituyendo la estructura de soluti(2.52) en (2 53)y simplificando, obtenemos
3
ﬁAi
0= —1]. 2.54

A partir de la expresin (2.54), hallamos las dos primeras ecuaciones:

3
BA;
; (ri + 8)

1, (2.55)

3

B A;

S 2.56
DT (2.56)
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= A continuacon, se parte de la ecuéai ¢5(b,b),

A
B0.0) = o= FOL+ g [ o= s
A 2
= 50 P (bB 4+ 1) +—/ o(b— z,b)f%e axdr.  (2.57)

Sustituyendo la estructura de sofuti(2.52) en (2.57):

o I

A
_ —Bb
Atoo

3 3
32 A;b B2 A;
bﬁﬂ_;(mw) _;(rﬁﬂ)z

N J/

igual a O por las ecuaciones (2.55) y (2.56)

Por lo tanto, la tercera ecuéci queda expresada de la siguiente manera:

5 A+0 3?
. Tib — =
;_1 Ase { 3 o ﬁ)} 0. (2.58)

Una vez obtenidas las ecuaciones (2.55), (2.56) y (2.583 ske nesolver el siguiente siste-

ma para poder hallat;, A> y As:

rib | A8 B2 _
ZAe 52— ) =0

HalladasA,, A,, Az y sustituyendo en (2.52) se consigue la transformada delentum
de ruina cuando la cudatdel siniestro sigue una distriboai Erland?2, 3). A partir de esta
transformada se pueden encontrar los momentos de érplara la variable aleatoria momento
de ruina, como hemos comentado para el modélsiob, y analizar la distribugn deésta.

En el Apendice B se adjuntan los ejemplos renmos que muestran el comportamiento de

la esperanza, varianza, desvéatitipica y el coeficiente de varidm de la variable aleatoria
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momento de ruina cuando la distriboride la cuana sigue una Erlan@, 3) con = 2 (los

resultados han sido obtenidos mediante programas readizafl/lathematica 6.p

2.3.4. Funcon Gerber-Shiu

En este modelo, la exprési (2.32) definida en el modeloadico, conocida como furtm

Gerber-Shiu, queda
¢o(u) = E [w (U(T=).|UT)) e | U(0) = u], (2.59)

siendow (U (T—),|U(T)|) la funcion de penalizaéin y ¢ el factor de descuento. Hay que tener
en cuenta que para (U (T'—),|U(T)|) = 1, se halla la transformada de Laplace del momento
de ruina. En Linet al. (2003) se plantea una ecuaeiintegral para (2.59), condicionando al
momento de ocurrencia del primer siniestro. A &ade derivaéin en ambos lados de la inte-
gral respecto a, se obtiene una ecu&ci integro-diferencial que permite hallar una sofurci

general. Ag la ecuaddn integral pard < u < b que define la funéin (2.59) es

dp(u) = /0 ! Ae= Ay (y + ct) dt + /t *OO Ae~ Dby (b) dt, (2.60)
donde
wit)= [ outt - 0)7(wds+ €0, @61)
y
ﬂﬂzlmw@x—ﬂﬂﬂm. (2.62)

En este punto, es preciso recordar ¢ue (b — u) /c, ha sido definido anteriormente como

el punto de cruce de las reservas al alcanzar el higlella barrera si no ha ocurrido siniestro.

La integral (2.60) se puede reescribir tagbde la siguiente forma

A48

b
mw:—/e4CWM%wm+

A48

7 (b) (%

A )(b—u)
<u<h 2.63
A+0 Osus ( )
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Derivando (2.63) respectowase obtiene la ecuam integro-diferencial para < u < b

i) = =2+ (RE2) 2 [ ORI, )

C Cc

N (A + 5) A 0 (b) o~ (2£2) (b—u)
Cc
Si se tiene en cuenta (2.63), se puede reescrilitégro-diferencial anterior como

() = 22 () ~ 2 (w), (2.64)

C

0 bien, si se considera (2.61), se obtiene

A A+ A
ohf) = =2 [ oulu— o)+ 22 0n) = 26 (). (2.65)
Sihacemos. = b en (2.63) tenemos que,
A
»(0) = 15 (1)
y sustituyenda@stalltima en (2.64)
o, (b) = 0. (2.66)

Por lo tanto, la fund@n Gerber-Shiu (2.59), se puede decir que satisface lag8prR.65) y
la condicbn (2.66). En Liret al.(2003) se obtiene la solu general de la funon Gerber-Shiu

gracias a la estructura de (2.65) y se expresa como la sunasdearttiones.

2.3.5. Valor actual de los dividendos

En estelltimo apartado del modeloasico con barrera constante, se lleva a cabo una breve
introduccdn al célculo del valor actual de los dividendos en el caso contswapniendo que
el proceso acaba con la ruina, es decir, que el reparto diéedidos 6lo se produce hasta el

momento de ruind’.
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Los dividendos repartidos se cuantifican mediante la espardel valor actual de los divi-
dendosJV (u, b), siendou el nivel inicial de las reservas,iyel nivel de barrera, pafa< u < b.

En Buhlmann (1996), se plantea éllculo como,

W(u,b) = E UOT D(s)efgsds} : (2.67)

dondes es la tasa de actualizédi, y D(s) la intensidad de los dividendos repartidos en cada

instante.
0siU(t) <b
D(t) =
csiU(t) =b.

En la figura 2.8 se representa el reparto de dividendos cussmgooduce el momento de

ruinaT’.
U(t)T
b/ I/]/
1 1
1 [
u | . : Lo
1 1 | 1 1
1 1 1 1 1
1 1 h 1 1
: : ! M
0 ! T R 1
SD(t) A : | Lo |
1 1 [ .
1 1 1 1 1
! ! A
1 1 1 1 1
! | _— o
1 T 1 1
! ! b
| ! A
: : A
0 | | o K
____________ 1
= e B
:’—: ~~~~ | | T~y | :
p— ! >
0 Flujo cte. ¢ Flujo cte. ¢ T

Figura 2.8:W (u, b) valor actual de los dividendos repartidos



2.3. Modelo con barrera de dividendos constante 51

Para el élculo de (2.67) se puede recurrir al planteamiento difgaeémealizado en Bhl-
mann (1996), o el realizado endvinol (2003), planteado con ecuaciones de renéwaéista
es una herramienta ya utilizada en Grandell (1991) y Fell@r1) para el @lculo de proba-
bilidades de supervivenci&steiltimo, es el mismo procedimiento que hemos utilizado para
calcular la funddn Gerber-Shiu, teniendo en cuenta el valor de las resdrjag,que depende

de sit = T} es mayor o0 menor qug, el punto de corte entre el proceso y la barrera.






Capitulo 3

El reaseguro proporcional y su influencia

en un modelo con barrera

3.1. Introduccion

Las compéaias aseguradoras pueden optar por realizar contratos skgrea para poder
asumir riesgos mayores o0 protegerse mejor de la ruina. Bsteato de reaseguro transfiere
parte de los riesgos asumidos por la coffi@aaseguradora a la reaseguradora a cambio de
cederle tamt@n una parte de las primas que recibe de los asegurados.

Se define la funéin de retendn, h(X), que determingr la cantidad retenida de riesgo
por parte de la comta aseguradora, siendo — h(X) la parte de la que se harcargo la
reaseguradora. La furim 2 (X') cumple las siguientes propiedades (Melnikov (2003), Kaas

al. (2001)):
1. h(X)y X — h(X) son funciones no decrecientes,
2. 0 < h(X) < X, h(0) = 0.

Se puede diferenciar dos grandes grupos de reasegurosetuga proporcional y el no
proporcional. Dentro de los reaseguros proporcionalesdayen los reaseguros conocidos
como cuota-parte y de excedentes. El primero transfieres todaiesgos en la misma propor-

cion, mientras que en el segundo dicha progorqiuede variar. En cuanto a los reaseguros

53
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no proporcionales se encuentran los conocidos cstop-Losy Excess-LossAmbos ofrecen
proteccon cuando la siniestralidad supera un determinado nivetiado.
A partir de ahora nos centraremos en el reaseguro cuota-pgag denominamos gemica-

mente reaseguro proporcional. Por lo tanto, se consideréacfuncbn de retendn

siendok, el nivel de retendin de la aseguradora, que eadtaomprendido entre < k£ < 1.

En este capulo, el modelo de la teta del riesgo se modifica incorporando la d@pcide
establecer un contrato de reaseguro proporcional parastdrgee la cartera. En el caso de un
modelo chsico de la teda del riesgo, diversos estudios demuestran que el reasg@porcio-
nal influye en la probabilidad de ruirtdtima. Centeno (1986, 2002) y Dickson y Waters (1996)
han estudiado dicha influencia a teavdel efecto del reaseguro sobre el coeficiente de ajuste.
Por otro lado, en este ciplo, tambén se analizarel efecto de la estrategia de reaseguro pro-
porcional en un modelo con barrera de dividendos constquéepropone el pago de una parte
de las reservas a los accionistas en forma de dividendade@mente, la introdudm de esta
estrategia tambn produce una modificam en el proceso de las reservas.

El objeto de estudio en este ¢aypo seh, por tanto, el efecto que genera la introdéoci
del reaseguro proporcional en un modelasato del riesgo y en un modelo con barrera de
dividendos constantes que propone el reparto de una paftes deservas a los accionistas.
Como se demostray este tipo de reaseguro proporcional y la rélaa@ntre los recargos de
seguridad del asegurador y del reasegurador tiene unavsperdirecta sobre las medidas de
solvencia del asegurador.

En el modelo con barrera de dividendos constante no se asgtldomportamiento de la
probabilidad de ruina ya quésta es igual &. Si que sea de intees, en cambio, observabmo
el proceso de las reservas queda modificado y analizar, elo$ddtimos subapartados (3.3.2.
y 3.3.3.), la variable aleatoria momento de ruina y la esyzrael valor actual de los dividen-
dos. En estos dadtimos subapartados se desarrolla el caso correspoadianta distribuéin

exponencidl’) para la cuané de los siniestros.
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3.2. Reaseguro proporcional en un modelo akico

En el reaseguro proporcional, el asegurador, de cada tsmi€s asume una determinada
proporcbn k, cediendo al reasegurador la diferengia— k). Por lo tanto, la intensidad de
siniestralidad esperada para el asegurador asciehd& gX |, siendo la siniestralidad espera-
da cedida al reasegurador fe— k)AE[X|. Ese valork recibe el nombre de porcentaje de
retencon.

Sabiendo que es el recargo de seguridad del asegurador recogido en $2.8gfinepr
como el recargo de seguridad del reaseguradarl@prima retenida o ingresada por el asegu-

rador dependérdepy, y del porcentaje de reterii k£, siendo, (Dickson (2005))

d = ¢c— 1=k (14 pr)AE[X]

= Api(1+p) = Api(1 = k)(1 + pr)

= A (L+p—(L=k)(1+pr)).

dondeE[X] = p;.

Esta prima retenida;, permite calcular el nuevo recargo de seguridad internastgjurador

0 neto de reasegurpy, de forma que

kAp1 (14 pn) = Ap1 (1 +p— (1 = k)(1 + pr)),

de donde,
PR — P

PN = PR — paraVk > 0. (3.1)

Esta expregin puede encontrarse en Dickson y Waters (1996).

El asegurador debe mantener la cortficile beneficio neto en su cartera retenida, es decir

pn > 0. Esta condidn define unilmite inferior para la proporoin de negocio retenida,
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Max{O,pR_p}<k§1, con p >0, pr > 0. (3.2)
PR

Si se analizay, en funcbn del recargo original del aseguradardel recargo de seguridad
cobrado por el reaseguradpy;, y del porcentaje de reterdgi k, se puede diferenciar tres casos

sedin sea la reladin existente entrgy pg:

1. El recargo del reasegurador es superior al del aseguraddpr > p > 0)

Entonces, la proporon retenida: debe pertenecer al interva(lé;%”, 1], para quepy >

0. En la Figura 3.1 se observa qug es una fund@n creciente respectoka

2. El recargo del reasegurador y del asegurador son igualggr = p)

Entonces: puede tomar cualquier valor enti® 1]|. En este caso particulaty = pr = p
y es independiente de De esta forma, el recargo interngy, que le queda al asegurador
desp@s del reaseguro es independiente de la propodz la cartera cedida y se mantiene
en el recargo prefijado por el asegurador. En la Figur&&d sucede cuangg, = p =
0.2, generando undrea constante epy = 0.2 e independiente del valor que tome la

proporcon k.

3. Elrecargo de seguridad del reasegurador es inferior al del @&gurador (0 < pg < p)

En este casé € (0, 1] y py es decreciente respectda

En la Figura 3.1 se representa en funcbn dek, para los tres casos comentados, con un
recargo de seguridad fijo del asegurader 0.2 y distintos valores del recargo de seguridad del

reaseguradary = 0, 0.19, 0.2, 0.21, 0.5, 0.8.
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— g
----- pr=0.19
—  pp02
= pp=021
— pp=05

— =08

Figura 3.1: Recargo de seguridad interno del asegurador

La proporcon de la intensidad de prima total retenida por el asegurddaominada’, al

aplicar un reaseguro proporcional con un nivel de retancide cada siniestro, se define como

Ke = c¢— (1 —=k)(1+pr)Ap

o bien,

Edpi(1+p) = kdpi(1+ pn),

(1+pn)

K= (I4+p) "
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Sipr = p, la prima total que paga el aseguradogs compartida entre asegurador y rease-
gurador en la misma propotri £, de tal forma que la prima neta de reasegure’es kcy
PN = P-

De estos tres casoénicamente es de intes analizar el primero, ya que si gt < p,
utilizando como criterio la probabilidad de ruina, el asegior simplemente cedartoda la

cartera al reasegurador. Y esta sitbaatarece de sentido.

3.2.1. Proceso de las reservas

Siintroducimos un reaseguro proporcional, de forma qusegaador retiene una propor-
cion k de todos y cada uno de los siniestros y una proparki de la intensidad de prima el
nivel de las reservas enes

N(t)

Ur(t) = u+ck't = > kX;. (3.3)
=1

Obviamente la introducon del contrato de reaseguro proporcional modifica la rugla d
asegurador. Igualmente, el momento de ruina, el importeunh@a 1y el resto de magnitudes
relacionadas con la solvencia del asegurador se ven afsctad

Sin embargo, dadas las caract@cas del reaseguro proporcional, no es necesario la refo

mulacibn tedrica para el aalisis de estas magnitudes. Se plantean dos opciones:

a) Modelo sin reaseguro pero cambiando convenientementaloseg de las reservas iniciales

u 'y la intensidad de primapor 7 y c%, respectivamente.

Sin reaseguro Con reaseguro proporcional

IS

Reservas iniciales U

Intensidad de prima c c

= T

Tabla 3.1: Converéin de paametros en un modelo de reaseguro proporcional

De esta forma, el proceso de las reservas en un modsdi@alcon reaseguro proporcio-
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nal, es

U k' N
Un(t) =k | 2+ et = > X | = kUL(), (3.4)
i=1

siendoU,(t) las reservas en un modeldslco sin reaseguro proporcional (pero con va-

lores iniciales, e intensidad de primd%).

b) La otra opobn esé relacionada con el recargo neto de reasegurcsobre el negocio reteni-
do, que nos da la misma informéaaiquek’ sobre la prima total cobrada por el asegurador.

Entonces,

N
Ur(t) :u+c't—ZYi, (3.5)
i=1

siendoY; = kX;y ¢ = AE[Y;](1 + pn). En este caso, todas las magnitudes relacionadas
con la ruina en un modelo de reaseguro proporcional, puealenlarse utilizando un
modelo chsico sin reaseguro, teniendo en cuenta que |@petros som, ¢’ y la cuanta

de los siniestros dada por la variable aleatdftia £ .X.

3.3. Reaseguro proporcional en un modelo con barrera

A continuacén, introducimos un reaseguro proporcional en un modeldeorera de divi-
dendos constantgt) = b, de tal forma que cuando las reservas alcanzan el nivel deierb

b, éstas permanecen en dicho nivel hasta la ocurrencia désigisiniestro.

En la Figura 3.2 se representa, por un lado, una posiblect@ya descrita por el proceso
de las reservas en un modelasico con barrera constante, y por otro, una trayectoria gué

se ha incluido un reaseguro proporcional.
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Ut)

—>

Figura 3.2: Proceso de las reservas sin y con reasegurorprapal conb(t) = b

En la primera trayectoria representada en la Figura 3.2eguaador reparte dividendos
y se arruina al ocurrir el tercer siniestro si no reaseguianimas que si reasegura (segunda
trayectoria conk y £’), no llega a repartir dividendos, pero no se arruina despulel tercer
siniestro.

Con la introducdn de la estrategia de reaseguro proporcional en este moaeloarrera
de dividendos constante, se ven afectados el momento dg elimporte de ruina, el valor
actual de los dividendos repartidos y el resto de magnituwdeso suceth en el modelo ésico
de la teora del riesgo.

En este modelo tampoco &enecesaria, la reformuldxi tedrica para el aalisis de estas
magnitudes. Si se utiliza la ofdei (a) anterior, 8lo se tendr que cambiar el nivel de la barrera
constanteh por % juntamente con los pametros utilizados en el proceso de las reservas en
(3.4). Si se escoge la ofei (b), el paametro de la barrera constante sigue signgero con el

resto de pametros utilizados en el proceso (3.5).
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3.3.1. Momento de ruina

Si se asume que la cu@mtindividual de un siniestro sigue una distribdutiexponencial
de paametrof, se pueden obtener expresiones #icak para la transformada de Laplace y
para los momentos de orderdel momento de ruifacomo ya se ha comentado en el anterior
cagtulo.

En un modelo sin reaseguro con barrera constanige transformada de Laplace del mo-
mento de ruina (Dickson y Waters (2004), Céasta(2006)) es

A T1€r2u+r1b . 7,267"1u+7"2b

—oTy _ A
Bl = ¢ (ry + B)rient — (ry + B)roer2b’ (3.6)

donder, y r, son las réces de la ecuasn de Lundberg

cs®> — (A + 8 —pe)s— 5 = 0. (3.7)

A partir de (3.6) se obtienen los momentos de ordelerivando sucesivamente respecto a
0 y evaluando dichas derivadas &g- 0,

" 8nE[€—§T]

IR (3.8)

E[T" = (-1)

A continuacon, se analizan en un modelo con reaseguro proporcionatgrhaonstante,

la esperanza del momento de ruina y la transformada de leagkadicho momento.

3.3.1.1. Esperanza del momento de ruina

En el caso de la esperanza del momento de ruina la e&presi compleja, pero puede
utilizarse para simplificarla, como variable instrumenéhlcoeficiente de ajust®, de forma

que, (Linet al. (2003))

cBefb=w (cBeft — X) 14 Bu
McB —\)? B — A

E[T] = (3.9)

'En este caso, el orden de los momentos se expresa mediaDeeesta manera, se intenta evitar la posible

confusbn con el porcentaje aplicado en un modelo con reaseguroimiopal.
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siendo

Considerando ahora un reaseguro proporcional, se utilizageesdn (3.9) y se aplica la
opcion (b) de la secéin anterior para hallar las nuevas ecuaciones. De esta,feemplazando

la intensidad de primapord = A% (1+ pn), donde el nuevo coeficiente de ajuste es

_ Bpn
(1+ pn)k’
la esperanza del momento de ruina queda
Bop (b—u) s uB
ER[T] = 1—I—ﬁe ’“péV*"N) (Me’“(l‘igmu — L) — L . (3.10)
APN PN PN APN

Ejemplo 1 Se estudia el comportamiento de la esperanza del momentairge (8.10) para
distintos recargos del reaseguradey, = (0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9) teniendo unas re-
servas iniciales, = 5, b = 10, un recargo de seguridagd = 0.2 y suponiendo que eliumero
de siniestros sigue una distrib@ei de Poisson de pametro\ = 0.5 y la cuanta de los si-
niestros una exponencial de @anetro = 1. Los @lculos se han realizado con el programa
Mathematica 6.0 que se adjunta en elédice C.1.

Los pr considerados son superiores al recargo de seguridad dgjuaadorp = 0.2. Aq,
el dominio de la propordin retenidak, es (%, 1]. En la Figura 3.3 se pueden observar los
resultados: al incrementasy, el dominio dek se ve reducido y tambin disminuyen los valores
de la esperanza del momento de ruina.

Las distintas curvas dibujadas respectb an la Figura 3.3, tienen un primer tramo crecien-
te hasta llegar a un dximo, que es el valdptimok* que maximiza l&z[T’], para continuar
luego decreciendo hasta llegar al valor d&;[T] = 183.145 parak = 1. Este valor es el del
momento de ruina esperado si No se reasegura, ya que-unal significa que se retiene la

totalidad de la cartera.
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ExT]
800
— pg03
600 — pp=04
—  pp03
—  pp06
400
pp=07
— pp=08
200
- pp=09
1 1 1 1 1 1 1 k
04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.3:E[T] para distintopr = (0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9)

En la Figura 3.4, se observan losaximos deE[T] y los valores dek* que permiten

obtener dichos #ximos para los distintos recargos del reaseguragdgr

2001

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.4: Esperanz&ptimas para distintos niveles de retémci
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A medida que aumenta el recargo del reasegurador, la porde cartera que debe retener el
asegurador para conseguir ladrima esperanza del momento de ruina, aumenta y se acerca a
1, y dicha esperanzaptima del momento de ruina disminuye y se acerca al valaesiseguro.

Para recargos de seguridad del reasegurador granges= 0.7, pr = 0.8, pg = 0.9 se
identifica que en el primer tramo del dominio kldos valores de I&/z[T'] son inferiores al que
se obtendia sin reasegurar. En la Tabla 3.2 se recogen para cada rexae) reasegurador, el

dominio dek, el £*, valor dek que optimizalsz[T'], Eru~)[T], y los valores dé para los que

ER[T) < E[T).

pi | Max {0,252} < < 1| k(6ptimo) | B (7] valores det donde
Eg[T] < E[T]

0.3 0333 < k<1 0.4017 837.33 3
0.4 0.500 < k < 1 0.5736 365.28 3
0.5 0.600 < k<1 0.6911 262.32 3
0.6 0.666 < k <1 0.7789 221.18 3
0.7 0.714 < k<1 0.8476 201.07 | 0.714 < k < 0.731
0.8 0.750 < k < 1 0.9027 190.60 | 0.750 < k < 0.821
0.9 0.777 < k< 1 0.9478 185.37 | 0.777 < k < 0.900
p E[T]
0.2 Sin  reaseguro 183.145

Tabla 3.2: Comportamiento de Ig;[T]

3.3.1.2. Transformada del momento de ruina

Partiendo de la exprdsi (3.6), se realizan los cambios correspondientes aldatio un

reaseguro proporcional y se obtiene

rou+r1b riu+rab

A rie
’\ﬁ—k (L4 pn) (r1 + 2)riend — (ry + )roersb

— TI'2€

Egle ] = (3.11)



3.3. Reaseguro proporcional en un modelo con barrera 65

donder, y r, son las r&ces de la siguiente ecuéaide Lundberg

Ak 4]
—(1—|—,0N)32—((5—)\pN)3—6—:0.

16 k

Ejemplo 2 Con los mismos datos del ejemplo anterior, se estudia el cdaamp@nto de la
transformada de Laplace del momento de ruina para los dsdinecargos del reasegurador y
para distintas tasas de actualizécio = 0.01, § = 0.03yé = 0.1. En los géficos de la Figura

3.5 se representa dicho comportamiento. Se adjunta el progirealizado en Mathematica 6.0

en el Agendice C.2.

Egle”] Egle”]

0.4 0.20

0.3

0.2

0.1 5=0.01 0.05 5 =0.03

0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1.0 04 05 0.6 07 0.8 0.9 1.0

Ege™']
0.08 =0, =03
- =04
0.06} Pr
= =0.5
-0, =0.6
=07
0.02} 5=0.1 — =08
= =09

0.04f

04 05 06 0.7 08 09 1.0

Figura 3.5:Ey[e~%T] para los distintog en los casos = 0.01,J = 0.03y § = 0.1

En la Tabla 3.3 se recogen los valores kteque minimizan la transformada de Laplace
del momento de ruina, asomo los intervalos dé para los que laFz[e 7] es inferior a la

correspondiente sin reaseguro.
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0 =10.01 0 =0.03
on | Maz {0’%} ck<1| ER(k»)[e"‘T] valores dek donde i+ ER(k»)[e’éT] valores dek donde
ER[(T(ST} < ERW*)[K(ST] ER[eféT] < ER(,C*)[(T(ST]
0.3 0333 <k<1 3 i ) 3 3 #
0.4 0.500 < k<1 0.5315 0.2423 ? 3 3 ?
0.5 0.600 < k <1 0.6661 |  0.3056 ? ? ? ?
0.6 0.666 < £ <1 0,7637 0.3411 ! 0.6757 0.1569 !
0.7 07114 < k<1 0.8388 0.3618 3 0.7747 0.1738 3
0.8 0750 < k<1 0.8985 0.3735 0.750 < k < 0.812 0.8508 0.1838 i
0.9 0777 < k<1 0.9470 0.3796 0.777 < k < 0.898 0.9112 0.1895 0.777 < k < 0.832
p Sin| k Ele™") Sin| k Ele™"
0.2 Reasegurg 1 0.3820 Reasegurg 1 0.1930

Tabla 3.3: Comportamiento de g [e 7]

Los comentarios a realizar respecto de lagfiras de la Figura 3.5 y de la Tabla 3.3 son
similares a los realizados en el ejemplo anterior. La difeia es que adu el objetivo es mi-
nimizar la esperanza del valor actual (a un tipo de i@&concreto) de una unidad monetaria
pagadera en el momento de ruina, mientras que si analizamesperanza del momento de
ruina, el objetivo es maximizar dicha esperanza. Con una tesactualizad@n ¢ = 0.1 no
existe una* que minimiza la transformada de Laplace del momento de roamo tampoco

intervalos dek para los que laFz[e=°T] es inferior aE[e—°T] = 0.0781.

3.3.2. Esperanza del valor actual de los dividendos

En un modelo sin reaseguro, la esperanza del valor actualsddividendos repartidos,
W (u,b), bajo la hiptesis de que la cudatde los siniestros sigue una distridutiexponencial

es (Aihlmann (1996))
ﬁ—i_rl U roU
ﬁ+ﬁe +e
_B+ﬁ
B+ 12

W(u,b) =

(3.12)

r1emb | roer2b

donder; y r, son las réces de la expresn (3.7) yo la tasa de actualizami de los dividendos
repartidos.
Con la incorporadn de un reaseguro proporcional, el valor actual de los eindds viene

representado pdi/,(u, b), recordando qué es la propor@n retenida, y puede calcularse a
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partir de (3.12) realizando los cambios indicados anterénte.

Ejemplo 3 Con los mismos datos de los ejemplos anteriores y pata).01, en la Figura 3.6
se presenta el valor dé&/;, (u, b) parapr = 0.3,...0.9. El programa realizado con Mathematica

6.0 se adjunta en el Andice C.3.

Wi(5,10)
7+
6k
=p,=03
5 =p0,=04
4 - ,=06
2.=07
3k =,=08
= 0,=09
2F &
1 L
04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.6:W,, (5, 10) parapr = 0.3, ...,0.9

En la Figura 3.6, se puede observar que la esperanza del ahoral de los dividendos es
creciente respecto apara los diferentes valores dg). Por tanto cuanto mayor es la retebai

gue decide el asegurador mayor es la caante dividendos repartidos.

Si consideramos la cartera de seguros no vida como una iibrgoara los accionistas,
podemos interpretar que a cambio de una indersiicial deu, la esperanza del valor actual de

los ingresos recibidos %, (u,b). Si el tipo de inteés de mercado es parece dgico exigir
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gue para realizar la inveisi el nivel de retendin estuviese entre el conjunto deue hacen
queW (u, b) sea mayor que.

Denominamos: al valor que hace que’; (u,b) = u. Para el valork, la tasa interna de
rentabilidad del accionista coincide con la tas#ilizada para actualizar los dividendos repar-
tidos. Para valorek > k, se cumple quéVy, (u,b) > u, y por tanto la tasa de rentabilidad del
accionista es superioré Por el contrario, parka < k, la tasa de rentabilidad del accionista es
inferior ad, cumpliéndose quéVy, (u,b) < u. Asi, para un tipo de inté&s de mercad6, desde

el punto de vista del accionista el conjuntokdgue hace rentable la operaaisonk € (E, 1] :

Ejemplo 4 En la Tabla 3.4 se recogen los valoresﬂparau =1,b=5\XA=050=1y
p=0.2.

k
pr | 0=0.011{6=0.0150=0.02]6=0.025|0=0.03]6=0.04|=0.1

0.3 ]0.477891 | 0.5541 0.6267 0.8958 0.7619 0.8864 > 1
0.41]0.579216 | 0.6370 0.6933 0.7481 0.8015 0.9041 > 1

0.5 | 0.644592 | 0.6919 0.7385 0.7843 0.8293 0.9169 > 1

0.6 | 0.691156 | 0.7315 0.7714 0.8110 0.8500 0.9267 > 1

0.7 0.726342 | 0.7616 0.7967 0.8316 0.8662 0.9344 > 1

0.8 10.754014 | 0.7855 0.8168 0.8481 0.8791 0.9406 > 1
0.9 | 0.77642 0.8048 0.8332 0.8615 0.8897 0.9457 > 1

Tabla 3.4: Valores dé para diferentes valores de

Se puede observar que a mayor tasa de actualwede los dividendos para un mismeg,
mayor es el nivel d&. Por tanto, el accionista exigia mayor nivel de retenén para considerar

rentable su invergin.



Capitulo 4

Estrategia de reaseguro proporcional de

umbral

4.1. Introduccion

Los estudios que tratan los efectos de una estrategia degreassobre las medidas de
solvencia han centrado su ateémtien la probabilidad de ruindtima.

En primer lugar, un buenimero de estos estudios analizan el efecto del reaseguro en e
coeficiente de ajuste o exponente de Lundberg (p.e. Wat@r®),1Gerber (1979), Centeno
(1986, 2002) y Hesselager (1990)).

Por otro lado, diversos autores han considerado el probienia determinaéin del nivel
optimo y/o del tipo de reaseguro. &btimo lo definen enerminos de algn criterio de estabili-
dad, principalmente la probabilidad de ruina (Waters (J988ovaertet al. (1989), Bihimann
(1996), Bowerst al. (1997), Schmidli (2001, 2002), Verlaak y Beirlant (2003)ppliy Vogt
(2003) o Taksar y Markussen (2003)). En este contexto, tategia de reaseguro considerada
puede ser eatica o difamica. En una estrategia de reaseguratiest (Waters (1983), Centeno
(1986, 2005) y Dickson y Waters (1996)), se asume que el pieklipo de reaseguro perma-
nece constante a lo largo del pmto considerado, siendo en la magode los casos infinito.

En el caso de una estrategia@inica, se considera que, para un tipo fijo de reaseguro, el ni-

vel de reaseguro puede variar de manera continua (Hojgabkaksar (1998), Schmidli (2001,

69
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2002), Hipp y Vogt (2003) y Taksar y Markussen (2003)). Estalsajos utilizan la herramienta
de control estaasticooptimo en tiempo continuo. En cambio, Dickson y Waters (2@36u-
dian el problema del control estagtico en tiempo discreto, asumiendo que el aseguradoepued

cambiar el tipo y/o el nivel de reaseguro al comienzo de cadagb.

En este cajulo, se considera el modeloaslico (Poisson compuesto) para las reservas del
asegurador y se introduce una estrategia de reaseguamiden Para ello, se asume que el
asegurador acuerda un contrato de reaseguro proporcitmrale el nivel de reten@h no es
constante sino que depende del nivel de las reservassédefine una estrategia de reaseguro
proporcional de umbral que consiste en aplicar un nivel tlnon k; siempre que las reser-
vas son inferiores a un determinado umbtaly en aplicar un nivel de reter@m k, en caso
contrario. Puesto que el reaseguro es una herramientalpamate! de la solvencia de la car-
tera, es natural que el nivel de retémtidependa del nivel de las reservas en cada momento.
La estrategia de reaseguro proporcional de umbral que pemea@s una forma clara §dil de
considerar esta dependencia.

Esta nueva estrategia se analiza desde el punto de vistsedgirador, dejando para futuras
investigaciones el efecto que tiene la adopcde esta nueva fdtta de reaseguro sobre la
cartera del reasegurador.

El objetivo de este cafulo es analizar el efecto de esta nueva estrategia en ld&lase
de solvencia utilizando la funmn Gerber-Shiu, que permite obtener entre otras medidas la
probabilidad de ruina y la transformada de Laplace del moongs ruina.

La organizadn es similar a la seguida en los @ajos anteriores. Primero, se introduce
esta nueva estrategia, estudiando el efecto que tiene algim@ceso de las reservas. Posterior-
mente se obtiene la ecuéniintegro-diferencial de la fungh Gerber-Shiu. El procedimiento
matenatico seguido es similar al aplicado en Lin y Pavlova (2006y,0 trabajo se centra en
analizar problemas de dividendos. A partir de la féndserber-Shiu, se estudian algunos casos

especiales, obtemndose expresiones para la probabilidad de ruina y la tianafla de Lapla-

'En este caso, no se ha de confundir el umbbaicon el valor de la barrera constarte. A lo largo del

caftulo, (b) hace referencia al nivel de umbral.
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ce del momento de ruina. En los apartados 4.4. y 4.5. se anaitas expresiones cuando la
cuanta individual de los siniestros se distribuye 8egina exponencial y una phase-tyjye. Se
cierra este cdfulo con un aalisis nungrico y comparativo de la nueva estrategia de reaseguro

proporcional de umbral.

4.2. Proceso de las reservas

A lo largo de este apartado, se presenta una nueva estrdéeggaseguro proporcional que
podemos considerar dimica, ya que vaa en funcbn del nivel de las reservas en cada momen-
to. A esta nueva estrategia, la denominamos estrategiasiegero proporcional de umbral, en
ella se consideran dos tramos diferenciados en &unde si las reservas son inferiores o supe-

riores a un determinado nivel de umbbal 0:

= Primer tramo, par@ < u < b: En este tramo, el asegurador (al que se denomina cedente)

asume un porcentajg de la cuari de los siniestros, porcentaje que se denomina nivel

de retendin. El reasegurador se hace cargo(de} %) restante.

Asi, la siniestralidad agregada esperada que asume el adegasi; \ F[X] y la sinies-

tralidad agregada esperada que asume el reasegurgdor és)\E[X].

De igual forma que se cede la obligacide pagos de una parte del siniestro, té&mlsie

cede a la reaseguradora una parte de la prima que cobra etad®@ga su cliente. Tanto
cedente como reasegurador deben incluir un recargo dadgagpositivo en sus primas.
El asegurador cobra al asegurado un recargo de seguyrigad reasegurador cobra un

recargopr al asegurador.

Se tiene, por lo tanto, que la prima retenida por el asegurata de reaseguro, denomi-

nadac;, dependex de dicho recargpy y de la propordn k; de la cartera retenida,

cT = C-(l—k’l)(l—l—pR)/\E[X]

= Api(1+p) = (L= k1) (1+ pr)Ap1. (4.1)
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Al mismo tiempo, se puede calcular el recargo interno o neteedseguro para el asegu-

rador, al que se denominpg;;, a partir de

Cc1 = kl/\pl(l -+ le). (42)

Este recargo netd# depende dg, pr Y k1 Yy puede calcularsétilmente a partir de la

expresbn anterior y de (4.1) siendo

PN1 = PR — ka_ p, Vk’l > 0. (43)
1

Como el asegurador debe mantener la cobdide beneficio neto, la prima neta de rease-
guro no puede inferior a la siniestralidad esperada asympataantopy; > 0. De esta
condicbn, obtenemos el mismantite inferior para la proporén de negocio retenida

gue temamos en (3.2).

Segundo tramo, para> b: Cuando las reservas superan el nivel de unmhbmlasegura-

dor asume un porcentajg de la cuarifa de los siniestros, mientras que el reasegurador
se hace cargo dél — k) restante. En este caso, tendremos una siniestralidadaaigreg
esperada de, \E[X | para el asegurador y dé — k2) A\E[X] para el reasegurador. Igual
gue en el tramo anterior, ahora la prima retenida por el agadguc,, dependex tambén

del recarggy y de la propordn k, de la cartera retenida,

¢ = Api(1+p) = (1 = k2) (1 + pr)Ap1. (4.4)

Esta prima retenida, tamén nos permite calcular el nuevo recargo neto de reaseguro,

P2, @ partir de

ca = koAp1(1 + pn2), (4.5)

obteniendo una exprési similar a (4.3) expresada en fungidek,. Esta nueva propor-
cion de negocio retenida tergdel mismo imite inferior, (3.2), al cumplirse la condén

de beneficio neto.
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En el modelo dsico, el proceso de las reservas viene definido dorftgp = u + ct — S (¢)
que determina una variaei dU (t) = cdt — dS (t). Con la introducdn de la estrategia de
reaseguro proporcional de umbral, se ve modificado el pootlegando a la siguiente expre-
sion,

cidt —dS*(t), 0<U(t) <b,

codt — dS*(1), U(t) > b,

dondeS*(t) es la siniestralidad agregada, teniendo en cuenta queniestsds asumidos son
k1 X cuandd) < U(t) < by ko X paraU(t) > b.
La idea gafica del proceso de las reservas con la introducdel reaseguro proporcional

de umbral se muestra en la Figura 4.1.

Ut
kX
b -
. k]X

uy <

rr T Loon t
k,

k, L

0 T1 T2 T3 7:1 l‘

Figura 4.1: Estrategia de reaseguro proporcional de umbral
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4.3. Funcbn Gerber-Shiu

El objetivo de este apartado es obtener la ecurdintegro-diferencial que cumple la fudci
Gerber-Shiu, definida previamente en (2.32), cuando sefitadil modelo dsico con una
estrategia de reaseguro proporcional de umbral.

Esta funcdn, ¢(u), se comporta de forma distinta, dependiendo de si las Eseariciales
u son inferiores o superiores a un determinado riivelor lo tanto, por conveniencia se utiliza

la siguiente notaéin,
$1(u), 0<u<b,

¢o(u), u > b.

Teorema 3 La funcibn Gerber-Shiug(u), satisface las ecuacionéstegro-diferenciales

&) (u), 0<wu<b,

¢'(u) = (4.6)
P (u), u>b,
donde
@ = 20w -2 /0 " it~ la)dF (@) - 26 w),
p(u) = At 5¢2(u) 2 [ " o — ko) dF ()
Co C2 [ Jo
2 A
+ d1(u — kox)dF(x)| — C—2§Q(u),
y

§i(t) = /Oow(t, kix —t)f(x)d,

&) = /Oow(t,kzﬂc—t)f(x)d:c.
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Siendow (U(T—), |U(T)|) la funcibn de penalizaéin que es no negativa y depende de

U(T-) > 0, lareserva inmediata antes de la ruina, y|[d&7")| > 0, el déficit de la ruina.

Demostracibn.

Para0 < u < b,
—u utcit

P1(u) = /061 e\ /Okl (u + 1t — kyx)dF(x)

—i—/ w(u+ ety kix —u— crt)dF(x) | dt 4.7)

utcyt

k1

+ /:o o0t NN /Okz ¢ (b + ¢ (t—bc——lu> - m) dF (z)

1

i /b:(—”) w(bt e (t-52)  ka—b - o (1-154 ) ) dF ()

k2

dt

b—u

= )\/ h e_(H‘S)t%(u—i-clt)dt—F)\/
0

b—u

€1

e}

6_(>\+5)t’}/2 (b+ Co (t_bc—lu

)

donde

() = / " 5(t — kyr)dF(z) + 6(8),

() = / 8t — kyr)dF(x) + Ealt).

Se realiza un cambio de variable en (4.7) quedando

Adu b (Atd)e
o) = Ze o [ee (4.8)

(A+0)u SOl _(e1=cp)b) /.
+2e o / OO (1152 )/272(t)dt.
b

Al derivar (4.8) respecto a, se obtiene

Buw) = 206 () 3 / " 1 (u— kyz)dF(z) gmu»

C1
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De forma similar, para > b,

u+c2t

bo(u) = /0 h e e M [ /0 ” d(u + cot — kox)dF (z)

+/ w(u + cot, kox — u — cot)dF(x) | dt
u+tcot

ko

= )\/ e~ Ay, (u 4 cot)dt,
0

haciendo un cambio de variable y derivando respects@obtiene

Sy(u) = t—géasz(u)—g[ " ol — ko) dF ()
0

+ / ® 10— ko) dF(x) | — 2ea(u).

U

A partir de este teorema, se obtienen dos corolarios paranaformada de Laplace del

momento de ruina y la probabilidad de ruina.

Corolario 1 La transformada de Laplace del momento de ruitia,) = E [e "1 (T < oo)],
cumple las siguientes ecuacioriagegro-diferenciales,

¢ (u), 0<wu<hb,

¢'(u) = (4.9)
5 (w), u > b,
donde
1(u) = A; 5¢1(u) — 31 0“ o1 (u — kyz)dF(z) — 2 [1 _F (%)} ,
H(u) = )\;Zé@(u) - g [/O,Q pa(u — ko )dF ()

2]

+ [Lki O1(u — ko )dF ()
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Demostracbn.

Si sustituimosw(z,y) = 1 en (4.6) se obtienen las ecuaciome®gro-diferenciales para la

transformada de Laplace del momento de ruiffa) = E [ 71 (T < 00)]. O

Corolario 2 La probabilidad de ruinag(u) = E [I (T < c0)] = v (u), cumple las siguientes

ecuaciones$ntegro-diferenciales,

P (u) = (4.10)
5(w), u > b,
donde
A A
(u) = C—lw ——/ 1 (u — kyx)dF (z) a[l_F(lZ)}
(0 = ) - 2 [ [ bl = k)P )
g ko) dF Ay p (o
ACTRETE -2l ()]
Demostracbn.

Si sustituimosu(z,y) = 1y d = 0 en (4.6) se obtienen las ecuacioi@egro-diferenciales
para la probabilidad de ruina(u) = E'[I (T < o0)] = ¢ (u). O
A partir de las expresiones obtenidas en (4.6) para la egteatle reaseguro proporcional

de umbral, podemos hallar los siguientes casos particulare

» Caso 1:Si k; = ky, = k, a partir del teorema anterior, se consigue la ecumicitegro-
diferencial de la funén Gerber-Shiu en un modelo con reaseguro proporcional mon u

nivel de retend@n k fijado, independiente del nivel de las reservas

¢ (u) = 226 (u) = 2 [ p(u— ka)dF(z) = 2¢(u), u>0 (4.12)
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siendo
E(t) = / w(t, kx —t)f(x)dx.
Demostracbn.

Sustituyendo el nivel de reter@ti £ en las expresiones (4.6) del teorema anterior y te-

niendo en cuenta que
PR — P

PN = PNL=PN2=PR T (4.12)
por tanto
c=cy=cy=kMpi(1+ pn), (4.13)
se obtiene,
A6 A [F A
o) = o3 Mo kaaF@) - 25w, @14)
S = 200 -2 [ |7 ortu=kyir (4.15)
+ [ ot kn)aF ()| - 2eta),
donde,

£ = 60 = &0 - [ "t ke — ) f(2)d.

k

La integral de la expredn (4.14), se puede transformar en dos, de forma que

A[F e
E/ukb ¢1(u— kx)dF(z) = _E/o ¢1(u — kx)dF(x) (4.16)

A+0
c

+

, A
o1(w) = ¢ (u) = ZE(w),
Ya que (4.16), tiene el mismo valor que la siguiente intedea4.15)

> etw—kar@) = <2 [ 7 eukajap()

A+

C

_|_

2(u) — G (u) — “e(u),
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se deduce que

¢1(u) = ¢a(u) = ¢(u).

s Caso 2:Sik; = ky = 1 en las expresiones (4.6) del teorema 3, se consigue la éauaci
integro-diferencial de la fungh Gerber-Shiu en un modeldsico sin ninguna estrategia

de reaseguro, siendo esta expragiGerber y Shiu (1998)),

¢ (u) = 226 (u) — 2 [ d(u — 2)dF(x) — 2¢(u), u>0 (4.17)

donde

Demostracbn.

A partir del Caso 1, se sustituye = 1 en (4.11), obteniendo la ecuéniintegro-

diferencial de la funén Gerber-Shiu en un modeldasico sin reaseguro. O

4.4. Probabilidad y momento de ruina con cuaria de los si-

niestros exponencial

En este apartado, se considera el caso en que laiauadividual de los siniestros se dis-
tribuye como una exponencial unitaria. En primer lugar,akh las expresiones para la trans-
formada de Laplace del momento de ruinéy) = E [¢°71 (T < co)] y, posteriormente, se
obtienen las expresiones de la probabilidad de ruina,) y de los momentos de la variable

aleatoria momento de ruina.
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4.4.1. Transformada de Laplace del momento de ruina

Sustituyendo la funéin de densidadf (z) = e * en (4.9) y derivando respectowase

obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales ord&ar

o) — (322 = ) 01w = o) =0, 0w <b,

(4.18)
fu) = (22— L) hlw) = odalw) =0, w=b,
cuyas correspondientes ecuaciones cariatiEas son,
A+4d [
o (ML) r- 50, 0<u<,
(4.19)

coko —
siendor; < 0,7 > 0, sy < 0y s, > 0 sus races reales.

Entonces, la solubn general para la transformada de Laplace del momento iz esi

o1(u) = Cre™™ + Coe™, 0 < u <b,
¢ (u) = (4.20)
P2(u) = Dye51™ + Dqe®2", u > b,

donde los valores’;, D;, i = 1,2, depend&an ded y se encuentran a partir de las siguientes

cuatro ecuaciones:

1. Considerando quéim ¢ (u) = 0, debido a que cuando las reservas iniciales tienden a

U—00

infinito la probabilidad de ruina &5 obtenemos que

Dy =0 (4.21)

2. Teniendo en cuenta que(u) es continua en el punte = b, es decir,(b) = ¢2(b),
obtenemos

2
> Cie" — Die’ = 0. (4.22)
=1
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3. Sustituyendo la estructura de sofrt{4.20) en (4.9), tendremos para el traine u < b,

2 2 w02
) A+ 6 ) A /kl ) _u
E Cie"tr; = E Cie"" — — 5 Cierilv=hz)o=z ) qo 2 o7h
i=1 “ €1 Jo (il c

=1

A

2 2 l

A+ .
— E Cz riu § erit —m(r,-kl—i—l)d N =
C1 ‘ < / v C1 c

=1

——e kl’
&1
por lo tanto,
2 A+6 2, Cheri 2. Ce B A
Cie""r; = O’”“—— — - ——e F1, (4.23
Z e r Cerk1+1 clgnk1+1 Cle ' ( )

reordenando (4.23),

2 2
. A+9 A A C;
§ : el i + = —e k1 E —1
i=1 ae (Tz ‘1 ¢ (riky + 1)) Cle (i_l riki +1 > ’

2
. A+6 1 b . o
Cie | rf — ——|ri—-——"] = —e* -1,
; ) (TZ ( €1 kl)r Clkl) Cle 1 (Zﬁ'kl—l—l )

y simplificando,

0=¢ Hr ~_G 1 4.24
—e h Zrikﬁl_ . (4.24)
=1

Finalmente, de la exprési (4.24) se obtiene la tercera eciagi

=1. (4.25)
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Para el trama, > b,

u—b
Dqe’ts; = At 6D1651" — i [/ " Dyett (k) o=z g
0

C2 C2

u 2

k )\ _u
-I—/ ’ ZC’ﬁTﬂu_k?m)g_w dr| — —e *2

= \im €2

S1U u— s
_ A + 5D1651u _ i |: D1€ (1 B e_( b)(k21k2+1)>

Ca co | s1ka + 1

1 _u(rika+1) _ (u=b)(rika+1) A _u
Z Cie"™ 2 —e k2 — —e k2,
—1 7’@/{72 +1 Ca

reordenando se obtiene,

s A+0 A _ A | Diettte R
Diet® | 51 — +
Co co(siky+1)) ¢ s1ks + 1
2 C‘eriu u(m:22+1 2 C erit (u—b)(rikg+1)
_ Sy e )
+zzl T’Zk’g—f—l ZTJCQ‘F]. i °

b1 5 A Do) L
Dleslu(sf—( i ——>51——):— 2 e

C2 ko Co S1ko + 1

y simplificando,

TR (ot ;)
O=¢e k2 W—’_Zﬂ]@—l—l(l_ 2)—1 . (426)

De la expresin (4.26), se obtiene la cuartaiitima ecuadn, que es

botgy) 2 | 1
Die %/ +y G (1—61’(”'%)) _ 1. (4.27)

81/{32 + 1 - TZ'k'Q +1
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Resolviendo el sistema de las ecuaciones (4.22), (4.25pY¥)(4se hallan los coeficientes

paraC;, i = 1,2y Dy, que explicitamos a continudai en funcbn ded,

A
[2,2]
A[le]A[lyl] ((k231+1)7“2(kg—k’l)—A[lQ]kQ(rQ—sl)e ko )

Cl (5) = A[2,1]b A[272]b y
(k2s1+1)(ri—r2)(k1—k2)—k2 | Ap1jAp g (si—ri)e *2 "—Ap g Ap j(s1—r2)e *2 )
Ap e
C2(0) = Apg— 3 Cr (),
(1.1]

A
Di(8) = Apge™ "+ (e““lsl)b - —Ail’zie(rzsﬂb) C1(6),
1,1

siendoAy; ;) = (kirj +1),4,7 = 1,2.

Analizando los casos particulares para la transformadaagéate del momento de ruina

tenemos:

= Caso 1:Sik; = ky = k, se obtiene el modelo con reaseguro proporcional con uh hive
fijo que no depende del nivel de las reservas. La transformadaplace del momento

de ruina es, en este caso

¢ (u) = (1 —kRs)e o, u >0, (4.28)

siendoR; = |r| el coeficiente de ajuste. Dondges la réz negativa de

con valor

e k(54 A) = \/Ackd + (c— k(5 + N)?
2ck .

r =
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» Caso 2:Sik; = ko = 1, se obtiene la transformada de Laplace del momento de raina e
un modelo dhsico sin ninguna estrategia de reaseguro. Esta e&presi(con Exf)3) ver

ecuaobn (2.29)),

$(u) = (1 - Rg) e v, u >0, (4.29)

siendoR; = |r| el coeficiente de ajustery la raz negativa de

r2—<>\+5—1)r—§20,
c c

con valor

—c+5+)\—\/405+(c—6—)\)2

r =
2c

4.4.2. Probabilidad de ruina

A patrtir del Corolario 2 del Teorema 3 (o a partir de (4.18) éadbé = 0), tenemos las

siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias,

v = (F =) viw =0 o<u<t

(4.30)
fw) = (2= ) vsw =0, uzb,
y SuUs ecuaciones caradticas
7‘2—(%—%>T‘:0, 0<wu<b,
(4.31)
32—<%—é>s:0, u > b,
siendor; = — ¥, 12 = 0, 51 = — ;12— Y s = O sus races reales.

La solucbn general para la probabilidad de ruina es

Y1 (u) = Cleikl(lfplf‘”)u +Cy 0<u<b,
Y (u) = (4.32)

PN2

Yo(u) = Dye =+en2)" 4 Dy, u>b,
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siendo los nuevos valores de los coeficieldtesD;, i = 1, 2, los siguientes:

h
Cl (0> = _ b _ PN1 b’
h(1+pn1) + (k1 — k2) pvi (1 + pvi) e %2 + (kopyy — h) e FilFen)
conh = (k’l + pPN1 (k’l — k’g)) PN2-
CQ (0) 1-— (1 + le) 01 (0) y
P _ P
Di(0) = eRlima’ (1= (4 pw) e wfplm”) €1 (0)),
Sustituyendo estos nuevos coeficientes en (4.32), se eptien
_ PN1 u

@Dl(u) =1- (1 + le) 4 (O) + C4 (0) e F1(i+en1) , 0<u<b,

pN2(b—u) ___brna
w2(u) — ehka(1+rN2) <1 — <(1 + le) —e k1(1+pN1)) C (0)) , u > b,

En los casos particulares de = ky = ky ki = ky = 1, se sustituyed = 0 en las

expresiones (4.28) y (4.29), obteniendo sus respectivdmpilidades de ruina. Por lo tanto:

» Caso 1:Sik; = ko = k, se tiene la probabilidad de ruina en un modelo con reaseguro
proporcional con un nivel de reteai % fijo,

Y (u) = (1 — kRg) e fou, >0, (4.34)

siendoR, = |r| el coeficiente de ajuste. Dondges la réz negativa de

A1
2— _— = =
r (c k)r 0,
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de valor

PN

T TR+ )

» Caso 2Sik; = ko = 1, se obtiene la ecudm para la probabilidad de ruina en un modelo
clasico,

Y(u) = (1 — Rg) e Fou, 4 >0, (4.35)

siendoR, = |r| el coeficiente de ajuste. Dondges la réz negativa de

7’2—(5—1)7":0,
c

p
(1+p)

de valor

r = —

4.4.3. Momentos de la variable aleatoria momento de ruina

A partir de las expresiones (4.20) y (4.33) pa(@) = E [¢°T1 (T < c0)| y ¢ (u) res-
pectivamente, se pueden obtener los momentos de erdera variable aleatoria momento de

ruina,

(L

= E[T"I (T < ).
6=0

Asi, la esperanza del momento de ruina considerando que Eeuurra viene dada por:

9¢(u)
a9
E[T|T < oo] = ——=0, (4.36)
"] ] o)
Entonces, para < u < b
a1 v e
91O | (e — CLOue MOEND a0y (9) Ca(0)u
96 Ake1pn1(1+pN1) 95 |s—g  Akipni

ET|T < ] =— 6=0 (4.37)

N1,
1— (1 + le) Cl (0) -+ Cl (0) e k1(1+pn1)
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y parau > b

dD1(5)
% |5 1

FlT|T < 0] =— + U.
I I=="D70)0 T Nopwa (1= o)

(4.38)

Se observa que pata> b, la expresbn obtenida para l& [T | T' < oo| es un polinomio de
gradol respecto a:. Si k; = 1, su pendiente coincide con la obtenida por Gerber (1989, p

138).
Para la obtenéin de la varianza del momento de ruina si la ruina ocurre,gyorae halla el
momento ordinario de orden 2 para luego sustituir en
VIT|T<ool=E[T?|T <00l —(E[T|T < x])?. (4.39)

Se tiene que pat@< u < b

___PN1
ue *1(+ern1)

s—0 Mk1pnt (1+ pa)

92C, ()

W 6_ k1(fivp11v1)u -2 801 (5)

E[T*I(T <o0)] = . 55

(4.40)

PN1

___PNI 2
+C1 (0) ue k1(1+on1) < u + >
1(0) (Me1pnt (14 le))z A2k1p3

u
§=0 )\klel

U 2
+C5 (0 u( — ) ,
2 (0) ()\klpm)z A2k1p3iy

92Cs (5)

. L5 00 (0)

_I_
5=0 9o

y dividiendo (4.40) por la probabilidad de ruina, se obtiehmomento ordinario de orden 2 de

la variable aleatoria momento de ruina, condicionado a @ueiha suceda,

E[T?|T < o0 = BT (T < o) - (4.41)

PN1

1— (1 + le) Cl (O) + Cl (0) e_kl(lﬂ’Nl)
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Finalmente, con la expresi (4.41) y (4.37) sustituidas en (4.39) se obtiene la vaagara
este primer tramo.

Parau > b,

92D (5) dD1(6)
952 1 86
5=0 5=0
—— B=0,49 — u (4.42
D, (0) Nkl Dy (0) Meapms (11 pa) | 442

E[T*|T <] =

1
+ 2uQ,
(Akapna (1+ pr2))

y sustituyendo (4.42) y (4.38) en (4.39) se obtiene la vaegrara el segundo tramo, siendo

92D1 () 9Dy (5) 2

852 35 2
T|T = =0 _ = : 4.43
VIT|T < <] D 0) Dy (0) + AkaP?\rzu ( )

Se observa que (4.43), vuelve a ser un polinomio de primelogespecto a, como ocurta
conE [T | T < o] en la expresséin (4.38). De igual manera, su pendiente coincide para el cas
particulark, = 1, con la varianza del momento de ruina condicionada a quera ocurra en
un modelo sin reaseguro proporcional (ver Dickson (2088, (:88)).

Si se analizan los casos particulares que se derivan delgwasproporcional de umbral,
obtenemos la esperanza y varianza condicionada a que acaimra, tanto en un modelo con
reaseguro proporcional donde el nivel de reténéi es fijo como en las de un modeldsico.

A continuacon se detallan esta expresiones respectivamente parasosatielos.

= Caso 1Si ki =ky =k,

1 1
+ U
AN Akpn (1+pn)

BIT|T < oo = (4.44)

Y para la varianza del momento de ruina condicionada a quéna pcurra, a partir de

la expresbn (4.39) se obtiene

u. (4.45)



4.4. Probabilidad y momento de ruina con cuarita de los siniestros exponencial 89

s Caso 2:Si k; = ky = 1, sustituyendo el valor dé para el nivel de retenan en (4.44)
y (4.45), teniendo en cuenta que el recargo de seguridadsesobtienen la esperanzay

varianza condicionada a que la ruina ocurra en un modéakiod sin reaseguro, siendo

respectivamente,
1 1
E[l|T<o00]=—+——u, (4.46)
Ap - Ap(l+p)
2+p 2

VIT| T < 0] = (4.47)

)\2/)3 - )\2p3u'
4.4.4. Aplicacbn numérica

El objetivo de este subapartado es analizar el comportaoiésico de las diferentes mag-
nitudes (transformada de Laplace del momento de ruinaapilatiad de ruina y momentos de
la variable aleatoria momento de ruina) con este nuevo roatkekeaseguro proporcional de
umbral. Los @lculos se realizan con el programathematica 6.(para los siguientes valores
de los paametrosyp = 0.15, pgr = 0.25, A = 1, k; = 0.8, ks = 0.45, 6 = 0.03 y distintos
niveles de umbral (bajb= 2, mediob = 8 y altob = 15).

Se utiliza un recargo de seguridad del reasegurador supédel asegurador, de forma que

los limites para los niveles de reteaoison

04 < Kk <1,

04 < ky<l1.

Los niveles de retengn utilizados en este ejemplo concrefg & 0.8 y ky = 0.45), se
encuentran dentro del dominio anterior.

El comportamiento de las magnitudes obtenido para loseslooncretos de los recargos
de seguridadg = 0.15y pr = 0.25) es generalizable para cualesquiera otros valores de los
recargos, siempre queg; > p. El pa@metrod puede interpretarse, como ya se ha comentado en
el Captulo 2, como la tasa de actualizanide la funddn de penalizadin situada en el momento

de la ruina. En el ejemplo se ha elegido el valordd pero las conclusiones obtenidas son
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generalizables para cualquier otro valor. Los niveles tenoibn considerados en este ejemplo
sonk; = 0.8y ky = 0.45. Se ha elegido uk; > k, ya que como veremos en ekimo
apartado de este ciaplo utilizando la probabilidad de ruina como criterio decgbn, en las
combinacione®ptimas dek, y k., el nivel de retenén cuando las reservas son menores al
umbral es siempre superior al nivel de reténatuando las reservas son mayores al umbral. Sin
embargo es necesario destacar que el comportamiento dadpstudes en este ejemplo no es

generalizable a otras combinaciones:gg %, en las que:; < k;.

Iniciamos el ejemplo con la transformada de Laplace del nmbongée ruina para distintos
niveles iniciales de las reservas y distintos niveles deramEkn la Figura 4.2 se observa el

comportamiento de(u) y los valores concretos se encuentran en la Tabla 4.1.

— k=08, k=045 y b=2

— k=08, kp=045 y b=8

0.6f

— k=08, k=045 y b=15

0.4}

0.2f

Figura 4.2: Transformada de Laplace del momento de ruin@eanta exponencial
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u | ¢(u)conb=2 | ¢(u)conb =28 | ¢(u) conb =15
0 0.7618 0.7870 0.7889
4 0.1780 0.2634 0.2743
8 0.0393 0.0715 0.0945
12 0.0087 0.0158 0.0309
16 0.0019 0.0034 0.0077
20 0.0004 0.0007 0.0017

Tabla 4.1: Valores de(u) para distintas y b

Las expresiones correspondientes a la transformada dadeagel momento de ruina, para

los distintos niveles de umbral= 2, b = 8 y b = 15, son respectivamente:

$1(u) = 0.8528¢70-2036w _ () 090901580 () < u < 2,
= ¢ (u) =
B2 (u) = 0.805170-3772u u> 2,
( $1(u) = 0.7940e~9-2636w _ (.0070e%158%, 0 < u < 8,
= P (u) =<
| 92(u) = 1.4625¢0-3772u, u > 8,
( ¢1(u) = 0.7893¢70-2636v _ (0,0003e%1580 (0 < u < 15,
" P (u) =
| d2(u) = 3.2215e 3772, u > 15.

La transformada de Laplace del momento de ruina puede ietarpe como la esperanza
del valor actual de una unidad monetaria que se hiciesewa@tt el momento de ruina, siendo
la tasa de actualizamn ¢ (en nuestro ejempl6.03). En los resultados puede verse que para
un determinado valor del umbral la transformada de Laplatembmento de ruina decrece
respecto a.. Este comportamiento egdico, ya que a mayor nivel de las reservas iniciales, el
momento de ruina sarsuperior y por lo tanto la unidad monetaria se enccatna@s alejada

siendo su valor actual inferior.
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Con los mismos valores, en la Figura 4.3 se muestra la pratedbidie ruina en un modelo
con estrategia de reaseguro proporcional de umbral. Lasegtoncretos se presentan en la

Tabla 4.2 para distintos niveles de umbral

— k=08, kp=045 y b=2

— =08, kp=045 y b=8

— k=08, kp=045 y b=I5

Figura 4.3: Probabilidad de ruina con cuargxponencial

u | Y(u)conb=2 | YP(u)conb=38 | (u) conb =15
0 0.9434 0.9211 0.9037
4 0.7393 0.6524 0.5757
8 0.5814 0.4981 0.3875
12 0.4572 0.3917 0.2795
16 0.3596 0.3081 0.2165
20 0.2828 0.2423 0.1703

Tabla 4.2: Valores dé(u) para distintas. y b



4.4. Probabilidad y momento de ruina con cuarita de los siniestros exponencial 93

Si sustituimos los valores dados en la expgreg4.33), se obtienen las siguientes expre-
siones de la probabilidad de ruina para distintos niveleardberalb = 2,6 = 8y b = 15

respectivamente:

Y1 (u) = 0.4909 + 0.4524¢ 01388 () <4 < 2,

| w (u) =
(1) = 0.9401¢0-06006u u> 2,
1(uw) = 0. + 0. e , <u <8,
1 (1) = 0.2906 + 0.6305¢ 01388« 8
» Y (u) =
o(u) = 0. e ) u >3,
¢ ( ) 0.8054 0.06006w 8
W1 (u) = 0.1341 + 0.7696¢ 01388 () < 4 < 15,
n ¢ (u) =

s (u) = 0.5662¢0-06006u u > 15.

Como era de esperar, para un valor determinado del umbratpkalpilidad de ruina es

decreciente respecto del nivel inicial de las reservas.

Porultimo, se obtienen los momentos de la variable aleatorimembo de ruina, en concreto
el primer momento ordinario (esperanza) y el segundo maredinario necesario para con-
seguir la varianza de la variable aleatoria momento de mondicionada a que la ruina ocurra.
Utilizando las expresiones (4.36), (4.39) y con los misnaderes iniciales, en la Figura 4.4 se

presentan la esperanza, la varianzay el coeficiente dewaripara distintos niveles de umbral.
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E[T|T<eo] VI[T|T<e]
5.%10°
1500F
4.x10°
1000F 3.x10°
2.% 10

500
1.x10°

k1=08, k=045 y b=2

8 — k=08, k=045 yb=8

k=08, ky=045 y b=15

20

Figura 4.4: Esperanza, varianz&'y de la v.a. momento de ruina con cuargxponencial

En la siguiente Tabla 4.3 se recogen los valores obtenid&s eperanza del momento de
ruina condicionada a que la ruina ocurra para distintog@alde umbrab, y en la Tabla 4.4 se

recogen los valores de la varianza y del coeficiente de variaambén por los ditintos valores

de umbral.

ET|T <oc]con | E[T|T<oojcon | E[T|T < oo]con
¢ b=2 b=28 b=15
0 69.21 65.00 43.15
4 381.15 389.17 282.00
8 692.50 712.12 578.45
12 1003.86 1023.47 906.86
16 1315.21 1334.83 1224.86
20 1626.56 1646.18 1536.21

Tabla 4.3:F[T | T < oo] para distintas: y b con cuaria exponencial
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b=2 b=38 b=15
u |VIT|T<oo]| Cy |VIT|T<ox]| Cy |V[T|T<o]| Cy

0 198609 6.43 230297 7.38 168036 9.49
4 1.03 x 10° 2.67 1.30 x 10° 2.93 1.09 x 10° 3.70

8 1.86 x 10° 1.97 2.22 x 10° 2.09 2.16 x 10° 2.54

12 2.69 x 10° 1.63 3.05 x 10° 1.70 3.21 x 10° 1.97

16 3.52 x 10° 1.42 3.88 x 10° 1.47 4.08 x 10° 1.65

20 4.35 x 10° 1.28 4.71 x 10° 1.31 4.91 x 10° 1.44

Tabla 4.4V [T | T < ]y Cy para distintas y b con cuaria exponencial

Para un nivel determinado del umbral, la esperanza y lanzaidel momento de ruina
condicionada a que la ruina ocurre, son crecientes respect8in embargo el coeficiente de
variacbn es decreciente respecto al nivel inicial de las reseBst®. indica que la variable
aleatoria momento de ruina @stas concentrada entorno a su media cuando el nivel inicial de

las reservas es superior.

4.5. Probabilidad y momento de ruina con cuarita de los si-

niestros phase-typéeN )

Se considera en este apartado, el caso en que la&uadividual de los siniestros se distri-
buye segn una phase-typé/) (ver p.e. Asmussen (2000) y Rolgkial.(1999)). Posteriormen-
te, se analiza el caso particular de una distribaghase-typ@), distribucbn que recoge todas
las combinaciones lineales y convoluciones de dos disiobes exponenciales (no necesaria-
mente con medias iguales) y se estudia la distrénué&rland2, 3), que es una convolumn de
dos distribuciones exponenciales con medias iguales.

En Hipp (2006) trabaja con la distrib@ei phase-typ€eV ), sabiendo que su fur@m de den-

sidad,f(z), satisface la siguiente ecuanidiferencial de ordefV

N
> bif(x) =0 (4.48)
=0
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siendoby = 1,b;,7 > 1,.... N € Ry fO(z) = f(z).
De la ecuadn diferencial (4.48), esatil despejar las derivadas-ésima y(N + 1)-ésima

de la funcon de densidad, siendstas

N—-1
@) = == S b ), (4.49)
=0
N
AN (z) = —% > b f(x). (4.50)
=0

A partir de (4.48) se presenta la siguiente rélaajue sex de utilidad en &lculos posterio-
res,
1 — b1 f(0) = byf'(0) — ... — by fN"1(0) = 0. (4.51)
Tambén de (4.48) se obtiene la fudai distribucon de la phase-typé’) en forma de ecua-

cion diferencial de su funen de densidad hasta el ord®n— 1,
F(x) =1—bf(x) —bof'(z) — ... — by fN V(). (4.52)

A partir de (4.52),

1—F(z) = i bifV (). (4.53)

En primer lugar, se hallan las ecuaciol:es diferencialesanids para una distribuim
phase-typ@V) necesarias para hallar la transformada de Laplace del ntordemnuinag(u) =
E [e—5T[ (T < oo)} y seguidamente, se obtienen las de la probabilidad de ruina.

El procedimiento seguido es similar al del caso exponen&igartir de las expresiones (4.9)
del Corolario 1, se deriva respecta & —veces nas y se consiguen las ecuaciones diferenciales
ordinarias de ordefV + 1.

Previamente, par@ < u < b, se necesita la ayuda de la siguiente defimigi 3 Lemas para

la obtencdn de la ecuadin diferencial ordinaria que se presenta en el Teorema 4.

Definicion 16 Seal N, la integral h-&sima

IN, = / g o1 (u— kyz) f(x)de, (4.54)
0

siendoh = 0,..., Ny f9(z) = f(x).
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Lema 1 La derivada de la expresn (4.54) respecto a es

h) IN,
=1 ( )(z»l( ) (4.55)
Demostracbn.
A partir de la expresin (4.54), utilizando la regla de Leibniz
0) M (= =y _
Fy 0 ou
y resolviendo la integral de (4.56) por partes
h) =
IN;, = ¢1(U3€f . * ]{;i k o1 (u— ki) th)(JU)dﬂU - (4.57)
1 1Jo

Por la definicbn anterior, la integral que aparece en (4.57) €g, 1, quedando demostrado

el Lema 1. O

Lema 2 SealN, la integral presentada en la definam anterior cuandd» = 0 Su derivada

h-ésima respecto a es

F717(0), (4.58)

dondel < h < N.

Demostracbn.

Sea]Né’) la derivadah-ésima respecto a de la integral/ Vy, se puede comprobar por
induccbn la expregin (4.58).

Parah = 1, utilizando el Lema 1

f( ) IN,

Tk

INé: 9251( )

por tanto, la validez del Lema 2 para uinmero entero inicial es cierto.

Parah + 1, asumiendo &lido parah, tenemos que
s+1

]N’ é;
h+1)
IN,™ = Z khs

h 1— S(O),
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utilizando el Lema 1 obtenemos que,

h=1  s+1)
[NéLJrI) _ kh (fh( )¢1( )+ INh—i—l) +Z¢1 (u)fhflfs)(())

kl s=0 k{L_S
/M (0) o Nk ~ 93 (u fhetes
- kh—l—l ¢1( kh—l—l Z k?h s . (O)

h) IN,
= fkh—(l—l)gbl( khﬁ——il_l Z k’h s+1fh S) )

simplificando
h s
ht1)  INni1 o1 ( h—
[NO - L1 Z h+1— sf )
1 =0 1

siendo alido parah + 1 la expresbn (4.58). Por tanto, en virtud del principio de induonti

matenatica, IaINé‘) del Lema 2 es &lida para todo iimero natural entré < h < N. O

Lema 3 Seal Ny la integral presentada en la definam anterior cuandd» = N, en funcon

de las/ N, restantes su expresi es

—— > buINy. (4.59)
N h=o

Demostracbn.

Sustituyendo el valor de = N en la expregin (4.54) se obtiene

INy = /kl ¢1 (u — ki) fN) (z)dx, (4.60)
0
sustituyendo (4.49) en (4.60)
INN = ! le U,—k‘lfﬂ bel

by
1 &= |

1 X =, [# »
= —— b —k dz, 4.61
iy 2t [ 6= ) £ (4.61)

donde la integral que aparece en (4.61) esNa definida en (4.54). O
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Teorema 4 Para0 < u < b, la ecuacon diferencial ordinaria de orderlV 4+ 1 necesaria

cuando la distribudn de la cuarit del siniestro se distribuye siguna phase-tygéV), es

o A+0  bn-
1

N—-1
2V W 1)
- A pN-tes - 4.62
(le 0)+ 5t - B (4.62)

ciby h=s+1

Demostracibn.

Se expresa a continuéci la ecuadn integro-diferencial (4.9) del Corolario 1 y sus deriva-

das hastaVv + 1 respecto a: , en funcon de las derivadas deV,

) = 20 - SNy - 2 {1 F (kﬁﬂ ,

C1 1

A0 A A
) = 20w+ 2y (3)—0—1%

C1 c1ky Ky

A+6 A _ U A
fllJrl)(u) — - ;‘)(u) T Cl?fh 1) (k_l) _ C_IIN(?)’ 1 < h < N,
1

A+0 A _ u A
) = A+ e () - 21w,

C1 Clk’l k?l C1
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Sustituyendo las derivaddi,\fé‘) con la expregin (4.58) del Lema 2 se obtiene

() = 20 Arvg— 2o p (X
¢1(u) = o ¢1(U) — o [NO o [1 F (kl)‘| y (463)
h+1) A+ 0 p A y [ W
o7 (u) = o (u) + e k{lf ! ( k1> (4.64)

o = A+ e (1) (4.65)

Se despeja de (4.63) y (4.64)1&/, y I N;,, quedando

REETCOMBVRVE) )

_ A;%l(u) - {1—F (%)} - S w),

(4.66)

IN, = h) h—1) g
= O (A e (£



4.5. Probabilidad y momento de ruina con cuaria de los siniestros phase-tydev) 101

Sustituimos/ Ny y I N, de (4.66) en la exprean (4.59) del Lema 3, obteniendo

INy = ——INO - Z b, INy,

Wy = o (- [1-r (£)] - Sow)

1 N-1

Cll{){1 )\+5 hl(_)
) (A + e (1

Zkhsf“s 0) - ’f“)(u)>,

C1

simplificando

by A by oy by
N-1 N-1
1 bk 1
_b_ hiv1 (:\ + 5) llz)<u) . b_ bhfh—l) (%) (4.67)
N =1 N =1 1
N-1 h-1 N-1
1 byc kP
o= D by Yk T0) + o= D S e ().
Noh=1 s=0 N =1
Sustituyendo (4.53) en (4.67) y simplificando
(A+9) u .
IN = — Nﬁl) - _1 B h—1 h) 4
v = -G+ s (,ﬁ>+w;bh KO (@a68)
)\ + 5 N-1 1 N-1 h—1 | -
S s ph—1—3s)
bN)\ ; bk 1¢1 bN ; bh;(m (u)ky f (0).

Del tercer sumando de (4.68) se extrae fuera el vialer N del sumatorio y delltimo
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sumando se cambia el orden de los sumatorios, tal que

(/\—l-(;) N-1) u Cle 1]{?
INy = — - SIVN-1M
N %) ¢1(u) + f i + %) ¢1 ( )
N 1
h—1 h
bNAth ko (u A h:lb w16y (u (4.69)
1 N-2
e S 3 gt
N s=0 h=s+1
Sabiendo uns ~_1 = 0, se puede reagrupar la exp@si4.69) como
_ N1 [ U h—1) )‘+5
INy = f ( ) ( Zb f o | e (4.70)

N-1 1 N-1
bs_1ki~ )\+5ka k;s
4 (Cl 1 ( behls ) (u)

bN/\ h s+1

s=1

Cle 1]{3

0 w),

Por tanto, se puede escribir (4.70) de la siguiente forma
INy = fN°1 <_) Z¢1 (4.71)
s=0

siendo

A+d
% h : Ly, D(0) — b;» s=0

— ) absakiTt (A+9)bsk s
Dy =9 lel,\1 (bN)\l—l—bNZhs—f—lbhfhl () s=1,..,N—1

ciby kN 7! .
\ S s=N

Portlimo, sustituyendo (4.71) en (4.65)

A+6 UM
M) = 28 V() = o @D, 4.72)

1 1
C
1 s=0

_i — gbi)(u) fN_l_S)(O).
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Extrayendo el valor de = 0y s = N del primer sumatorio de (4.72)
N+1) A+ A N) A
) = (0= oe) ol - e .73
\ N-1 N
——= > WD, Z R ()]
Al R =0
sustituyendo los valores correspondientes)den (4.73) y utilizando la relagn (4.51)
N+1) o )\ + 6 bN 5
Y = (A 0+ e
N-1
so1 (A+0)bs h—1—
— b $)(0
; (lﬁb]\[ Cle Cle hZ—I—I f ( )
A —1-s 1 s)
T TAR) Pt )
O

Corolario 3 Parawu > b, la ecuacdn diferencial ordinaria de ordeV + 1 cuando la distribu-

cion de la cuarit del siniestro se distribuye s@g una phase-tygéV)

) A+0 by
é\]+1) (u) = (C2koN> (bg (U) —+ ( o — kgb;) é\f) ('U/)
2

N-1

1
kY

s=1 2

bt (A+0)b
FNe) - : 4.74
(S - B (4.74)

h=s+1

T STt >> o) (w.

Demostracion.

Si se realiza un proceso similar al anterior se obtiene lad@u diferencial ordinaria de

ordenN + 1 parau > bigual a la ecuaéin (4.62) del Teorema 4 variandmicamente:, k1 y
¢1 (u) porcy, ka y ¢ (u).
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A partir de (4.62) y (4.74), haciendb= 0, se obtienen las siguientes ecuaciones diferen-

ciales ordinarias para la probabilidad de ruina,

N—-1
= (3B @ - X

s=

o (2900

0<u<bd
b Ab = h—s—1) s)
+kib_N - c1ij + c1by h:%rl bhf ° (O)) ’QZ)l (u) .
(4.75)
N+1) by bn_1 N) = 1 A fN—1—5)
) = (3 ) ) ) - g (A0
u>b

cob c2b
20N 2Nh=s+1

et — e T 0)) 6 ),

De las ecuaciones diferenciales ordinarias de una distGbiphase-typéN), se pueden
hallar tambén las expresiones de la transformada de Laplace del moghentia y la probabi-
lidad de ruina cuando la cuaatde los siniestro se distribuye $eguna distribu@n exponencial
unitaria como se ha estudiado anteriormente, ya&stee es una distribumi phase-typd) de
paametros, = 1y b; = 1. En el siguiente subapartado consideramos que laieud@tos si-
niestros se distribuye seg una phase-tyf2), analizando el caso concreto de una Er(@ng)

gue es de este tipo de distribamicon paametros, = 1, b; = % y by = %.

4.5.1. Transformada de Laplace del momento de ruina phase-typ)

Se considera en este subapartado, el caso en que laacimividual de los siniestros se
distribuye se@n una phase-type). Dickson y Hipp (2000) trabajan con esta distriliucisa-
biendo que su funén de densidad(z), satisface la siguiente ecuénidiferencial de segundo

orden

flz)+ b1 f'(x) + bof"(x) =0, z>0, (4.76)

donde

by > 0. (4.77)
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A partir de la expregin (4.62) del Teorema 4 se obtiene pard v < b,

b1 (A\+0

+ﬁ¢1 (u) . (4.78)

y de (4.74) para. > b, se obtiene

b1 (A4
P = (- ) oo+ (S - g - 2 0) )

+ize; 02 (u). (4.79)

Las ecuaciones caracigticas correspondientes de (4.78) y (4.79) son respettinte,

erkir® = ((+ 0 ke — e ) 12+ (AF(0) + 35 — B r = i —o,
(4.80)

cakys® = (A 40) by — caft ) 5+ (A (0) + 5 — 262 ) s — 5 = 0.

Se supone que;, s;, i = 1, 2, 3 son reales y distintas. Entonces la estructura de smiuci
general de la ecuam diferencial ordinaria de la transformada de Laplace @ehento de ruina

es 5
O1(u) = > Fe*, 0<u<b

b(u) = (4.81)
Go(u) = iGiesi“, u > b.

\

donde los coeficientels;, G;, @ = 1, 2, 3 no dependen de.

Para poder hallar estos coeficientesararecesarias ecuaciones. La primera ecuacies
obtenida de la condién lim, ., ¢(u) = 0; la segunda ecuamn, se obtiene considerando que
o1(b) = ¢o(b); para las cuatro ecuaciones restantes se sustituye latasérde soludn (4.81)

en (4.9), obteniendo exactamente dos ecuaciones adiesoaalcada tramo.



106 4. Estrategia de reaseguro proporcional de umbral

Si se analizan los casos particulares de la estrategia segwa proporcional de umbral,
para la transformada de Laplace del momento de ruina corbdisibn de la cuana de los

siniestros phase-typ®) tenemos:

= Caso 1:Si k; = ky = k, se obtiene el modelo con reaseguro proporcional con uth nive
k fijo que no depende del nivel inicial de las reservas, dondesgformada de Laplace

del momento de ruina es,
3
o(u) =Y, Hie"", u>0, (4.82)
=1

dondeH;, i = 1, 2, 3 son los coeficientes que se hadlara partir de tres ecuaciones y las

raicesr;,i = 1, 2, 3 de la ecuadn

clm“S—((/\+5)k:—cz—;)r2+(Af(O)‘f’ﬁ_bl(b/\;é))T_b;Lk:O'

» Caso 2Sik; = ky = 1, se obtiene la transformada de Laplace del momento de raoina e
un modelo dasico, donde ahora la cugntlel siniestro se supone que se distribuye como

una phase-tyge), siendo la expreén
3
o(u) = > Jem™, u >0, (4.83)
=1

conJ;, i = 1, 2, 3 los coeficientes de la soldni y las nuevas feesr;, i = 1, 2, 3 se

obtienen de la ecuam

1 c J —
cr3—<A+5—02—2>r2+()\f(())—kg—bl(;\;))r—%—o.

4.5.2. Probabilidad de ruina phase-typ€&)

Para hallar la probabilidad de ruingu) = E [I (T < oo)] = 1(u), se considera = 0 en
las expresiones (4.78) y (4.79). De esta manera obtenessglaentes ecuaciones diferencia-

les ordinarias de tercer orden

) = (2= ) 0 )+ (s — e — A (0) W), 0<u<o

(4.84)

Y= (3-2) 0+ (S - de — 2/ ), uzb
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y SuUS respectivas ecuaciones carastieas son

crkyr® — (Akl —clb ) ()\f( )+ k1b2 — %) r = 0,

Cokps® — <)\k2—02b >32+ <)\f(0)+k§—i2—%>s — 0

siendo ahora; = s;3 = 0.
En este caso, la solumi general de la ecuddi diferencial ordinaria de la probabilidad de

ruina es )
Yi(u) =S Fie"™ +F3, 0<u<b

Y(u) = (4.85)
Po(u) = i Gieti" + G, u > b,

\ =1

donde los coeficientels;, GG;, i = 1, 2, 3, son los mismos que en (4.81), teniendo en cuenta que
el valor ded es igual &.

En los casos particulares donkle= ky, = ky ki = ky = 1, se obtiene la probabilidad
de ruina en un modelo con reaseguro proporcional aplicaedgse la misma retenmn & y la

probabilidad de ruina en un modeld@slco respectivamente.
= Caso 1Sik, = ky = k, la probabilidad de ruina es

2
Y(u) = > Me"™ + Mz, u >0, (4.86)
i=1
dondelM;, i = 1, 2, 3 son los coeficientes de la solaniyr;, i = 1, 2, 3 conrs = 0 las

raices de la ecuagn
chr® = (M= e )72+ (Af(0) + 55 — 2) r =0,

» Caso 2Sik; = ky = 1, se obtiene la probabilidad de ruina en un modedsicb, siendo
la expresbn

P(u) = 22) N;e" + N3, u >0, (4.87)

i=1
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conN;, 1 = 1, 2, 3 los coeficientes de la solumi y las nuevas feesr;, i = 1, 2, 3 con

rs = 0 se obtienen de la ecuéci
ord — ()\—CZ—;)T2+ ()\f(O)-Fé—%)T:O-

4.5.3. Cuanta de los siniestros Erlang2, 3)

Como se ha comentado al principio de este apartado, a cocifinuse hallan las expre-
siones de la transformada de Laplace del momento de ruinastenmormente, se obtiene la
probabilidad de ruina para el caso particular en que la cuaet los siniestros se distribuye

sedin una distribud@n Erlang2, 3), es decirf (z) = 3?ze~P2. Esta distribudn es una distri-

., 2 1 . .
bucibn phase-typ@) conb; = 3 y by = 7 (Dickson and Drekic (2004)).
) 2 1 . e
Se sustituye los valores ¢&(0) = 0, b; = B y by = @ en las ecuaciones caradésticas

(4.80), obteniendo

r3+(?—A—”>r2+<g—z——26(A+5)>r— 57:2:0, 0<u<b
1 C1R7

c1 i ciky
(4.88)
3 28 M0 o2 B2 _ 2B(A+9) 68 _
S+<E—?>S+<F%_W)S_cak§—o' uzb.

Es facil demostrar que dosies de cada ecudti en (4.88) son negativas, s; < 0,7 =1, 2),
y que una es positifars, s; > 0. Por tanto, la soluéin de la ecuadin diferencial ordinaria

para la transformada de Laplace del momento de ruina tieméstaa estructura que en (4.81)

;

3
O1(u) =>  Fe, 0<u<b
i=1

3
Pa(u) = > Gie®t, u > b,
=1

\

2La regla de Descartes de los signos establece quénetio de rices positivas de la ecuaci f(z) = 0 es
igual al timero de variaciones de signo del polinonfi{@). En las ecuaciones de (4.88), se observa que solamente
hay un cambio de signo, y por lo tanto, tenemos uiia pasitiva, ya que cuando el coeficier%% — AC—” >0

tambén lo esf—; — w >0, parai = 1, 2.
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donde los coeficientes;, GG;, i = 1, 2, 3 son constantes que no dependem.dBe nuevo, para

hallar sus valores, necesitamoséascuaciones que se detallan a continbaci

1. Considerando quém ¢ (u) =

U—00

Gy = 0. (4.89)
2. Teniendo en cuenta qugu) es continuag, (b) = ¢-(b), obtenemos

3 2
Y Fett =Y Gie =0 (4.90)
=1 =1

3. Sustituyendo la estructura de so@t(4.81) en (4.9), tendremos para u < b,

3 3
; Fire'" = )\:; i Z Fe™"

=1

u 3
k
A 1 (z:Fieri(u—klx)> ﬁ2x6_ﬁxd$
0 i=1

resolviendo la integral por partes,
3 F eT',L'U,

N A
;Fme = ZFie — Z rzk1+ﬁ

=1 =1

3
+iﬁ26*5ﬁ Z Eu (riky + 5)2+ k1
“ i—1 (riky + B)" k1

y reordenando,

3

A+ A 2 _ k k
ZFiew(m— + +_5—2> _ 52 ﬁkle u (riky + B) + ki
— 1 c1 (riky + f3) (riky + B)* k

A (1 N 52) o (4.91)
ky

&1
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Simplificando (4.91),

0 Bﬁ Qe_ﬁﬁ e
ZZ: Tzkl + ﬁ ﬁ ZZ:; (Tz‘kl —+ 6)2

3
— et kB
0 = ue (52 3 TR k1> (4.92)

=1

i=1 (Tikl + ﬁ)Q

De (4.92), se obtienen dos ecuacionagsspmecesarias para hallar los coeficientes, que

son
3
F 1
Z (4.93)

(riki +8) B

i=1

3
1
Z mk1+ﬁ) =5 (4.94)

=1

4. Para obtener las dé#timas ecuaciones, se repite el proceso aplicado en &b punterior.

Sustituyendo la estructura de soluti(4.81) en (4.9), tendremos para> b,

u—b
A /kz
i Giesi(u—kgx)ﬁ2xe—ﬂwdx

p I

2
g Gis e’ =
i=1

k2 ri(u—kaox) —Bz
. ZF@ Brre dx]

ko =1
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resolviendo las dos integrales, se obtiene

A6 < 2. Gyesit

2
oS SiU i 2
;stle - ZG’B CQﬁ Z—(Sil@ e

i=1 =1

A ﬂQ B (b—u) 2 Giesib
———ek2 E ——— (b(sike + 8) — Bu— ko (s;u+1
¢ ko 2 (o 4 e 0 = Ou R (s 1)

)\ﬁz B (b—u) 5 Fie”b
2

@k ok g ke ) = ke i+ 1)
=1 ?

AB%E _gu F;
—l——ﬁ—e O, —— (Pu+ ke (riu+1))

reordenando,

2
A+0 A 2
Z Gie™™ (Si _AT +— 6 2)
P Ca 2 (siky+ )

A3 s —u 2 Gl sib
20 S () (sihy + ) — o)

LS B ) (riky 4 B) — )

C2 Ko I (riks + B)°
A B k E
RS i
AB sy B (v Butk 4.95
¢z k2 i=1 (riks + 8)° (i +6) g (99
_iﬁue_ﬁ% 270,
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Simplificando la expreén (4.95),

2 sib 2 sib
B (b—u) Gie g B (b—u) Gie ¢
0 = —eh T (b (siky + ) — k) + et O, ST E
— (Sik2 +5)2( ( 2 ) 2) — (SikQ +ﬁ)

5 Fieri®
B 07 Z (b(riky + 3) — k)

i=1 Tsz + 6
3

(b u) z : Fen —ﬁi 2 : F;

—e k2 k
— (rika +5 (rika + )
3
_ [ F 1 _ [ _

B i B B

+e Pk ue k2 k2
P iy + B D b

3

Finalmente, de la exprési (4.96), se obtienen las dokimas ecuaciones necesarias para

hallar los coeficiente€stas son,

3 2 eb ﬂ) 1
1—¢ ” o + Gi — 4.97
ZZI: Tzk?z‘i‘ﬂ)( ) ; siko + ) ﬁ ( )
£ L) rika+B)—ka)+h ) ,
i ( 2/ (b(rika+B)—ka)+ko B i Gieb(Sﬁ%)(b(SibJrﬁ)*kQ) _ ke (498)
(rika+8)? = (sika+B)° B

i=1
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Por tanto, una vez obtenidas las 6 ecuaciones, resolvigistgieama siguiente se hallan los

coeficiented;, G;,i =1, 2, 3

G3 =0

3 2

Z Fvierib _ Z Giesib =0
i=1 i=1

3 . 1
(rik14+8) — B

(4.99)

b(si+%> 1

3 8 2
F; _ bl riti- Gie 1
i:21 (rik2+08) (1 € ( k2)) + z=21 (sik2+B) ~— B
b 7"+£>
Fi e ( Pk b T‘ik —k k s+
i < 2/ (b(rik2+B3)—k2)+ 2) - i Gieb('ﬁg)(b(sik?"’ﬁ)_k?) _ky
(rika+53)? = (sika+B)? B2

Por Gltimo, para obtener la probabilidad de ruina, utilizarentas mismas ecuaciones del

sistema (4.99), teniendo en cuenta gue r3; = s; = 0, y sustituiremos estos coeficientes en

(4.85).
A continuacon, se detallan las expresiones para la transformada dadeagel momento

de ruina y la probabilidad de ruina en los casos particudoesiek; = ks = ky k; = ky = 1,
teniendo en cuenta que la distribbicide la cuané del siniestro sigue una Erlaf2g3).
= Caso 1Sik, = ky = k, la transformada de Laplace del momento de ruina en un modelo

con reaseguro proporcional con un nivel de retemdijo k es

(b8P L, B L (4.100)

¢(U) B (7"1 - 7“2) 3 ‘ (7"1 - 7"2) 2 ,
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siendor; y r; las races negativas de la ecuanoi

T3+(%_>\+5>T2+(62 25()\+5))r_552 .

k c k2 ck ck?2

Y la probabilidad de ruina es

3428 +V9+ 8PN S L (4.101)
2(1+ pn) VI + 8

() =

(8+4pN++1/9+8pN)B

+ .
2(1+ pn) VI +8pn

= Caso 2Sik; = ky = 1, se obtiene la transformada de Laplace del momento de raina e

un modelo dhsico,

T2 (Tl + 6)2 riu 71 (7’2 + 5)2 rou

me me o u =0, (4.102)

Blu) = -

siendor; y r, las rdces negativas de la ecuani

<26—ﬂ>r2+(52—&6+5))r—6—52—0.

Y la probabilidad de ruina es

3+2p+ \/m 8-t JOTE)S (4.103)
2(1+p)v/9+8p

(u) =

9+8p—3— 2p6_(3+4zr1ﬁ;r78ﬂ)ﬁu w0,

+ ,
2(1+p)V/9+8p

4.5.4. Aplicacbn numerica

En el siguiente subapartado, se analiza de manera detelladenportamiento de la trans-
formada de Laplace del momento de ruina y la probabilidadiol&aren un modelo con estra-
tegia de reaseguro proporcional de umbral con ¢adtiand2, 3). Los clculos mostrados se

han realizado mediante el prograiMathematica 6.0
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Se realiza una aplicamm nurnérica con los mismos valores que se utilizaron en el caso de
la cuanta exponencial unitariga = 0.15, pp = 0.25, A = 1, k; = 0.8, ks = 0.45, § = 0.03,

g = 2 para distintos niveles de umbrak= 2, b =8y b = 15.

La cuanta media de los siniestros para la distriliuciErlang2, 2) es1, igual que en la
aplicacbn nunérica de la exponencial. Se ha analizado precisamente &sbe gara ver Si
el cambio en la distribudn de la cuana del siniestro tiene alm efecto significativo en el
comportamiento de las magnitudes, aunque la ¢aam¢dia no se viese alterada.

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones de (4.99)isearblos coeficientes nece-
sarios para la estructura de sofutide la transformada de Laplace del momento de ruina en
(4.81), donde las faes se hallan a partir de las expresiones en (4.88). Tememduenta los
distintos niveles de umbral= 2, b = 8 y b = 15 se obtienen las siguientes transformadas de

Laplace del momento de ruina respectivamente:

¢1(u) = —0.0246e36975u 1 (0.8840e~0-3291u _ (074201711 (0 < w < 2,
= ¢(u) =

Po(u) = —109.357¢ 766392 4 (. 87(03¢~0-4507 u > 2,

é1(u) = —0.0225e 736975 1 (.8303e 0321 — (0.0034e%1T11e, 0 < wu < 8,
| (b (u) —=

Po(u) = —2.85 x 10'876:6392u 1 1 6969 —0-450Tu, u > 8,

¢1(u) = —0.0224e36975u 4 (0.8277 03291 _ (0,0001e%17M1v, 0 < u < 15,
| (b (’LL) —=

Po(u) = —4.34 x 103766392u 1 3 9633 —0-4507u u > 15.

Se observa que lasicas de las tres expresiones anteriores coinciden, y@sas no de-
penden del nivel de umbral

En la Figura 4.5 se representan las transformadas de Lajgis®mento de ruina halladas,
y en la Tabla 4.5 se recogen los valores correspondientasiintos niveles de las reservas

iniciales.
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—  k=08,k=045yb=2

—  k=08,kp=045 yb=8

k=08, ky=045 y b=15

h u
15 20

Figura 4.5: Transformada de Laplace del momento de ruinzeanta Erland?2, 2)

u | ¢(u)conb=2 | ¢(u)conb =238 | ¢(u) conb =15
0 0.7851 0.8043 0.8052
4 0.1434 0.2157 0.2216
8 0.0236 0.0460 0.0590
12 0.0038 0.0075 0.0151
16 0.0006 0.0012 0.0029
20 0.0001 0.0002 0.0004

Tabla 4.5: Valores de(u) para distintas: y b con cuarit Erlang?2, 2)

Para la probabilidad de ruina, teniendo en cuenta los mismloses, se obtienen las si-

guientes expresiones:
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(

Y1 (u) = —0.0065¢737012¢ 10,4805~ 01876 1 0.4667, 0 < u < 2,
1) (u) =
| ¥2(u) = 24280700104 4 0.9357¢~ 0505, u>2,
Y1 (u) = —0.0095¢737012v 10,7017~ 01876 102213, 0 < u <8,
) (u) =
\ Po(u) = 2.38 x 101876:6464u 4 () 7182 0.0803u u > 8,
Y1 (u) = —0.0114e737012v 10,8372~ 018764 4 (0.0710, 0 < u < 15,
n ¢ (u) =
| ¥a(u) = 1.22 x 10670040 4 0.4043¢~0-050%, u > 15.

En la Figura 4.6 se representa el comportamiento de las Ipitolz@les de ruina para distin-

tos niveles de umbral, y en la Tabla 4.6 se adjuntan los \&lmecretos.

10¢ —  g=08.ky=045yb=2

0.8
—  y=08.ky=045 yb=8

0.6f
k=08,ky=045 y b=15

04}

02r

Figura 4.6: Probabilidad de ruina con cuarrland?2, 2)
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u | ¥(u)conb=2 | Y(u)conb=2_8 | (u) conb =15
0 0.9407 0.9134 0.8967
4 0.6786 0.5526 0.4662
8 0.4921 0.3777 0.2576
12 0.3569 0.2739 0.1591
16 0.2588 0.1986 0.1118
20 0.1877 0.1440 0.0811

Tabla 4.6: Valores dé(u) para distintas. y b con cuania Erland?2, 2)

Por Gltimo, en la Figura 4.7 se representan la esperanza, lanzariy el coeficiente de
variacbn de la variable aleatoria momento de ruina, con los misratiges iniciales y para
distintos niveles de umbral En la tabla 4.7 y 4.8 se recogen los valores para una evatuaci

mas detallada de su comportamiento.

E[T[T<co] V[TT<co]
35%10)
1500

3.x10%

1000)

500)

—  K=08,kp=045yb=2

o k1 =08,ky=0.45 y b=8

ki=08,ky=0.45 y b=15

Figura 4.7: Esperanza, varianz&'y de la v.a. momento de ruina con cuarirlang?2, 2)
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E[T|T <oo]con | E[T|T <oojcon | E[T|T < oco]con
! b=2 b=28 b=15
0 52.51 42.88 21.64
4 363.09 346.48 193.10
8 675.41 673.65 447.90
12 987.72 985.99 768.68
16 1300.04 1298.30 1090.57
20 1612.35 1610.61 1402.88

Tabla4.7:F [T | T < oo para distintas y b con cuaria Erlang2, 2)

b=2 b=38 b=15
u |VIT|T<oo]| Oy |VIT|T<oo| Cy |V[T|T<ox]| Cy
0 115797 6.47 120387 8.09 99995.5 11.31
4 746660 2.37 918753 2.76 960675 3.87
8 1.36 x 10° 1.73 1.63 x 10° 1.89 1.28 x 10° 2.53
12 1.99 x 10° 1.42 2.25 x 106 1.52 2.10 x 10° 1.88
16 2.61 x 10° 1.24 2.88 x 10° 1.30 2.77 x 10° 1.52
20 3,23 x 10° 1.11 3.50 x 106 1.16 3.39 x 10° 1.31

Tabla 4.8V[T | T < o]y Cy para distintas: y b con cuaria Erlang2, 2)

Podemos concluir que el cambio de la distrilumoile la cuana de los siniestros, no provoca

variaciones significativas en el comportamiento de las maggs analizadas.



120 4. Estrategia de reaseguro proporcional de umbral

4.6. Analisis numerico y comparativo

En estelltimo apartado se presentan una serie ddisis nunericos y comparativos de la
nueva estrategia de reaseguro proporcional de umbral gentotras estrategias que se derivan

de ella.

En primer lugar, se muestran los resultados @uoos, realizados con el prograriviat-
hematica 6.0 para la probabilidad de ruina con una estrategia de reas@goporcional de
umbral y se hallan las probabilidade$nimas para distintos niveles de umbral y distintas
En segundo lugar, se estudia el casé,1+= k; = k, donde se hallan expresiones exactas para
la £ que minimiza la probabilidad de ruina en un reaseguro poipaal con retenéin fija y
se comparan los resultados con la probabilidad de ruinama obtenida maximizando el coe-
ficiente de ajuste. En tercer lugar, se comparan las distprizbabilidades mimas teniendo
en cuenta una estrategia de reaseguro proporcional de lumbraeaseguro proporcional que
no dependa del nivel de las reservas. Bltimo, se estudia el caso particular extremo de la

estrategia de reaseguro proporcional de umbral cuanegol y Vks,.

En todos los ejemplos, losalculos esin realizados par& ~ Exponencigll), A = 1,

p=0.15Y pr = 0.25.

4.6.1. Estrategiadptima con reaseguro proporcional de umbral

El objetivo en este subapartado es encontrar, si existetrategiadptima para el asegura-
dor, es decir, aquella que minimiza la probabilidad de rusrendo las variables de dedirik;,
ko y b.

En primer lugar, se analizan los casos con distintos nivédesmbralb = 2,6 = 8y
b = 15 para diferentes valores de En la Figura 4.8 se pueden observar lag&figos obtenidos
mediante el programdathematica 6.0para las distintas probabilidades de ruina y los distintos

niveles de umbral.
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con b=2

Figura 4.8 (u) en un modelo de reaseguro proporcional de umbral paratdistiry b

Con objeto de apreciar mejor la existencia de la probabildaduina ninima para cada
nivel de reserva y umbral presentado en la Figura antegdnauye la Figura 4.9. En ella se
detalla el caso concreto de la estrategia de reasegurorprapal de umbral coh = 2, donde
para un nivel de reservas= 20, se observa la existencia de una probabilidad de ruinznma

de valor0.0538 con la combinadn de niveles de reter@i k; = 1Yy ko = 0.7601.

conb=2 con b=2

|:| l//(]2)w"' 03
B we =
[ [7e)

& =1Lk, =0.7601] §
Voin (20) =0.0538) &

Figura 4.9:,:,(20) conb = 2 en un modelo con reaseguro proporcional de umbral
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En las Figuras 4.10, 4.11 y 4.12 se dibujan las curvas de eivelada caso considerado
en la Figura 4.8. Por lo tanto, se obtienen &fgos, correspondientes a las 6 situaciones de
niveles de reservas, para los tres niveles de umbral coadioeen este atfisis, siendd = 2,

b = 8y b = 15. En cada caso se encuentra ramitamente la probabilidad de ruindmma,

obtenendose dda estrategi@ptima para cada nivel distinto de reservas y umhral

04 05 06 07 [ [ 10

4 4
04 [ 06 07 0z 09 1o 04 05 [ 07 03 [ 10 04 05 06 07 03 09 10

Figura 4.10: Curvas de nivel con umbba¥ 2 para distintas
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04 05 [ 07 [ 09 )

@] »

04 05 03 09 o 04 05 o6 o7 08 o 1o 04 05 03 [ [
L)
v (16) -

Figura 4.11: Curvas de nivel con umbbak 8 para distintas

04 05 0.6 07 08 0o 1o 04 0s 06 07 038 09 Lo o4 s 0.

[z

07 0.8 (1] o

1]
[ -

Figura 4.12: Curvas de nivel con umbbak 15 para distintas:
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En la Tabla 4.9 se recogen las combinacionedg k£, que dan la rmima probabilidad
de ruina para distintos valores de(b = 2, 8 y 15). Estos valores se obtienen mediante un

algoritmo delMathematica 6.@ue permite minimizar nugricamente con restricciones.

U | Pum(u) | K ky | Ymm(w) ki ky | Ymm(u) | K ko

0 | 0.8659 1 0.7806 | 0.8666 1 0.7602 | 0.8684 1 0.7603
4 | 0.5001 1 0.7693 | 0.5053 1 0.7602 | 0.5086 | 0.8639 | 0.7584
8 | 0.2865 1 0.7636 | 0.2905 | 0.91742 | 0.7590 | 0.2923 | 0.8105 | 0.7579
12 | 0.1641 1 0.7616 | 0.1664 | 0.91738 | 0.7585 | 0.1675 | 0.7977 | 0.7578
16 | 0.0939 1 0.7607 | 0.0953 | 0.91736 | 0.7583 | 0.0959 | 0.7963 | 0.7578
20 | 0.0538 1 0.7601 | 0.0545 | 0.91735 | 0.7581 | 0.0549 | 0.7963 | 0.7578

Tabla 4.9, (1) con reaseguro proporcional de umbral para distinta$

En la Tabla 4.9 se observa que, para un determinado umbaamhayor nivel de reservas
la probabilidad de ruina mima disminuye, es decir, la probabilidagtima es decreciente

respecto al nivel de las reservas.

En segundo lugar, nos planteamos @&kcalo del valoroptimo para el umbral. Nuérica-
mente se comprueba que el vab@timo para el umbral ds= 3.3 y es independiente del nivel

inicial de las reservas.

En la Tabla 4.10 se presentan las probabilidades de ruinana para distintag y nivel
de umbrab = 3.3 con su combinadin 6ptima de retenciones. En las tidemas columnas se
obtienen la esperanza, la varianza y el coeficiente de vamniael momento de ruina condicio-
nado a que la ruina ocurra, considerando como criterio lebamawibn 6ptima de retenciones

obtenidas que haceninima la probabilidad de ruina.
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u | o) |k | ke |E[T|T<oo |VIT|T <o00] | Cy
0 | 0.8646 | 1 | 0.7599 9.272 1556.0 4.25
4 1 0.4980 | 1 |0.7595 47.157 7780.2 1.87
8 | 0.2852 | 1 | 0.7586 87.159 14205.6 1.36
12| 0.1633 | 1 | 0.7583 127.161 20627.4 1.12
16 | 0.0935 | 1 |0.7582 |  167.161 270484 | 0.98
20 | 0.0536 | 1 |0.7581 |  207.161 33468.7 | 0.88

Tabla 4.102),,1, (u), eSperanza, varianzaly, del momento de ruina con reaseguro proporcional

de umbral para distintasy b = 3.3

Por lo tanto, la estrateg@tima a considerar por la entidad aseguradora es la depmptan
nivel de umbral bajo (en este ejemple- 3.3). Asi, no reasegurark{ = 1) cuando las reservas
son inferiores a dicho nivel de umbral y reasegurar con ugl die retendn aproximadamente
del 76 % cuando las reservas son superioreésMdelante se estudia este caso extremo de la
estrategia de reaseguro proporcional de umbral, en el quens@lerad:; = 1 paravk,, puesto
qgue minimiza la probabilidad de ruina y se convierte en laag=giadptima a seguir por la

entidad aseguradora.

4.6.2. Estrategiadoptima con reaseguro proporcional con nivel de reten-
cion k
Si estudiamos el caso t; = k; = k, como se ha realizado en el apartado 4.4.2. para
la probabilidad de ruina, se obtiene que a partir de la egfitde reaseguro proporcional de
umbral se consigue la estrategia de reaseguro proporgarealn nivek fijo que no depende

del nivel de las reservas. Si se considera que la @detlos siniestros se distribuye 8agina

exponencidll) y el numero medio de siniestros @s= 1, se obtiene que la exprési (4.34) es

k _ pPr(k—1)+p

— ((+er)k+o—rr) 4.104
Vi) k(1+PR)+P—PR€ ’ ’ ( )
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donde
PR — P
PR

<k<1sipr>p>0.

A continuacon, utilizando la expreén (4.104), se calcula la probabilidad de ruina para un
modelo con reaseguro proporcional considerandomque0.15y pr = 0.25 en funcbn del
nivel de reten@n k. Por tanto, estos recargos de seguridadrmgue el porcentaje de retemici
esé comprendido entreé4 < k£ < 1. En la Figura 4.13 se representan estas probabilidades para

distintos niveles iniciales de las reservas.

u=0

u=4

0.8f u=8

u=12

0.6fF
u=14

- u=l6

0.4F

0.2F

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.13z)(u) con reaseguro proporcional en fubicidek y para distintas conp = 0.15y

En la Figura 4.13 se observa que las diferentes probabdgldd ruina para distintas
parten del mismo valor de = % = 0.4 con probabilidad de ruin&. Estas probabilidades
para unas reservas iniciales> %ﬂ decrecen hasta llegar a un nivel de reténéi donde la

probabilidad de ruina alcanza su valoimimo y vuelven a crecer. En caso de tener unas reservas
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iniciales entre) < u < %, la probabilidad decrece siempre en funcdek obtenéndose la
probabilidad de ruina mima enk = 1. Desde el punto de vista del asegurador, su estrategia
optima sea hallar el valor dek que minimiza la probabilidad de ruina dependiendo de las

reservas iniciales que tenga.

A partir del ardlisis anterior, se presentan expresionesieipt para el valor dé que
minimiza la probabilidad de ruina, la cual se denbjg(u), y para la probabilidad de ruina
minima, que se denotd'” (u). Para hacer este alisis general se ha de tener en cuenta que el
comportamiento de la probabilidad de ruina representada Eigura 4.13 no es generalizable
para cualquier valor de los recargos de seguridad (aseguadasegurador). En concreto, el
comportamiento anterior es el correspondient€a- p) > pr. En este caso, élque minimiza

la probabilidad de ruina es

(

_ (pr=p)(pr2utpru-1)++/(p—pr) +a(1+pr)u?) 0> L)on—p)
2(1+pr)(p+pr(u—1)) ’ = p2+p)—pr ’
Keop (1) = (4.105)
(d+p)(pr—p)
\ 1, O=su< p(2+p)—pr ’
y la probabilidad de ruina mima
( (24op)u—y/ (p—pr)?+4(1+0p )u2
. WpffR Loond (sr2utonzuey/(o-on) 1(140r)2) y > 1P er=p)
H - 2 — )
ok (u) = (10m) (o020 (o=o) 1(007)12) e
1 —p oy (1+p)(pr=p)
(¢ 0<u< p(2+p)lij '

En la Figura 4.14 se muestra el primer tramo de la fam¢#.105) donde se observa con

mayor detalle dicho tramo en fur@ei del nivel inicial de las reservas.
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B - apgtiias =it "—,J".'Q—; +4a(l+ )
I m
1
3 e R —
M
______________________P__LJ___r_ _________________________________
oy (o) U
P p(2+p)-p

Figura 4.14: Comportamiento defague minimiza la probabilidad de ruina en fubicidew

Por lo tanto, ek,,(u) que minimiza las probabilidades de ruina de la Figura 4.68¢d se

considera que = 0.15y pgr = 0.25, se representa en la Figura 4.15

0.8 K
0.6/
0.4
02|
0 5 10 5"

Figura 4.15%,,(u) que minimiza la probabilidad de ruina en fubicideu
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Sip(2+ p) < pr, el comportamiento de la probabilidad de ruina no es el egftegn la
Figura 4.13 y tampoco lo es el comportamiento dé tue minimiza la probabilidad de ruina
representado en la Figura 4.14. Por ejemplo para0.1y pr = 0.3, se observa en la Figura
4.16 que la probabilidad de ruina es siempre decrecientegisuminimo se alcanza eh= 1,

de manera qug,,(u) = 1 para todo nivel inicial de las reservas.

u=(

u=4
08} .
— =10
0.6F u=12
u=14

— u=l6

0.4F

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.162)(u) con reaseguro proporcional en fubicidek y para distintas conp = 0.1y

PR = 0.3

Por otro lado, Waters (1983), Schmidli (2001, 2006), HaldcirSidli (2004), hallan ek
gue maximiza el coeficiente de ajuste para obtener la probabilidad de ruindanima en un
modelo con reaseguro proporcional parakuijo que no depende del nivel de las reservas. A
este nivel de retenan se le denomina” para diferenciar de (4.105) y la probabilidad de ruina

minima obtenida a partir deste se le denomina pgt'; (u). A continuacon, se detallan las
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expresiones

1
kP — (1 _ ﬁ) (1 + —) , (4.106)
Pr VIt o,
1 2+pp—2¢/1+rp
kR —_— U
) = e e , 4.107
wmln(u> mg R ( )

Si se consideran los mismos valores de partida para logecde seguridagh = 0.15y
pr = 0.25, sustituyendo estos valores en (4.106) se obtiéhe 0.7577.

A continuacon, en la Tabla 4.11 se hallan los valoregiggu) y sus respectivas probabili-
dades de ruina mima considerando el caso particular de la estrategiaadegeiro proporcio-
nal de umbrak, = k, = k para distintos valores de Los resultados obtenidos se comparan
con las probabilidades de ruinaimima obtenidas a partir de® = 0.7577 que maximiza el

coeficiente de ajuste.

R

u | o) | 6 () Yhin (1) CON
kR = 0.7577

0 1 0.8695 0.8944

2 109373 | 0.6693 0.6769

4 1 0.8375 | 0.5094 0.5122

6 | 0.8090 | 0.3862 0.3877

8 |1 0.7955 | 0.2926 0.2934

10 | 0.7876 | 0.2215 0.2220

121 0.7825 | 0.1677 0.1680

14 | 0.7788 | 0.1269 0.1271

16 | 0.7761 | 0.0961 0.0962

18 | 0.7740 | 0.0727 0.0728

20 1 0.7724 | 0.0550 0.0551

Tabla 4.11% (u) y %" (u)

min min

Enla Tabla 4.11, se observa que las probabilidades de romasnores en la estrategia de

reaseguro proporcional de umbral, teniendo en cuenta k; = k,,, que en una estrategia de
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reaseguro proporcional con & que maximiza el coeficiente, ya que eslimo no depende

del nivel inicial de las reservas. Para niveles elevadosisiedservas iniciales, los valores de

kop(u) tienden al valor dé&® = 0.7577, como mostraban anteriormente las Figuras 4.14 y 4.15.
Por tltimo, en la Tabla 4.12 se presentan los valores de la exggerta varianza y el coe-

ficiente de variadéin del momento de ruina condicionado a que la ruina ocurrsiderando el

k 6ptimo que minimiza la probabilidad de ruina. Se observa@esperanza aumenta a mayor

nivel inicial de las reservas, la varianza tagiby el coeficiente de varidm tiene una menor

dispersbn a mayores reservas.

uw | WP () | ky |ET|T<o] | VIT|T<oo]| Cy
0 | 0.8695 | 1 6.666 637.03 3.78
4 | 0.5094 | 0.8375 40.004 5245.04 | 1.81
8 | 0.2926 | 0.7955 80.011 11581.0 | 1.34
12 | 0.1677 | 0.7825 |  120.008 17968.9 | 1.11
16 | 0.0961 | 0.7761 160.034 243804 | 0.97
20 | 0.0550 | 0.7724 |  200.011 30783.9 | 0.87

Tabla 4.122p’“"‘” (u), esperanza, varianzal, del momento de ruina con reaseguro proporcional

min

para distintas

4.6.3. Comparacbn de estrategias de reaseguro proporcional

A continuacon, se comparan las probabilidades de ruif@imma obtenidas con una estrate-
gia de reaseguro proporcional de umbtzi[;jf’”(u), con una estrategia de reaseguro proporcio-
nal con un nivel de retenan fijo que depende del nivel inicial de las reser\zdg(u). Estas
probabilidades se han calculado teniendo en cuent&qgueExponenciagll), A = 1, p = 0.15
Yy pr = 0.25.

En el caso de la estrategia de reaseguro proporcional dealsgbhaban considerado dis-
tintos niveles de umbrdl = 2, b = 3.3, b = 8 y b = 15. En la Tabla 4.13 se recogen las

diferentes probabilidades ya obtenidas anteriormentegaservar las diferencias entre ellas.
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Y ¢§f§1 (u) ¢§111ka (u) lbﬁqlfsz (u) ¢§fffk2(u) l/Jﬁllfka (u)
conb = 2 conb = 3.3 conb =8 conb =15
0 0.8695 0.8659 0.8646 0.8666 0.8684
4 0.5094 0.5001 0.4980 0.5053 0.5086
8 0.2926 0.2865 0.2852 0.2905 0.2923
12| 0.1677 0.1641 0.1633 0.1664 0.1675
16 | 0.0961 0.0939 0.0935 0.0953 0.0959
20 | 0.0550 0.0538 0.0536 0.0545 0.0549

Tabla 4.3 (u) y $F27% (u)

min

En la Figura 4.17, se muestraraficamente las diferencias entr&” (u) y ¢v"7%2 (1) de los
resultados obtenidos en la Tabla 4.13, para distintoseslde. y umbrale9), i.e., la diferencia
entre la probabilidad de ruinainmima con reaseguro proporcional con un nivel de retenfijo
k, y la probabilidad de ruina mima con una estrategia de reaseguro proporcional de uimbra

b=2b=33b=8yb=15.

Figura 4.172" (u) — ¥*17%2(y) para distintas, y b

min min
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Se puede observar que la diferencia es importante pareesaien pequéos y que esta
diferencia decrece respectaaAsi, para valores peqgies de las reservas iniciales, la estrate-
gia de reaseguro proporcional de umbral nos permite obieej@res resultados eartninos de
probabilidad de ruina que la estrategia de un reasegur@mmiopal con un nivel de reteran
k fijo. La mejor estrategia en este ejemplo concreto es la deaseguro proporcional de um-
bral b = 3.3, donde se consiguen lasamimas diferencias respecto al reaseguro proporcional

independiente del nivel de las reservas.

4.6.4. Estrategia de reaseguro proporcional de umbral coh; = 1y Vks

Se aborda ahora el estudio del caso particular extremo d&riategia de reaseguro pro-
porcional de umbral cuando, = 1y Vk,, es decir, un modelo en el quéls se reasegura
cuando las reservas son superiores al nivel de umbral pl@fifd caso extremo contrarigk;
conky, = 1, un modelo en el quedto se reasegura cuando las reservas son inferiores al umbra
prefijado, ha sido estudiado en Claramenal. (2009).

El motivo de estudio de este cabp= 1y Vk,, es que al observar la Tabla 4.9, donde se
recogen las probabilidades de ruinenimas con reaseguro proporcional de umbral, se encuen-
tra que la estrategi@ptima es no reaseguratk,(= 1) por debajo de un nivel de umbraly
reasegurar por encima de este nivel en un porcehiaje

A continuacén, se calculan las probabilidades de ruiriaimas en este caso extremo de la
estrategia de reaseguro proporcional de umbral, teniemdoenta los mismos valores de~
Exponenciall), A =1, p = 0.15y pr = 0.25.

En la Tabla 4.14 se presentan las distintas probabilidaglesida mnimas para diferentes
u Yy niveles de umbrab = 2, b = 3.3, b = 8 y b = 15. Si se comparan estos resultados
con los obtenidos en la Tabla 4.9, se observa que para undaveinbralb = 2y b = 3.3
las probabilidades de ruinainimas coinciden y con niveles de umbbaE 8 y b = 15, las
estrategia®ptimas sdéan las de un modelo con reaseguro proporcional de umbrakgsn

combinaciones de niveles de reténctk, y k.
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b=2 b=3.3 b=38 b=15

U | Pmm(w) ks Vmin () ks Vmin () ks Vmin () ka

0 | 0.865982 | 0.78067 | 0.864665 | 0.759937 | 0.866676 | 0.76027 | 0.86842 | 0.76033
4 1 0.500191 | 0.76938 | 0.498068 | 0.759568 | 0.505356 | 0.76027 | 0.511829 | 0.76033
8 1 0.286512 | 0.76362 | 0.285276 | 0.758681 | 0.290917 | 0.76027 | 0.300196 | 0.76033
12 | 0.164108 | 0.76168 | 0.163396 | 0.75838 | 0.166628 | 0.75923 | 0.174595 | 0.76033
16 | 0.093996 | 0.76071 | 0.093587 | 0.758229 | 0.095438 | 0.75880 | 0.100231 | 0.76001
20 | 0.053838 | 0.76012 | 0.053603 | 0.758138 | 0.054663 | 0.75857 | 0.057408 | 0.75926

Tabla 4.14 1)1 (u) conk; = 1y Vks|0,4 < k < 1 para distintas. y b

En vista de los resultados obtenidos hasta ahora, la mejatezga para el asegurador, en
terminos de probabilidad de ruina, ®efijar un nivel de umbral bajo (en el ejemglc= 3.3)
y no reasegurar cuando las reservaéregor debajo de ese umbtay cuando el nivel de las
reservas superen ese nivel establecido, optar por reasegum determinado nivel de retedici

ks .

Otro enfoque de esta estrate@jatima, seia estudiar gé nivel de reservas iniciales fan
falta en un modelo sin reaseguro y en uno en que se considerasaseguro proporcional con
una determinada optima fija e independiente del nivel de las reservas, pagdarpmnseguir
las probabilidades de ruinainima del modelo con reaseguro proporcional de umbral & ca

deb = 3.3, Tabla 4.14). En la Tabla 4.15, se presentan dichas resergesdes.

Se observa en la Tabla 4.15, que para conseguir las pratzat®b de ruina mimas, son
necesarias unas reservas superiores tanto en un modedasaguro Como en uno con reaseguro

proporcional con retenan k,, fijo.
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reaseguro umbral sin reaseguro reasegurd,, fijo
1/}1];11’?1&]62(“)

U conb = 3.3 U U

0 0.864665 0.0433 0.0433
4 0.498068 4.2723 4.1636
8 0.285276 8.5447 8.1825
12 0.163396 12.8173 12.1890
16 0.093587 17.0898 16.1923
20 0.053603 21.3623 20.1943

Tabla 4.15u necesarias para distintas estrategias para obtener Iaimfgfﬁf? (u)

En la Tabla 4.16 se recogen los porcentajes de retiiam el capital inicial necesario
para conseguir las probabilidades de ruifaimas, que resultan de comparar la estrategia de
reaseguro proporcional de umbral con la estrategia sirgeas (reducdn 1) y la estrategia

de reaseguro proporcional, fijo (reduccdn 2).

w | reduccon 1| reduccon 2

6.3736 % 3.9311 %
6.3755 % 2.2309 %
12| 6.3765% 1.5505 %
16 | 6.3769 % 1.1876 %
20 | 63771 % 0.9621 %

0 | =~ | O

Tabla 4.16: Porcentajes de reduntien las reservas iniciales

Asi, con una estrategia de reaseguro proporcional de umbaiakgurador puede ahorrarse
aproximadamente u6.37 % del capital inicial necesario si no reasegura. Este poageioe
reduccon es pacticamente constante respecto del nivel inicial de larvas.

Si se compara la estrategia de reaseguro proporcional debicon la estrategia de rease-
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guro proporcionak,, fijo estos porcentajes de reduaeien el capital inicial son obviamente
menores y adeas si que dependen del nivel inicial de las reservas, coesigo el mayor

ahorro para niveles iniciales bajos.



Capitulo 5
Conclusiones

Esta tesis se enmarca dentro @sibito general de la telar del riesgo. Tras presentar en
la introduccén las principalesiheas de trabajo que se desarrollan en esta invesiigaen el
Cagtulo 2 se definen los aspectogdicos de la teda del riesgo, incluyendo el modeldsico
a partir del cual se trabaja en los daos posteriores aplicando diferentes modificacionss. E
en este punto donde selgitel origen del presente trabajo, hace ahora aproximadameasitro

anos.

En este sentido, y directamente relacionado con étda2, apared@ en 2005 un primer
ariculo donde, en colaborami con mis directoras de tesis, se estudiaba laitiPalde reparto
de dividendos en una cartera de seguros no vidaligis discreto”. Este trabajo, desarrolla-
do durante los cursos de doctorado, fue publicado en Cuagl@ctoariales, y fue mi primera
aproximacdn a los modelos con barreras de dividendos. Posteriorpedrastudio del modelo
clasico del proceso de las reservas y el de un modelo con bdeeli@idendos constante, don-
de se analizaba la variable aleatoria momento de ruinasrjeroa un segundo trabajo titulado
“Analisis de la teda del riesgo: la transformada del momento de ruina”. Eatmjo de inves-
tigacion fue presentado para la obtemtidel Diploma de Estudios Avanzados y obtuvo en el
ano 2006 el 2 Premio paragvenes investigadores de la asodaciAsepuma”. En el Cdfulo
2 se incorpora parte del alisis realizado en estos trabajos. Uno de los aspectosioiegd

cos a destacar es la utilizaoi de ecuaciondstegro-diferenciales y la forma de solucionarlas.
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A lo largo de la tesis, la maneraas habitual de solucionar las distintas ecuaciones irntegro
diferenciales planteadas en cada caso ha sido mediantaai@misucesiva. Sin embargo, en el
cagtulo 2, se plantea la posibilidad de solucionar estas ézo@s con una herramienta alter-
nativa, las transformadas de Laplace, que erultsios dos han sido muy utilizadas dentro
de la literatura actuarial. Como resultado del estudio delestramienta matemtica y su apli-
cacbn a la teora del riesgo, sur@iun artculo que fue publicado en 2007 en la revista Anales
del Instituto de Actuarios titulado “Aplicaciones de laartsformadas de Laplace a la fecdel
riesgo”.

En el Cajitulo 3, se estudia una modificéci del modelo @sico de riesgo que consiste en
la introduccon de un reaseguro proporcional. Adesnse analiza su influencia en un modelo
con barrera de dividendos. En este caso, se considera & €ige tiene la aplicacn de un
reaseguro proporcional sobre la variable aleatoria mam@atruina y sobre la esperanza del
valor actual de los dividendos. Los primeros resultadosrotios fueron presentados en 1& “2
Reunbn de Investigadin en Seguros y Geéti de Riesgos” en la Universidad de Cantabria en
2007, bajo elitulo “Influencia del reaseguro proporcional en las meddtasolvencia del ase-
gurador”. Este trabajo aparégbublicado como catulo del libro “Investigaciones en Seguros
y Gestbn de Riesgos: RIESGO 2007”. Las principales conclusionearddikis realizado en

este cajiulo son:

= Existe un valoroptimo para el porcentaje retenido que maximiza la espardakzmo-
mento de ruina con barrera de dividendos. Esta reberagtima depende del recargo de
seguridad del reasegurador de forma que a medida que auetleatargo del reasegu-
rador, la propor@n de cartera que debe retener el asegurador para consegaixima

esperanza del momento de ruina aumenta y se acerca a 1.

» La esperanzéptima del momento de ruina depende del recargo de seguteladase-

gurador y disminuye al aumentag.

= La esperanza del valor actual de los dividendos con reas@gaporcional es creciente

respecto &.
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En el Cajptulo 4 se presenta la estrategia de reaseguro proporaenahbral, que es una
de las principales contribuciones de la tesis. En estategizase define una gtta nueva
de reaseguro, permitiendo que seaadiica en fun@n del nivel de las reservas. Por tanto, el
asegurador tiene la ofri de determinar en cada momento su proforcie cartera retenida
a cubrir en fundn de sus reservas. En tal caso, el asegurador decidibrir una proporéin
cuando las reservas se encuentran por debajo de un nivellwralyprefijado y otra proporoin

cuando sus reservas superan dicho nivel.

En primer lugar, se estudlel caso en que el asegurador opta por reasegurar parteate la ¢
tera cuando sus reservas son inferiores al nivel de umbcahsidera no reasegurar cuando las
reservas superan el umbral prefijado, aretbse con la totalidad de la cartera. Una vez defini-
do este primer modelo, se andlita probabilidad de supervivencia. Los resultados aperaci
publicados en la revista Estatica Esp&ola con elitulo “El reaseguro proporcional de umbral
y la probabilidad de supervivencia como criterio de el@aae estrategias”. El siguiente paso
fue profundizar en este modelo, llegando a generalizaeskbguro proporcional de umbral que
se presenta en esta tesis. Se permitéagsosibilidad de elegir la mejor retea de la cartera
desde el punto de vista del asegurador. Este modelo de étegsér de reaseguro proporcional
de umbral, queda definido en el Teorema 3, y a partasiie se obtienen como casos particulares
el modelo proporcional con un porcentaje fijo de reténgi el modelo dsico sin reaseguro. Se
analiza la probabilidad de ruina y la variable aleatoria raoto de ruina y se comparan con los
resultados obtenidos para otras estrategias. Parte diélifdapesh publicado como documento
de trabajo de la Facultat d’Economia i Empresa (2009) conutbt‘The effect of a threshold
proporcional reinsurance strategy on ruin probabilitiesé ha presentado en los congrelses
surance: Mathematics and Econom{&raeus 2007 e Istanbul 2009) y erPeimer Congreso

Ibérico de ActuariogLisboa 2008).

La definicibn de esta nueva estrategia, su estudio detallado y la capijpacon otras estra-
tegias de reaseguro proporcional constituyen la prinaipaitacbn original de esta tesis a nivel
tedrico y matenatico. Las expresiones obtenidas para esta estrategiagkgrgo proporcional

de umbral contienen como casos particulares las ya corsocmtaespondientes al reaseguro
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proporcional cork fija y al modelo chsico sin reaseguro.

Otra aportadin a nivel térico es la obtenén del porcentajéptimo de retenéin, que mi-
nimiza la probabilidad de ruina, en un modelo con reasegupqgocional cork fija. Este por-
centaje depende del nivel inicial de las reservas a difeaet®t que se encuentra habitualmente
en la literatura actuarial obtenido a partir de la maximi@adel coeficiente de ajuste.

En el Cajptulo 4 se encuentran detalladas diversas conclusionesodorde conclugin
general podemos indicar que, @mrhinos de probabilidad de ruina, la estrategia de reasegur
proporcional de umbral mejora lasasicas conocidas y permite, por tanto, una mejor @esti

del capital inicial.



Apendice A

Transformadas de Laplace

A.1. Introduccion

En este apndice se introduce la herramienta de las transformadaamlade.

Definicion 17 Seaf(t) una funcoén real (o compleja) dedefinida er0, co). La transformada

de Laplace def(t), denotada porf(s) o por.Z {f(t)} , se define como

ZL{ft)} = f(s) = /Oo et f(t)dt = lim ze_s’ff(t)dt, (A.1)

0 z=0o0 Jo

dondes (real o complejo) es el pametro de la transformada, siempre que ighite exista

(como un @mero finito).

No toda funcdn f(t¢) tiene transformada de Laplace. La transformada de Lapldstee

cuando la integra]; e~ f(¢)dt converge para aim valor des.

Ejemplo 5 Seaf(t) = e, entonces

- & 1
fls) = / et dt =
0

existe para toda > a.

141
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Demostracon.

f(s) = / e“teStdt:/ ele=o)tqt
0 0

1
_ e
a— S

> 1
={si s>a} =
0

a—s)t

Ss—a

Ejemplo 6 Seaf(t) = ¢!, entonces

f(s) = / e’ e dt — +oo,
0

no admite transformada de Laplace para ninguna

Para que una fungn sea transformable tiene que satisfacer todas las condgide Di-
richlet, un conjunto de condiciones suficientes pero nosa@es (Schiff (1999) y Poularikas

(2000)):

1. Requisito de continuidad(¢) debe ser continua a trozos gnoo).

2. Requisito de crecimientd(¢) tiene que ser de orden exponencial

Requisito de continuidad:

Se dice quef(t) es continua a trozos en un intervato b, si f(¢) es continua en todos
los puntos de dicho intervalo, excepto daszen un amero finito de ellos, en los qugt)
debea tenerimites laterales finitos. Estdtimo requisito implica que las discontinuidades son

discontinuidades de salto, del tipo que aparecen eraétgrde la Figura A.1.



A.1l. Introduccion 143

f(t) 25T

20T

N — — — — — — — — — — — — N\

T

—o0 L

Figura A.1: Funaddbn continua a trozos

Por otro lado, decimos qug&) es continua a trozos €6, oo), si lo es erf0, b] , Vb > 0.

Requisito de crecimiento:
Si f(t) no crece “demasiad@pido”, la integralf; e~*' f(¢)dt converged. Se dice qué (t),
continua a trozos eft), o), es de orden exponencialcuandot — oo, Si existen constantes

M > 0y «tales que paraalm7 > 0,

[f(t)] < Me*,  t=T,

es decir,f(t) no crece ras apido que una funén de la formal/e.

Ejemplo 7 Comprobamos qug(t) = t? es de orden exponencial.

Para verificar que la funén es de orden exponencial, se ha de calcular el sigui@miee!:

o O,
t—oo et

12 aplicando la .2t - ) 2
fm — = = lim — = { L'Hopital} = lim —— =0,
oo regla de L'Hopital fmoo e oo ate
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para cualquier imero positivax. Por lo tanto en el caso que = 1 se puede comprobar que
|t?| < ¢!, siendot? una funcon de orden exponencial. En eladico de la Figura A.2 se observa

que la funcdn f(t) = t* no crece nas rapido quec'.

f@

120 + /

100 T

Figura A.2:f(t) es una fund@n de orden exponencial

Ejemplo 8 Comprobamos qué(t) = ¢’ no es de orden exponencial.

Se calcula elimite:

t
i O _ L
t—oo et
t2
, € f o t(t—a)
lim — = lim e = 00,
t—oo % t—o00

para cualquiera la funcion f(t) = ¢t crece nas rapido quee® cuandot — oc. Por lo tanto

en el caso quer = 1, en el gafico de la Figura A.3 se observa qPézl > el
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f®

14

0 T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 20 22 24 26 28 3t

0

Figura A.3:f(t) no es una funé@n de orden exponencial

Teorema 5 Si f(t) es continua a trozos €, o) y de orden exponencial entonces la trans-

formada de LaplaceZ {f(t)} = f(s) existe paraRe(s)* > a y converge.

La demostradin de este teorema se puede encontrar en Schiff (1999).

Tal y como se ha indicado anteriormente, las condicionesgyidas en el teorema son su-

ficientes pero no necesarias, de forma que podemos encfurtcamnes que no las cumplan y

gue a pesar de ello tengan transformada de Laplace comogpople;

Ejemplo9 f(t) = - no cumple las condiciones de Dirichlet pero tiene transfaa de

Vit

Laplace. Es discontinua en= 0, ya que tiene una &stota vertical er0* (Figura A.4), por lo

tanto no es continua a trozos @h oo):

1Re(s) es la parte real de
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u=st du=sdt

)
-

ft) "]

4T

2+

1+

Figura A.4:f(t) =

<

Puede demostrarse que existe una correspondencia uno atumaia fundn f(¢) y su
transformada de Laplac { f(t)}. Entonces tiene sentido hablar de la transformada de Leplac

de una fundn y de la funddn inversa de una transformada de Laplace dada.

En la Tabla A.1, dscomo en la mayada de los libros de texto sobre transformadas de Lapla-
ce, pueden encontrarse las expresiones de las transf@madaplace de diversas funciones

elementales.
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1) L{f)} = f(5)
1 % >0
t Sig 5s>0
nzoﬂl,z,... st s>0
et Sia sS>a
sen at arm 5>0
cos at SQJFLGZ s>0
senhat % s> |al
cosh at 25 s> |af

Tabla A.1: Transformadas de Laplace de funciones elenental

A continuacon, y a modo de ejemplo, se demuestran algunas de las tnaasfas de La-

place de la Tabla A.1.

Demostracbn.

f(t) = 1, aplicando la expregn (A.1) obtenemos la transformada:

o0

L{1} = f(s) = / et g = Lol L oo
0

S 0 S
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Demostracbn.

f(t) = t, igual que en la funéin anterior obtenemos la transformada:

. © u=t du = dt
2 - f(s)_/ et —
0 dv=e v=—lest

+ / _efstdt — __efst
0 0

1 .
5 =— s1 s> 0.
S S

52

0

A.2. Propiedades de la transformada de Laplace

A continuacdn se muestran algunas de las propiedadesimportantes que tienen las trans-
formadas de Laplace. Paraamdetalle, se puede consultar Spiegel (1967), Schiff (1P9u-
larikas (2000):

1. Propiedad de linealidad.

Sic; Y o son constantes ¥ (t) y f2(t) son funciones cuyas transformadas de Laplace

sonfi(s)y fo(s) respectivamente, entonces la transformada de Laplace de

ZLA{cfit) + cafo(t)}

es:

L{erfilt) + cafo(t)} = 1 fi(s) + cafal(s).
Demostracbn.

L{afi(t) +aht) = / T ehi(t) + eafult)) dt
= /OOO €_St01f1 (t)dt + /OOO e_StCQfQ(t>dt

= C1f1(3) + 02];2(3)-
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Ejemplo 10 La transformada de Laplace del polinomjf¢t) = 5 + 2t — 3¢5.

De acuerdo con la Tabla A.1, las transformadas de Laplacestgl }, £ {t} y £ {t°}

son<, ; y 12, respectivamente. Aplicando la propiedad de linealidad

2 360

${5+2t—3t5}:§+§—?.

2. Propiedades de trasladn.

a) Primera propiedad de traslaci Si f(t) tiene transformada de Laplagés) paras >

0, entonces para la furtm g(t) = e f(t) su transformada de Laplace &er
ZLA{ef(t)} = f(s—a) donde s—a>0.
Demostracbn.

20} -

Ejemplo 11 La transformada de Laplace de la fubaig(t) = t%e*.
De acuerdo con la Tabla A.1, la transformada de Laplace£i¢t?} es% paras >
0 ya = 3. Aplicando la propiedad de traslamn anterior encontramos directamente

que su transformada es:

2
(s —3)"

< {t2€3t} = s > 3.

b) Segunda propiedad de trastati Si f(t) tiene transformada de Laplagés) y

g(t){ ft—a) t>a |

0 t<a
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entonces la transformada de Laplace para la mgjt) es:

ZL{g(t)} =e*f(s) cuando a > 0.

Demostracbn.

LA{gt)} = /Oooe_Stg(t)dt:/an_St-0dt+/aooe_5tf(t—a)dt

( )
t—a=u=t=u+a

dt = du
t—00=u— o0

\ t—a=>u—20
Vs

= e /000 e~ f(u)du = e~ ¥ f(5s).

Ejemplo 12 Si

su transformada de Laplace ser

f(t—a) = cos(t — 2?”)
2o} ={ a=2

f(t) = cost = f(s) = S

3. Propiedad del cambio de escala

= :/ e~ £ (y)du
0

Si f(t) tiene transformada de Laplagés), entonces la transformada de Laplacef (i)

sed:

£

Q|-

Z{[f(at)} = )-

ISHS
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Demostracbn.
u=at=1t= %
du = adt = dt = %“

2{f(at)} = / e (at)dt =

t—0=u—20

t— 00 =u— 00
/

Ejemplo 13 La transformada de Laplace de la fubaig(t) = 2t.

De acuerdo con la Tabla A.1, la transformada de Laplacefiét} essi2 paras > 0y
a = 2. Aplicando la segundo propiedad de traskatiencontramos que su transformada

es:

1 2
=—., s>0.

(5)° ¢

4. Transformadas de Laplace de las derivadas

{2t} =

1
2

= Si f(t) tiene transformada de Laplagés), entonces la transformada de la derivada

de la funcon, . Z {f'(t)}, sek:
LS (1)} = sf(s) = £(0). (A-2)

Demostracbn.

g{f’(t)} = /OO efstf/(t)dt _ { u=e"° du = —se™* }
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A. Transformadas de Laplace

Ejemplo 14 La transformada de Laplace para la derivada de la fumcj (¢) = ¢.
Se Comprueba que efectivamente utilizando la expme@\.2) se llega al mismo

resultado que en el ejemplo anterior. Su transformada dddcapsea:

Si f(t) no es continua en = 0 pero ellim; ., f(t) = f(0") existe, y de orden
exponenciaby, y f'(t) sea continua a trozos éh co), entonces la transformada de

la derivada de la funbin sea:
Z{f )} =sf(s)— f(0).

Si f(t) deja de ser continua &n= a, la transformada de la derivada de la fuorci
se@:

LS ()} = sf(s) = £(0) — e {f(a®) — fla™)}.

e

salto en la

discontinuidad t=a

Si f(t) tiene transformada de Laplag?(as), entonces la transformada de la segunda

derivada,Z {f"(t)}, se&:
L")} = 5" [(s) = s/(0) = f'(0).

Demostracbn.

Sabemos que la transformada de la primera derivadd €8 ()} = sf(s) — f(0),

entonces para la derivada segunda su transformada de & aglac

20 = sf(s) = £0) =5 (sf(s) = (0)) = £(0)

= 52 f(s) = sf(0) = f'(0).
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» Paran derivadas la transformada de Laplaceaser
L)} =5"f(s) =" f(0) = 5" 2f(0) = o = sf72(0) = fD(0).

5. Transformadas de Laplace de las integrales

Si f(t) tiene transformada de Laplagés), entonces la transformada de la integral de la

&z {/Otf(u)du} _ 1) (A.3)

funcion sea:

S

Demostracbn.

Seag(t) = [, f(u)du = g¢'(t) = f(t)y g(0) = 0 entonces:

ZL{gdt)}y = sZL{gt)} - g(0)

= sZ{g(t)} = L{f(t)} = f(5),

&Hz

—
V2)

~—

f(s)=sZL{g(t)} = ZL{g9(t)} =

Ejemplo 15 La transformada de Laplace de la integrglt) = fot sin 6udu.
La funcbn f(u) = sin 6u, de acuerdo con la Tabla A.1, su transformada de Laplace es:

. 6 6
Z {sinbu} = P16 2436

utilizando la expregin (A.3) se obtiene

t 6 6
& in Gudu b = =+ = .
{/0 St bu u} S s (s?+ 36)
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6. Multiplicaci 6n por ¢™
Si f(t) tiene transformada de Laplagés), entonces la transformada de Laplace para
g(t) =t"- f(t) se@:

Z{t"ft)} = (-1)" Tf(s) = (=1)"f(s), n=1,2,3, ... (A.4)
Demostracbn.

Para el casa = 1, tenemos que(t) = tf(t), y si f(t) tiene transformada de Laplace

f(s) entonces:

i) = [ e (e,

0
derivando respecto g

P~ fe=g [

= —Z{tf(t)}
obteniendo
ZA{tf0)}y =—"(s).
Por tanto, parax = 1 la transformada de la furtmi g(t) = tf(t) esZ{tf(t)} =
(=1)'f'(s).
Mediante inducd@n matenatica, suponemos que es cierto para k,

L0 = [ W) de= (140,

entonces para = k + 1;

LI "o i)

- — / b e (tFTf(t)) dt (A.5)
0
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d

D) = (1R Gs), (A-6)

igualando (A.5) y (A.6) tenemos:

. /OOO e—st (tk+1f(t)) _ (—1)kfk+1)(8),

20 = [T @) = ()

Por tanto, podemos concluir que @iinula (A.4) es @lida para todos los enteros positivos

den. O

Ejemplo 16 La transformada de Laplace de la fubeig(t) = te, utilizando la propie-

dad anterior es:

Z{tgt} B th =1t = n=1
fOy=e' = fls)=-L = fl(s)=—

7. Division por ¢

Si f(t) tiene transformada de Laplagés), entonces la transformada de Laplace para

g(t) = @ sea@:
t R
f{#} :/ f(u)du, (A.7)
si existelim, o+ 22 finito.
Demostracbn.
t
g(t) = y

= 1g9(t) = f(?), (A.8)
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haciendo la transformada de Laplace en ambos lados de (A.8),

—§'(s) = f(s), (A.9)

e integrando de aocc la expreson (A.9)

T / " Fu)du

i(s) — (o) = / " Fu)du,

y teniendo en cuenta el comportamiento de la transformadaplece cuande — oo,

obtenemos

—t

Ejemplo 17 Calculamos la transformada de Laplace para la furei(t) = <~ me-

diante el uso de la propiedad anterior:

g{‘;} _ /:O.X{et}du

= /soo 11du:[1n(u—|—1)]§°

U+

= 0—In(s+1)=—In(s+1).
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8. Funciones perbdicas

Si una funodn real de variable real tiene pedo T, siendol” > 0, entonces (t + T') =
f(t), para toda € R (ver ejemplo en el gfico de la Figura A.5). Se puede calcular la

transformada de una furizi perbdica integrando sobre un pedo.

—o L

Figura A.5: Funddn perbdicaf(t + T) = f(t)

Por tanto, sed(¢) una funcon continua a trozos €M, +o0c) y de orden exponencial, Si

f(t) es perbdica de pdpdoT’, entonces

Jy e fnydt

L) = 7 (A.10)

Demostracbn.

L) = /0 et (b dt = /0 e~ £ (£)dt + /T T et by, (A11)

haciendo el cambio = « + T en ladltima integral de la expresin (A.11) se transforma
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en

( )

t=u+T = u=t-T

0 dt = du
/ e S f(t)dt =
T t=T — u=2~0

t =00 — U= 00 )
\

= / e 5D f(y 4 T du
0
= e_ST/ e " f(u)du
0

= e T2{f)}. (A.12)

Sustituyendo la expre@n obtenida (A.12) en la segunda integral de (A.11), obt&sem

2{f(1)} = / eyt + T2 {f(1)}

por tanto,

[ et f(t)dt.

1 —esT

L{f(t)} =

Ejemplo 18 Determinamos la transformada de Laplace de la foncperbdica que

muestra el gafico de la Figura A.6.
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fiy > T

Figura A.6: Funaddn perbdicaf(t + 3) = f(t)

La funcbn se puede definir en el intervalo< ¢ < 3 como sigue:

t, 0<t<?2

f(t) ,
1, 2<t<3

y fuera del intervalo mediantg(t + 3) = f(t). ConT = 3 aplicamos la expreéin (A.10)

y la integracbn por partes:

Z{f(t)}

1 3 1 2 3
—st —st —st
t)dt = tdt dt

e [ o | [ tars [l

1 26725 6725 N 1 N 6723 6735
1 —e3s s 52 52 s s
e —ef(s+1)—s

82(638 _ ]_) ’

9. Transformada de la convolucbn de funciones

Seanf(t) y g(t) dos funciones continuas a trozos[8nx) y de orden exponencial, y

sus correspondientes transformadas de Laplacef§eay §(s). La convolucon def (t)
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y g(t), denotada pof * g, se define por la funén:

(f ) ( /f g(t — 7)d

Entonces la transformada de la convoturcsea:

ZL{(f*9) (1)} = [(5)3(s),

paras > a.
Demostracbn.

Sean

fs) = 2{f0) = / e flr)r

i(s) = Z1{g(t)) = / " e g(B)dp.

Se parte del producto entre ellas, obteniendo

22ty = ([ o) ([T erae)
= / / =S+ £ () g(B)dBdr.

Sustituyendad = 7 + 3, dt = d3, de modo que

/ / e~ f(r)g(t — 7)dtdr. (A.13)

Si definimos quey(t) = 0 parat < 0, entoncegy(t — 7) = 0 parat < 7y podemos

Qz

escribir (A.13) de la siguiente forma

/ooo /0°° e " f(1)g(t — T)dtdr.
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Ya quef(t) y g(t) son continuas por tramos éf co) y son de orden exponencial, es

posible intercambiar el orden de integi@i

F()d(s) = /0 h /0 T et (gt — Pyt (A.14)

Del mismo modo que antes, ahar@ — 7) = 0 parar > ¢ty podemos escribir (A.14) de

la siguiente forma

F()3(s) = / ) / "o (gt — 7yt

= /OOO e /Otf(T)g(t — 7)drdt

= Z{(f+9) ()}

Ejemplo 19 Calculamos? {fot Tsin(t — T)dT}. Sif(t) =tyg(t) =sint, la transfor-

mada de una convolu@n establece que es el producto de sus transformadas resgsect

f(s) = % y3d(s) = =, por lo tanto:

1
s24+1

g{/otmm(t—r)dr} = L {t} & {sint} = é

En la Tabla A.2 se presenta un resumen de las propiedadesitzatags anteriormente y en
la Tabla A.3 se adjuntan teoremas importantes necesana$phar algunas transformadas de

Laplace.
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ZA{etfilt) + e2 fo(t)} = 1 fi(s) + ez fals),

stendo c1 Y ¢y constantes

1. Propiedad de linealidad

2. Propiedades de trasléaaot

a) primera propiedad de traslanoi ZL{ef(t)y = f(s—a) dondes—a>0
t— t >
sigy =4 1170
b) segunda propiedad de trastaci 0 t<a

ZL{g(t)} = e *f(s) cuando a >0,

w

Propiedad del cambio de escala L{f(at)} = %f(i)

4. Transformadas de Laplace de las derivadas? { f'(t)} = sf(s) — f(0)

5. Transformadas de Laplace de las integrales’ {fot f(u)du} = ffj)
6. Multiplicacion port™ LAt f()) = (=1)"f(s), n=1,2,3, ...
f)
7. Division port { } I e
st existe limy_g+ f() finito
¥ _ (t)dt’
8. Funciones pebdicas o) =
f(t)es pemodzca de pertodo T
< Y = f(s)a(s),
9. Transformada de la convolaci {(fxg) (@)} = f(s)a(s)

para S > «

Tabla A.2: Propiedades de las transformadas de Laplace
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1. Comportamiento dé(s) cuandos — oo : | l{img ., f(s) -0

limy_o f(t) = lim,_.s0 sf(s),

st existen estos limites
limy oo f(t) = lim,_gsf(s),

st existen finitos estos limites

2. Teorema del valor inicial:

3. Teorema del valor final:

Tabla A.3: Algunos teoremas de las transformadas de Laplace

A.3. Metodos de alculo

1. Método directo: Haciendo uso de la defintm de la integral de la transformada mostrada
en la expregin (A.1):

LU =6 = [ e

0

Este nétodo esi utilizado en el ejemplo dg(t) = e™.

2. Método de las seriesSe puede utilizar en aquellas funciones

[e.9]

ft)=ap+art +ast+ ... = Zant"

n=0

que aplicando la propieddd) entonces,

ap a1 2las = nla,
LYWy =T+ G+ g+ =D

n=0

3. Mediante el uso de tablasConsultar Spiegel (1967).






Apendice B

Ejemplos del momento de ruina con

barrera

A continuacon, se presentan ejemplos nemcos para analizar el comportamiento de la
esperanza, varianza, desviatitipica y el coeficiente de varigoi de la variable momento de
ruina cuando la distribudn de cuaria del siniestro sigue una Erlai2gg3) con3 = 2. Los

resultados han sido obtenidos mediante programas readizafl/lathematica 6.0

Ejemplo 20 Para una distribuddn de cuarifa del siniestro Erlan¢2, 2), considerando\ = 1,

b=10,c= 1.1, p; = 1, obtenemos la Tabla B.1 para distintos valores:de

Podemos observar como la esperanza del momento de ruinawaraando a medida que
el nivel inicial de las reservas es mayor, lo cual nos indioa guanto mayor sea el nivel inicial
de las reservas, la ruina sucedemas tarde. Se observa que cuanto mayores son las reservas
iniciales, el incremento de la variamn o dispersin de la variable es cada vez menor. Con
el coeficiente de variabh podemos medir la dispesi relativa de los datos. A la vista de
los resultados, observamos que a mayor nivel inicial de égenvas cada vez tenemos menos

disperson.

165



166
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w | BT | E[TY o2 o | Cv = () x 100
0 | 200631 | 386747 | 3464.94 | 58.6638 293.3930
1| 39.9579 | 7880.50 | 6292.87 | 79.3276 198.5280
2 | 581935 | 11666.10 | 8279.59 | 90.9922 156.3620
3 | 73.2655 | 14865.50 | 9497.67 | 97.4560 133.0180
4 | 854515 | 17507.70 | 10205.70 | 101.0230 118.2230
5 | 95.0798 | 19632.00 | 10591.90 | 102.9170 108.2430
6 | 1024450 | 21279.60 | 10784.70 | 103.8490 1013710
7 | 107.8080 | 22491.80 | 10869.20 | 104.2550 96.7046
8 | 111.4000 | 23309.10 | 10899.20 | 104.3990 93.7157
9 | 113.4250 | 23771.40 | 10906.30 | 104.4330 92.0728
10 | 114.0630 | 23917.20 | 10906.90 | 104.4360 91.5600

Tabla B.1: Esperanza, varianza, des\dadipica y Cy para distintas

Ejemplo 21 Para una distribuddbn de cuarit del siniestro Erlan@, 2), considerando\ = 1,

u=7,¢c=1.1,p; =1, obtenemos la Tabla B.2 para distintos valoregde

b | E[T] E[T?] o? o Cy

7 | 51.09 4790.72 2181.00 46.70 | 91.42
8 | 67.73 8488.80 3901.49 62.46 | 92.22
9 | 86.54 | 14133.60 6643.89 81.51 | 94.18
10 | 107.81 | 22491.80 | 10869.20 | 104.26 | 96.70
20 | 551.25 | 761936.00 | 458065.00 | 676.81 | 122.78

Tabla B.2: Esperanza, varianza, des\dadipica y C para distinta$

Tambén en este caso la esperanza del momento de ruina va aumerdamedida que
tenemos una barrera de nivel superior, ya que el efecto debangera nmas alta retrasa el
momento de ruina. Se observa que la varianza aumenta con yarmael de la barrera.
Respecto al coeficiente de varianj la dispersbn relativa de los datos aumenta cuanto mayor

es el nivel de la barrera.
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Ejemplo 22 Para una distribuddn de cuarifa del siniestro Erlan¢2, 2), considerando\ = 1,

c¢=1.1,p; = 1, obtenemos la Tabla B.3 para distintos valores cuahéou.

b=u| FEI[T] E[T7?] o? o Cy
0 1.0000 2.00 1.00 1.00 | 100.000
1 2.1962 9.56 4.73 2.18 99.052

) 25.5944 1210.02 554.95 23.56 | 92.042
10 | 114.0630 | 23917.20 | 10906.90 | 104.44 | 91.560
20 | 740.9260 | 1037600.00 | 488629.00 | 699.02 | 94.344

Tabla B.3: Esperanza, varianza, des\dadipica y Cy cuandab = u

En el caso en que la barrera es igual a las reservas, la esgaralel momento de ruina
va aumentando a medida que las reservas son mayores. Lanzariamb&n aumenta a mayor
nivel de lab = u. Y en el coeficiente de varid@ti se observan diferentes dispersiones relativas

en funcén de los datos.

A continuacon, se adjunta el programa realizadoMathematica 6.@qjue se ha utilizado

para la obtenéin de los datos anteriores.
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In[]= (*Momento de ruina cuantia del siniestro Erlang(2,f)siendo B=2; %)
nel= A=1;u=0; b=10; B=2;

n@r= e=1.1;
a

i=cC
bb:=-(A+8-2%B*c)
cc:=-B((2%A) + (2%6) -B*c)
dd :=-(B*2) %6

rr := Solve[(a*r”*3) + (bbxr*2) + (ccxr) +dd == 0, r]
rl=r/.rr[[1]];
r2=r/.rr[[2]];
r3=r/.rr[[3]];

In[12]:= AlA2A3=Solve[{ ((B*Al)/ (rl+B))+ ((B*A2)/ (r2+B))+((B*A3)/ (r3+B))==1,
(((B*2) *Al) / ((x1+B) ~2) )+ (((B*2) *A2) / ((r2+B) ~2) )+ (((B"2) *A3) / ((r3+B) ~2)) =1,
ALl*Exp [r1*b]* (((A+6) /A) - (B*2/ ((r1l+B)*2)) ) +A2*Exp [r2*b]* (( (A+56) /A) - (B*2/ ((r2+B)
+A3*Exp [r3*b] * (((A+6) /A) - (B*2/ ((x3+B) #2)))==0}, {Al,A2,A3}];
In[13]:= ¢[6_1=((Al*Exp[rl*u]+ (A2*Exp[r2*u]))+ (A3*Exp[r3*u]))/.A1A2A3[[1]];
In[14]:= derivada¢[6_] =D[¢[6], 6];

In[15]:= momentol = Re[N[-derivada¢[0]]]

Oout[15]= 20.0631

In[16]:= der¢2[6_] = D[derivadad[s], 6];
In[17]:= momento2 = Re[N[der$2[0]]]
Out[17]= 3867.47

In[18]:= {momentol, momento2}

out[18]= {20.0631, 3867.47}

In[19]:= Esperanza = momentol;
Varianza = momento2 - (momentol”*2);

In[21]:= desviacion = Varianza” (1/2);

In22]= {Esperanza, Varianza, desviacion}

Oout22]= {20.0631, 3464.94, 58.8638}




Apendice C

Programas en Mathematica: Ejemplos con

reaseguroy barrera constante

C.1. Esperanza del momento de ruina

Ejemplo 23 Programa realizado en Mathematica 6.0 para el estudio dehportamiento de
la esperanza del momento de ruina (3.10) para distintosrggsadel reaseguradopz = (0.3,
0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9) teniendo unas reservas iniciales= 5, b = 10, un recargo de segu-
ridad p = 0.2 y suponiendo que los siniestros siguen una distrilmicie Poisson de pametro

A = 0.5y la cuanta de los siniestros una exponencial de aetrog = 1.

Los pr considerados son los del caso (1), comentado en dlwdap3, los cuales son su-
periores al recargo de seguridad del aseguragoe 0.2. Estos recargos limitan el dominio
de la proporcon retenidak, la cual debe pertenecer al interva@”;—;p, 1]. Se observa en los
resultados que al incrementar g, el dominio dek se ve reducido y taméin disminuyen los

valores de la esperanza del momento de ruina.

169
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In[1]:= (*Esperanza del momento de ruina con reaseguro proporcional y barrera constantex)
<< "PlotLegends "
b=10;B=1;2=0.5; p=0.2; c=A%x1/Bx(1l+p); pr=0.3; u=35;
pr-p
PN[k_] :=pr - ;

7

k (1 +pN[k])
kp[k_] i1z —m8™;
1l+p
PN[k] B
R[k_] := ————;
1+pN[k]
moisen (o ey
(1 +pN[k]) @ k@wenixn e W7 1. s
Erl[k_] = - - i
APN[k] ApPN[k]
Erl[1]

oui7]- 183.145

Injg]:- DerivadaErl = 0xErl[k];
prdiferentl = Plot [Erl[k], {k, Max[{o, 1- i}] , 1},

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}, PlotRange - All,

PlotLegend -» {"pr=0.3"}, LegendPosition- {1.1, -0.4}, AxesOrigin - Automatic]

Outl!

<

=

~__
R .

05 06 07 08 09 1.0

In[10]:= derivadal =

fe)
Plot [DerivadaErl, {k, 1-—-0.1, 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 14}]
pr

40005,
\
3600 F\
20000 |
Out[10]= 1000 \\
04 05 06 07 08 09 10
—-1000 \ -
In[11]:= FindRoot [DerivadaErl =0, {k, 0.05+ P D}]
pr

out[11]= {k - 0.401725}

In[12):= puntooptimol =k /. %;
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Je]
In[13:= Dominiol = {Max[{o, 1- ;}] B 1}
out[13]= {0.333333, 1}
In[14= Esperanzaeneloptimol = Erl[puntooptimol]
out[14]= 837.331
In[15]-= Clear[pr]; ¢=0.6;b=10; B=1; A=0.5; p=0.2; pr=0.4; u=5;

pr-p
Inf16l= PN[k_] := pr - ;
k

k (1 +pN[k])

kplk_] 1= ——88M——;
l+p
PN[k] B
R[k_] := —;
1+ pN[k]
LT G .
(1+pN[k]) exawin | o~ o 1,88
Er2[k_] = - LI
A PN[k] A PN[k]
Er2[1]

Out[20]= 183.145

Inf21):= DerivadaEr2 = 9yEr2[k];

prdiferent2 = Plot[ErZ[k] , {k, Max[{o, 1- ‘%}] , 1},

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}, PlotLegend -» {"pr=0.4"},
LegendPosition - {1.1, -0.4}, PlotRange -» All, AxesOrigin > Automatic]

350

300t

out[22]=

250¢

06 07 08 09 10

In[23]:= derivada2 =

fe)
Plot [DerivadaErZ, {k, 1-—-0.1, 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize > 14}]
pr

1000

5001

out|

™
K
m

0.5 6 0.7 0.8 0.9 1.0

~500F -~
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pr-p
In[24:= FindRoot [DerivadaErz =0, {k, 0.05+ }]
pr

outi24]= {k - 0.57369}
In[25]:= puntooptimo2 =k /. %;
P
Dominio2 = {Max[{o, 1- —}] , 1}
pr
out26]= {0.5, 1}
In[27):= Esperanzaeneloptimo2 = Er2[puntooptimo2]
out[27]= 365.286
Inf2g]:= Clear[pr]; ¢=0.6;b=10; B=1; A=0.5; p=0.2; pr=0.5; u=>5;

pPr-p
In[29]:= PN[k_] := pr - r ;

k (1 +pN[k])

kplk_] :=
l1+p
PN[k] B
R[k_] 12 ————;
1+ pN[k]
poase (o e g
(1 +pN[k]) e *awenon N oy 1,88
Er3[k_] = - £,
A pN[k] A pN[k]
Er3[1]

Oout[33]= 183.145
In[34):= DerivadaEr3 = 9xEr3[k];
o
prdiferent3 = Plot [Er3[k] , {k, Max[{o, 1- —}] , 1},
pr

BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize - 14}, PlotLegend -» {"pr=0.5"},
LegendPosition - {1.1, -0.4}, PlotRange - All, AxesOrigin -» Automatic]

260 / -

2401

out[35]= 270!
— Pr=0.5

200

07 08 09 10
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In36):= derivada3 =

P
Plot [DerivadaEr3, {k, 1-—-0.1, 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 14}]
pr

800k
600
400 -
out[36]
200+
0.6 0. 0.8 0.9 1.0
—-2001
pr-p
37}~ FindRoot [DerivadaEr3 =0, {k, 0.05+ }]

pr

out[z7]= {k »>0.691103}
In[38):= puntooptimo3 =k /. %;
L. P

Dominio3 = {Max[{o, 1- ;}] , 1}
out[39]= {0.6, 1}
In[40):= Esperanzaeneloptimo3 = Er3[puntooptimo3]
Out[40]= 262.32
Inf41= Clear[pr]; ¢=0.6; b=10; B=1; A=0.5; p=0.2; pr=0.6; u=5;

pPr -p
Inf42)= PN[k_] :=pr - . ;

k (1 +pN[k])

kplk_] := ;
1l+p
PN[k] B
Rk ] :i= —
1+ pN[k]
FTETI Y (O -
(1 +pN[k]) @ & @eenixn e T =T 1.8
Er4[k_] = - ;
APN[k] APN[k]
Erd[1]

Out[46]= 183.145
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Inj47):- DerivadaEr4 = 8xEr4[k];
prdiferentd = Plot [Er4[k] , {k, Max[{o, 1- i}] , 1},
pr

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}, PlotLegend -» {"pr=0.6"},
LegendPosition - {1.1, -0.4}, PlotRange -» All, AxesOrigin > Automatic]

220—/
210f

ouf4sl= 200}

- pr=0.6
190+ I

0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

In[49):= derivada4 =

P
Plot [DerivadaErA, {k, 1-—-0.1, 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14}]

pr
600+
400
outiag)= 200
0.7 N\ 0.9 1.0
~200} —

pxr -p
In[50:= FindRoot [DerivadaEr4 =0, {k, 0.05+ }]
pr
outs0)= {k - 0.778983}

In51):= puntooptimod =k /. %;

Dominiod = {Max[{o, 1- ;%}] , 1}

out52]= {0.666667, 1}

In[53):= Esperanzaeneloptimo4 = Er4[puntooptimo4]
out[53]= 221.185

Inj54:= Clear[pr]; ¢=0.6;b=10; B=1; A=0.5; p=0.2; pr=0.7; u=5;
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Out[61]=

In[62):=

out[62]

In[63]:=

Out[63]=

In[64]:=

Out[65]=

pPr -p

5= PN[k_] :=pr - ;
k

k (1 +pN[k])

kp[k_] :=
l+p
PN[k] B
R[k_] := ————;
1+ pN[k]
T R
(1 +pN[k]) @ k@eenixn) e T T T
Er5[k_] = - H
APN[k] APN[k]
Er5[1]
183.145

DerivadaEr5 = 9xEr5[k];

prdiferent5 = P].ot[ErS[k], {k, Max[{o, 1- ‘%}] , 1},

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14}, PlotLegend » {"pg=0.7"},
LegendPosition - {1.1, -0.4}, PlotRange -» All, AxesOrigin - Automatic]

200f —
195}
190
1 L

80
175 Pl

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

derivada5 =

P
Plot [DerivadaErS, {k, 1-—-0.1, 1}, BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize - 14}]

p
500
400
300
200¢
100

0.7 0.8 0.9 1.0
-100F

-200F T

pr-p
FindRoot [DerivadaErs =0, {k, 0.05+ }]
(k> 0.847667)

puntooptimo5 =k /. %;

Dominio5 = {Max[{o, 1- ;%}] , 1}

{0.714286, 1}
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In66):= Esperanzaeneloptimo5 = Er5[puntooptimo5]

Outieel- 201.075

In[67]= FindRoot [Exr5[k] == Ex5[1], {k, pr}]
puntonoreaseguro5 =k /. %;

outf67]= {k - 0.731586}
In69):= Clear[pr]; ¢=0.6;b=10; B=1; A=0.5; p=0.2; pr=0.8; u=>5;

pPxr -p
In[70)= PN[k_] :=pr - ” ;

k (1 +pN[k])
kplk_] iz ———;

l+p
N [k] B
Rk_] iz ———;
1+ pN[k]
pospes (o P g
(1 +pN[k]) e * @i T T moT 1,88
Er6[k_] = - ;
X pN[k] X pN[k]
Er6[1]

Out[74]= 183.145

In[75]:= DerivadaEr6 = 9xEr6[k];

prdiferent6 = Plot [ErG[k] , {k, Max[{o, 1- ’%}] , 1},

BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize - 14}, PlotLegend -» {"pr=0.8"},
LegendPosition - {1.1, -0.4}, PlotRange -» All, AxesOrigin - Automatic]

190 T

185¢ \

180¢

175
170} 08 I

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

out[76]=

In[77):= derivada6 =

P
Plot [DerivadaErG, {k, 1-—-0.1, 1}, BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize -» 14}]
pr

500
400
300
ou77l= 200
100

070 0.75 0.80 0.85 0.90~0.95 1.00
-100+ -
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In[78]:=

out[78

In[79]:=

Out[80]=

In[81]:=

out[g]=

In[82):=

out[82]=

In[84]:=

In[85]:=

out[91)=

pr -p
FindRoot [DerivadaErG =0, {k, 0.05+ }]
pxr

{k>0.902798}
puntooptimo6 =k /. %;
L P
Dominio6 = {Max[{o, 1- ;}] , 1}
{0.75, 1}
Esperanzaeneloptimo6 = Er6 [puntooptimo6]
190.602

FindRoot [Er6[k] == Er6[1], {k, pr}]
puntonoreaseguro6 =k /. %;

{k>0.821577}

Clear[pr]; c=0.6;b=10; 8=1; A=0.5; p=0.2; pr=0.9; u=>5;

pPr-p
PN[k_] :=pr- ;
k

k (1 +pN[k])

kp[k_] :=
l+p
PN[k] B
R[k_] i= ———;
1+ pN[k]
T e
(1 +pN[k]) @ kNt e T T
Er7[k_] = - ;
APN[k] ApN[k]
Er7[1]
183.145
DerivadaEr7 = 9xEr7[k];
P
prdiferent? = P].ot[Er7[k], {k, Max[{o, 1- —}] , 1},
pr

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14}, PlotLegend » {"pr=0.9"},
LegendPosition - {1.1, -0.4}, PlotRange -» All, AxesOrigin > Automatic]

185} —
180
175
170
165
160
lfg i

0.85 090 095 1.00
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In[92):= derivada7 =

P
Plot [DerivadaEr7, {k, 1-—-0.1, 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 14)]
pr

500F
400F
300F
QulsE= 200 F
100F
075 080 085 090 O.Nbo

pr -p
In[93):= FindRoot [DerivadaEr7 =0, {k, 0.05+ }]
pr
out[e3]= {k - 0.947887}

In[94):= puntooptimo7 =k /. %;

Dominio7 = {Max[{o, 1- ;%}] , 1}

outesl= {0.777778, 1}
In[96]:= Esperanzaeneloptimo7 = Er7[puntooptimo7]
out[96]= 185.371

In[97]= FindRoot [Exr7[k] == Ex7[1], {k, pr}]

puntonoreaseguro7 =k /. %;
outg7]= {k - 0.900718}
In[99]:= Clear[pr];
In[100]:= << "ErrorBarPlots'"

In[101]:= << "PlotLegends™"
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In[102]:= Plot[{Piecewise[{{Erl[k] ,1- ois < k}}]
Piecewise[{{Erz[k] , 1= ;;4 < k}}] , Piecewise[{{ErB[k] , 1- 0';5 < k}}] ,
Piecewise[{{Erll[k] ,1- 0% < k}}], Piecewise[{{ErS[k] ,1- 0‘;7 < k}}] ,
{

Piecewise[{{ErG[k] ,1- 0% < k}}] , Piecewise[{ Er7[k], 1- o% < k}}]}

{k, 0.366, 1}, PlotRange -» All, AxesLabel -> {"k", "Eg[T]"}, AxesOrigin- {0.3, 0},
BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize -» 14}, Axes - True, AxesStyle - Directive[Thick],
PlotLegend -» {"pr=0.3", "pr=0.4", "pr=0.5", "pr=0.6", "pr=0.7", "pr=0.8", "pr=0.9"},
LegendPosition-» {1.1, -0.4}, PlotStyle -» {Thick, Thick, Thick, Thick,

Directive[Thick, Orange], Directive[Thick, Gray], Directive[Thick, Black] )]

ER[T]
800f
= pp=0.3
600F — =04
= pp=0.5
out[102]= 400} — pp=06
Pr=0.7
= pg=0.8
200} o
- pg=0.9
. . . . . . “ K

04 05 06 07 08 09 10

In[103]:= Show[{derivadal, derivada2, derivada3, derivada4, derivada5, derivada6, derivada7},
FrameLabel -» {"k", "OxE[T]"}, AxesOrigin - {0, 0},
Frame -» True, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14}]

4000

-

3000

2000

1000

0,E[T]

Out[103]=

0

—1000

In[104]:= optimos = {puntooptimol, puntooptimo2, puntooptimo3,
puntooptimo4, puntooptimo5, puntooptimo6, puntooptimo7}

Out[104]= {0.401725, 0.57369, 0.691103, 0.778983, 0.847667, 0.902798, 0.947887}
In[105]= diferentesror = {0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9}

Ouf10s)- {0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9}
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In[106]:= Esperanzasoptimas = {Esperanzaeneloptimol, Esperanzaeneloptimo2, Esperanzaeneloptimo3,
Esperanzaeneloptimo4, Esperanzaeneloptimo5, Esperanzaeneloptimo6, Esperanzaeneloptimo7}

out[106]= {837.331, 365.286, 262.32, 221.185, 201.075, 190.602, 185.371}

In[107]:= rorconesperanzas = {{0.3, 837.331}, {0.4, 365.286}, {0.5, 262.32},
{0.6, 221.185}, {0.7, 201.075}, {0.8, 190.602}, {0.9, 185.371}}

out(1071= {{0.3, 837.331}, {0.4, 365.286}, {0.5, 262.32},
{0.6, 221.185}, {0.7, 201.075}, {0.8, 190.602}, {0.9, 185.371}}

In[108]:= kconesperanzas = {{puntooptimol, 837.331},
{puntooptimo2, 365.286}, {puntooptimo3, 262.32}, {puntooptimo4, 221.185},
{puntooptimo5, 201.075}, {puntooptimo6, 190.602}, {puntooptimo7, 185.371}}

outt0s= {{0.401725, 837.331}, {0.57369, 365.286}, {0.691103, 262.32},
{0.778983, 221.185}, {0.847667, 201.075}, {0.902798, 190.602}, {0.947887, 185.371}}

In[109]= Graficol = ListPlot[kconesperanzas, PlotStyle -» PointSize[0.02],

Joined -» True, Frame -» False, PlotRange -» All, AxesOrigin - {0.33, 0},

Epilog » {PointSize[0.03], Point[{puntooptimol, 837.331}],
Point[{puntooptimo2, 365.286}], Point[{puntooptimo3, 262.32}],
Point[{puntooptimo4, 221.185}], Point[{puntooptimo5, 201.075}],
Point[{puntooptimo6, 190.602}], Point[{puntooptimo7, 185.371}]},

AxesLabel - {"k*", "ER[T]"}, BaseStyle » {FontFamily —» "Times", FontSize -» 14}];

In[110}:= Grafico2 = ListPlot[rorconesperanzas, PlotStyle -» PointSize[0.02],
PlotRange - All, Joined - True, Frame - False, AxesOrigin - {0.2, 0},
Epilog -» {PointSize[0.03], Hue[l], Point[{0.3, 837.331}],
Point[{0.4, 365.286}], Point[{0.5, 262.32}], Point[{0.6, 221.185}],
Point[{0.7, 201.075}], Point[{0.8, 190.602}], Point[{0.9, 185.371}]},
AxesLabel - {"pr", "Ex[T]"}, BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize -» 14}];

In[111:= Show[GraphicsArray[{Graficol, Grafico2}]]
ER[T] ER[T]

800} goof ¢

600+ 6001
out[111]= 400t 4001

~—
200} * o e 200} o o
L L L L L L k* L L L L L L
04 05 06 07 08 09 03 04 05 06 07 08

In[112]= diferentesdominios = {Dominiol, Dominio2, Dominio3, Dominio4, Dominio5, Dominio6, Dominio7}
ou112)= {{0.333333, 1}, {0.5, 1}, {0.6, 1}, {0.666667, 1}, {0.714286, 1}, {0.75, 1}, {0.777778, 1}}
In[113]:= puntosenquenoreaseguro =

{"todo", "todo", "todo", "todo", puntonoreaseguro5, puntonoreaseguro6, puntonoreaseguro7}

out[113]= {todo, todo, todo, todo, 0.731586, 0.821577, 0.900718}
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Out[114}//TableForm=

TableDirections -> {Row, Column}, TableHeadings -> {{"pr", "k*",

PR k* ERr[T] no reaseguro
0.3 0.401725 837.331 todo

0.4 0.57369 365.286 todo

0.5 0.691103 262.32 todo

0.6 0.778983 221.185 todo

0.7 0.847667 201.075 0.731586

0.8 0.902798 190.602 0.821577

0.9 0.947887 185.371 0.900718

In[114]= TableForm[{diferentesror, optimos, Esperanzasoptimas, puntosenquenoreaseguro},

"ER[T]", "no reaseguro"}}]
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C.2. Transformada del momento de ruina

Ejemplo 24 Con los mismos datos del Ejemplo 23, se realiza el siguiemgrgma en Mat-
hematica 6.0 con objeto de estudiar el comportamiento dealastormada de Laplace del
momento de ruina para los distintos recargos del reasegurgigara distintas tasas de actua-

lizaciono = 0.01,0 = 0.03yd = 0.1.
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In|

In[1

outf

In[1

outf

In[1

out[1

[1]:=

0=

10]=

2=

13]=

6]:=

9=

(*Comportamiento de la transformada de Laplace del momento de ruina para
distintos recargos del reasegurador y distintas tasas de actualizacidnx)

6§=0.03;¢c=0.6;b=10;8=1;12=0.5;0=0.2; pr=0.3;u=5;
(1+pr) (1-k)
kplk_]:=1- ——mM888
l+p
ckp[k] s? Bckp[k]
-[Ax+6- s
k
Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/.%;

Elundberg[s_] := -BS

Simplify[Arrels];
rl = First[Arrels]; r2 = Last[Arrels];

mu nb siu b
A(rlek x -—r2e’x x)

EsperanzaTransformadalk_] :=

B 2p
(ckp[k]) [(rlﬂi) rle x -(r2+8) r2 eT]

k
gl = Plot [Esperanza'l'ransformada[k] , {k, Max[{o, 1- ‘%}] ’ 1},

AxesLabel - {"k" , "Ex[e7T] "} , AxesOrigin -» {0, 0}, Frame - False,

PlotStyle » Directive[ColorData["HTML"] [ "MediumBlue"], Thick],

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}] ;
FindRoot[EsperanzaTransformadal[k] == 0.193007, {k, pr}]
puntonoreasegurol =k /. %;

{(k>1.}

Derivadatransformada = 9y EsperanzaTransformadalk];

Find.Root[Derivadatransformada =0, {k, 0.05 + pr-p }]

pr
puntooptimol =k /. %;
k = puntooptimol;
{k—-0.0104989}
(1+pr) (1-k)

kplk_] :i=1- —mM8m——

l+p

ckp[k] s? Beckplk]
Elundberg(s_] := - |A+6 - s-B6

k
Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/.%
Simplify[Arrels];
rl = First[Arrels];
r2 = Last[Arrels];

{-1.12238, -0.0064996}
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In[23)= Esperanzatransformadaeneloptimol = EsperanzaTransformada[puntooptimol]

Oui23= -8.86831x10 °7"

P
na= gl = Plot[Derivadatransformada, {k, 1-—-o0.1, 1} , PlotRange - All,
pr
PlotStyle -» Directive[ColorData["HTML"] ["MediumBlue"], Thick],
FrameLabel - {"k", "6xEg[e™®"]"}, AxesOrigin - {0, 0},

Frame - True, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}] ;

In251= Clear[k];c=0.6;b=10; B=1;A2=0.5;p0=0.2; pr=0.4;u=5;
(1+pr) (1-k)
kplk_]:i=1- —MMMMM
1l+p
ckp[k] s? Bckp[k]
—_— - | A+6- —— | s

k

Elundberg[s_] := -Bé

Solve[Elundberg([s] =0, s];
Arrels=s/.%;
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

ERRETY lu 2
)L(rleu x -—r2e’x k)

In[33)= EsperanzaTransformadalk_] :=

(ckp[k])

z2b
(rl+B) rle x - (r2+B) r2 eT]

3

EsperanzaTransformadalk] ;
o

g2 = Plot[EsperanzaTraﬂsformada[k] ’ {k, Max[{o, 1- —}] ' 1},
pr

AxesOrigin - {0, 0}, PlotStyle » Directive[Purple, Thick],

Frame - False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 14}] ;

In[36]= FindRoot[EsperanzaTransformada[k] == 0.193007, {k, pr}]
puntonoreaseguro2 =k /. %;

oute]= {k—->1.}

In[38]= Derivadatransformada = Oy EsperanzaTransformadalk];

pPr-p
FindRoot[Derivadatransformada =0, {k, 0.05 + }]
pr

puntooptimo2 =k /. %;
k = puntooptimo2;

out[39)= {k—-0.362198}

(L+pr) (1-k)
Inf421= kplk_] :=1- —m8 ———
l+p

ckplk] s? Bckplk]

Elundberg[s_] i1z —88 — - | A+ - ————
k k

Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/. %
Simplify[Arrels];
rl = First[Arrels];
r2 = Last[Arrels];

outj45)= {-0.168852, 0.419125}
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In[49):= Esperanzatransformadaeneloptimo2 = EsperanzaTransformada[puntooptimo2]

outj49]= 0.0808008

o
In50}= gt2 = Plot[Derivadatransformada, {k, 1-—-0.1, 1} , PlotRange -» All,
pr

PlotStyle » Directive[Purple, Thick], FrameLabel - {"k", "9Ex[e™*"]"},

AxesOrigin - {0, 0}, Frame » True, BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize -» 14}] ;

Inf51= Clear[k]; c=0.6;b=10; B=1;A=0.5;p=0.2; pr=0.5;u=5;
(L+pr) (1-k)
kplk_] i=1- ————*;
l+p

ckplk] s? Bckpl[k]
Elundberg[s_] := - [Ax+6-

-BS

Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/.%;
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

2 sy slu =2»
A (rleT * -r2ex T)

In59)= EsperanzaTransformadalk_] :=

b 2b
(ckp[k]) [(zh/z) rle x -(r2+B8) r2 eT]

k

EsperanzaTransformadal[k];
g3 = Plot[Esperanza'l'ransformada[k] , {k, Max[{o, 1- pir}] , 1},

AxesOrigin - {0, 0}, PlotStyle » Directive[ColorData["HTML"] ["DarkKhaki"], Thick],

Frame -» False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14}] ;

In62= FindRoot [EsperanzaTransformadalk] == 0.193007, {k, pr}]
puntonoreaseguro3 =k /. %;

outje2)= {k - 0.261952}

Inf64:= Derivadatransformada = dxEsperanzaTransformadalk];

Find.Root[Derivadatransfonnada =0, {k, 0.05 + pr-p }]

pr
puntooptimo3 =k /. %;
k = puntooptimo3;
outjes]= {k > 0.541828}
(1+pr) (1-k)
nes= kplk_]1 :=1- —48
l+p
ckp[k] s? Beckplk]
Elundberg(s_] := - |A+6 - s-B6

k
Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/.%
Simplify[Arrels];
rl = First[Arrels];
r2 = Last[Arrels];

out[71}= {-0.1988, 0.318931}
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In[75]= Esperanzatransformadaeneloptimo3 = EsperanzaTransformada[puntooptimo3]

out[75]= 0.128609

P
In[76]= gt3 = Plot[Derivadatransformada, {k, 1-—-0.1, 1} , PlotRange -» All,
pr

PlotStyle -» Directive[ColorData["HTML"] ["DarkKhaki"], Thick],
FrameLabel - {"k", "6xEg[e™®"]"}, AxesOrigin - {0, 0},

Frame - True, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}] ;

In[771= Clear[k];c=0.6;b=10; B=1;12=0.5;p0=0.2; pr=0.6;u=5;
(1+pr) (1-k)
kplk_]:=1- ——MM
1l+p
ckp[k] s? Beckplk]
—_— - | A+6- —— | s

k

Elundberg[s_] := -Bé

Solve[Elundberg([s] =0, s];
Arrels=s/.%;
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

ERRETY lu 2
)L(rleu x -—r2e’x k)

In[85]= EsperanzaTransformadalk_] :=

(ckp[k])

z2b
(rl+B) rle x - (r2+B) r2 eT]

3

EsperanzaTransformadalk] ;
P

g4 = Plot[EsperanzaTraﬂsformada[k] , {k, Max[{o, 1- —}] , 1}, AxesOrigin - {0, 0},
pr

PlotStyle - Directive[ColorData["HTML"] ["ForestGreen"], Thick],

Frame - False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 14}] ;

In[g8]= FindRoot[EsperanzaTransformada[k] == 0.193007, {k, pr}]
puntonoreasegurod =k /. %;

outigg]= {k - 0.450745}

In[90]= Derivadatransformada = Oy EsperanzaTransformadalk];

pPr-p
FindRoot[Derivadatransformada =0, {k, 0.05 + }]
pr

puntooptimod =k /. %;
k = puntooptimo4;

outo1]= {k—->0.675732}

(L+pr) (1-k)
ino4)= kplk_] :=1- ——— ;
l+p

ckplk] s? Bckplk]

Elundberg[s_] i1z —88 — - | A+ - ————
k k

Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/. %
Simplify[Arrels];
rl = First[Arrels];
r2 = Last[Arrels];

outl97}= {-0.219558, 0.271094}
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In[101]= Esperanzatransformadaeneloptimo4 = EsperanzaTransformada[puntooptimo4]

out[101]= 0.156985

P
In[102]= gté4 = Plot[Derivadatransformada, {k, 1-—-0.1, 1} , PlotRange -» All,
pr

PlotStyle » Directive[ColorData["HTML"] ["ForestGreen"], Thick],
FrameLabel - {"k" , "OxEg [e™®"] "} , AxesOrigin - {0, 0},

Frame - True, BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize - 14)] ;

In[103]= Clear[k];c=0.6;b=10;8=1;2=0.5;p=0.2; pr=0.7;u=5;
(L+pr) (1-k)
kplk_]:=1- —M8M8M8M8M88
1+p
ckp[k] s? Bckplk]
-[A+d- s

k

Elundberg([s_] := -Bé

Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/.%;
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

220 sip u m2p
A(rlek ¥ —r2e’x k)

In[111]= EsperanzaTransformadalk_] :=

= 2p
(ckp[k]) [(r1~f3) rle x -(r2+B) r2 eTJ

k

EsperanzaTransformada[k];
P

g5 = Plot[EsperanzaTransformada[k] ' {k, Max[{o, 1- —}] ' 1},
pr

PlotStyle -» Directive[Orange, Thick], AxesOrigin - {0, 0},

Frame -» False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14)] H

In[114]= FindRoot[EsperanzaTransformada[k] == 0.193007, {k, pr}]
puntonoreaseguro5 =k /. %;

out[114]= {k - 0.603968}

In[116]= Derivadatransformada = OxEsperanzaTransformadal[k];

pPr-p
FindRoot [Derivadatransfomada =0, {k, 0.05 + }]
pr

puntooptimo5 =k /. %;
k = puntooptimo5;
out[117]= {k - 0.774733}

(L+pr) (1-k)
Inf120}= kplk_] :=1- —m8 ————

1l+p
ckplk] s? B ckplk]
Elundberg([s_] := -[A+6- -BS
k k

Solve[Elundberg[s] == 0, s];
Arrels=s/.%
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

outf23)= {-0.235983, 0.241088}
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In[127]:= Esperanzatransformadaeneloptimo5 = EsperanzaTransformada[puntooptimo5]

out[127]= 0.17388

P
In[128]:= gt5 = Plot[Derivadatransfomada, {k, 1-—-0.1, 1}, PlotRange - All,
pr

PlotStyle » Directive[Orange, Thick], FrameLabel - {"k", "9xEr[e *"]"},
AxesOrigin - {0, 0}, Frame -» True, BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize - 14}] ;

In[129]:= Clear[k];c=0.6;b=10;B=1;1=0.5;p=0.2; pr=0.8;u=5;
(L+pxr) (1-k)

kplk_] :=1- ;
l+p
ckp[k] s? Bckplk]
Elundberg[s_] :1= ————— - |[A+6- —— | s-&
k
Solve[Elundberg([s] =0, s];
Arrels=s/.%
Simplify[Arrels];
rl = First[Arrels];
r2 = Last[Arrels];
0.494874/0.367497-1.05349 ks 1. K2
B 3
om[,]:{ 030 9% ’
-U. + .
0.5k {70.37 + Tn.(? n 0.494874 ‘/0.3674?{7 1.05349 k+1. k? ]
-0.3+0.9k }

2 sib fu sz
A(rlek‘k-rZQk‘k)
In[137):= EsperanzaTransformadalk_] :=

b 22
(ckp[k]) [(r1+/3) rle x -(r2+B) r2 eT]

k

EsperanzaTransformadal[k] ;

P
g6 = Plot[EsperanzaTransfomada[k] , {k, Max[{o, 1- —}] , 1},
pr
PlotStyle -» Directive[Gray, Thick], AxesOrigin - {0, 0},

Frame -» False, BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize - 14)] ;

In[140}:= FindRoot[EsperanzaTransformadalk] == 0.193007, {k, pr}]
puntonoreaseguro6 =k /. %;

out[140]= {k - 0.728416}

In[142]:= Derivadatransformada = xEsperanzaTransformadalk];

pr -p
FindRoot[Derivadatransfomada =0, {k, 0.05+ }]
pr
puntooptimo6 =k /. %;
k = puntooptimo6;

out[143= {k » 0.850829}
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(L+pxr) (1-k)
Inf146]= kp[k_] :=1- 1—;
+p

ckp[k] s? Bckplk]
Elundberg[s_] := - A+6-
k
Solve[Elundberg([s] =0, s];
Arrels=s/.%
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];
r2 = Last[Arrels];

out[149]= {-0.250538, 0.218747}

In[153]:= Esperanzatransformadaeneloptimo6 = EsperanzaTransformada[puntooptimo6]

out[153]= 0.183891

P
In[154:= gté = Plot[Derivadatransfomada, {k, 1-—-0.1, 1} , PlotRange - All,
pr

PlotStyle -» Directive[Gray, Thick], FrameLabel - {"k" , "OxEr [e"ﬂ'] "} ’

AxesOrigin - {0, 0}, Frame » True, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14)] ;

In[155]= Clear[k];c=0.6;b=10;3=1;2=0.5;p=0.2; pr=0.9;,u=5;
(1+pr) (1-k)

kplk_]:=1- —MM8MMM
1+p
ckp[k] s2 B ckplk]
Elundberg[s_] := - | A+~ s-B6
k k

Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/.%
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

0.35 0.5388881/0.421832-1.15702 k+1. k?
0.5k [-0.42 + — - a
k k
out[159]= { ’

-0.35+0.95k

+
3

0.35 0.538888/0.421832-1.15702 k+1. k? ]
k

0.5k [—O.42+

-0.35+0.95k }

2u, mib o, m2p
J\(rlek  -—r2e’x k)

In[163]= EsperanzaTransformadalk_] :=

b 2p
(ckp[k]) [(zl‘ﬁ) rle x -(r2+B) r2 QTJ

k

EsperanzaTransformada[k];

g7 = Plot[Esperanza'].‘ransfomada[k] ’ {k, Max[{o, 1- pir}] B 1},

PlotStyle -» Directive[Black, Thick], AxesOrigin - {0, 0},
Frame -» False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14}] H
In[166]= FindRoot[EsperanzaTransformadal[k] == 0.193007, {k, pr}]
puntonoreaseguro7 =k /. %;

out[166]= {k > 0.832846}
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In[168]:= Derivadatransformada = 0xEsperanzaTransformadalk];

P -p
FindRoot[Derivadatransfomada =0, {k, 0.05+ }]
pr
puntooptimo7 =k /. %;
k = puntooptimo7;

out[169]= {k - 0.911201}

(1+pr) (1-k)

In[172]= kp[k_] :=1 17
+p
ckp[k] s? Bckplk]
Elundberg[s_] i= ———— - |[A+6 - ——— -Bs
k k

Solve[Elundberg[s] =0, s];
Arrels=s/.%
Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

out[175]= {-0.264133, 0.200708}
In[179]= Esperanzatransformadaeneloptimo7 = EsperanzaTransformada[puntooptimo7]
out[179]= 0.189527

P
In[180}:= gt7 = Plot[Derivadatransformada, {k, 1-—-0.1, 1}, PlotStyle -» Directive[Black, Thick],
pr

PlotRange - All, FrameLabel - {"k" , "OxEr[e™®T] "} , AxesOrigin - {0, 0},

Frame - True, BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize - 14}] ;

In[181]= Show[{gl, g2, g3, g4, g5, g6, g7}, PlotRange » All, AxesOrigin- {0.3, 0},
AxesStyle - Thick, Frame -» False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}]

Egle™T]
0.20
0.15

outiet= g 1

0.05

04 05 06 07 08 09 10
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Out[182]=

Out[183]=

In[184]:=

Out[184]

In[185]:=

out[185]=

In[186]:=

Out[190]

In[194]:=

out[195]=

In[182]:= Show[{gtl, gt2, gt3, gt4, gt5, gt6, gt7}, PlotRange - All,

AxesOrigin - {0, 0}, Frame » False, AxesLabel -» {"k", "OxEgr [e™°T] "} ,
AxesStyle -» Thick, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14}]

OkErle™]
0.3
0.2
0.1

-0.1
-0.2
-0.3
-04

{puntooptimol, puntooptimo2, puntooptimo3,
puntooptimo4, puntooptimo5, puntooptimo6, puntooptimo7}

{0.0104989, 0.362198, 0.541828, 0.675732, 0.774733, 0.850829, 0.911201}

{Esperanzatransformadaeneloptimol,
Esperanzatransformadaeneloptimo2, Esperanzatransformadaeneloptimo3,
Esperanzatransformadaeneloptimo4, Esperanzatransformadaeneloptimo5,
Esperanzatransformadaeneloptimo6, Esperanzatransformadaeneloptimo7}

{-8.86831x10**%, 0.0808008, 0.128609, 0.156985, 0.17388, 0.183891, 0.189527}

{puntonoreasegurol, puntonoreaseguro2, puntonoreaseguro3,
puntonoreaseguro4, puntonoreaseguro5, puntonoreaseguro6, puntonoreaseguro7}

{1., 1., 0.261952, 0.450745, 0.603968, 0.728416, 0.832846}

(*SIN REASEGURO%*)
Clear[k];k=1;¢c=0.6;b=10;8=1;12=0.5;p=0.2; pr=0.9;u=5;
kplk_] :=1- ((L+pr) / (1+p)) » (1-k);

Elundberg[s_] :=c*kp[k] /k* (s%2) - (A+6-B*xcxkp[k] /k) *xs-B%S
Solve[Elundberg([s] =0, s];

Arrels=s/.%

Simplify[Arrels];

rl = First[Arrels];

r2 = Last[Arrels];

{-0.289424, 0.172757}

EsperanzaTransformadalk_] :=

(A/ (c* (kp[k] /k))) * (r1*Exp[(r2+u/k) + (rl+b/k)] - r2+Exp[(rl*u/k) + (r2+b/k)]) /

((rl+B) *rl«Exp[rl+«b/k] - (r2+B) *xr2+xExp[r2+xb/k])
EsperanzaTransformada|
k]

0.193007
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C.3. Esperanza del valor actual de los dividendos

Ejemplo 25 Con los mismos datos de los Ejemplos 23 y 24, para 0.01, se realiza el si-

guiente programa en Mathematica 6.0 para calcular el valeid, (u, b) parapgr = 0.3,...0.9.
Se observa que la esperanza del valor actual de los divideesloreciente respectdigara

los diferentes valores del;. Por tanto cuanto mayor es la retedai que decide el asegurador,

mayor es la cuafia de dividendos repartidos.
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In[1]:=

In[7]:=

In[8]:=

In[16]:=

(*Wx (u,b) para diferentes recargos del reaseguradorx)
u=5;b=10; 2x=0.5;8=1;p=0.2; pr=0.3;

pr-p Ak (1+pn) B
pn = pr - ;6=0.01;c= ——; B=—; k=k;
B k
a:=c
bb :=-(A+5-Bc)
cc:=-688

rr:=Solve[ar2+bbr+cc==0, r]
erlu_ (:2:B) er?®
1+B
rl=r/.rr[[1]; x2=r /. rr[2]; w[k_] = =

el
o ;Dominio:{Max[{O, 1—p—r}], 1};

(r2+B) r2 e*2®
T1+B

P
gl = Plot[w[k] , {k, Max[{o, 1- —}] , 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14},
pr

PlotStyle -» Directive[ColorData["HTML"] ["MediumBlue"], Thick],
AxesLabel » {"k", "Wy (5,10)"}, Frame » False, AxesOrigin - {0, 0}] ;

u=5;b=10;2=0.5;8=1;p=0.2; pr=0.4;

pr-p Ak (1 +pn) B
pn = pr - ;6=0.01;¢c= —; B=—; k=k;
B k
a:=c
bb:=-(A+6-Bc)
cc:=-688

rr :=Solve[ar2+bbr+cc =0, r]

erlu _ (F2+B) et
1+8
rl=r/.rrf[l]; r2=x /. rr[2]; w[k_] = =

(£2+8) r2e2>

rl ex‘lb_
rl+f
. z p .
Dominio = {Max[{o, 1- ;}] ’ 1},
g2 = lot[wk], {k, Max[{0, 1- i}], 1},

pr
BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 14}, PlotStyle -» Directive[Purple, Thick],

AxesLabel » {"k", "Wy (5,10)"}, Frame » False, AxesOrigin - {0, 0)] ;

u=5;,b=10; A=0.5;8=1;p=0.2; pr=0.5;

pr-p Ak (1+pn) B
pn = pr - ;6=0.01;c= ——;B=—; k=k;
B k
a:=c
bb:=-(A+6-Bc)
cc:=-688

rr :=Solve[ar2+bbr+cc =0, r]

erlu _ (£2+B) et

18 1)
rl=r/.rr[1]; r2=r /. rrl2]; wik_] = = ;Dominio:{Max[{O, 1-—}], 1};
rletlb _ (r2+B) r2 2> pr
T1+8

P
g3 = Plot[w[k] , {k, Max[{o, 1- —}] , 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14},
pr

PlotStyle -» Directive[ColorData["HTML"] ["DarkKhaki"], Thick],
Frame - False, AxesOrigin - {0, 0}] ;
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Ine3l= u=5;b=10; A=0.5;8=1;p=0.2; pr=0.6;

pr-p Ak (1+pn) B
pn = pr - ;6=0.01;c= —;B=—;k=k;
B k
a:=c
bb:=-(A+6-Bc)
cc:=-68
rr :=801ve[ar2+bbr+cc==0, r]
erlu _ (£2¢6) ey
1+8 P
rl=r/.rr[1l]; r2=x /. rr[2]; w[k_] = —t; Dominio = {Max[{o, 1- —}], 1};
r1 eflb_ (r2+B) r2 er2P pr
148

g4 = Plot [w[k] , {k, Max[{o, 1- ‘%}] , 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 14},

PlotStyle -» Directive[ColorData["HTML"] ["ForestGreen"], Thick],

Frame - False, AxesOrigin - {0, 0)] ;

In(Bo}= u=5;b=10; A=0.5;8=1;p=0.2; pr=0.7;

pr-p Ak (1+pn) B
pn = pr - ;6=0.01;¢c= —; B=—;k=k;
B k
a:=c
bb:=-(A+8-Bc)
cc:=-68
rr :=Solve[ar2+bbr+cc==0, r]
erlu _ (:2:8) er?®
1 P
rl=r/.rrf[1]; x2=r /. rr[2]; w[k_] = —:»,/3; Dominio = {Max[{o, 1- —}], 1};
r1 @rlb _ (£2+B) r2e%® pr
rl+f

I
g5 = Plot[w[k] , {k, Max[{o, 1- —}] , 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14},
pr
PlotStyle » Directive[Orange, Thick], Frame -» False, AxesOrigin - {0, 0)] ;

nB7= u=5;b=10; A=0.5;8=1;p=0.2; pr=0.8;

pr-p Ak (1+pn) B
pn = pr - ;6=0.01;c=————;B=—;k=k;
B k
a:=c
bb:=-(A+8-Bc)
cc:=-6f88
rr :=Solve[ar2+bbr+cc==0, r]
erlu _ (£2¢6) ey
1+8 P
rl=r/.re[l]; r2=r/. rr[2]; wik ]= —— =" . Dominio = {Max[{o, 1- —}] 1};
rletlb _ (r2+B) r2 er?® pr
r1l+B

P
g6 = Plot[w[k] , {k, Max[{o, 1- —}] , 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 14},
pr

PlotStyle » Directive[Gray, Thick], Frame -» False, AxesOrigin - {0, 0)] ;
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In[44]:=

In[51]:=

out[51}=

u=5;b=10;2A=0.5;8=1;p=0.2; pr=0.9;

pr-p Ak (1+pn) B
pn = pr - ;6=0.01;c= —;B=—;k=k;
B k
c
bb:=-(A+6-Bc)

cc:=-6p
: Solve[ar2+bbr+cc==0, r]

erlu _ (£2¢6) ey
1+B P
rl=r/.rr[1]; x2=x /. rr[[2]; w[k_] = —z; Dominio = {Max[{o, 1- —}] , 1};
£1 grlb _ (F2+B) z2e2® or
T1+B

g7 = Plot [w[k] , {k, Max[{o, 1- i}] , 1}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14},

PlotStyle » Directive[Black, Thick], Frame » False, AxesOrigin - {0, 0. 3}] ;

Show[{gl, g2, g3, g4, g5, g6, g7}, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize - 14},
AxesStyle » Thick, Frame -» False, AxesOrigin- {0.3, 0}, PlotRange - All]

W,(5,10)
7 .

6
5
4F
3
2
1

04 05 06 07 08 09 10
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