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Introduccid

Durant I'altima década s’han publicat una quantitat notable de treballs relacionats amb

el moviment Brownia fraccionari (fBm).

El moviment Brownia fraccionari, W¥#, és un procés Gaussia que generalitza el moviment
Brownia estandard i que va ser estudiat per primera vegada per Mandelbrot i Van Ness a
[MVNG68|. Aquest procés depén d’un parametre H que s’anomena parametre de Hurst en
honor al treball de I’hidroleg Hurst sobre el cabal del riu Nil. El parametre de Hurst pren
valors entre (0, 1), essent el cas particular H = %, el moviment Brownia estandard. Per la
resta de valors, hem de diferenciar si H > % osi H < %, ja que les propietats que obtenim
son diferents. Per exemple, si H > % les trajectories del moviment Brownia fraccionari
son més regulars que les del moviment Brownia estandard, i una altra propietat en aquest
mateix cas és que podem utilitzar-lo com a model en situacions de dependéncia a llarg
termini, en el cas contrari, per a H < % les trajectories som més irregulars que les del

moviment Brownia estandard.

En aquesta memoria presentem tres treballs dedicats a 'estudi d’equacions diferencials
estocastiques dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb diferents valors del

parametre de Hurst.

Treballarem tres equacions diferents totes elles dirigides per un moviment Brownia fracci-
onari: la primera equacid sera una equacié amb retard i restriccions de positivitat amb el
parametre de Hurst H > %, la segona sera una equaci6 de Volterra amb H > % i finalment

I'dltima sera una equacié d-dimensional amb H € (%, %)
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Quan estudiem equacions diferencials estocastiques, una de les primeres qiiestions que
ens hem de plantejar és com entenem la integral estocastica. En particular, en el cas
d’equacions dirigides pel moviment Brownia fraccionari, com que les propietats d’aquest
procés varien depenent del valor del parametre de Hurst H, la manera com treballarem

amb les equacions dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb H > % sera diferent
11
del cas on H € (5, 5).

Enelcason H > %, la integral estocastica fOT u,dW I apareix en els dos primers treballs es
pot definir trajectorialment com una integral de Riemann-Stieltjes utilitzant els resultats
d’existéncia obtinguts per Young [You36]. A més a més, el treball de Zdhle [Z&h98| ens
permet expressar les nostres integrals en termes d’operadors de derivades fraccionaries

(veure al Capitol 2, apartats 2.2 i 2.3).

Els nostres treballs amb equacions dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb
H > 3 estan directament inspirats amb el treball de Nualart i Ridgcanu [NR02]. En aquest
treball els autors obtenen, seguint les idees donades per Zihle a [Z&h98|, lexisténcia i
unicitat de solucid per una classe d’equacions diferencials estocastiques multidimensionals
depenents en temps dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb parametre de
Hurst H > % La seva demostraci6é s’organitza en tres etapes: la primera constisteix en
obtenir estimacions de la integral de Lebesgue i de la integral de Stieltjes generalitzada, en
la segona proven un resultat d’existéncia i unicitat determinista basat en les estimacions
anteriors, i finalment a la tercera etapa s’utilitzen els resultats deterministes per obtenir

I’existéncia i unicitat de solucioé de I'equaci6 estocastica

Pel que fa a la integral estocastica fOT u,dWH de Tequaci6 dirigida per un moviment
11
372
i Nualart a [HN09|. Aquesta definicio s’obté seguint les idees dels treballs de Nualart i

Brownia fraccionari amb H € ( ), utilitzarem la definici6 donada recentment per Hu

Réagcanu [NRO2| i de Zéhle [Zah98|. De fet, Hu i Nualart donen una expressio explicita per

a una integral de tipus fg f(zs)dys, on y és una funcio -Holder continua per a 5 € (%, %)

Aquesta expressié, que no requereix de cap argument d’aproximacio, estd basada en la
formula d’integracié per parts fraccionaria, i depén de les funcions z, y i del funcional

multiplicatiu quadratic x ® y.
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Ara que ja hem explicat com definim les integrals estocastiques que apareixeran anem a

presentar les tres equacions diferencials estocastiques que estudiarem.

La primera equaci6 diferencial estocastica que estudiarem és una equacié6 amb retard i
amb restriccions de positivitat, o sigui considerarem una equacié tal que la seva soluci6

sera sempre zero o positiva. Una equaci6 del tipus
t t
X(t) = n(0) +/ b(s, X)ds +/ o(s, X(s—r)dWH +Y(t), te(0,T].
0 0

Com que 7 (el retard) és un valor positiu, hem de donar com a condici6 inicial la solucié
de Pequacié a linterval [—r,0], en el nostre cas sera X(t) = n(t), on la funcié n sera
una funcié determinista no negativa. I el terme Y que apareix a ’equaci6 és el que ens

permetra assegurar que la solucié de 'equacio6 sigui sempre positiva.

Les equacions diferencials estocastiques amb retard han estat ampliament estudiades de-
gut a les seves miiltiples aplicacions relacionades amb models poblacionals, reaccions bi-
oquimiques, repressioé genética, models climatics... (veure per exemple a [Wu96|). Una
referéncia basica és el treball de Mohammed a [Moh98]. Existeixen molts treballs estudi-
ant diferents aspectes d’aquest tipus d’equacions, pero els treballs referents a equacions
diferencials estocastiques amb retard dirigides per un moviment Brownia fraccionari son
molt més escassos. Podem fer esment, per exemple, a les segiients referéncies: als treballs
[FRO6], [LT08], [INNTO08] i [TT09] on s’estudia 'existéncia i unicitat de soluci6 de I'equa-
ci6, a article [LT08] on es prova que la solucio de I'equaci6 té una densitat C* i finalment
al treball de [FR10] on s’estudia la convergéncia en L? i quasi segurament de la solucio de

I’equacié amb retard cap a la solucié de I'equaci6 sense retard quan el retard tendeix a 0.

D’altra banda, observem que alguns d’aquests models que acabem d’anomenar tracten
només amb quantitats que no poden ser negatives, per exemple concentracions de ions o
proporcions de poblacions infectades. Per tant, en aquests casos sembla natural utilitzar
equacions diferencials estocastiques amb retard i restriccions de positivitat. De treballs
amb aquest tipus de condicions gairebé no en trobem. De fet, només ens podem referir
al llibre de Kushner |[Kus08|, dedicat a I’estudi de métodes numérics per aquesta classe
d’equacions i al treball de Kinnally i Williams [KW10], on els autors obtenen condicions

suficients per a I’existéncia i unicitat de solucions estacionaries per a equacions diferencials
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estocastiques amb retard i restriccions de positivitat dirigides per un moviment Brownia

estandard.

Finalment, també tenim treballs a on el moviment Brownia fraccionari s’utilitza per des-
criure comunitats biologiques, models climatics... (veure per exemple a [FGO08|) degut a
la seva possibilitat de descriure diferents situacions d’influéncies externes com a depen-

déncies a llarg o a curt termini.

Per aix0, la nostra principal aportacio en aquest treball és la de tractar equacions diferen-
cials estocastiques amb retard on les restriccions de positivitat apareixen conjuntament

amb el moviment Brownia fraccionari.

Per aquesta primera equacié donarem un resultat d’existéncia i unicitat de soluci6 i un
altre d’existéncia de moments de tots els ordres. Utilitzarem unes hipotesis més febles que
les que apareixen en els treballs [NR0O2| i [FR10], i de fet, també millorem el resultat ob-
tingut per Ferrante i Rovira a [FR10|. Com ja hem comentat anteriorment, la metodologia
que utilitzarem és la introduida per Nualart i Ragcanu a [NR02]. Seguint el seu métode,
el primer que necessitem son estimacions de la integrals de Lebesgue i de la integral de
Riemann-Stieltjes. Podem fer servir les cotes del terme hereditari, la integral de Lebesgue,
obtingudes a [NR02| i [FR10] i pel que fa a les cotes de la integral de Riemann-Stieltjes
podem utilitzar també resultats semblants als dels dos treballs anteriors. Ara bé, la prin-
cipal dificultat d’aquest treball és la demostracié de l'existéncia i la unicitat de solucio
per a 'equacié determinista. Utilitzant el retard podem simplificar la demostracio de 1’e-
xisténcia i unicitat de la soluci6 i és també el retard el que ens permet tractar el terme
Y.

La segona equaci6 que treballarem és una equacié diferencial estocastica de Volterra a R,

com la segiient
t t
X(t) :X0+/ b(t,s,X(s))ds+/ o(t,s, X(s)dW, — telo,T].
0 0

Les equacions diferencials estocastiques de Volterra han estat utilitzades per les seves
aplicacions en el camp de la biologia i la fisica. En particular els casos més estudiats son les
equacions de Volterra estocastiques dirigides per un moviment Brownia estandard o més en

general el cas d’equacions dirigides per una semimartingala. En trobem alguns exemples
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en els segiients articles: [AN97], [BM80a], [BM80b| i [Wan08] on s’estudia 'existéncia
i unicitat de solucié d’equacions dirigides pel moviment Brownid estandard en diferents
contextos, 1 [Pro85| on s’obté un resultat d’existéncia i unicitat de solucié per les equacions
dirigides per una semimartingala. En canvi, pel que fa a la literatura sobre equacions
de Volterra dirigides per un moviment Brownia fraccionari aquesta és més escassa. Les
principals referéncies son els treballs de Deya i Tindel [DT09] i [DT08]. En aquests treballs
els autors consideren el cas H > % iel cas H > % on també utilitzen la integral de Young

amb el terme b = 0, amb unes condicions sobre els coeficients diferents.

Per aquesta equacid, igual que per a l’anterior demostrarem I'existéncia i la unicitat de
soluciod, i provarem que la soluci6é té moments finits. Observem que els nostres resultats

inclouen com a cas particular els resultats obtinguts per Nualart i Ragcanu a [NR02].

Com en 'equacié amb retard, utilitzarem per demostrar el nostre resultat la metodologia
de Nualart i Ragcanu a [NR02]. En aquest cas, a diferéncia de ’equacio anterior, la nostra
principal dificultat és obtenir estimacions per a les integrals de Volterra de Lesbesgue i
de Riemann-Stieltjes. De fet, l'interés de I'estudi d’aquesta equacié recau en ’obtencio
d’aquestes estimacions, especialment les que fan referéncia a la integral de Volterra de
Riemann-Stieltjes, que requereixen de calculs llargs i acurats. Una vegada obtingudes
aquestes estimacions, tenint en compte que obtenim les mateixes cotes que les de [NR02],
la demostracio de 'existéncia i unicitat s’aconsegueix seguint els mateixos passos que fan
Nualart i Ragscanu per la seva equaci6. Les hipotesis sota les quals treballem sén les que

generalitzen les hipotesis de [NRO2| al cas d’equacions de Volterra.

Finalment, 'altim treball fa referéncia a I'estudi d’una equaci6 diferencial d-dimensional
d’aquest tipus
dzy = f(x:)dy;

on la funcié de control y no és diferenciable pero és S-Holder continua. Una de les maneres
d’estudiar aquest tipus d’equacions i de la qual hi ha actualment molts treballs és la
teoria de rough paths analysis (un llibre de referéncia és [FV10]). Alternativament, un
altre métode per a estudiar aquestes equacions si la funcié de control és 5 Holder continua
d’ordre 5 > %, és el que hem utilitzat per tractar amb les dues equacions anteriors. Aquest

métode, com ja hem dit abans, ha sigut estés en un treball recent de Hu i Nualart [HN09|



6 1 Introduccid

pel cas que [ € (%, %) En aquest treball els autors estableixen I'existéncia i unicitat de
soluci6 per la mateixa equacié que nosaltres quan f és una funci6é acotada. La principal
idea és transformar 'equaci6 en un sistema d’equacions que depengui només de z, r ® y

ix® (y®y) que es pot resoldre per un argument de punt fix.

El proposit del nostre treball és obtenir estimacions precises per a la norma del suprem
per a la solucié de la nostra equaci6 utilitzant la metodologia introduida a [HN09|. A més,
els principals resultats que hem obtingut son: 'extensio del resultat de 'existéncia d’una
solucio al cas que f tingui creixement sublineal de la forma |f(x)| < ¢ (1 + |z|?) amb v < 8
i 'obtenci6 d’estimacions que ens permetran provar I’existéncia d’una solucié de I’equacio
lineal de la forma dz; = g(x;)zdy;. Per aquesta tdltima equaci6 també obtindrem una
estimaci6 per la norma del suprem de la soluci6. Com aplicacié de tots aquests resultats,
deduirem l'existéncia de moments per a les solucions d’equacions diferencials estocastiques
dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H € (%, %) del

tipus

d t
Xt:XOJrZ/ o;(X,)dB™,  tel0,T).
j=1"0

Un dels objectius d’aquest treball era concloure que la derivada de Malliavin || DX} ||,
té moments de tots els ordres, malauradament obtenim una estimacié de la norma del
suprem de la derivada, perd no ens permet concloure 'existéncia de moments de tots els
ordres. Aquest problema encara resta obert. Els resultats d’aquest treball generalitzen el
treball de Hu i Nualart [HNO7| pel cas H > 1.

Estructura de la memoria

Aquesta memoria consta de 4 capitols que es poden llegir independentment. En els tres
ultims capitols es troben les nostres aportacions a la tesi. Abans d’aquests capitols trobem
aquesta introduccio6 seguida d’un capitol de preliminars, on es troben definicions i resultats
coneguts que son utilitzats en els altres capitols. Al final, hi trobem dos apéndixs amb

alguns resultats técnics.

En el segon capitol de Preliminars hi podem trobar definicions d’espais, que apareixeran

en els posteriors capitols, i les seves respectives normes. Seguidament donem férmules i
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regles d’integracio per parts per a integrals i derivades fraccionaries i alguns resultats de
la integral de Stietjes generalitzada. Finalment, hi ha una breu introducci6é del moviment

Brownia fraccionari i de la integracié respecte el moviment Brownia fraccionari.

En el tercer capitol estudiem l'existéncia i unicitat de solucié d’equacions amb retard i
restriccions de positivitat dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb parametre
de Hurst H > % Els resultats d’aquest capitol han donat lloc a un article que sortira
publicat a Bernoulls.

En el quart capitol estudiem 1'existéncia i unicitat de soluci6 d’equacions de Volterra
dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H > % Els

resultats d’aquest treball han donat lloc a un preprint que esta sotmés a publicacio.

En el cinqué capitol esta dedicat a obtenir estimacions de la soluci6é d’equacions dirigides

per una funcié S-Holder continua amb 5 € (%, %) i la seva aplicaci6 al cas d’equacions
dirigides per un moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H € (%, %)

Aquest treball va ser realitzat durant la meva estada a la Universitat de Kansas amb en

David Nualart i sortira publicat a Stochastics and Dynamics.

Finalment, tenim dos apéndixs amb alguns resultats técnics utilitzats en el segon i en el

tercer capitol.
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En els resultats que provarem, considerarem equacions diferencials estocastiques dirigides
per un moviment Brownia fraccionari. En els casos en qué H > %, la integral estocastica
que apareix a les nostres equacions sera una integral trajectorial de Riemann-Stieltjes.
Zalhe a [Z&h98| introdueix la integral de Stieltjes generalitzada. Utilitzant formules de
composicio, regles d’integracié per parts per a integrals fraccionaries i derivades de Weyl,
aquesta integral s’expressa en termes d’operadors de derivades fraccionaries. A més aques-
ta integral coincideix amb la integral de Riemann-Stieltjes f(f fdg quan les funcions f i
g son Holder continues d’ordres A\ i p respectivament tals que A + g > 1 (veure en el
Teorema 2.3.2).

Per tal de situar-nos en tots aquests conceptes introduim en aquest capitol les definicions
i propietats que utilitzarem en els successius capitols per a la presentaci6 dels resultats

obtinguts.

Comencarem presentant la definicié d’alguns espais i les normes respectives associades que
apareixaran més endavant, després farem una breu introducci6 de les integrals i derivades

fraccionaries, les integrals de Stieltjes generalitzades i el moviment Brownia fraccionari.

2.1 Espais i normes

En aquest apartat definirem diversos espais que necessitarem més endavant en els capitols
3id4.

Denotarem per W3 > (s,t; RY) I'espai de funcions mesurables f : [s,t] — R? tals que
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ot = s (1s001+ [E=LO) < o

u€[s,t] (u
Per tal de simplificar I'escriptura, ja que alguns d’aquests espais per a s i t determinades els

utilitzarem intensivament, farem servir les segiients notacions en aquests casos particulars:

e s=0it=T, escriurem la norma de Wg">(0, T;R?) com || f|, ., = 11l o007y
e s=—rit=T, ambr > 0, escriurem la norma de W3"*°(—r, T; R%) com 11l oory =
”f”a,oo(—r’T)'

Un altre dels espais que necessitarem és 1’espai de les funcions A\-Holder continues, per
a qualsevol 0 < X\ < 1, i el denotarem per C*(s,t; RY). Aquest espai esta format per les

funcions f : [s,t] — R? tals que

= + su
[0 7= 1 lloogs,ny sgugggt (v — u)>

on

[ llooy = sup [f(w)]-

u€ls,t]
I pels mateixos casos que abans simplificarem la notacio, aixi que denotarem per || f||, :=
HfH)\(O,T)7 |]f||)\(T) = Hf”/\(—r,T) i farem el mateix per la norma infinit || || _ := Hf||oo(07T) i
1 ooy = I loo=rry-
I finalment, introduim també una nova norma en espai W™ (s, t; R?). Aquesta sera per
a qualsevol A > 1:
oy = s exp(=) (17l [~ RS

Es comprova facilment que aquesta nova norma és equivalent a la norma ||-|| que

,00(s,t)?

hem definit abans, per a qualsevol A > 1.
I com hem fet per les altres normes, utilitzarem les segiients notacions simplificades

HfHa,)\ = HfHa,/\(O,T) i Hf”a,/\(r) = ”f“a,)\(fr,T)‘

2.2 Integrals fraccionaries i derivades

Una presentacio més exhasutiva de les nocions d’aquest apartat es pot trobar a [SKM93|.

Tots els resultats presentats en aquest apartat es troben justament a [SKM93].



2.2 Integrals fraccionaries i derivades 11

Sigui A™ la mesura de Lebesgue a R™. Denotarem per dz la integracié respecte \(dzx).

Per a a,b € Ramb a < bip > 1, sigui L”(a,b) espai de funcions f : [a,b] — R tals que

11 £o(a,py < 00, on
b :
z)|Pdx si 1<p< oo,
| f ()] p

ess sup {|f(x)|} si p=oo.
z€[a,b]

3 =

||f||Lp(a,b) =

On esssup | f(x)] és el suprem essencial de la funcio |f(z)|
esssup | f(z)| = inf {M > 0; \({; [f(z)| > M}) = 0}.

Definim en primer lloc les integrals fraccionaries de Riemman-Liouville. Donada
f € L'a,b) i per a qualsevol @ > 0, definim per quasi tota = € (a,b) les integrals

fraccionaries de Riemman-Liouville per 'esquerra/la dreta d’ordre «

1@ = [ @0t s 2> 21)
— —Q b
@)= 5 [t o< 22)

on I'(a) = fooo r®~le " dr és la funcio d’Euler i (—1)7% = e,

Per a introduir ara les derivades fraccionaries el més natural és fer-ho com l'operacio

inversa de les integrals fraccionaries.

Definicié 2.2.1 Per a funcions f(x) definides a linterval [a,b], les segiients expressions

e 1 d T
P21 = Fr—r / el

e _ —1 d ’ f(t)
P NE) = Fr—ar i / e

s’anomenen derivades fraccionaries d’ordre 0 < a < 1, per la dreta i per 'esquerra
respectivament. Aquestes derivades fraccionaries s’anomenen derivades de Riemann-

Liouville.

El segiient lema ens déna una expressio equivalent per a les derivades fraccionaries en el

cas que f(x) sigui una funcié absolutament continua.



12 2 Preliminars

Lema 2.2.1 Si f(z) és una funcid absolutament continua en linterval [a,b], llavors DS,

i Dy f ewisteizen q.p.t per a 0 < a < 1. A més, Dy, f, Dy f € L'(a,b) on1<r < é i

a B 1 f(a) T ()
P00 =y (e | o)
o 1 f(b) "I
R ] (ol e 0
Com a cas particular, si f(z) és diferenciable podem obtenir

(D2, 1)) = —— <(f(x) PR e L BN R A T O] )

I'l—a) \(z—a)* toz (x-— (:c—tO‘H

t
(DS f)(x) = 1 ((f(w) fim (t) f) /bf(;c )

'l—a) \(b—2z)* t-2 (t—xa“

Si f(z) € C'(a,b), aleshores el terme del mig s’anul-la i escrivim

D) = ey (s v [ ) 1, ey
D 1) = =y (e + /ft_W i) tonla) (2

Aquestes son les que anomenarem derivades fraccionaries de Weyl-Marchaud per

Pesquerra i la dreta respectivament. Aquestes derivades estan ben definides per quasi tota
€ (a,b). La convergéncia de les integrals a la singularitat ¢ = z és puntual per quasi

tota x € (a,b) enelcasque p=11iésen LPsil<p < oc.

A partir d’ara treballarem només en els espais a on coincideixin les derivades de Riemann-

Liouville amb la versié més general en el sentit de Weyl-Marchaud.

Sip>1, 15 (L) (respectivament I;* (L?)) és la classe de funcions f que es poden escriure
en forma d’una integral fraccionaria de Riemann-Liouville per I'esquerra (respectivament

per la dreta) d’ordre o d’alguna funcié de LP(a,b).

Teorema 2.2.2 Per a funcions f € 12 (LP) (respectivament I (L?)), la derivada de
Riemann-Liouville DY, f (resp. Dy f) i la derivada de Weyl-Marchaud Dy, f (resp. Dy f)

coincideizen quast per tot.

Observacio6 2.2.1 I com que podem escriure [ = I3 ¢ per a ¢ € L(a,b), aleshores es

compleixr que
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(Dai (&) = (D () = ¢(x)
(resp. (D f)(x) = (Dy_f)(x) = p(x)).

Observem que amb la construccié que hem donat de Dy, i Dy és cert que:

e per a qualsevol f € I$, (L?) (respectivament per a f € I;* (LP)) per a p € [1,00)
I (D3, f) = f (rvespectivament I;* (Dy f) = f),

e per a qualsevol f € L'(a,b)

A més també es compleix que:

o Peraap<1
IZ (LP) = I (L) € L%(a,b)
1 _1_
pera = —o.

e [peraap<l,
sifely (LP)o f el (LP) aleshores f € C° (a b).

També es compleixen les segiients formules de composicio i d’integracié per parts de les

derivades i les integrals fraccionaries

1. Primera féormula de composicio:, per a qualsevol f € L'(a,b) tenim que

o7 =127 f,

I () =17 .

2. Primera formula d’integraci6é per parts:, si f € LP(a,b) i g € Li(a,b) on p > 1,
g > 1 tals que % +% <1+ aperaa € |0,1] es compleix que

b b
[ s@iatee = 1 [ o@r s
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3. Segona formula de composicio:, si f € 977 (L") (respectivament si f € I777(LY))

per a o, > 01 tals que o + 3 < 1 aleshores
D(‘;JF(D;?:r )= foiﬁ (respectivament D?_(Df_f) = Dg"fﬂ ).

4. Segona férmula d’integracié per parts:, si f € I, (LP)ige Iy (L) onp > 11
g > 1 soén tals que %—i—% <1l+4+aperaac€l01]éscert que

(-1 [ Dy, f@lgarts = [ f(@)D; gla)de.

2.3 Integrals de Stieltjes generalitzades

En aquest apartat recordarem la definicié i els resultats obtinguts per Zilhe a [Z&h98|
sobre la generalitzacié de la integral de Lebesgue-Stieltjes classica. A |Zah98| s’estenen
les integrals de Stieltjes a funcions de variacié no acotada utilitzant com a eina principal

el calcul fraccionari que hem introduit en 'apartat anterior.
Comencarem definint la integral de Stieltjes generalitzada de f respecte g, perd abans
denotem per f(a+) = lims o f(a +9) i g(b—) = lims o g(b — J) 1 a més introduim les
segiients funcions auxiliars

Jar (@) = (f (z) = f(a+))Lap) (@),

go—(x) = (9(2) = 9(0=))L(a)(2).
Definicié 2.3.1 Suposem que f i g son funcions tals que es compleizen les segiients con-
dicions:

1. f(a+), gla+) i g(b—) existeizen,
2. far €13 (LP) i gy € I;=*(L9) per algunes p,q > 1 tals que 1/p+1/q < 1.

Aleshores la integral de Stieltjes generalitzada de f respecte de g es defineir per
b b
/ fdg = (—1)“/ Dg‘+fa+(x)Dg:agb_(x)dx
+F(a+)(g(b-) — g(a+). 25)

on a € [0,1].
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Observaci6 2.3.1 Si ap <1 és cert que
for € IZ.(LP) & fe Iy (LP) 1 f(at) existeix.

En aquest cas també es compleix la segiient relacio

Dg+fa+<w> = Dg-&- (l’) - ]—v<11_ Oé) ((L_f@:i

o 1(a7b) (x) °

I per tant podem reescriure la igualtat (2.5) que ens queda de la segiient manera

/ F(@)dg(a / D2, /() D2 gy (x)dz, (2.6)

i que queda determinada si f € I (LP) i g,— € I,~*(LY).

A més veiem com en el segiient teorema es demostra que la integral definida a (2.5) és

una funcié additiva.

Teorema 2.3.1 Si es compleizen totes les condicions necessaries per tal que totes les
integrals que apareizen estiguin determinades en el sentit de (2.5), aleshores per a

a<zx<y<z<hb,

Yy b
L / fdg = / Loy fdg.

2, /myfngr/yzfdg:/;fdg—f(y)(g(yﬂ—g(y—))-

El segiient resultat ens diu quan la integral definida a (2.5) es correspon amb la integral

de Riemann-Stieltjes i es demostra a [Z&h98|.

Teorema 2.3.2 Si f € C*a,b) i g € C*(a,b) per X i u tals que X\ + p > 1 la integral
de Riemann-Stieltjes fab fdg existeix i coincideiz amb les definides a la definicio 2.3.1 1

lobservacio 2.5.1.

Introduim ara, uns nous espais de funcions mesurables que ens permetran obtenir algunes

cotes de la integral de Stieltjes generalitzada.

Fixem « € (0, 1). Denotarem per W}~ (0, T;R) I'espai de funcions mesurables
g:10,T] — R tal que

l9(t) / Ig )
= su < Q.
||g||1—a,oo,T 0<s<£)<T ( t — 8 1 «
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Observem que clarament per a tot € > 0,
C't(0,T;R) € Wy (0, T3R) € C'*(0,T;R).

A meés, velem que si g € W%_Q’OO(O,T; R), aleshores restringint g a linterval (0,t), per

qualsevol t € (0,T), g pertanyara a espai I;,-*(L>(0,t)). A més, definint

1
Au(g) = =—— su D=, )(s)],
(9) Ti—a) O<s<g<T|( 1= ge-)(s)]

i utilitzant la definici6 de la derivada fraccionaria per ’esquerra, tenim facilment la segiient

acotacid

1
Au(g) < m Hnga,oo,T-

Ara introduim un nou espai, W{f"l(O,T; R), que sera l'espai de funcions f mesurables a
[0, 7] tals que

o= [ g [7 [T g < o

s y)oz+1

Observem que si a f € Woa’l((), T;R) la restringim a un interval (0, ¢) llavors tindrem que
f e 1§, (LY0,t)) per a qualsevol t € (0,T)).

Per tant utilitzant els nous espais que acabem d’introduir, podem afirmar que si tenim
que f € W' (0, T;R) i g € W, *>(0,T;R), Navors la integral fg fdg existeix per a

qualsevol t € [0, 7] i a partir del Teorema 2.3.1 podem escriure que

t T
/fdgz/ f10,dg.
0 0

I finalment obtenim la cota de la integral en termes de la norma de f a lespai

w0, T; R).
t
/ fdg‘ =
0

< swp [(D}=91)(5) / (DS, F)(s)lds

< C’a/la(g)/o <|fs(—a8)| + oz/oS —lf(is)_;)‘iiyl”dy) ds (2.7)
< Colla(@) [ £l - (2.8)

/0 (Dg, )()(D} g (s)ds
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2.4 Moviment Brownia fraccionari

En aquest apartat introduirem el moviment Brownia fraccionari i algunes de les seves
propietats més destacades, aixi com la descripcioé de diferents meétodes per tal de definir

les integrals estocastiques respecte el moviment Brownia fraccionari.

El moviment Brownia fraccionari és una generalitzaci6 del moviment brownia classic.

27 on H és un

Es un procés gaussia centrat amb increments estacionaris i variancia
parametre que esta en l'interval (0,1). Aquest procés va ser introduit per Kolmogorov
al 1940 [Kol40|. Posteriorment els primers autors que l'estudien sén Mandelbrot i Van
Ness al 1968 [MVNG68], que aconsegueixen la representacio integral del moviment Brownia
fraccionari en termes del moviment Brownia classic. Actualment s’han publicat bastants
articles sobre el moviment Brownid fraccionari ja que gracies a les seves propietats es
pot utilitzar per a models de diversos camps, com son la hidrologia, les finances, les

telecomunicacions...

2.4.1 Definicié i propietats

Definici6 2.4.1 Un procés Gaussiac WH = {V[QHJ > 0}, definit en un espai de proba-
bilitat (2, F, P) s’anomena moviment Brownia fraccionari (fBm) amb parametre de

Hurst H € (0,1), si és centrat i té la segiient funcid de covariancia

EW/WH) = Ry(t,s) = = (s + 27 — |t — s]?7).

| —

El parametre H deu al seu nom al hidrologista H.E. Hurst que va estudiar el cabal anual del

riu Nil pel seu treball sobre la capacitat d’emmagatzematge dels embassaments [Hur51|.

Observacio 2.4.1 Si H = 3, la seva covariancia es pot escriure Ryjs(t, s) = min(s,t)

el procés W% és el moviment Brownid classic.
Algunes de les principals propietats del moviment Brownia fraccionari sén:

1. Autosimilitud: Per a qualsevol constant a > 0, els processos {a’HW(ft[,t e [0, oo)} i
{WtH,t € [0, oo)} tenen la mateixa llei. Aquesta propietat és una conseqiiéncia imme-

diata del fet que la funci6é de covariancia és una funci6 homogénia d’ordre 2H.
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Increments estacionaris: Utilitzant la funcié de covariancia és facil comprovar que
els increments del procés en un interval [s,¢] tenen una distribucié normal centrada
amb variancia

E [(WtH . Wf)Q] — |t — 5|, (2.9)

Observem perd que els increments no son independents, llevat del cas H = %

. Existeix una versi6é amb trajectories continues: Es comprova facilment utilitzant

el criteri de continuitat de Kolmogorov i (2.9). A més, utilitzant el lema de Garsia-
Rodemich-Rumsey [GRR71] podem deduir el segiient modul de continuitat de les
trajectories del fBm: per a tot ¢ > 017 > 0, existeix una variable aleatoria nonegativa

G amb moments de tots els ordres i que compleix per a tota s,t € [0, 7]
(W =W < Gorlt —s["7%

O sigui, el parametre H ens indica la regularitat de les trajectories, que seran Holder

continues d’ordre H — € per a qualsevol € > 0.

Observaci6 2.4.2 Una diferencia important, que hem de tenir en compte, és que el mo-

viment Brownia classic és una semimartingala i un procés de Markov, propietats que no

Ara volem donar sentit a integrar respecte el moviment Brownia fraccionari. Per a H =

satisfa el moviment Brownia fraccionari per H # %

El segiient resultat (veure a lema 7.5 de [NR02|) fa referéncia a derivades fraccionaries del

moviment Brownia fraccionari i ens sera util en els capitols 3 i 4.

Lema 2.4.1 Sigusi {WtH;t > O} un moviment Brownid fraccionari amb parametre de
Hurst H € (%, 1). Sil—H<a< %, llavors

E sup ’Dtl:aWtIf(s)‘p<oo,
0<s<t<T

per a qualsevol T >0 i p € [1,00).

2.4.2 Integraci6 respecte el fBm

1
27

no tenim problemes ja que el moviment Brownia estandard és una semimartingala i podem

utilitzar la integraci6 estocastica classica, pero per a la resta de casos hem de fer servir

eines diferents.
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S’han proposat diferents vies per definir la integral respecte el moviment Brownia fracci-

onari. Presentarem aqui les més destacades (una descripcié més exhaustiva la trobareu a

[Mis08]). Separarem els métodes en dos grups:

1. Métodes Probabilistics

a)

Calcul de Malliavin. Es essencialment un calcul diferencial de dimensi6 infinita
en l'espai de Wiener, introduit per Malliavin [Mal78|. Si tenim en compte que el
moviment Brownia fraccionari és un procés gaussia, podem desenvolupar el calcul
de Malliavin pel fBm. Els operadors basics del calcul de Malliavin sén 1'operador
derivada D 1i el seu adjunt, 'operador divergéncia J. En el cas del fBm l'opera-
dor divergéncia es pot interpretar com a una integral estocastica, coneguda com
lintegral divergéncia i denotada per fOT us0WH on u és del domini de I'operador
divergéncia. Ens referim a [Nua06| per a resultats detallats del calcul de Malliavin

i de la seva aplicacié pel moviment Brownia fraccionari.

Producte de Wick. Es un nou tipus d’integral amb esperanca igual a zero definida
utilitzant sumes de Riemann de productes de Wick. Va ser introduida per Ducan,
Hu i Pasik-Duncan [DHPDOO] pel cas H > 3. Aquesta integral coincideix amb la

integral divergeéncia.

2. Métodes trajectorials: aquests métodes es basen en les propietats de les trajectories

del moviment Brownid fraccionari.

a)

Integrals trajectorials. Si tenim un procés estocastic u = {u,t € [0,1]} amb
trajectories y-Holder continues tal que v+ H > 1, llavors la integral fot u dWH de
Riemann-Stieljes existeix trajectorialment [You36]. A més, podem utilitzar el Teo-
rema 2.3.2 i la integral de Riemann-Stieltjes coincideix amb la integral de Stieltjes
generalitzada [Zdh98|. I en particular pel cas H > %, podem considerar processos

u; = F(WH), per alguna F continua i diferenciable.

Rough paths. Es un métode introduit per Lyons [Lyo98]|, basat en les arees de
Lévy estocastiques. Es consideren integradors amb p-variaci6é per a p > 1 i constru-
eix un rough path geomeétric canonic associat al procés. I son posteriorment, Coutin

i Qian que apliquen aquest métode al moviment Brownia fraccionari. A [CQO02| pro-



20 2 Preliminars

ven l'existéncia d’un rough path geometric associat a un fBm amb H > %. Referim

a [FV10] per a una introducci6 detallada del métode.
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Equacions diferencials estocastiques amb retard amb
restriccions de posivitivitat dirigides per un moviment

Brownia fraccionari

En aquest capitol considerem la segiient equacié diferencial estocastica amb restriccions
de positivitat. Més precisament, tractarem amb una equacié diferencial estocastica amb

retard i amb reflexié normal a R? de la forma

X(t) =n(0) + /t b(s, X)ds + /ta(s,X(s —r))dWH +Y(t), te (0T,
X(t) =n(t) t € [—r0]. (3.1)

En aquesta equacié denotarem per r un retard estrictament positiu en temps, a més

wH = {WHJ, g=1,... ,m} seran moviments Brownians fraccionaris independents amb
parametre de Hurst H > % definits en un espai de probabilitat complet (£2, F,P), b(s, X)
sera el terme hereditari que depen de la trajectoria {X (u), —r < u < s}, n: [-r,0] = RZ
una funcio6 regular no negativa i finalment Y sera un procés no decreixent que ens assegura

que X serd no-negativa.

Sigui
t t
Z(t) = n(0) —|—/ b(s, X)ds +/ o(s, X (s —7))dWH, t€[0,7]. (3.2)
0 0
Es un resultat conegut I'existéncia d’una formula explicita pel terme regulador Y en funcié
de Z. Aquesta formula ens déna per acadai=1,...,d
Yi(t) = Z(s)) ", te0,7].
() = max (Z'(s)) 0,7]

on X~ és la notacio utilitzada per X~ = max(0, —X).
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Llavors la solucio de (3.1) satisfa

X = Z(t)+Y(t) te 0,77,
n(t) t € [-r0].

Per tal d’assegurar que la solucié X és no-negativa, hem utilitzat ’aplicacié de Skorokhod.

Observem que com que estem treballant en un cas multidimensional, 'aplicacié de Sko-
rokhod l'utilitzarem per a cada component.
Sigui

Ci(Ry,RY) = {z € C(R4,RY) : z(0) e R} }.

Anem a recordar ara el problema de Skorokhod (veure per exemple a [DI91])

Definicié 3.0.2 Donada una trajectoria z € C (R, ,RY), direm que la parella de funcions

(z,y) a Ci(Ry,R?) és la solucié del problema de Skorokhod per a z amb reflexid si
1. z(t) = z(t) + y(t) per a totat >0 1 z(t) € R per cada t > 0,
2. per cadai=1,....d, y'(0) =0 iy és no decreizent,

t
3. per cadai=1,...,d, / z'(s)dy'(s) = 0 per tota t > 0, per tant y* pot créiver només
0

quan x* €s al zero.

Es coneguda la formula explicita per y en termes de z: peracadai=1,...,d

La trajectoria z s’anomena el reflector de x i la trajectoria y es coneix com el regulador
de x. Utilitzarem 'aplicacié de Skorokhod per tal de restringir una funcio6 real i continua
a ser no-negativa a través de reflexi6 a 'origen. Aixo ho aplicarem a cada trajectoria de
Z definida per (3.2).

Hem d’explicar també de com entenem la integral estocastica respecte el moviment Brow-
nia fraccionari que apareix a l'equacio (3.1). Es tracta d’una integral trajectorial de
Riemann-Stieltjes. Aquesta integral I’hem presentat a I'apartat 2.3 del capitol 2 i tam-
bé hem parlat de les seves caracteristiques particulars quan l'integrant és el moviment

Brownia fraccionari en ’apartat 2.4.2 del mateix capitol.
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En aquest capitol, utilitzant la integral de Riemann-Stieltjes, provarem ’existéncia i la
unicitat de soluci6 per a equacié (3.1). Aquests resultats estan inspirats en els obtin-
guts per Nualart i Ragcanu [NRO2| i Ferrante i Rovira [FR10|. Fent servir les estimacions
presentades en aquests articles, demostrarem primer els nostres resultats per a equaci-
ons deterministes i després els podrem aplicar trajectorialment a 'equacié dirigida pel

moviment Brownia fraccionari.

L’estructura d’aquest capitol és la segiient: en ’apartat que trobem a continuacié donarem
les hipotesis sota les quals hem obtingut els nostres resultats i presentarem els resultats
principals que hem obtingut. A Iapartat 3.2 donarem algunes estimacions ttils per a les
integrals de Lebesgue i les de Riemann-Stieltjes inspirades ens els resultats de [NR02| i
[FR10]. A l'apartat 3.3 ens dedicarem a provar el nostre resultat principal: 1’existéncia,
la unicitat i també una acotacié de la solucidé per a equacions deterministes. I finalment
en 'apartat 3.4 recordarem com aplicar els resultats obtinguts pel cas determinista al
cas estocastic. Finalment podem trobar a I'apéndix A alguns lemes técnics, com ara un
teorema del punt fix, el teorema de Fernique i algunes propietats relacionades amb el

problema de Skorokhod utilitzades durant el capitol.

Observacié 3.0.3 La definicio dels espais de funcions i les seves normes que apareizen

durant aquest capitol es poden trobar a 'apartat 2.1 del capitol 2.

3.1 Resultats principals

Siguin « € (0, %), r>0i(st)C[-rT]
Considerarem les segiients hipotesis:

e (H1) 0:[0,7] x R? — RY x R™ és una funcié mesurable per la qual existeixen unes

constants 8 > 01 My > 0 tals que les segiients propietats es compleixen:
L jo(t,z) —o(t,y)| < Molz —y|, Va,yeR? Vtel0,T],
2. |o(t,z) —o(s, )| < Myt —s|®, VeeR? Vi, sel0,T]
e (H2) b : [0,7] x C(—r,T;R?) — R? ¢s una funci6 mesurable tal que per a tota

t>01ife€C(—r,T;RY, bt f) depén només de {f(s); —r < s <t}. A més, existeix
bo € LP(0,t;R?) per a p > 21 VN > 0 existeix Ly > 0 tal que:
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L [b(t, ) — b{t. )| < Lvsup_pepcla(s) — ()|, ¥t € [0.T], ¥r.y € BY tals que

2. |b(t,z)| < Losup_,<.< |2(8)| +bo(t), Vte[0,T).
e (H3) Existeixen v € [0,1] i Ky > 0 tals que
lo(t,z)| < Ko(1+ |z"),  Vx e R4 Vte|0,T).

Observacio 3.1.1 Notem que les hipotesis que imposem sobre la o, (H1), sdn més febles
que les hipotesis amb qué es treballen a [NR0O2] i [FR10]. Recordem que les hipotesis sobre
o d’aquests dos treballs son les segiients:

(H1)’ 0 : [0, 7] x R — R? x R™ és una funcid mesurable, tal que o(t,x) és diferenciable
en x 1 per la qual existeixen unes constants > 0, 6 < 1, My > 0 i per a cada N > 0

existeix My > 0 tals que les segiients propietats es compleizen:

1. |o(t,z) —o(t,y)| < My |z —vy|, Vz,ye R Vte|0,T],

2. |0p,0(t,x) — 0y0(t,y)| < My |z — y|6, Vo,y € RY |z, ly| < N, ¥Vt € [0,T), i per a
totai1=1,...,d

3. |o(t,x) — o(s,x)| + |0p,0(t, ) — Opo(s,z)] < Myt —s|®, Vo e R Vi s e[0,T] i
per a tota 1 =1,...,d.

Podem afeblir les hipotesis sobre o wutilitzant el retard i@ que durant la demostracio de
lexisténcia 1 unicitat de solucio, treballem amb [’equacio en intervals petits, utilitzant a

cada nou interval l'informacio que tenim de l'interval anterior.

Sota aquestes condicions podem demostrar que la nostra equaci6 (3.1) admet una unica

soluci6. L’enunciat del nostre resultat principal és el segiient:

Teorema 3.1.1 Assumim quen € W5 (—r,0;RL) i que o 1 b satisfan les hipotesis (H1)
i (H2) respectivament, per a > 1—H. Sigui oy := min {%, 5}. Llavors sia € (1—H, ayp)

i p <%, Uequacio (3.1) té una unica solucid
X € LO(“Q"F> P; W§7w<_r7T;Rd))

i per P-q.p.tw € 2, X(w,.) € C*~2(0,T;RY).
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A més, sia€ (1 —H,agV 2%) i les hipotesis (H3) es compleizen, llavors
E(||X||Z7OO(T‘)> < 00, VP 2 1.

Exemples: Observem que les segiients equacions satisfant les nostres hipotesis.

(a)(Exemple lineal) Per qualssevol a,b € R
¢ ¢
X(t)=r +/ X(s—r)ds +/ (aX (s —7)+b)dWH +Y(¢), t e (0,17,
0 0
X({t)y=t+r te[-r0].
(b)(Exemple no lineal)

X(t) = /Ot cos(X (s))ds + /Ot sin(s + X (s —7r))dWH +Y(t), t e (0,77,

Xt)=t te[-r0.

3.2 Preliminars

En aquest apartat donarem algunes estimacions tutils per a les integrals de Lesbesgue i
les integrals de Riemann-Stieltjes, Aquest tipus d’estimacions es troben en el treball de
Nualart i Rigcanu [NR02| i van ser adaptades pel cas d’equacions amb retard per Ferrante
i Rovira [FR10|. En aquest capitol utilitzarem resultats molt semblants als de Ferrante i

Rovira, perd generalitzats a un interval qualsevol (s,t) C [—r, T.

3.2.1 Integral de Lebesgue

Considerem en primer lloc la integral de Lebesgue. Donada f : [—r,T] — R¢ una funci6

mesurable definirem per a ¢ € [0, 7]

FO(f)(t) = / b(u, f)du.

Recordem algunes estimacions que sén obviament una adaptacié de les de la proposicio
2.2 de [FR10].
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Proposici6 3.2.1 Assumim que b satisfa (H2) per a p =21 i [s,t] C[0,T].
Si f e Wg(=r, t;R?) llavors FO(f)(-) = [ b(u, f)du € C* (s, t;R?) i

LAFOUN ey € AVQ+ 1 llaairny):

1 Il
2. HF(b)<f)Hoc,)\(s,t) < d(2) <)\1—204 + Ali(a t)> ’

per a tota A > 1, i a on d9, i € {1,2} sdn constants positives que depenen només de
Oé,t,LO Z Boﬂ = HbOHLl/&'

D’aquesta proposicié no donarem la demostracié ja que és una repeticié dels calculs rea-
litzats a [FR10].

3.2.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Considerem ara la integral de Riemann-Stieltjes que hem introduit a l'apartat 2.3 del

capitol 2.
Observem que si f és una funcié de I'espai W' (0, T;R) i g € Wy~ *>(0, T;R) llavors la
integral fot fdg existeix per a tota t € [0,7] i podem definir

G(f)(t) = / £(s)dg, = / £(5) 1100 (5)dgs.

A més, si f € W;"(0,T;R), es demostra a la proposicio 4.1 de [NR0O2]| que per a tota
s <t

/ fdg‘ < Aa(0)Cor(t — )7 £l (3.3)

La segiient proposicié ens dona una estimacié per a 'anterior integral. Es tracta d’una

generalitzacio de la proposicio 4.1 de [NRO2| per a un interval [s, t] C [0, T] qualsevol.

Proposicié 3.2.2 Sigui g € W, **(0,T;R) i f € Wg'(0,T;R), lavors per a tota

O<s<z<u<t<T temim que es compleizen les segiients estimacions

“ (W) Y1) — f(2)]
6uh) - DI < Aale) [ (225 v [T,

(y —x)*

) dy, (3.4
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|Gu(f)|—|—/u ’Gu(f>_Gm<f)‘dx§A0(9>(Oé1)(1+ua)

s (U - x)a+1

<[y (|f )+ [T )dy (3.5)
+/(a+y <|f |+/ ’f ) M )dy)

A més per a [s,t] C[0,T] tenim que si f € W;"(0,t;R) llavors G (f) € C*=*(s,t;R) 4

IGU—agsry < CazAal9) 1 Flla oo (3.6)

on la constant C'O(?z depén només de o i de t.

Demostracié: Pel que fa a la demostracio de (3.4), observem que 1’obtenim directament a
partir de 'expressi6 (2.6). Aquesta ens déona una forma d’escriure la integral de Riemann-

Stieltjes a partir de derivades fraccionaries, aixi doncs utilitzant-la ens queda

/fdg ) (D=9 )(y)dy'

SM”L (W*“L %“) w

Ara utilitzant el resultat anterior tenim que

/ G u_x)igfﬂd < Aulg )/u(u_x)—a—l (/:%dy

//’f ) a+1 )d:c. (3.7)

Si separem 'expressio anterior en dos termes, podem tractar el primer utilitzant el teorema

de Fubini, de manera que ens queda

/Su(u—x)‘”/w (| dydx—/ / - 1 |f< )i oy &

Aleshores, fent el canvi de variable y — x = (u — y)z, obtenim

y—

/y(u—x)_a_l(y—x)_“dx = (u—y)_m/ou (142)"* 2%z < (u—y) >*B(1 —a, 2a).
) (3.9)

on B(-,-) és la funcié Beta.
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Pel que fa a I'altre terme, altre cop usem Fubini i obtenim

/Suxal//u_ aHdzdyd:c—///uxal’f)_)(”dxdzdy

(3.10)

Observem a més que

/Z(u — ) Mdx = (u _&Z>_a _ —&s)_“ < é(u —z) (3.11)

Aleshores a partir dels resultats (3.7)-(3.11) tenim que

[Nl gy 1,1 [ (500 200 L

u—y)>

=IO ey,
+/S e (u—2)"%d )dy. (3.12)

També podem escriure que

[ (ML, i -re) _Z>-adz)dy
Sil O ( 1/ 17ty) = /=] _,<H1 - fd&dy (3.13)
§(1+uo‘)/( <|f |+/ 11y = 1z)] ~ a+1 )dy.

D’altra banda, a partir de (3.4) per a x = 0 tenim la segiient expressio

|G (f)] < Au(9) /Ou (’fy(—i/)‘ + a/oy %c&) dy. (3.14)
Observem que

[ (e A2
) e 1080

Per tant utilitzant les expressions (3.12)-(3.15) obtenim el resultat (3.5) com voliem per
a CY = max(B(1 — a, 2a),1).

(3.15)
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Ens centrem ara amb la segona part del teorema. A partir de (3.14) i (3.15) tenim que

16 e < Aula) 50w [ (a n yi) (If(y)\ [ wd) dy

u€ls,t]

< 1a(9) 1l soo.) SUD (/0 (y@ +a)d2/>

u€ls,t]

-«

11—«

(o) ( - at) T, (3.16)

D’altra banda, a partir de (3.4), tenim per a tota = < u

[ i8] < ) Wiy [ =01 b

(u — )t

< Aa(g) ||f“a,oo(a:,u) <T

«

+alu— x)) . (3.17)

Per tant, a partir de (3.16) i (3.17) facilment obtenim (3.6) per a Cg = %—l—at—i—é—l—at“,

i per tant que G(f) és una funcié (1 — «)-Holder continua. O

Ara, donada f : [—r,T] — R? tal que f € W™ (—r, T;R%), g € W} *>(0,T) i o tal que

satisfa les condicions (H1) considerem per a t € [0, 7]

t
GO = [ ol (s~ ).
0
Per aquesta integral de Riemann-Stieltjes demostrarem una versié de la proposicio 2.4 de
[FR10].
Proposici6 3.2.3 Sigui g € W, (0, T;R). Assumim que o satisfa (H1) i també que
[s,8] C[0,T]. Si f e Wg>(—r,T;R?) llavors

GY(f) € C(s,t;RY) € W™ (s, 1;RY),

1 es compleir que

L GO, iy < Aa@dD QA |l sarpr):

i Aa(g)d™
2 NG (D llaniny < “izza— @ I laxrn):

per a tota A > 1, on d¥ i € {3,4} son constants positives independents de X, f i g.
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Demostraci6: Farem el cas que d = m = 1. Observem que si f € Wy (—r, T; R) llavors
o(-, f(-—1)) € We"™(s,t;R),

ot flu—ry)+ [ 1L D= ol fo =0,
(u—s)oe
< Mo’ + |(0,0)] + MO—
+M, ( |+/’V“‘[_aﬁ‘”u). (3.18)
A més es compleix que
. o re s [ = f =) )
=i = s (10—l [ LD,
~ o (o [ S0,
__w@£7o<V()y+/£r @r—yW+1dy
= ||f||o¢,oo(s—r,t—r) .

Per tant,
7 £ = D lagetosy S A+ MolFC = Dl = A+ Mol s (319
on A = Myt? + |0(0,0)] + MO%
Utilitzant els resultats (3.6) i (3.19), tenim que
G DNaery < Aal@CE N5 FC =D aooon
< Aa(g>d(3) (1 + ||f“a,oo(—'r’,t—'r)> )
per a d® = Oéz)T(A + M), i per tant Gﬁa)(f) € C7(s,t;R).

Busquem ara una cota per a l'altra norma. Utilitzant (3.5) tenim que

Gy < Aala) sup e (C0a+0) [

UE[s,t] u— y)QQ

% <|0(y,f(y—7“))| +/y ’0<y7f(y_r)) —U(Z,f(Z—T))|dz) dy

(y — z)>+!

# [ @) (lote o=

/ lo(y, [y —7’) o(z, f(Z—T))|dz)d)
_Z)a+1 Yy
= Au(g) sup e (CH (1 +u)F + ), (3.20)

ue[s t]
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on

CRy G O T i =SS L P P

u— y — z)otl
= [t (ra<y, R e I

Per una banda, amb el mateix procediment que a (3.18) tenim per a y € (s,t)

_ Z)a+1

< Mo!ylﬁ + Molf( — )|+ 10(0,0)]
Y Mol fly —r) = flz =7)| + Moy — 2)°
+/s (y — 2)ott
My(y — s)P~
b —a«

dz

< Moy” + |0(0,0)] + + Mo [[f(- = )l rgsr -(3:21)

i pel cas s = 0 tenim que

’ <y7 ( —7“ ’_'_/ |ny _T)) (Z f<z_r))|dz

(y — z)+!
MyyP—=
< Moyﬁ + ‘O’(O, 0)‘ + ﬁoﬁ + 6)\yM0 Hf( — 7“)“017/\(07)5) . (322)

Si substituim el resultat (3.21) a F} ens queda que

R [ (3 #1000+ LU= o 1=l )
) (3.23)
Per tal d’acotar Fi, observem que fent dos canvis de variables, primer z = u — y i després
z = (1 —v)u per la primera integral i dos més y —s = z i z = (1 —v)(u — s) per la segona

obtenim que

/ (u—y) 2y dy = / 272y — 2)Pdz < / 272 (u — 2)Pdz
s 0 0

1
= uﬁ_%‘H/ (1—v)"%0 dv = B(1 — 20,1 — Bu’ 21,
0

/ (u—y) >y —s)"*dy = / (u— s —2)222dz
s 0

1

= (u— 8)6_30‘“/ 021 — )P
0

=B(1 —2a,8 —a+1)(u—s)3,
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Aleshores, utilitzant el Lema B.0.5, F} té la segiient cota

Py < MyB(1 —2a,1 — B)u 2 ¢ ’(;(O—’z())l(u — )l
— 20
M,
+—2B(1—2a,8 — o+ 1)(u—s)f 3+
B -«
(1= 20) N [ f (= 1)l rgo - (3.24)

Per altra banda si substituim el resultat (3.22) a F; i busquem una cota pel terme resul-

tant, utilitzant el Lema B.0.6, tenim que

A< [ (o) (M + 100,00+ M8 o s ) d
2 < ; Y 0y ) 3—a aX0t) | 4Y
ean' MoauﬁfoHrl
< aM, +alo(0,0)|u+ 4 aC, Mz f(. —
< oMo+ alo 0,0 e G = )
u57a+1 ulfa u,@*2a+1
My——— 0,0 M, . 3.25
* 0/6’—04+1+|J(7 )|1—ozjL (B —20)(8—2a+1) (3:25)
Aixi doncs substituint les cotes (3.24), (3.25) a (3.20) i utilitzant el resultat (B.2) obtenim
la cota de HG&‘T)(f) o A€ voliem. 0
a,\(s,t

Finalment, recordem la Proposici6 2.6 de |[FR10]|, que necessitarem per provar I'existéncia

de moments.

Considerem (7, «) definida tal que o(v,a) =2asiy =1, p(y,a) > 1+ % si e <

11—«

v<1lip(y,a)=asi0<y <22 Observem que ¢(v, ) € [a,2al.

Proposici6 3.2.4 Sigui g € W, *™(0,T). Assumim que o satisfa les condicions (H1)
i (H3). Si f € W (—r, T;RY) llavors

) 1F1la e
1G22 (Dl < Aalg)d® (1 " »—3(0 |

per a tota A > 1, on d® és una constant positiva depenent només de o, B, T, d, m i
Boa = [|boll 1/a-

3.3 Equacions deterministes

En aquest apartat treballarem amb equacions deterministes. D’aquestes equacions do-

narem un resultat d’existéncia i unicitat de solucid, provarem que la solucié6 d’aquestes
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equacions és (1 — «)-Holder continua i donarem una cota de la soluci6 amb la norma
H'||a7oo(7“)'

Per simplificar assumirem que ' = Mr. Sigui0 < a < 1, g € W0, T;R%) i que
n € Wg">(—r,0;R%). Aleshores considerem la segiient equacio diferencial determinista a
Rd

(0) + /0 b(s,x)ds + /0 o(s,x(s—r))dgs +y(t), te(0,T],

z(t) =
x(t) =n(t) te[-r0], (3.26)
on percadai=1,...,d
y'(t) = max (z'(s)),  teloT],

z(t) = n(0) +/0 b(s,x)ds —l—/o o(s,xz(s —r))dgs, t €10,77.

El resultat d’existéncia i unicitat que presentem és el segiient.

Teorema 3.3.1 Assumim que o i b satisfant les hipotesis (H1) i (H2) respectivament,
per a p=1i0<a<min{},B}. Llavors l'equacié (3.26) té una tnica solucid
x € Wy (—r, T;R%).

Demostracié: Per tal de provar que 1'equaci6 (3.26) admet una tinica soluci6 a l'interval
[—r, T, utilitzarem un argument d’induccié. Provarem que si 'equacié (3.26) admet una
nica soluci6 a 'interval [—r, nr], podem demostrar que hi ha una tnica solucié a I'interval

[—r, (n+ 1)r].
La nostra hipotesis d’induccio, per £ < M, sera doncs la segiient:

(Hy) L’equacio

z*(t) = n(0) + /Ot b(s,2")ds + /Ot o(s,2%(s —7))dgs + yi(t), t €10, krl,

2 (t) =n(t),  te[-nr0]

té una tdnica solucid z* € W™ (—r, kr; RL).
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Per cadar=1,...,d

L(t) = L(s)) te 0,k
yk() L?E’l[%,}f] (Zk<8)) ) G[ ) TL

per a

2:(t) = n(0) +/0 b(s,z")ds +/O o(s,2%(s —r))dgs, t €10, kr].

El cas incial (Hg) es pot comprovar facilment. Assumim ara que (Hj;) és certa per a tota

i <n,peran < M. Volem provar que (H, 1) també és certa.

Clarament per t € [—r, nr], z"(¢) coincidira amb z"(t), la soluci6 de equacio de (H,,).
A més, per t € [—r,nr], y,+1(t) també coincidira amb y,(¢). Per tant, podem escriure

'equaci6 de (Hy,y1) com

) =n(0)+ [ s s+ [ olsa(s = r)dg+ pnlt). ¢ 0. 1]

a" () =n(t), te[-r0]. (3.27)
A més, usant la notacié introduida en els apartats anteriors tenim que,

2" (1) =n(0) + FO(2") + G (2") + yosr(t), L €0, (n+ )],
" (t) =n(t), te[-r0].

La demostraci6 es dividira en tres passos:

1. Si 2"*! és una solucio de (Hpi1) a lespai C(—r, (n + 1)r; R%) llavors aquesta solucio
2 € W (—r, (n+ 1)riRY).

2. La solucio6 és tnica a lespai C(—r, (n 4+ 1)r;R%).

3. Existeix una soluci6 a l'espai C(—r, (n + 1)r; R).

Pas 1: Veurem que si ™' és una solucid de 'equacidé de (Huy1) a lespai
C(—r,(n+ 1)7”;R3lr) llavors z" ™ € W™ (—r, (n + 1>T?Ri>-
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Podem escriure

t
n n ") — 2™ (s)]
HI +1Ha,oo(—r,(n+1)r) - Sup ] <’$ —H(t)} +/ (t _ S)a-i—l ds

te[—r,(n+1 —r

< o (Irors [ )
e () [,

te[nr,(n+1 . (t — S)a+1
t |xn+l(t) _ xn+1(8)|d
S
(t — s)otl
n+1||

+

nr

S ||xn||o¢,oo(—r,n7‘) + ||ZL’

a,00(nr,(n+1)r)

nrolentl(4) _ pen n _n
oy [TEOZsn e - oG,
tefnr,(nt1)r] J 1 (t—s)
n n+1
<2 Hl' Ha,oo(fr,nr) - Hl’ Ha,oo(nr,(nJrl)r)
n+1t _an
sy =)
tenr,(n+1)r] Oé(t - nr)a
=2 Hxn“a,oo(fr,nr) + Al + A2a (328)
on
_ n+1
Al o ||ZL’ ||a,oo(nr,(n+1)7‘) ’
n—i—lt _n
ey O =)
tefrnty] ot —nr)e

Com que hem assumit que (Hy) és certa, és clar que [|z"[|, (. < 0. Per tant, per tal

d’acabar la demostracié d’aquest pas només ens queda comprovar que A; < 0o 1 Ay < 0.

Comencem estudiant el terme A;. Clarament

) ( .n+1
Ay < [n(0)] + || F®)(x )Ha,oo(m,(nﬂ)r)
+ HG7("U) (xn)lla,oo(nh(n-i-l)r) - Hyn—H(.)“04700("7’7(”'*‘1)7") ’ (329)
Una de les claus de la nostra demostracio és ’estudi del comportament de y. Remarquem

que si y' és creixent en ¢ (és a dir, y'(t) > y'(t—¢) per a € < g¢ suficientment petita) llavors

y'(t) = —2%(t) > 0. A més, per construccié tenim que y'(s) > —z%(s) per a qualsevol s.
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Per tant si y° és creixent en t, llavors per qualssevol s,t tal que s < ¢

ly'(8) =y () = ' () —y'(s) < =2'(1) + 2'(s) < [2'(t) — 2'(s)]-

Perate (nr,(n+1)r)iie {1,...,d} denotem per

b= inf {u; ' (u) = y'(t)} V.

(3.30)

Com que y’ és no decreixent, observem que y'(s) = y'(t}) per a tota s € [t}, t]. Llavors,

/t |?sz+1<t) - yz’“(s)‘ds o /t6 \yéﬂ(té) - y;+1<8>‘ ds
nr (t_ - n

o e
< /tg) ’yiz-;-l(tg) - y;+1(8)‘ ds
o nr (ﬂ] - S>a+1

(t =)

Per altra banda també tenim que,

‘yqi1+1(t)| = ‘y;wrl(té)‘ < sup ‘Z7i1+1(5)"
0<s<t}

Per tant, si utilitzem alhora les desigualtats (3.31) i (3.32) tenim que

Hyn+1|’a,oo(nr,(n+l)r) <d (H’ZnJrlua,oo(nr,(nJrl)r) + HZnHoo(O,nr)> )

i podrem usar la segiient cota

"Zn+1"a,oo(nr,(n+1)r) < |77(0)| + HF(b)(l'n+1)Hmoo(nr’(nJrl)r)

+ ||G’E‘J) <xn) Ha,oo(nr,(n-‘rl)r) ’

Per tant, ajuntant ara (3.29), (3.33) i (3.34) obtenim que

167 @]

a,00(nr,(n+1)r

Av < (d+1) (In(0)] + | FO@)|
+d ||Z7l||oo(0,nr) :

< /t6 ‘Z:z—l-l(tf)) - Z;H(S)‘ds.
mn

a,oo(nr,(n+l)r)>

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

A partir de les nostres hipotesis i les Proposicions 3.2.1 i 3.2.3 és facil obtenir que

120l o(.nry < 0. Per tant, reduim el problema a comprovar que les normes de les in-

tegrals de Lebesgue i de Riemann-Stieltjes son finites.
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n+1||

D’una banda, tenint en compte que sabem que ||z )y < 00, obtenim

oco(—r,(n+1

. o f |b(u, 21| du
IO D g < 500 (/ par s+ [ LTI,

< sup ( A (Lo sup [z )] + bos >) ds
tenr,(n+1)r] 0 —r<u<s
L ()| + b d
. / 0 J1 (Sup_ <y |2 (0)] + bo(u)) du ds)

(t— )it

rlfa el
S LO T+ m HLL’ ||oo(—7“,(n+1)7")

Lw ,'01720(
+ (177 + 7= ) Iboll e < 0.

[ d’altra banda, per tal d’estudiar la integral de Young podem utilitzar la Proposici6 3.2.3

i tenir en compte que x™ € W™ (—7“, nr; ]Ri). Llavors per a qualsevol A > 1

HGS,U)(Z' < eA(n-i—l)T HGSnJ)(xn)H

Aa(g)d(4) n T n
< W‘?A( ) (1 + ||z Ha,)\(fnnr)) < 00.

Ha,oo(m",(n+1)r) a,A(nr,(n+1)r)

Comencem a treballar ara amb el terme As. Aquest terme el podem descompondre de la

segiient forma:

f:” b(s, 2" )ds

[1 o(s,2"(s — 7))dgs

2" (t) — 2" (nr)]

(t —nr) - (t —nr)® (t — nr)e
[Yn41(t) = Ynia(nr)]
Yt (e (3.35)

Amb els mateixos arguments que hem utilitzat per al calcul de (3.31) obtenim que

sup |yn+1 (t) B y"JFl(nr)’ S d sup |Zn+1(t) — Zn+1 (nT)|
te[nr,(n+1)r] (t - m")o‘ t€lnr,(n+1)r] (t _ 77/7")0‘

Jur b, 2" )ds [ ots,an(s =g\ 39)

<d sup

+  sup
te[nr,(n+1)r] (t - nr)a te[nr,(n+1)r] (t - nr)a
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[ ara, a partir de les Proposicions 3.2.1 i 3.2.3 obtenim respectivament les segiients esti-

maclons
i, b2
il < || @) (pntl 1-2a
te[nil(lrgm} (t —nr)> - H (@ )Hl—a(mx(nﬂ)r) "
4 .
A (o ) G0
i
Juo(s, 2% (s = 1)) dgs
su < lg@ (zn -2
te[nr,(rg—l)r} (t - m“)a - H ( )Hl—a(nr,(n-i-l)r)

d® Aa(g) n
S r2a—1 <]' + ||I’ ||o¢,oo(—r7n7’)> . (338)

[ com que sabem que ||z"|] i)y < 00, a partir dels

resultats obtinguts a (3.35), (3.36), (3.37) i (3.38) podem dir que A, < 0.

a,00(—r,nr) < o0 i que ||xn+1||oo(

I aixi doncs la demostracié del primer pas queda completada.

Pas 2: Unicitat de solucié a Uespai C(—r, (n+ 1)r; R%) .
Siguin z i 2’ dues solucions de l'equaci6 (3.27) a l'espai C(—r, (n + 1)r;R%) i triem N

suficientment gran per tal que ||z, 1)) < N 12" ) <N

—r,(n+1)r —r,(n+1)r

Per qualsevol t € [0, (n + 1)r] és cert que,

sup |z(s) — 2'(s)| < sup |2(s) — 2'(s)[ + sup |y(s) —y'(s)].
s€[0,t] s€[0,t] s€[0,¢]

A més, utilitzant el Lema A.0.2 tenim que

sup |y(s) —y'(s)| < Ki sup [2(t) — ()]
s€[0,¢] s€[0,1]
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Per tant, fent servir les dues tltimes desigualtats obtingudes podem veure que

sup |z(s) — 2'(s)| < (1 + K;) sup |z(s) — 2'(s)]
s€[0,t] s€[0,t]

<(1+ K;) sup
s€[0,¢]

/OS (b(u, ) — b(u,z")) du

<(1+ K;)Ly sup

s€[0,¢]

< Ly(1+ Kl)/o sup |z(v) — 2'(v)|du.

veE[0,u]

/OS sup |2(v) — 2/(v)|du

0<v<uy

[ ara, aplicant la desigualtat de Gronwall (veure Lema A.0.3), tenim que per a tota
t €0, (n+1)r]

sup |z(s) —2'(s)| = 0.
s€[0,t]

Per tant,

|z — ‘r,Hoo(fr,(nJrl)T) =0
i la unicitat a C(—7, (n + 1)r; R?) queda provada.
Pas 3: Existencia de solucid a C(—r, (n+ 1)r; R%).

A Tespai C(—r, (n + 1)r;R%) podriem tractar el terme de la reflexié usant l'aplicacié de
Skorokhod, pero com que el coeficient b és només localment Lipschitz, necessitarem d’un
argument de punt fix a C(—r, (n + 1)r;R%) basat en el Lema A.0.1 per tal de provar

I'existéncia de solucié.

Considerem doncs el segiient operador
L:C(—r,(n+ 1)r; ]Ri) — C(—r,(n+ 1)r; Ri)
definit de la segiient manera
L0 =0+ [ Wsautds+ [ olsa"6 =g +minald), ¢€ 0.0+ 1))
L(u)(t) =n(t),  te[-r0],

on z" és la soluci6 obtinguda a (H,) i si

Zn+1.u(t) = n(0) +/0 b(s,u)ds +/O o(s,x"(s —r))dgs,
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llavors y., 1 ,(t) = rn[ax](z;+1 () peratotai=1,...,d.
’ s€(0,t ’

Observem que £ esta ben definida i farem servir la notacié u* = L(u).
Necessitem introduir unes normes noves a espai C(—r, (n + 1)r;R%). Aquestes seran per

a qualsevol A > 1

Wl sup e Mf(D)
A(=7y(n+1)r) te[—r,(n+1)7]

i es pot comprovar que son equivalents a ||f||oo(77¢ (nt1)r)-

Demostrarem que £ compleix les condicions necessaries per tal que puguem aplicar el
Lema A.0.1.

Primer observem que

I o prnrm < sup e™n(O)]+  sup e M|u"(1)]
< Illaor(-roy + O] + sup e

te[—r,0] t€[0,(n+1)r]
t
/b(s,u)ds
t€[0,(n+1)r] 0
t
+  sup e”/a(s,x”(s—r))dgs
te[0,(n+1)r] 0
+ sup e M ynru(t)]
t€[0,(n+1)r]
t
< llaorroy + MO)] +  sup e‘”/b(s,u)ds
tel0,(n+1)r] 0
t
+  sup e“/a(s,:c"(s—r))dgs
t€[0,(n+1)r] 0
+d sup e_’\t|zn+17u(t)|
te[0,(n+1)r]

< 1l s z(—r0y + (@ + D)In(0)]

/0 b(s,u)ds

/Ot o(s,x"(s —1))dgs

+(d+1) sup e M
te[0,(n+1)r]

+(d+1) sup e M
te[0,(n+1)r]

, (3.39)

on hem utilitzat un calcul molt similar al de la desigualtat (3.32). Ara fixada ¢ si anomenem
t; == inf {u; y*(u) = y*(¢)}, tenim

e MYni1u®] < € yhgr ()] < ez (0],
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i prenent suprems a les dues bandes, ens queda que

sup e My <d sup e M|zl (3.40)
te[0,(n+1)r] tel0,(n+1)r]

Pel que fa al terme de la integral de Lebesgue tenim que

t t
sup e M / b(s,u)ds| < Ly sup e’\t/ sup |u(v)|ds
t€[0,(n+1)r] 0 t€(0,(n+1)r] 0 —r<v<s
t
+ sup e M / bo(s)ds (3.41)
tel0,(n+1)r] 0
Lo Cq

||u||oo A(=7r,(n+1)r) + 11 Al HbOHLl/aa

i pel terme de la integral de Riemann-Stieltjes, a partir de la Proposicié 3.2.3, s’assoleix

que

sup e M

te[0,(n+1)r]

t
/ o(s,z"(s —r))dgs| < HG”
0

Ha,A(O,(n—‘rl)r)

Aulgd® 1
< A2 <1 + ”33 ”o“)\(fr,nr)> . (342)

Per tant, unint els resultats (3.39), (3.41) i (3.42), obtenim que

||u*|‘oo,/\(—r,(n+1)r) S M]- ()\) + MQ(}\) ||uHoo,)\(—T,(n+l)T) ’

per a
(d+1)C,
Mi(A) = [17llco n(=r0y) T (d + 1)[n(0)] + e 1ol 11/
Aa(g)d™ n
(d+ 1))\1—2 (1 + H[L’ Ha,)\(fr,m“)> )
1

Ms(\) = (d + 1)L0X.

Si triem A = \g suficientment gran per tal que Ms()g) < %, llavors per a u tal que

||| < 2M;(Ag) tenim que

00,A0(—7,(n+1)r)

||u*||oo,>\o(—7",(n+1)r) < 2Mi(Ao)

i aixo implica que £(By) C By per a
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By = {u e C=r, (n+ Dr R Nl g pgg s < 2M100) |

Per tant, la primera hipotesi del Lema A.0.1 es compleix per la métrica py associada a la

norma H ”oo Ao(—r,(n+1)r)"

Ara per acabar la demostracié només cal que trobem una métrica p; que satisfaci la segona
hipotesi del Lema A.0.1.

Observem que si u € By llavors es compleix que [[ul| o, i1y, < 220D AL (Vo) == N,

Considerem u,u’ € By i A > 1. Llavors tenim que
1£(u) = Lo rrinsryny S Sup e znpau(t) = 2100, (1)
t€[0,(n+1)r]

+ sup €M |ngrul(t) — Yoyl ()]
te[0,(n+1)r]

A partir del Lema A.0.2 notem que fixada t € [0, (n 4 1)r| existeix ¢t < ¢ tal que

[Ynr10(t) = Yniru (] < Ki[znralts) = 24 (t2)] -
Per tant,
e M ‘yn—&-l,u(t) - y;H»l,u(t)‘ < ]{le_M2 |Zn+1,u(t2) - Z;L+1,u(t2)|
i podem escriure que
sup e |yn+1,u(t> - y;H»l,u(t)‘ <K sup e }Znﬂ,u(t) - Z7ll+1,u(t)‘ :
te€[0,(n+1)7] te[0,(n+1)r]
Llavors,

100 = £0)nrgrr < 0+ KD sip e [ s, = s, ) s

t€[0,(n+1)r]

< Ln,(14+ K;) sup e’\t/ sup |u(v) —u'(v)|ds
)r] 0

te[0,(n+1)r 0<v<s

t
< Ln,(14+ K;) sup / e N qup u(v) — ' (v)] ds
)] Jo

te[0,(n+1)r —r<v<s

1
< Ly (1 + Kl)X Ju— u/Hoo,)\(—r,(n—i-l)?") :

Ly, (1+ K 1
M < = la segona hipotesis es satisfa per la

_ Ly (1 + K
00,1 ( r(n—i—l)) )\1 :

Per tant, si triem A = A\ tal que

(]

métrica p; associada a la norma ||-||

Q
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Per tant, ara que ja n’hem comprovat les condicions podem aplicar el lema A.0.1 i aleshores
'operador £ té un punt fix a 'espai C(—r, (n + 1)r; R?) i I'equacio de la hipotesi (Hy1)

té soluci6 en aquest espai. O
Provarem finalment que I'inica solucié de 1'equacio (3.26) és (1 — a))-Holder continua.

Proposicio 3.3.2 Assumim que o i b satisfant les hipotesis (H1) i (H2) respectivament,
per a p = é 10 < ac< min{%,ﬁ}. Llavors la solucid x de l'equacid (3.26) pertany a
C1=(0,T;R%), i

[2ll1—a@r) < d(G)(l + Aa(9)) (1 + 2]l asco(—r1)),
on d© és una constant positiva independent de x i g.
Demostracié: Observem que
[#([1-atr) < I2ll1-a@m) + [Yll1-a@m)-

Fixada t € [0, 7], anomenem t, = inf{u < ;3 (u) = y*(t)}. Llavors y’ sera creixent en t, i
per tant ja hem provat a (3.30) que |y'(t.) — y'(s)| < |2%(t.) — 2*(s)| per a tota s € (0, t.).
O sigui que, per a tota s € (0,t,) s’assoleix que

ly' () =y ()] _ |2 (E) = 2'(9)]

(t—s)t=@ = (t.—s)l7@

i si hi afegim un calcul similar al que hem fet a (3.32) es comprova facilment que

1Yll1-a.r) < dl|z]li-a@1)-

Per tant,

||$||1—oc(0,T) < (d+ 1)HZ||1—a(O,T)
< (d+ 1) (|n(0)] + [FO @) [[-ator) + G (@)]1-at01)) -

I ara, utilitzant les Proposicions 3.2.1 1 3.2.3 arribem facilment al resultat que voliem per

a
A = (d+1) (|9(0)] + 4 +d9),

on d i d® son les constants que apareixen en les Proposicions 3.2.1 1 3.2.3. O
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Ara, per acabar amb els resultats que necessitem per a equacions deterministes, calcularem

una cota superior per a la norma de la solucié. Recordem la definicio de (v, a),

2a v=1,
— 2a0—1 1—2a
plra)= ¢>1+21 ey,
a 0<y< =22

Lema 3.3.3 Assumim que son certes les hipotesis (H1), (H2) i (H3). Llavors [inica
solucid de ’equacid (3.26) satisfa

900 ey < A9 (Il vy + Aalg) + 1) xp(T(AD + &2 Ao(g) 7))

Demostracié: Primer, necessitarem aconseguir una cota superior per a [|z(,

Comencem amb aquesta estimacio

t
|z(t) — x(s)]
2] g xiry < Nllar(r0) + sUP €7 t(@@)“‘/ st

te[0,T] o (t
O |a(t) = n(s)]
< Inll,, r+supet(xt +/—ds
s+ sp e (lat)]+ [ EES

/'“Z_SQ+1 > (3.43)

’ |[z(t) — n(s)]
Marroy T 12lax +supe”/—d8
< [Imllarroy T 12 la 0, oy L (E—s)t

A més a més sabem que,

[Zlla o0 < 12laror + 1Yllaror - (3.44)

Pels mateixos arguments pels quals hem obtingut (3.31) i (3.32) tenim que,

||y||o¢7)\(0,T) <d ||Z||a,>\(o,T) . (3.45)

També és clar que,

12l o z0.ry < 11(0)] + HF(b)<x)Ha,/\(O,T) + ||G7(“J)(x)Ha,)\(O,T) ' (3.46)
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Per tant, a partir dels resultats (3.43)-(3.46) i aplicant les Proposicions 3.2.1 1 3.2.4 obte-

nim que
1 1] o ¢r
oy < Illaz(rgy + (@ 4+ DIn(O)] + (d + 1) (A v
Anto)d+ 1y (14 e} | p 3.47
+4a(9)(d +1) T et | TP (3.47)
on 0
B = sup GM/ Mds
te[0,7] _r (t—s)ot?

Ens queda doncs per estudiar el terme B. Podem descompondre aquest terme de la segiient

manera
0 0
t) —n(0 0) —
pe gy [ OOl o [ WO,
+€[0,T] _ (t—s) t€[0,T] o (—s)
L aup “ fat) — (@) + [l
< — sup —|z(t) —n + 1M ani—r
gefor) 1 A=r0)
1
< E(Bl + B+ B3) + [0l ax(ro) - (3.48)
on
-\t t
By = sup — [ |b(s,z)|ds,
te[0,T) t
e—)ﬂf t
Ba= sup | [ a(s.ats = r)dg)
te[0,T e 0
oM
Bs = sup t_’y( )l
te[0,7

Pels mateixos raonaments pels quals hem obtingut la desigualtat (3.40) tenim que

oM oM
By = sup ——|y(t)| < d sup ——|2(t)] < d(By + By).
tejo, 7] ¢ tejo, ] t

Per tant, ens treballem ara amb els termes By i By. Pel que fa a By podem escriure

e—)ﬂf t
By < sup — (Lo sup |z (u)] +b0(s)> ds
0

te[0,T e —r<u<s

N t e—)\(t—s) e—>\t
< Lo swp e Mas)l ) sup [ Tdst sup T ol

s€[—r,T] te[0,T] t€[0,T
< LoX ' D(1 = a) ||zl sy + CaX ™ [1Boll 1o -
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Anem a calcular ara una cota per a By, utilitzant les hipotesis (H3),

By < sup —/1 (/ [r(s, ( ))‘ds

t€[0,T] e

+a/ / (s, @ 8—7“)) —)U(y,r(y—?"))\dyds)
(5 =gt
< swp _—MA (g )(KO/ Lt fats =)

te[0,T] S

o [ [ (# _sr—_ﬁiyl_ o o) )

-\t t—r ~
< sup A,(g) (Kolf — _At—kKoe / (’:E(L)‘ds

te[0,7 te s+ r)a
t=r o= A(t—s) aMytP—20t1eg=At
M. d
+a OHx”a,/\(r)/_T (t—s)o 5T (ﬁ—a)(ﬁ—aJrl))

Observem que,

t—r e—)\(
/ ds =e / du
_, (t—y9) o t—u+r)

—)\(t u)
/ - du <e AT — ).
0

Ara utilitzant aquesta desigualtat, el resultat (B.2), la desigualtat de Holder i el fet que
|f(s)]” <|f(s)| + 1 obtenim que

A pt—r t=r !
et / (\:c—(s)]; ds < e Mpe(re)y—2a+1— (/ %ds)
a . s r)o _r S T o
B O
— av'WTe + (S _|_ T)W(’y’a) 5
\ t e—)\(t—u)
< Capr (1 Hllzllaam e™ / 0O du)
0

< Canr (1 + 2l arer) G_MV(W)_1> )

on hem tingut en compte que ¢(v, @)y — 2a+1 —v > 0.
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Per tant finalment tenim que

KO 1—2(1/ 12« _— OZM() ((6_205_{_1)6)5*2044»1 S
Bzé/la(g)<1_a< e) AT B—a)(B—a+1) A

+Cap,r + 12/ 4rer e (Mol (1 — a)XA* ' + KOCQ’%T)\‘O(%O‘)_I) )

< Aa(9)Capy (14 X071 N g ).

O sigui que, si unim (3.47), (3.48) i les estimacions que hem obtingut per a By, By i Bs,
s’assoleix que

[l anry < Mi(A) + Ma(N) |24 00 -

per a

Mm»=2WWMquwd+n(mmﬂ+A¢ww@+awﬁ

Co
b (@4 Il + ) ),

(d+1)Ca

Ms(A) = Netra) (Aalg) (d® + Caps) + Lol (1 — @) +d?) .

Triem ara A = Ag suficientment gran per tal que My(\g) < % llavors tenim que

||x||a,)\0(r) S 2M1()\0)7

amb
Yo = [2Cua (4% + Aa(9) (@ + 1) + L) =77
< o (200 (42 + Lo)) 750 4 A, (g) THT@ dy (200 g (14 d®)) T7E
< dV + dP A, (g) =6
on

1

d((ll) =d, (2Ca7d (d(2) + Lo)) 2 (v.@)
4 = dy (2Caq (14 d®)) 70 |
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I aixo implica que

1
121l g oy < XP(T(dS) + dP Aa(g) #07))2M1 (Ao)

1

i la demostracio s’acaba facilment. Observem que en la nostra tria de dV i d aquestes

no depenen ni de 3 ni de 7. O

3.4 Equacions integrals estocastiques

En aquest ltim apartat del capitol aplicarem els resultats deterministes que hem obtingut

a l'apartat 3.3 per tal de provar el principal teorema d’aquest capitol.

La integral estocastica respecte el moviment Brownia fraccionaria amb H > % que apareix
a Pequacio (3.1), i que és del tipus fOT u(s)dWH, és una integral trajectorial de Riemann-
Stieltjes com les que hem definit a ’apartat 2.3 del capitol 2 i és sabut que aquesta integral

existeix si el procés u(s) té trajectories Holder continues d’ordre més gran que 1— H (veure
a [You36|).

Prenem o € (1—H,3). Si u = {u;,t € [0,T]} és un procés estocastic tal que les se-
ves trajectories pertanyen a l'espai W;f’l((),T), llavors la integral de Riemann-Stieltjes

fOT u(s)dWH existeix en el sentit de la Definicié 2.3.1 i tenim la segiient estimacio

< Gllulla,1,

[ sy

on GG és una variable aleatoria amb moments de tots els ordres (veure a Lema 2.4.1).

A més, si les trajectories de u pertanyen a Wi (0,7, llavors la integral indefinida

fOTu(s)de ¢és Holder continua d’ordre 1 — « i amb trajectories a W3 (0, 7).

També tenim per a qualsevol 0 € (0, 2), utilitzant el teorema de Fernique (veure a Teorema
A.0.4) que
E(exp (Ao (WH)%)) < o0. (3.49)
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Demostraciéo Teorema 3.1.1 L’existéncia i unicitat de solucioé de 'equacio (3.1) 'obte-

nim directament aplicant el resultat del Teorema 3.3.1 a la nostra equacio (3.1).

Igualment, a partir de la Proposicié 3.3.2 tenim que, X (w,-) € C'7%(0,T;R?) per cada
w e (2.

Per tal d’obtenir 'existéncia de moments de qualsevol ordre, n’hi ha prou fent servir el

lema 3.3.3, que ens dona que

E <||X||a7oo(r)> S D(()})]E ((AQ(WH) + l)peXp (D&Q) (1 + Aa(WH)l/(l_‘P(%a))>)) .

on recordem A,(WH) = F(llfa) SUPgserer | (Dr= W) (s)].

Aleshores per poder utilitzar el resultat (3.49) necessitem només, que es compleixi que
#(va) < 2, desigualtat que és certa si a < 2%. Sota aquesta condicié tenim que

E(exp(C A, (W)Y 1=¢0:))) < o0

i per tant és cert que

a,00(T)

E@MP ><w

per a qualsevol p > 1, com voliem. O
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Equacions de Volterra estocastiques dirigides per un

moviment brownia fraccionari amb parametre de Hurst

H>1/2

Aquest capitol esta dedicat a I'estudi de I'existéncia i la unicitat de la soluci6 de la segiient

equaci6 de Volterra estocastica a RY

X(t) =X+ /t b(t,s, X(s))ds + /ta(t, s, X(s))dawH, —te(0,T), (4.1)

on WH = {WHi j=1, .. m} son moviments Brownians fraccionaris independents amb

parametre de Hurst H > % definits en un espai de probabilitat complet (£2, F,P).

Interpretarem la integral estocastica respecte al moviment Brownia fraccionari que apareix
a l'equaci6 (4.1) com una integral trajectorial de Riemann-Stieltjes com la que hem definit

a I'apartat 2.3 del capitol 2.

L’estructura d’aquest capitol és la segiient: en el primer apartat presentarem el resultat
principal que hem obtingut, en el segiient estudiarem algunes estimacions per a la inte-
gral de Lebesgue i per a les integrals de Riemann-Stieltjes. En el tercer apartat recordem
alguns resultats per a equacions deterministes i en I'iltim apartat d’aquest capitol apli-
carem els resultats obtinguts en el tercer apartat a equacions estocastiques dirigides per
un moviment brownia fraccionari. Finalment, a 'apéndix B s’hi troben alguns resultats

técnics que utilitzarem durant aquests capitol.

Observaci6é 4.0.1 La definicio dels espais de funcions i les seves normes que apareizen

durant aquest capitol estan definides a U'apartat 2.1 del capitol 2.
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4.1 Resultats principals

Presentem en aquest apartat el resultat principal que obtenim per a ’equacio (4.1) i les

hipotesis sota les quals el provarem.

Suposarem que % <H<1l «ae (1 —H,%).

Les hipotesis amb les que treballarem son les segiients:

e (H1) Sigui o : [0,7]? x R — R? x R™ una funci6é mesurable tal que existeixen les
segiients derivades 0,0(t,s, ), Qyo(t,s,z) i 92,0(t,s,z), suposem a més que també
existeixen algunes constants 0 < 3, u, 6 < 11 que per a cada N > 0 existeix Ky > 0

tal que les segiients propietats es compleixen:

L Jo(t, 5,2) — o(t, 5,9)| + [0 (t,5,2) — B (t, 5,9)| < K |v — ], Ys,t € [0,T], ¥,y €
Rd
2. |0s,0(t, s,2) = Dy0(t,5,y)| + |05 40(t, s,2) = 3} yo(t,s,y)] < Ky le —yl’,
i=1...d, Yz, |yl < N, Vs,t € [0,T],

3. lo(t, s,2) — o(ta, s,2)| + |0p,0(t1, 8, 2) — Op,0(ta, s, 2)| < K |t; — to|",
i=1...d, Vo € RY Vi, ty,s € [0,T],

4. |o(t,s1,z) — o(t, se, )| + |00 (t, s1,2) — Owo(t, se,x)| < K |s1 — SQ\B Vz € RY,
V51,52,t € [O,T],
5. |02 ,0(t,s1,2) — 02 ,0(t, s9,2)| + 04,0 (t, 51,2) — Dy, 0 (t, 50,2)| < K |51 — 82|,
i=1...d, V:U € RY, Vsy, 89, €10,T).

e (H2) Sigui b:[0,T]* x R? — R? una funci6 mesurable, tal que existeixen
bo € LP([0,T)*RY) pera p > 2,0 < u < 1iqueVN >0 existeix Ly > 0 tal que es

compleixen les segiients propietats:

—_

b(t,s,2) —b(t,s,y)| < Ly |z —y|, V|z|,|y| <N, Vs, t€[0,T],
bty s, 2) — bty s,2)| < Lty — |, Vo € RY, Vs, t1,t, € 0,7,
|b(t, s, x)| < Lo|x| + bo(t,s), Vxe& Rd, Vs, t € 10,7,

e

|b(t1,s,21) — b(t1, s, x2) — b(ta, s,x1) + b(ta, s, 22)| < Lylts — tao]|z1 — 22|,
V|.CE1‘, |£E2‘ S N, thtg,s € [O,T]
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e (H3) Existeixen v € [0,1] i Ky > 0 tal que

lo(t,s,7)] < Ko(1+ |2]7), Vo € R, Vs, t € [0,T).

Observacié 4.1.1 De fet, podem considerar o i b definides només en el conjunt D x R?
on D ={(t,s) € [0,T]*s < t}.

Observacio6 4.1.2 Les hipotesis que hem considerat sobre els coeficients b i o, son en
general semblants a les hipotesis de Nualart i Rascanu [NRO2], amb la diferéncia que
com que incorporem una nova variable necessitem també noves condicions respecte aques-
ta nova variable. Per tant, les condicions que considerem son una generalitzacio de les

condicions considerades a [NR0O2] pel cas de l’equacio de Volterra.

Sota aquestes hipotesis demostrarem que la nostra equacié té una tinica solucio6. El resultat

d’existéncia i d’unicitat de la soluci6 és el segiient:

Teorema 4.1.1 Assumim que X, és una variable aleatoria a R? i que o i b satisfan les
hipotesis (H1) i (H2) respectivament per a § > 1—H, § > % —1 i min{p, 1%5} >1—p.
Definim o := min {%, B, l‘sﬁ}.

Liavors si v € (1= H)V (1 —p),o0) i p < L, Uequacio (4.1) té una unica solucid
X € LY, F,P;Wg*(0,T;RY))

i per P—quasi tota w € 2, X(w,-) € C*%(0,T;R?).

Amés, sia € (1—H)V(1—p),a0VE2L), p> L Xy e L>(02,F,P;RY) iles condicions
(H3) es compleizen llavors Vp > 1

E([|XI7,00) < 0.

Exemple: Observem que hi ha molts coeficients que compleixen les nostres hipotesis, un

exemple pot ser la segiient equacié per a qualsevol a € R

X(t) :a+/0 tcos(X(s))ds—l—/O tssin(X (s))dWH,
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4.2 Calcul d’estimacions

En aquest apartat trobarem algunes estimacions per a les integrals de Lebesgue i Riemann-
Stieltjes que ens seran utils per a obtenir el resultat d’existéncia i unicitat per a equacions

deterministes.

4.2.1 Integral de Lebesgue

Considerem en primer lloc I'integral de Lesbegue ordinaria. Donada una funcié mesurable

f:[0,T]? = R? definim
:/ f(t,s)ds
0

Proposicié 4.2.1 Sigui 0 < a < % i f:10,T)?> = R? una funcic mesurable que compleizi:
|f(t1,8) — f(tg, s)| < Llty — to|* per a s, ty, to € [0,T] tal que 0 < s < ty,t9, i on pu > a

Si sup / (8 5)] =2 ds < oo llavors F.(f) € Wg"™(0,T;R?) i a més tenim que
tefo,r) Jo (t—5)*

|Ft(f>| +/Ot |Ft(f) —FS(f)|d8 S C«(S%/Ot |f(t, s)|d8+0(2) tl_HL a (42)

(t — s)ott (t — s)> @ Lop

Demostracio: Observem que

E(f
Fi(f |+/ t_ a+1 Ngs <

ftudu

/ fo ’f ! (s U)’dud N Ly ’f(tau)|dud

s)at S o (t— syt

If( )! t s
<T u)ad +L/O mds

0
| f(t,u)l
/ / (=) a+1d sdu

< (- E) [ gt

per tant (4.2) és cert per a CS%F = (T*+ 1)1 C’S)L# = (#fa) i aleshores utilitzant les

hipotesis de I'enunciat també queda provat que F (f) € W (0, T; R?). ]

Ara, donada f : [0,7] — R? definim

FO(f) = / bt s, f(3))ds
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Proposici6 4.2.2 Assumim que b satisfa (H2) pera p=2ip>(1—a)Va.

1. Si f € Wg"™(0,T;R?) llavors F.(b)(f) € C(0, T;R?) i tenim que

IFOA, . <dD A +fll.) (4.3)

Hl—a
d®
IFOPr < 512 (1515 (4.4)

per a tota X\ > 1, i a on dV i d® sén constants positives que depenen només de

i, o, T, L, Ly 1 una constant By, que depén de by.
2. Si f,h € Wg™ (0, T;RY) son tals que || f||, < N i|h||, <N, llavors

[FOG) = FOB,, < 535 17 = Al (4.5)

per a tota AN >1, i a on dy depén de o, T 1 L.

Demostracié: Per tal de simplificar la presentacié de la demostracidé assumirem que
d=1.Sigui f € W (0,T;R), llavors per 0 < s <t < T

O = FOD| < [ e, 1) = s pl -+ [ bt )l

< Ls(t—s)" + / (Lol f ()| + bolt, u)) du
< (t— )70 (LT 4 LoT® ||l + Boa) (4.6)

on By, := SuPyepo 1y (fot ]bo(t,u)\l/"‘du> i

Si repetim els mateixos calculs perd per a s = 0 obtenim que

FOUN| < Lot 1l + Bo.at'™

Per tant,

| F® < Lo(T + T || flloo + Boall + T'7%) + LT+,

)”1—04

i (4.3) ’assoleix per a dV = (1 4+ T%)(By o + T%Lo) + LT,
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Ara utilitzant el resultat (4.2) tenim que

| EO () = FO(f)
t _ S)a+1
|b (t,s, f(s

t—s

L
< O((;,T/ 0|f((t)|_+8)bs(t S)d +O(S?Ltpru o
0

1—a '™
<o (L / 7(5)] 2 ds + By, e R e A O

A més, usant els dos resultats del lema B.0.5 es compleix que

ds

GIE

<cly LIGLAC) P O pitu—a

—)\(t s)
IEOD s < C Lol Lo sup/ s
teo.r] Jo (t—8)°

1_ 1-
—l—C’ TBOQ( a) sup e Mt'” 2O‘++C ", sup e Mgt
1 =2« t€[0,T] t€[0,T]

< C(l) LO (1 o a))\a 1 Hf” ( )BOO(<1 a)l—a 2a71)\2a71
B o T Far o 0
_’_C’(f}lea—ll—1<1 + - a)1+#_a/\a—1—p

<d® (14 f],,)

Aixi doncs el resultat (4.4) és cert per a

1— l—a
d® = C’S%Lof(l —a)+ CS,)TBO,a—((l _O;L)a el 4 C’S)Lea’“’l(l +p— a)ttre

Ara, considerem f,h € Wi"(0,T;R) tals que || f|| ., < Ni|h|, < N.Facilment, podem

obtenir que
FO() - FO ()| < / bt u, f(w) — b(t, u, h(w))] du
<LN/ F(w) — h(u)| du (4.8)
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\ﬁ%ﬂ—ﬁWm—@Wn+ﬂWws/ﬂwWwaw@wMWMu

/wtuﬂ>wwaumn—msuﬂ»+Msumnwu (4.9)

<LN/Wf p)du + Laft = s| {17 = hwldu
Llavors, utilitzant els resultats (4.8) i (4.9) es compleix que
FOf) /\F” FO(h) - B+ B ()],
t (t — s)otl
Jo If (u) = h(u)|du
<LN/\f u)|du+ Ly / t—sa“ ds
d
+LN/ fo |f(u (w)] uds
t—s)
L
<LN/|f |d+N/udu
t—u)®
|f (u
. 4.1
1—a/ t—u o= 1 du (4.10)

Podem acabar la demostracié utilitzant la desigualtat obtinguda a (4.10) i el resultat B.1

que proven la desigualtat (4.5) com voliem,

Tl—a t
[FO(f) = FO®)]],,, < sup <LN (1+ )/ e My
te[0,T] -« 0
Ly At—u
d h
w2 [ I~
1 7'\ | I'(1-a)
<Ly(~(1 h
__N(A(+1_a)+ S = bl

dn
—= )\1 a ||f h||o¢/\’
T'= (1 —
on dN:LN <1+ + ( Oé)> O
1—a «

4.2.2 Integral de Riemman-Stieltjes

Ens centrarem ara amb la integral de Riemann-Stieltjes. Fixem a € (0, 2) i aleshores tal

com hem vist en 'apartat 2.3 del capitol 2, donada f : [0,T]> — R tal que per a tota
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te[0,7), f(t,-) € W& (0, T;R) iperag : [0,7] — R que pertanyi a Uespai W, *>(0,T),

podem considerar la integral segiient

t T
= / f(t7 S)dgs = / f(tv S)l(O,t)<S)dgsv
0 0

que compleix a més la segiient estimacié (veure a (2.8))

/O F(t,5)da.

Proposicio 4.2.3 Siguin g € W%_Q’OO(O,T; R) i f:[0,T]> — R%, tal que compleiz que:
f(t,-) € W5 (0, T;R) per a tota t € [0,T] i |f(ts,s) — f(ta,5)| < K(s)[ts — to", per a

>« ity to, s €[0,T]. Llavors per a tota s < t, oblenim les segiients estimacions

6) - G| < Aule) (11—l / Kl / Sl

< Aa(g) [1F ()l -

of [
+a// |ft“_ = )’dydu) (4.11)
G+ [ 'thtls)iff as < o) (09 [ 20 -

wc [ (-0 (|ftur+/ )= 10g,)

ca [ [ [ _y)al S (RN >\dydud8). 2
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Demostracio: Podem escriure, tenint en compte el resultat (2.7) que
S

(f(t u) — f(s,u))dg.| + /ftudgu

o[ [

|f(t, u) — f(t,y) + [(s,9)]
—l—a// dydu

u _ y>a+1

+a// 7, o= afﬂdd)
0 (i s|“/ Ky, [ Ll
E 0 =it + o) i

(u— y)‘““

// |ft“_ afly dd) (4.13)

i per tant aixi obtenim la primera desigualtat (4.11). I ara, utilitzant (4.13) i les hipotesis

Gi(f) = Gs(f)] <

que compleix f tenim que

/’Gtt—s)aﬂ ds < A (// t_suffaﬂ duds
S

SR i T

(4.14)

Podem escriure el primer terme com

t ps t ot
/ / K{u) duds :/ / K{u) dsdu
o Jo u(t—s)atiw 0 Ju u(t —s)ttor

1 b K(u) ’
_ M_@/O (= (4.15)

Pel que fa al terme

fromres (] e || [ )
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observem que

/Ot(t—s) /ﬁ? duds _// al'i(i;)’dd.

Fent un canvi de variable u — s = y(t — s) podem resoldre la segiient integral

[ = 0 [Ty

< B(1 — o, 2a)(t —u) >

Per altra banda

|f(t, ) — [(ty)]
/ / / — a+1 dyduds = t ~5) a+1 y)a+1dsdydu,

i a més,

[t =S le—n -] < é(t g

Per tant obtenim que

[ (] Bt [ [52a)

" )~ s o
u) u) LY u
§B(1—oz,2oz)/0 t—uQO‘d +/ / (-7 a+1 (t —y) “dydu,
on B(-,-) és la funci6 beta. Recordem que
1 ) L o] tpfl
B = P (1 —t) dt = —————dt. 4.1
o) = [ -y [ (117)

Finalment, utilitzant la desigualtat (4.13) per a s = 0 tenim que

G(F)| < Ay (/ 'ft“d+ // 7, o afly)’dd) (4.18)

[ per tant si ajuntem les estimacions (4. 14) (4 15), (4.16) i (4.18), obtenim la desigualtat
i C’égp = max(B(2a,1 —«),1)+ T O

(4.12) com voliem amb les constants cP = “Ta

Donada ara, f : [0,7] — R?, tal que f € W0, T;R?) i per a g € Wy (0, T;R),

podem definir
t
GO ()= [ ot 1(5))ds.
0

a on o satisfa les condicions (H1) pera > a > 1 — p.
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Proposici6 4.2.4 Siguig € Wy “>(0,T;R). Assumim que o satisfa les condicions (H1)
amb B >a>1—p.

1. Si f € W™ (0, T; R?) llavors
G(f) € C'=2(0,T;RY) C W™ (0, T; RY).
A més,
IGO0 < Aal9)d® (1+11f ] 0cc) (4.19)

Ay (g)d™W
16O, < 2D (1 51,,). (4.20)

per a tota A\ > 1 i a on les constants d¥) per a i = 3,4 depenen només de o, B, u, K, T
i N.
2. Si f,h € W5™(0,T;R?) son tals que compleizen que || f|| ., < N, ||kl < N, lavors

|6 - aOm),, < 2D ag e am)if-al,,. @)

ap) - o [V,
u€el0,T] (u—s) 0‘“ >

i la constant dy només depén de o, B, u, N, K i T.

per tota A >1, a on

Demostracio: Assumirem que d = m = 1 per tal de simplificar la presentacié de la

demostracio.

Primer veurem que si f € Wy"™(0,T;R) lavors o(t,-, f(-)) € Wy"*(0,T;R) per tota
t € [0, 7). De fet,

"lo(t —o(t
]a(t,r, f(r))’ + / |U( T f(?”)) J( 7S,f<8))|d8

(r= sy

< K(t" + 717 + [f(1)]) + |#(0,0,0) y+K/ 1) = FG)l

(r —s)atl

—I-K/ (r— s)ﬁ_o‘_lds
0

)+ 000+ & (s + [ O,

G
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Per tant, per a tota t,

ot F (Do < KD+ K[ fllo00 (4.22)

6o
per a KW = K (T“+T5+ ﬁ—a) + 10(0,0,0)].

Ara si f € W°(0,T;R), sota les condicions (H1) i a partir del resultat (4.18) tenim

que,

). < st Aulo ([ 1 Ll

te[0,T]

W[ \OthEu = ol S0,

u — y)oH—l
SAdg(

) sup [0t £l - (4.23)

t€[0,T7]

Si ara retornem a la desigualtat (4.11) amb K(u) = K i utilitzem el Lema B.0.7 tenim

que,

() - GO < 4 (u_sw(/ am/ o u_s>”°°
//Kt—s\ u— gl +150) — S,

(u —y)ott

w-mﬂ+u<> f()l
—i—a// K dydu

u _ y)a—i-l

<(t- S)I_C‘Aa(g)K< T ot fO)ll

11—« 11—«
T1+ﬁ

vo (G W)

(g i)

< (t= )" Aa(@) KL (L4 [t £ llapo + [ Fllaco)  (4.24)

on

1
K= x (ot et g ) 4T
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Per tant, utilitzant els resultats (4.23) i (4.24) ens queda que

te[0,T

GO, < Aa(9>< Gl__z + aT) sup {|o(t, - f(-)llaoc

+EZ (1 1ot P e+ 1 ) )

i a partir de (4.22) podem deduir que G (f) € C'=%(0,T) i que la desigualtat (4.19)

s’assoleix per a
-«

d® = (KY + K) ( +al + Kf}) + K8

1 -«
Anem a estudiar ara la norma || - [[4.x. Observem que (veure a (4.17))
t 1
/ (t — u)iuPdy = tPHat / (1 —y)%Pdy = B(p+ 1,q + 1)tPHert, (4.25)
0 0

Aleshores si utilitzem els resultats (4.12) amb K(u) = K, (B.2) i (4.25) tenim que

GO, 5 < Aalg) sup e ( 3>K/ k)

t€[0,T]
+y [ (=0 s (|a<t,u, 7))

[ lnte) ;)‘Z(fl B0

+a/// (t,w, f(u)) = o(s,u, f(w) = alt,y, f(y) +o(s,y, [(y))]

(u i y)Oé+1(t _ S)Ol+1
< Aa(g) sup (CL JKB(1—a,1+ p—a)e M2 4 o) A + aA2>
]

dyduds)

telo, T
1+p—2a
1—p—2
< Au(g) sup (CS’)KB(l —a,1+p—a) (#) p2o-1-p
te[0,7)

+COA, + aA2>
(4.26)
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Al = e_AtA ((t — u)_2a + U_a) <|J<t7 u, f(u))|

. / ot u, f(w) —olt,y, f (y))|dydu>,

(u—y)tt

)\t e ’U(t?uaf(u)) _U(Svu>f(u)) _0<t7yaf(y)) +U(Say7f(y))|
/0 /U /0 dyduds.

(=) Tt — )1

Ara si utilitzem les hipotesis (H1) s’assoleix que

Az [ e (Ko + 1@ +120,0,0)
+K/|f_ M1@+K/ ﬁawﬁm
< A1,1 + ALQ, (427)

on
t
A171 = 6_/\t/ ((t — U)_Qa + u_a)
0

« (|0(0,0,0)| LK (\f(u)| + /0 %@)) du,

! 1
Ap = Ke‘”/ ((t—u) 2 +u™®) (t“ +uf + 3 uﬁ_a> du.
0 —

Utilitzant el resultat del lema B.0.6 podem tractar el terme A, ; igual que en la proposicio
4.2 de [NRO2], i obtenim que

sup Ajg < CoA?* ! sup e_’\“(|a(0,0, 0)] —i—K( |+/ |f — a+1 ))

te[0,T] u€[0,T)

< N7 C(10(0,0,0)] + K)(1+[1flla,0), (4.28)
pera Co < I'(1—2a)+ 14 2=

Pel que fa al terme A 5, aquest es pot computar facilment usant el resultat (4.25),
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A A\ t1+,uf2a t1+,ufa tﬁfaJrl t673a+1
= Ke™ B(1 —a,1—2
b2 ¢ (1—20z+1—a+ﬁ—a—l—1+ (1+8-a, a>B—a
1
+t52a+1( + B 5+1,1—2a))
G-ap-2a+1) )

< KPLem (fiHn2e y gltnma y gfmatl | gf-Satl | yf=2a1)

per a
1 1 1 1
K% = B(1+8—a,1-2
ap 1—204+1—04+6—a—|—1+ﬁ—a (1+5-a @)
1
+ +B(f+1,1-2a).

(B —a)(f—2a+1)
[ per tant, si ara utilitzem el resultat (B.2) obtenim que

sup Ao < Kc(j’) Ké‘f%’u()\3a*5*1+)\2a*ufl>7
t€[0,T7

14 p— 20\ T2 14 p—a\'H e B—a+1\ "
O‘BN: - + - + -
P e e e

K(4)
—2a+1 B—2a+1 —3a+1 B—3a+1
() )

€ €

per a

[ finalment, si unim els resultats (4.27) i (4.28), obtenim que

sup Al S >\2a—1K(i5%Ku (1 + ||f||a)\> )
t€[0,7] Y 7
on
. 3) (4
KD e = Call0(0,0,0) + K) + K&K,

65

(4.29)
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D’altra banda, utilitzarem el lema B.0.7 per a I'estudi del terme A,. Aixi doncs, podem

escriure que

e [ K= sllu =yl + K[t = 8[| f(u) = f(y)]
A At
SR S s

U — y)a+1 (t _ S)aJrl

<K6At/t/s /u|t—syayu—y|ﬁaldyduds
[ o St

gﬁ e’\t/ / (t—s)’auﬂ’o‘duds

] oo

« ,8 a+1d8

+

f%ﬁ—@@—a+w A“‘@

K

t
—A(t—u 11—«
e Wl [ €= v

KB(l—a,ﬁ—a+2)tﬂ72a+2€,)\t KTl-«

(B—Oé)<ﬁ—06+1) + - 1 — HfHa/\

i a partir de la desigualtat (B.2) obtenim que

sup Ay < K )\204 2 KSZN 1Hf”a)\

te[0,T
6 7 _
< (KO + KON @+ (| £l (4.30)
on
© KBl—a,f—a+2) (B—2a\"*" 4 KT-°
K= 1 K, 5= .
PTG -a)B-a+tl) ¢ O

A partir de les desigualtats (4.26), (4.29) i (4.30), obtenim el resultat (4.20) com voliem

per a
(0%

dY = ¥} KB(1—a, 1+ p—a)(1+p—2a) 2o nly 00 KO+ a(K0) + K()).

Assumim ara que || f||, < N i|h||, < N. Observem que a partir del lema B.0.7 per a

S1 = S9 obtenim que

o (8w, f(w) = ot u, h(u)) = o(s,u, f(u)) + o(s,u, h(w)| < K|f(u) = h(u)][t = s|.
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Si a més, utilitzem el resultat (4.12) per a K(u) = K|f(u) — h(u)|, podem escriure que

|G () = GO,

< Aa(g) sup e M <C’&3)K/t M(t —u)du
0 U

te[0,T
+CY / ((t—w) > +u™) (|a<t, u, f(u)) — o t,u, h(w))|
/ lo(t,u, f(u) — o(t,u,h(u) — a(t,y, f(y) +o(t,y, h<y>>|dy)du

(u y)a—i—l

ta / | [ - =) o lt u, f () — ot u, h(w)) — o(s, u, f(w)

+ﬂ&whWD—Uw%f@D+0@%hWD+J@%f@»—daymwﬂwmwa
:@@)?ﬂ@ﬂK&+C wrum+a&)

on

" f(u) = h(u)]

By=e (t —u)'"“du,

/ Wtuf(D—U@uh(D—U@%f@»+0@%h@»umu
(u—y)ott ’

By = ¢ / / / — ) ot u, f () — ot u, hw)) — o(s, u, f(1))

+o(s,u, h(uw) —olt,y, f(y) + o(t,y, h(y) + o(s,y, f(y)) — (s, y, hy))| dyduds.
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Anem a estudiar ara aquests 4 termes.

Pel que fa al primer terme, By, es pot estudiar facilment,

t
sup By <||f —hll,, sup tl_a/ e MWy dy
te[0,7 te[0,7] 0

tlfoz At
<|If = hllon sup / e (N —x) %dx
te[0,T

Ao
Tl a z
< = bllar 31 sup/ e (z — x)dn
0
< = Rl g0 KT X (4.31)

El resultat (B.3) ens permet treballar amb el terme By,

sup By < K sup e M /Ot((t — )2 4w )| f(u) — h(u)|du

t€[0,T] t€[0,T]

t
<K |f = hll,, sup / eI (¢ — 1) 2 4 y)du

te[0,T]

< KC A HIf = Rl s (4.32)

peraCa§F(1—2a)+1+%.

Ara utilitzarem el lema B.0.8 i uns calculs similars als que hem utilitzat amb el terme

anterior, By, per tal d’obtenir una estimaci6 pel suprem de By

sup By < sup e~ t/t((t —u) 2w (K /Ou Mdy

t€[0,T] te[0,7) (u — y)oti-s
THy / It = o) — aﬂ 2 (If (w) = f)I° + |h(u) = h(y)|°) dy
1Ky / ‘f u_y)ﬁyth(y)'dy) "

(Kn (A(f) + A(R)) + 1) /0 e M ((t—u) 2 +um®) du

K t
2 e / e (¢ — u) 2 4wy dul | f — b,
5 — ¢, 1] Jo '
< KPPV f = |, L+ A(f) + A(R)), (4.33)
g KTB~«
on K(Sc,)ﬁ,N =C, (KN—|— i a )
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Per veure que el terme B3 esta acotat utilitzarem el lema B.0.9 que ens permetra dividir-lo

en 3 subtermes

By < KnBsj + KB3 s+ KyBs 3, (4.34)
on
t s u —h - h
8371 — e)xt/ / |f(U) (U) f(y) _—:——1 (y)|dydUd8,
o Jo Jo [t — s|*(u —y)~
t s u —h
Bg}g — e—At/ / / |f(U) (U)l 1dydUdS,
o Jo Jo |t —s|(u—y)~t

Ba=e [ [0 [7 AL () — ) + o) — b)) dyds.

= s|*(u—y)
Acotem ara, cadascun d’aquests termes

Bgl<€—/\ _a/ / 1 a‘f ) (Ei)_y)];‘iyl)_kh(y)‘dydu
<l / A )
Tl «
< T . (4.39)

—\t 1 ! “ —a—1 l1-a
Bro <o [ 10 = bl ) = )y

1 . ! —A(t—u), B—o(y e
it e Lt Y A Rt
T -1 h 4.36
< (1 —Od)(ﬁ—()é)A Hf_ Ha,)\' ( : )

I per I'altim terme recordem la definici6 de l’operador A que hem donat anteriorment

|f(u) — f()I°
= —r -
ui%pT] / u - 8 a+1 >

Aixi,
333—1_a// o L 1) = )+ () = b))
< A+ ampe [ =t
1 t e —A(t—u)
< o AU+ AW~ bl [
< XA + AU IS~ Al (4.31)

1-a)
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Finalment utilitzant les acotacions (4.34), (4.35), (4.36) i (4.37) obtenim que

Jup Ba < K9 A+ A) + AW I = Bl (4.38)
€10,
per a
K(Q) _ KT1+672O¢ N KNTlfa
WNT (Boa)l-a)  (1-a)

[ per acabar, si unim els resultats que hem obtingut en (4.31), (4.32), (4.33) i aquest ultim

(4.38), obtenim el resultat (4.21) com voliem per a

= (cgf; + 1) (CS’)KKNTl_“ +KCq + (KS,)B,N + Kﬁfé,N)) :

4.3 Equacions deterministes

Siguin 0 <o < iige W} %%°(0,T; R™). Considerem ara la segiient equacié diferencial

determinista a R?

x(t) = xo +/0 b(t,s,z(s))ds +/0 o(t,s,z(s))dgs, te0,7T]. (4.39)

En aquest apartat del capitol donarem dos resultats. El primer sera un resultat d’existéncia
i unicitat de soluci6 per a 'equaci6 (4.39) i el segon ens donara una cota superior per a

la norma de la solucié d’aquesta equacio.

Llavors comencem per I’enunciat del resultat d’existéncia i unicitat de soluci6 de I'equacio
(4.39).

Teorema 4.3.1 Assumim que o i b satisfant les hipotesis (H1) i (H2) respectivament

pera,ozé,églitalquemin{ﬂ,l%}>1—ui

.1 )
O<1—u<a<a0::m1n{§,ﬁ,1—+5}.

Llavors, l'equacid (4.39) té una tinica solucié x € Wy(0,T; R?) N C1=(0, T; R?).
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Demostracio: Per a la demostracio d’aquest teorema es poden seguir els mateixos passos
que els utilitzats en la demostracio del teorema 5.1 de [NRO2|. De fet, notem que les
estimacions que hem obtingut per les integrals de Lebesgue i les integrals de Riemann-
Stieltjes a les proposicions 4.2.2 i 4.2.4 so6n del mateix tipus, amb constants diferents, a les
obtingudes en les Proposicions 4.4 1 4.2 de [NR02]. Per tant, podem repetir els mateixos

calculs que els realitzats en aquell teorema i obtindrem el resultat que voliem. O

Observem que utilitzant les notacions que hem introduit anteriorment podem escriure

I'equacio (4.39) de la segiient forma:
a(t) =z + F(x) + G\ (), telo,T). (4.40)

Donarem ara una cota superior de la norma de la soluci6.

Definim ¢(a,y) com,

= 510 <9 < 2,
— 1 1-2
(o, 7) = > sl oy
1 .
T siy=1.

Proposicio 4.3.2 Assumim que b i o satisfant les mateizes hipotesis del teorema 4.5.1 1

que o satisfa també (H3). Llavors, [inica solucid de l'equacid (4.39) satisfa

@] < CF exp (CO Ao (g) 57 )
on les constants C’S’) 7 C’éﬁ) depenen només de T, a, v 1 de les constants que apareizen a
les condicions (H1), (H2) i (H3).

Demostraci6: Denotarem per C' una constant positiva, que dependra de 7', o, v i de les
constants que apareixen a les condicions (H1), (H2) i (H3), aquesta constant canviara

d’una linia a una altra.
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Usant (4.18) tenim que

‘G’") (/ |atsx ds
+a// |0tst_;;irx(r))'drds)

g/la(g)( 0/0 Md +aK/ / %dms

ak p—a+1
TG —at1) >

< CAu(g) <1+ /0 t <sa 2(s)[ + 5~ /0 S %m) ds). (4.41)

Llavors utilitzant els resultats (4.14) per a K(u) = K, (4.15) i (4.16), tenim que

|Gt ()l KB(l—Oé1+M—a) —2a
/ ~ a+1 ds < Ao(g) =2

o [ [ )

+B(2a,1 — a)/o %du

// ’ftuu_ afly)‘(t—y)_adydu).

I ara si seguim els mateixos calculs que hem fet per a estudiar el terme A, i apliquem el

resultat que hem obtingut préviament combinat amb el lema B.0.7, obtenim que
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rG” — G (x)] KB(l—a,p—a+1),, s
ds < CA tH—2a+
/ — )t s < Chlg) (b —a)
K&B(l—a,ﬁ Oé—|—1) B—20+2
f—a)(f—a+?2)

1—%//‘ zbﬁﬂdd

Koo / %

i / / ‘xu_ Jar Nt~ yydydu

+K / / (u_y)ﬂ—a—l(t_y)—adydu)
< O <1+// u)_y)a(ﬂﬂd .
<CA()(1+/0 (éf"_(u)h / ORI aH )m)

(4.42)

du

Finalment utilitzant el resultat (4.7) tenim que

¢ |FO(z) — FO (2 ;
Ft(b)(m)‘ +/0 ! ((tis)il( )’dsg 0(1+/0 (t—s)_o‘|x(s)|ds). (4.43)

Per acabar la demostracié seguirem els mateixos calculs que en la proposicio 5.1 de [NR02).

\x
h / t_ a+1

[ llavors amb les cotes (4.41), (4.42) i (4.43) la segiient desigualtat s’assoleix

Definim

h(t) < C(14 Aq(g)) (1 + /0 t ((t — s)~ 71/l 4 g7o) h(s)ds) .

Finalment, usant la desigualtat de Gronwall (veure Lema A.0.3) acabem la demostracio.
O
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4.4 Equacions estocastiques

En I'altim apartat d’aquest capitol acabarem aplicant els resultats que hem obtingut per

a equacions deterministes a I’equacions estocastica (4.1).

Per tal d’obtenir aquests resultats només cal seguir exactament els mateixos raonaments
que hem utilitzat en la demostracio de ’apartat 3.4 del capitol anterior. I aixi aconseguim

provar el Teorema 4.1.1 com voliem.



5

Estimacions per la soluci6é d’equacions diferencials

estocastiques dirigides per un moviment Brownia

1 1

fraccionari amb parametre de Hurst H € (5, 2

El proposit d’aquest capitol és obtenir estimacions precises de la norma del suprem per a
la soluci6é d’un sistema dinamic dirigit per una funcié Hélder continua y d’ordre 5 € (%, %)
del tipus

dr; = f(xt)dyt-

Per aconseguir-ho utilitzarem els métodes introduits per Hu i Nualart a [HNO09].

Després, també estendrem el resultat d’existéncia d’una soluci6 obtingut a [HN09| al cas

on f té un creixement sublineal de la forma |f(z)| < ¢(1 + |z|7) amb v < 5.

Finalment també obtindrem estimacions que demostren I’existéncia d’una soluci6 per una

equacio lineal de la forma

dz = g(xt)ztdyt.

Com a aplicacié d’aquests resultats deduirem ’existéncia de solucié i de moments per

a les solucions d’equacions diferencials estocastiques dirigides per un moviment Brownia

11

fraccionari amb parametre de Hurst H € (3, 5). A més també obtindrem una estimacio

per la derivada de Malliavin amb la norma del suprem. Aquests resultats generalitzen el
treball de Hu i Nualart [HNO7| pel cas H > 1.

L’esquema d’aquest capitol és el segiient: al primer apartat recordarem la definici6 de
funcional multiplicatiu i presentarem les normes que utilitzarem durant el capitol i en el
segon apartat estendrem les nocions de derivades i integral fraccionaries que hem introduit
en el capitol 2 apartat 2.2. En el segiient apartat, el tercer, demostrarem els resultats per a

equacions diferencials deterministes, mentre que en el quart capitol considerem un sistema
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d’equacions diferencials semilineal. Finalment acabem aquest capitol aplicant tots aquests

resultats al cas d’equacions dirigides per un moviment Brownia fraccionari.

5.1 Preliminars

Fixem un interval de temps [0, T]. Per a qualsevol funcio z : [0,7] — R™, considerarem

la segiient norma y-Holder a interval [s,¢] C [0,7], on 0 < v < 1,

lz|.,. = sup [z = 2|
sty s<u<v<t (U - u)W

Si A:={(s,t):0<s<t<T} per a qualsevol parell (s,t) € A i per a qualsevol
g : A — R™ establim

lollp, = sup 120N
ity s<u<v<t (U - u)7

A més, també utilitzarem, per tal de simplificar notacions, |[z[|, = ||lz[/, . Finalment,

[/ 51,00 denotara la norma del suprem a l'interval [s, t].

Ara si fixem 0 < 8 < 1, com a [Lyo98|, introduim la segiient definicio.

Definicié 5.1.1 Direm que (z,y,2®y) és un funcional multiplicatiu 5-Holder con-

tinu (m, d)-dimensional si:

1. 2:[0,T] = R™ iy :[0,T] — R son funcions 3-Hdlder continues,
2. 20y : A= R"®R? és una funcid continua que satisfa les segiients propietats:

a) (Propietat multiplicativa) Per a tota u tal que s < u <t tenim que
(R Y)su+ (@O Yus + (20— 7) @ (4 — ) = (T @ Y)ss-
b) Per a tot parell (s,t) € A
(& @ y)sil < clt — 7.

Observaci6 5.1.1 Remarquem que utilitzem la notacio ® en dues situacions diferents.
St x iy son dues funcions 5-Hdélder continues, aleshores x®y és una matriu les components

de la qual son funcions de dues variables en A (aquest seria el cas del primer i el segon
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factor de la propietat multiplicativa de la defincid anterior). En canvi, si u i v son dos
vectors aleshores v @ u és una matriu definida per (v @ w)¥ = viw’ (com seria ek cas del

tercer factor de la propietat multiplicativa).

Per exemple, si x i y son funcions diferenciables amb continuitat, aleshores per a i =

1,....,mij=1,...,d definim

o= [ an,
s<E<n<t

Llavors, (z,y,x ® y) és un funcional multiplicatiu 1-H6lder continu (m, d)-dimensional.

Denotarem per Mﬁb 4(0,T) Tespai del funcionals multiplicatius S-Hélder continus

(m, d)-dimensionals.

5.2 Derivades i integrals fraccionaries

Sigui (z,y,2 ® y) un funcional multiplicatiu S-Hélder continu (m, d)-dimensional, amb

b e (3, 2) i considerem també una funci6 diferenciable amb continuitat f : R™ — RYQR™.

Observem que no podem utilitzar el resultat del Teorema 2.3.2, com hem fet en els dos
capitols anteriors, per tal de definir la integral fab f(x)dy,, perqueé la derivada fraccionaria
D¢, f(z) no esta ben definida si o > . Per tant, el que farem sera utilitzar la construccio
de la integral ff f(z¢)dy: donada per Hu i Nualart a [HN09] utilitzant una extensio de les

derivades fraccionaries que hem presentat al Capitol 2.

Suposem que f’ és localment A-Holder continua, on A > X — 2 i fixem a > 0 tal que

8
1-B<a<2B,ia< Bl

Per r € [0, a| definim la derivada fraccionaria compensada d’aquesta forma
1 f(zr)
I'l—a) \(r—a)>

o st T )

Dy, f(x)(r) =

on I'(a) = [ r* e "dr és la funcio d’Euler.
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Considerem també la segiient extensié de la derivada fraccionaria per a x ® y, definida

per r € [0,b)

- L b ’ Z r,s
e - R e =

Es demostra en el [HN09, Lema 6.3] que la funcié D,~“(z ® y)(r) és Holder continua
d’ordre f.

Definici6 5.2.1 Sigui (z,y,x ® y) € Mid((),T). Sigui f : R™ — RY®@ R™ una funcid

diferenciable amb continuitat tal que f' és localment \-Hdélder continua, per a A > % — 2.

Fizem a > 0 tal que 1 — f < a < 20, i a < % Llavors, per qualssevol a, b tals que
0<a<b<T definim
b d b .
| #ain = (=17 Y [ D@Dy )ar
a (5.1)
Pt Y [ D @) () DD @ )
i=1 j=1"0

Es demostra a [HN09| que aquesta definicio és coherent amb la definici6 classica d’integral,
en el sentit que si y és diferenciable amb continuitat, llavors la integral anterior coincideix

amb .
b
fi(z) (), dr
X | st

A més, la integral (5.1) no depén de la tria de « i coincideix amb la integral definida

utilitzant la norma de la variaci6 + i la teoria de rough path analysis (veure a |[Lyo98] o

B
ILQO2)).
5.3 Equacions diferencials deterministes

Suposem ara que (y,y,y ® y) pertany a Mgd((), T)isigui f: R™ — R? @ R™. El nostre

objectiu és resoldre la equaci6 diferencial

Ty = To +/U f(z,)dy,, t €10,7]. (5.2)
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La idea principal de Hu i Nualart a [HNO9] per a resoldre aquesta equacié és escriure-la
com un sistema de tres equacions d’incognites (z, x ® y). La primera equacio és justament
'equacio6 (5.2), on la part dreta és una funcié que depén de (z,y,z ® y), d’acord amb la

Definicié 5.2.1. La segona equaci6 sera

(@ y)e = / F(2)dy © g).a(r). (5.3)

Observem que la part dreta de (5.3) és una funci6 de (z,y®y, z® (y®vy)), utilitzant altre
cop la Definicié 5.2.1. Finalment, la tercera equacio és la que obtenim escrivint 2 ® (y®y)
com un funcional de (z,y,2 ® y,y ® y) (veure a [HN09|, Equaci6 (3.26)) com presentem

a continuacié per a s <t <u

(93 ®(y® y).,u> |

_ F((Il_)“a) /: ((xr — :E;)LX)S()ziu — Yr) a /Sr (o —(iri?)%:l— ye)d&)

QD! =y, (r)dr

(_1)204—1 ! l—-aml—a
—mfs D,=*D, =%z @y)(r)

Yu — Yr " Yo — Yr
———— + (2a -1 ———df| d
o [t + ooy [ ] o
(_1)2a—1 /t Ty — Ts /7" T, — Ty . .
Y Y —— Tt (2a—1 ————df| D,”*D,”“ dr.
+p(2 —2a) J, |(r—s)2-1 +(2a—1) . (r—6) i~ D2 (y @ y)(r)dr
(5.4)
Per definici6, una solucié de I'equacio (5.2) és un element de M,’fL’d(O,T) que satisfa les
equacions (5.2)-(5.4).

L’existéncia d’una solucié de l'equacio (5.2) esta provada en el Teorema 4.1 de [HNO9]
sota unes condicions de la funci6 f més fortes que les nostres, entre les quals hi ha la
condici6 que f sigui acotada. En aquest mateix treball també obtenen aquesta cota de la

norma del suprem de la soluci

1
|y @y ?
sup |z;| < |o| + 1+ T { 2kpy HyHng—w :
t€[0,7] yll 5
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observem que el problema d’aquesta cota és la norma que apareix dividint, en la cota que

nosaltres aconseguim no tenim cap terme d’aquest tipus.

En aquest apartat del capitol utilitzarem la construcci6 de la solucié de I'equacié donada
en el Teorema 4.1 de [HN09|, i obtindrem una cota superior de la norma del suprem
per a la soluci6, assumint que f satisfa una condici6 de creixement sublineal de la forma
|f(z)] < C(1+|z|"), per ay < B. Si (y,y,y ® y) és un element de Mf’d(O,T), podem

escriure que

Ay =yl +masx (L Il + v @ vl ) (55)

Teorema 5.3.1 Sigui (y,y,y ®y) un funcional que pertanyi a Mid(O,T) i
f:R™ = R™ x RY una funcid diferenciable amb continuitat tal que f' és acotada i

1
\-Holder continua, per a X > 5 2. Suposem que f satisfa que |f(x)] < C(1+ |x|7) per
a v < B. Llavors hi ha una solucid (z,y,z ®y) € Mi’d(O,T) per a l'equacid (5.2).

(i) Si la funcio f és acotada (cas v =10), llavors x satisfa la segiient estimacio

sup |z¢| <|zo| +1+T (Kpf/ly)% , (5.6)
te[0,7)

on pr=|flloo + 1l 111y ¢ K €s una constant universal que depén de [ i .

(i1) En el cas general obtenim que

B
1\ A=
sup |z < 2<|x0\ —l—l—l—T((Kﬁf)% —|—2(KC)%) Aﬁ) , (5.7)
te[0,7)

on pr = ||l + I f'll\ ¢ K és una constant universal que depén de 3 i .

Demostracié: Per tal de simplificar la demostracié assumirem que d = m = 1.
AB+1

Fixem a > 0 tal que 1—f<a<28ia<
J Mﬁl(O,T) — Mﬁl(O,T) donada per J(z,y,z ® y) = (J1,y, J2) on Jy (resp. Jo) és la
part dreta de 'Equacio (5.2) (resp. de I'Equacié (5.3)). Per tant ens queda

. Aleshores considerem 1’aplicacio

T2y, @ y)(t) = 20 + /O f()dy,, (5.8)

Ty, @ y)(s,t) = / Fa)dly @ y).a(r). (5.9)
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Remarquem que aquesta aplicacio estd ben definida ja que (Ji, y, Jo) és un funcional

multiplicatiu real S-Hélder continu per cada (x,y,z ® y) € Mﬁl(O, T).

Ara utilitzarem les estimacions de les normes Hoélder de J; i Jo obtingudes a la Proposicié

4.1 de [HN09]. D’aquesta manera ens queda que,

il < K [1F@I a5+ (2 © 9l 5 + ol ol )

< (1o + 15 212, 5 (8 = 97 (2 = 9)°] (5.10)
Wl < K [17G)] (I @ 9l a0 + 191205)

s (A A N o (R R N € A (5.11)

1l 17 @ 0l 0+ Mol ly @ ol 00) (¢ = )7]

A partir d’aqui, dividirem la demostracié en tres passos.
Pas 1: Busquem un conjunt C¥ d’elements (z,y,x ®@y) € Mﬁl(O,T) tal que J(CY) C CY.

Utilitzant que v < 3, sabem que existeix una tnica constant M, > 0 tal que

=

[wo| + 1+ T (K (py + C(1+ M) A,) P = M, (5.12)

Per simplificar, definim
H,:= K (py+C(1+M))),

A, = (H,A,) 7.

Anem a definir ara el conjunt C¥Y i comprovarem que J(C¥Y) C CY. Sigui CY el conjunt

d’elements (z,y,x ® y) € MEI(O, T) que compleixen les segiients condicions

2]l o0 < My, (5.13)
sup e, < Hy (Il +1) (5.14)
0<t—s<Ay,
2
S 2@ yll, 05 < Hy (ol + Il + Iy @ ylly5) (5.15)
0<t—s<A,

Volem demostrar que J (CY) C CY. Suposem que (z,y,z ®y) € CY i fixem s it tals que

0<t—s<A, (5.16)
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Per tant es compleix que que

(5.17)

H, (llylls +1)

i també que
1

(t—s)’ <A< .
2
Hy (Il + Iyl + lly © oy

(5.18)

Llavors, utilitzant les condicions (5.14) i (5.17) per la primera desigualtat, i la condicio

(5.15) i la (5.18) per la segona, obtenim que

(t=5) 2l <1, (5.19)
(t =) llz @ yll, 05 < 1. (5.20)

Com a conseqiiéncia, de l'estimacié (5.10) i a partir dels resultats (5.19) i (5.20) obtenim

facilment que

11l < K |CO+lZ) il + 0+ gllg) (oo + 171)]
< K [yl (CO+ ) + 1 g+ 1711) + 17 1o + 1671

< Hy (Iyll;+1). (5.21)
A més a més, a partir de I'estimacio (5.11) i utilitzant altra vegada les desigualtats (5.19)
i (5.20) tenim que
12llnz5 < K [COU+ 2llZe) (lly @ wllys + 1)
(1 e + 1271 (Il + il + ly @ w5 )]
<K [(CO+ M)+ 1F e + 151) (ly @ yllos + 13)
(1 W + 151 il

2
< Hy (s + Il + ly @ s )

Aix0 prova que les estimacions (5.14) i (5.15) son certes per a J; i Jo respectivament.

Ara doncs, només ens queda provar que (5.13) també es compleix per a J;.
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Sigui N = [T'A,'] + 1 i definim la particio {to,...,tx} de D'interval [0,7] donada per
ti=14,,1=0,...,N—11ty =T. A partir de les estimacions (5.17) i (5.21) obtenim
que

sup  |(J1)u] < ‘(Jl)ti,ll + (tim1 — ti)ﬂ /1

UE[ti—1,t4]

tiz1,ti,B < |(J1)ti,1‘ + 1.
Aleshores, també és cert que

sup [(J1)ul < sup  [(J1)u| + 1.
u€(0,t;] u€l0,t;—1]

[ per tant, utilitzant un argument d’iteracié obtenim finalment que

up 1070l < [0l + N < o] + 1+ TS = [a] 41+ T(H,4,)} = M,
u€[0,T]

Aixi hem provat que, (J1,y, J2) € CY.
Pas 2: Provem [’existéncia d’una solucié a l’Equacid (5.2).

Per tal de demostrar I'existéncia de solucié podem construir una seqiiéncia de funcions
2™ i (z @ y)™ tals que,
20 = g, (x® y)(o) =0

x(n) - <]1 <x(n—1)7 Y, (LU & y>(n_1)) )
(z@y)" =1 (m(”‘”, y, (z® y)("*l)) :

Observem que <m(0),y, (x® y)(0)> € (Y, i llavors com que en el Pas 1 hem provat que

J(CY) C CY, també és cert que (m("), Y, (z® y)(n)> € CY per cada n > 1. Com a conse-

qiiéncia d’aixo, tenim que ||z || < M,,.

Per altra banda, podem estimar H:L’(”) Hﬁ de la segiient manera utilitzant la condici6 (5.14)
||$(n)H < sup —|x§") — xg”)} + sup —|$§n) — xg")|
P T ossctsr (E—5)7 ocsci<r (E—s)”
t—s<Ay t—s>Ay
< 4, (Hyuﬁ + 1) + 24,9 M, == C. (5.22)

Aixo implica que la successio de funcions z(™ és acotada a C?(0,T). Per tant, existeix

una subsuccessio que convergeix amb la norma ('-Holder si 5/ < S.
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D’una manera molt similar obtenim el mateix resultat per a (r ® y)™. De fet, utilitzant

la mateixa definici6é de t; que en el Pas 1, podem escriure que

|(z @ y)™

2
vz < Hy (Il + 105+ g @ yll5).
i per tant, utilitzant el resultat (5.20) tenim que

sup  [(z@y)Y| < |z @y)™ )%

ti—1<s<t<i; N

ti—lyti126<ti — iz

<(t—ti1)’ < Af,
i iterant la desigualtat obtenim que

sup | (z@y)W | < NAY < AP+ TAI

0<s<t<T

Utilitzant el mateix argument que a (5.22) per a (r ® y)™ obtenim que

| @@ y)® I,y < Hy (I} + Nolls + Iy @ ylls) + 4,7 + TAF = Coe (5.23)

Denotem per C*(A) el conjunt de funcions g sobre A tals que ||g|los < oco. Aleshores,
hem demostrat que la successio de funcions (r ® y)(") és acotada a C?°(A). Aleshores,

existeix una subsuccessio tal que convergeix amb la norma f’-Holder si 8’ < 5.

Ara quan n tendeix a infinit és facil veure que el limit és una solucié, i que el limit defineix
un funcional multiplicatiu S-Hélder continu (x, y, z®y). Per tant, I'existéncia d’'una solucié
ha estat provada i aquesta solucio satisfa les condicions (5.14) i la desigualtat (5.15) si es
compleix (5.16).

Pas 3: Provarem el resultat (5.7).

Per provar que és certa la desigualtat (5.7), és suficient veure que M, esta acotada per la

part dreta de (5.7). A partir de la igualtat (5.12) podem escriure
M, < A"+ BMy, (5.24)

amb

=

A =ao| + 14+ T25 71 [K (py + C) A5,
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1_4q 1
B=T2""[CKA)7 .
La desigualtat (5.24) segueix essent certa si substituim A’ per A, on

l?
B—

lwo| + 1+ T25 ((K,af)% + z(OK)%> Aﬁ}
Ara, si N, és tal que N, = A + BN/, llavors obtenim que
M, < A+ BNy = N,.

Per tant en tenim prou calculant una cota superior per a N,.

Utilitzant que N, > A i que v < [ tenim que

ER

'__ > A+ BN} =N,,

( )

< % tindrem que N, < 2A, i la desigualtat (5.7)

1—

B 2N,

A+FNy:A+BNyB Ay
B

i aixo implica que

Per tant si ara comprovem que e

sera immediata. Podem escriure que

1 — 1 1
AT =5 (leol + 1+ T257" (Kpg )5 + 27257 (KCA,)?)

1 1
:§(|mo|+1+T2ﬂ (KpsA, )33) B> B,
i aquest resultat completa la demostracio. O

En el Teorema 4.2 de [HNO09| es prova la unicitat de la soluci6é assumint que f és dues
vegades diferenciable amb continuitat, f” és A-Holder continua per a A >3 —21 f, [

f" son acotades.
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5.4 Un sistema d’equacions semilineal

Considerem el segiient sistema d’equacions
t
Ty = X+ / f(z.)dy,, (5.25)
0
t
2 =2+ / g(x,.)zdy,, (5.26)
0

ony: [0, 7] — R és tal que (y,y,y®vy) € ]\456[(07 T'). Considerem les segiients condicions

sobre els coeficients:

(H1) f:R™" 5 R™" xR%i g: R™ — R™ x R" x R? s6n funcions acotades amb derivades

1
acotades, i a més f' i ¢’ son A\-Holder continues d’ordre A > — — 2.

Amb el resultat que hem obtingut del Teorema 5.3.1 sabem que existeix un funcional
multiplicatiu (m, d)-dimensional i -Hoélder continu (z,y,z ® y) tal que és una solucio de
I'Equacio (5.25). En aquest apartat treballarem amb I'Equacio (5.26), on (z,y,z®y) sera

la solucié de ’'Equaci6 (5.25) construida com en el Teorema 5.3.1.

Llavors, considerarem que una solucié de 'Equacié (5.26) és un funcional multiplicatiu

p-Holder continu (z,y,2 ® y) € M;Bd((), T) tal que satisfaci la igualtat (5.26), I'equacio

vy

t
(2 @ y)st = / 9(zr)2d(y @ y)., (5.27)
i una equacio6 similar a la (5.4) expressant 2z ® (y ® y) com una funci6 de z, y, 2Qy i yRy.

Podem utilitzar altra vegada la Definicié 5.2.1 per tal de definir la integral

b
/ 9(x,) 2z dy, (5.28)

utilitzant calcul fraccionari.

Observem que per a la integral (5.28), la derivada fraccionaria compensada la podem

escriure de la segiient maneraper 0 <a<r <Tij=1,....d

Dy (95(x)z) (r) = ml_ > (f’;(fﬁf;

(5.29)

o /r 95(x,) 2 — gi(wa)ze — i) Digs(xe)ze(h — ) — g;(9) (2 — Z‘Q)de
a (T - 8)a+1
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Ara suposem que (z,y,2Qy) € M” ma(0, 7)1 (2,y,2@y) € Mﬁd(O T). També fixem o > 0
talque 1 —f<a<28,ia< @ Llavors, la Definici6 5.2.1 aplicada a la integral (5.28)

s’escriu de la manera segilient per 0 < s <t <T

KWMW~ Z/ 2) (D" (1)

ye 122 / D2 (Dg5(2)=) () DI"DY (w @ y)¥ (r)dr - (5.30)

11]1

_ 2a 1 Z Z/ D2a 19@,] ( )D]fl;aptlra(z ®Q y)e,j (T)d?”.

=1 j=1

Les dues proposicions segiients ens donaran unes estimacions necessaries per a la integral
(5.28) i la integral que apareix a la part dreta de 'Equaci6 (5.27). Aquestes estimacions
son similars a les utilitzades en el Teorema 5.3.1 per obtenir els resultats referents a
'equacio (5.25).

Denotem per K una constant genérica que depén només dels parametres o, S i A. Farem
is de la segiient notacio, per (z,y,z ® y) € M’ ma0,T), (2,y,2®y) € MP na(0,T)10 <
s<t<T:

Do p(z,y) = |lr® ?JHs,t,zﬁ + ”st,t,ﬁ ||fUHs,t,5 )
Porp(, 4, 2) = [ylls e 12l 6 12lse5 + 12l 12 @Yl 06
Tzl lly @zl 08 -

Proposicié 5.4.1 Sigui (z,y,2 ®y) € M” ma0, 1) i (z,y,2®y) € Mﬁd(O T). Assumim
la condicid (H1). Llavors per qualssevol a i b tals que 0 < a < b < T tenim que

H/g(rcr)zrdyr

A
+Pap5(2,y) (b — a)’ <||9’HA 120l .00 1ll55,5 (b = @)

< K (Il 190 120
a,b,B

(5.31)
9 o 120 s (0 = @) + 119'll HZIIG,b,oo>

0t 5(2,9) (0 = ) (gl + 19l 2] (b — @) )
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Demostracio: Sense pérdua de generalitat assumirem que d = m = n = 1. Per qualssevol

0, r € [a,b], 6 < r, tenim que

9(xr)zr — g(x0)20 — g'(79)20(2r — T9) — g(20) (2 — 20)

= 2 (g(x,) — g(x0)) — 9'(x9)29(, — )
— % / o (e + (1 — p1)o) @y — w)ds — o () 202, — o)

— (o) s [0 (0= ) = o)) = o o) )]

(5.32)
Per tant, utilitzant els resultats (5.29) i (5.32) obtenim
S 1 191l 12|
Da : ’ < 0
B2 (o012 ()] < ey (1l
"zl 191 255 (7 = 0 + 119/l 2]l (= 6)°
+a ||ar5 v do
(r—6)* (5.33)

- A1 B
< 5 (llsll Hznw (r =)+l 19 T 12l e (7 = @)D

09 Moo 12l 12 O = @)
Les segiients estimacions son les mateixes que les que s’obtenen a la Proposicié 3.4 de
[HNO09],

DI ()] < 6 gl (b — )+, (5.34)
DD (@ @ y)(r)] < Kbyl y)(b— )42, (5.35)
DD (2 @ 9)(1)| < Kby p(z,9) (b — )22, (5.36)

Per altra banda, a partir de la definicio de les derivades de Weyl que hem donat al capitol

2, 1 utilitzant el resultat (2.3), obtenim que

19156 12000

’DZa 1 g(:c)Z)(T)| <K <W

N /’” g (z,)(z — za()r—i—_,z;;g;(m) — g,<l’9))d9>

<K (190 Wl = @2 4 1 2l — 0201

(5.37)

A
M3 M=l o0 1211505 (r — @

Y

),8/\72a+1>
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D272 9(@) ()] < K (gl O = @)% 4 g/l 2] (r = @)P24) . (5.38)

Per tant, substituint les estimacions (5.33)-(5.38) al resultat (5.30) s’aconsegueix que

b b
[ stz < Kyl (ngnwnzna,b,m [ r=aew-rar

b
A+1 —a a+p—
_'_Ha;Ha,—Z,BHgIH)\H’ZHa,b,oo/ (r — a)MD5(p — )ty
b
20—« a+p—1
el el [ = @00 = ryar)
b
K yp(ay) [ 0= (I el = 0
—2a A —2a
F 19 Moo 120 s 7 = @772 1g 1y N2l oo N2l 5 O = @) “) dr
b
K azn) [ 0= 022 (gl 0= ) 4 ] el 0 — 02
Finalment, usant que
b
/ (r—a)?(b—r)idr=Bp+1,q+1)(b—a)Ptr™,
on B(p,q) és la funcio Beta, obtenim

b
/ 9(x,)zpdy,

+KPap5(x,y) (b~ a)*’ (vaHi,b,g 19'llx 121l p,00 (0 = @)™

< K= a)" [yl a5 191l 12]la,p,00

119 loe 12lla 5 (0 = @) + 119/l ||Z|!a,b,oo)

500,02, 5) (0 — @) (llglle + 19 Nl (0 — @)?)

i aixo implica facilment el resultat (5.31) que voliem. O
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Proposici6 5.4.2 Sigui (z,y,x ®y) € Mriyd(O,T) i (2,y,2Qvy) € Mﬁd(O,T). Assumim
la condicié (H1). Fizem o > 0 tal que 1 — f < o < 20, o < % Llavors per qualssevol

a1btals que 0 < a<b<T tenim

H/g(%)zrd(y ®Y)r,

A
K Pa(@,y,5) (b= @) (]2 19/l 12l (0 — @)

S Kéa,bﬂ(y7 y) Hg”oo ||Z”a,b,oo
a,b,23

16l Dol ® = 0% + 191 1200

+E @525, 9)(0 = 0 (gl + 19 ol (0 = 0))

Demostracié: Per tal de simplificar la demostracié assumim que d = m =n = 1. A

partir de la Proposicio 3.9 de [HN09], tenim que

1 @ Y)-bllop25 < Pans(y, y) (b — a)”, (5.39)

ique

[z @ (y @ y)‘vaa,b,Qﬁ < K®upp(r,y,y)(b— a)ﬁ-
Aquestes desigualtats impliquen que

P, (y @Y).p) < KPapp(x,y,y)(b—a)’ + ||z, s Pass(y,y) (b — @)’
S K¢a7bﬁ<x7 Y, y) (b - a)ﬂ' <54O>

Estimacions similars s’assoleixen substituint z per z.
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[ ara, a partir de la desigualtat (5.31) i utilitzant els resultats (5.39) i (5.40) tenim que,

b
L/g@ﬁ%ﬂy@MMfSKw—aWMy®w¢mmﬁmuHﬂwm

z a,b,00 (b - a)AB

+ Ko, (y ©).) 0 — ) (],

z a,b,oo)

FE D52 (5 29).0) (b= @ (gl + 19| 2,5 0 — @)?)

19 lloo 12l (0 — @) + 119l

< K= a)"Paps(y,9) 9]l 12]l0 .00

+KBapg(@,y, 1) (b — @) (171245119l 120 (b = @)

z a,b,oo)

#8002, )0 = 0 (9] + 19 1], (0 = 0)°)

119 loc 1205 (0 — @) + 119l

i aquesta desigualtat ens implica el resultat desitjat. a

Ara ja tenim tots els resultats necessaris per tal d’establir 'existéncia d’una solucié per a
I'Equacié (5.26), igual que hem fet abans per a 'Equacié (5.2). També podem trobar ja

una cota superior per aquesta solucio.

Recordem que, per definicio, una solucio de 'Equacié (5.26) és un element de Mf,d(O, T)

tal que es compleixen les dues equacions segiients

t
2 = 2 +/ g9(z,) 2 dy,, (5.41)

Z®yst—2/ gi(wr)z)" d(y @ y)7i (r), (5.42)

perak=1,...,nil=1,...,d,itambé es compleix una equacio6 igual a I'Equaci6 (5.4)

per z expressant z ® (y ® y) com a funcié de z, y, 2@y iy y.



92 5 Estimacions de la solucié d’equacions diferencials estocastiques dirigides per un fBm

Teorema 5.4.3 Suposem que f i g satisfan la condicic (H1). Sigui (y,y,y ® y) €
Mf’d(O,T). Suposem que (v,y,r ® y) € Mﬁyd(O,T) és la solucié de ’Equacié (5.25)
construida en el Teorema 5.3.1. Sigui p, = ||g|l + 119l + |¢'||\- Llavors, hi ha una
solucid (z,y,2®y) € Mfid a Uequacio (5.26). A més a més, la solucid z satisfa la segiient

estimacio

sup |z¢| < |zo|exp (c (1 + T (K max(py, 12pg)/ly)%>) , (5.43)
0<t<T
per a ¢ =log(4/3).

Demostracié: Per tal de simplificar la demostracié assumirem que d = m = n = 1.
Fixema>0talquel - <a<20ia< @ Considerem 'aplicacio J : Mlﬁ’l(O,T) —
Mﬁl(O,T) donada per J(z,y,z ® y) = (J1,y,J2), on Jy (resp. Jo) és la part dreta de
I'Equacio (5.41) (resp. de 'Equacio (5.42)), per tant ens queda que,

t
Ji(z, 9,2 @) (t) = 20 +/ g(z)z-dy,,
0

Jo(z,y,2®@y)(s,t) = / g (2r)2:d(y @ y).4(r).

Recordem que z és la solucié de ’'Equaci6 (5.25) que hem construit en el Teorema 5.3.1.

A partir de les Proposicions 5.4.1 1 5.4.2 tenim que

| /1

s ST N5 9loc 12
A
FE D52 9)(t = 5 (12l 11 121 (=

16 W2l (2 = )+ 19 121 1.0

KBz, 9)(t = ) (ol + 19l 2l (E = 9)7)  (5.44)

124 108 < K Pt (Y 9) 19l 0o 121l 1,00
A
+K€ps,t,5('x’ Y, y)(t - S>B (H'm”s,t,ﬁ ||g,||)\ ||ZHs,t,oo (t - S)AB

e 4 T R G N Y

K852, 5,0)(E = 5)° (9] + 19l 7] 15 (= 5)7) . (5:45)
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Dividirem la demostracié en diversos passos.

Pas 1: Busquem una nova cota per a les normes ||, 5 @ [|)2ll,, 05 que no depengui de

x ni de .

Definim
1
A = [K max(ps, 12pg)Ay] 7

on A, esta introduit a (5.5). Utilitzant els resultats que hem obtingut a la demostracio
del Teorema 5.3.1, per C' = || f||oc 1 7 = 0, sabem que si s,¢ sén tals que 0 <t —s < A,

llavors es compleix que

ol < Kos (Iylls +1)
(t= ) ally 10 <1

(t =) llz @ ylly 05 < 1.

Com a conseqiiencia obtenim que

Do, y)(t =) < |lylls + 1,
D5 (2,5, y)(t = 5)7 < llylls + lyll5 + ly @ yllys -

Observem també que si s, ¢, satisfan que 0 <t —s < A} <A, llavors també és cert que

1
(t—s) < :
12K p, (1 + HyHg)

1
(t—s)’ < 5 :
125, (Jlylly + NIl + ly © 5 )

(5.46)

(5.47)

Per tant, si ara fixem 0 <t—s < A i (2,y,2®y) € Mﬁl(o, T'), a partir de les desigualtats

(5.44) 1 (5.45) i utilitzant totes les cotes anteriors obtenim que
305 < KoL+ Tollg) 2l + 255 (1 ) Nl (2 = )°
K pgllz ® yllsaas(t — )7,
i que
1alls 105 < Kpgy 2115 1 0 + 2K pg Ay |2, 5 (8 = 5)°

|S,t,QB (t— 3)6‘

s,t,00

+Kpy [yllsllz @y
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Finalment tenint en compte que

2l p00 < lzsl + N12ll55 (= 5)7,

s,t,00

podem escriure que

||J1||s,t,/3 + ||J2||5,t,25 < 2K pyAy|zs| + 6K pg Ay (t — S)ﬂ [||Z||s,t,/3 +llz® y”s,tﬂﬁ]

1
< 2K p Ayl + 5 |2l + 12 Yllscas] (5.48)

Pas 2: Establim Uezisténcia de solucid per a lequacid (5.26).

Sigui N = [T'(A})~"] + 1 i definim la particié {to,...,ty} de Pinterval [0, 7] donada per
ti = 1A,,1=0,...,N —11ity = T. Ara construirem una successi6 de funcions 2" i
(z ®@y)™ tals que,

0=z, i (zoy)@ =0,

iperan >1,

Z(n) — J]. (z(n_l)’y’ (z ® y)(n_l)) ,
(@)™ = & (070, y, (:09) ")

A partir de la desigualtat (5.48) obtenim

n n (n—1)
||Z( ) ti—1,ti,0 + H(Z ® y)( : ti—1,ti,28 < 2Kpg/1y|zti*1 ’
1
- (n—1) (n—1)
+2 |:HZ ti—1,ti,0 + H (Z ® y) tifl,ti,2ﬁ:| ’
[terant aquesta desigualtat obtenim que
n n (m
1=, s+ NG @D, 05 < 4K peAy sup (7], (5:49)

Aleshores, per una banda podem escriure que

sup[2f"] < [ |+ (45)°)| =

TE[tifl,ti]

n—1 m
|Z§i71 )’ + 4KpgAy(A;)B O<Tsnli17)7,fl |Zt(i—)1 B

<
ti—1,t,8 —

i aixi obtenim, a partir de (5.47), que

T

4
sup  sup |z(m)| < - sup ’zt("f)l‘
0<m<n refti_1,t;] 0<m<n
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i per tant és cert que,

sup sup |z£m)’ <

4
— sup  sup ]z§m>\.
0<m<n r€[0,t;] 3 o<m

<n TE[O,ti,ﬂ

Si iterem una altra vegada, obtenim que
AN\N 4 T(A) ™ +1
ml < (= <|(-= (5.50)
sup sup [+7] < (5) 1ol < (5 120]. .
0<m<n rel0,T]

Ara estem en condicions d’obtenir una estimacié per Hz(") HB’ a partir dels resultats (5.49)

i (5.50)
(n) (n) n) (n)
w| < [z — =" [ — ="
Hz ”5 - ogig?gT (t—s)P * 0§SSI<1£)§T (t—s)8
t—s<A, t—s>A),

<Ky, sup ([ +2(4) )

AN\ T4~ +1
<(3) 0l (8K py 4y + 2K max(p7, 12p,)A,)

4 T(A) ™ +1
< (5) |20|2K max (pr, 12p,) A, = Cs. (5.51)

Aixo implica que la successio de funcions z(™ és equicontinua i acotada a C%(0,T). Per

tant, existeix una subsuccessio que convergeix amb la norma ’-Holder si 5/ < 3.

I per altra banda, amb un argument similar, tenim el mateix resultat per a ||(z ®y)™ |25

sup (2@ 9)I) < (A)%)1(z @ 1)l 102
ti1<s<t<t;
< (A)*P4Kp,A,  sup zgf)‘
0<m<n-—1
A/
S?y sup zt(ﬂ
0<m<n—1

I per tant, aconseguim que

N T(A))~1+1
) < (2 < (AN
sup  sup |(z®@y)Ty| < 3 |20] < 3 |20/

0<m<n 0<s<t<T
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[ ara amb el mateix argument que a (5.51) tenim que

[e.9]

1@ 9)Pllas < 8Kpydy sup [[27]] 4 (4)7[|(z @ 4)®

4 T(A,) "t +1 S
< 20| (g) (8K pygAy + (K max (py, 12py) Ay)7) := Ce.

Per tant, les normes ||(z ® y)™ |5 sén uniformement acotades, i també obtenim que
|(z ® y)gﬁ)\ esta uniformement acotat. Llavors (z ® )™ és equicontinu i acotat a C?%(A)

i per tant, té una subsuccessio que convergeix en la norma ('-Holder per 5/ < S.

Quan n tendeix a infinit el limit és una solucié i defineix un funcional multiplicatiu (-

Holder continu (z,y, 2 ® y).

Per acabar, I'estimaci6 (5.43) 'obtenim com una conseqiiéncia dels calculs que hem fet

per aconseguir el resultat (5.51). O

Utilitzant técniques de rough path analysis (veure a [FV10], formula (20.17)) es pot acon-
seguir una estimaci6 similar a la que hem obtingut en el teorema 5.4.3, Friz i Oberhauser

a [FO09| han demostrat que I’estimaci6é que obtenen és optima.

5.5 Equacions diferencials estocastiques dirigides per un fBm

Sigui WH# = {W# ¢ >0} un moviment Brownia fraccionari d-dimensional (fBm), amb

parametre de Hurst H € (%, %)

Considerem la segiient equaci6 diferencial estocastica a R™

d t
X, =X+ Z/ o (X )dwihi, (5.52)
j=1"0

on X, és una variable aleatoria m-dimensional fixada.

Aleshores hem de definir com entenem

witwwn) = [
s<u<v<t

)
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i J 2 . .
(WH,i ) WHJ)” _ % (Wt - WH ) si 1 =7,
R VA LR

per0<s<t<Tiij=1,...,d. 0 ésoperador divergéncia i coincideix en aquest cas

amb la integral estocastica anticipativa classica.

Es conegut que podem triar una versio de (WH# @ WH), ; de manera que (WH WH WHg
WH) sigui un funcional multiplicatiu S-Hélder continu per a una 3 € (%, %) fixada. Veure
per exemple a [CQO2].

Si apliquem el Teorema 5.3.1 a 'equacié (5.52) podem deduir que existeix una solucio
trajectorial a 'equacio (5.52) si: |o(x)| < C' (1 4+ |x|7) per alguna v < H, o és diferenciable

amb continuitat, o’ esta acotada i també és A\-Holder continua, per a A > % — 2.

A més també obtenim la segiient estimaci6é per la solucid quan o estd acotada, si triem
pe(5.H),

1
sup ;] < [ Xol + 1+ T (Kpy (W], +max (1, W5+ W e wh|,,)))".
0<t<T
(5.53)
I pel cas general podem escriure que
sup | X, < 2<|Xo| P14 T ((Kp)E +2(KC)?) (5.54)
t€[0,T

rh
(W), + mas 1, WHHZ+HWH®WHH25))‘I*>E |

A partir de les estimacions (5.53) i (5.54) podem establir les segiients propietats d’inte-
grabilitat per a la soluci6 de 'Equacio (5.52).

Teorema 5.5.1 Considerem l'equacid diferencial estocastica (5.52). Si o és diferenciable
amb continuitat, tal que |o(z)] < C(1 + |z|7), v < H, ¢’ és acotada i Hélder continua

d’ordre A > % — 2 llavors,

E < sup |Xt\p) < 00,

0<t<T

per a tota p > 2.
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A més, si o és acotada per qualssevol A >0 10 < H, llavors

E (exp)\ ( sup \Xt\5>) < 00.
0<t<T

Exemple: Observem que la segiient equaci6 satisfa les hipotesis del Teorema 5.5.1 per a

qualsevol ¢ € R
t
X(t) = a+/ sin(X, )W,
0

Considerem ara l'espai de Cameron-Martin H associat amb el moviment Brownia frac-
cionari WH, que engloba totes les funcions h; = E({(Z,W,)), on Z és un funcional d-

dimensional de W*# de quadrat integrable.

La H-diferenciabilitat de la variable aleatoria Xy, solucié del 'Equacio (5.52), és 'ingre-
dient principal en Iaplicacié del calcul de Malliavin a 'Equacié (5.52). Referim al lector
al Capitol 20 del monografic [FV10]| per una explicacié detallada de I'aplicacié del calcul

de Malliavin al moviment Brownia fraccionari i processos rough Gaussians relacionats.

Per qualsevol element h € H, la derivada D, X; de X, en la direccié de h satisfa la segiient

equaci6 lineal diferencial estocastica

Dy X! = (6"(X.), )y + Xm: / t > 0w (X)) DX AW, (5.55)

=1

Pel cas H > %, va ser provat per Hu i Nualart a [HNO7| que la derivada || DX} té

moments de tots els ordres. Un resultat que va ser utilitzat posteriorment per Baudoin i
Hairer a |BHO7| per tal d’establir una versi6 del teorema de hipoel-lipticitat de Hormander

pel moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H > %

11
372
per tal d’aconseguir la segiient estimacio de la norma de la derivada de X, en el sentit del

calcul de Malliavin, on (8 € (%, H)

En el nostre cas, on H € (3, 5), podem aplicar els resultats obtinguts en el Teorema 5.4.3

sup |[|[DX]|ln < |lo(X) |5 exp (c (1 + T(K(max(pa,éép(,/)
0<t<T

™|

< (W], + masx(1,

W+ HWHWHHM))

))
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Desafortunadament, aquesta estimacié no ens permet concloure que ||[DX}||# tingui mo-

ments de tots els ordres.

L’existéncia d’una funcié de densitat per a les solucions d’equacions diferencials esto-
castiques dirigides per processos rough Gaussians (que inclouen el moviment Brownia
fraccionari per a H € (%, %)) sota la condicié de Hormander ha estat obtinguda per Cass
i Friz a [CF10]. La regularitat de la densitat, pero requereix 'existéncia de moments per

la derivada i de moment encara és un problema obert.






A

Demostracié de lemes técnics del capitol 3

En aquest apéndix donarem un teorema del punt fix aplicat al nostre problema, recorda-
rem algunes de les propietats de la soluci6 del problema de Skorohod, el lema de Gronwall
i ’enunciat del teorema de Fernique que utilitzem en el pas d’equacions deterministes a

equacions estocastiques en els capitols 3 i 4.

Lema A.0.1 Sigui (X, p) un espai métric complet, i py i p1 dues metriques a X equivalents
ap. St L:X — X satisfa que:

1. Ezisteiz ro > 0, xg € X tal que si By = {x € X; po(x0, ) < 1o} lavors L(By) C By,
2. Ezisteiz a € (0,1) tal que py (L(x), L(y)) < ap1(z,y) per a tota x,y € By.

Llavors existeiz x* € L(By) C X tal que x* = L(z¥).
Demostraci6: Sigui per a totan € N

Tt = L(xy).
Clarament z,, € L(By), per a tota n. A més

p1(Zpi1,2n) = p1 (L(x), L(Tn-1)) < ap1(Tn, Tno1) < ... < a"pr(z1, T0).

P1 (xn+p> mn) < p1 (anrpv $n+p71) T+, (anrl? xn)

a
<a"(a” '+ .. da+Dpi(zy,m0) < T

p1(r1,70) — 0,
quan n — oo.
Com que (X, p) és un espai métric complet i By és tancat a X, llavors existeix z* € By

tal que z,, — z*. A més a més, a partir de la segona hipotesis del lema tenim que
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p1 (L(xy), L(2")) < api(zn, z¥).

Llavors, com que py(z,,2z*) — 0, L(z,) — L(z*) i per tant tenim que z* = L(x*). O

Lema A.0.2 Per a cada trajectoria z € C(Ry,RY), existeiz una nica solucid (x,y) al

problema de Skorohod per a z. A més, existeizen un parell de funcions
(6,0) : Cy (R, RY) — C1(Ry, R*) definides per (¢(2),(2)) = (x,y). Aquest parell (¢, ¢)

satisfan el segiient:

Existeir una constant K; > 0 tal que per a qualssevol z1, z, € C,(Ry,R?) tenim per a

cada t > 0,
[0(21) = (22)ll s 0.y < Kill2r = 22ll 0 041
lo(21) = e(22)l 0 0.9 < K ll21 = 22l jo1 -
Demostracio: Veure a la Proposicio A.0.1 de [KW10] o en el Teorema 2.2 de [DI91]. O

Lema A.0.3 Fizat T > 0. Suposem que f i g son funcions integrables i no-negatives
definides a linterval [0,T]. Suposem també gie existeix una constant C > 0 tal que per a
tota t € [0,T]

f(t) <g(t) + C'/O f(s)ds.

Aleshores, per a tota t € [0,T)

t
F(6) < g0+ C [ < Ig(s)ds.
0
En particular, si g és tal que g(t) = A, aleshores, per a tota t € [0,T]
f(t) < Aec'.

Demostracié: Veure en el lema 10.2 (pagina 224) de [CW90]. O
I finalment donarem 'enunciat del teorema de Fernique (veure a Teorema 1.3.2 de [Fer75])

Teorema A.0.4 Sigui (E,E) un espai vectorial mesurable, i X un vector gaussia amb
valors a E. Assumim que P(||X|| < o0o) és estrictament postiva. Llavors sota aquestes

condicions existeir €9 > 0, tal que per a qualsevol €, 0 < € < &g

E (exp(e ||X||2)) < 00.
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Demostracié de lemes técnics del capitol 4

En aquest apéndix detallarem alguns calculs que apareixen diverses vegades ens els capi-
tols 3 1 4 i donarem també alguns resultats técnics que hem utilitzat per a obtenir les

estimacions del capitol 4.

Lema B.0.5 Per qualssevol constants positives A <1 10 < a < 1 tenim que

t 67)\(7&73) )
ds < X1 — ). B.1
| = (1-a) (B.1)

on I' és la funcio Gamma. I a més, per a > 0 s’assoleix que
m

sup the M < (H> e M. (B.2)

te[0,7) A
Demostracié: Provarem primer el resultat (B.1) fent un canvi de variable u = A\(t — s)

t p=At—s) At
/ T —ds = )\O‘_l/ e "udu <\ (1 - a).
o (t—s) 0

Anem a provar ara que el resultat (B.2) també és cert. Calculem el maxim, en el cas que
existeixi, de la funci6 f(t) = t*e~* a I'interval [0, +00).
Observem que la derivada f'(t) = e "~ !(u — At) s’anul-la en els punts ¢t = 01t = 4. T

com que a més tenim que

>0 site(0,58),

f'(t) = | (u V
<0 site (%, 400),

obtenim que en el punt ¢t = £ la funci6 f té un maxim i per tant podem establir la cota

(B.2) com voliem. O
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Lema B.0.6 Sigut A > 110 < a <1, aleshores es compleixr que
t
/ e M=) ((t — )7 4 r’a) dr < C N\t (B.3)
0

on Co < IT'(1—20) 4+ 14 2.
Demostracid: Per tal d’acotar aquesta integral farem un canvi de variable y = A(t — r),
1 aixi tenim
t At
/ e A=) ((t — )72 4 r_a) dr < \2e-1 / e Y (y_2a + (Mt — y)_a) dy
0 0

At
< N2t (F(l —2a) + / e V(A — y)_o‘dy) :
0

Observem que

At z
/ e V(A —y) dy < sup/ e V(2 —y) “dy.
0 0

z>0

Si z € (0,2), fem el canvi de variable y = zz i obtenim

z 1
/ e V(z—y) “dy = zl_a/ e (1 —z) %
0 0

1 11—« 2
< zla/ (1 —2) %z = -
0

l—a " 1—a

En el cas z > 2 podem escriure

z z—1 z
/ e ¥(z—y) “dy = / e ¥(z—y) “dy + / e ¥(z—y) “dy
0 0 z—1

z—1 z 1
< / e dy +/ (z—y)dy <1+
0 z—1

— a ’
Per tant sup,., fOZ eV(z—y) “dy <1+ ﬁ i aixi obtenim la cota que buscavem. O

Lema B.0.7 Sigui o : [0,T]> x R — R una funcié que satisfa les hipotesis (H1). Llavors

per a qualssevol ty,t9, 51,50 E R 1 11,29 € R

|o(t1, s1,11) — 0(ta, 51, 11) — 0(t1, S2,T2) + 0 (ta, S2, T2)|
(B.4)
S K|t1 — t2| (|81 - 82’6 + |$1 - l’g’) .
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Demostracio: A partir del teorema del valor mig podem escriure

O-(tla S1, xl) - U(t27 S1, .731) - O-(tla S92, 'IQ) + U(t27 S92, x?)
1
:/ (b — £2)0,0 (011 + (1 — Oty 51, 21)d0
0
1
—/ (tl — tg)at(f((gtl + (1 - 9)152, 32,:1:2)d9
0
1
= / (tl — tg) (8tcr(0t1 + (1 - H)tg, Sl,l‘l) - 8t0(9t1 + (1 — e)tg, SQ,ZEl)) df
0

1
+/ (tl — tg) (8t(0t1 + (]. - 9)t2, Sg,[El) — 8t0(0t1 + (]. - Q)tg, S9, l‘g)) d@,
0

i podem obtenir (B.4) usant les hipotesis (H1). O

Lema B.0.8 Siguio : [0,T]> x R — R una funcié que satisfa les hipotesis (H1). Llavors
per a tota N >0, 1,581,890 € R i 1], |22, 23], |z4] < N

|o(t, s1,21) — o(t, s2,22) — o(t, s1,23) + 0 (L, 52, 74)]
< Kylwy — 29 — 23 + 24| + K21 — 23||52 — 51/° (B.5)

+KN|$1 - 1’3’ (’1’1 — ZIJ2|(s + |LL’3 - 1’4’6) .

Demostracio: Utilitzant el teorema del valor mig, podem escriure

o(t,s1,x1) — o(t, 9, x2) — o(t, s1,23) + o(t, S2,74)
1
= / (.Tl — [L’s)axO'(t, S1, 9$1 + (1 — 9)$5)d9
0
1
—/ (9 — 24)0,0(t, S2,0x9 + (1 — 0)x4)d0
0
1
= / (x1 — X9 — 3 + x4)0,0(1, S2,0x9 + (1 — 0)x4)dl
0

1
+/ (21— ) (Out, 51, 01 + (1 — O)3) — Dur(t, 59, 0a + (1 — O)z)) dO.
0

I obtenim facilment (B.5) a partir de les hipotesis (H1). O
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Lema B.0.9 Sigui o : [0,7]> x R — R una funcidé que satisfa les hipotesis (H1). Llavors
per qualssevol N > 0, t1,ts, 51,82 € R i |x1], |22l |x3|, |z4] < N

lo(t1, s1,21) — o(t1, 81, 22) — o(t2, $1,21) + 0(ta, S1,22)
—o(ty, s2,x3) + 0(t1, s2, x4) + 0(ta, S2,x3) — 0 (t2, S2, 24)|
(B.6)

S KN|t1 — t2||1131 — T9 — I3 +Qf4| + K|$1 — LBQHtl — t2||81 — $2|’8

+KN’JI1 - IEQHtl — tzl (ll’l - $3|5 + |.T2 - I4|6) .

Demostracié: Utilitzant el teorema del valor mig obtenim que
O-(th S1, xl) - O-(tla S1, xQ) - O-(t27 S1, :L‘l) + U(t27 S1, CCQ) - O-(tla S92, $3)

+o(t1, S9,x4) + 0(ta, S2,x3) — 0(ta, S2,x4)
= (x1 — 22) /01 [0.0(t1, 51,071 + (1 — 0)xe) — 0z0(t, 51,021 + (1 — 0)xy)] dO
—(x3 — 4) /1 [0,0(t1, 82,073 + (1 — 0)xy) — 00 (ta, S, 023 + (1 — )x4)] dO
= (t; — t9) [ (x1 — @9 / / 2 0(A + (1= N)ta, 51,021 + (1 — 0)a5)dAdO
—(x3 — 14 / / (At + (1= Ntg, 59,023 + (1 — 6)x4)d)\d9}

(tl — t2 |: r1 — T2 / / )\tl + 1 — )\)tg,sl,(?xl + (1 — 9)33’2)

—02 /(M1 + (1 = Ntg, 53, 025 + (1 — 0)24)) dAd6

+(5L’1 — To — T3+ X4 / / tO’ /\tl —|— 1 — )\)tg, Sa, (91’3 + (1 — 9)274)d)\d6:| .

I per tant obtenim el resultat (B.6) a partir de les hipotesis (H1). a
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