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Introducción

En la literatura existen numerosas e importantes desigualdades geométri-
cas, muchas de ellas son consecuencia de resultados potentes del análisis. Una
buena referencia para este tema es [BZ83].

En el marco de la geometŕıa riemanniana, y más concretamente en el es-
tudio de las subvariedades, nos interesamos en fórmulas que relacionan entre
śı los diversos invariantes geométricos, tanto intŕınsecos de la subvariedad
como extŕınsecos. En dimensiones bajas dichos invariantes son la longitud,
el área, el volumen, las curvaturas principales, la curvatura media etc.

En general aparecen las integrales de las funciones simétricas elementales
de curvatura, pero esta memoria está restringida a dimensión 2 y 3.

Es bien sabido, a partir del estudio de tubos en R3, que la curvatura de
la superficie inicial afecta el volumen del tubo que sobre ella se construye.
Por tanto es natural encontrar fórmulas que relacionen volumen y curvatura.
Entre ellas destacamos la desigualdad que motivó el presente trabajo y que
se conoce como la desigualdad de Heinzte y Karcher, que dice:

Teorema 0.1 Sea N una superficie encajada compacta en R3, que acota un
dominio Ω de volumen V . Si la curvatura media H de N es positiva en todo
punto, entonces,

∫

N

1

H
dA > 3V . (1)

La igualdad se da si y sólo si N es una esfera.

Existen muchas pruebas de dicha desigualdad, pero creemos que la de-
mostración más geométrica es la que da Ros en [Ros88] y es la que nos llevó,
hace unos años al profesor Rodriguez y a mı́, a pensar en una desigualdad
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análoga a la de Heintze y Karcher en dimensión dos. Para ello seŕıa necesario
cambiar la curvatura media H de la superficie por la curvatura k de una
curva y el volumen del dominio encerrado por el área encerrada por la curva.
Concretamente, en el trabajo con Rodriguez, [Esc96], demostramos:

Teorema 0.2 Si N = ∂Ω es la frontera de un dominio convexo compacto Ω
en R2 de área F , con curvatura k positiva en todo punto, entonces

∫

N

1

k(s)
ds ≥ 2F, (2)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N . La igualdad se da si
sólo si N es una circunferencia.

En [Esc96] hay dos pruebas de este resultado, a saber, la primera usan-
do aproximación por poĺıgonos y la segunda basada en ideas de Osserman,
[Oss90].

Uno de los resultados principales obtenidos en la presente memoria y
que se encuentra en el caṕıtulo 3, consistió en dar una prueba más corta
del teorema 0.2, la cual tiene la ventaja de que nos da la interpretación
geométrica de la diferencia

2F −
∫

N

1

k(s)
ds.

Concretamente probamos que

Teorema 0.3 La integral de los radios de curvatura ρ(s) de una curva plana
convexa N es dos veces el área del dominio acotado por ella menos el área
(algebraica) del dominio acotado por su evoluta. Es decir

∫

N

ρ(s) ds = 2(F − Fe). (3)

Equivalentemente,
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∫

N

ρ(s)

2
ds = (F − Fe), (4)

donde ρ(s) =
1

k(s)
el radio de curvatura de N en el punto de parámetro

s. Este resultado se encuentra en el art́ıculo An interesting property of
the evolute, [RE] aceptado para publicación en la revista, The American
Mathematical Monthly.

Este resultado sugiere una pregunta, pensamos que muy interesante y
que puede formularse análogamente en muchas desigualdades geométricas.
Concretamente, ¿qué interpretación geométrica tiene el “defecto ”de la desi-
gualdad de Heintze y Karcher? Es decir se puede transformar la desigualdad
de Heintze y Karcher en una igualdad de tipo

∫

N

1

3H
dA = V + Ve,

siendo Ve un cierto volumen de evoluta? De momento no damos respuesta a
esta pregunta.

Una primera pregunta que surge de manera muy natural a la vista del
teorema 0.3 es si podemos decir algo parecido para curvas sobre una esfera.
Por ejemplo, Alvarez en [Alv99] demostró que

1

4

∫

S2
ηγ(x)ω =

∫

γ

√
1 + k2

g(s)ds,

donde ηγ(x) denota el número de grandes ćırculos en la esfera que pasan por
un punto x ∈ S2 y son normales a una curva γ inmersa en la esfera, kg(s)
la curvatura geodésica de γ en el punto de parámetro s, y ω es el elemento
de área de la esfera. Es pues, una fórmula que involucra la curvatura de una
curva con cierta medida geométrica.

Puesto que la esfera es una variedad riemanniana de curvatura constante,
surge de manera natural la cuestión de generalizar el teorema 0.3 a una
variedad riemanniana de curvatura constante c, positiva o negativa.

Una primera generalización naif de 0.3 seŕıa buscar una estimación pa-
ra la integral del radio de curvatura de una curva cerrada en una variedad
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riemanniana de curvatura constante c. Pero la primera dificultad que apa-
rece es precisamente que no está claro a priori que significa “el radio de
curvatura ”en dicha variedad. Por ejemplo, la clásica definición de radio de
curvatura como radio del ćırculo osculador tiene problemas, pues el ćırculo
osculador se define como la posición limite de los ćırculos que pasan por tres
puntos “consecutivos ”de una curva, y es sabido que en el plano hiperbólico
(c < 0) tal ćırculo podŕıa no existir.

La relación entre curvatura y radio en R2 (ρ = 1/k) se transforma en
la relación k = cotc(ρ) (mirar página 19) en curvatura constante c. Estas
relaciones nos permiten demostrar el siguiente teorema.

Teorema 0.4 Sea Ω un dominio regular convexo en X2
c, si c ≥ 0, o fuerte-

mente h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Entonces

∫

N

tanc(
ρ(s)

2
)ds = F − Fe, (5)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N , F es el área de Ω y
Fe el área (algebraica) del conjunto focal F (N) de N .

Las nociones de convexidad usadas arriba se definen en el caṕıtulo 4 y la
definición de la tangente generalizada, tanc, se encuentra en la página 18.

La fórmula (5) es la generalización de la fórmula (4)a variedades de curvatura
constante c, ya que tanc(ρ(s)) = ρ(s) cuando c = 0.

La notación X2
c que aparece en el teorema indica una variedad riemannia-

na 2-dimensional, completa, simplemente conexa y de curvatura constante c.
Dicha variedad es isométrica a:

- La esfera S2, si c > 0, es decir,

X2
c = S2(

1√
c
) =

{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 =
1

c

}
,

-El plano hiperbólico, si c < 0, es decir,

X2
c = H2(

1√
c
) =

{
(x1, x2, x3) ∈ R2,1 : −x2

1 + x2
2 + x2

3 =
1

c
, x1 ≥ 1√−c

}
,
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donde R2,1 es el espacio de Lorentz (ver, por ejemplo, [Rat94]).

-El plano euclidiano R2, si c = 0.

De la igualdad (5) se puede deducir una desigualdad que generalizará la
fórmula (2) en una variedad riemanniana de curvatura constante (ver coro-
lario 4.20 página 58).

Corolario 0.5 Sea Ω un dominio regular convexo en X2
c, si c ≥ 0, o fuerte-

mente h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Entonces

∫

N

tanc(
ρ(s)

2
)ds ≥ F. (6)

La igualdad se obtiene si y solo si N es una circunferencia.

Cuando c = 0 tenemos que la fórmula (6) coincide con la fórmula (2). Ob-
servemos también que, en particular, y para toda c acabamos de demostrar
que Fe ≤ 0.

Para c = 0, la desigualdad Fe ≤ 0 la demostramos utilizando la fórmula de
Wirtinger (mirar página 38), pero esta técnica no serv́ıa para probar Fe ≤ 0
en curvatura constante c 6= 0. La relación entre la fórmula de Wirtinger y
el área de la evoluta de una curva convexa, se obtiene para c = 0 usando la
función soporte del convexo. Aunque en curvatura constante c 6= 0 existen
también funciones soporte asociadas a convexos, su expresión es más compli-
cada y por esta razón es dif́ıcil aplicar (al menos directamente) la desigualdad
de Wirtinger.

El estudio que hemos hecho para el caso c = 0 ha dado lugar a la siguiente
interpretación geométrica de la desigualdad de Wirtinger.

Interpretación geométrica de la desigualdad de Wirtinger. Todo pun-
to de un convexo Ω es alcanzado por alguna de las normales a la frontera ∂Ω
de Ω, en un punto x ∈ ∂Ω, de longitud más corta que el radio de curvatura
ρ(x) de dicha frontera en el punto x.

En X2
c la relación entre la curvatura k(s) y el radio de curvatura ρ(s) vie-

ne dada por k(s) = cotc(ρ(s)), luego 1/k(s) = tanc(ρ(s)). Por tanto nos
pareció interesante tener una estimación de
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∫

N

tanc ρ(s) ds,

y obtuvimos el siguiente resultado

Teorema 0.6 Sea Ω un conjunto fuertemente convexo en X2
c, si c ≥ 0, o

fuertemente h-convexo si c < 0, con frontera regular diferenciable N = ∂Ω.
Entonces

∫

N

tanc ρ(s) ds ≥ F
4π − cF

2π − cF
. (7)

La igualdad se da si y sólo si N es un ćırculo.

Observemos que

1 <
4π − cF

2π − cF
≤ 2,

por consiguiente la fórmula (7) mejora la acotación de la fórmula

∫

N

tanc ρ(s) ds > F,

que se deduce de la fórmula (6). Por otra parte observemos también que para
el caso c = 0, tenemos que la fórmula (7) implica el teorema 0.2.

Es curioso observar que, puesto que la longitud y el área de un disco de
radio ρ en X2

c está dada por

A(ρ) =
2π

c
(1− cnc(ρ))

L(ρ) = 2π snc(ρ)

se cumple que tanc(ρ) =
A(ρ)

L(ρ)
(mirar página 59), por lo tanto la fórmula (6)

se puede leer como

∫

N

A(ρ(s))

L(ρ(s))
ds ≥ F (8)
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La relación entre la curvatura k y el radio de curvatura ρ por la cotc en X2
c

sugiere de manera natural la pregunta de qué relación hay entre la curvatura
k y el radio de curvatura ρ (convenientemente definidos) en una variedad de
Riemann de curvatura arbitraria.

Este estudio se puede encontrar por ejemplo en [BZ83] donde se relaciona
el radio de curvatura con el “tiempo”que tarda en anularse un cierto campo
de Jacobi.

La fórmula explicita k = k(ρ) que aparece en curvatura constante no apa-
rece explicitamente en curvatura arbitraria, pero la teoŕıa de comparación y
los campos de Jacobi nos dan herramientas suficientes para poder estudiar los
teoremas anteriores en variedades con alguna restricción sobre la curvatura,
como por ejemplo curvatura acotada por abajo.

En el caṕıtulo 5 generalizamos la fórmula (8) a conjuntos convexos de una
variedad riemanniana de dimensión n (n = 2, 3), completa y de curvatura
acotada por abajo, es decir:

Para n = 2 tenemos

Teorema 0.7 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura
acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio fuertemente convexo si c ≥ 0 y fuerte-
mente hc-convexo si c < 0, con frontera diferenciable N. Entonces

∫

N

tanc(
ρk(x)

2
) dx ≥ F,

donde F es el área de Ω y ρk es el radio del ćırculo en el espacio de curvatura
constante X2

c, que tiene curvatura k. (Diremos que ρk es el radio de curvatura
comparativo ).

Para n = 3 tenemos

Teorema 0.8 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura
acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio fuertemente convexo si c ≥ 0, y fuerte-
mente hc-convexo si c < 0, con frontera diferenciable N. Entonces

∫

N

V (ρH(x))

A(ρH(x))
dx ≥ V (Ω),

donde V (Ω) es el volumen de Ω, V (ρH(x)) y A(ρH(x)) son el volumen y el
área de la esfera de radio ρH(x) (radio de curvatura media comparativo ), en
el espacio de curvatura constante X3

c .
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En los teoremas 0.2 y 0.4, se tiene una interpretación geométrica que
involucra la evoluta de una curva α dada, por esta razón nos vimos atraidos
a estudiar las evolutas de las curvas en los espacio de curvatura constante,
obteniendo una noción de evoluta.

Primero determinamos la evoluta de una curva α : I → X2
c parametrizada

por la longitud del arco, usando la definición clásica de punto focal (mirar
por ejemplo [BZ83] página 234). Es decir, diremos que un punto γ(t) (t > 0)
de una geodésica γ, tal que γ′(0) = n(s) (n(s) el vector normal unitario de
α), es un punto focal respecto a α si existe un campo de Jacobi a lo largo de
γ tal que Y (0) = α′(s) y Y (t) = 0. Con la anterior definición de punto focal,
obtuvimos la siguiente curva en X2

c que representa la evoluta de α

ξα(s) =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s)).

Esta noción de evoluta la corroboramos en el siguiente teorema, en el
sentido de ver que esta definición coincide con la definición clásica de evoluta
como la envolvente de las normales.

Teorema 0.9 Sean α : I −→ X2
c una curva diferenciable parametrizada por

la longitud de arco s y γs(t) = cnc(t)α(s)+snc(t)n(s) la familia de geodésicas
ortogonales a α. Entonces la envolvente de la familia γs(t) es

ξα(s) =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s)).

Por último damos una tercera definición equivalente de evoluta usando
las singularidades de la función distancia en X2

c .

La memoria está organizada de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 1 estudiaremos con detalle la desigualdad de Heintze y
Karcher, y su análogo en R2.

También estudiaremos algunos resultados de la teoŕıa de singularidades
de curvas, que serán necesarios para demostrar algunos resultados sobres
evolutas en X2

c .
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En el capitulo 2 definiremos la noción de evoluta de una curva α definida
en el X2

c , luego con técnicas diferentes probaremos que nuestra noción de
evoluta coincide.
Por último en este caṕıtulo estudiaremos el ćırculo osculador de una curva
α, como el ćırculo que tiene contacto de orden 3 con α en dicho punto.

En el caṕıtulo 3 daremos una prueba más corta de la fórmula (2), es decir
probaremos que

∫

N

1

k(s)
ds = 2(F − Fe),

donde Fe (≤ 0) es el área (algebraica) del dominio acotada por la evoluta de
N .
Este será nuestro primer resultado original. Como dije anteriormente este
resultado se encuentra en el art́ıculo An interesting property of the evo-
lute, aceptado para publicación en la revista, The American Mathematical
Monthly. Por lo tanto en este caṕıtulo estudiaremos con detalle dicho art́ıculo.

En el caṕıtulo 4 generalizamos el teorema 0.2 a conjuntos convexos de una
variedad riemanniana 2-dimensional con curvatura constante c, obteniendo
el resultado que se establecio en el teorema 0.4, el cual coincide, para c = 0,
con el teorema 0.3.

En el caṕıtulo 5 generalizamos nuestros resultados obtenidos en curva-
tura constante a una variedad riemanniana completa con curvatura acotada
por abajo. Ademas obtuvimos en curvatura acotada por abajo el análogo
3-dimensional de la fórmula (8) que se establecio en [GRST05].
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Caṕıtulo 1

Conceptos básicos

En este caṕıtulo recogemos algunos resultados conocidos que, bien desde
el punto de vista técnico o desde el punto de vista motivador, serán necesarios
en nuestro trabajo.
Primero estudiaremos la desigualdad de Heintze y Karcher y su análogo en
R2, ya que dicha desigualdad motivó el estudio que presentaremos en el
caṕıtulo 3.

También estudiaremos algunos resultados de la teoŕıa de singularidades de
curvas, que serán necesarios para demostrar algunos resultados más adelante.

1.1. Desigualdad de Heintze y Karcher

En esta sección suponemos que N es una superficie encajada compacta en
R3, que acota un dominio Ω, con curvatura media H positiva en todo punto
de N , Ln(x) la ĺınea en dirección del normal interior n(x) de N en el punto x
y Bq(r) la bola abierta de centro en q y radio r, donde q ∈ Ln(x).

Empecemos enunciando la siguiente definición.

Definición 1.1 Definimos la función h : N −→ R aśı:

h(x) = sup
{
t = d(x, q); q ∈ Ln(x), d(x,N) = d(x, q)

}
,

donde d(x, q) denota la distancia de x a q y d(x,N) la distancia mı́nima de
x a N .

1



2 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

La figura siguiente nos ayudará a entender mejor esta definición.

De la definición de h(x) se sigue que los segmentos abiertos

{x+ tn(x); 0 < t < h(x)},
no se interceptan.

Lema 1.2 Si k1(x) y k2(x) son las curvaturas normales para cualquier x en
N , entonces

1

h(x)
≥ max {k1(x), k2(x)}

Demostración: Si q está en el dominio acotado por N a una distancia
h(x) de x a lo largo de la normal interior en x, entonces Bq(h(x)) no puede
contener ningún punto de N , ya que si existiera un punto x′ en N , entonces
su distancia a q seria menor que h(x), y esto contradice la definición de
h(x). Como la superficie N está por encima de la esfera Sq(h(x)) y tanto la
superficie como la esfera son tangentes en x, las curvaturas normales de N
en x son acotadas superiormente por la curvatura normal de la esfera que es
1/h(x). ¤

Si denotamos por ρi(x) = 1/ki(x) los radios de curvatura (i=1,2), observamos
que

h(x) ≤ ρi(x), para i = 1, 2.
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Lema 1.3 Sea V ′ el volumen del dominio Ω′ obtenido al poner en cada punto
x de N un segmento de su normal interior de longitud h(x). Entonces

V ′ =
∫

N

(∫ h(x)

0

|(1− k1(x)t)(1− k2(x)t)|dt
)
dx

donde k1(x) y k2(x) son las curvaturas principales de N en el punto x y dx
es el elemento de área de N .

Demostración: Supongamos que N está locamente parametrizada por

x : U ⊂ R2 → N,

donde U es un abierto de R2 y x = x(u1, u2). Suponemos que u1 =constante
y u2 =constante son direcciones principales de curvatura.
En cada punto de N tenemos un vector normal unitario interior n(u1, u2) y
parametrizamos el dominio Ω′ por:

y(u1, u2, u3) = x(u1, u2) + u3n(u1, u2) (u1, u2) ∈ U, 0 < u3 < h(u1, u2),

La definición de h(x) nos garantiza que la correspondencia

(u1, u2, u3) → (y1, y2, y3),

es uno a uno, por lo tanto el volumen de Ω′ viene dado por:

V ′ =
∫

Ω′
dV ′ =

∫ ∫

U

(∫ h(u1,u2)

0

∣∣∣∂(y1, y2, y3)

∂(u1.u2, u3)

∣∣∣du3

)
du1du2.

Para evaluar la integral notemos que como u1 y u2 son direcciones principales
de curvatura, entonces podemos aplicar las ecuaciones de Olinde Rodriguez
y tenemos que:

∂y

∂u1

=
∂x

∂u1

+ u3
∂n

∂u1

= (1− k1u3)
∂x

∂u1

,

∂y

∂u2

=
∂x

∂u2

+ u3
∂n

∂u2

= (1− k2u3)
∂x

∂u2

,
∂y

∂u3

= n;
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Por tanto

∂y

∂u1

∧ ∂y

∂u2

= (1− k1u3)(1− k2u3)
∂x

∂u1

∧ ∂x

∂u2

luego

∣∣∣∂(y1, y2, y3)

∂(u1.u2, u3)

∣∣∣ =
∣∣∣
(
∂y

∂u1

∧ ∂y

∂u2

)
∂y

∂u3

∣∣∣ =
∣∣∣(1− k1u3)(1− k2u3)

∣∣∣
∣∣∣ ∂x
∂u1

∧ ∂x

∂u2

∣∣∣.

Con lo anterior tenemos que:

V =

∫

N

(∫ h(u1,u2)

0

|(1− k1u3)(1− k2u3)|du3

)
dA,

donde ki = ki(u1, u2) y dA =
∣∣∣
∣∣∣ ∂x
∂u1

∧ ∂x
∂u2

∣∣∣
∣∣∣du1du2. ¤

Corolario 1.4 Si V (Ω) es el volumen del dominio Ω, entonces

V (Ω) =

∫

N

(∫ h(x)

0

|(1− k1(x)t)(1− k2(x)t)|dt
)
dA,

donde k1(x) y k2(x) son las curvaturas principales de N y dA es el elemento
de área de N .

Demostración: Basta probar que Ω′ = Ω. Es claro que Ω′ ⊂ Ω. Supongamos
q en Ω y sea x el punto en N donde se alcanza la distancia d de q a N . Por
la definición de h, d ≤ h(x), y por consiguiente q está en Ω′. Luego Ω′ = Ω y
por tanto

V (Ω) = V ′ =
∫

N

(∫ h(x)

0

|(1− k1(x)t)(1− k2(x)t)|dt
)
dA. ¤

Teorema 1.5 Sea N una superficie encajada compacta en R3, que acota un
dominio Ω de volumen V . Si la curvatura media H de N es positiva en todo
punto, entonces,
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∫

N

1

H
dA > 3V . (1.1)

La igualdad se da si y sólo si N es una esfera.

La prueba que damos de este teorema es original de Ros, usando ideas de
[Ros88], [Rei77] y [Hei89].

Demostración: Por el lema 1.2 tenemos que las funciones (1 − k1(x)t) y
(1 − k2(x)t) son no-negativas para 0 ≤ t ≤ h(x). Podemos pues aplicar la
desigualdad de la media geométrica y la media aritmética y tenemos que:

(1− k1(x)t)(1− k2(x)t) ≤ (1−H(x)t)2. (1.2)

Por consiguiente, por el corolario 1.4 y ya que h(x) ≤ 1/H(x) (otra vez por
el lema 1.2), tenemos:

V =

∫

N

(∫ h(x)

0

(1− k1(x)t)(1− k2(x)t)dt

)
dA

≤
∫

N

(∫ 1/H

0

(1−Ht)2dt

)
dA =

∫

N

1

3H
dA.

Si se da la igualdad en (1.1), entonces obtenemos la igualdad en (1.2), por
lo tanto k1(x) = k2(x), es decir todos los puntos son umb́ılicos, lo cual sólo
ocurre en el caso de la esfera. ¤

Existe una versión del teorema 1.5 en variedades riemannianas de curvatura
constante (mirar [GRST05]).

1.2. Desigualdad de Heintze y Karcher en R2

El caṕıtulo 3 de esta memoria es inspirado en la desigualdad de Heintze
y Karcher en dimensión dos. Concretamente se consigue transformar la de-
sigualdad de Heintze y Karcher en el plano en una igualdad. Ello motivó el
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querer hacer un estudio análogo para el caso de curvatura constante, lo cual
se consigue en el caṕıtulo 4. Por esta razón daremos ahora la versión del
teorema 1.5 en el plano, tal como fue formulado y demostrado en [Esc96].

En el caṕıtulo 3, precisamente en el corolario 3.8 (página 44), damos una
demostración del teorema 1.6 más corta.

Teorema 1.6 Si N = ∂Ω es la frontera de un dominio convexo compacto Ω
en R2 de área F , con curvatura k positiva en todo punto, entonces

∫

N

1

k(s)
ds ≥ 2F, (1.3)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N . La igualdad se da si
y sólo si N es una circunferencia.

Demostración: Es análoga a la demostración de teorema 1.5. Se define la
función h : N → R como en la definición 1.1 y se prueba como en el lema
1.2 que

1

h(x)
≥ k(x), ∀x ∈ N,

donde k(x) es la curvatura de N en el punto x. Equivalentemente se tiene
que h(x) ≤ ρ(x), donde ρ(x) es el radio de curvatura.

Similarmente como en el corolario 1.4 se tiene que Ω′ = Ω, (Ω′ es el dominio
obtenido al poner en cada punto x de N un segmento de su normal interior
de longitud h(x)), por lo tanto el área Ω′ sera igual al área de Ω.

Calculemos el área de Ω′.

Supongamos que N esta parametrizada por la curva α(s) = (x1(s), x2(s))
donde s es el parámetro arco y s ∈ (0, l). Entonces Ω′ queda parametrizado
aśı:

y(s, t) = α(s) + tn(s) donde 0 ≤ t ≤ h(α(s)),

luego el área F de Ω′ es dada por:
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F =

∫ l

0

(∫ h(α(s))

0

|ys ∧ yt|dt
)
ds,

donde |ys ∧ yt| es el jacobiano de y.
La definición de h(x) nos garantiza, cuando 0 < t < h(x), que las correspon-
dencia (s, t) −→ (y1, y2) es uno a uno.
Denotaremos k(s) = k(α(s)) y h(s) = h(α(s)). Usando las fórmulas de
Frenet-Serret tenemos:

|ys ∧ yt| = |(α′(s) + tn′(s)) ∧ n(s)|
= |1− tk|,

como 1/h(s) ≥ k(s) entonces

F =

∫ l

0

(∫ h(s))

0

|ys ∧ yt|dt
)
ds =

∫ l

0

(∫ h(s)

0

(1− tk(s)) dt

)
ds

=

∫ l

0

(h(s)− h2(s)

2
k(s)) ds

≤
∫ l

0

1

2k(s)
ds,

la última desigualdad se obtiene por ser t− t2

2
≤ 1

2
, ∀t ∈ R.

Es obvio que si N es una circunferencia se obtiene la igualdad en la fórmula
(1.3). Reciprocamente supongamos que se da la igualdad en la fórmula (1.3),
entonces

∫ l

0

(h(s)− h2(s)

2
k(s)) ds =

∫ l

0

1

2k(s)
ds, (1.4)

luego

∫ l

0

− 1

2k(s)
(1− h(s)k(s))2ds = 0,
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luego h(s) = 1/k(s) para todo s. En [Esc96] (página 8) se demostró que esta
condición implica que N es una circunferencia. ¤

1.3. Orden de contacto

En las siguientes secciones exponemos algunos resultados de la teoŕıa de
singularidades, que servirán de referencia en el capitulo 2, para el estudio de
las propiedades de las evolutas en una variedad riemanniana de dimensión
2 de curvatura constante. El lector interesado en mas detalles de esta teoŕıa
puede mirar por ejemplo [BG92]. Aunque utilizaremos estos resultados sólo
para n = 2 y n = 3, los expondremos en general ya que implica la misma
dificultad.

En esta sección exponemos la definición clásica de orden de contacto de
una curva α(s), y algunas consecuencias de dicha definición en una curva
plana.

Definición 1.7 Sea F : U ⊂ Rn → R, U un abierto de Rn, una función
diferenciable. Diremos que x ∈ Rn es un punto regular de F , si DF (x) 6= 0.
Un valor regular de una función F es un punto c ∈ R tal que todo x del F
con F (x) = c es un punto regular.

Definición 1.8 Sean α : I → Rn una curva regular parametrizada por la
longitud de arco y 0 un valor regular de una función F . Diremos que α y
F−1(0) tienen un punto de contacto de orden k en α(s0) si la función f
definida por

f(s) = F (α1(s), ..., αn(s)) = F (α(s))

satisface f(s0) = f ′(s0) = ... = fk−1(s0) = 0, fk(s0) 6= 0.

Definición 1.9 Un vértice de una curva plana α(s) es un punto α(s0) para
el cual existe un ćırculo, cuyo contacto en dicho punto es de orden 4.
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Observación 1.10 Observemos que el ćırculo a que hace referencia la defi-
nición anterior se puede pensar como F−1(0), tomando F (x) = d2(x, u)− r2,
donde d(x, u) es la distancia del punto x al punto u. Este punto u es el centro
y r el radio. Por lo tanto, α tiene un vértice en α(s0) si y sólo si,

f (i)(s0) = 0, i = 1, ..., 3, f 4(s0) 6= 0,

donde f(s) = F (α(s)).

Comentario 1.11 Sean α : I → R2 una curva parametrizada por la longi-
tud del arco, T (s) el vector tangente unitario de α(s), n(s) el vector normal
unitario de α(s) (podemos elegir n(s) tal que la base {T (s), n(s)} sea posi-
tiva), k(s) la curvatura de α(s) y u ∈ R2. Consideremos la función distancia
al cuadrado

f(s) = 〈α(s)− u, α(s)− u〉.
Usando las fórmulas de Frenet-Serret tenemos lo siguiente:

f ′(s) = 2〈α(s)− u, T (s)〉.
f ′′(s) = 2 + 2〈α(s)− u, k(s)n(s)〉
f ′′′(s) = 2〈α(s)− u, k′(s)n(s)〉 − 2〈α(s)− u, k2(s)T (s)〉.

f (4)(s) = −2〈α′(s), k′(s)n(s)〉+ 2〈α(s)− u, k′′(s)n(s) + k′(s)n′(s)〉
+ 2〈α(s)− u, k2(s)T (s)〉 − 2〈α(s)− u, 2k(s)k′(s)T (s) + k2n(s)〉
= 2〈− 1

k(s)
n(s), k′′(s)n(s)〉 − 2k2(s)− 2〈− 1

k(s)
n(s), k3(s)n(s)〉

=
−2k′′(s)
k(s)

.

Por lo tanto,

f ′(s) = 0 si sólo si α(s)− u = λ(s)n(s) para λ(s) ∈ R.
f ′(s) = f ′′(s) = 0 si sólo si u = α(s) + 1

k(s)
n(s) con k(s) 6= 0.

f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = 0 si sólo si u = α(s)+ 1
k(s)

n(s), k(s) 6= 0, y k′(s) = 0.
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Podemos hacer varias deduciones de lo anterior.

i) Si k(s) 6= 0, entonces existe un ćırculo que tiene al menos un punto de
contacto de orden 3 con α(s); este ćırculo es llamado ćırculo osculador en
α(s); su centro α(s) + 1

k(s)
n(s) es llamado centro de curvatura o punto

focal en α(s) y su radio ρ(s) = 1
k(s)

es llamado radio de curvatura.

ii) Una condición necesaria y suficiente para que el punto α(s) sea un vértice,
es que k(s) 6= 0 y k′(s) = 0.
iii) Un vértice ocurre precisamente en un máximo o un mı́nimo de la curva-

tura, ya que f 4(s) = −2
k′′(s)
k(s)

.

Observación 1.12 Se puede demostrar que determinar el ćırculo osculador
como la posición limite de los ćırculos que pasan por α(s), α(s+h1) y α(s+h2)
cuando h1, h2 → 0, es equivalente a que exista un ćırculo que tiene un punto
de contacto de orden 3 con α(s).

Cuando queremos generalizar este concepto al plano hiperbólico tenemos la
dificultad que 3 puntos no determinan en general un ćırculo.

1.4. Envolvente

En esta sección estudiaremos una técnica para determinar la envolvente
de una familia de curvas. En particular la aplicaremos cuando la familia de
curvas son rectas normales a una curva plana α. Esta técnica será usada
en el caṕıtulo 2 para determinar la envolvente (evoluta) de una familia de
geodésica normales a una curva α definida en un variedad riemanniana de
curvatura constante.

Sea F : D ⊂ R×Rn → R una función diferenciable en un dominio abierto
D de R×Rn. Denotaremos las coordenadas de este dominio por (s, x1, ..., xn)
y consideraremos Fs(x) = F (s, x) una familia de funciones de parámetro s,
donde x = (x1, ..., xn).

Supongamos que para cada s, 0 es un valor de regular de Fs (es decir,

Fs(x) = 0 y
∂Fs

∂xi

(s, x) 6= 0 para algún i ). Por lo tanto Ms = F−1
s (0) es
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una subvariedad de dimensión n− 1 en Rn (por ejemplo para n = 2 es una
curva y para n = 3 es una superficie).

Es obvio que si 0 es un valor regular de Fs, para todo s, entonces 0 es un
valor regular de F . Por lo tanto F−1(0) es una subvariedad de Rn+1.
Para n = 2 es una superficie, que se obtiene al separar cada curva Ms del
plano y moverla a un nivel s en la tercera dimensión, ya que

F−1(0) = {(s, x1, x2); F (s, x1, x2) = 0},

Ms0 = F−1
s0

(0) = {(x1, x2); F (s0, x1, x2) = 0},
y

M̃s0 = {(s0, x1, x2); F (s0, x1, x2) = 0},
por lo tanto Ms0 es una curva en el plano s = 0, M̃s0 es una curva en el plano
s = s0 y podemos pensar la superficie F−1(0) como la unión de las curvas

M̃s0 .

Notemos que si vp es un vector que pertenece al espacio tangente de F−1(0)
en el punto p = (s, x), entonces

〈∇F (p), vp〉 = 0,

donde ∇F (p) es el gradiente de F en el punto p.

Este espacio tangente es “vertical ”, es decir paralelo al eje s, si y sólo si,
∂F

∂s
(s, x) = 0.

En general tenemos la siguiente definición de envolvente.

Definición 1.13 Dados F y Ms como antes, definimos la envolvente ξF de
la familia {Ms}s∈R, como el conjunto:

ξF =

{
x ∈ Rn; x ∈Ms,

∂F

∂s
(s, x) = 0

}
.

Teorema 1.14 Si α : I −→ R2 es una curva regular, que es la envolvente de
una familia de curvas Ms = F−1

s (0), entonces en el punto donde α(s) ∈Ms,
las dos curvas son tangentes.
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Demostración. Denotemos α(s) = (x1(s), x2(s)). Como α(s) satisface
F (s, α(s)) = 0; entonces al derivar a ambos lados la anterior expresión con
respecto a s tenemos que:

∂F

∂s
(s, x1(s), x2(s)) +

∂F

∂x1

(s, x1(s), x2(s))x
′
1(s) +

∂F

∂x2

(s, x1(s), x2(s))x
′
2(s) = 0

pero
∂F

∂s
(s, α(s)) = 0; por lo tanto 〈∇F (s, α(s)), α′(s)〉 = 0. ¤

En particular cuandoMs son rectas tenemos el siguiente corolario del teorema
anterior.

Corolario 1.15 La envolvente de una familia de rectas es una curva tal que
la tangente en cada uno de sus puntos es una recta de la familia dada.

La técnica que exponemos en la demostración del siguiente teorema, para
determinar la envolvente de una familia de curvas, es la que usaremos en
el caṕıtulo 2 para determinar la envolvente de una familia de geodésicas
normales a una curva dada.

Teorema 1.16 Sea F : D ⊂ R × R2 → R (F = F (s, x1, x2)) una función
diferenciable en un dominio abierto D de R×R2 tal que 0 es un valor regular
de la función Fs(x1, x2) y de la función F (s, x1, x2). Sea π : F−1(0) → R2

la proyección definida por π(s, x1, x2) = (x1, x2). Entonces el conjunto de
los valores cŕıticos de la proyección es la envolvente de la familia de curvas
Ms = F−1

s (0).

Demostración: Denotemos

∑
= F−1(0) = {(s, x1, x2); F (s, x1, x2) = 0},

y parametricemos
∑

locamente por

X(s, u) = (s, x1(s, u), x2(s, u)),

donde (s, u) ∈ I × J ⊂ R2.
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Luego

Xs =
∂X

∂s
=

(
1,
∂x1

∂s
,
∂x2

∂s

)
y Xu =

∂X

∂u
=

(
0,
∂x1

∂u
,
∂x2

∂u

)
,

es una base del plano tangente Tp

∑
, donde p = (s, x1, x2) ∈

∑
.

Como la proyección es ĺıneal en la variable que proyectamos entonces

i) dπp(Xs) = 0 si y sólo si
∂x1

∂s
= 0 y

∂x2

∂s
= 0,

ii) dπp(Xu) = 0 si y sólo si
∂x1

∂u
= 0 y

∂x2

∂u
= 0,

pero Xu 6= 0, luego los puntos cŕıticos de π sastifacen que Xs(p) = (1, 0, 0).
Como Xs(p) ∈ Tp

∑
, entonces

〈∇F (p), (1, 0, 0)〉 =
∂F

∂s
(p) = 0.

Por tanto, la proyección de los puntos p ∈ ∑
= F−1(0) tales que ∂F

∂s
(p) = 0

es el conjunto

{
x ∈ R2;x ∈Ms,

∂F

∂s
(s, x) = 0

}

el cual coincide con la envolvente ξF de la familia de curvas Ms = F−1
s (0). ¤

Estudiemos el siguiente ejemplo para ilustrar lo que se dijo anteriormente.
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figura 2

Ejemplo 1.17 (Evoluta de la elipse) Sean α(s) = (2 cos(s), 1
2
sin(s))

(s ∈ (0, 2π)) la parametrización de una elipse y βs(t) = α(s) + tn(s) la
familia de rectas ortogonales en cada punto de α, donde n(s) es el vector
normal a α(s). Entonces βs(t) viene dada por

βs(t) = (2 cos(s) +
1

2
t cos(s),

1

2
sin(s) + 2t sin(s)), t ∈ R

En la figura 2 se muestra la superficie

∑
=

{
(s, 2 cos(s) +

1

2
t cos(s),

1

2
sin(s) + 2t sin(s)); s ∈ (0, 2π), t ∈ R

}

que es generada al separar del plano cada recta ortogonal a la elipse y levan-
tarla a un nivel s en la tercera dimensión.

En la Figura 2 si miramos desde arriba, vemos el contorno de una curva en la
superficie generada por el levantamiento de las rectas ortogonales, esta curva
proyectada al plano que tiene al eje s como eje normal, es la envolvente de
la familia de rectas ortogonales a α, es decir la evoluta de dicha elipse.
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figura 3
Pensemos que dicha superficie esta hecha de un material translúcido, entonces
desde arriba observamos con más clarida el contorno de la evoluta de la elipse
(figura 3).

Teorema 1.18 Sea α : I −→ R2 una curva plana parametrizada por la
longitud del arco. Entonces la envolvente de la familia de normales a α, es
el lugar geométrico de los puntos focales de la curva.

Demostración: La ecuación de la ĺınea normal a α y que pasa por α(s) es:

〈(u− α(s)), α′(s)〉 = 0,

donde u es un punto de R2 que está en la ĺınea normal. Luego la familia de
ĺıneas normales a la curva α la podemos expresar por la siguiente ecuación:

F (s, u) = 〈(u− α(s)), α′(s)〉 = 0. (1.5)

Ahora aplicamos la definición de envolvente para la función F.

Para ello calculemos
∂F

∂s
y usemos las fórmulas de Frenet-Serret.
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∂F

∂s
(s, u) = 〈(u− α(s)), α′′(s)〉 − 〈α′(s), α′(s)〉

= 〈(u− α(s)), k(s)n(s)〉 − 1 = 0.

Pero por (1.5) tenemos que (u− α(s)) = λ(s)n(s) para algún λ(s) ∈ R. Por
tanto

u = α(s) +
1

k(s)
n(s). ¤

Definición 1.19 La curva ξα de los puntos focales de una curva regular
plana α la llamaremos la evoluta de α.

Llamaremos al conjunto

{(s, α(s) + tn(s)); (s, t) ∈ I × R} ,
el fibrado normal de la curva α.

En este trabajo estamos interesados en estudiar las envolventes de las
ĺıneas normales a una curva en los espacios de curvatura constante de dimen-
sión 2. Por tanto en el siguiente caṕıtulo abordaremos este tema usando las
técnicas aqúı introducidas.



Caṕıtulo 2

Conjuntos focales en curvatura
constante

En este caṕıtulo definiremos la noción de evoluta de una curva α definida
en la esfera S2( 1√

c
) de radio 1√

c
, para c > 0.

De la misma manera definiremos la noción de evoluta de una curva α en el
plano hiperbólico H2( 1√

c
) o esfera de radio imaginario 1/

√
c, para c < 0.

Para verificar que nuestra noción de evoluta de una curva α definida en
S2( 1√

c
) o en H2( 1√

c
) es adecuada, la determinaremos de dos maneras y com-

probaremos que coinciden; primero como la envolvente de una familia de
geodésica normales a α, y segundo usando las singularidades de la función
distancia de S2( 1√

c
) o de H2( 1√

c
) . En la segunda usaremos la técnica expuesta

en [IPST04].

Por último estudiaremos el ćırculo osculador de una curva α, como la curva
que tiene contacto de orden 3 en algún punto de α.

2.1. Conjuntos focales y campos de Jacobi

En esta sección describiremos explicitamente una familia de geodésicas
normales a una curva α definida en una variedad riemanniana de curvatura
constante de dimensión 2 y luego determinaremos su envolvente.

Antes de entrar en detalles importantes en esta sección, es recomendable
precisar algunas notaciones y por tanto recordar algunas definiciones clásicas
de geometŕıa riemanniana.

17
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Denotaremos por X2
c una variedad riemanniana, conexa, simplemente conexa

y completa 2-dimensional de curvatura constante c,. Es sabido que si c > 0,

entonces X2
c es isométrica a la esfera S2

c de radio
1√
c

:

X2
c = S2(

1√
c
) =

{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 =
1

c

}

Si c < 0, entonces X2
c es isométrica al plano hiperbólico:

X2
c = H2(

1√
c
) =

{
(x1, x2, x3) ∈ R2,1 : −x2

1 + x2
2 + x2

3 =
1

c
, x1 ≥ 1√−c

}
,

donde R2,1 es el espacio de Lorentz (ver, por ejemplo, [Rat94]). En ambos
casos se induce la métrica a partir de la métrica del ambiente. En esta sección
usaremos directamente estos modelos.

Por último si c = 0, X2
c es isométrico al plano euclidiano R2.

En esta sección tendrán más relevancia los espacios X2
c para c > 0 y c < 0.

Utilizaremos la siguiente notación para las funciones trigonométricas gene-
ralizadas:

snc(t) :=





1√−c
sinh(

√−ct), c < 0

t, c = 0
1√
c
sin(

√
ct), c > 0

(2.1)

y

cnc(t) :=





cosh(
√−ct), c < 0

1, c = 0

cos(
√
ct), c > 0.

(2.2)

Observe que c sn2
c(t) + cn2

c(t) = 1, cn′(t) = −c snc(t) y sn′c(t) = cnc(t).
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Definición 2.1 El radio de curvatura de una curva α : I −→ X2
c diferencia-

ble con parametro arco s, es la función ρ : I −→ X2
c definida por la siguiente

relación:

kg(s) = cotc(ρ(s))

donde kg es la curvatura geodésica de α.

Observación 2.2 Notemos que la definición anterior para c < 0 sólo tiene
sentido cuando cotc(ρ(s)) >

√−c (ya que | cotc(x)| >
√−c, ∀x ∈ R). Por

lo tanto restringiremos nuestra definición en el caso c < 0 para curvas con
kg(s) >

√−c.

Recordemos finalmente que si x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) son vectores
de R3, entonces el producto interno de Lorentz se define como el número real

〈x, y〉L = −x1y1 + x2y2 + x3y3.

El espacio vectorial R3 junto con el producto interno de Lorentz es lla-
mado el espacio de Lorentz 2-dimensional, y se denota por R2,1.

Observación 2.3 Si γ : J −→ X2
c es una geodésica en X2

c parametrizada
por la longitud de arco t y γ(0) = x, γ′(0) = v, entonces γ se puede expresar
en términos de las funciones cnc y snc ([Rat94]) aśı:

γ(t) = cnc(t)x+ snc(t)v, (2.3)

Si denotamos 〈, 〉c el producto interno de Lorentz 〈, 〉L si c < 0 y el producto
escalar euclidiano 〈, 〉 si c > 0, entonces observamos que

〈γ(t), γ(t)〉c = 〈cnc(t)x+ snc(t)v, cnc(t)x+ snc(t)v〉c
=

1

c
cn2

c(t) + snc(t) =
1

c
,

es decir, que realmente la geodésica (2.3) se encuentra en X2
c ,
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Ahora, si α : I −→ X2
c es una curva regular, parametrizada por la longitud

de arco s, definimos la variación de γ respecto a la curva α por la familia de
curvas definidas aśı:

γs(t) = cnc(t)α(s) + snc(t)n(s),

donde n(s) es el vector normal unitario a α(s).
Observemos que, para cada s0 fijo, γs0(t) es una geodésica normal a α(s) en
el punto α(s0). Probemos que el campo variacional

Y (t) =
∂γ

∂s
(t, s0)

a lo largo de γ es un campo de Jacobi.
Usando Frenet-Serret (mirar teorema 2.10, pag 26) tenemos que:

Y (t) = cnc(t)γ
′(s)− snc(t)n

′(s)

= cnc(t)T (s)− snc(t)k(s)T (s)

= (cnc(t)− k(s) snc(t))T (s)

Sabemos que para una variedad riemanniana con curvatura seccional constan-
te c el tensor de curvatura R viene dado por la fórmula (mirar, por ejemplo,
[Lee97] página 148):

R(X,Y )Z = c(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y ).

Observemos que Y ′′(t) = −cY (t):

Y ′′(t) =
D

dt

(
D

dt
(Y (t))

)

=
D

dt

(
D

dt
(cnc(t)− k(s) snc(t))T (s))

)

=
D

dt

(
(−c snc(t) + k(s) cnc(t))T (s) + (cnc(t)− k(s) snc(t))T (s)))

D

dt
(T (s))

)

=
D

dt
((−c snc(t) + k(s) cnc(t))T (s))

= (−c cnc(t)− ck(s) snc(t)) +
D

dt
(T (s)

= −cY (t),
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donde
D

dt
= ∇γ′ es la derivada covariante de X2

c respecto a γ′.

Entonces Y (t) sastiface la ecuación de Jacobi; en efecto, por ser 〈Y, γ′〉c = 0,
tenemos que

Y ′′ +R(Y, γ′)γ′ = Y ′′ + cY = 0,

Por lo tanto Y (t) = (cnc(t) − k(s) snc(t))T (s) es un campo de Jacobi a lo
largo de la geodésica γ(t) ortogonal a la curva α(s).

Definición 2.4 Sean α, γ y Y como antes. Diremos que γ(t) es un punto
focal respecto a la curva α si Y (t) = 0. Esto es equivalente a que

kg(s) = cotc(t(s)).

Al conjunto de los puntos focales le llamaremos conjunto focal.

Notemos que sólo existen puntos focales cuando kg(s) >
√−c coincidiendo

que ya hab́ıamos impuesto en la observación 2.2

Observación 2.5 Sea α : I → X2
c una curva regular, parametrizada por

la longitud del arco. Observemos que el conjunto focal F (α(I)) de α es el
conjunto,

F (α(I)) =
{

expα(s)(ρ(s)n(s)) : s ∈ I
}
,

donde n(s) es el vector normal unitario interior a α en s, y ρ(s) es el radio
de curvatura.

Recordemos que y = expx(tv), con |v| = 1, significa que y = σ(t), donde σ(u)
es la única geodésica tal que σ(0) = x y σ′(0) = v.

2.1.1. Ecuación expĺıcita de la evoluta en curvatura
constante

En esta subsección daremos de forma expĺıcita la ecuación de la evoluta
de una curva α definidad en X2

c . Empecemos con la siguiente definición

Definición 2.6 Sea α : I −→ X2
c una curva diferenciable parametrizada por

la longitud de arco s. Llamaremos al conjunto focal F (α(I)) la evoluta de
α.
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Observación 2.7 Notemos que si α : I −→ X2
c es una curva diferenciable

parametrizada por la longitud de arco s, entonces la evoluta de α es una
curva en X2

c que viene dada por:

ξα(s) =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s)). (2.4)

En efecto, todo punto y ∈ F (α(I)) se puede expresar como:

y = expα(s)(ρn(s)) = cnc(ρ(s))α(s) + snc(ρ(s))n(s).

Como kg(s) = cotc(ρ(s)), tenemos

y = cnc(ρ(s))α(s) + snc(ρ(s))n(s)

= snc(ρ(s))
(
cotc(ρ(s))α(s) + n(s)

)

=
1

cscc(ρ(s))

(
kg(s)α(s) + n(s)

)

=
1√

cot2
c(ρ(s)) + c

(
kg(s)α(s) + n(s)

)

=
1√

k2
g(s) + c

(
kg(s)α(s) + n(s)

)
,

lo que prueba la igualdad (2.4).

2.2. Fibrado normal de una curva en curva-

tura constante

En esta sección haremos la primera comprobación de nuestra noción de
evoluta de una curva α en X2

c comprobando que

ξα(s) =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s))

coincide con la envolvente de una familia de geodésicas ortogonales a dicha
curva.
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Definición 2.8 Sean α : I −→ X2
c una curva diferenciable parametrizada

por la longitud de arco s y γs(t) = cnc(t)α(s) + snc(t)n(s) la familia de
geodésicas ortogonales a α. Llamaremos al conjunto

{(s, cnc(t)α(s) + snc(t)n(s)); s ∈ I, t ∈ R} ,
el fibrado normal de α.

Teorema 2.9 Sean α : I −→ X2
c una curva diferenciable parametrizada por

la longitud de arco s y γs(t) = cnc(t)α(s)+snc(t)n(s) la familia de geodésicas
ortogonales a α. Entonces la envolvente de la familia γs(t) es

ξα(s) =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s)).

Demostración: Usaremos la técnica expuesta en el teorema 1.16 página 12
para determinar la envolvente de la familia γs(t).

Denotemos el fibrado normal de α aśı:

∑
=

{
(s, cnc(t)α(s) + snc(t)n(s)) : s ∈ I, t ∈ R

}
.

el conjunto
∑

es una superficie y la podemos parametrizar locamente por:

X(s, t) = (s, cnc(t)α(s) + snc(t)n(s)),

donde (s, t) ∈ I × J ⊂ R× R, ( I y J intervalos abiertos ).

Calculemos los valores cŕıticos de la proyección π :
∑ −→ X2

c .

Una base del plano tangente Tp

∑
de

∑
en p es

{
Xs, Xt

}
, donde

Xs = dXq(e1) =
(
1, (cnc(t)− kg(s) snc(t))T (s)

)

Xt = dXq(e2) =
(
0,−c snc(t)α(s) + cnc(t)n(s)

)

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) y p = X(q).

Como π es una función ĺıneal en la “variable que proyectamos”, entonces
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dπp(Xs) = (cnc(t)− kg(s) snc(t))T (s)

y

dπp(Xt) = −c snc(t)α(s) + cnc(t)n(s).

Luego,

dπp(Xs) = 0 si sólo si, kg(s) = cotc(t(s)); es decir que t(s) = ρ(s)

y dπp(Xt) 6= 0 para todo (s, t) ∈ I × R.

Por lo tanto el conjunto de los valores cŕıticos de la proyección π :
∑ −→ X2

c

es el conjunto de los puntos y = cnc(t)α(s) + snc(t)n(s) tales que
kg(s) = cotc(t(s)), es decir el conjunto focal de α. Por tanto

ξα(s) =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s)). ¤

2.3. Frenet-Serret en S2( 1√
c
) y H2( 1√

c
)

En esta sección determinaremos las fórmulas de Frenet-Serret para una
curva α en X2

c , para c > 0 y c < 0. Más adelante serán la herramienta básica
para probar algunos resultados relativos a conjuntos focales en H2( 1√

c
) y

S2( 1√
c
).

Antes de entrar en detalles fijemos algunas notaciones de geometŕıa hiperbóli-
ca y esférica.

Recordemos que el producto interno de Lorentz restringido al plano tan-
gente TxH2, para cualquier x ∈ H2, está definido positivamente, [Rat94].

Si x, y ∈ X2
c , entonces x∧cy representa el productos cruz euclidiano si c ≥ 0,

y el producto cruz de Lorentz si c < 0.
Recordemos el producto cruz de Lorentz, para x = (x1, x2, x3) y y = (y1, y2, y3)
en H2
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x ∧c y =

∣∣∣∣∣∣

−e1 e2 e3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
= (−(x2y3 − x3y2), x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)

donde {e1, e2, e3} es una base Lorentz ortonormal en R2,1.

Sea α : I −→ X2
c , α(s) = (x1(s), x2(s), x3(s)) una curva regular en X2

c para-
metrizada por la longitud de arco.

Denotaremos α′(s) = T (s). Es claro que 〈T (s), α(s)〉c = 0.

Denotaremos n(s) =
√
|c|(α(s) ∧c T (s)).

Observemos que:

〈n(s), n(s)〉c = 〈
√
|c|(α(s) ∧c T (s)),

√
|c|(α(s) ∧c T (s))〉c

= |c|〈α(s) ∧c T (s), α(s) ∧c T (s)〉c
=

c

|c|(|c|)
∣∣∣∣
〈α(s), α(s)〉c 〈T (s), α(s)〉c
〈α(s), T (s)〉c 〈T (s), T (s)〉c

∣∣∣∣

= c

∣∣∣∣
1
c

0
0 1

∣∣∣∣
= 1

α(s) ∧c n(s) = α(s) ∧c

√
|c|(α(s) ∧c T (s))

=
c

|c|(
√
|c|) (〈α(s), T (s)〉cα(s)− 〈α(s), α(s)〉cT (s))

= − 1√
|c|T (s)

T (s) ∧c n(s) = T (s) ∧c

√
|c|(α(s) ∧c T (s))

=
c

|c|(
√
|c|) (〈T (s), T (s)〉cα(s)− 〈α(s), T (s)〉cT (s))

=
c√
|c|α(s)
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Por tanto tenemos una referencia {α(s), T (s), n(s)} ortogonal a lo largo de
una curva α. Ahora es natural pensar en obtener formulas de tipo Frenet-
Serret para una curva en S2( 1√

c
) y H2( 1√

c
); el siguiente resultado, nos resuelve

esta inquietud.

Teorema 2.10 Sean α : I −→ X2
c una curva regular en X2

c parametrizada
por longitud de arco y {α(s), T (s), n(s)} una referencia ortogonal (c < 0 es
Lorentz ortogonal) a lo largo de α. Entonces.

α′(s) = T (s),

T ′(s) = −cα(s) + kg(s)n(s),

n′(s) = −kg(s)T (s),

donde kg(s) es la curvatura geodésica de la curva α en X2
c , la cual es dada

por kg(s) = 〈n(s), T ′(s)〉c

Demostración: Por definición tenemos que α′(s) = T (s). Como

〈T (s), T (s)〉 = 1,

tenemos que 〈T ′(s), T (s)〉c = 0; por lo tanto existen números reales λ y µ tal
que T ′(s) = λα(s) + µn(s).

Por otro lado, como 〈α(s), T (s)〉 = 0, entonces 〈α(s), T ′(s)〉 = −1; por lo
tanto λ = −c.
Por otro lado,

µ = µ〈n(s), n(s)〉c = 〈n(s), T ′(s)〉c = kg(s).

Por lo tanto T ′(s) = −cα(s) + kg(s)n(s).

Ahora n(s) =
√
|c|(α(s) ∧c T (s)) entonces:

n′(s) =
√
|c|(α(s) ∧c T

′(s))

=
√
|c|(α(s) ∧c (−cα(s) + kg(s)n(s)))

= −kg(s)T (s). ¤
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Observación 2.11 Observemos que cuando c = 0 tenemos las fórmulas de
Frenet-Serret clásicas para una curva plana en el espacio, es decir:

T ′(s) = k(s)n(s),

n′(s) = −k(s)T (s).

2.4. Singularidades de la función distancia so-

bre curvas en S2( 1√
c
) y H2( 1√

c
)

En el caṕıtulo anterior determinamos los puntos focales de una curva
α definida en R2 a partir de las singularidades de la función distancia al
cuadrado, ya que dichos puntos eran los centros de los ćırculos osculadores,
los cuales teńıan por lo menos orden de contacto 3 con la curva α. En esta
sección usaremos la misma técnica para determinar los puntos focales de una
curva α definida en X2

c y aśı comprobaremos por segunda vez que nuestra
noción de evoluta es adecuada, es decir coincide con la determinada por la
técnica antes dicha.

Cabe destacar en esta sección el hallazgo de un ćırculo osculador para una
curva α en X2

c como la curva que tiene por lo menos orden de contacto 3 con
α. Es sabido que en el caso hiperbólico tres puntos no determinan en general
un ćırculo.

Sean x y y dos puntos en X2
c . Definimos la distancia entre x y y en X2

c

como el número real dc(x, y) tal que

cnc(dc(x, y)) = c〈x, y〉c,

Definamos la funciónD : I×X2
c −→ R comoD(s, y) = dc(α(s), y), donde α es

una curva regular en X2
c , parametrizada por la longitud del arco. Denotaremos

(Dy)(s) = D(s, y).
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Teorema 2.12 Sean α : I −→ X2
c una curva regular parametrizada por la

longitud de arco s y D(s, y) = dc(α(s), y) la función distancia como antes.
Entonces para todo (s, y) ∈ I × X2

c tenemos:

i) (Dy)
′(s) = 0 si y sólo si, y es generado por los vectores α(s) y n(s)

ii) (Dy)
′(s) = (Dy)

′′(s) = 0 si y sólo si, y = ± 1√
k2

g(s)+c
(kg(s)α(s) + n(s))

iii) (Dy)
′(s) = (Dy)

′′(s) = (Dy)
(3)(s) = 0 si y sólo si,

y = ± 1√
k2

g(s)+c
(kg(s)α(s) + n(s)), k′g(s) = 0

iv) (Dy)
′(s) = (Dy)

′′(s) = (Dy)
(3)(s) = (Dy)

(4)(s) = 0 si y sólo si,

y = ± 1√
k2

g(s)+c
(kg(s)α(s) + n(s)), k′g(s) = k′′g (s) = 0

Demostración:

i)⇒) Supongamos que (Dy)
′(s) = 0. Como cnc(Dy(s)) = c〈α(s), y〉c entonces

−c snc(Dy(s))D
′
y(s) = c〈α′(s), y〉c. Por lo tanto 〈α′(s), y〉c = 〈T (s), y〉c = 0,

luego el vector y es generado por los vectores n(s) y α(s).

⇐) Supongamos que el vector y es generado por los vectores n(s) y α(s)
entonces 0 = c〈α′(s), y〉c = −c snc(Dy(s))D

′
y(s). Por lo tanto (Dy)

′(s) = 0.

ii) ⇒ Supongamos que (Dy)
′(s) = (Dy)

′′(s) = 0, entonces
−c cnc(Dy(s))(D

′
y(s))

2 − c snc(Dy(s))(D
′′
y(s)) = c〈α′′(s), y〉 = 0. Por i) te-

nemos que existen números reales λ y µ tal que y = λα(s) + µn(s). Por las
fórmulas de Frenet Serret se tiene que:

α′′(s) = T ′(s) = −cα(s) + kgn(s),

luego

〈α′′(s), y〉c = 〈−cα(s) + kgn(s), λα(s) + µn(s)〉c = −λ+ kgµ = 0.

Como 〈y, y〉 = 1/c entonces µ = ±1/
√
k2

g(s) + c.

Por lo tanto
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y = ± 1√
k2

g(s) + c
(kg(s)α(s) + n(s)).

⇐) Supongamos que y = ± 1√
k2

g(s)+c
(kg(s)α(s) + n(s)), entonces usando Fre-

net Serret se tiene:

c〈T ′(s), y〉c = c〈α′′(s), y〉c = 0,

pero

c〈α′′(s), y〉c = −c cnc(Dy(s))(D
′
y(s))

2 − c snc(Dy(s))(D
′′
y(s)),

luego D′
y(s) = D′′

y(s) = 0.

iii) ⇒) Supongamos (Dy)
′(s) = (Dy)

′′(s) = (Dy)
(3)(s) = 0, entonces

c2 snc(Dy(s))(D
′
y(s))

3 − 3c cnc(Dy(s))D
′
y(s)(D

′′
y(s)) − c snc(Dy)D

(3)
y (s) =

c〈α(3)(s), y〉 = 0.

Usando Frenet- Serret se tiene que

〈α(3)(s), y〉c = 〈−(c+ k2
g)T, y〉c = 0 y k′g(s) = 0

Por lo tanto

y = ± 1√
k2

g(s) + c
(kg(s)α(s) + n(s)).

Para demostrar el rećıproco se argumenta de la misma manera como en i) y
ii).

iv)⇒) Supongamos que (Dy)
′(s) = (Dy)

′′(s) = (Dy)
(3)(s) = (Dy)

(4)(s) = 0
por un cálculo directo de (Dy)

(4)(s) tenemos que 〈α(4)(s), y〉c = 0. Usando
Frenet-Serret tenemos que

c〈α(4)(s), y〉c = c〈−(c+ k2
g)(−cα(s) + kgN), y〉c = 0 y k′g(s) = k′′g (s) = 0

Por lo tanto
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y = ± 1√
k2

g(s) + c
(kg(s)α(s) + n(s)).

Para demostrar el rećıproco se argumenta de la misma manera como en i) y
ii). ¤

Observación 2.13 Notemos que tomando y con signo positivo, es decir

y =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s)),

vemos que coincide con nuestra noción de evoluta expuesta en la sección
anterior(Observación 2.7).

Tomemos los siguientes ćırculos en X2
c , un paralelo en S2( 1√

c
) y de forma

similar un paralelo en el hiperboloide H2( 1√
c
), esperamos que tengan como

evoluta un punto en X2
c .

Ejemplo 2.14 Sea α(s) = ( 1√
|c| cnc(t), snc(t) cos(θ(s)), snc(t) sin(θ(s))),una

curva en X2
c parametrizada por la longitud del arco; donde t es fijo y

θ(s) =
s

snc(t)
.

Calculemos la evoluta de α.
Como n(s) =

√
|c|(α(s) ∧c T (s)), entonces

n(s) =
√
|c|

∣∣∣∣∣∣∣

c
|c|e1 e2 e3

1√
|c| cnc(t) snc(t) cos(θ(s)) snc(t) sin(θ(s))

0 − sin(θ(s) cos(θ(s)))

∣∣∣∣∣∣∣
= (

c√
|c| snc(t),−cnc(t)) cos(θ(s)),−cnc(t) sin(θ(s)).

Por otro lado tenemos:

kg(s) = cotc(t) y
1√

k2
g(s) + c

= snc(t).
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Por lo tanto la evoluta de α es:

ξα(s) =
1√

k2
g(s) + c

(kg(s)α(s) + n(s))

= cnc(t)α(s) + snc(t)n(s)

= (
1√
|c| cn

2
c(t), cnc(t) snc(t) cos(θ(s), cnc(t) snc(t) sin(θ(s))

+ (
c√
|c| sn

2
c(t),− cnc(t) snc(t) cos(θ(s),− cnc(t) snc(t) sin(θ(s))

= (
1√
|c| cn

2
c(t) +

c√
|c| sn

2
c(t), 0, 0)

= (
1√
|c| , 0, 0).

2.5. Ćırculo osculador en curvatura constan-

te

Vamos a estudiar algunas propiedades geométricas de la evoluta ξα de una
curva α en X2

c , principalmente lo referente al ćırculo osculador, es decir, el
ćırculo con centro en ξα y radio r = ρ(s) como el ćırculo que tiene contacto
de orden 3 con la curva α.

Sean r ∈ R y y0 ∈ X2
c . Al ćırculo de X2

c de centro en y0 y radio r lo denota-
remos por

C(y0, r) = {y ∈ X2
c : dc(y0, y) = r}.

Teorema 2.15 Sea α : I −→ X2
c una curva parametrizada por la longitud

de arco s. Entonces k
′
g ≡ 0 si sólo si, y(s) = 1√

k2
g(s)+c

(kg(s)α(s) + n(s)) es

constante.
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Demostración:

y′(s) = −(k2
g + c)−

3
2kg(s)k

′
g(s)(kg(s)α(s) + n(s))

+ (k2
g(s) + 1)−

1
2 (k′g(s)α(s) + kg(s)α

′(s) + n′(s))

=
k′g(s)c

(k2
g(s) + c)

3
2

α(s)− kg(s)k
′
g(s)

(k2
g(s) + c)

3
2

n(s),

Por lo tanto y′(s) = 0 si sólo si k′g(s) = 0 para todo s ∈ I. ¤

Observación 2.16 Si k′g ≡ 0 entonces kg(s) es constante para todo s ∈ I,
luego

dc(ξα(s), α(s)) = cn−1
c (

kg(s)√
k2

g(s) + c
),

es constante para todo s ∈ I; por lo tanto α es un arco de ćırculo en X2
c , cuyo

centro es su evoluta ξα(s) y su radio es r = cn−1
c ( kg(s)√

k2
g(s)+c

). Si α es un ćırculo

de centro en un punto cualquiera de X2
c y radio r, entonces kg(s) = cotc(r)

para todo s ∈ I, luego k′g ≡ 0 para todo s ∈ I; por lo tanto la evoluta ξα es
un punto.

Teorema 2.17 Sean α : I −→ X2
c una curva parametrizada por longitud

de arco, y para un s0 ∈ I tal que kg(s0) >
√−c si c < 0, consideremos

C(y0, r), donde y0 = ξα(s0) y r0 = cn−1
c ( kg(s0)√

k2
g(s0)+c

). Entonces α y C(y0, r0)

tiene contacto por lo menos de orden 3 en α(s0)

Demostración: Si fijamos y0, por definición tenemos que

C(y0, r0) = (dc)
−1(r0),

donde dc es la función distancia a y0 en X2
c . Por el teorema 2.12 se tiene que

α y C1(y0, r0) tienen por lo menos contacto de orden 3 en α(s0). ¤

Corolario 2.18 El ćırculo osculador C(y0, r0) y la curva α tiene contacto
de orden 3 en α(s0) (resp. punto de contacto de orden 4 o superior ) si y sólo
si k′g(s0) 6= 0, (resp. k′g(s0) = 0).
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Por lo anterior se dice que y0 es el centro de curvatura geodésica, que r0 es
el radio de curvatura geodésica y que C(y0, r0) es el ćırculo osculador.

Vemos que el ćırculo osculador de una curva α en X2
c , (c 6= 0), tiene las

mismas propiedades respecto a la teoŕıa de contacto, que el ćırculo osculador
clásico de una curva en R2. Por ejemplo, podemos decir que un punto α(s0)
es un vértice de la curva α si existe un ćırculo en X2

c , cuyo contacto en dicho
punto es de orden 4.
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Caṕıtulo 3

Integral del radio de curvatura
en R2

En el caṕıtulo 1 vimos (página 6) el análogo en dimensión 2 de la desi-
gualdad de Heintze y Karcher, es decir:

Si N = ∂Ω es la frontera de un dominio convexo compacto Ω en R2 de
área F , con curvatura k positiva en todo punto, entonces

∫

N

1

k(s)
ds ≥ 2F, (3.1)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N . La igualdad se obtiene
si N es una circunferencia.

En este caṕıtulo daremos una prueba más corta de la fórmula (3.1) la
cual tiene una ventaja, nos da la interpretación geométrica de la diferencia:

2F −
∫

N

1

k(s)
ds,

concretamente probaremos que:

∫

N

1

k(s)
ds = 2(F − Fe),

donde Fe (≤ 0) es el área (algebraica) del dominio acotada por la evoluta de
N .

35
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Este será nuestro primer resultado original. Este resultado se encuentra en
el art́ıculo An interesting property of the evolute, aceptado para publi-
cación en la revista, The American Mathematical Monthly. Por lo tanto en
este caṕıtulo estudiaremos con detalle dicho art́ıculo.

3.1. Preliminares

En esta sección estudiaremos brevemente ciertos resultados de geometŕıa y
análisis que son indispensables para demostrar el resultado principal de este
caṕıtulo.

3.1.1. Envolvente de una familia de rectas

Haremos una exposición igual a la que se da en [San76], para determinar una
parametrización de la envolvente de una familia de rectas.

Una ĺınea recta G en el plano está determinada por el ángulo φ formado
por la dirección perpendicular a G con una dirección fija y su distancia
p = p(φ) a un origen.
La ecuación de esta recta será entonces

x cosφ+ y sinφ− p = 0. (3.2)

La ecuación (3.2), cuando p = p(φ) variando φ, es la ecuación de una familia
de rectas. Si suponemos que p = p(φ) es diferenciable, entonces según la
definición 1.13 (página 11), tenemos que la envolvente de la familia de rectas
se obtiene de (3.2) y de su derivada:

−x sinφ+ y cosφ− p′ = 0, p′ = dp/dφ (3.3)

Por lo tanto de (3.2) y (3.3) tenemos una parametrización de la envolvente
de la familia de rectas dada por la ecuación (3.2) cuando hacemos variar φ:

x = p cosφ− p′ sinφ,

y = p sinφ+ p′ cosφ.
(3.4)
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Si la envolvente de esta familia de rectas es la frontera ∂Ω de un conjunto
convexo Ω y el origen es un punto interior de Ω, entonces p = p(φ) es llamada
la función soporte de Ω o la función soporte de la curva convexa ∂Ω.
Se deduce de (3.4) que

dx = −(p+ p′′) sinφ dφ, dy = (p+ p′′) cosφ dφ,

y por lo tanto la diferencial de arco de la envolvente es:

ds =
√
dx2 + dy2 = |p+ p′′| dφ. (3.5)

Se deduce de (3.5) que el radio de curvatura está dado por

ρ = ds/dφ = |p+ p′′|. (3.6)

Recordemos que una condición necesaria y suficiente para que una función
periódica p = p(φ) sea la función soporte de un conjunto convexo es que:

p+ p′′ > 0. (3.7)

Ya que p′(φ) es periódica, se deduce de (3.7) y (3.5) que la longitud de una
curva convexa que tiene función soporte p de clase C2 está dada por:

L =

∫ 2π

0

p dφ

El área del conjunto convexo Ω en término de la función soporte está dada
por:

F =
1

2

∫

∂Ω

pds =
1

2

∫ 2π

0

p(p+ p′′) dφ, (3.8)

o, equivalentemente, por

dF =
1

2
p ds =

1

2
p ρ dφ.
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3.1.2. Relación de Parseval y desigualdad de Wirtinger

Recordemos brevemente la relación de Parseval y la desigualdad de Wir-
tinger para una función f periódica (periodo 2π)y de clase C2. El lector
interesado en más detalles de estos resultados de análisis, puede mirar por
ejemplo [Tal93] página 81 o [Hop83] página 52 o [Nil81] páginas 175 y 211.

Si f es una función periódica, de peŕıodo 2π y de clase C2, entonces la serie
de Fourier generada por f en su forma compleja, se escribe aśı:

f(x) ∼
∞∑
−∞

cne
inx,

donde

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)eint dt.

Una de las propiedades que tienen los coeficientes de la serie de Fourier es la
clásica relación de Parseval que en nuestro caso, para la función f es:

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt =
∞∑
−∞

|cn|2.

La relación de Parseval implica la desigualdad de Wirtinger, que enunciamos
en el siguiente lema:

Lema 3.1 Sea f una función periódica de clase C2, y peŕıodo igual a 2π.
Entonces

∫ 2π

0

|f ′|2dφ ≤
∫ 2π

0

|f ′′|2dφ. (3.9)

La igualdad se da, si y sólo si, f(φ) = a cosφ + b sinφ + c, para algunas
constantes a, b y c.

Demostración: Si la serie de Fourier de f es:
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f(x) ∼
∞∑
−∞

cne
inx,

entonces las series de Fourier de f ′ y f ′′ está dada por:

f ′(x) ∼ ∑∞
−∞ incne

inx, f ′′(x) ∼ ∑∞
−∞(in)2cne

inx.

Por la relación de Parseval tenemos que:

1

2π

∫ 2π

0

|f ′(t)|2 dt =
∞∑
−∞

n2|cn|2.

y

1

2π

∫ 2π

0

|f ′′(t)|2 dt =
∞∑
−∞

n4|cn|2.

Por lo tanto

∫ 2π

0

|f ′|2dφ ≤
∫ 2π

0

|f ′′|2dφ.

Supongamos la igualdad en la fórmula (3.9), entonces nuevamente por la rela-
ción de Parseval, los coeficientes cn son iguales a cero, para todo
n = ±2,±3,±4..., por lo tanto f(φ) = a cosφ + b sinφ + c, para algunas
constantes a, b y c.
Ahora si f(φ) = a cosφ + b sinφ + c, es claro que se obtiene la igualdad en
(3.9) ¤

3.1.3. Hedgehogs

Recordaremos brevemente lo que es un hedgehog (erizo). El lector interesado
en más detalles puede mirar por ejemplo [MM96]

Definición 3.2 Si h : R → R es una función de clase C1 de peŕıodo 2π,
entonces el hedgehog αh determinado por h está definido por:

αh(φ) = (h(φ) cosφ− h′(φ) sinφ, h(φ) sinφ+ h′(φ) cosφ).
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Observación 3.3 Notemos que el hedgehog determindado por h es la en-
volvente de la familia de rectas dada por:

x cosφ+ y sinφ = h(φ).

También notamos que la función h de un hedgehog, es una generalización de
la función soporte de un conjunto convexo.

Ejemplo 3.4 Si h(φ) = cos(25φ), entonces su hedgehog correspondiente
tendrá la siguiente gráfica:

figura 5

El área (algebraica) de un hedgehog está dada por:

Fh =
1

2

∫ 2π

0

h(h+ h′′)dφ =
1

2

∫ 2π

0

(h2 − h′2)dφ.

Observación 3.5 La cantidad Fh puede ser positiva, negativa o cero. Si h es
la función soporte de un conjunto convexo, entonces Fh es el área eucĺıdia del
conjunto convexo, mirar fórmula (3.8), y en particular esta área es positiva

Veremos que en el caso, cuando h es la función que determina un hedgehog
que es la evoluta de ∂Ω, donde Ω es un conjunto convexo, entonces Fh ≤ 0.
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3.2. Resultado en R2

En esta sección exponemos nuestro primer resultado original; pero cabe ano-
tar que también en esta sección describiremos de una forma elegante y sencilla
una parametrización de la evoluta de una curva convexa.

Sea N una curva cerrada. Supongamos que N es la frontera de un conjunto
convexo Ω, y el origen de coordenadas está en el interior de Ω.

Supongamos que la función soporte p = p(φ) de Ω es de clase C3 y de peŕıodo
2π.

Una parametrización αp(φ) = (x(φ), y(φ)) de N puede ser dada por:

x(φ) = p(φ) cosφ− p′(φ) sinφ, y(φ) = p(φ) sinφ+ p′(φ) cosφ.

Con esta parametrización la evoluta α̃ de αp está dada por:

α̃(φ) = αp(φ) + ρ(φ)
(−y′(φ), x′(φ))

((x′(φ))2 + (y′(φ))2)
1
2

,

donde ρ(φ) es el radio de curvatura de αp(φ).

Por las fórmulas (3.5) y (3.6) tenemos que

α̃(φ) = αp(φ) + (−y′(φ), x′(φ)).

Equivalentemente, α̃(φ) = (x̃(φ), ỹ(φ)), con

x̃(φ) = x(φ)− y′(φ) = −p′(φ) sinφ− p′′(φ) cosφ

ỹ(φ) = y(φ) + x′(φ) = p′(φ) cosφ− p′′(φ) sinφ

Las anteriores ecuaciones representan una parametrización de la evoluta de
la curva N por la función p del convexo Ω. Observemos que dicha parametri-
zación no es complicada.
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Observación 3.6 Notemos lo siguiente:

Sea H(φ) = −p′(φ + π
2
). Entonces H(φ) es una función de clase C2 y de

peŕıodo 2π y el hedgehog definido por H(φ) es:

αH(φ) = (H(φ) cosφ−H ′(φ) sinφ,H(φ) sinφ+H ′(φ) cosφ)

= (−p′(φ+
π

2
) cosφ+ p′′(φ+

π

2
) sinφ,−p′(φ+

π

2
) sinφ− p′′(φ+

π

2
) cosφ).

En particular

αH(φ− π

2
) = (−p′(φ) sinφ− p′′(φ) cosφ, p′(φ) cosφ− p′′(φ) sinφ)

= (x̃(φ), ỹ(φ)) = α̃(φ).

Es decir, la evoluta α̃ es el hedgehog αH .

Por lo tanto el área (algebraica) Fe de la evoluta de una curva convexa, con
función soporte p = p(φ) es igual al área (algebraica) de FH del hedgehog
determinado por la función H(φ) = −p′(φ+ π

2
).

Es decir,

Fe =
1

2

∫ 2π

0

H(H +H ′′)dφ

=
1

2

∫ 2π

0

p′(p′ + p′′′)dφ.

Teorema 3.7 La integral de los radios de curvatura ρ(s) de una curva plana
N convexa es dos veces el área del dominio acotado por ella menos el área
(algebraica) del dominio acotado por su evoluta. Es decir

∫

N

ρ ds = 2(F − Fe). (3.10)
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Demostración: El área Fe de la evoluta es:

Fe =
1

2

∫ 2π

0

p′(p′ + p′′′)dφ

Pero integrando por partes tenemos:

∫ 2π

0

(p′′p) dφ = −
∫ 2π

0

(p′)2 dφ,

y

∫ 2π

0

(p′p′′′) dφ = −
∫ 2π

0

(p′′)2 dφ.

Por lo tanto

Fe =
1

2

∫ 2π

0

((p′)2 − (p′′)2)dφ (3.11)

= −1

2

∫ 2π

0

p′′(p+ p′′)dφ

= −1

2

∫

N

p′′ds

ya que ds = (p+ p′′)dφ.

Concluimos que,

2Fe = −
∫

N

p′′ds = −
∫

N

(ρ− p)ds = 2F −
∫

N

ρ ds.

o

∫

N

ρ ds = 2(F − Fe) ¤
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Corolario 3.8 Sea N = ∂Ω una curva de clase C2 la cual es la frontera de
un conjunto convexo Ω en el plano. Entonces

∫

N

ρ ds ≥ 2F, (3.12)

Demostración: La desigualdad en (3.12) es una consecuencia del teorema
anterior y del hecho que Fe ≤ 0; pero aplicando el lema 3.1 y la fórmula
(3.11) se tiene que Fe ≤ 0.
Ahora si tenemos la igualdad en (3.12), entonces Fe = 0 y por lo tanto
tenemos la igualdad en la fórmula de Wirtinger. Es decir, p(φ) = a cosφ +
b sinφ+ c. Pero esto implica que N es una circunferencia de centro en (a, b)
y radio |c|, ya que p(φ) es la función soporte de la circunferencia de centro
(a, b) y radio |c| ¤

Observación 3.9 (ver observación 4.22 pag 59) En el caṕıtulo 4 gene-
ralizamos el teorema 3.7 a espacios de curvatura constante c. Cuando c = 0
obtenemos la igualdad (3.10), y sin usar Wirtinger demostramos la desigual-
dad (3.12), lo cual implica que Fe ≤ 0. Con lo anterior obtuvimos otra prueba
de la desigualdad de Wirtinger y además una interpretación geométrica de
dicha desigualdad.



Caṕıtulo 4

Integral de funciones focales

En el caṕıtulo anterior demostramos que la integral de los radios de cur-
vatura de una curva plana convexa es dos veces el área del dominio acotado
por ella menos el área (algebraica) de el dominio acotado por su evoluta. Es
decir

∫

N

ρ ds = 2(F − Fe). (4.1)

En este caṕıtulo generalizamos (4.1) a conjuntos convexos de una varie-
dad riemanniana X2

c de dimensión 2, completa, simplemente conexa y de
curvatura constante c. Es decir, la esfera S2

c de radio 1√
c

para c > 0, o el

plano hiperbólico H2
c para c < 0 (la esfera imaginaria de radio Ri = 1√

c
).

Usando técnicas como en [GRST05], obtenemos el siguiente resultado el
cual coincide, para c = 0, con la fórmula (4.1).

Teorema 4.1 Sea Ω un dominio regular convexo en X2
c, si c ≥ 0, o fuerte-

mente h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Entonces

∫

N

tanc(
ρ(s)

2
)ds = F − Fe,

donde s la longitud del arco de N , F es el área de Ω y Fe el área (algebraica)
del conjunto focal F (N) de N .

Las nociones de convexidad usadas arriba son definidas en la primera
sección de este caṕıtulo y la función tangente generalizada se define por
tanc = snc / cnc (ver (2.1) y (2.2)).

45
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Ya que el trabajo en general tiene un interés en el estudio del conjunto
focal de una curva α en X2

c , y dicho conjunto es determinado por el radio de
curvatura de la curva α, entonces el t́ıtulo del caṕıtulo, integral de funciones
focales, hace referencia a las integrales que envuelven funciones de radio de
curvatura.

4.1. Preliminares

4.1.1. Convexidad y curvatura en S2( 1√
c
) y H2( 1√

c
)

Para fijar ideas recordaremos brevemente las nociones de convexidad y cur-
vatura en X2

c .

Definición 4.2 Diremos que un dominio Ω ⊂ X2
c es regular si su frontera

admite una parametrización regular. Es decir, existe una aplicación inyectiva
diferenciable α : S1(L) −→ N = ∂Ω con |α′(s)| = 1, donde L es una cons-
tante, S1(L) es el ćırculo euclidiano de radio L�2π y s es el parámetro arco
de este ćırculo.

Notemos que L es el peŕımetro de ∂Ω. Usaremos s como la longitud del
arco de ∂Ω (una vez tenemos fijada una parametrización α).

n(s) =
√
|c|(α(s) ∧c α

′(s)) es interior a ∂Ω. Escogeremos la orientación de
α(s) de forma que n(s) sea interior a Ω.

Definición 4.3 Un dominio regular Ω ⊂ X2
c se dice convexo (resp. fuer-

temente convexo ) si la curvatura geodésica en todo punto de N = ∂Ω es
no-negativa (resp. positiva).

El signo de la curvatura lo definimos por la condición

∇TT = k n,

donde ∇ es la derivada covariante de X2
c , donde n es el campo vectorial

normal unitario interior a N, y T = α′ donde α : S1(L) −→ X2
c es una

parametrización regular de N.
Si c > 0 y Ω es convexo se deduce que Ω está contenido en media esfera
S2( 1√

c
).

Si c < 0 necesitamos una noción más fuerte de convexidad.
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Definición 4.4 Un dominio regular Ω ⊂ H2( 1√
c
) con frontera N = ∂Ω se

dice h-convexo (resp.fuertemente h-convexo ) si la curvatura en todo punto
de N es mayor o igual que

√−c (resp. mayor que
√−c).

Ya que la curvatura k de la frontera de un disco de radio r en H2( 1√
c
) es dada

por

k =
√−c coth(

√−c r),
y coth(t) > 1,∀t > 0, entonces el disco es fuertemente h-convexo.

Observación 4.5 Notemos que la noción de convexidad aqúı dada es equi-
valente a la noción usual de convexidad geodésica. En algunas ocasiones un
conjunto h-convexo es llamado horociclicamente convexo, porque en este caso
los horociclos que unen puntos en Ω estan contenidos en Ω.

Para N = ∂Ω borde de un dominio convexo (y h-convexo cuando c < 0),
el radio de curvatura ρ(s) está definido (a través de cotc(ρ(s)) = k(s), mirar
definición 2.1) para todo punto.
Usaremos con frecuencia las fórmulas (2.1) y (2.2) de las funciones generali-
zadas snc y cnc página 18.

Usaremos que el área y el peŕımetro de un disco de radio t en X2
c son dados

respectivamente por

A(t) =
2π

c
(1− cnc(t)), (4.2)

L(t) = 2π snc(t).

Similarmente como en la definición 2.5 página 21 tenemos una definición del
conjunto focal de la frontera de un dominio regular.

Definición 4.6 Sea N la frontera de un dominio regular Ω ⊂ X2
c . Entonces

el conjunto focal F (N) de N es el conjunto

F (N) = {expx(ρ(x)n(x)); x ∈ N} ⊂ X2
c ,

donde n(x) es el vector normal interior a N en el punto x ∈ N .
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Observación 4.7 El conjunto focal de N también es llamado la evoluta de
N. Recordemos del caṕıtulo 2 que F (N) es el lugar de los centros de los
ćırculos osculadores de N y que es diferenciable excepto en los centros de los
ćırculos con contacto mayor que 3 (ver corolario 2.18 y la demostración del
teorema 2.15). Además, del corolario 1.15 sabemos que la geodésica normales
a N son tangentes a F (N). En efecto, F (N) es el conjunto de valores cŕıticos
de φ(x, t) = expx(tn(x)), para x ∈ N y t ∈ R.

4.1.2. Winding number en S2( 1√
c
) y H2( 1√

c
)

Definición 4.8 El winding number wind(α, y) (el número de vueltas) de
una curva α : S1(L) −→ X2

c con respecto a un punto y ∈ X2
c \α(S1(L))

es el grado de la aplicación ϕ : S1(L) −→ TyX
2
c definida por la condición

||ϕ(s)|| = 1 y

expy λ(s)ϕ(s) = α(s),

para alguna función λ = λ(s).

Es decir, que a cada punto α(s) le asociamos el único vector tangente unitario
en y el cual es tangente a la única geodésica que une y con α(s). Diremos
que ϕ es la aplicación winding respecto a y asociada a α.

Observemos que wind(α, y) es igual al número de intersecciones algebraica de
α(S1(L)) con un rayo geodésico arbitrario que sale de y, ( mirar por ejemplo
[GP74]).

Observación 4.9 Notemos que ϕ la podemos pensar de S1(L) en S1. Note-
mos que si movemos y a lo largo de cualquier arco que no corte α(S1(L)) el
winding number no cambia. Por lo tanto, el winding number de α respecto a
y permanece constante en cualquier componente conexa de X2

c \α(S). Mirar
[DC76] página 392.
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Definición 4.10 Sea N la frontera del dominio regular Ω ⊂ X2
c y y /∈ N .

Definimos

wind(N, y) = wind(α, y),

donde α es una parametrización regular de N tal que la base {α′, n} es
positiva.

Definimos el winding number del conjunto focal por:

wind(F (N), y) = wind(α̃, y),

donde

α̃ = expα(s)(ρ(α(s))n(α(s)))

es la parametrización de F (N) inducida por la parametrización α de N.

Una vez que tengamos la parametrización α, escribiremos ρ(s) y n(s) en
vez de ρ(α(s)) y n(α(s)).

Definición 4.11 Sea F (N) el conjunto focal de N . Definimos el área alge-
braica de F (N) como

Fe =

∫

X2
c

wind(F (N), y)dy.

Según la definición anterior, el área encerrada por F (N) es contada con signo
y multiplicidad.

Observación 4.12 Sean α la parametrización de la frontera de un dominio
regular, ϕ la aplicación winding con respecto a y asociada a α y ψ = ϕ◦α−1.
Como degψ = degϕ y por el teorema del grado

∫

N

ψ∗dO1 = degψ

∫

S1

dO1

tenemos que

wind(N, y) =
1

2π

∫

N

ψ∗dO1.
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4.2. Resultado en S2( 1√
c
) y H2( 1√

c
)

Sea N la frontera de un dominio regular Ω ⊂ X2
c , con parametrización

regular α : S1(L) −→ N . Consideremos el conjunto

Nρ = ∪x∈N ({x} × [0, ρ(x)]) ⊂ N × R,
y la aplicación φ : Nρ → X2

c definida por

φ(x, t) = expx(tn(x)).

Notemos que φ es un difeomorfismo local no inyectivo (posiblemente).
Diremos que φ : Nρ → X2

c es la aplicación focal de N .

Lema 4.13 Sea N la frontera de un dominio regular Ω ⊂ X2
c, y sea

φ : Nρ → X2
c la aplicación focal de N . Entonces,

φ∗dy = (cnc(t)− k(s) snc(t)) ds ∧ dt,
donde dy denota el elemento de área X2

c , s es la longitud del arco de N, y
k(s) es la curvatura de N en el punto de parámetro s.

Demostración: Recordemos:

-Si c > 0, entonces X2
c = S2( 1√

c
).

-Si c < 0, entonces X2
c = H2( 1√

c
).

Usando los modelos antes dicho, la aplicación focal φ : Nρ → X2
c en coorde-

nadas es (mirar por ejemplo [Rat94]):

φ(s, t) = cnc(t)α(s) + snc(t)n(s), ∀c ∈ R

donde α : S1(L) −→ X2
c es una parametrización regular de N .

De otra manera , como dy es una 2-forma en X2
c , entonces existe una función

p = p(s, t) tal que φ∗dy = p(s, t)ds ∧ dt.

Calculemos p(s, t). Recordemos
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∇TT = k n

∇Tn = −kT.

Tenemos

p(s, t) = φ∗dy
(
∂

∂s
,
∂

∂t

)

= dy

(
φ∗(

∂

∂s
), φ∗(

∂

∂t
)

)

= dy ((cn(t)− k(s) snc(t))α
′(s),−c snc(t)α(s) + cn(t)n(s)) .

Sea η el elemento de volumen de R3, si c > 0 (resp. de R2,1, si c < 0).
Entonces dy es la contracción de η con respecto al campo vectorial normal
a S2( 1√

c
) (resp. H2( 1√

c
)). Pero, en ambos casos, el vector normal a X2

c en el

punto φ(s, t) es el vector φ(s, t). Por lo tanto,

dyφ(s,t) =
√
|c|iφ(s,t)η.

En particular , tenemos que

η(α, α′, n) =
1√
|c| .

Por lo tanto

p(s, t) = η ((cnc(t)− k(s) snc(t))α
′(s),−c snc(t)α(s), snc(t)n(s))

+ η ((cnc(t)− k(s) snc(t))α
′(s), cnc(t)n(s), cnc(t)α(s))

= (cnc(t)− k(s) snc(t))(cn
2
c(t) + c sn2

c(t))

= (cnc(t)− k(s) snc(t)).

Finamente, si c = 0, tenemos

p(s, t) = dy(α′(s) + tn′(s), n(s))

= dy(α′(s)− tk(s)n, n) = 1− k(s)t.

Esto prueba el lema. ¤
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Observación 4.14 Observemos que p(s, t) = cnc(t) − k(s) snc(t) ≥ 0 si y
sólo si cotc ρ(s) = k(s) ≤ cotc(t), es decir, si sólo si t ≤ ρ(s). Esta es la
situación en la hipótesis del lema 4.13.

Definición 4.15 Sean Ω un dominio regular convexo en X2
c con frontera

N = ∂Ω, y ∈ X2
c , y hy : N → R es la función distancia con respecto a y, es

decir hy(x) = d(x, y).
Diremos que x ∈ N es un punto cŕıtico de hy si la geodésica normal expx(tn(x))
a N en x pasa por y.
Sea x ∈ N un punto cŕıtico hy. Diremos que x es un punto ρ-cŕıtico de hy

si d(x, y) ≤ ρ(x), donde ρ(x) es el radio de curvatura de N en x.

Notemos que si x es un ρ-cŕıtico de hy entonces

y = expx(tn(x)), con 0 ≤ t ≤ ρ(x).

Teorema 4.16 Sea Ω un dominio regular fuertemente convexo en X2
c si c ≥

0, o fuertemente h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Entonces

∫

X2
c

νρ(y) dy =

∫

N

tanc(
ρ(s)

2
)ds,

donde νρ(y) denota el número de puntos ρ-cŕıticos de la función distancia
hy, s es la longitud del arco de N, y ρ(s) es el radio de curvatura de N en el
punto de parámetro s.

Demostración: Aplicando la fórmula de co-área a la aplicación focal φ te-
nemos

∫

φ(Nρ)

#(φ−1(y))dy =

∫

Nρ

|φ∗dy|.

Por la construcción de φ, cada punto y ∈ φ(Nρ) v́ıa la imagen inversa de φ
es exactamente νρ(y). Por otro lado #(φ−1(y)) = 0 para y /∈ φ(Nρ), luego
tenemos

∫

X2
c

νρ(y)dy =

∫

Nρ

|φ∗dy|. (4.3)

Por la observación 4.14 tenemos |φ∗dy| = φ∗dy, y por tanto
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∫

X2
c

νρ(y)dy =

∫

Nρ

φ∗ dy

=

∫

N

∫ ρ(s)

0

p(s, t)dt ds

=

∫

N

∫ ρ(s)

0

(cnc(t)− k(s) snc(t))dt ds

= −1

c

∫

N

(−c snc(ρ(s)) + k(s)(1− cnc(ρ(s)))) ds

= −1

c

∫

∂Ω

(−c snc(ρ) + cotc(ρ)(1− cnc(ρ))) ds

= −1

c

∫

N

cnc(ρ)− 1

snc(ρ)
ds

=

∫

∂Ω

tanc
ρ(s)

2
ds. ¤

Lema 4.17 Sea Ω un dominio regular fuertemente convexo en X2
c, si c ≥ 0,

o fuertemente h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Sean y ∈ Ω y x ∈ N
un mı́nimo de la función hy. Entonces x es un punto ρ-cŕıtico de hy.

Demostración: Sea α : S1(L) −→ N la parametrización regular de la
frontera N = ∂Ω, por la longitud de arco s. Sea f : S1(L) −→ R la función
definida por f(s) = hy(α(s)).

Primero supongamos que c = 0. Entonces
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f(s) =
√
〈y − α(s), y − α(s)〉.

De esta manera

f ′(s) =
〈−α′(s), y − α(s)〉

f(s)
,

f ′′(s) =
f(s)(1 + 〈−α′′(s), y − α(s)〉)− f ′(s)(〈−α′(s), y − α(s)〉)

f 2(s)
.

Si x = α(s0) es un mı́nimo, tenemos que f ′(s0) = 0, y f ′′(s0) > 0. Es decir,

1 + 〈−k(s0)n(s0), y − α(s0)〉 > 0.

Como y es un mı́nimo entonces existe un t0 ∈ S1(L) tal que

y = α(s0) + t0n(s0).

Por lo tanto,

1− 〈k(s0)n(s0), t0n(s0)〉 = 1− k(s0)t0 > 0.

Por consiguiente

t0 < ρ(s0),

ya que, d(x, y) = t0, el lema está probado para c = 0.

Ahora supongamos que c 6= 0. Entonces

cnc(f(s)) = c〈y, α(s)〉c, (4.4)

el término de la derecha de la igualdad es el producto escalar euclidiano si
c > 0, y el producto escalar de lorentziano, si c < 0.
Notemos que esta igualdad es obvia sobre la esfera de radio R = 1√

c
, y por

analoǵıa sobre la esfera de radio Ri (Mirar, por ejemplo [Rat94] página 64).

Derivando la ecuación (4.4) tenemos

− snc(f(s))f ′(s) = 〈y, α′(s)〉c,
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y diferenciando otra vez,

− cnc(f(s))(f ′(s))2 − snc(f(s))f ′′(s) = 〈y, α′′(s)〉c.

Si x = α(s0) es un mı́nimo, tenemos que f ′(s0) = 0, y f ′′(s0) > 0. Es decir,

〈y, α′′(s0)〉c = − snc(f(s0))f
′′(s0) < 0.

Como y es un mı́nimo entonces existe un t0 ∈ S1(L) tal que y = cnc(t0)α(s0)+
snc(t0)n(s0).

Por las ecuaciones de Frenet-Serret página 26 tenemos que:

α′′(s) = k(s)n(s)− cα(s),

donde k(s) es la curvatura geodésica de α.

Por lo tanto

〈y, α′′(s)〉 = 〈cnc(t0)α(s0) + snc(t0)n(s0), k(s0)n(s0)− cα(s0)〉
= − cnc(t0) + k(s0) snc(t0) < 0.

Por consiguiente

t0 < ρ(s0).

Ya que, d(x, y) = t0, esto prueba el lema. ¤

Lema 4.18 Sea Ω un dominio regular convexo en X2
c, si c ≥ 0, o fuertemente

h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Entonces

νρ(y) = (wind(N, y)− wind(F (N), y), para y /∈ N ∪ F (N).

Demostración: Sea φ : Nρ −→ X2
c la aplicación focal de N es decir:

φ(x, t) = expx(tn(x)).

Siguiendo a [Whi70], consideremos

I = {n ∈ Nρ : y = φ(n)} = φ−1(y),
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para un punto generico fijo y ∈ X2
c \ (N ∪ F (N)) (con el objetivo de asegu-

rarnos que I sea finito), y definimos

e : Nρ − I −→ T 1
yX2

c

por la condición ‖e(n)‖ = 1 y expy λ(n)e(n) = φ(n), para alguna función
λ(n).
Sea

Iε = ∪i∈ICi,

donde los Ci son pequeños discos alrededor de los puntos i ∈ I.
Aplicando el teorema de Stoke a la variedad pinchada tenemos:

0 =

∫

Nρ−Iε

e∗ d(d01) =

∫

∂(Nρ−Iε)

e∗d01.

Notemos que ∂(Nρ−Iε) = N ∪Ne∪i∈I ∂(Ci), donde Ne = {(x, ρ(x));x ∈ N}.
Notemos que φ(Ne) = F (N).

Como e es un difeomorfismo local que preserva la orientación, la integral∫
∂(Ci)

e∗ d01 es igual a 2π.

Por lo tanto tomando encuenta la orientación inducida por la frontera,
tenemos:

∫

N

e∗|N d01 −
∫

Ne

e∗|Ne
d01 − 2π#(I) = 0,

pero #I = νρ(y), luego

1

2π

∫

N

e∗|N d01 − 1

2π

∫

Ne

e∗|Ne
d01 = νρ(y). (4.5)

Fijemos ahora una parametrización α : S1(L) −→ N .

Es claro que e|N ◦ α es la aplicación winding con respecto a y asociada a α.
Por la observación 4.12 tenemos:
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wind(N, y) =
1

2π

∫

N

e∗|N dO1.

Analogamente, ϕ̃ = e|N ◦ j, donde j : S1(L) −→ Nρ es la aplicación j(s) =
(s, ρ(s)), es la aplicación winding respecto a y asociada a α̃,
la parametrización de F (N) inducida por la parametrización de N.

Notemos que j(S1(L)) = Ne.

Aśı

wind(F (N), y) = wind(α̃, y) = deg e|Ne =
1

2π

∫

Ne

e∗|Ne
d01.

Por lo tanto la ecuación (4.5) se convierte en:

νρ(y) = (wind(N, y)− wind(F (N), y),

para todo y ∈ X2
c \ (N ∪ F (N)).

Como N ∪ F (N) tiene medida cero en X2
c entonces el lema está probado. ¤

Teorema 4.19 Sea Ω un dominio regular convexo en X2
c, si c ≥ 0, o fuer-

temente h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Entonces

∫

N

tanc(
ρ(s)

2
)ds = F − Fe,

donde s la longitud del arco de N , F es el área de Ω y Fe el área (algebraica)
del conjunto focal F (N) de N .

Demostración: Del teorema 4.16 y el lema 4.18 tenemos que

∫

N

tan(
ρ(s)

2
)ds =

∫

Y

(wind(N, y)− wind(Fρ(N), y)) dy.

Pero wind(N, y) = 1 si y ∈ Ω, y wind(N, y) = 0 si y /∈ Ω. Aśı

∫

X2
c

wind(F (N), y)dy =

∫

Ω

dy = F.
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El área (algebraica) de F (N) es por definición la integral sobre X2
c del

winding number de F (N) con respecto para todo y ∈ X2
c . (Es decir, el área

algebraica es el área encerrada por F (N) contada con signo y multiplicidad).
Aśı el teorema queda probado. ¤

Obtenemos una generalización del Corolario 3.8 que se encuentra en la página
44.

Corolario 4.20 Sea Ω un dominio regular convexo en X2
c, si c ≥ 0, o fuer-

temente h-convexo si c < 0, con frontera N = ∂Ω. Entonces

∫

N

tanc(
ρ(s)

2
)ds ≥ F. (4.6)

La igualdad se obtiene si y sólo si N es una circunferencia.

Demostración: La desigualdad (4.6) es una consecuencia inmediata del si-
guiente hecho, νρ(y) ≥ wind(N, y), lo cual es evidente ( si y /∈ Ω,
wind(N, y) = 0 y si y ∈ Ω , νρ(y) ≥ 1). Notemos que esto prueba también que
wind(F (N), y) ≤ 0, y Fe ≤ 0.

Probemos la igualdad, supongamos que N es una circunferencia en X2
c ,

entonces F (N) es un punto (el centro) de X2
c luego Fe = 0, por lo tanto

aplicando el teorema 4.19 obtenemos la igualdad en (4.6).
Supongamos la igualdad en (4.6), entonces por el teorema 4.19 se tiene

∫

Y

wind(F (N), y)dy = 0.

Como wind(F (N), y) ≤ 0, entonces wind(F (N), y) = 0 casi siempre.
Supongamos que F (N) no es punto en X2

c , entonces construimos locamente
en y ∈ F (N) una bola pequeña la cual está separada por F (N) en dos
componentes conexas. Entonces winding number restringida a la bola cambia
de valor, y esto seŕıa una contradicción, por lo tanto F (N) es un punto, y
por consiguiente N es una circunferencia. ¤

Observación 4.21 Observemos que, como

(1− cn(ρ))

c snc(ρ)
=
A(ρ))

L(ρ)
,
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donde A(ρ)) y L(ρ)) son respectivamente el área y la longitud del disco de
radio ρ) in X2

c , entonces hemos probado que

∫

N

A(ρ(s))

L(ρ(s))
ds ≥ F (4.7)

Observación 4.22 Si c = 0 tenemos:

∫

N

ρ(s) ds ≥ 2F.

Esto, junto con el teorema 4.19 para c = 0 nos da que Fe ≤ 0, lo cual también
es una consecuencia de la desigualdad de Wirtinger. En efecto; recordemos
dicha desigualdad (lema 3.1): Si f es una función periódica de clase C2, y
periodo igual a 2π. Entonces

∫ 2π

0

|f ′|2dφ ≤
∫ 2π

0

|f ′′|2dφ. (4.8)

La igualdad se da, si sólo si, f(φ) = a cosφ + b sinφ + c, para algunas
constantes a, b y c.
Sabemos que (mirar [RE])

Fe =
1

2

∫ 2π

0

((p′)2 − (p′′)2)dφ,

donde p(φ) es la función soporte de un conjunto convexo, por tanto (4.8)
implica Fe ≤ 0.
Reciprocamente, Fe ≤ 0 para un convexo arbitrario implica (4.8). En efecto,
dada una función f como antes, consideramos p = f + c, c una constante,
de tal manera que p + p′′ > 0. Ahora aplicamos Fe ≤ 0 para un conjunto
convexo con función soporte p.
De esta manera nosotros tenemos una interpretación geométrica de la desi-
gualdad de Wirtinger:

Todo punto de un convexo Ω es alcanzado por alguna de las
normales a la frontera ∂Ω de Ω, en un punto x ∈ ∂Ω, de longitud
más corta que el radio de curvatura ρ(x) de dicha frontera en el
punto x
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4.3. La Integral de la tangente de tanc(ρ)

En esta sección daremos una estimación para la integral de la tangente
generalizada de la función ρ definida en la frontera de un dominio regular en
X2

c .
Notemos que para el caso c = 0 tenemos que:

∫

N

ρ(s)

2
ds = F − Fe,

la cual es la fórmula (3.10) que se encuentra en la página 42. Esta fórmula
puede escribirse como:

1

2

∫

N

1

k(s)
ds = F − Fe.

Pero en X2
c , la relación entre la curvatura k(s) y el radio de curvatura

ρ(s) es dada por k(s) = cotc ρ(s). Por lo tanto nos parece interesante obtener
una estimación para

∫

N

tanc ρ(s) ds.

Para hallar dicha estimación recordemos los siguientes resultados:

i) El teorema de Gauss Bonnet en X2
c (mirar [San76], página 303), que apli-

cado a nuestro caso será:

∫

N

k ds+ cF = 2π,

donde N es la frontera de un dominio regular fuertemente convexo Ω en X2
c ,

si c ≥ 0, o fuertemente h-convexo si c < 0, k la curvatura geodésica de N y
F el área de Ω.

ii) El teorema de la desigualdad isoperimétrica (mirar por ejemplo [San76],
página 324) que aplicado a nuestro caso será:

L2 + cF 2 − 4πF ≥ 0,
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donde L es la longitud de N.

Por último.

La desigualdad de Hölder (mirar por ejemplo [Nil81], página 153), que apli-
cado a nuestro caso será:

Si las funciones u, v : N −→ R cumplen que

∫

N

|u|2 ds <∞ y

∫

N

|v|2 ds <∞,

entonces

∫

N

|uv| ds ≤
(∫

N

|u|2 ds
) 1

2
(∫

N

|v|2 ds
) 1

2

.

Entonces aplicando los resultados anteriores tenemos:

4πF − cF 2 ≤ L2 =

(∫

N

√
cotc(ρ(s))

√
tanc(ρ(s)) ds

)2

≤
∫

N

cotc(ρ(s)) ds

∫

N

tanc(ρ(s)) ds

=

∫

N

k(s) ds

∫

N

tanc(ρ(s)) ds

= (2π − cF )

∫

N

tanc(ρ(s)) ds.

Por lo tanto

∫

N

tanc ρ(s) ds ≥ F
4π − cF

2π − cF
. (4.9)

La igualdad en (4.9) implica que L2+cF 2−4πF = 0, por tantoN es un ćırculo
en X2

c . Con un cálculo directo usando las fórmulas 4.2 que se encuentran en
la página 47 se verifica que si N es un ćırculo en X2

c , entonces tenemos la
igualdad en (4.9).

Entonces hemos demostrado el siguiente resultado.
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Teorema 4.23 Sea Ω un conjunto fuertemente convexo en X2
c, si c ≥ 0, o

fuertemente h-convexo si c < 0, con frontera regular diferenciable N = ∂Ω.
Entonces

∫

N

tanc ρ(s) ds ≥ F
4π − cF

2π − cF
.

La igualdad se da si y sólo si N es un ćırculo.

Observación 4.24 Observemos que

1 <
4π − cF

2π − cF
≤ 2,

por consiguiente (4.9) mejora la acotación de la fórmula

∫

N

tanc ρ(s) ds > F,

además para el caso c = 0 tenemos otra prueba más corta del teorema 1.6,
usando (4.9).



Caṕıtulo 5

Curvatura Acotada

En el caṕıtulo 4, corolario 4.20 que se encuentra en la página 58, damos
una cota del área de un convexo Ω de X2

c por la integral de una función del
radio de curvatura de ∂Ω = N .

Vemos también que dicha integral es igual a la integral de la función que
asigna a cada punto x ∈ N el cociente entre el área y la longitud del disco
de X2

c de radio igual al radio de curvatura ρ(x). Fórmula (4.7) página 59.

En este caṕıtulo generalizamos las anteriores fórmulas a conjuntos conve-
xos de una variedad riemanniana de dimensión 2, completa y de curvatura
no constante pero acotada por abajo (ver fórmula del teorema 5.19 página
74).

El análogo 3-dimensional de la fórmula 4.7 se estableció en [GRST05],
donde se demuestra que:

Si Ω es un conjunto en X3
c fuertemente convexo (fuertemente h−convexo,

c < 0) con frontera regular ∂Ω = N y volumen V , entonces

V ≤
∫

N

V (ρH(x))

A(ρH(x))
dx, (5.1)

donde V (ρH(x)) y A(ρH(x)) son el volumen y el área de la esfera de radio
igual al radio de curvatura media ρH(x) de N en x. La igualdad se da si N
es una esfera.

Para c = 0, la fórmula 5.1 se convierte en

3V ≤
∫

N

1

H
dx,

63
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que es la desigualdad de Heintze y Karcher.
En este caṕıtulo también generalizamos dicha fórmula, a conjuntos convexos
en una variedad riemanniana completa y con curvatura acotada por abajo.

Empecemos recordando algunos teoremas de comparación

5.1. Teoremas de comparación

En esta sección daremos un compendio de algunos resultados de la teoŕıa
de comparación de campos jacobianos que utilizaremos más adelante. El lec-
tor interesado en más detalle puede mirar por ejemplo [BZ83] página 232.Em-
pecemos recordando algunas definiciones.

Sean M una variedad riemanniana de dimension m ≥ 2 y N una subva-
riedad de M diferenciable de dimensión n (m > n > 0). Sean TxM , TxN los
espacios tangentes en el punto x; 〈, 〉 denota el producto escalar en TxM .

Si Y es un campo vectorial dado sobre M en una vecindad del punto
x ∈ M , mientras que X ∈ TxM , entonces ∇XY denota, como es usual, la
derivada covariante. La proyección ortogonal del vector X ∈ TxM en TxN ,
x ∈ N , es denotada por XT .

Sea νx(N) el complemento ortogonal de TxN en TxM , donde x ∈ N .
Entonces definimos la segunda forma fundamental de la subvariedad N
en el punto x como la aplicación B : TxN × TxN −→ νx(N) definidad aśı:

B(X, Y ) = ∇XY − (∇XY )T .

Para z ∈ νx(N) ponemos

Bz(X,Y ) = 〈B(X, Y ), z〉 = 〈∇XY, z〉,

siendo B y Bz formas bilineales simétricas; B es una forma con valores en
νx(N) y Bz es una forma escalar.

Usando la forma bilineal simétrica Bz podemos construir de manera única
una transformación ĺıneal hz : TxN −→ TxN tal que

〈−hz(X), Y 〉 = Bz(X, Y ).
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Un campo vectorial Y a lo largo de una geodésica normal γ (es decir una
geodésica la cual el parámetro t es la longitud) se dice campo de Jacobi si

Y ′′(t) +R(Y (t), γ′)γ′ = 0,

donde Y (t) ∈ Tγ(t)M , R es la transformación de curvatura, γ′ = dγ/ dt,
Y ′ = ∇γ′Y y Y ′′ = ∇γ′∇γ′Y . Suponemos hasta que no se diga lo contrario,
que todo campo de Jacobi es normal, es decir sastiface 〈Y, γ′〉 = 0. Para tales
campos, tenemos que 〈Y ′, γ′〉 = 0.

Observación 5.1 Si γ(t, s), −ε ≤ s ≤ ε es una variación diferenciable de
la geodésica γ(, 0) de modo que todas las γ(, s) son geodésica, entonces el
campo variacional Y = ∂γ/∂s es un campo de Jacobi. Y todo campo de
Jacobi puede ser obtenido de esta manera.

Definición 5.2 Sea γ : I −→ M una geodésica normal, tal que
γ(0) = x ∈ N y γ′(0) ∈ (TxN)⊥ ((TxN)⊥ es el ortogonal a TxN). El campo
de Jacobi Y (t) a lo largo de γ se dice N-jacobiano si cumple las siguientes
condiciones:

i) Y (0) ∈ TxN
ii) (hγ′(Y )− Y ′) ∈ (TxN)⊥.

Observación 5.3 Notemos que si N es una hipersuperficie (que es caso que
nos interesa en este trabajo), entonces cualquier campo N-jacobiano satisface
que hγ′(Y (0)) = Y ′(0). En efecto, por ser hγ′(Y (0))−Y ′(0) ortogonal a TxN ,
tenemos que hγ′(Y (0))− Y ′(0) = λγ′(0) . Por tanto

λ = 〈λγ′(0), γ′(0)〉 = 〈hγ′(Y (0))− Y ′(0), γ′(0))〉 = 0,

ya que 〈Y ′(0), γ′(0)〉 = 0.

En los espacios de curvatura constante se tiene la fortuna de tener de
manera expĺıcita los campos de Jacobi a lo largo de una geodésica γ y también
los puntos focales de una subvariedad a lo largo de γ (página 20).
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Definición 5.4 Sean γ y N como antes. Diremos que γ(t) para t > 0 es un
punto focal respecto a N a lo largo de γ, si existe un campo de N-jacobiano
Y a lo largo de γ no identicamente cero tal que Y (t) = 0.

Observación 5.5 Los puntos focales los podemos caracterizar por medio
de la aplicación exponencial expN de la siguiente forma. Supongamos que
γ0(t) = (γ(0), tγ′(0)) ∈ ν(N), donde ν(N) es el espacio total del fibrado
normal de N en M. Entonces γ(t) = expN γ0(t) es un punto focal de N a lo
largo de γ si el rango de d expN en el punto γ0(t) es no maximal.

En la siguiente subsección estudiaremos el jacobiano de la aplicación ex-
ponencial en el punto (x, tn(x)).

5.1.1. Jacobiano de la aplicación exponencial respecto
a una hipersuperficie

En esta subsección determinaremos con detalle el jacobiano de la aplicacion
exponencial restringida al fibrado normal de una hipersuperficie N , es decir,
expN : ν(N) −→M , además enunciaremos el primer teorema de comparación
de jacobianos en este trabajo. De ahora en adelante hasta que no se diga lo
contrario N será de codimensión 1.

Podemos introducir canónicamente una métrica en ν(N). A saber, su-
pongamos que y = (x, v) ∈ ν(N), mientras que w es un vector en Ty(ν(N)),
es decir, es el vector tangente η′(0) de cierta curva η : t −→ (x(t), v(t)) con
origen en y = η(0). La relación

|w| =
∣∣∣∣∣
Dx(0)

dt

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣
Dv(0)

dt

∣∣∣∣∣

2

,

determina una métrica en ν(N). Entonces para cualquier x ∈ N , la aplicación

d expN : T(x,0)ν(N) −→ TxM

es una isometŕıa. Por lo tanto podemos identificar los espacios T(x,0)ν(N) y
TxM ; el último contiene canónicamente a TxN .



5.1. TEOREMAS DE COMPARACIÓN 67

Sea γ : [0, s] −→ M la geodésica normal, con parámetro t tal que x =
γ(0) ∈ N , y γ′(0) = n(x) (n(x) vector normal unitario interior de N en el
punto x). Consideremos en TxM = T(x,0)ν(N) la ĺınea recta t −→ tγ′(0) y
a lo largo de ella un campo vectorial Y (t) = u + tv donde u, v son vectores
ortogonales, u, v ∈ TxN , que se mueven paralelamente sobre esta ĺınea recta.

La aplicación d expN env́ıa el campo Y a un campo N-jacobiano normal
Y a lo largo de γ, y todos los campos N-jacobiano normales a lo largo de γ
se obtienen de esta manera.

Elijamos m− 1 campos Xi = ui + tvi linealmente independientes. Supon-
gamos que Yi = d expN Xi. Entonces el Jacobiano J(t) de la aplicación expN

en el punto (x, tγ′(0)) es igual a:

J(t) =
|Y1(t) ∧ ... ∧ Ym−1(t)|
|X1(t) ∧ ... ∧Xm−1(t)| , (5.2)

Observación 5.6 Los campos vectoriales Xi anteriores, generan un espacio
vectorial < de dimensión m − 1. Si fijamos una base ortonormal en <, en-
tonces cualquier transformación lineal no degenerada definida en < se puede
identificar con una matriz constante no-degenerada A. Podemos identificar
la transformación lineal d expN en el punto (x, tγ′(0)) con una matriz A cons-
tante no degenerada, de manera que Yi = AXi. Entonces tenemos

|Y1(t)∧...∧Ym−1(t)| = |AX1(t)∧...∧AXm−1(t)| = |detA||X1(t)∧...∧Xm−1(t)|.
Luego el jacobiano J(t) de d expN en el punto (x, tγ′(0)) coincide con el
|detA|.

Sabemos que en un espacios M de curvatura constante c el jacobiano de la
aplicación expN en el punto (x, tγ′(0)) está dado por:

Jc(t) =
n∏

i=1

[cnc(t)− ki snc(t)] , (5.3)

donde ki son las curvaturas principales de la hipersuperficie N en el punto x,
con respecto a γ′(0). Puesto que ki = ki(x) escribiremos 5.3como
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Jc(t, x) =
n∏

i=1

[cnc(t)− ki(x) snc(t)] . (5.4)

Observación 5.7 Supongamos que tenemos una variedad riemanniana M de
dimensión 3), N una superficie de M y γ : [0, s] −→ M la geodésica normal.

Supongamos que M̃ = X3
c (espacio de curvatura constante c de dimensión 3,

Ñ cualquier superficie de M̃ y γ̃ : [0, s] −→ M̃ la geodésica normal tal que

γ̃(0) = x̃ ∈ Ñ y γ̃′(0) ortogonal a Ñ . Supongamos además que las curvaturas

principales de Ñ en el punto γ̃(0) respecto γ̃′(0) coinciden con las curvaturas
principales ki(x) de la superficie N en el punto γ(0) = x respecto a γ′(0).

El par Ñ y γ̃ existen realmente. En efecto:
Si c = 0, M̃ = R3 entonces podemos tomar la superficie Ñ dada por

Ñ =

{
(x, y, z) ∈ R3 : z =

1

2
(k1x

2 + k2y
2)

}
,

es claro que la curvaturas principales de Ñ en (0, 0) son k1 y k2.

Para el caso c 6= 0, tomamos coordenadas normales geodésicas en un punto
q ∈ X3

c , es decir fijamos una base ortonormal {e1, e2, e3} en TqX3
c , entonces pa-

ra cualquier p en una vecindad normal de q, decimos que p tiene coordenadas
xyz o que p = (x, y, z) si

p = expq(xe1 + ye2 + ze3),

Podemos determinar entonces Ñ de la siguiente manera:

Ñ =

{
(x, y, z) ∈ X3

c : z =
1

2
(k1x

2 + k2y
2)

}
,

Un cálculo demuestra que las curvaturas principales de Ñ en (0, 0) son k1 y
k2.
De hecho es fácil ver que en estas coordenadas la segunda forma fundamental
de la superficie (x, y, z(x, y)), en el punto q está dada por

II(q) =

(
zxx zxy

zyx zyy

)
.
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Por lo tanto, en nuestro caso

II(q) =

(
k1 0
0 k2

)
.

Ahora exponemos el resultado mas utilizado en este caṕıtulo.

Teorema 5.8 ([BZ83], pag 246) Sean M una variedad riemanniana de
dimensión 3, N una superficie de M y γ : [0, s] −→ M la geodésica normal.

Sean M̃ = X3
c, Ñ cualquier superficie de M̃ y γ̃ : [0, s] −→ M̃ la geodésica

normal tal que γ̃(0) = x̃ ∈ Ñ y γ̃′(0) ortogonal a Ñ . Supongamos además que

las curvaturas principales de Ñ en el punto γ̃(0) respecto γ̃′ coinciden con
las curvaturas principales ki(x) de la superficie N respecto a γ′. Supongamos
que Kσ(t) ≥ c donde Kσ(t) es la curvatura seccional de M en el punto γ(t)
en la dirección 2-dimensional σ que contiene γ′ y N no tiene puntos focales
a lo largo de γ. Entonces

J(t, x) ≤ Jc(t, x),

donde Jc(t, x) = [cnc(t)− k1(x) snc(t)] [cnc(t)− k2(x) snc(t)] .

Es justamente para poder aplicar este teorema que hemos restringido nuestra
atención a variedades de curvatura acotada por abajo.

5.1.2. Detalles técnicos

En el caṕıtulo anterior defińıamos el conjunto

Nρ =
⋃
x∈N

({x} × [0, ρ(x)]), (5.5)

donde N es la frontera de un conjunto convexo Ω en X2
c . También definiamos

la aplicación φ : Nρ → X2
c como φ(x, t) = expx tn(x).

En esta subsección definiremos de la misma manera el conjunto Nρ, pero en
una variedad M de dimensio 2 o 3 con curvatura no constante acotada por
abajo, y demostraremos que
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Ω ⊂ φ(Nρ)

Para esto se requiere enunciar y demostrar unos lemas de tipo técnico.

Definición 5.9 Sea M una variedad riemanniana de dimensión m ≥ 2 con
curvatura seccional acotada K ≥ c (c > 0). Sea Ω un dominio con frontera
N. Diremos que Ω es fuertemente convexo si las curvaturas principales en
cada punto de N son positivas.

Si c < 0 tenemos

Definición 5.10 Sea M una variedad riemanniana de dimensión m ≥ 2
con curvatura seccional acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio con frontera N.
Diremos que Ω es fuertemente hc − convexo si las curvaturas principales en
cada punto de N son mayores que

√−c.

La definición 5.10 puede ser ambigua en el siguiente sentido. Si c1 < c2 < 0
es claro que si K ≥ c2 entonces K ≥ c1. Por consiguiente ser fuertemente
hc1 − convexo implica ser fuertemente hc2 − convexo, pero es más restrictivo.
Por lo tanto conviene pensar en tomar c = infK, es decir, el ı́nfimo de las
curvaturas seccionales en cada punto x ∈ M respecto a cada 2-planos de
TxM .

No obstante si esta cota no se conoce explicitamente, pero se puede ase-
gurar que K ≥ c entonces la definición 5.10 se aplica remarcando que el
convexo depende de N y de c.

Veremos a continuación que una hipersuperficie N que encierra un dominio
fuertemente convexo (fuertemente hc−convexo si c < 0) siempre tendrá pun-
tos focales.

Presentaremos el siguiente resultado en dimensión tres, pero en dimensión
dos se demuestra de manera similar.

Lema 5.11 Sea M una variedad riemanniana de dimensión 3 con curvatura
acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio fuertemente convexo , (fuertemente hc −
convexo si c < 0) con frontera N. Entonces existe un ρ(x) finito tal que
J(ρ, x) = 0 y J(t, x) 6= 0 para todo t ∈ [0, ρ).
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Demostración: Supongamos que N no tiene puntos focales a lo largo de γ
en el punto x. Consideremos ki(x) las curvaturas principales de N en el punto
x respecto a γ′(0). Entonces por el teorema 5.8 tenemos que

J(t, x) ≤ Jc(t, x),

donde Jc(t, x) = (cnc(t) − k1(x) snc(t))(cnc(t) − k2(x) snc(t)) y J(t, x) como
en (5.4) página 68.
Observemos que:

En el caso c ≥ 0, tenemos que para todo ki(x), existe ρi ∈ R tal que
cotc(ρi) = ki(x).

En el caso c < 0, como Ω es fuertemente hc − convexo (ki(x) >
√−c),

entonces para todo ki(x), existe un ρi ∈ R tal que cotc(ρi) = ki(x).

Luego J(ρi, x) ≤ Jc(ρi, x) = 0 para i = 1, 2.

Por consiguiente J(ρi, x) = 0. Entonces γ(ρi) es un punto focal de N y esto
seŕıa una contradicción. Luego existe al menos un ρ tal que J(ρ, x) = 0. Si
existe más de un ρ ∈ R tal que J(ρ, x) = 0, entonces tomaremos el más
pequeño (el ı́nfimo), por tanto para este ρ, J(t, x) 6= 0 si t < ρ. ¤

De la misma manera como se hizo en el caṕıtulo 1, definimos en curvatura
acotada la función h(x) (mirar definición 1.1 página 1).

Definición 5.12 Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional
acotada por abajo de dimensión m ≥ 2 y N una hipersuperficie que es la
frontera de un conjunto convexo Ω. Entonces definimos la función h : N → R
de la siguiente manera

h(x) = sup
{
t = d(x, q); q ∈ Ln(x), d(x,N) = d(x, q)

}
,

donde d(x, q) denota la distancia de x a q y d(x,N) la distancia mı́nima de
x a N .

Definición 5.13 Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional
acotada por abajo de dimensión m ≥ 2 y N una hipersuperficie que es la
frontera de un conjunto convexo Ω. Entonces definimos la función ρc : N → R
de la siguiente manera
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ρc(x) = inf {t > 0; J(t, x) = 0, }
donde J es el jacobiano de la aplicación exponencial en el punto (x, tn(x)).

Llamaremos a ρc la distancia focal minimal.

El siguiente lema lo podemos interpretar de la siguiente forma. Si seguimos
por la ĺınea normal de N en el punto x hasta que deje de ser distancia mı́nimal
con respecto a N, entonces dicha distancia es más pequeña que la distancia
focal con respecto N.

Lema 5.14 [[Gra90], pág 159] Para todo x ∈ N , tenemos que

h(x) ≤ ρc(x).

Presentaremos los siguientes resultados en dimensión tres, pero en dimensión
dos son similares.

Teorema 5.15 Sean M una variedad riemanniana de dimensión 3 con cur-
vatura acotada K ≥ c, Ω ⊂ M un conjunto fuertemente convexo si c ≥ 0 y
fuertemente hc − convexo si c < 0, y N la frontera de Ω. Sea φ : Nh −→ M
la aplicación definida por φ(x, t) = expx tn(x). Entonces

Ω = φ(Nh),

donde el conjunto Nh se define de la misma manera como en (5.5) página
69.

Demostración Es evidente por la definición de h(x) que φ(Nh) ⊂ Ω. Sea
y ∈ Ω y d = d(y,M) (d existe ya que Ω es compacto). Entonces la bola
geodésica abierta By(d) de centro en y y radio d no contiene puntos sobre
N, pero al menos existe un punto x ∈ N en la frontera de By(d) tal que
d = d(x, y) = d(x,N). Por la definición de h se tiene que d ≤ h(x), por lo
tanto

y ∈ φ(Nh). ¤

Como h(x) ≤ ρc(x) para todo x ∈ N (lema 5.14) entonces tenemos el si-
guiente corolario del teorema anterior.
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Corolario 5.16 Sean M una variedad riemanniana de dimensión 3 con cur-
vatura seccional acotada K ≥ c, Ω ⊂ M un conjunto fuertemente convexo
si c ≥ 0 y fuertemente hc − convexo si c < 0, y N la frontera de Ω. Sea
φ : Nρc −→M la aplicación definida por φ(x, t) = expx tn(x). Entonces

Ω ⊂ φ(Nρc).

5.2. Curvatura Acotada en dimensión 2

En esta sección enunciaremos el teorema que generaliza el resultado 4.20
que se encuentra en la página 58 y por tanto la generalización de

∫

N

A(ρ(s))

L(ρ(s))
ds ≥ F, (5.6)

a conjuntos convexos Ω de una variedad riemanniana M de dimensión 2 con
curvatura acotada por abajo.

Empecemos con la siguiente definición.

Definición 5.17 Llamaremos al número real ρki
el radio de curvatura

comparativo, con respecto a la curvatura principal ki de N en el punto x,
si cumple que cotc(ρki

(x)) = ki(x).

Notemos que en el caso de dimensión 2, sólo tenemos un radio comparativo
ρk(x). Notemos también que fijada x k(x) es la curvatura del ćırculo de
radio ρk(x) el espacio de curvatura constante X2

c .

Lema 5.18 Sea M una variedad riemanniana de dimensión 2 completa y
con curvatura acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio fuertemente convexo si
c ≥ 0, y fuertemente hc − convexo si c < 0, con frontera diferenciable N.
Entonces

ρc(x) ≤ ρk(x), x ∈ N
donde ρk es el radio comparativo con respecto a la curvatura k(x) de N.
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Demostración: Supongamos que ρc > ρk, entonces aplicando el teorema 5.8
tenemos

J(ρk, x) ≤ Jc(ρk, x) = 0,

luego J(ρk, x) = 0, esto es una contradicción ya que J(t, x) 6= 0 para todo
t ∈ [0, ρc). Por tanto ρc ≤ ρk. ¤

Con los resultados anteriores estamos listos para demostrar nuestro el resul-
tado principal de este caṕıtulo en dimensión dos.

Teorema 5.19 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura
acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio fuertemente convexo si c ≥ 0 y fuerte-
mente hc − convexo si c < 0, con frontera diferenciable N. Entonces

∫

N

tanc(
ρk(x)

2
) dx ≥ F,

donde F es el área de Ω y ρk(x) radio de curvatura comparativo.

Demostración: Por el corolario 5.16, por la fórmula de co-área, y ya que
|φ∗ dy| = J(t, x) dxdt para todo (t, x) ∈ Nρc , donde ρc existe por el lema
5.11 y es el mı́nimo tal que J(ρc, x) = 0, entonces tenemos

F =

∫

Ω

dy ≤
∫

φ(Nρc )

dy ≤
∫

φ(Nρc)

#φ−1(y) dy

=

∫

Nρc

|φ∗ dy|

=

∫

N

(∫ ρc(x)

0

J(t, x) dt

)
dx

Por el teorema 5.8 y el lema 5.18 (ρc ≤ ρk), tenemos que
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F ≤
∫

N

(∫ ρc(x)

0

J(t, x) dt

)
dx

≤
∫

N

(∫ ρc(x)

0

Jc(t, x) dt

)
dx

=

∫

N

(∫ ρc(x)

0

(cnc(t)− k(x) snc(t)) dt

)
dx

≤
∫

N

(∫ ρk(x)

0

(cnc(t)− k(x) snc(t))dt

)
dx

= −1

c

∫

N

(−c snc(ρk(x)) + k(x)(1− cnc(ρk(x))))dx

= −1

c

∫

N

(−c snc(ρk(x)) + cotc(ρk(x))(1− cnc(ρk(x)))) dx

= −1

c

∫

N

cnc(ρk(x))− 1

snc(ρk(x))
dx

=

∫

N

tanc(
ρk(x)

2
) dx. ¤

Observación 5.20 Observemos que: Como

(1− cn(ρk(x)))

c snc(ρk(x))
=

A(ρk(x))

L(ρk(x)))
,

donde A(ρk(x))) y L(ρk(x))) son respectivamente el área y la longitud del
ćırculo de radio ρk(x) en X2

c , entonces hemos probado que

∫

N

A(ρk(x)))

L(ρk(x)))
ds ≥ F. (5.7)

5.3. Curvatura Acotada en dimensión 3

En esta sección generalizamos el teorema que se encuentra en [GRST05](curvatura
constante) y que involucra la desigualdad
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V (Ω) ≤
∫

N

V (ρH(x))

A(ρH(x))
dx,

a conjuntos convexos en una variedad riemanniana de dimensión 3 completa
y con curvatura acotada por abajo.

Empecemos con la siguiente definición

Definición 5.21 Llamaremos al número real ρH el radio de curvatura
media comparativo, con respecto a la curvatura media H de N en el punto
x, si cumple que cotc(ρH(x)) = H(x).

Observación 5.22 Si k1(x) ≤ k2(x) entonces ρk2(x) ≤ ρk1(x) (ya que
cotc(t) es una función decreciente). Además se cumple que ρk2(x) ≤ ρH(x)
(radio de curvatura media comparativo).

Suponemos de ahora en adelante que k1(x) ≤ k2(x).

Lema 5.23 Sea M una variedad riemanniana de dimensión 3 completa y con
curvatura seccional acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio fuertemente convexo
si c ≥ 0, y fuertemente hc − convexo si c < 0, con frontera diferenciable N.
Entonces

ρc(x) ≤ ρk2(x), ∀x ∈ N,
donde ρc(x) es la distancia focal minimal y ρk2(x) es el radio comparativo tal
que ρk2(x) ≤ ρk1(x).

Demostración: Supongamos que ρc > ρk2 , entonces aplicando el teorema
5.8 tenemos

J(ρk2 , x) ≤ Jc(ρk2 , x) = 0,

luego J(ρk2 , x) = 0, esto es una contradicción ya que J(t, x) 6= 0 para todo
t ∈ [0, ρc). Por tanto ρc ≤ ρk2 . ¤

Con los resultados anteriores estamos listos para demostrar el segundo resul-
tado principal de este caṕıtulo, es decir la desigualdad de Heintze-Karcher
en una variedad riemanniana de Curvatura acotada.
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Teorema 5.24 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura
acotada K ≥ c. Sea Ω un dominio fuertemente convexo si c ≥ 0, y fuerte-
mente hc − convexo si c < 0, con frontera diferenciable N. Entonces

∫

N

V (ρH(x))

A(ρH(x))
dx ≥ V (Ω),

donde V (Ω) es el volumen de Ω, V (ρH(x)) y A(ρH(x)) son el volumen y el
área de la esfera de radio ρH(x) en el punto x de N (radio de curvatura
media comparativo) en el espacio de curvatura constante X3

c .

Demostración:Por el lema 5.16, por la fórmula de co-área, y ya que
|φ∗ dy| = J(t, x) dxdt para todo (t, x) ∈ Nρc , donde ρc existe por el Lema
5.11, y es el mı́nimo tal que J(t, x) = 0, entonces tenemos

V (Ω) =

∫

Ω

dy ≤
∫

φ(Nρc )

dy ≤
∫

φ(Nρc)

#φ−1(y) dy

=

∫

Nρc

|φ∗ dy|

=

∫

N

(∫ ρc(x)

0

J(t, x) dt

)
dx

Por el corolario 5.8 y lema 5.23 (ρc ≤ ρk2), entonces tenemos que

V (Ω) ≤
∫

N

(∫ ρc(x)

0

J(t, x) dt

)
dx

≤
∫

N

(∫ ρc(x)

0

Jc(t, x) dt

)
dx

=

∫

N

(∫ ρc(x)

0

(cnc(t)− k1(x) snc(t))(cnc(t)− k2(x) snc(t)) dt

)
dx

≤
∫

N

(∫ ρk2(x)

0

(cnc(t)− k1(x) snc(t))(cnc(t)− k2(x) snc(t))dt

)
dx

Ahora usando la media geométrica y la media aritmética (uv ≤ u+v
2

, donde
u, v son reales no-negativos) y ya que ρk2 ≤ ρH tenemos
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V (Ω) ≤
∫

N

(∫ ρk2(x)

0

(cnc(t)− k1(x) snc(t))(cnc(t)− k2(x) snc(t))dt

)
dx

≤
∫

N

(∫ ρk2(x)

0

(cnc(t)−H snc(t))
2dt

)
dx

≤
∫

N

(∫ ρH(x)

0

(cnc(t)−H snc(t))
2dt

)
dx

Pero la integral

∫ ρH(x)

0

(cnc(t)−H snc(t))
2dt

es una función que sólo depende del valor de ρH(x). Notemos que para el caso
de la esfera S de radio r en curvatura constante c, el volumen lo podemos
determinar como

V (r) =

∫

S

(∫ r

0

(cnc(t)−H snc(t))
2dt

)
dSx = A(r)

∫ r

0

(cnc(t)−cotc(r) snc(t))
2dt,

donde A(r) es el área de la esfera.

Por consiguiente

V (Ω) ≤
∫

N

(∫ ρH(x)

0

(cnc(t)−H snc(t))
2dt

)
dx

=

∫

N

(∫ ρH(x)

0

(cnc(t)− cotc(ρH(x)) snc(t))
2dt

)
dx

=

∫

N

V (ρH(x))

A(ρH(x))
dx. ¤
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