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Introduccion

En la literatura existen numerosas e importantes desigualdades geométri-
cas, muchas de ellas son consecuencia de resultados potentes del andlisis. Una
buena referencia para este tema es [BZ83].

En el marco de la geometria riemanniana, y mas concretamente en el es-
tudio de las subvariedades, nos interesamos en férmulas que relacionan entre
si los diversos invariantes geométricos, tanto intrinsecos de la subvariedad
como extrinsecos. En dimensiones bajas dichos invariantes son la longitud,
el area, el volumen, las curvaturas principales, la curvatura media etc.

En general aparecen las integrales de las funciones simétricas elementales
de curvatura, pero esta memoria esta restringida a dimensién 2 y 3.

Es bien sabido, a partir del estudio de tubos en R?, que la curvatura de
la superficie inicial afecta el volumen del tubo que sobre ella se construye.
Por tanto es natural encontrar férmulas que relacionen volumen y curvatura.
Entre ellas destacamos la desigualdad que motivé el presente trabajo y que
se conoce como la desigualdad de Heinzte y Karcher, que dice:

Teorema 0.1 Sea N una superficie encajada compacta en R3, que acota un
dominio ) de volumen V. Si la curvatura media H de N es positiva en todo

punto, entonces,
/ —dA > (1)

La igualdad se da si y solo si N es una esfera.

Existen muchas pruebas de dicha desigualdad, pero creemos que la de-
mostraciéon méas geométrica es la que da Ros en [Ros88] y es la que nos llevo,
hace unos anos al profesor Rodriguez y a mi, a pensar en una desigualdad
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X INTRODUCCION

analoga a la de Heintze y Karcher en dimension dos. Para ello seria necesario
cambiar la curvatura media H de la superficie por la curvatura k& de una
curva y el volumen del dominio encerrado por el area encerrada por la curva.
Concretamente, en el trabajo con Rodriguez, [Esc96], demostramos:

Teorema 0.2 Si N = 0€) es la frontera de un dominio convexo compacto €2
en R? de drea F, con curvatura k positiva en todo punto, entonces

1
/N ﬁds > 2F, (2)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N. La igualdad se da si
solo si N es una circunferencia.

En [Esc96] hay dos pruebas de este resultado, a saber, la primera usan-
do aproximacién por poligonos y la segunda basada en ideas de Osserman,

[Oss90].
Uno de los resultados principales obtenidos en la presente memoria y
que se encuentra en el capitulo 3, consistié en dar una prueba mas corta

del teorema 0.2, la cual tiene la ventaja de que nos da la interpretacién
geométrica de la diferencia

1
2F — / ——ds.
~ k(s)
Concretamente probamos que

Teorema 0.3 La integral de los radios de curvatura p(s) de una curva plana
convexa N es dos veces el drea del dominio acotado por ella menos el drea
(algebraica) del dominio acotado por su evoluta. Es decir

/N p(s)ds = 2(F — F.). 3)

Equivalentemente,
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/ )= (r - 1), (4)

donde p(s) = % el radio de curvatura de N en el punto de parametro
s. Este resultado se encuentra en el articulo An interesting property of
the evolute, [RE| aceptado para publicacién en la revista, The American
Mathematical Monthly.

Este resultado sugiere una pregunta, pensamos que muy interesante y
que puede formularse analogamente en muchas desigualdades geométricas.
Concretamente, jqué interpretacion geométrica tiene el “defecto ”de la desi-
gualdad de Heintze y Karcher? Es decir se puede transformar la desigualdad
de Heintze y Karcher en una igualdad de tipo

1
— A=V +V,,
/N 3H -

siendo V, un cierto volumen de evoluta? De momento no damos respuesta a
esta pregunta.

Una primera pregunta que surge de manera muy natural a la vista del
teorema 0.3 es si podemos decir algo parecido para curvas sobre una esfera.
Por ejemplo, Alvarez en [Alv99] demostrd que

i/y m(x)wZL\/TkS(S)dS,

donde n,(x) denota el nimero de grandes circulos en la esfera que pasan por
un punto z € S* y son normales a una curva 7 inmersa en la esfera, k,(s)
la curvatura geodésica de « en el punto de pardmetro s, y w es el elemento
de area de la esfera. Es pues, una férmula que involucra la curvatura de una
curva con cierta medida geométrica.

Puesto que la esfera es una variedad riemanniana de curvatura constante,
surge de manera natural la cuestiéon de generalizar el teorema 0.3 a una
variedad riemanniana de curvatura constante c, positiva o negativa.

Una primera generalizacion naif de 0.3 seria buscar una estimacion pa-
ra la integral del radio de curvatura de una curva cerrada en una variedad
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riemanniana de curvatura constante c. Pero la primera dificultad que apa-
rece es precisamente que no esta claro a priori que significa “el radio de
curvatura ”en dicha variedad. Por ejemplo, la clasica definiciéon de radio de
curvatura como radio del circulo osculador tiene problemas, pues el circulo
osculador se define como la posicion limite de los circulos que pasan por tres
puntos “consecutivos ”de una curva, y es sabido que en el plano hiperbdlico
(c < 0) tal circulo podria no existir.

La relacién entre curvatura y radio en R? (p = 1/k) se transforma en
la relacién k = cot.(p) (mirar pagina 19) en curvatura constante c. Estas
relaciones nos permiten demostrar el siguiente teorema.

Teorema 0.4 Sea Q) un dominio reqular convezo en X2, si ¢ > 0, o fuerte-
mente h-convexo si ¢ <0, con frontera N = 0f). Entonces

/ tanc(@)ds =F—F, (5)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N, F' es el drea de ) y
F, el drea (algebraica) del conjunto focal F(N) de N.

Las nociones de convexidad usadas arriba se definen en el capitulo 4 y la
definicién de la tangente generalizada, tan,, se encuentra en la pagina 18.

La férmula (5) es la generalizacion de la férmula (4)a variedades de curvatura
constante ¢, ya que tan.(p(s)) = p(s) cuando ¢ = 0.

La notacién X? que aparece en el teorema indica una variedad riemannia-
na 2-dimensional, completa, simplemente conexa y de curvatura constante c.
Dicha variedad es isométrica a:

- La esfera S?, si ¢ > 0, es decir,

1 1
X2 =§*—=) = {(a:l,xg,a:g) ER®: 22 425422 = E}’

Ve

-El plano hiperbdlico, si ¢ < 0, es decir,

1 1
X2 =H*(—) = {(xl,xg,xg) eR> -2+ 1)+ 25 = - o > },
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donde R?*! es el espacio de Lorentz (ver, por ejemplo, [Rat94]).
-El plano euclidiano R?, si ¢ = 0.

De la igualdad (5) se puede deducir una desigualdad que generalizard la
férmula (2) en una variedad riemanniana de curvatura constante (ver coro-
lario 4.20 pagina 58).

Corolario 0.5 Sea Q un dominio reqular convezo en X2,

mente h-convezxo si ¢ < 0, con frontera N = 0S). Entonces

sic>0, o fuerte-

/ tanc(—s)ds > F. (6)
N
La igualdad se obtiene si y solo si N es una circunferencia.

Cuando ¢ = 0 tenemos que la férmula (6) coincide con la férmula (2). Ob-
servemos también que, en particular, y para toda ¢ acabamos de demostrar
que F, <0.

Para ¢ = 0, la desigualdad F, < 0 la demostramos utilizando la férmula de
Wirtinger (mirar pagina 38), pero esta técnica no servia para probar F, <0
en curvatura constante ¢ # 0. La relacion entre la férmula de Wirtinger y
el area de la evoluta de una curva convexa, se obtiene para ¢ = 0 usando la
funcién soporte del convexo. Aunque en curvatura constante ¢ # 0 existen
también funciones soporte asociadas a convexos, su expresion es mas compli-
cada y por esta razon es dificil aplicar (al menos directamente) la desigualdad
de Wirtinger.

El estudio que hemos hecho para el caso ¢ = 0 ha dado lugar a la siguiente
interpretacién geométrica de la desigualdad de Wirtinger.

Interpretacion geométrica de la desigualdad de Wirtinger. Todo pun-
to de un convexo 2 es alcanzado por alguna de las normales a la frontera OS2
de 2, en un punto x € OS2, de longitud mds corta que el radio de curvatura
p(x) de dicha frontera en el punto .

En X2 la relacién entre la curvatura k(s) y el radio de curvatura p(s) vie-
ne dada por k(s) = cot.(p(s)), luego 1/k(s) = tan.(p(s)). Por tanto nos
parecié interesante tener una estimacion de
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/ tan. p(s) ds,
N

y obtuvimos el siguiente resultado

Teorema 0.6 Sea Q un conjunto fuertemente convezo en X2, si ¢ > 0, o
fuertemente h-convezro si ¢ < 0, con frontera reqular diferenciable N = 0f2.
Entonces

A — cF
tan, p(s)ds > F— 7
[;anp@>s_ e (7)

La igualdad se da si y solo si N es un circulo.

Observemos que

<47T—CF<2
on —cF — 7

por consiguiente la férmula (7) mejora la acotacién de la férmula

/ tan. p(s)ds > F,
N

que se deduce de la férmula (6). Por otra parte observemos también que para
el caso ¢ = 0, tenemos que la férmula (7) implica el teorema 0.2.

Es curioso observar que, puesto que la longitud y el area de un disco de
radio p en X? estd dada por

2m
A = (- eno)
L(p) = 2msnc(p)
A
se cumple que tan.(p) = % (mirar pagina 59), por lo tanto la férmula (6)
p

se puede leer como

A(p(s))
Awa“zF ®)
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La relacién entre la curvatura k y el radio de curvatura p por la cot,. en X?
sugiere de manera natural la pregunta de qué relacién hay entre la curvatura
k y el radio de curvatura p (convenientemente definidos) en una variedad de
Riemann de curvatura arbitraria.

Este estudio se puede encontrar por ejemplo en [BZ83| donde se relaciona
el radio de curvatura con el “tiempo”’que tarda en anularse un cierto campo
de Jacobi.

La férmula explicita k = k(p) que aparece en curvatura constante no apa-
rece explicitamente en curvatura arbitraria, pero la teoria de comparacion y
los campos de Jacobi nos dan herramientas suficientes para poder estudiar los
teoremas anteriores en variedades con alguna restriccion sobre la curvatura,
como por ejemplo curvatura acotada por abajo.

En el capitulo 5 generalizamos la férmula (8) a conjuntos convexos de una
variedad riemanniana de dimensién n (n = 2,3), completa y de curvatura
acotada por abajo, es decir:

Para n = 2 tenemos
Teorema 0.7 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura

acotada K > c. Sea ) un dominio fuertemente convexo si ¢ > 0 y fuerte-
mente h.-convezxo si ¢ <0, con frontera diferenciable N. Entonces

/ tanc(pkéx)) dx > F,

donde F' es el drea de ) y py es el radio del circulo en el espacio de curvatura
constante X2, que tiene curvatura k. (Diremos que py es el radio de curvatura
comparativo ).

Para n = 3 tenemos

Teorema 0.8 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura
acotada K > c. Sea Q) un dominio fuertemente convexo si ¢ > 0, y fuerte-
mente h.-convexo si ¢ < 0, con frontera diferenciable N. Entonces

V(PH<5U>) "
/. Apa() © =V

donde V(Q) es el volumen de Q, V(pu(x)) y A(pu(x)) son el volumen y el
drea de la esfera de radio py(x) (radio de curvatura media comparativo), en
el espacio de curvatura constante X3.
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En los teoremas 0.2 y 0.4, se tiene una interpretacién geométrica que
involucra la evoluta de una curva a dada, por esta razén nos vimos atraidos
a estudiar las evolutas de las curvas en los espacio de curvatura constante,
obteniendo una nocién de evoluta.

Primero determinamos la evoluta de una curva « : I — X? parametrizada
por la longitud del arco, usando la definicién clédsica de punto focal (mirar
por ejemplo [BZ83] pagina 234). Es decir, diremos que un punto () (¢ > 0)
de una geodésica v, tal que 7/(0) = n(s) (n(s) el vector normal unitario de
a), es un punto focal respecto a « si existe un campo de Jacobi a lo largo de
v tal que Y(0) = o/(s) y Y (t) = 0. Con la anterior definicién de punto focal,
obtuvimos la siguiente curva en X? que representa la evoluta de «

£a(s) = ————(ky(s)a(s) + n(s)).
k2(s) +c

Esta nocién de evoluta la corroboramos en el siguiente teorema, en el
sentido de ver que esta definicién coincide con la definicion clasica de evoluta
como la envolvente de las normales.

Teorema 0.9 Sean o : I — X2 una curva diferenciable parametrizada por
la longitud de arco s y vs(t) = cn.(t)a(s) +sn.(t)n(s) la familia de geodésicas
ortogonales a . Entonces la envolvente de la familia vs(t) es

£al($) = ————(ky(s)als) + n(s)).
k2(s) +c

Por tdltimo damos una tercera definicién equivalente de evoluta usando
las singularidades de la funcién distancia en X2.

La memoria esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 estudiaremos con detalle la desigualdad de Heintze y
Karcher, y su andlogo en R2.

También estudiaremos algunos resultados de la teoria de singularidades
de curvas, que seran necesarios para demostrar algunos resultados sobres
evolutas en X2
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En el capitulo 2 definiremos la nocién de evoluta de una curva « definida
en el X2, luego con técnicas diferentes probaremos que nuestra nocién de
evoluta coincide.

Por ultimo en este capitulo estudiaremos el circulo osculador de una curva
a, como el circulo que tiene contacto de orden 3 con « en dicho punto.

En el capitulo 3 daremos una prueba més corta de la férmula (2), es decir
probaremos que

1
/N @ds =2(F - F,),

donde F, (< 0) es el drea (algebraica) del dominio acotada por la evoluta de
N.

Este sera nuestro primer resultado original. Como dije anteriormente este
resultado se encuentra en el articulo An interesting property of the evo-
lute, aceptado para publicacién en la revista, The American Mathematical
Monthly. Por lo tanto en este capitulo estudiaremos con detalle dicho articulo.

En el capitulo 4 generalizamos el teorema 0.2 a conjuntos convexos de una
variedad riemanniana 2-dimensional con curvatura constante ¢, obteniendo
el resultado que se establecio en el teorema 0.4, el cual coincide, para ¢ = 0,
con el teorema 0.3.

En el capitulo 5 generalizamos nuestros resultados obtenidos en curva-
tura constante a una variedad riemanniana completa con curvatura acotada
por abajo. Ademas obtuvimos en curvatura acotada por abajo el andlogo
3-dimensional de la férmula (8) que se establecio en [GRSTO05].
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Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo recogemos algunos resultados conocidos que, bien desde
el punto de vista técnico o desde el punto de vista motivador, serdn necesarios
en nuestro trabajo.

Primero estudiaremos la desigualdad de Heintze y Karcher y su andlogo en
R2, ya que dicha desigualdad motivé el estudio que presentaremos en el
capitulo 3.

También estudiaremos algunos resultados de la teoria de singularidades de

curvas, que seran necesarios para demostrar algunos resultados mas adelante.

1.1. Desigualdad de Heintze y Karcher

En esta seccién suponemos que N es una superficie encajada compacta en
R3, que acota un dominio 2, con curvatura media H positiva en todo punto
de N, Ly, la linea en direccién del normal interior n(z) de N en el punto =
y By(r) la bola abierta de centro en ¢ y radio r, donde ¢ € Liy(s).

Empecemos enunciando la siguiente definicion.

Definicién 1.1 Definimos la funcion h : N — R asi:

h(z) = sup {t =d(x,9);q € Ly, d(z,N) = d(x,q)} ,

donde d(x,q) denota la distancia de x a q y d(x, N) la distancia minima de
x aN.
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La figura siguiente nos ayudara a entender mejor esta definicion.

De la definicién de h(x) se sigue que los segmentos abiertos

{4+ tn(z);0 <t < h(x)},

no se interceptan.

Lema 1.2 Si ki(x) y ko(x) son las curvaturas normales para cualquier x en
N, entonces

1
) > max {ki(x), ko(z)}
Demostracion: Si ¢ estd en el dominio acotado por N a una distancia
h(x) de z a lo largo de la normal interior en x, entonces By(h(z)) no puede
contener ningun punto de N, ya que si existiera un punto 2’ en N, entonces
su distancia a ¢ seria menor que h(z), y esto contradice la definicién de
h(x). Como la superficie N estd por encima de la esfera S,(h(z)) y tanto la
superficie como la esfera son tangentes en z, las curvaturas normales de N
en = son acotadas superiormente por la curvatura normal de la esfera que es

1/h(z). O

Si denotamos por p;(z) = 1/k;(x) los radios de curvatura (i=1,2), observamos
que

W) < pilx), para i=1,2.
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Lema 1.3 Sea V' el volumen del dominio €2 obtenido al poner en cada punto
x de N un segmento de su normal interior de longitud h(x). Entonces

h(x)
v :/N(/D \(1—k1(x)t)(1—I@(m)t)\dt) da

donde ki(x) y ka(x) son las curvaturas principales de N en el punto x y dx
es el elemento de drea de N.

Demostracion: Supongamos que N esta locamente parametrizada por

z:UCR?—= N,

donde U es un abierto de R?* y & = x(uy, us). Suponemos que u; =constante
y uo =constante son direcciones principales de curvatura.
En cada punto de N tenemos un vector normal unitario interior n(uq, us

)
parametrizamos el dominio ' por:

y(ug, ug, ug) = x(ug, ug) + usn(ug, us) (ug,us) € U, 0 < ug < h(ug,usy),
La definicién de h(x) nos garantiza que la correspondencia

(U'l) U2, Ug) - (yla Y2, 93)7

es uno a uno, por lo tanto el volumen de ' viene dado por:

h(u1,u2)
ve[ar=[] (/ s, 2. 0) |, )duldu2.

(U1 Uy, U3)
Para evaluar la integral notemos que como u; y uy son direcciones principales
de curvatura, entonces podemos aplicar las ecuaciones de Olinde Rodriguez
y tenemos que:

dy ox on ox
= 1—
8u1 aul T (9u1 ( klug)aul
dy  Ox +u3(9n_(1_k2u3)8x ay_n;
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Por tanto
dy Oy Jdr  Ox
— N == 1—k 1—k — N =—
8u1 8u2 ( 1u3)< 2u3) aul GUQ
luego
yl,yz,yg‘_‘ y dy ‘1—/@ - H £ 9%
‘ Ul Ua, U3 (8u1 811,2) 8u3 ( IU3)( 24s 8u1 8uQ .

Con lo anterior tenemos que:

h(u1,u2)
V = / (/ |(]_ — kZ1U3)(1 — k2U3)|dU3> dA,
N 0

Duy dU1 dUQ O

donde I{ZZ = ki(ul,m) y dA = )

Corolario 1.4 Si V(Q) es el volumen del dominio ), entonces

h(zx)
Vm>:[;<£ |U—%ﬂ@@ﬂ—kﬂ@ﬂMQdA

donde ky(z) y ka(x) son las curvaturas principales de N y dA es el elemento
de drea de N.

Demostracion: Basta probar que Q' = Q. Es claro que ' C Q. Supongamos
q en €2y sea x el punto en N donde se alcanza la distancia d de ¢ a N. Por
la definicién de h, d < h(zx), y por consiguiente ¢ estd en €. Luego ' = Q y
por tanto

wmzwz/

h(z)
/ |(1 — k1 (2)t)(1 — ka(x)t)|dt | dA. O
N \Jo
Teorema 1.5 Sea N una superficie encajada compacta en R3, que acota un
dominio 2 de volumen V. Si la curvatura media H de N es positiva en todo
punto, entonces,
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/ —dA > (1.1)

La igualdad se da st y solo si N es una esfera.

La prueba que damos de este teorema es original de Ros, usando ideas de
[Ros88], [Rei77] y [Hei89].

Demostracién: Por el lema 1.2 tenemos que las funciones (1 — ky(z)t) y

(1 — ko(x)t) son no-negativas para 0 < ¢t < h(z). Podemos pues aplicar la
desigualdad de la media geométrica y la media aritmética y tenemos que:

(1= Ey(2)t)(1 — ko(2)t) < (1 — H(z)t)% (1.2)

Por consiguiente, por el corolario 1.4 y ya que h(z) < 1/H(z) (otra vez por
el lema 1.2), tenemos:

Vo= /N < /0 h(x)(l—k:l(x)t)(l—kg(m)t)dt> dA
/ ( /O”%_Ht) dt) w4 [ Shaa

Si se da la igualdad en (1.1), entonces obtenemos la igualdad en (1.2), por
lo tanto k;(z) = ko(x), es decir todos los puntos son umbilicos, lo cual sélo
ocurre en el caso de la esfera. [J

IN

Existe una version del teorema 1.5 en variedades riemannianas de curvatura
constante (mirar [GRST05]).

1.2. Desigualdad de Heintze y Karcher en R?

El capitulo 3 de esta memoria es inspirado en la desigualdad de Heintze
y Karcher en dimensién dos. Concretamente se consigue transformar la de-
sigualdad de Heintze y Karcher en el plano en una igualdad. Ello motivo el
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querer hacer un estudio analogo para el caso de curvatura constante, lo cual
se consigue en el capitulo 4. Por esta razén daremos ahora la versién del
teorema 1.5 en el plano, tal como fue formulado y demostrado en [Esc96].

En el capitulo 3, precisamente en el corolario 3.8 (pdgina 44), damos una
demostracion del teorema 1.6 mas corta.

Teorema 1.6 Si N = 0N es la frontera de un dominio convexo compacto 2
en R? de drea F, con curvatura k positiva en todo punto, entonces

1
/N s =28 (1.3)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N. La igualdad se da st
y solo si N es una circunferencia.

Demostraciéon: Es andloga a la demostracion de teorema 1.5. Se define la
funcién h : N — R como en la definicién 1.1 y se prueba como en el lema
1.2 que

ﬁ > k(z), VreN,
donde k(z) es la curvatura de N en el punto z. Equivalentemente se tiene
que h(x) < p(x), donde p(z) es el radio de curvatura.
Similarmente como en el corolario 1.4 se tiene que ' = €2, (22 es el dominio
obtenido al poner en cada punto z de N un segmento de su normal interior
de longitud h(x)), por lo tanto el area €' sera igual al drea de Q.

Calculemos el drea de €V'.
Supongamos que N esta parametrizada por la curva a(s) = (z1(s), z2(s))
donde s es el parametro arco y s € (0,[). Entonces {2’ queda parametrizado

asi:

y(s,t) = a(s) +tn(s) donde 0<t<h(a(s)),

luego el drea F' de € es dada por:
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! h(a(s))
F:/ / ‘ys/\yt‘dt d3>
0 0

donde |ys A y| es el jacobiano de y.

La definicién de h(zx) nos garantiza, cuando 0 < t < h(x), que las correspon-
dencia (s,t) — (y1,¥2) €s uno a uno.

Denotaremos k(s) = k(a(s)) y h(s) = h(a(s)). Usando las férmulas de
Frenet-Serret tenemos:

lys Ayl = 1(c/(s) + tn'(s)) A n(s)]

como 1/h(s) > k(s) entonces

F:/Ol (/Oh(S)) !ys/\yt!dt) ds — /Ol (/Oh(S)(l—tk(s))dt> ds
_ /Ol(h(s)_@k(s))ds
< /0 f@s)d&

t2
la dltima desigualdad se obtiene por ser t — 5 < 27 vVt € R.

Es obvio que si IV es una circunferencia se obtiene la igualdad en la férmula
(1.3). Reciprocamente supongamos que se da la igualdad en la férmula (1.3),
entonces

/0 (1) = 1 (s)) s = /O #@ds, (1.4)

luego
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luego h(s) = 1/k(s) para todo s. En [Esc96] (pagina 8) se demostré que esta
condicién implica que N es una circunferencia. [

1.3. Orden de contacto

En las siguientes secciones exponemos algunos resultados de la teoria de
singularidades, que serviran de referencia en el capitulo 2, para el estudio de
las propiedades de las evolutas en una variedad riemanniana de dimensién
2 de curvatura constante. El lector interesado en mas detalles de esta teoria
puede mirar por ejemplo [BG92]. Aunque utilizaremos estos resultados sélo

paran = 2y n = 3, los expondremos en general ya que implica la misma
dificultad.

En esta seccién exponemos la definicion clasica de orden de contacto de
una curva «(s), y algunas consecuencias de dicha definicién en una curva
plana.

Definicién 1.7 Sea F' : U C R* — R, U un abierto de R, una funcion
diferenciable. Diremos que x € R"™ es un punto reqular de F, si DF(z) # 0.
Un valor reqular de una funcion F es un punto ¢ € R tal que todo x del F
con F(x) = c es un punto reqular.

Definicién 1.8 Sean o : I — R™ una curva reqular parametrizada por la
longitud de arco y 0 un valor reqular de una funcion F. Diremos que a y
F~1(0) tienen un punto de contacto de orden k en a(sy) si la funcion f
definida por

f(s) = Flau(s), ..., an(s)) = F(a(s))
satisface f(so) = f'(s0) = ... = f*"(s0) = 0, f*(s0) # 0.

Definicién 1.9 Un vértice de una curva plana a(s) es un punto a(sg) para
el cual existe un circulo, cuyo contacto en dicho punto es de orden 4.
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Observacién 1.10 Observemos que el circulo a que hace referencia la defi-
nicién anterior se puede pensar como F~1(0), tomando F(z) = d*(z,u) —r?,
donde d(x, u) es la distancia del punto x al punto u. Este punto u es el centro
y r el radio. Por lo tanto, a tiene un vértice en a(sg) si y sélo si,

f(l)(SO) = 07Z = 17 "'537 f4(50) 7& 07
donde f(s) = F(a(s)).

Comentario 1.11 Sean « : I — R? una curva parametrizada por la longi-
tud del arco, T'(s) el vector tangente unitario de a(s), n(s) el vector normal
unitario de a(s) (podemos elegir n(s) tal que la base {T'(s),n(s)} sea posi-
tiva), k(s) la curvatura de a(s) y u € R?. Consideremos la funcién distancia
al cuadrado

f(s) = {als) = u,a(s) —u).
Usando las formulas de Frenet-Serret tenemos lo siguiente:
F(s) = 2{a(s) — u, T(s)).

)
17(s) =2+ 2(a(s) — u, k(s)n(s))
2(a(s) — u, k' (s)n(s)) — 2{a(s) — u, k*(s)T(s)).

5
S
—~
)
S~—
I

—2(c/(s), K'(s)n(s)) + 2(a(s) — u, k" (s)n(s) + K'(s)n'(s))
+ 2{a(s) —u, K*(s)T(s)) — 2{a(s) — u, 2k(s)k'(s)T(s) + k*n(s))
1 1

2(—%71(8), K'(s)n(s)) — 2k*(s) — 2<—@n(8)7 K (s)n(s))

Por lo tanto,

f'(s) =0 sisélo si a(s) —u= A(s)n(s) para A(s) € R.
f'(s) = f"(s) =0sisélosiu=als)+ ﬁn(s) con k(s) # 0.
f'(s)=f"(s) = f"(s) =0sisdlosiu = a(s)—i—ﬁn(s), k(s) # 0,y k'(s) =0.
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Podemos hacer varias deduciones de lo anterior.

1)Si k(s) # 0, entonces existe un circulo que tiene al menos un punto de
contacto de orden 3 con a(s); este circulo es llamado circulo osculador en

a(s); su centro a(s) + ﬁn(s) es llamado centro de curvatura o punto

1

i) ©8 llamado radio de curvatura.

focal en a(s) y su radio p(s) =

ii) Una condicién necesaria y suficiente para que el punto «(s) sea un vértice,
es que k(s) #0y k'(s) =0.

iii) Un vértice ocurre precisamente en un maximo o un minimo de la curva-
k_//(s)

k(s)

Observacion 1.12 Se puede demostrar que determinar el circulo osculador
como la posicion limite de los circulos que pasan por a(s), a(s+hy) y a(s+hs)
cuando hy, hs — 0, es equivalente a que exista un circulo que tiene un punto
de contacto de orden 3 con «(s).

tura, ya que f4(s) = —2

Cuando queremos generalizar este concepto al plano hiperbdlico tenemos la
dificultad que 3 puntos no determinan en general un circulo.

1.4. Envolvente

En esta seccién estudiaremos una técnica para determinar la envolvente
de una familia de curvas. En particular la aplicaremos cuando la familia de
curvas son rectas normales a una curva plana «. Esta técnica sera usada
en el capitulo 2 para determinar la envolvente (evoluta) de una familia de
geodésica normales a una curva « definida en un variedad riemanniana de
curvatura constante.

Sea F': D C RxR"™ — R una funcion diferenciable en un dominio abierto
D de R x R™. Denotaremos las coordenadas de este dominio por (s, z1, ..., )
y consideraremos Fy(x) = F\(s,z) una familia de funciones de parametro s,
donde x = (1, ..., z,).

Supongamos que para cada s, 0 es un valor de regular de Fy (es decir,

OF; L
Fi(x) =0y B (s,x) # 0 para algtn i ). Por lo tanto M, = F;1(0) es
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una subvariedad de dimensién n — 1 en R™ (por ejemplo para n = 2 es una
curva y para n = 3 es una superficie).

Es obvio que si 0 es un valor regular de Fj, para todo s, entonces 0 es un
valor regular de F'. Por lo tanto F~'(0) es una subvariedad de R™**.

Para n = 2 es una superficie, que se obtiene al separar cada curva M, del
plano y moverla a un nivel s en la tercera dimension, ya que

F710) = {(s, 21, 22); F(s,21,25) = 0},

M,, = F, 1 (0) = {(z1,22); F(s0,21,72) = 0},

Mso = {(30,11317332); F(So,iUlyflfz) = 0}7

por lo tanto My, es una curva en el plano s = 0, M, es una curva en el plano
s = so y podemos pensar la superficie F'~1(0) como la unién de las curvas
M,

S0

Notemos que si v, es un vector que pertenece al espacio tangente de F *1(0)
en el punto p = (s,z), entonces

<VF(p)7Up> =0,
donde VF(p) es el gradiente de F' en el punto p.

Este espacio tangente es “vertical ”, es decir paralelo al eje s, si y solo si,

OF
%(s,x) = 0.

En general tenemos la siguiente definicién de envolvente.

Definicién 1.13 Dados F' y M, como antes, definimos la envolvente £ de
la familia {M}ser, como el conjunto:

OF
—{zeRze M, S (s,2) =0},
&r {xe cx € M, P (s, ) }

Teorema 1.14 Sia : I — R? es una curva reqular, que es la envolvente de
una familia de curvas My = F;1(0), entonces en el punto donde a(s) € Mj,
las dos curvas son tangentes.
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Demostracién. Denotemos a(s) = (x1(s),x2(s)). Como a(s) satisface
F(s,a(s)) = 0; entonces al derivar a ambos lados la anterior expresién con
respecto a s tenemos que:

OF OF , OF 1) —
55 (5 71(8),22()) + 5 (5, 21(5), 22(8))23(5) + 5 - (5, 71(5), 72(5)) 23 (5) = 0

pero 22 (s,a(s)) = 0 por Io tanto (VF(s,a(s)),/(s)) =0. O
S

En particular cuando M, son rectas tenemos el siguiente corolario del teorema
anterior.

Corolario 1.15 La envolvente de una familia de rectas es una curva tal que
la tangente en cada uno de sus puntos es una recta de la familia dada.

La técnica que exponemos en la demostracion del siguiente teorema, para
determinar la envolvente de una familia de curvas, es la que usaremos en
el capitulo 2 para determinar la envolvente de una familia de geodésicas
normales a una curva dada.

Teorema 1.16 Sea F': D C R x R?* - R (F = F(s,71,73)) una funcion
diferenciable en un dominio abierto D de R x R? tal que 0 es un valor reqular
de la funcion Fy(x1,79) y de la funcién F(s,x1,2s). Sea © : F71(0) — R?
la proyeccion definida por w(s,xq1,x2) = (x1,x2). Entonces el conjunto de
los wvalores criticos de la proyeccion es la envolvente de la familia de curvas

M, = F-0).

Demostracién: Denotemos
> =F70) = {(s,21,22); F(s,x1,2) = 0},

y parametricemos » | locamente por

X(57u) = (Sa$1(37u>7x2<37u))a
donde (s,u) € I x J C R%
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Luego

2. 0x, 0xo 2. % %
Xs_g_(l’ 35’&9) Y X“_au_<0’ 8u’8u)’

es una base del plano tangente 7}, >, donde p = (s,x1,22) € Y.

Como la proyeccion es lineal en la variable que proyectamos entonces

ox 8[E2

. o g 1 _

i) dmp(Xs) = 0 siy sélo si D5 0y B 0,
.. . , . 8331 al’g

ii) dm,(X,) =0 siy sélo si By = Oy T = 0,

pero X, # 0, luego los puntos criticos de 7 sastifacen que X,(p) = (1,0,0).
Como X,(p) € T, >, entonces

OF

<VF(p), (17070» - E(p) = 0.

Por tanto, la proyeccién de los puntos p € 3 = F~1(0) tales que 2£(p) = 0

. 0s
es el conjunto

{x e R%:x € M,, g—f(s,x) = O}

el cual coincide con la envolvente g de la familia de curvas M, = F;1(0). O

Estudiemos el siguiente ejemplo para ilustrar lo que se dijo anteriormente.
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71
%
4

=

\]
Ui
s’
a

5777
7/

\)
\
3

Tl

figura 2

Ejemplo 1.17 (Evoluta de la elipse) Sean a(s) = (2cos(s), sin(s))
(s € (0,27)) la parametrizacion de una elipse y Gs(t) = a(s) + tn(s) la
familia de rectas ortogonales en cada punto de «, donde n(s) es el vector
normal a a(s). Entonces (,(t) viene dada por

Bs(t) = (2cos(s) + %t cos(s), %Sin(s) + 2tsin(s)), teR

En la figura 2 se muestra la superficie

Z = {(3, 2 cos(s) + %t cos(s), % sin(s) + 2t sin(s)); s € (0,27),t € R}

que es generada al separar del plano cada recta ortogonal a la elipse y levan-
tarla a un nivel s en la tercera dimension.

En la Figura 2 si miramos desde arriba, vemos el contorno de una curva en la
superficie generada por el levantamiento de las rectas ortogonales, esta curva
proyectada al plano que tiene al eje s como eje normal, es la envolvente de
la familia de rectas ortogonales a «, es decir la evoluta de dicha elipse.
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figura 3
Pensemos que dicha superficie esta hecha de un material translicido, entonces

desde arriba observamos con mas clarida el contorno de la evoluta de la elipse
(figura 3).

Teorema 1.18 Sea o : I — R? una curva plana parametrizada por la
longitud del arco. Entonces la envolvente de la familia de normales a «, es
el lugar geométrico de los puntos focales de la curva.

Demostracién: La ecuacién de la linea normal a a y que pasa por «(s) es:

((u—a(s)),a'(s)) =0,

donde u es un punto de R? que esté en la linea normal. Luego la familia de
lineas normales a la curva « la podemos expresar por la siguiente ecuacion:

F(s,u) = ((u—a(s)),a(s)) = 0. (1.5)

Ahora aplicamos la definiciéon de envolvente para la funcién F.

F
Para ello calculemos — y usemos las férmulas de Frenet-Serret.

0s
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o8 = ((u—als)),a’(s)) = ((s), a(s))

Pero por (1.5) tenemos que (u — a(s)) = A(s)n(s) para algin A\(s) € R. Por
tanto

Definicién 1.19 La curva &, de los puntos focales de una curva regular
plana « la llamaremos la evoluta de «.

Llamaremos al conjunto

{(s,a(s) +tn(s)); (s,t) € I x R},

el fibrado normal de la curva «.

En este trabajo estamos interesados en estudiar las envolventes de las
lineas normales a una curva en los espacios de curvatura constante de dimen-
sion 2. Por tanto en el siguiente capitulo abordaremos este tema usando las
técnicas aqui introducidas.



Capitulo 2

Conjuntos focales en curvatura
constante

En este capitulo definiremos la nocién de evoluta de una curva « definida
201 S
en la esfera S (%) de radio —=, para ¢ > 0.
De la misma manera definiremos la nocién de evoluta de una curva « en el

plano hiperbdlico Hg(%) o esfera de radio imaginario 1/4/c, para ¢ < 0.

Para verificar que nuestra nocién de evoluta de una curva « definida en
SQ(%) 0 en Hz(%) es adecuada, la determinaremos de dos maneras y com-
probaremos que coinciden; primero como la envolvente de una familia de
geodésica normales a «, y segundo usando las singularidades de la funcion

distancia de Sz(\/ia) o de Hz(\%) . En la segunda usaremos la técnica expuesta

en [IPSTO04].

Por 1ltimo estudiaremos el circulo osculador de una curva «, como la curva
que tiene contacto de orden 3 en algin punto de a.

2.1. Conjuntos focales y campos de Jacobi

En esta seccién describiremos explicitamente una familia de geodésicas
normales a una curva « definida en una variedad riemanniana de curvatura
constante de dimension 2 y luego determinaremos su envolvente.

Antes de entrar en detalles importantes en esta seccién, es recomendable
precisar algunas notaciones y por tanto recordar algunas definiciones clasicas
de geometria riemanniana.

17
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Denotaremos por X? una variedad riemanniana, conexa, simplemente conexa
y completa 2-dimensional de curvatura constante c,. Es sabido que si ¢ > 0,

. : o1
entonces X2 es isométrica a la esfera S? de radio — :

NG
1

1
X2 =8§*(—) = {(xl,xg,xg) ER:af +a)+ 23 = E}

Ve
Si ¢ < 0, entonces X2 es isométrica al plano hiperbélico:

1 1
K =H() = {(rnmom) €R b dbad =0 m >

1
Ve Neii

donde R*! es el espacio de Lorentz (ver, por ejemplo, [Rat94]). En ambos
casos se induce la métrica a partir de la métrica del ambiente. En esta seccién
usaremos directamente estos modelos.

Por tltimo si ¢ = 0, X? es isométrico al plano euclidiano R2.
En esta seccién tendran mds relevancia los espacios X2 para ¢ > 0y ¢ < 0.

Utilizaremos la siguiente notacién para las funciones trigonométricas gene-
ralizadas:

\/%7 sinh(y/—ct), ¢<0
c=0 (2.1)

-sin(y/ct), c>0

e

cosh(y/=ct), ¢<0
ene(t) =<1 c=0 (2.2)

cos(y/ct), c> 0.

Observe que csn?(t) + cn?(t) =1, cn/(t) = —csn.(t) y snl(t) = eng(t).
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Definiciéon 2.1 FEl radio de curvatura de una curva o : I — X? diferencia-
ble con parametro arco s, es la funcion p : I — X2 definida por la siguiente
relacion:

k() = cote(p(s))
donde kg es la curvatura geodésica de .
Observacién 2.2 Notemos que la definiciéon anterior para ¢ < 0 sélo tiene

sentido cuando cot.(p(s)) > /—c (ya que |cot.(x)| > v/—c, Vx € R). Por
lo tanto restringiremos nuestra definicién en el caso ¢ < 0 para curvas con

kg(s) > /—c.

Recordemos finalmente que si x = (x1, x2, 23), ¥y = (Y1, Y2, y3) son vectores
de R?, entonces el producto interno de Lorentz se define como el niimero real

(T,y) . = —21y1 + T2Y2 + T3Ys.

El espacio vectorial R? junto con el producto interno de Lorentz es lla-
mado el espacio de Lorentz 2-dimensional, y se denota por R??.

Observacién 2.3 Si v : J — X2 es una geodésica en X? parametrizada

por la longitud de arco t y v(0) = z, 7/(0) = v, entonces 7 se puede expresar
en términos de las funciones cn, y sn. ([Rat94]) asi:

v(t) = eng(t)x + sn(t)v, (2.3)

Si denotamos (, ). el producto interno de Lorentz (, ), si ¢ < 0y el producto
escalar euclidiano (,) si ¢ > 0, entonces observamos que

(@), v(t))e = (en.(t)x + sn.(t)v, eng(t)x + sn.(t)v).

1, 1
= - t lt) = —,
Ccnc()—l—sn() .

es decir, que realmente la geodésica (2.3) se encuentra en X2,
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Ahora, si « : I — X2 es una curva regular, parametrizada por la longitud
de arco s, definimos la variaciéon de vy respecto a la curva « por la familia de
curvas definidas asi:

vs(t) = ene(t)a(s) + snc(t)n(s),
donde n(s) es el vector normal unitario a a(s).

Observemos que, para cada sg fijo, s, (t) es una geodésica normal a a(s) en
el punto a(sg). Probemos que el campo variacional

V(1) = 9L (1, 50)

a lo largo de v es un campo de Jacobi.
Usando Frenet-Serret (mirar teorema 2.10, pag 26) tenemos que:

7' (s) — sne(t)n'(s)

T(s) — snc(t)k(s)T'(s)

) — k(s) sn(t))T'(s)

Sabemos que para una variedad riemanniana con curvatura seccional constan-

te ¢ el tensor de curvatura R viene dado por la férmula (mirar, por ejemplo,
[Lee97] pégina 148):

Y(t) = cn(t)
= cn.(t)
= (cnc(t

RX,Y)Z = (Y, Z)X — (X, Z)Y).
Observemos que Y”(t) = —cY (¢):

Y/I (t) —

N

SIS
=

N

7 (cne(t) = k(s) Snc(t))T(S))>

(—esnet) + k(s) ne(1))7(5) + (enelt) — k(s) sne(1))T(5))) =

7~ N "

—~
—~

—csng(t) + k(s) en.(t)T(s))

—cen(t) = ck(s) sne(t) + (TS

(t),

7RI EID T ED

I

I
g
=
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D
donde — = V., es la derivada covariante de X2 respecto a 7.

dt
Entonces Y (t) sastiface la ecuacién de Jacobi; en efecto, por ser (Y,~'). =0,
tenemos que

Y'+R(Y, Y)Y =Y"+c¢Y =0,
Por lo tanto Y (t) = (cn.(t) — k(s)sn.(t))T(s) es un campo de Jacobi a lo
largo de la geodésica ~y(t) ortogonal a la curva af(s).

Definicién 2.4 Sean o, v y Y como antes. Diremos que y(t) es un punto
focal respecto a la curva o si Y (t) = 0. Esto es equivalente a que

ky(s) = cote(t(s)).
Al conjunto de los puntos focales le llamaremos conjgunto focal.

Notemos que sélo existen puntos focales cuando k,(s) > y/—c coincidiendo
que ya habiamos impuesto en la observacién 2.2

Observacién 2.5 Sea a : I — X? una curva regular, parametrizada por
la longitud del arco. Observemos que el conjunto focal F(a(I)) de a es el
conjunto,

FalD)) = {expogo(pls)n(s)) : s € 1},

donde n(s) es el vector normal unitario interior a « en s, y p(s) es el radio
de curvatura.

Recordemos que y = exp, (tv), con |v| = 1, significa que y = o(t), donde o(u)
es la tnica geodésica tal que o(0) =z y ¢'(0) = v.

2.1.1. Ecuacién explicita de la evoluta en curvatura
constante

En esta subseccion daremos de forma explicita la ecuacion de la evoluta
de una curva « definidad en X2, Empecemos con la siguiente definicién

Definicién 2.6 Sea o : [ — X2 una curva diferenciable parametrizada por
la longitud de arco s. Llamaremos al conjunto focal F(a(I)) la evoluta de
.
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Observacién 2.7 Notemos que si a : I — X2 es una curva diferenciable
parametrizada por la longitud de arco s, entonces la evoluta de a es una
curva en X2 que viene dada por:

£nl(s) = ——(hy(5)a(s) + n(s)). (2.4)
k2(s) +c

En efecto, todo punto y € F(«(I)) se puede expresar como:
Y = expy(s) (pn(s)) = enc(p(s))als) + sne(p(s))n(s).

Como k,(s) = cot.(p(s)), tenemos

y = cne(p(s))als) +snc(p(s))n(s)
= sn.(p

) (cotelp(s))als) + n(s))
_ ;(/ﬁg(s)a(s) +n(s))
.

(
(

oo p(9)
1
= k. (s)a(s n(s
o (Rs)als) + ()

= ———(ky()als) +n(s)).

k2(s) + ¢

lo que prueba la igualdad (2.4).

2.2. Fibrado normal de una curva en curva-
tura constante

En esta seccion haremos la primera comprobaciéon de nuestra nocion de
evoluta de una curva « en X? comprobando que

£al(s) = ———(ky(s)a(s) + n(s))
k2(s) +c

coincide con la envolvente de una familia de geodésicas ortogonales a dicha
curva.
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Definicién 2.8 Sean o : I — X2 wuna curva diferenciable parametrizada
por la longitud de arco s y v5(t) = cne(t)a(s) + sn.(t)n(s) la familia de
geodésicas ortogonales a a. Llamaremos al conjunto

{(s,cenc(t)a(s) +sn.(t)n(s)); s € I,t € R},
el fibrado normal de «.
Teorema 2.9 Sean o : I — X? una curva diferenciable parametrizada por

la longitud de arco s y vs(t) = cng(t)a(s)+sn.(t)n(s) la familia de geodésicas
ortogonales a «. Entonces la envolvente de la familia vs(t) es

£a(5) = ————(ky(s)a(s) + n(s)).
k2(s) +c

Demostracién: Usaremos la técnica expuesta en el teorema 1.16 pagina 12
para determinar la envolvente de la familia ~4(¢).

Denotemos el fibrado normal de « asi:

> = {(s,cnc(t)a(s) +sn.(t)n(s)) 1 s € It € ]R},

el conjunto ) es una superficie y la podemos parametrizar locamente por:

X(s,t) = (s,cene(t)a(s) + sne(t)n(s)),
donde (s,t) e I x J C R xR, ( Iy J intervalos abiertos ).

Calculemos los valores criticos de la proyeccién 7 : > — X2,
Una base del plano tangente 7,,> de > en p es {XS, Xt}, donde
X, = dXq(er) = (1, (ene(t) = ky(s)sne(t)T(s))

X, = dX,(es) = (o, —esng(t)a(s) + cnc(t)n(s)>

€1 = (170)7 €y = (071) yp= X(Q)

Como 7 es una funcion lineal en la “variable que proyectamos”, entonces
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dmp(Xs) = (ene(t) = kg(s)sne(t))T'(s)

dmy(Xy) = —csn.(t)a(s) + cn.(t)n(s).

Luego,
dmp(Xs) = 0 si sélo si, ky(s) = cote(t(s)); es decir que t(s) = p(s)
y dm,(X;) # 0 para todo (s,t) € I x R.

Por lo tanto el conjunto de los valores criticos de la proyeccién 7 : Y — X2
es el conjunto de los puntos y = cn.(t)a(s) + sn.(t)n(s) tales que
ky(s) = cot(t(s)), es decir el conjunto focal de a. Por tanto

£nl(s) = ———(ky(s)a(s) + n(s). D
k2(s) +c

2/ 1 21
2.3. Frenet-Serret en S (%) y H (%)
En esta seccion determinaremos las férmulas de Frenet-Serret para una
curva o en X2, para ¢ > 0y ¢ < 0. Més adelante serdn la herramienta bésica
para probar algunos resultados relativos a conjuntos focales en ]HIQ(\/LE) y

S2(L).

Antes de entrar en detalles fijemos algunas notaciones de geometria hiperbdli-
ca y esférica.

Recordemos que el producto interno de Lorentz restringido al plano tan-
gente T,H?, para cualquier z € H?, esté definido positivamente, [Rat94].

Siz,y € X2, entonces z /.y representa el productos cruz euclidiano si ¢ > 0,
y el producto cruz de Lorentz si ¢ < 0.

Recordemos el producto cruz de Lorentz, para x = (21, 22, 23) vy = (Y1, Y2, Y3)
en H?
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1
5)

&

C

—€1 €9 €3
TNy =|x1 T2 x3] = (—(T2ys — T3y2), T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — TaY1)
Y1 Y2 Y3

donde {ey, ez, e3} es una base Lorentz ortonormal en R?!.

Sea a1 [ — X2, a(s) = (z1(s), z2(s), 73(s)) una curva regular en X? para-
metrizada por la longitud de arco.

Denotaremos o/(s) = T'(s). Es claro que (T'(s), a(s)). = 0.
Denotaremos n(s) = v/]c[(a(s) Ae T(s)).

Observemos que:

(n(s),n(s))e

Il
o

a(s) Aen(s) = als) Ac VIel(als) A T(s))

T(s) Nen(s) = T(s)Ac \/H(O‘(3> Ae T(s))
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Por tanto tenemos una referencia {«a(s),T(s),n(s)} ortogonal a lo largo de
una curva «. Ahora es natural pensar en obtener formulas de tipo Frenet-
Serret para una curva en SQ( =) y HZ( \[) el siguiente resultado, nos resuelve
esta inquietud.

Teorema 2.10 Sean o : I — X2 una curva reqular en X? parametrizada
por longitud de arco y {a(s),T(s),n(s)} una referencia ortogonal (¢ < 0 es
Lorentz ortogonal) a lo largo de o. Entonces.

o/(s) T(s),
T'(s) = —ca(s)+ ky(s)n(s),
n'(s) = —ky(s)T(s),

donde ky(s) es la curvatura geodésica de la curva o en X2, la cual es dada

por ky(s) = (n(s), T'(s))e
Demostracién: Por definicién tenemos que o/(s) = T'(s). Como

(T'(s), T(s)) = 1,

tenemos que (77(s),T(s)). = 0; por lo tanto existen ntimeros reales A y u tal
que T'(3) = Aa(s) + un(s).

Por otro lado, como (a(s),T(s)) = 0, entonces (a(s),T'(s)) = —1; por lo
tanto A = —

Por otro lado,

p=p(n(s),n(s))e = (n(s), T'(s))e = kq(s).
Por lo tanto T7(s) = —ca(s) + kq(s)n(s).

Ahora n(s) = v/|c[(a(s) A T(s)) entonces:

n'(s) = Vld(als) A T'(s))

(
(
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Observacién 2.11 Observemos que cuando ¢ = 0 tenemos las férmulas de
Frenet-Serret clasicas para una curva plana en el espacio, es decir:

2.4. Singularidades de la funcion distancia so-

bre curvas en SQ(%) y HQ(%)

En el capitulo anterior determinamos los puntos focales de una curva
a definida en R? a partir de las singularidades de la funcién distancia al
cuadrado, ya que dichos puntos eran los centros de los circulos osculadores,
los cuales tenian por lo menos orden de contacto 3 con la curva a. En esta
seccién usaremos la misma técnica para determinar los puntos focales de una
curva « definida en X2 y asi comprobaremos por segunda vez que nuestra
nocion de evoluta es adecuada, es decir coincide con la determinada por la
técnica antes dicha.
Cabe destacar en esta seccion el hallazgo de un circulo osculador para una
curva a en X? como la curva que tiene por lo menos orden de contacto 3 con
a. Es sabido que en el caso hiperbdlico tres puntos no determinan en general
un circulo.

Sean z y y dos puntos en X2. Definimos la distancia entre r y y en X2
como el nimero real d.(z,y) tal que

cne(de(,y)) = e, y)e,

Definamos la funcién D : I xX? — R como D(s,y) = d.(a(s),y), donde « es
una curva regular en X2, parametrizada por la longitud del arco. Denotaremos

(Dy)(s) = D(s,y).
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Teorema 2.12 Sean o : I — X2 una curva reqular parametrizada por la
longitud de arco s y D(s,y) = d.(a(s),y) la funcion distancia como antes.
Entonces para todo (s,y) € I x X2 tenemos:

i) (Dy)'(s) =0 sty sdlo si, y es generado por los vectores a(s) y n(s)

i) (Dy) (s) = (Dy)"(s) =0 sty solo si, y ==+ (ky(s)a(s) +n(s))

kZ(s)+c

iii) (D,)'(s) = (D,)"(s) = (D,)®)(s) = 0 si y sdlo si,
y =L (k,(s)als) + n(s)), K(s) =0

kZ(s)+c

—

) (D,)(s) = (D,)"(s) = (D,)®(s) = (D,)¥(s) = 0 si y sdlo si,
y = (ky(s)as) +n(s)). Ky(s) = K(s) =0

Demostracién:

i) =) Supongamos que (D,)’(s) = 0. Como cn.(Dy(s)) = c{a(s), y). entonces
—csn.(Dy(s))D,(s) = c(a/(s),y)c. Por lo tanto (a/(s),y). = (T(s),y)c = 0,
luego el vector y es generado por los vectores n(s) y a(s).

<) Supongamos que el vector y es generado por los vectores n(s) y «(s)
entonces 0 = c¢(a/(s),y). = —csne(Dy(s)) D, (s). Por lo tanto (D,)"(s) = 0.

ii) = Supongamos que (D,)'(s) = (D,)’(s) = 0, entonces
—cene(Dy(s))(Dy(s))* = esne(Dy(s))(Dy(s)) = c(a(s),y) = 0. Por i) te-

, Por
nemos que existen nimeros reales A y p tal que y = Aa(s) + un(s). Por las
formulas de Frenet Serret se tiene que:

a"(s) =T'(s) = —ca(s) + kgn(s),
luego
(@"(5),y)e = (—cal(s) + kgn(s), Aa(s) + pn(s))e = =X + kg = 0.

Como (y,y) = 1/c entonces = £1/,/k2(s) + c.

Por lo tanto
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1
kZ(s)+c

<) Supongamos que y = =+ (ky(s)a(s) +n(s)), entonces usando Fre-

net Serret se tiene:

C<T/(3>7 y>c = C<O/I<S)7 y)c =0,

pero

c(a(s),y)e = —cene(Dy(5))(Dy(s))* — esne(Dy(s))(Dy(s)),
luego D, (s) = D,/(s) = 0.
iii) =) Supongamos (D,)'(s) = (D,)"(s) = (D,)®(s) = 0, entonces

c?sn.(Dy())(D,(s))* — 3cena(D,y(s)) Dy (s)(D(s)) — esn.(D,) Dy (s) =
c(a®(s), y) = 0.

Usando Frenet- Serret se tiene que

(@@ (s),y)e = (=(c+ KT y)e =0 y ki(s) =0
Por lo tanto
1
y=t————(hg(s)als) +n(s)).
k2(s) +c
Para demostrar el reciproco se argumenta de la misma manera como en i) y

ii).

iv)=) Supongamos que (D,)(s) = (D,)"(s) = (D,)"*)(s) = (D,)¥(s) = 0
por un calculo directo de (D,)®(s) tenemos que (@ (s),y). = 0. Usando
Frenet-Serret tenemos que

el (s), e = cl—(e+ k2)(=cals) + kyN), y)e = 0y Ky(s) = ki (s) = 0

Por lo tanto
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y=t——(ky(s)a(s) + n(s)).
k2(s) +c

Para demostrar el reciproco se argumenta de la misma manera como en i) y

ii). O
Observacién 2.13 Notemos que tomando y con signo positivo, es decir

Y= (ky(s)a(s) + n(s)),
k2(s) +c

vemos que coincide con nuestra nocion de evoluta expuesta en la seccién
anterior(Observacién 2.7).

Tomemos los siguientes circulos en X2, un paralelo en SQ(\/LE) y de forma

similar un paralelo en el hiperboloide H2(\/i6), esperamos que tengan como

evoluta un punto en X2,

Ejemplo 2.14 Sea a(s) = (ﬁ ene(t), sn.(t) cos(0(s)), sn.(t) sin(f(s))),una

curva en X2 parametrizada por la longitud del arco; donde ¢ es fijo y

S

bls) = s ()

Calculemos la evoluta de «.

Como n(s) = v/]e[(a(s) A. T(s)), entonces

ﬁel €9 €3
n(s) = | ﬁ eng(t) sng(t) cos(0(s)) sn.(t)sin(0(s))
0 —sin(d(s) cos(0(s)))
= (ﬁ sng(t), —cne(t)) cos(0(s)), —cn(t) sin(6(s)).
Por otro lado tenemos:
ky(s) = cot.(t) y _ sng(t).

k2(s) +c
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Por lo tanto la evoluta de « es:

€uls) = ————(ky(s)als) + n(s))
k2(s) +c
cnc(t)oz(s) + sn.(t)n(s)
= 1|C| ), enu(t) sna () cos(8(s), en(t) sno(#) sin(0(s))
C|C| —eno(t) snu(t) cos(8(s), — eny(t) sn.(t) sin(0(s))
1 c
2(1),0,0
\/H \/— sn,(t),0,0)
1
IC\’

2.5. Circulo osculador en curvatura constan-
te

Vamos a estudiar algunas propiedades geométricas de la evoluta &, de una
curva a en X2, principalmente lo referente al circulo osculador, es decir, el

circulo con centro en &, y radio r = p(s) como el circulo que tiene contacto
de orden 3 con la curva a.

Sean r € Ry yo € X2. Al circulo de X? de centro en y, y radio r lo denota-
remos por

C(yo,7) = {y € X2 : de(yo,y) =7}

Teorema 2.15 Sea o : I — X% una curva parametrizada por la longitud
de arco s. Entonces klg = 0 si sdlo si, y(s) = ﬁ(kg(s)a(s) +n(s)) es
constante. !
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Demostraciéon:

Y(s) = —(k2+ ) 2ky(s)k, () (k(s)a(s) + n(s))

)
(K2(s) + ) (5) (k2(s) +¢)2 (#);

Por lo tanto y'(s) = 0 si sélo si k;(s) = 0 para todo s € . [

Observacién 2.16 Si k) = 0 entonces k,(s) es constante para todo s € I,
luego

k
4Ea(s).als) = n ! (22l
k2(s) +c
es constante para todo s € I; por lo tanto a es un arco de circulo en X2, cuyo
centro es su evoluta &,(s) y su radio es r = cn;l(%). Si v es un circulo
g S C

de centro en un punto cualquiera de X2 y radio r, entonces ky(s) = cot.(r)
para todo s € I, luego k| = 0 para todo s € I; por lo tanto la evoluta &, es
un punto.

Teorema 2.17 Sean o : [ — X2 una curva parametrizada por longitud
de arco, y para un sy € I tal que ky(so) > /—c si ¢ < 0, consideremos

Cl(yo,r), donde yo = E4(80) Y 1o = cngl(%
g

tiene contacto por lo menos de orden 3 en a(sg)

). Entonces o y C(yo,70)

Demostraciéon: Si fijamos g, por definicién tenemos que

C(yo, o) = (de) ™ (o),

donde d, es la funcién distancia a yo en X2 . Por el teorema 2.12 se tiene que
a'y C(yo, ro) tienen por lo menos contacto de orden 3 en a(sp). O

Corolario 2.18 El circulo osculador C(yo,m0) y la curva « tiene contacto
de orden 3 en a(sy) (resp. punto de contacto de orden 4 o superior ) siy sélo

si kg (s0) # 0, (resp. kj(s0) =0).
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Por lo anterior se dice que g, es el centro de curvatura geodésica, que rq es
el radio de curvatura geodésica y que C(yo, 7o) es el circulo osculador.

Vemos que el circulo osculador de una curva a en X2, (¢ # 0), tiene las
mismas propiedades respecto a la teoria de contacto, que el circulo osculador
clasico de una curva en R?. Por ejemplo, podemos decir que un punto a(sg)
es un vértice de la curva « si existe un circulo en X2, cuyo contacto en dicho
punto es de orden 4.
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Capitulo 3

Integral del radio de curvatura
en R?

En el capitulo 1 vimos (pagina 6) el andlogo en dimensién 2 de la desi-
gualdad de Heintze y Karcher, es decir:

Si N = 99 es la frontera de un dominio convexo compacto €2 en R? de
area F', con curvatura k positiva en todo punto, entonces

1
/N @ds > 2F, (3.1)

donde ds significa la medida de longitud de arco en N. La igualdad se obtiene
si NV es una circunferencia.

En este capitulo daremos una prueba mas corta de la férmula (3.1) la
cual tiene una ventaja, nos da la interpretacion geométrica de la diferencia:

1
2F—/ ——ds,
N k;(s)

concretamente probaremos que:

1
— _ds=2(F—F.),
. e =2 =)
donde F, (< 0) es el drea (algebraica) del dominio acotada por la evoluta de

N.

35
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Este sera nuestro primer resultado original. Este resultado se encuentra en
el articulo An interesting property of the evolute, aceptado para publi-
cacion en la revista, The American Mathematical Monthly. Por lo tanto en
este capitulo estudiaremos con detalle dicho articulo.

3.1. Preliminares

En esta seccion estudiaremos brevemente ciertos resultados de geometria y
analisis que son indispensables para demostrar el resultado principal de este
capitulo.

3.1.1. Envolvente de una familia de rectas

Haremos una exposicién igual a la que se da en [San76], para determinar una
parametrizacién de la envolvente de una familia de rectas.

Una linea recta G en el plano estd determinada por el angulo ¢ formado
por la direccion perpendicular a G con una direccion fija y su distancia

p = p(¢) a un origen.
La ecuacién de esta recta serd entonces

rcosp+ysing —p=0. (3.2)

La ecuacién (3.2), cuando p = p(¢) variando ¢, es la ecuacién de una familia
de rectas. Si suponemos que p = p(¢) es diferenciable, entonces segin la
definicién 1.13 (pagina 11), tenemos que la envolvente de la familia de rectas
se obtiene de (3.2) y de su derivada:

—xsing +ycosp—p' =0, p =dp/dd (3.3)

Por lo tanto de (3.2) y (3.3) tenemos una parametrizacién de la envolvente
de la familia de rectas dada por la ecuacién (3.2) cuando hacemos variar ¢:

xr= pcoso—p sing,

) , (3.4)
y = psing + p’ cos ¢.
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Si la envolvente de esta familia de rectas es la frontera 92 de un conjunto
convexo ) y el origen es un punto interior de 2, entonces p = p(¢) es llamada
la funcion soporte de €2 o la funciéon soporte de la curva convexa 0f2.

Se deduce de (3.4) que

de = —(p+p")singdo, dy = (p+p") cos pdo,

y por lo tanto la diferencial de arco de la envolvente es:

ds = +/dz? + dy? = |p + p"| do. (3.5)

Se deduce de (3.5) que el radio de curvatura estd dado por

p=ds/dp = |p+p"|. (3.6)

Recordemos que una condicién necesaria y suficiente para que una funcion
periédica p = p(¢) sea la funcién soporte de un conjunto convexo es que:

p+p" >0. (3.7)

Ya que p'(¢) es periddica, se deduce de (3.7) y (3.5) que la longitud de una
curva convexa que tiene funcién soporte p de clase C? estd dada por:

2
L:/ pdg
0

El area del conjunto convexo €2 en término de la funcién soporte estd dada
por:

1 27 B
F = / pds = 5/ pp+p")do, (3.8)
oN 0

DN | —

0, equivalentemente, por

1 1
dF = Zpds = = ppdo.
5 Pds 2pp¢>
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3.1.2. Relacion de Parseval y desigualdad de Wirtinger

Recordemos brevemente la relacién de Parseval y la desigualdad de Wir-
tinger para una funcién f periédica (periodo 27)y de clase C?. El lector
interesado en mas detalles de estos resultados de analisis, puede mirar por
ejemplo [Tal93| pagina 81 o [Hop83] pagina 52 o [Nil81] paginas 175 y 211.

Si f es una funcién periédica, de perfodo 27 y de clase C?, entonces la serie
de Fourier generada por f en su forma compleja, se escribe asi:

o0

f(l’) ~ cheinm7

—00

donde

Cp = o ; e .

Una de las propiedades que tienen los coeficientes de la serie de Fourier es la
clasica relacién de Parseval que en nuestro caso, para la funciéon f es:

1 2 o0
— | f@Pdt=>" lel”

2 Jo

La relacién de Parseval implica la desigualdad de Wirtinger, que enunciamos
en el siguiente lema:

Lema 3.1 Sea f una funcidn periddica de clase C?, y periodo igual a 2.
Entonces

21 27
/ 2 < / 2. (3.9)
0 0

La igualdad se da, siy sélo si, f(¢) = acos¢ + bsing + ¢, para algunas
constantes a,b y c.

Demostracion: Si la serie de Fourier de f es:
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o0

F@) ~ S e,

—00

entonces las series de Fourier de f'y f” esta dada por:
f(x) ~ 37 inc,e™, () ~ 37 (in)*c,e™.

Por la relacién de Parseval tenemos que:

1 27 0
ol BRTHOIRUED S P
0 —00
y
1 21 o0
2 4 2
@R A=Y e
0 —00

Por lo tanto

/ T pdo < / o,

Supongamos la igualdad en la formula (3.9), entonces nuevamente por la rela-
cion de Parseval, los coeficientes ¢, son iguales a cero, para todo
n = +2,4£3,+4..., por lo tanto f(¢) = acos¢ + bsin¢ + ¢, para algunas
constantes a,b y c.

Ahora si f(¢) = acosd + bsind + ¢, es claro que se obtiene la igualdad en
(3.9 O

3.1.3. Hedgehogs

Recordaremos brevemente lo que es un hedgehog (erizo). El lector interesado
en mds detalles puede mirar por ejemplo [MM96]

Definicién 3.2 Si h : R — R es una funcion de clase C* de periodo 2,
entonces el hedgehog oy, determinado por h estd definido por:

an(¢) = (h(¢) cos ¢ — W' (¢) sin ¢, h(¢) sin ¢ + I (¢) cos ¢).
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Observacién 3.3 Notemos que el hedgehog determindado por h es la en-
volvente de la familia de rectas dada por:

xcos ¢+ ysing = h(p).

También notamos que la funcién h de un hedgehog, es una generalizaciéon de
la funcién soporte de un conjunto convexo.

Ejemplo 3.4 Si h(¢) = cos(25¢), entonces su hedgehog correspondiente
tendrd la siguiente grdfica:

figura 5
El area (algebraica) de un hedgehog esta dada por:

1 2w 1 2
F, = —/ h(h+ 1")dg = 5/ (W2 — W)dg.
0 0

Observacion 3.5 La cantidad F}, puede ser positiva, negativa o cero. Si h es
la funcion soporte de un conjunto convexo, entonces F}, es el area euclidia del
conjunto convexo, mirar férmula (3.8), y en particular esta area es positiva

Veremos que en el caso, cuando h es la funciéon que determina un hedgehog
que es la evoluta de 052, donde €) es un conjunto convexo, entonces Fj < 0.
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3.2. Resultado en R?

En esta seccion exponemos nuestro primer resultado original; pero cabe ano-
tar que también en esta seccion describiremos de una forma elegante y sencilla
una parametrizacion de la evoluta de una curva convexa.

Sea N una curva cerrada. Supongamos que N es la frontera de un conjunto
convexo {2, y el origen de coordenadas esta en el interior de 2.

Supongamos que la funcién soporte p = p(¢) de 2 es de clase C? y de periodo
2.

Una parametrizacion a,(¢) = (2(¢), y(¢)) de N puede ser dada por:

2(¢) = p(¢) cos ¢ — p'(¢)sind,  y(¢) = p(¢)sin ¢ + p'(¢) cos ¢.

Con esta parametrizacién la evoluta & de «, esta dada por:
(=y'(¢), 7'(¢))
1
((='(0))* + (v/'(¢))?)2
donde p(¢) es el radio de curvatura de a,(¢).

’

a(¢) = ap() + p(9)

Por las férmulas (3.5) y (3.6) tenemos que

2(¢) = 2(¢) —y'(¢) = —p'(¢)sing —p"(¢) cos ¢
9(0) = y(9)+2'(¢) =p'(¢)cosd —p"(¢)sing
Las anteriores ecuaciones representan una parametrizacion de la evoluta de

la curva N por la funcion p del convexo 2. Observemos que dicha parametri-
zacion no es complicada.
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Observacién 3.6 Notemos lo siguiente:

Sea H(¢) = —p'(¢ + %). Entonces H(¢) es una funcién de clase C* y de
periodo 27 y el hedgehog definido por H(¢) es:

an () = (H(6) cos & — H'(¢) siné, H(9) sin + H'(9) cos 9)
= (7/(6+ 5)cosd+p"(0+ 3)sin g, —p' (6 + 5)sing — (9 + 5) cos ).

En particular

an(6—3) = (~p(6)sing —p'(9) cos 6,p/(9) cos — p'(¢) sin 9)

Es decir, la evoluta & es el hedgehog ay.

Por lo tanto el drea (algebraica) F,. de la evoluta de una curva convexa, con
funcién soporte p = p(¢) es igual al area (algebraica) de Fy del hedgehog
determinado por la funcién H(¢) = —p'(¢ + 7).

Es decir,

1 2
Fo= g / H(H + H")do
0

1

2
— 5/‘ p/(p/+p//1)d¢-
0

Teorema 3.7 La integral de los radios de curvatura p(s) de una curva plana
N convexa es dos veces el drea del dominio acotado por ella menos el drea
(algebraica) del dominio acotado por su evoluta. Es decir

/ pds =2(F — F,). (3.10)
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Demostracion: El area F. de la evoluta es:

Pero integrando por partes tenemos:

/0 2ﬁ(p”p) dp = — /0 2ﬂ(zo/)Q do,

/ T do = - / Ty ds

Por lo tanto

o= 5 - e (3.11)

ya que ds = (p + p")do.

Concluimos que,

2Fe:—/p"ds:—/(p—p)ds:QF—/pds.
N N N

/ pds =2(F - F,) O
N
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Corolario 3.8 Sea N = 0 una curva de clase C? la cual es la frontera de
un conjunto convexo 2 en el plano. Entonces

/ pds > 2F, (3.12)
N

Demostracién: La desigualdad en (3.12) es una consecuencia del teorema
anterior y del hecho que F, < 0; pero aplicando el lema 3.1 y la férmula
(3.11) se tiene que F, < 0.

Ahora si tenemos la igualdad en (3.12), entonces F, = 0 y por lo tanto
tenemos la igualdad en la férmula de Wirtinger. Es decir, p(¢) = acos ¢ +
bsin ¢ + ¢. Pero esto implica que N es una circunferencia de centro en (a, b)
y radio |c|, ya que p(¢) es la funcién soporte de la circunferencia de centro
(a,b) y radio |¢| O

Observacion 3.9 (ver observacién 4.22 pag 59) En el capitulo 4 gene-
ralizamos el teorema 3.7 a espacios de curvatura constante ¢. Cuando ¢ =0
obtenemos la igualdad (3.10), y sin usar Wirtinger demostramos la desigual-
dad (3.12), lo cual implica que F,, < 0. Con lo anterior obtuvimos otra prueba

de la desigualdad de Wirtinger y ademés una interpretaciéon geométrica de
dicha desigualdad.



Capitulo 4

Integral de funciones focales

En el capitulo anterior demostramos que la integral de los radios de cur-
vatura de una curva plana convexa es dos veces el area del dominio acotado
por ella menos el drea (algebraica) de el dominio acotado por su evoluta. Es
decir

/ pds =2(F — F,). (4.1)

En este capitulo generalizamos (4.1) a conjuntos convexos de una varie-
dad riemanniana X? de dimensién 2, completa, simplemente conexa y de
curvatura constante c. Es decir, la esfera S? de radio \/ig para ¢ > 0, o el
plano hiperbélico H? para ¢ < 0 (la esfera imaginaria de radio Ri = \/LE)

Usando técnicas como en [GRSTO05], obtenemos el siguiente resultado el
cual coincide, para ¢ = 0, con la férmula (4.1).

Teorema 4.1 Sea Q un dominio reqular convexo en X2, si ¢ > 0, o fuerte-
mente h-convexo si ¢ <0, con frontera N = 0S). Entonces

/ tanc(@)ds =F - F,,

donde s la longitud del arco de N, F' es el area de Q2 y F, el drea (algebraica)
del conjunto focal F(N) de N.

Las nociones de convexidad usadas arriba son definidas en la primera

seccion de este capitulo y la funcién tangente generalizada se define por
tan. = sn. / cn, (ver (2.1) y (2.2)).

45
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Ya que el trabajo en general tiene un interés en el estudio del conjunto
focal de una curva o en X2, y dicho conjunto es determinado por el radio de
curvatura de la curva «a, entonces el titulo del capitulo, integral de funciones
focales, hace referencia a las integrales que envuelven funciones de radio de
curvatura.

4.1. Preliminares

4.1.1. Convexidad y curvatura en SQ(\%) y Hz(%)

Para fijar ideas recordaremos brevemente las nociones de convexidad y cur-
vatura en X2

Definicién 4.2 Diremos que un dominio Q@ C X2 es regular si su frontera
admite una parametrizacion reqular. Es decir, existe una aplicacion inyectiva
diferenciable o : SY(L) — N = 0Q con |o/(s)| = 1, donde L es una cons-
tante, S*(L) es el circulo euclidiano de radio L,/ 27 y s es el pardmetro arco
de este circulo.

Notemos que L es el perimetro de 0f). Usaremos s como la longitud del
arco de 02 (una vez tenemos fijada una parametrizacién «).

n(s) = v/Ic|(a(s) Ac &/(s)) es interior a 0f2. Escogeremos la orientacién de
a(s) de forma que n(s) sea interior a €.

Definicién 4.3 Un dominio reqular Q C X? se dice convexo (resp. fuer-
temente convexo ) si la curvatura geodésica en todo punto de N = 09 es
no-negativa (resp. positiva).

El signo de la curvatura lo definimos por la condicién

VTT = kn,

donde V es la derivada covariante de X2, donde n es el campo vectorial
normal unitario interior a N, y T = o' donde a : S'(L) — X2 es una
parametrizaciéon regular de N.

Sic > 0y Q es convexo se deduce que €) estd contenido en media esfera

().

Si ¢ < 0 necesitamos una nocién mas fuerte de convexidad.
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Definicién 4.4 Un dominio regular Q0 C HQ(%) con frontera N = 0%) se

dice h-convexo (resp.fuertemente h-convexo ) si la curvatura en todo punto

de N es mayor o igual que \/—c (resp. mayor que r/—c).
Ya que la curvatura k de la frontera de un disco de radio r en ]HIZ(\/LE) es dada
por

k = v/—ccoth(v/—cr),

y coth(t) > 1,Vt > 0, entonces el disco es fuertemente h-convexo.

Observacion 4.5 Notemos que la nociéon de convexidad aqui dada es equi-
valente a la nociéon usual de convexidad geodésica. En algunas ocasiones un
conjunto h-convexo es llamado horociclicamente convexo, porque en este caso
los horociclos que unen puntos en €2 estan contenidos en (2.

Para N = 0f2 borde de un dominio convexo (y h-convexo cuando ¢ < 0),
el radio de curvatura p(s) estd definido (a través de cot.(p(s)) = k(s), mirar
definicién 2.1) para todo punto.

Usaremos con frecuencia las férmulas (2.1) y (2.2) de las funciones generali-
zadas sn. y cn. pagina 18.

Usaremos que el drea y el perimetro de un disco de radio ¢ en X? son dados
respectivamente por

Alt) = 2?”(1 ~ eng(1), (4.2)

L(t) = 2msn.(t).
Similarmente como en la definicién 2.5 pagina 21 tenemos una definicién del
conjunto focal de la frontera de un dominio regular.

Definicién 4.6 Sea N la frontera de un dominio reqular Q C X2. Entonces
el conjunto focal F'(N) de N es el conjunto

F(N) = {exp,(p(z)n(z));x € N} C X2,

donde n(x) es el vector normal interior a N en el punto x € N.
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Observacién 4.7 FEl conjunto focal de N también es llamado la evoluta de
N. Recordemos del capitulo 2 que F(N) es el lugar de los centros de los
circulos osculadores de N y que es diferenciable excepto en los centros de los
circulos con contacto mayor que 3 (ver corolario 2.18 y la demostracién del
teorema 2.15). Ademas, del corolario 1.15 sabemos que la geodésica normales
a N son tangentes a F'(IV). En efecto, F'(N) es el conjunto de valores criticos
de ¢(z,t) = exp,(tn(x)), parax € N y t € R.

. : 201 21
4.1.2. Winding number en S (%) y H (%)
Definicién 4.8 El winding number wind(c,y) (el nimero de vueltas) de
una curva « : SY(L) — X? con respecto a un punto y € X2\a(S'(L))
es el grado de la aplicacion ¢ : S*(L) — T,X? definida por la condicién
(o)l =1y

expy A(s)p(s) = a(s),

para alguna funcion A = X(s).

Es decir, que a cada punto «(s) le asociamos el tinico vector tangente unitario
en y el cual es tangente a la tnica geodésica que une y con «a(s). Diremos
que ¢ es la aplicacion winding respecto a y asociada a a.

Observemos que wind(c, y) es igual al nimero de intersecciones algebraica de
a(SY(L)) con un rayo geodésico arbitrario que sale de y, ( mirar por ejemplo
[GP74]).

Observacién 4.9 Notemos que ¢ la podemos pensar de S*(L) en S*. Note-
mos que si movemos y a lo largo de cualquier arco que no corte «(S*(L)) el
winding number no cambia. Por lo tanto, el winding number de « respecto a
y permanece constante en cualquier componente conexa de X*\«(S). Mirar
[DCT76] pagina 392.
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Definicién 4.10 Sea N la frontera del dominio regular Q C X2 y y ¢ N.
Definimos

wind(N, y) = wind(«, y),
donde a es una parametrizacién regular de N tal que la base {o/,n} es
positiva.
Definimos el winding number del conjunto focal por:
wind(F(N),y) = wind(a, y),
donde

@ = expy(s) (p(afs))n(als)))
es la parametrizacién de F'(N) inducida por la parametrizacién o de N.

Una vez que tengamos la parametrizacién «, escribiremos p(s) y n(s) en
vez de p(a(s)) v n(a(s)).

Definicién 4.11 Sea F'(N) el conjunto focal de N. Definimos el area alge-
braica de F(N) como

F. = /X2 wind(F(N), y)dy.

c

Segun la definicién anterior, el drea encerrada por F'(N) es contada con signo
y multiplicidad.

Observacién 4.12 Sean « la parametrizacién de la frontera de un dominio

regular, ¢ la aplicacién winding con respecto a y asociada a o y ¥ = poa ™.

Como degy) = degyp y por el teorema del grado

/ W*dO, = degyy | dO,
N St

tenemos que

1
wind(N,y) = %/ Y*dOy.
N
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4.2. Resultado en 82(%) y H2(%)

Sea N la frontera de un dominio regular Q C X2, con parametrizacién

regular o : S*(L) — N. Consideremos el conjunto

Ny = Uzen ({2} x [0, p(2)]) € N xR,
y la aplicacién ¢ : N, — X? definida por

¢(z,1) = exp,(tn(z)).
Notemos que ¢ es un difeomorfismo local no inyectivo (posiblemente).

Diremos que ¢ : N, — X? es la aplicacién focal de N.

Lema 4.13 Sea N la frontera de un dominio regular Q C X2, y sea
¢ : N, — X2 la aplicacion focal de N. Entonces,

¢*dy = (en.(t) — k(s) sn.(t)) ds A dt,

donde dy denota el elemento de drea X2, s es la longitud del arco de N, y
k(s) es la curvatura de N en el punto de pardmetro s.

Demostracién: Recordemos:
-Si ¢ > 0, entonces X? = §*(-).
-Si ¢ < 0, entonces XZ = H*(-).

Usando los modelos antes dicho, la aplicacién focal ¢ : N, — X2 en coorde-
nadas es (mirar por ejemplo [Rat94)):

(s, t) = cn.(t)a(s) + sn.(t)n(s), Vee R
donde a : S*(L) — X2 es una parametrizaciéon regular de N.

De otra manera , como dy es una 2-forma en X2, entonces existe una funcién
p = p(s,t) tal que ¢*dy = p(s,t)ds A dt.

Calculemos p(s,t). Recordemos
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VTT = kn
an = —KT.

Tenemos

p(s,t) = ¢'dy (%, %)
— (o))
= dy ((cn(t) — k(s) sn.(t))d'(s), —c sn.(t)a(s) + cn(t)n(s)).

Sea 1 el elemento de volumen de R?) si ¢ > 0 (resp. de R*! si ¢ < 0).
Entonces dy es la contraccion de 7 con respecto al campo vectorial normal
a S?( ) (resp. H?(z)). Pero, en ambos casos, el vector normal a X en el

punto ¢(s,t) es el vector ¢(s,t). Por lo tanto,

dYg(s.t) = VIcligs.nn-

En particular , tenemos que

Por lo tanto

p(s,t) = n((en(t) — k(s)sn.(t))a’(s), —c sn.(t)a(s), sn.(t)n(s))
( )e'(

Finamente, si ¢ = 0, tenemos

p(s,t) = dy(d/(s) +tn'(s),n(s))
= dy(d/(s) — tk(s)n,n) =1 — k(s)t.

Esto prueba el lema. [
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Observacion 4.14 Observemos que p(s,t) = cn.(t) — k(s) sn.(t) > 0 siy
sélo si cot. p(s) = k(s) < cot.(t), es decir, si sélo si t < p(s). Esta es la
situacion en la hipétesis del lema 4.13.

Definicién 4.15 Sean Q un dominio reqular convexo en X? con frontera
N=0Q, ye X2, yh,: N — R es la funcién distancia con respecto a y, es
decir hy(x) = d(x,y).

Diremos que x € N es un punto critico de hy, sila geodésica normal exp,(tn(z))
a N en x pasa por y.

Sea v € N un punto critico h,. Diremos que x es un punto p-critico de h,
si d(z,y) < p(x), donde p(x) es el radio de curvatura de N en x.

Notemos que si x es un p-critico de h,, entonces
y = exp;(tn(x)), con 0 <t < p(x).

Teorema 4.16 Sea Q) un dominio regular fuertemente convexo en X2 si ¢ >
0, o fuertemente h-convexo si ¢ <0, con frontera N = 0. Entonces

[ = [ ran s

donde v,(y) denota el nimero de puntos p-criticos de la funcion distancia
hy, s es la longitud del arco de N, y p(s) es el radio de curvatura de N en el
punto de parametro s.

Demostracion: Aplicando la férmula de co-area a la aplicacion focal ¢ te-
nemos

(67 () dy = / 6" dy.

?(Np) Np

Por la construccién de ¢, cada punto y € ¢(NN,) via la imagen inversa de ¢
es exactamente v,(y). Por otro lado #(¢~'(y)) = 0 para y ¢ ¢(N,), luego
tenemos

/Xg vp(y)dy = /N " dy]. (4.3)

P

Por la observacion 4.14 tenemos |¢p*dy| = ¢*dy, y por tanto
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/ vo(y)dy = ¢* dy
X2

c

_ /Np/op(S)p(s,t)dtds
_ /N /0 " enlt) — k(s) snult))dt ds
1

- /N (—csne(p(s)) + k(s)(1 — eng(p(s)))) ds

1

- /aQ<—csnc<p> T cote(p)(1 — en.(p)) ds

1 _
Ry CIUE
¢y sne(p)
= /tanC@ ds. O
o0 2

Lema 4.17 Sea Q un dominio reqular fuertemente convezo en X2, si ¢ > 0,
o fuertemente h-convezro si c < 0, con frontera N = 0. Seany € Q yx € N
un minimo de la funcion h,. Entonces x es un punto p-critico de h,,.

Demostracién: Sea a : S'(L) — N la parametrizaciéon regular de la
frontera N = 92, por la longitud de arco s. Sea f : S*(L) — R la funcién
definida por f(s) = hy(a(s)).

M

Primero supongamos que ¢ = 0. Entonces
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De esta manera

(=d/(s),y — als))

f(s) ’
f(s) A+ (=a"(s),y — a(s))) = ['(s) (= (s),y — a(s)))
f2(s) '

Si x = a(sp) es un minimo, tenemos que f'(sg) =0,y f”(so) > 0. Es decir,

14+ (—k(so)n(so),y — a(so)) > 0.
Como y es un minimo entonces existe un t, € S'(L) tal que
y = a(so) + ton(so).
Por lo tanto,
1 — (k(so)n(so), ton(so)) = 1 — k(so)to > 0.
Por consiguiente

o < p(SO)v

ya que, d(x,y) = to, el lema estd probado para ¢ = 0.

Ahora supongamos que ¢ # 0. Entonces

cne(f(s)) = c{y, a(s))e, (4.4)

el término de la derecha de la igualdad es el producto escalar euclidiano si
¢ > 0, y el producto escalar de lorentziano, si ¢ < 0.

Notemos que esta igualdad es obvia sobre la esfera de radio R = %, y por
analogia sobre la esfera de radio Ri (Mirar, por ejemplo [Rat94] pagina 64).

Derivando la ecuacién (4.4) tenemos

—sne(f(5))f'(s) = (y, a'(5))e,
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1
)
y diferenciando otra vez,

—cne(f())(f'(5))” = snc(f ()" (s) = {y, " (s))e.
Si x = a(sp) es un minimo, tenemos que f'(sg) =0,y f”(so) > 0. Es decir,

(y,a"(s0))e = —sne(f(50)).f"(s0) < 0.

Como y es un minimo entonces existe un o € S*(L) tal que y = cn.(tg)a(so)+
sn.(to)n(so).

Por las ecuaciones de Frenet-Serret pagina 26 tenemos que:

a’(s) = k(s)n(s) — ca(s),
donde k(s) es la curvatura geodésica de a.

Por lo tanto

(y,0"(s)) = (enc(to)r(so) + sne(to)n(so), k(so)n(so) — ca(so))
= —cng(tg) + k(so) sn.(tg) < 0.

Por consiguiente
to < p(so)-

Ya que, d(z,y) = ty, esto prueba el lema. [J

Lema 4.18 Sea Q2 un dominio reqular convexo en X2, sic > 0, o fuertemente
h-convezo si ¢ < 0, con frontera N = 0S). Entonces

vp(y) = (wind(N,y) — wind(F(N),y), para y¢ NUF(N).
Demostracién: Sea ¢ : N, — X2 la aplicacién focal de N es decir:

¢(x,1) = exp,(tn(zx)).

Siguiendo a [Whi70], consideremos

I={neN,:y=¢(n)}=0¢"'(y),
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para un punto generico fijo y € X2\ (N U F(N)) (con el objetivo de asegu-
rarnos que [ sea finito), y definimos

e:N,— I — T,X:

por la condicién [[e(n)|| = 1y exp, A(n)e(n) = ¢(n), para alguna funcién
A(n).
Sea

Ie = Uies G,

donde los C}; son pequenos discos alrededor de los puntos ¢ € .

Aplicando el teorema de Stoke a la variedad pinchada tenemos:

0= / e* d(d()l) = / e*dOl.
Ny—I O(N,—I¢)

P

Notemos que (N, —I.) = NUN,.U;c; 9(C;), donde N, = {(z, p(x));x € N}.
Notemos que ¢(N.) = F(N).

Como e es un difeomorfismo local que preserva la orientacién, la integral
fa(cr) e*d0; es igual a 2.

Por lo tanto tomando encuenta la orientacién inducida por la frontera,
tenemos:

/ efn d0y — / ey, A0y — 2 #(I) = 0,
N NE

pero #1 = v,(y), luego

1

* 1 *
% v €|N d01 — % /Ne 6|Ne d01 = l/p<y). (45)

Fijemos ahora una parametrizaciéon « : S*(L) — N.

Es claro que ey o a es la aplicacion winding con respecto a y asociada a a.
Por la observacién 4.12 tenemos:
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1
L)

1
wind(N,y) = %/N efy dOs.

Analogamente, ¢ = ey o j, donde j : S*(L) — N, es la aplicacién j(s) =
(s,p(s)), es la aplicaciéon winding respecto a y asociada a a,
la parametrizacién de F'(N) inducida por la parametrizacién de N.

Notemos que j(S*(L)) = N..

Asi

~ 1
wind(F(N),y) = wind(a,y) = deg e|n, = 2—/ efy, d01.
T [n.

Por lo tanto la ecuacién (4.5) se convierte en:

vp(y) = (wind(N,y) — wind(F(N),y),
para todo y € X2\ (N U F(N)).

Como N U F(N) tiene medida cero en X? entonces el lema estd probado. [

Teorema 4.19 Sea Q un dominio reqular convero en X2, si ¢ > 0, o fuer-
temente h-convexo si ¢ < 0, con frontera N = 0S). Entonces

/ tanc(@)ds =F—F,

donde s la longitud del arco de N, F' es el drea de Q y F, el darea (algebraica)
del conjunto focal F(N) de N.

Demostracion: Del teorema 4.16 y el lema 4.18 tenemos que

/Ntan(@)ds—/Y(wind(N,y)—wind(Fp(N),y))dy.

Pero wind(N,y) =1siy € Q, y wind(N,y) =0siy ¢ Q. Asi

/X wind(F (V). p)dy = / dy = F.

Q
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El 4rea (algebraica) de F(N) es por definicién la integral sobre X2 del
winding number de F(N) con respecto para todo y € X2. (Es decir, el drea
algebraica es el drea encerrada por F'(N) contada con signo y multiplicidad).
Asi el teorema queda probado. [

Obtenemos una generalizacion del Corolario 3.8 que se encuentra en la pagina
44.

Corolario 4.20 Sea 2 un dominio regular convezo en X2, si ¢ > 0, o fuer-
temente h-convexo si ¢ < 0, con frontera N = 0§2. Entonces

/ tan (s > (4.6)

La igualdad se obtiene si y solo si N es una circunferencia.

Demostracién: La desigualdad (4.6) es una consecuencia inmediata del si-
guiente hecho, v,(y) > wind(N,y), lo cual es evidente ( si y ¢ €,
wind(N,y) =0ysiy € Q,v,(y) > 1). Notemos que esto prueba también que
wind(F(N),y) <0,y F. <O0.

Probemos la igualdad, supongamos que N es una circunferencia en X2,
entonces F(N) es un punto (el centro) de X? luego F, = 0, por lo tanto
aplicando el teorema 4.19 obtenemos la igualdad en (4.6).

Supongamos la igualdad en (4.6), entonces por el teorema 4.19 se tiene

/sz'nd(F(N),y)dy =0.

Como wind(F(N),y) <0, entonces wind(F(N),y) = 0 casi siempre.
Supongamos que F(N) no es punto en X2, entonces construimos locamente
en y € F(N) una bola pequena la cual estd separada por F(N) en dos
componentes conexas. Entonces winding number restringida a la bola cambia
de valor, y esto seria una contradiccion, por lo tanto F'(N) es un punto, y
por consiguiente N es una circunferencia. [

Observacion 4.21 Observemos que, como

(1 —en(p)) _ Alp))
csne(p) L(p)’
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donde A(p)) v L(p)) son respectivamente el area y la longitud del disco de
radio p) in X2, entonces hemos probado que

Alpls)
[ eezr 1)

Observacién 4.22 Si ¢ = 0 tenemos:

/Np(s) ds > 2F.

Esto, junto con el teorema 4.19 para ¢ = 0 nos da que F, < 0, lo cual también
es una consecuencia de la desigualdad de Wirtinger. En efecto; recordemos
dicha desigualdad (lema 3.1): Si f es una funcién periédica de clase C?, y
periodo igual a 27. Entonces

/ o < / e, (48)

0 0

La igualdad se da, si sélo si, f(¢) = acosé + bsing + ¢, para algunas
constantes a,b y c.
Sabemos que (mirar [RE])

1 2

F=g [ - e

0

donde p(¢) es la funcién soporte de un conjunto convexo, por tanto (4.8)
implica F, < 0.
Reciprocamente, F, < 0 para un convexo arbitrario implica (4.8). En efecto,
dada una funcién f como antes, consideramos p = f + ¢, ¢ una constante,
de tal manera que p + p” > 0. Ahora aplicamos F, < 0 para un conjunto
convexo con funcién soporte p.
De esta manera nosotros tenemos una interpretacién geométrica de la desi-
gualdad de Wirtinger:

Todo punto de un convexo () es alcanzado por alguna de las
normales a la frontera 02 de {2, en un punto x € 02, de longitud
mas corta que el radio de curvatura p(z) de dicha frontera en el
punto x
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4.3. La Integral de la tangente de tan.(p)

En esta seccién daremos una estimacion para la integral de la tangente

generalizada de la funcién p definida en la frontera de un dominio regular en
X2.
Notemos que para el caso ¢ = 0 tenemos que:

/ @ds:F—Fe,
N 2

la cual es la formula (3.10) que se encuentra en la pagina 42. Esta férmula
puede escribirse como:

1 1
— — ds=F — F..
2/N k(s) ‘

Pero en X2, la relacién entre la curvatura k(s) y el radio de curvatura
p(s) es dada por k(s) = cot. p(s). Por lo tanto nos parece interesante obtener
una estimacién para

/ tan. p(s) ds.
N

Para hallar dicha estimacién recordemos los siguientes resultados:

i) El teorema de Gauss Bonnet en X2 (mirar [San76], pagina 303), que apli-
cado a nuestro caso sera:

/ kds + cF = 2m,
N

donde N es la frontera de un dominio regular fuertemente convexo 2 en X2,
si ¢ > 0, o fuertemente h-convexo si ¢ < 0, k la curvatura geodésica de N y
F el area de €.

ii) El teorema de la desigualdad isoperimétrica (mirar por ejemplo [San76],
pagina 324) que aplicado a nuestro caso seré:

L? 4 ¢F? —47F >0,



4.3. LA INTEGRAL DE LA TANGENTE DE TAN¢(p) 61

donde L es la longitud de V.
Por ultimo.

La desigualdad de Holder (mirar por ejemplo [Nil81], pagina 153), que apli-
cado a nuestro caso sera:

Si las funciones u,v : N — R cumplen que

/|u|2d8<oo Yy /|v|2ds<oo,
N N

[ wtas< ([ Mzdsy (] st)%

Entonces aplicando los resultados anteriores tenemos:

entonces

wr-arsr = ([ wotc(p(s)manc@(s))ds>2
< /N cotu(p(s)) ds [ tan.(p(s)) ds

_ /N k(s) ds /N tanjcv(p(s))ds
— (QW—CF)/N tan.(p(s)) ds.

Por lo tanto

A — cF
tan, ds > F——. 4.9
/Nanp<s>s_ sl (4.9)

La igualdad en (4.9) implica que L?*+cF?—4nF = 0, por tanto N es un circulo
en X2. Con un calculo directo usando las férmulas 4.2 que se encuentran en
la pdgina 47 se verifica que si N es un circulo en X2, entonces tenemos la
igualdad en (4.9).

Entonces hemos demostrado el siguiente resultado.
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Teorema 4.23 Sea Q un conjunto fuertemente convero en X2, sic > 0, o
fuertemente h-convexo si ¢ < 0, con frontera reqular diferenciable N = 0f).
Entonces

A1 — cF
tan, ds > F—.
/N an, p(s)ds > Y—

La igualdad se da si y solo si N es un circulo.

Observaciéon 4.24 Observemos que

47 — cF
<

1< — )
2r —cF —

por consiguiente (4.9) mejora la acotacion de la formula

/ tan. p(s)ds > F,
N

ademas para el caso ¢ = 0 tenemos otra prueba mas corta del teorema 1.6,
usando (4.9).



Capitulo 5

Curvatura Acotada

En el capitulo 4, corolario 4.20 que se encuentra en la pagina 58, damos
una cota del drea de un convexo © de X2 por la integral de una funcién del
radio de curvatura de 0f2 = N.

Vemos también que dicha integral es igual a la integral de la funcion que
asigna a cada punto x € N el cociente entre el area y la longitud del disco
de X2 de radio igual al radio de curvatura p(z). Férmula (4.7) pagina 59.

En este capitulo generalizamos las anteriores formulas a conjuntos conve-
xos de una variedad riemanniana de dimension 2, completa y de curvatura
no constante pero acotada por abajo (ver férmula del teorema 5.19 pagina
74).

El anédlogo 3-dimensional de la féormula 4.7 se establecié en [GRSTO05],
donde se demuestra que:

Si 2 es un conjunto en X? fuertemente convexo (fuertemente h— convezo,
¢ < 0) con frontera regular 92 = N y volumen V', entonces

v</A (5.1)

donde V(pu(x)) y A(pu(z)) son el volumen y el area de la esfera de radio
igual al radio de curvatura media pg(z) de N en x. La igualdad se da si N
es una esfera.

Para ¢ = 0, la formula 5.1 se convierte en

1
3V§/ —dz,
N H
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que es la desigualdad de Heintze y Karcher.
En este capitulo también generalizamos dicha férmula, a conjuntos convexos
en una variedad riemanniana completa y con curvatura acotada por abajo.

Empecemos recordando algunos teoremas de comparacion

5.1. Teoremas de comparacién

En esta seccion daremos un compendio de algunos resultados de la teoria
de comparacion de campos jacobianos que utilizaremos mas adelante. El lec-
tor interesado en més detalle puede mirar por ejemplo [BZ83] pagina 232.Em-
pecemos recordando algunas definiciones.

Sean M una variedad riemanniana de dimension m > 2 y N una subva-
riedad de M diferenciable de dimensién n (m > n > 0). Sean T, M, T,,N los
espacios tangentes en el punto x; (,) denota el producto escalar en T, M.

Si Y es un campo vectorial dado sobre M en una vecindad del punto
x € M, mientras que X € T, M, entonces VxY denota, como es usual, la
derivada covariante. La proyeccién ortogonal del vector X € T, M en T, N,
x € N, es denotada por X7.

Sea v,(N) el complemento ortogonal de T,N en T,M, donde = € N.
Entonces definimos la segunda forma fundamental de la subvariedad N
en el punto x como la aplicacién B : T,N x T,N — v,(N) definidad asi:

B(X,Y)=VxY — (VxY)".
Para z € v,(N) ponemos
B.(X,Y) = (B(X,Y),2) = (VxY, 2),

siendo B y B, formas bilineales simétricas; B es una forma con valores en
vz(N) y B, es una forma escalar.

Usando la forma bilineal simétrica B, podemos construir de manera tnica
una transformacién lineal h, : T,N — TN tal que

<_hz(X)>Y> = Bz(Xa Y)
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Un campo vectorial Y a lo largo de una geodésica normal ~y (es decir una
geodésica la cual el pardmetro t es la longitud) se dice campo de Jacobi si

Y'(t) + R(Y (t),7)7" = 0,

donde Y (t) € T,,yM, R es la transformacién de curvatura, 7' = dvy/dt,
Y'=V,Y yY"=V,V,Y. Suponemos hasta que no se diga lo contrario,
que todo campo de Jacobi es normal, es decir sastiface (Y,~') = 0. Para tales
campos, tenemos que (Y’ +) = 0.

Observacion 5.1 Si (t,s), —e < s < ¢ es una variacién diferenciable de
la geodésica v(,0) de modo que todas las v(, s) son geodésica, entonces el
campo variacional Y = 9v/0s es un campo de Jacobi. Y todo campo de
Jacobi puede ser obtenido de esta manera.

Definicién 5.2 Sea v : I — M wuna geodésica normal, tal que
¥(0) =z € N y+'(0) € (T,N)* ((T,N)* es el ortogonal a T,N). El campo
de Jacobi Y (t) a lo largo de 7 se dice N-jacobiano si cumple las siguientes
condiciones:

i) Y(0) € T,N
ii) (hoy(Y) = Y") € (T,N)*.

Observacién 5.3 Notemos que si N es una hipersuperficie (que es caso que
nos interesa en este trabajo), entonces cualquier campo N-jacobiano satisface
que h (Y (0)) = Y’(0). En efecto, por ser h. (Y (0)) —Y’(0) ortogonal a T, N,
tenemos que h./ (Y (0)) — Y'(0) = Ay'(0) . Por tanto

A= (X1(0),7(0)) = (hy(Y(0)) = Y7(0),7(0))) =0,

En los espacios de curvatura constante se tiene la fortuna de tener de
manera explicita los campos de Jacobi a lo largo de una geodésica v y también
los puntos focales de una subvariedad a lo largo de v (pagina 20).
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Definicién 5.4 Sean v y N como antes. Diremos que y(t) parat > 0 es un
punto focal respecto a N a lo largo de vy, si existe un campo de N-jacobiano
Y a lo largo de v no identicamente cero tal que Y (t) = 0.

Observacién 5.5 Los puntos focales los podemos caracterizar por medio
de la aplicacién exponencial expy de la siguiente forma. Supongamos que
Y(t) = (7v(0),t9/(0)) € v(N), donde v(N) es el espacio total del fibrado
normal de N en M. Entonces (t) = expy 7(t) es un punto focal de N a lo
largo de 7 si el rango de dexpy en el punto 7o(t) es no maximal.

En la siguiente subseccion estudiaremos el jacobiano de la aplicacién ex-
ponencial en el punto (z,tn(z)).

5.1.1. Jacobiano de la aplicacion exponencial respecto
a una hipersuperficie

En esta subseccion determinaremos con detalle el jacobiano de la aplicacion
exponencial restringida al fibrado normal de una hipersuperficie IV, es decir,
expy : V(N) — M, ademés enunciaremos el primer teorema de comparacién
de jacobianos en este trabajo. De ahora en adelante hasta que no se diga lo
contrario N serd de codimensién 1.

Podemos introducir canénicamente una métrica en v(N). A saber, su-
pongamos que y = (x,v) € v(NN), mientras que w es un vector en T, (v(N)),
es decir, es el vector tangente 7/(0) de cierta curva n : t — (2(¢),v(t)) con
origen en y = 7(0). La relacién
2
D,(0)

dt

D,(0)
dt

jw| =

determina una métrica en v(N). Entonces para cualquier z € N, la aplicacién

dexpy : TgoyV(N) — T, M

es una isometria. Por lo tanto podemos identificar los espacios T, 0)v(N) y
T, M; el ultimo contiene candénicamente a 1, N.
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Sea 7 : [0,s] — M la geodésica normal, con pardmetro ¢ tal que = =
7(0) € N,y v(0) = n(z) (n(x) vector normal unitario interior de N en el
punto x). Consideremos en T, M = T, qv(N) la linea recta t — t7/(0) y
a lo largo de ella un campo vectorial Y (t) = u + tv donde u, v son vectores
ortogonales, u,v € T, N, que se mueven paralelamente sobre esta linea recta.

La aplicaciéon dexpy envia el campo Y a un campo N-jacobiano normal
Y a lo largo de v, y todos los campos N-jacobiano normales a lo largo de ~
se obtienen de esta manera.

Elijamos m — 1 campos X; = u; + tv; linealmente independientes. Supon-
gamos que Y; = dexpy X;. Entonces el Jacobiano J(t) de la aplicacién expy
en el punto (z,t7/(0)) es igual a:

i) A LAY (D)

J(t) = X1 () Ao A X i ()]

(5.2)

Observacién 5.6 Los campos vectoriales X; anteriores, generan un espacio
vectorial R de dimension m — 1. Si fijamos una base ortonormal en R, en-
tonces cualquier transformacion lineal no degenerada definida en R se puede
identificar con una matriz constante no-degenerada A. Podemos identificar
la transformacién lineal d expy en el punto (x,ty'(0)) con una matriz A cons-
tante no degenerada, de manera que Y; = AX;. Entonces tenemos

Y2 () Ao At (8)] = [AXL () A AAX o1 (8)] = |det Al| X1 (E)A . AX 1 (1)

Luego el jacobiano J(t) de dexpy en el punto (z,ty(0)) coincide con el
|det Al.

Sabemos que en un espacios M de curvatura constante ¢ el jacobiano de la
aplicacién expy en el punto (z,t7/(0)) esta dado por:

Ju(t) = T fene(t) = ksne(t)], (5.3)

=1

donde k; son las curvaturas principales de la hipersuperficie N en el punto z,
con respecto a 7/(0). Puesto que k; = k;(z) escribiremos 5.3como
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H en,(t () sng(t)] . (5.4)

Observacién 5.7 Supongamos que tenemos una variedad riemanniana M de
dimensién 3), N una superficie de M y v : [0,s] — M la geodésica normal.
Supongamos que M = X3 (espamo de curvatura constante ¢ de dimension 3,
N cualquier superﬁ(ne de M v [O s| — M la geodésica normal tal que
70)=7 € Ny#d '(0) ortogonal a N. Supongamos ademds que las curvaturas
principales de N en el punto 3(0) respecto 7(0) coinciden con las curvaturas
principales k; (x) de la superficie N en el punto 7(0) = = respecto a 7/(0).

El par N vy 7 existen realmente. En efecto:

Si c =0, M = R? entonces podemos tomar la superficie N dada por

~ 1
N = {(m,y,z) ER®: 2= §(k’1x2 + kng)} )
es claro que la curvaturas principales de N en (0,0) son ky y k.

Para el caso ¢ # 0, tomamos coordenadas normales geodésicas en un punto
q € X3, es decir fijamos una base ortonormal {e;, e, €3} en T, X3, entonces pa-
ra cualquier p en una vecindad normal de ¢, decimos que p tiene coordenadas

ryz o que p = (x,y, z) si
p = exp,(re; + yes + zes),
Podemos determinar entonces N de la siguiente manera:

1
N = {(:B,y,z) € Xz’ C 2= E(klxz +k2y2)},

Un célculo demuestra que las curvaturas principales de N en (0,0) son ky y
ks.

De hecho es facil ver que en estas coordenadas la segunda forma fundamental
de la superficie (x,y, z(x,y)), en el punto ¢ estd dada por

'Z"El‘ 'ZZ
Itg) = (Zym Zyz) .
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Por lo tanto, en nuestro caso
ki O
I1(q) = <01 kz) '

Ahora exponemos el resultado mas utilizado en este capitulo.

Teorema 5.8 ([BZ83], pag 246) Sean M una variedad riemanniana de
dimension 3, N una superficie de M y ~y : [0 s] — M la geodeszca normal.
Sean M = X3, N cualquzer superficie de M Y 'y 0,s] — M la geodésica
normal tal que 5(0) =% € N y7'(0) ortogonal a N. Supongamos ademds que
las curvaturas principales de N en el punto ¥(0) respecto 7' coinciden con
las curvaturas principales k;(x) de la superficie N respecto a ~'. Supongamos
que K,(t) > ¢ donde K,(t) es la curvatura seccional de M en el punto ()
en la direccion 2-dimensional o que contiene v y N no tiene puntos focales
a lo largo de . Entonces

J(t,z) < J.(t, x),
donde J.(t,x) = [cn.(t) — ki (z) sn.(t)] [ene(t) — ko(z) sn.(t)] .

Es justamente para poder aplicar este teorema que hemos restringido nuestra
atencién a variedades de curvatura acotada por abajo.

5.1.2. Detalles técnicos

En el capitulo anterior definiamos el conjunto

= J{a} x [0, p(2)]), (5.5)

zeN

donde N es la frontera de un conjunto convexo 2 en X2, También definiamos
la aplicacién ¢ : N, — X2 como ¢(z,t) = exp, tn(z).

En esta subseccién definiremos de la misma manera el conjunto N, pero en
una variedad M de dimensio 2 o 3 con curvatura no constante acotada por
abajo, y demostraremos que
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QC o(N,)

Para esto se requiere enunciar y demostrar unos lemas de tipo técnico.

Definicién 5.9 Sea M una variedad riemanniana de dimension m > 2 con
curvatura seccional acotada K > ¢ (¢ > 0). Sea Q un dominio con frontera
N. Diremos que ) es fuertemente convexo si las curvaturas principales en
cada punto de N son positivas.

Si e < 0 tenemos

Definicién 5.10 Sea M wuna variedad riemanniana de dimension m > 2
con curvatura seccional acotada K > c. Sea ) un dominio con frontera N.
Diremos que €2 es fuertemente h. — convexo si las curvaturas principales en
cada punto de N son mayores que \/—c.

La definicién 5.10 puede ser ambigua en el siguiente sentido. Sic; < ¢o <0
es claro que si K > ¢y entonces K > ¢;. Por consiguiente ser fuertemente
he, — convezro implica ser fuertemente h., — convexo, pero es mas restrictivo.
Por lo tanto conviene pensar en tomar ¢ = inf K, es decir, el infimo de las
curvaturas seccionales en cada punto x € M respecto a cada 2-planos de
T,M.

No obstante si esta cota no se conoce explicitamente, pero se puede ase-
gurar que K > c¢ entonces la definicion 5.10 se aplica remarcando que el
convexo depende de N y de c.

Veremos a continuacién que una hipersuperficie N que encierra un dominio
fuertemente convexo (fuertemente h. —convezo si ¢ < 0) siempre tendra pun-
tos focales.

Presentaremos el siguiente resultado en dimension tres, pero en dimensiéon
dos se demuestra de manera similar.

Lema 5.11 Sea M una variedad riemanniana de dimension 8 con curvatura
acotada K > c. Sea Q) un dominio fuertemente convezo , (fuertemente h, —
convezo si ¢ < 0) con frontera N. Entonces eziste un p(x) finito tal que
J(p,x) =0y J(t,x) # 0 para todo t € [0, p).
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Demostracién: Supongamos que N no tiene puntos focales a lo largo de
en el punto x. Consideremos k;(z) las curvaturas principales de N en el punto
x respecto a 7/(0). Entonces por el teorema 5.8 tenemos que

J(t,x) < Ju(t, ),

donde J.(t,z) = (cn.(t) — ki(x) sne(t))(ene(t) — ka(x) sn.(t)) y J(t,z) como
en (5.4) pagina 68.
Observemos que:

En el caso ¢ > 0, tenemos que para todo k;(z), existe p; € R tal que
cote(p;) = ki(z).

En el caso ¢ < 0, como 2 es fuertemente h. — convexo (ki(z) > v/—c),
entonces para todo k;(x), existe un p; € R tal que cot.(p;) = k;i(z).

Luego J(p;, z) < Jo(p;,x) = Opara i = 1, 2.

Por consiguiente J(p;, z) = 0. Entonces v(p;) es un punto focal de N y esto
serfa una contradiccién. Luego existe al menos un p tal que J(p,x) = 0. Si
existe mas de un p € R tal que J(p,z) = 0, entonces tomaremos el mas
pequeno (el infimo), por tanto para este p, J(t,x) #0sit < p. O

De la misma manera como se hizo en el capitulo 1, definimos en curvatura
acotada la funcién h(z) (mirar definicién 1.1 pdgina 1).

Definicién 5.12 Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional
acotada por abajo de dimension m > 2 y N una hipersuperficie que es la
frontera de un conjunto convexo €2. Entonces definimos la funcion h : N — R
de la siguiente manera

h(x) = sup {t =d(x,9);q € Ly, d(z, N) = d(x, q)} ,

donde d(z,q) denota la distancia de x a q y d(z, N) la distancia minima de
x aN.

Definicién 5.13 Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional
acotada por abajo de dimension m > 2 y N una hipersuperficie que es la
frontera de un conjunto convexo ). Entonces definimos la funcion p. : N — R
de la siguiente manera
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pe(z) =1inf {t > 0; J(t,x) =0, }

donde J es el jacobiano de la aplicacion exponencial en el punto (x,tn(z)).

Llamaremos a p. la distancia focal minimal.

El siguiente lema lo podemos interpretar de la siguiente forma. Si seguimos
por la linea normal de N en el punto x hasta que deje de ser distancia minimal
con respecto a N, entonces dicha distancia es mas pequena que la distancia
focal con respecto N.

Lema 5.14 [[Gra90], pag 159] Para todo x € N, tenemos que

h(z) < pe(r).

Presentaremos los siguientes resultados en dimension tres, pero en dimensiéon
dos son similares.

Teorema 5.15 Sean M una variedad riemanniana de dimension 3 con cur-
vatura acotada K > ¢, Q0 C M un conjunto fuertemente convexo sic > 0y
fuertemente h. — convexo si ¢ <0, y N la frontera de 2. Sea ¢ : N, — M
la aplicacion definida por ¢(x,t) = exp, tn(z). Entonces

Q = ¢(Nn),

donde el conjunto Ny, se define de la misma manera como en (5.5) pdgina
69.

Demostracién Es evidente por la definicién de h(z) que ¢p(Ny) C 2. Sea
y € Qyd=dy,M) (d existe ya que € es compacto). Entonces la bola
geodésica abierta B,(d) de centro en y y radio d no contiene puntos sobre
N, pero al menos existe un punto x € N en la frontera de B,(d) tal que
d = d(z,y) = d(z, N). Por la definicién de h se tiene que d < h(zx), por lo
tanto

y€o(Ny). O

Como h(z) < p.(z) para todo z € N (lema 5.14) entonces tenemos el si-
guiente corolario del teorema anterior.
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Corolario 5.16 Sean M una variedad riemanniana de dimension 8 con cur-
vatura seccional acotada K > ¢, @ C M un conjunto fuertemente convero
si ¢ > 0 y fuertemente h. — convexo si ¢ < 0, y N la frontera de €). Sea
¢ : N,, — M la aplicacion definida por ¢(z,t) = exp, tn(x). Entonces

Q C o(N,,).

5.2. Curvatura Acotada en dimension 2

En esta seccién enunciaremos el teorema que generaliza el resultado 4.20
que se encuentra en la pagina 58 y por tanto la generalizacién de

A
/ (P(s) 4> Fr (5.6)
v L(p(s))
a conjuntos convexos {2 de una variedad riemanniana M de dimensién 2 con
curvatura acotada por abajo.

Empecemos con la siguiente definicién.

Definicion 5.17 Llamaremos al nimero real py, €l radio de curvatura
comparativo, con respecto a la curvatura principal k; de N en el punto x,
si cumple que cot.(py,(x)) = ki(z).

Notemos que en el caso de dimension 2, s6lo tenemos un radio comparativo
pr(z). Notemos también que fijada x k(x) es la curvatura del circulo de
radio pi(z) el espacio de curvatura constante X2.

Lema 5.18 Sea M una variedad riemanniana de dimension 2 completa y
con curvatura acotada K > c. Sea 0 un dominio fuertemente convexo si
¢ > 0, y fuertemente h, — convexo si ¢ < 0, con frontera diferenciable N.
Entonces

pe(z) < pr(z), x €N

donde py, es el radio comparativo con respecto a la curvatura k(z) de N.



74 CAPITULO 5. CURVATURA ACOTADA

Demostracién: Supongamos que p. > py, entonces aplicando el teorema 5.8
tenemos

J(plmm) < Jc(pk,x) =0,

luego J(pk,z) = 0, esto es una contradiccion ya que J(t,x) # 0 para todo
t €0, p.). Por tanto p. < pp. O

Con los resultados anteriores estamos listos para demostrar nuestro el resul-
tado principal de este capitulo en dimension dos.

Teorema 5.19 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura
acotada K > c. Sea ) un dominio fuertemente convexo si ¢ > 0 y fuerte-
mente h, — convexo si c < 0, con frontera diferenciable N. Entonces

/ tanc(pk(x)) drx > F,

donde F es el drea de Q y pp(z) radio de curvatura comparativo.

Demostracion: Por el corolario 5.16, por la formula de co-area, y ya que
|¢* dy| = J(t,x)dxdt para todo (t,xz) € N, , donde p. existe por el lema
5.11 y es el minimo tal que J(p.,z) = 0, entonces tenemos

Fz/dys/ dy < / 467 (y) dy
Q ¢(NPC) ¢(Npc)

= /N |¢" dyl

Pc

_ A(/OPC(m)J(t,x)dt> dz

Por el teorema 5.8 y el lema 5.18 (p. < pi), tenemos que
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[en]

pe(x)
F < / / J(t,z)dt | dz
N

Jo(t, ) dt) dx

| IA
o~
N c\
3 3
o o

(en.(t) — k(x) sn.(t)) dt) dx

< [(] " fenelt) - k(x) Snc(t))dt) da

_ / (—csne(pi(x)) + k(2)(1 — cng(pr(x))))dz

/cm(p;( (>>)— "
N SDe(Pr(T
= /Nt ( (>)d3: O

(1 —cen(pr(x))) _ A(pr(x))
csn(pr(x)) L(pr()))’

donde A(px(z))) v L(pr(x))) son respectivamente el drea y la longitud del
circulo de radio pi(z) en X2, entonces hemos probado que

Alpila))) |
/. L) @ = (5.7)

5.3. Curvatura Acotada en dimension 3

En esta seccion generalizamos el teorema que se encuentra en [GRSTO05](curvatura
constante) y que involucra la desigualdad
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Vipn(s) ,
”mgﬂmeW’

a conjuntos convexos en una variedad riemanniana de dimensién 3 completa
y con curvatura acotada por abajo.

Empecemos con la siguiente definicién

Definicién 5.21 Llamaremos al nimero real py el radio de curvatura
media comparativo, con respecto a la curvatura media H de N en el punto
x, si cumple que cot.(py(z)) = H(x).

Observacion 5.22 Si ki(x) < ko(x) entonces pi,(x) < pg, () (ya que
cot.(t) es una funcién decreciente). Ademas se cumple que pg,(z) < py(x)
(radio de curvatura media comparativo).

Suponemos de ahora en adelante que ky(z) < ko(z).

Lema 5.23 Sea M una variedad riemanniana de dimension 3 completa y con
curvatura seccional acotada K > c. Sea ) un dominio fuertemente convexo
si ¢ > 0, y fuertemente h, — convexo si ¢ < 0, con frontera diferenciable N.
Entonces

pc($) < sz(lf), Vz € N,
donde p.(z) es la distancia focal minimal y px,(x) es el radio comparativo tal

que pr, (1) < pp, (2).

Demostracién: Supongamos que p. > py,, entonces aplicando el teorema
5.8 tenemos

J(pk2,$) < JC(pk27$) =0,

luego J(pr,, ) = 0, esto es una contradicciéon ya que J(t,x) # 0 para todo
t €0, p.). Por tanto p. < p,. O

Con los resultados anteriores estamos listos para demostrar el segundo resul-
tado principal de este capitulo, es decir la desigualdad de Heintze-Karcher
en una variedad riemanniana de Curvatura acotada.
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Teorema 5.24 Sea M una variedad riemanniana, completa y con curvatura
acotada K > c. Sea ) un dominio fuertemente convexo si ¢ > 0, y fuerte-
mente h. — convexro si ¢ < 0, con frontera diferenciable N. Entonces

Vipu(e))
[ Fy ez v

donde V() es el volumen de Q, V(pu(z)) yv Alpu(x)) son el volumen y el
drea de la esfera de radio py(x) en el punto x de N (radio de curvatura
media comparativo) en el espacio de curvatura constante X3.

Demostracion: Por el lema 5.16, por la férmula de co-drea, y ya que
|¢* dy| = J(t,z)dzdt para todo (t,z) € N, , donde p. existe por el Lema
5.11, y es el minimo tal que J(¢,x) = 0, entonces tenemos

V(Q) = [ d d 1) d
() AySL(NPC) y < /¢>(Npc)#¢ (y) dy

= [ 1ol

Pc

pe()
= / / J(t,x)dt | dz
N \Jo
Por el corolario 5.8 y lema 5.23 (p. < pg,), entonces tenemos que
pe()
/ / J(t,x)dt | dx
N \Jo
pe(@)
/ / Jo(t,z)dt | dx
N \Jo

pe()

V()

IN

IN

(eng(t) — ky(x) sng(t))(eng(t) — ka(x) sn.(t)) dt) dx

Ply(x)

A
—
S— S—

(eng(t) — ky(x) sn.(t))(eng(t) — ka(x) snc(t))dt) dx

Ahora usando la media geométrica y la media aritmética (uv < “;r”, donde
u, v son reales no-negativos) y ya que pg, < py tenemos
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vy < [ ([T e - b o) - ko)) o

0

/N (/0%(1)((;“0“) - Snc<t>>2dt) dz
/N </opH(x)(CHC<t) —H Snc(t))th> dz

Pero la integral

IN

IN

pH(T)
/0 (ene(t) — H sn,(t))*dt

es una funcién que sélo depende del valor de py (). Notemos que para el caso
de la esfera S de radio r en curvatura constante ¢, el volumen lo podemos
determinar como

Vir) = /S ( /0 (en(t) — Hsnc(t))th) ds, = A(r) /0 (e (£)—coto(r) sn (1)) 2dt,

donde A(r) es el area de la esfera.

Por consiguiente

pH(z)
V() / (end(t) — Hsnc<t))2dt) da

IN
o
N
(@)

pH(z)
/ (en,(t) — cote(pr (z)) snc(t))2dt> dz
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