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Introduccio

Un compacte del pla E es diu evitable per a les funcions analitiques i acotades si per a tot
obert (3 O E, tota funci6 acotada f : 3 — C holomorfa a (2 \ E admet una extensi6
holomorfa a tot (2. Equivalentment, només cal preocupar-se del cas () = C. El problema

de Painlevé consisteix en caracteritzar aquests conjunts en termes metrics i geometrics.

La capacitat analitica d"un compacte E, introduida per Ahlfors [3], es defineix per

7(E) = sup {[f'(c0)[; f € H(C\ E), [|flleo < 1, f(c0) =0}

Aquesta funcié de conjunt s’anulla només sobre els conjunts evitables. Dos excel-
lents monografics sobre 7y sén el d’"H. Pajot [43] i el de ]J. Verdera [55]. Per comengar,
HY(E) = 0 implica y(E) = 0, mentre que si dim(E) > 1 llavors (E) > 0. Per tant, 1 és

la dimensi6 critica del problema de Painlevé.

Si substituim L* per altres classes de funcions, com ara BMO o Lip, amb 0 < a < 1,
aleshores podem obtenir algunes variants molt més senzilles d’aquest problema. Més

concretament,

e Kaufman [31] va provar que E és evitable per a les funcions analitiques i de BMO
siinomés si M!(E) = 0.
e DolZenko [16] va demostrar que E és evitable per a les funcions analitiques i de

Lip, siinoméssi M!*%(E) = 0.

e Com a conseqiiéncia d"un treball de Verdera [54], es dedueix que E és evitable per

a les funcions analitiques i de VMO si i només si ML(E) = 0.



Com és ben sabut, la diferencia principal entre aquestes variants i el problema classic
de Painlevé és que ara els conjunts evitables estan caracteritzats per un contingut de
Hausdorff o, en alguns casos, per altres funcions de conjunt no tant complicades com

la capacitat analitica.

L’objectiu d’aquesta tesi és estudiar els conjunts evitables per a les funcions quasiregu-
lars del pla. Donat un domini Q) C C, una funci6 f : O — C es diu que és p-quasiregular
a () si f pertany a I'espai de Sobolev WllOCZ(Q) i les seves derivades satisfan, en quasi tot

punt, 'anomenada equacié de Beltrami,

3f = pof

per alguna funcié mesurable y, el coeficient de Beltrami, tal que ||y||c = E—j& < 1. Si

només ens fixem en el valor de K, I'equacié anterior és equivalent a la desigualtat de
distorsid,
IDf(z)]*> <KJ(z,f) quasiperatotz e Q,

on |Df(z)

J(z, f) n’és el determinant. Parlem llavors de funcions K-quasiregulars. Les funcions

és la norma (com a operador) de la matriu jacobiana de f en el punt z, i

quasiregulars bijectives s’anomenen quasiconformes. Si K = 1 (i.e. si p = 0) aleshores
recuperem, respectivament, les classes de funcions analitiques i aplicacions conformes
a (). Per diverses raons, aquesta és una de les maneres més convenients d’estendre la
noci6é d’analicitat. Notem que la desigualtat de distorsié té un analeg evident a R".
El nostre interes, pero, prové també del fet que aquestes funcions sén (com a minim
en el pla) solucions d'un model més o menys general d’equaci6 elliptica de primer or-
dre. Com a referéncies introductories a aquesta classe de funcions, esmentem els llibres
d’Ahlfors [2], Lehto i Virtanen [37], Reshetnyak [48] o Rickman [49]

En aquesta memoria, considerem el problema de Painlevé, aixi com algunes variants,
en el context quasiregular. Més concretament, direm que un compacte E és evitable
per a les funcions K-quasiregulars i acotades si per a tot obert () O E, tota funcié acota-

da f : O — C, K-quasiregular a () \ E, admet una extensié K-quasiregular a tot Q).



També té sentit reemplagar L* per d’altres classes, com ara BMO, VMO o Lip,. Fins
i tot podem parlar de conjunts evitables per a les funcions u-quasiregulars, quan ens
interessem més pel mateix coeficient de Beltrami p que no pas per K. En tots els casos,

com en el de la situacié analitica, només cal entendre el cas () = C.

Es pot deduir de Uy [53] que si E té area positiva, aleshores E no és evitable ni per
K = 1. Reciprocament, donat un compacte E amb |E| = 0 i una funcié f quasiregular a
C \ E, per tal que f admeti una extensi6 quasiregular a tot el pla, només caldra que ens
assegurem que f té una extensi6 de classe W2 a un entorn de E. Efectivament, una f
com aquesta satisfa una equacié de Beltrami (o una desigualtat de distorsi6) quasi per
tot arreu. Només falta, doncs, que comprovem la integrabilitat de les seves derivades
distribucionals. En altres paraules, estem encarant una versio simplificada d"un proble-

ma d’evitabilitat en espais de Sobolev.

El Capitol 2 'hem dedicat a les funcions K-quasiregulars i acotades (o0 BMO). En gene-
ral, el Teorema de factoritzacié de Stoilow (vegeu per exemple [37]) assegura que si f
és K-quasiregular a C \ E, llavors f = ho¢, on ¢ : C — C és K-quasiconforme i h és
holomorfa a C \ ¢(E). Més encara, de fet f i ¢ tenen el mateix coeficient de Beltrami.

Noteu també que f és acotada siinomés sih ho és,i Reimann [46] demostra que una co-

E ¢(E)
/}\/—\/] s
S —
{ V
Figura 1

sa semblant passa amb BMO. Per tant, estendre f K-quasiregularment és equivalent a
estendre /1 analiticament. En el cas acotat haurem de comprovar sota quines condicions

és cert que

Y(¢(E)) =0



per a tota ¢ K-quasiconforme. Al mateix temps, per al problema BMO caldra demanar
la condicié H!(¢(E)) = 0. Sigui com sigui, és precisament aqui on apareix el problema
de distorsi6. Per exemple, hom primer pensa en la férmula de distorsié de dimensi6

d’Astala [4], que diu que si dim(E) = t, aleshores

B 2K dim(E)
- 24 (K—1) dim(E)

dim(¢(E)) < ¢/

per a tota aplicaci6 K-quasiconforme ¢. Usant aquesta desigualtat, a [4] es demostra
que una condici6 suficient per a H!(¢(E)) = 0 (i per tant també per a v (¢(E)) = 0) és
t < KLH, o equivalentment, t' < 1. A [4] també es prova que per a tot t > KLH existeixen
conjunts E i aplicacions K-quasiconformes ¢ tals que dim(E) = t i dim(¢(E)) > 1. Per
aixo, el nombre KLH és critic per a aquests problemes d’evitabilitat K-quasiregular.

El pas segtient a I'estudi dimensional és coneixer la distorsié K-quasiconforme de les

mesures de Hausdorff. Per exemple, és ben sabut (vegeu e.g. [2, p.33]) que
[El=0 = |¢(E)| =0.
En aquesta direccié, donem una demostracié del resultat segiient.

Teorema 1 ([5]).

Sigui E un compacte, i sigui ¢ una aplicacié K-quasiconforme. Aleshores,

HE1(E) =0 = HY$(E)) = 0.

Aixi, tenim continuitat absoluta de ¢p*H" respecte de H!, tant per t' = 1 com per t' = 2,
és a dir, t = KLH it =2 Pert € (0,2) qualsevol, no podem demostrar la continuitat
absoluta de ¢*H" respecte de H'. Si més no, per t > ¢2; obtenim un resultat més feble

relacionat amb les capacitats de Bessel.

Podem deduir, del teorema anterior i de la invariancia BMO, que si HKLH (E) = 0 lla-
vors E és evitable per a les funcions K-quasiregulars i de BMO. Inesperadament, en el

cas del problema L* hem pogut anar més lluny.



Teorema 2 ([5]).
Sigui K > 1. Sigui E un compacte tal que H K (E) és o-finita. Llavors, E és evitable per a les

funcions K-quasiregulars i acotades.

En la prova d’aquest teorema usem diverses eines tipiques del mén quasiconforme, aixi
com també el resultat d’integrabilitat Optima obtingut per Astala i Nesi [10]. També
apareix el fet que el contingut inferior de Hausdoff 1-dimensional es comporta preci-
sament com la capacitat analitica VMO [54]. Existeix, a més, un dificil teorema a [5],
segons el qual si ¢ és una aplicacié K-quasiconforme i E és un subconjunt qualsevol

d’un conjunt rectificable, aleshores

dim(y(E)) > .

Es a dir, aquests subconjunts E no poden assolir la maxima distorsi6. Aquest fet i els
treballs sobre la capacitat analitica de G. David [15] i X. Tolsa [51] serveixen per com-

pletar la prova.

Un altre cop d’ull a la Figura 1 permet veure que la construccié de conjunts no evita-
bles per a les funcions K-quasiregulars i acotades (0 BMO) és equivalent a determinats
exemples de distorsié K-quasiconforme extremal. En aquest sentit, hem trobat conjunts

E i aplicacions K-quasiconformes ¢ per als quals dim(E) = KLH iy(¢(E)) > 0.

Teorema 3 ([5]).
Sigui K > 1. Existeixen compactes E de dimensié KLH, no evitables per a les funcions K-

quasiregulars i acotades.

La nostra construccié6 déna exemples de compactes E de dimensié t i funcions ¢ K-
quasiconformes, tals que 0 < H'(¢(E)) < co. No obstant, no sabem si és possible
trobar E i ¢ pels quals 0 < H!(E) < coialhora 0 < H (¢(E)) < oo.

Al Capitol 3, canviem lleugerament de situacio, i estudiem el problema d’evitabilitat

per funcions K-quasiregulars amb la condicié Lip, enlloc de la norma L*. Recordem



que una funcié f és de classe Lip si

f(2) = f(w)] < Clz —w|®

sempre que |z —w| < 1. Toti que tornem a passar per la factoritzaci6é de Stoilow, hi
ha algunes diferéncies respecte a la situacié del Capitol 2. Com ja hem explicat, aquest
darrer cas esta estretament lligat a la manera com les aplicacions K-quasiconformes
distorsionen els conjunts de dimensi6 KLH Un bon coneixement d’aquesta distorsio és
suficient per solucionar completament el problema d’evitabilitat, donat que tant BMO
com L% sén espais de funcions K-quasiconformement invariants. Per contra, el Teo-
rema de Mori [41] estableix que tota aplicacié K-quasiconforme és de classe Lip 1, la
funcié ¢(z) = z |z| x~1 mostra que aquest exponent és Optim. Deduim llavors que, des-
afortunadament, l'espai Lip , no és K-quasiconformement invariant. A causa d’aquesta

mancanga, les tecniques del Capitol 2 s’hauran de modificar.

El nostre primer resultat en el problema Lip . s el segiient.

Teorema 4.

Sigui K > 1ia € (0,1). Sigui E un compacte, i suposem que
HKLH(lJ'_D‘K) (E) —-0.
Aleshores, E és evitable per a les funcions K-quasiregulars a-Holder continues.

La demostracié d’aquest resultat utilitza també técniques estrictament planes. A grans
trets, si f : C — C és una funci6 Lip, a tot C i K-quasiregular a C \ E, llavors el que
demostrem és que d(f o ¢~ 1) = 0 en el sentit de les distribucions (¢ és K-quasiconforme
amb el mateix coeficient de Beltrami que f). Com a eines basiques, esmentem les propi-
etats d’integrabilitat de les aplicacions K-quasiconformes, aixi com un resultat classic

sobre particions de la unitat.

Per demostrar que I'index d = KLH(l + aK) és optim, la distorsié K-quasiconforme

extremal no és suficient, a diferéncia del que passava en el problema L*. Altra ve-



gada el problema principal és la no-invariancia de la classe Lip, per canvis de va-
riable quasiconformes. De fet, un compacte de dimensié 4 podria tenir imatges K-
quasiconformes amb dimensié per sobre del corresponent index critic 1 + « del proble-
ma analitic. La manera de superar aquests obstacles prové d'un exemple explicit de

distorsié K-quasiconforme extremal.

Lema 5.

Siguin t € (0,2) i K > 1. Denotem t' = % Existeixen un compacte E i una aplicacié

K-quasiconforme ¢ tals que:
(a) ‘H'(E) és positiva i o-finita.

(b) dim(¢(E)) =t".

(c) ¢ és Holder continua amb exponent £ = & + £=21t.
Cal remarcar que en aquest Lema la distorsi6é extremal no és res de nou. La novetat rau
en 'exponent de Holder, estrictament superior al tipic % provinent del Teorema de Mo-
ri. Aquesta millora assegura que la perdua de regularitat en composar amb ¢ és menor
que si composem amb una aplicacié K-quasiconforme qualsevol. En conseqiiéncia, un

argument similar al d’Astala [4] per al cas L® ens condueix al resultat segiient:

Teorema 6.
Siguin K > 1iwa € (0,1). Per tot t > KLH(l + aK), existeix un compacte E de dimensié t, no

evitable per a les funcions K-quasiregulars a-Holder continues.

No sabem que els passa als conjunts de dimensié exactament KLH (14 «K) i mesura de

Hausdorff positiva. Per tant, aquest és encara un problema obert.

D’entre les conseqiiencies del Lema, no només obtenim 1’optimalitat de I'index KLH (1+
aK) per al problema Lip , d’evitabilitat, siné que hi ha d’altres aplicacions. Recentment,
L. Kovalev [35] ha trobat aplicacions d’aquest exemple en el mén de les anomenades
funcions de gradient K-quasireqular. Més encara, aquestes técniques també funcionen en
el moén de les funcions de distorsié finita (vegeu la Seccié 3.4). En aquest cas, 2« és la

corresponent dimensi6 critica.



Quan hom tracta un problema d’evitabilitat, és usual intentar trobar resultats d’au-
tomillora. Filosoficament, aquest tipus de resultats és utilitzat per assegurar que solu-
cions febles d'una determinada equacié sén en realitat solucions fortes. En particular,
als Capitols 2 i 3, utilitzarem repetidament que les funcions K-quasiconformes tenen
més regularitat de Sobolev que la inicial Wllo'f. En aquesta direcci6, el Lema de Weyl és
una eina interessant, pero té una limitaci6 inevitable: només serveix per a operadors
a coeficients constants. Per aix0, I'equacié de Beltrami sembla ser un mal model per a
aquest tipus de resultats distribucionals. Més concretament, la rad és que si f és una

funcio aleshores la identitat

(nof, @) = —(f,9(u @) (0.1)

no té sentit, llevat que tant u com ¢ siguin funcions de la classe D (funcions C* amb
suport compacte). Si el que es vol és treballar amb coeficients de Beltrami més generals,
és suficient demanar que df actui sobre una classe més gran de funcions test. De fet, la
igualtat (0.1) resulta tenir sentit per a funcions f localment a L2, coeficients u de classe
W12, i funcions test ¢ també dins de W'2. Aquesta qiiesti6 és estudiada al Capitol 4.
Hem pogut demostrar, d’aquesta manera, el resultat segiient, que pot ser interpretat

com un Lema de Weyl en el context quasiconforme.

Teorema 7.
Sigui f € LZ)C(C) per algun p > 2. Sigui y un coeficient de Beltrami amb suport compacte, tal

que u € WH2(C). Si
(0f ) = (nof, o)

per a tota ¢ € D, aleshores f € WZZO'Z(C) per a tot q < 2. En particular, f és p-quasiregular.

Una de les eines necessaries en la demostracié d’aquest fet és que aquests coeficients de

Beltrami donen lloc a aplicacions p-quasiconformes que no només pertanyen a la classe

le’f (C) peratot p < 2% (aixd passa per a tota y acotada amb |[|pi[|e < %) siné que

també pertanyen als espais de Sobolev de segon ordre WIZO’Z(C) per a tot g < 2. Sabem

que aquesta regularitat és optima.



Amb el resultat d’automillora conegut, podem tornar al problema d’evitabilitat. Aixi,
es diu que un conjunt E és evitable per a funcions u-quasiregulars i acotades si cada
funci6 acotada f : C — C, u-quasiregular a C \ E, és en realitat constant. Notem que
les funcions analitiques no sén p-quasiregulars per a tota y, mentre que si que sén K-
quasiregulars per a tota K. Aixo significa que aquest és un problema que es refereix
precisament a la regularitat de I'equacié, més que al valor concret de K. D’entre les
conseqiiencies de la variant del Lema de Weyl, trobem que els problemes d’evitabili-
tat BMO i VMO tenen, per als operadors 9 i d — 11 9, la mateixa soluci6. En termes de
distorsi6, aquest fet implica que M!(E) = 0 si i només si M!(¢(E)) =0,i ML(E) =0
si i només si ML(¢(E)) = 0. En altres paraules, per a coeficients de Beltrami amb su-
port compacte i a W'2(C), les corresponents aplicacions quasiconformes preserven els
conjunts evitables per a les funcions analitiques de BMO (i VMO), tal i com fan les apli-

cacions bilipschitzianes.

Per descomptat, el segiient pas natural és el problema L, és a dir, caracteritzar els
conjunts evitables per a les funcions p-quasiregulars i acotades. Hom podria reformu-
lar el problema en termes de distorsi¢ d’alguna funcié de conjunt, tot preguntant-se
quins sén els compactes E per als quals les seves imatges pi-quasiconformes tenen sem-
pre capacitat analitica nulla. Aquesta lectura del problema ens porta directament a la
invariancia bilipschitz de la capacitat analitica de Tolsa [52]. Més precisament, donat
un compacte E i un homeomorfisme f, és sabut que y(E) i y(f(E)) sén comparables si
inoméssi f és bilipschitz. En conseqiiencia, tota imatge bilipschitz d"un conjunt evita-
ble és també evitable. Un dels principals resultats del Capitol 4 és la demostracié que
les aplicacions p-quasiconformes que s’hi tracten preserven els conjunts de capacitat

analitica zero i longitud c-finita.

Teorema 8.
Sigui y € WY2(C) un coeficient de Beltrami amb suport compacte, i sigui ¢ una aplicacio

p-quasiconforme. Llavors, per a tot compacte E de longitud H'(E) o-finita,

YE) =0 & 7(9(E)) =0.



En la demostracié és molt important el fet que les aplicacions p-quasiconformes sén
diferenciables en tots els punts del pla, tret d’'un conjunt de longitud zero (de fet de di-
mensi6 0). El mateix passa amb les aplicacions inverses. Aquesta diferenciabilitat per-
met demostrar que conjunts rectificables tenen imatges també rectificables. Altre cop,
la caracteritzaci6 de G. David [15] fa la resta. Tot i que les aplicacions u-quasiconformes
amb p € W12 no sén en general bilipschitz, es podria comengar a pensar que potser no

n’estan tan lluny.

Aquesta memoria esta dividida en 4 capitols. Al Capitol 1 donem alguns aspectes pre-
liminars. Els altres 3 capitols tracten diferents problemes d’evitabilitat per a funcions

quasiregulars. Cadascun d’aquests capitols és independent dels altres.

Al Capitol 2 considerem qiiestions sobre distorsié K-quasiconforme i conjunts evita-

bles per a funcions K-quasiregulars i acotades. Es basa en l'article [5],

e K. ASTALA, A. CLOP, J. MATEU, J. OROBITG, 1. URIARTE-TUERO, Distortion of

Hausdorff measures and improved Painlevé removability for quasiregular mappings, sotmes.

Al Capitol 3 obtenim alguns resultats relacionats amb el problema de caracteritzar els
conjunts evitables per a les funcions K-quasiregulars i a-Holder continues. Hi hem
inclos els resultats de [12] 1 [13]:

e A. CLOP, Remouvable singularities for Holder continuous quasiregular mappings in the

plane, apareixera a Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A I Math.

o A. CLOP, Nonremovable sets for Holder continuous quasiregular mappings in the plane,

apareixera a Michigan Math. J.

Finalment, el Capitol 4 inclou qiiestions sobre evitabilitat per a funcions quasiregulars
amb coeficient de Beltrami y fixat dins de 'espai de Sobolev W'2. En altres paraules, la
nostra atencio se centra en els conjunts evitables per a les solucions d"una determinada

equaci6 en derivades parcials. Hi donem els resultats del preprint [14]

e A. CLOP, J. MATEU, J. OROBITG, Beltrami equations with coefficient in the Sobolev
space W2, Preprint (2006).
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He usat majoritariament la notacié que he anat trobant a les principals referencies so-
bre aplicacions quasiconformes. De cara a donar consisténcia a la totalitat d’aquesta

memoria, he fet alguns canvis respecte a les versions originals dels articles.
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1 Preliminars

1.1 Espais de funcions

Si () C C és un obert, denotem per D(Q)) l'algebra de funcions ¢ : 3 — C de classe
C® amb suport compacte contingut a (). Per a aquestes funcions, i donat un parell

« = (a1, 0p) d’enters no negatius, denotem

a|“‘(P
[ P
Ie= dx 19y

on |a| = a1 + ap. En particular, d = 1 (9, —id,) 19 = 3 (0y +idy ). Amb Dg¢(z) denotem
la matriu jacobiana de ¢ al punt z, i J(z, ¢) n’és el determinant.

L'espai de totes les distribucions el denotarem per D’(Q)). Diem que una distribuci6 f
s’anulla en un obert () si (f, ¢) = 0 per a tota ¢ € D(Q2). El segiient resultat és conegut

com a Lema de Weyl.

Teorema 1.1.
Sigui f € D'(Q) tal que df = 0 sobre un domini QO C C. Aleshores, existeix una funcié
holomorfa h : 3 — C tal que f = h.

Peratotp € [1,00]ik =1,2,..., l'espai de Sobolev Wk"’(ﬂ) és el conjunt de funcions
f € LP(Q) per ales quals totes les seves derivades distribucionals de fins a ordre k estan

representades per funcions de classe L7 ((}). La férmula

==

£ llkp = ( > Ha“pr>

la| <k
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1 Preliminars

defineix una norma completa a W*?(Q), per a la qual C®(Q) és dens. Per Wg’p (Q)
denotem l’adheréncia de D(Q) a WF?(Q). En particular, WE?(C) = Wg’p (C). Amb
Wlko'f (Q)) denotem 'espai de Sobolev local, és a dir, f € W{;f(()) siinoméssi f € L], (Q)

i0°f € L} (Q) sempre que |a| < k. Direm que una successi6 {fj}; convergeix a f en

WP (Q) si

loc

10%f; = " fllLrpy — O

quan j — oo, per a tot compacte F C Q)i tot |a| < k.

1

Diem que una funcié f € L;,,

(Q) té oscillacié mitjana acotada a (), i escrivim f €

BMO(Q)), si per a tot disc D C () existeix una constant fp tal que
1
£l = sup — | 1f(z) — foldA(z) < oo
DcQ ’ ‘ D

Diem que una funcié f € BMO(C) té oscil'lacié mitjana nullaa C,iescrivim f € VMO(C)
si

.1 B
hmﬁ/D|f—fD|—0

quan |D| + Ilﬁl — co. Equivalentment, VMO també es pot introduir com a 1’adheréencia

a BMO de les funcions continues amb suport compacte.

Donat « € (0,1), 'espai de Holder Lip, (€)) és la classe de funcions localment Holder

continues d’exponent « al conjunt (), és a dir, f € Lip, (Q)) si la quantitat

f(z) = f(w)|

|z — wl|®

Iflla = sup

lz—w|<1,z£w

és finita. Es pot veure que si a € (0,1) llavors f € Lip,(€)) siinomés si

1
sup e /D f(2) — fpldA(z) < oo

18



1.1 Espais de funcions

De fet, per a tot p € [1,0), la quantitat

1 ;
sup (W 1@ —fD!”dA(Z)>

és comparable a || f||. sia =0,ia ||f]|« sia € (0,1).

El Teorema de la Immersi6é de Sobolev estableix relacions entre L?, Lip,, BMO i Wkp.

Teorema 1.2.

Sigui p € [1,00), i sigui Q) C C o0 bé un disc o bé tot el pla.

(a) Si1< p <2, llavors W'P(Q) C LI(QQ), on § =

==
N[—=

(b) Sip =2, llavors W' (Q)) € BMO(Q).

(c) Si2 < p < oo, llavors WYP(Q) C Lip, 2 (Q).
P

Una funcié d’Orlicz és una funcié continua P : [0,00) — [0, o), creixent, tal que P(0) =0

i lim P(t) = co. L'espai d’Orlicz L”(Q) consisteix en totes les funcions f : QO — C

t—o0

mesurables i tals que
[ POlF@D dAE) <o

per a alguna A > 0. La quantitat

Iflle =int {3 [ PO dAG) < P)

s’anomena funcional de Luxemburg. Si P és convexa llavors || - ||p defineix una norma

completa a L (Q)). Com a exemples,
e P(t) = ¢" — 1. En aquest cas, denotem L”(Q)) = Exp(Q).
e P(t) = t¥ log“(e + ), > 1 — p. En aquest cas, denotem L”(Q) = L? log* L(Q)).

Remarquem que si & > 0 aleshores la norma de L? log" L(Q)) es pot aproximar sense
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1 Preliminars

passar pel funcional de Luxemburg, mitjangant la férmula

(I (/Q [f(2)I log® <e+ ’ﬁ‘ﬁl’) dA(z)>;

Dues funcions d’Orlicz P, Q sén miituament conjugades si existeix C > 0 tal que

/Q [f(2)I18(z)|dA(z) < ClfllLri) I8llLeq)
peratota f € L'(Q)ig € L2(Q). Com a exemples de parelles conjugades, esmentem:

o P(t)=tPlog"(e+1t)iQ(t) =t1log “(e+t),q = %, 1<p<oo,a>0.

Rl

o P(t) =tlog"(e+1t)iQ(t) =e!" —Tsia > 0;

Una explicacié més detallada de les propietats dels espais d’Orlicz es pot trobar, per

exemple, als llibres de Krasnosel’skirl i Rutickii [36] o Rao i Ren [45].

La Transformada de Beurling és 1’operador definit sobre funcions prou bones per

Bf(z) — lim — / F®@) 4 acew) (1.1)

2
amb m(g) = L Es tracta d'un operador de Calderén-Zygmund, demanera que B

21>

és acotat a LP(C) per a tot p € (1,00), i per a p = 1 satisfa una estimaci6 feble. Si
f e WYP(C), p > 1, llavors

B(af) = of

donat que per Plancherel es té

—_ 2 o~ o~
(B@f),g) = / 3@ flw) §(w) dA(w) = / wf(w) §(w) dA(w) = (3f,3)
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1.2 Mesures i continguts de Hausdorff

La Transformada de Beurling es pot veure com la derivada de la Transformada de Cauchy,

definida sobre funcions prou bones per
_ 1 [ fw)
Cf(z) = _n/w—sz(w) (1.2)
Si f € LP(C) per algun p > 11lavors Cf € W'P(C) i
Jd(Cf) = Bf
ACf) =f

Es pot normalitzar aquest operador de manera que la funcié imatge deixi fix 'origen.
En tal cas, definim (com a Ahlfors [2, p.85])

¢ = [ fw) (525 - 5 ) 4Aw) 13)

w

En realitat, si f és prou bona, Cf(z) = Cf(z) — Cf(0). Per aixd, per a tot p € (1,00), si
f € LP(C) llavors Cf € C + W#(C). En qualsevol cas, si p > 2 aleshores

ICf(z) = Cf(w)| _ |Cf(z) - C’fSW)I

2
z—w|' z—w|'

<Cplflly

1.2 Mesures i continguts de Hausdorff

S’anomena funcié de mesura a tota funcié h : [0,c0) — [0,00) no decreixent, tal que

lim h(t) = 0. Donada una funcié de mesura h, per a tot ¢ € (0, o] denotem

t—o0

HY(F) = inf {ih(diam(Dj))}

j=1

on l'infim recorre tots els recobriments numerables de F, F C U;’il D]-, per discos D]-
de diametre diam(D;) < 6. Si 6 = oo, denotem MMF) = HI(F). Es facil veure que

H" defineix una funcié de conjunt monotona i subadditiva, tal que H"(F) < H"(F) si
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1 Preliminars

0 < € < 4. El limit
H"(F) = lim H"(F)

6—0

defineix una mesura Borel regular (vegeu per exemple Mattila [39]), tal que
H'(F) =0 — HYF) =0

per a tot § € (0,00]. En el cas particular h(t) = 4, d > 0, aleshores escrivim M" (F) =
MA(F) i H"(F) = H*(F), i els anomenem contingut de Hausdorff d-dimensional i mesura
de Hausdorff d-dimensional de F, respectivament. Podem associar a cada conjunt F un

nombre real, definit per
dim(F) = inf{d > 0: M*(F) = 0} = sup{d > 0: M*(F) > 0}
al qual anomenem dimensié de Hausdorff (o simplement dimensié) de F.

El segiient resultat, conegut com a Lema de Frostman (vegeu e.g. [39, p.112]), caracte-

ritza els compactes amb contingut de Hausdorff d-dimensional positiu.

Teorema 1.3.
Sigui E un conjunt compacte, i d € (0,2]. Aleshores, M?(E) > 0 si i només si existeix una
mesura positiva de Radon v, suportada sobre E, tal que v(D(z,7)) < Cr¥ per a tot z € E i tot

r > 0. Més encara, v es pot escollir de manera que v(F) > M(F).

El contingut inferior de Hausdorff d-dimensional de F és

MY(F) = sup M"(F)
heF,
on F = F, és el conjunt de totes les funcions de mesura h(t) = tY¢(t), 0 < e(t) < 1, tals
que 11_1)% e(t) = 0. En general, M4(F) < M%(F), perd podria passar que M%(F) = 0 <
MA(F). Per exemple, si F és el segment [0, 1] al pla, llavors M (F) = 0 pero M'(F) = 1.
Per a un disc D, M%(D) = M%(D), i per a un obert U, M%(U) ~ M?(U). El segiient és

un antic resultat degut a Sion i Sjerve [50].
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1.3 El problema de Painlevé

Teorema 1.4.
Sigui E C C un compacte, i sigui d € (0,2]. Aleshores, M4 (E) = 0 si i només si H(E) és

o-finita.

Diem que I' C C és una corba rectificable si I = f(I) per a alguna funci6 lipschitziana
f I — Cd'uninterval obert I C R. Un conjunt E C C es diu rectificable si existeixen

subconjunts I; C R i funcions de Lipschitz f; : [; — C tals que el conjunt
E\UA)
j=1
té longitud zero. Un conjunt E C C es diu purament no rectificable si

HYENT)=0

per a tota corba rectificable I' ¢ C. Es ben sabut que els conjunts rectificables tenen
sempre longitud o-finita. S6n estables per unions numerables, i tots els seus subcon-
junts sén també rectificables. El segiient és un resultat ben conegut de Besicovitch (e.g.
[39, p.205]).

Teorema 1.5.

Si A C C té longitud finita, llavors A admet una descomposicio
A=RUPUZ

on R és rectificable, P és purament no rectificable, i H(Z) = 0.

1.3 El problema de Painlevé

Un conjunt E es diu evitable per a funcions analitiques acotades si per a tot obert () O E,
tota funci6 f € L*(Q) holomorfa a () \ E admet una extensié holomorfa a tot (3. En
aquesta definici6, hom pot restringir-se al cas (2 = C. El problema de Painlevé consisteix a

donar caracteritzacions metriques i geometriques per als conjunts evitables. En relaci6
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1 Preliminars

amb aquest problema apareix una important funcié de conjunt, anomenada capacitat

analitica, introduida per Ahlfors a [3] i definida per

v(E) = sup {|f'(e0)]; f € HC\ E), | flleo <1, f(o0) =0} (1.4)

Aqui H(Q)) és 'espai de funcions analitiques a 1'obert (), f(o0) = ‘ll'm f(z)1if(c0) =
Z|—00

|l‘im z(f(z) — f(c0)). Notem que per mitja del Teorema de Stokes es pot veure que si

Z|—00

f € H(C\ E) aleshores

|f(e0)| = [0, 1)

A la practica, y(E) = 0 siinomés si E és evitable per a funcions analitiques acotades.
Hi ha un resultat classic de Painlevé que diu que y(E) < H!(E). D’altra banda, no és
dificil veure que dim(E) > 1 implica y(E) > 0. Per tant, només els conjunts E amb

dim(E) = 1 sén interessants.

El proper resultat estableix la solucié del problema de Painlevé per a conjunts amb

longitud finita. Va ser provat per G. David [15].

Teorema 1.6.

Sigui E un compacte tal que H!(E) < co. Llavors,

Y(E) =0 < E és purament no rectificable

Com a conseqtiiencia dels resultats de Tolsa [51], 'anterior teorema és també cert si E
té longitud c-finita. Pel que fa a conjunts no evitables de dimensi6 1, disposem de la

segtlient condici6 suficient, deguda a P. Mattila [40].

Teorema 1.7.

Sigui h una funcié de mesura, i siqui E un compacte tal que H"(E) > 0. Si

1 2
JA
0

3

aleshores «y(E) > 0.
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1.4 Aplicacions quasiconformes

La solucié completa del problema de Painlevé apareix finalment a un article de Tolsa
[51], en termes de la curvatura de Menger. Un altre resultat principal d’aquest paper és

I'anomenada semiadditivitat de la capacitat analitica.

Teorema 1.8.

Existeix una constant absoluta C > 0 tal que

yUE | <Cc X a(E)
j=1 j=1

per a tota familia de conjunts E;.

Recordem que una funcié f : C — C es diu que és bilipschitz si existeix una constant C
tal que

1

clz—wl<1f(@) - f(w)] < Clz —w]

El proper resultat de X. Tolsa [52] relaciona aquestes funcions amb la capacitat analitica.

Teorema 1.9.

Sigui f : C — C una funcié bilipschitz. Aleshores, per a tot compacte E C C,

Y(¢(E)) =~ 7(E).

1.4 Aplicacions quasiconformes

Sigui K > 1. Un homeomorfisme ¢ : 3 — () entre dominis planars (), )’ C C es diu

K-quasiconforme si viu a Wlloz‘(Q) i satisfa
max |9,¢(z)| < K nkin |0ap(2)| (1.5)
o
a quasi tot punt z € (). Aquesta desigualtat és equivalent a la desigualtat de distorsid,

IDf(2)]* < KJ(z, f). (1.6)
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D’aquesta desigualtat, es pot deduir que a escales petites

max |¢(z) - ¢(z0)] < C min |p(z) - ¢(z0)], (1.7)

|ZfZO|:r |Z—Zo‘:r

per a una constant C que només depen de K. De fet, els homeomorfismes que satis-
fan (1.7) sén K-quasiconformes per alguna K. Sovint, la segiient definici6 equivalent,
donada en termes d’equacions en derivades parcials, sera més convenient. S’anomena
coeficient de Beltrami a tota funcié mesurable p € L*(Q) tal que ||}¢|/« < 1. Una aplica-
ci6 p-quasiconforme és qualsevol homeomorfisme ¢ : Q2 — ¢(Q) de classe W/ (Q) que

loc

resol 1'equacié de Beltrami,
dp = pdg. (1.8)

Des d’aquest punt de vista, ¢ és K-quasiconforme si i només si és p-quasiconforme per
alguna p tal que ||yl < Ilg—j& Per quasiconforme entenem K-quasiconforme per alguna

K > 1. Esmentem alguns exemples:
e Les aplicacions conformes sén 1-quasiconformes.

e Sil < K < K/, llavors tota aplicacié K-quasiconforme és també K’-quasiconforme.

—_
NI

e El radial stretching, ¢(z) = z |z| x~1, amb coeficient de Beltrami u(z) = —%

o ¢(z) =z (1 —log |z]), amb p(2) = £ Tiszpe-

D’entre els exemples anteriors, remarquem que el radial stretching és extremal per al-
gunes de les propietats tipiques de regularitat K-quasiconforme. Finalment, el proper
exemple mostra un conegut metode explicit per resoldre 1’equacié de Beltrami, sota la

hipotesi adicional que y té suport compacte (vegeu Ahlfors [2, p.90]).

Exemple 1.10.
Provarem que si y té suport compacte, llavors existeix una tinica aplicacié p-quasiconforme ¢

tal que
$(z) —z=0(1/|z|) (1.9)

quan |z| — oo. Per construir-la, primer notem que ||[uB||12c)—12c) < lpllo < 1. D'aqui, la
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1.4 Aplicacions quasiconformes

formula

Tg = Y (uB)"(8) = g + uB(g) + uB(uB(8)) + ..

n=o

defineix un operador lineal acotat T : L2(C) — L*(C), tal que

(I —uB)(Tg) =T(I—uB)(g) =g

ésadir, T = (I — uB)~'. En realitat, aixd passa també a LP(C) per a certs valors p > 2,
ja que ||B||1r(c)—Lr(c) € una funcié continua de p [37, p.214]. Denotem h = Tu (llavors
h = uBh + p), i definim

9(z) = z+ Ch(z).

Clarament, ¢ € Wllo’f (C),0¢ = 1+ Bhidp = h. Aixi, ¢ és una solucié de I'equacié de Beltrami
3¢ = udg, de classe W (C). Un argument d'aproximacié [2] mostra que en realitat ¢ és
globalment injectiva. D’altra banda, resultats classics de topologia mostren que ¢ és exhaustiva.
Finalment, com que y té suport compacte, h també, de manera que és clar que |Ch(z)| decreix a
Uinfinit com é—‘
En aquesta construccié, la normalitzacié escollida pot ser diferent. Per exemple, existeix una

iinica aplicacié y-quasiconforme ¢ tal que
$(0) =0 ialhora  P(z) — (z+a) € W (C) (1.10)

per alguna constant a € C i algun p > 2. Aixo es pot fer facilment afegint una constant,

$(z) =z + Ch(z) = ¢(z) — $(0).

Notem que les normalitzacions (1.9) i (1.10) difereixen només en una aplicacié lineal, és a dir,
$o¢p~1(z) =z —a. Si u té suport compacte, anomenararem tant a ¢ com a ¢ solucié principal
de 'equacié de Beltrami 9¢ = 1 d¢, i especificarem la normalitzacié (1.9) o (1.10) quan sigui

estrictament necessari.

Per a y general, tenim el proper resultat, valid no només sobre C siné també a qualsevol

domini simplement connex (vegeu Lehto i Virtanen [37]).
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Teorema 1.11.
Sigui y un coeficient de Beltrami. Existeix una aplicacid y-quasiconforme ¢ : C — C. A més

si 1, ¢ : C — C son p-quasiconformes, llavors ¢y o ¢, * és conforme.

Estem interessats no només en homeomorfismes, sin6é també en solucions més gene-
rals. Aixi, diem que una funcié f : O — C és K-quasiregular en un obert O C C si
fe Wllocz(Q) i satisfa (1.6). Per descomptat, hom pot parlar de funcions p-quasiregulars,
quan sigui necessaria una referencia al coeficient de Beltrami. Com abans, quasireqular
significa K-quasiregular per alguna K > 1. Es clar que si # = 0 (i.e. si K = 1) hom recu-
pera la classe de funcions analitiques. Per a y general, les funcions u-quasiconformes
caracteritzen les restants solucions a Wllo'f. Aquest fet és conegut amb el nom de facto-

ritzacié de Stoilow.

Teorema 1.12.

Sigui y un coeficient de Beltrami. Sigui ¢ una aplicacié y-quasiconforme.
(a) Sih és holomorfa, llavors f = h o ¢ és p-quasiregular.

(b) Si f és y-quasiregular, llavors h = f o ¢ 1 és holomorfa.

D’aqui que tota funcié K-quasiregular f pot ser escrita com un canvi de variable K-
quasiconforme ¢ d’una funcié analitica i. A més, tant f com ¢ tenen el mateix coeficient
de Beltrami. Per tant, totes les propietats de regularitat de les funcions K-quasiregulars

es deriven de la seva component K-quasiconforme.

Les aplicacions quasiconformes compten amb fortes propietats de normalitat (una ex-
cellent explicaci6 es pot trobar al llibre de Lehto i Virtanen [37]). Per retenir una idea,
assumim que F és una familia arbitraria d’aplicacions K-quasiconformes ¢ : C — C,
normalitzades d’alguna manera. Usualment, és suficient imposar la condicié (1.9) o
bé (1.10) a totes les funcions ¢ de la familia . D’altres possibilitats passen per forcar
diam(¢(ID)) = 1, o fins i tot demanar a tota ¢ € F que fixi 3 punts a $2. Suposem,
per exemple, que ens trobem en aquest cas, i tota aplicacié de F deixa fixos 0, 1 i co.

Aleshores, una de les segtients propietats implica les altres dues:
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1.4 Aplicacions quasiconformes

e F ésuna familia equicontinua sobre cada compacte.
e F és una familia compacta, si la restringim a conjunts compactes del pla..
e Fés una familia Holder continua, si la restringim a conjunts compactes del pla.

Aquestes propietats sempre es compleixen, com a conseqiiencia del segiient resultat de

Mori [41]. L'optimalitat de 'exponent prové del radial stretching.

Teorema 1.13.

Sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme normalitzada. Llavors,
1
#(2) = p(w)| < Clz —w|X
on C només depen de K.

Un K-quasidisc (resp. un K-quasicercle) és la imatge del disc unitat ID (resp. el cercle
unitat dID) per mitja d’una aplicacié K-quasiconforme C — C. Es conseqiiencia de (1.7)

que per a tot disc D i tota aplicacié K-quasiconforme ¢,
. 1
diam(¢(D)) = |¢(D)|>

amb constants que poden dependre de la normalitzaci6. El que aix0 diu és que els
quasidiscos tanquen una area comparable al quadrat del seu diametre. Per tant, per a

tot disc D, el Teorema de Mori diu que
1
[9(D)| < C[DIx

i és natural preguntar-se si aix0 passa per una classe més gran de conjunts. Després
de molts anys, aix0 va ser demostrat per K. Astala [4]. El principal resultat en aquest

article és conegut com a Teorema de Distorsié d’Area .

Teorema 1.14.
Sigui ¢ una aplicacié K-quasiconforme normalitzada, en un domini Q3 C C. Per a tot conjunt
mesurable E C ()

¢(E)| < C|E|*.
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En el transcurs d’aquesta memoria entendrem la rellevancia d’aquest fet. Per comengar,
observem que si ¢ és qualsevol homeomorfisme amb jacobia localment integrable, ales-

hores més integrabilitat de J(-,¢) és equivalent a una mena de férmula de distorsi6
1

Tz

d’area. Més precisament, J(-,¢) € L, * per algun a € (0,1) si i només si

[p(E)| < C|EI*

per a tot conjunt mesurable E. Ara bé, si a més assumim que ¢ és K-quasiconforme,
2
llavors aix0 és equivalent a dir D¢ € L llo’c“'oo. Per tant, podem deduir la integrabilitat

Optima per a funcions K-quasiregulars.

Teorema 1.15.

2K
K-1/°
loc

Sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme. Aleshores, D¢ € L

Altre cop, el radial stretching mostra que 1’ index % és optim. En particular tota funcié

K-quasiregular té també aquesta regularitat. D’altra banda, es pot dir quelcom millor
sota certes hipotesis de conformalitat. Més precisament, la integrabilitat optima pot ser
assolida en el sentit fort en segons quins casos. El proper resultat és degut a K. Astala i
V. Nesi [10].

Teorema 1.16.
Sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme, conforme a C \ D, i normalitzada amb la
condicié ¢(z) —z = O(‘%') quan |z| — oo. Suposem que E C 1D és tal que d¢ = 0 quasi per a
tot punt de E. Aleshores,

[y iae <1

aonp= K.
Notem que la normalitzaci6 (1.9) no és pas I'tinica permesa, sempre i quan el jacobia no

varii massa. Per exemple, sota la normalitzaci6 (1.10) el resultat també és cert.

Diem que f : QO — C és feblement K-quasiregular si i només si f € Wltf (Q)) per al-
gun p > 1,1 f satisfa (1.6). El segiient resultat és una versi6é dualitzada del Teorema

1.15.
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1.4 Aplicacions quasiconformes

Teorema 1.17.
Sigui f € WF(Q) una funcié feblement K-quasiregular. Si p > 2K, llavors f és K-
quasiregular.

A la practica, els Teoremes 1.15 i 1.17 estan estretament relacionats al problema de tro-

bar I'interval de reals p tals que els operadors de Beltrami
I—uB:LP(C) — LF(C)

sén invertibles sempre que ||i||c < =1, K. Astala, T. Iwaniec i E. Saksman [8] demos-

= K+1°
tren que aquest interval és precisament (Ig—fl, %) Una mica més tard, S. Petermichl

i A. Volberg [44] proven que hom té injectivitat fins i tot quanzf = % Com a con-

seqiiencia, les funcions feblement K-quasiregulars de classe W, CK“ son K-quasiregulars.

Una altra important implicacié del Teorema de Distorsié d’Area és 'anomenat Teo-

rema de Distorsié de Dimensi6, també degut a K. Astala [4].

Teorema 1.18.

Sigui ¢ una aplicacié K-quasiconforme en un domini Q). Llavors,

‘ 2K dim(E)
dim(¢(E)) < 5 (K — 1) dim(E)

(1.11)

per a tot compacte E C ().

Observem que si ¢ és K-quasiconforme, llavors també ¢ ~! ho és, i per tant la desigualtat

esdevé bilateral,
1 1 1 1 1 1 1
)< S <K[|[—— = .
K (dim(E) 2) ~ dim(¢(E)) 2~ K (dim(E) 2) (1.12)

L’optimalitat d’aquestes cotes queda reflectida en el segiient resultat de K. Astala [4].
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1 Preliminars

Teorema 1.19.
Donats t € (0,2) i K > 1, existeix una aplicacié K-quasiconforme ¢ : C — C i un compacte E
de dimensié t, tals que

dim(9(E) = 5=
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i

acotades

2.1 Introduccio

Diem que un compacte E és evitable per les funcions K-quasiregulars acotades, o simple-
ment K-evitable, si per a tot obert (2 D E, tota funcié acotada f : 3 — C, K-quasiregular
a O\ E, admet una extensi6é K-quasiregular a tot (). En aquesta definicid, com en el
cas analitic, podem reemplacar L= (Q)) per BMO(Q)). En aquest capitol volem donar
condicions suficients, en termes metrics i geomeétrics, sobre els conjunts K-evitables.

Igualment, volem exemples no trivials de conjunts no K-evitables.

El Teorema de factoritzacié de Stoilow converteix les funcions quasiregulars i acotades
(o BMO) en funcions analitiques i acotades (0 BMO). Per tant, un compacte és evitable
per al problema K-quasiregular si i només si totes les seves imatges K-quasiconformes
son evitables per al corresponent problema analitic. Aquest fet ens condueix directa-
ment a l'article d”Astala sobre distorsié quasiconforme [4]. En particular, les aplicacions
K-quasiconformes envien compactes E de dimensi6 t a compactes ¢(E) de dimensi6

dim((E)) < #Kt_l)t

La primera qiiestié que estudiem en aquest capitol és si aquesta estimacio pot ser tras-

lladada al nivell de mesures de Hausdorff. En altres paraules, si ¢ és una aplicacié

K-quasiconforme del pla, 0 < t < 2it' = %, si és cert que
HI(E) =0 = H'($(E)) =0, @1)
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

és a dir, cp*Ht/ < H!. Resultats classics d’Ahlfors [2] i Mori [41] asseguren que aixd
és certsit = 0 ot = 2. Un primer resultat principal en aquest capitol el trobarem al
Teorema 2.3, on demostrem la implicacié (2.1) per a t = KLH' i.e. quan la imatge té

dimensié com a molt # = 1.

Teorema.

Sigui ¢ una aplicacié K-quasiconforme del pla, i sigui E un compacte. Aleshores,

K+1
2K

MI(@(E)) < C (MF(E)) 22)

Com a conseqiiencia,
HET(E) =0 = HY$(E)) = 0.

Un punt clau en la demostracié d’aquest fet és que podem demostrar que si /1 és una
aplicaci6é quasiconforme del pla, conforme sobre C \ E, i normalitzada a l'infinit, la desi-
gualtat (2.2) millora sensiblement. Essencialment, aquestes aplicacions h preserven el

contingut de Hausdorff 1-dimensional,
MY(h(E)) < Cxk MY(E) (2.3)

on Ck depen només de K. A [4], Astala demostra la mateixa desigualtat per a 'area. De
fet, com veurem més endavant, un equivalent de (2.3) per al contingut de Hausdorff
t-dimensional M! és la tnica cosa que falta per tenir ¢*H! < H! per a t general. En la

direccié de demostrar (2.1) conjecturem que en realitat
M (h(E)) <CMYE), 0<t<2

per a tot E C C compacte i & normalitzada, conforme a C \ E i amb una extensié K-

quasiconforme a tot el pla. A la Seccié 2 donem una explicacié més detallada.

El motiu pel qual el nostre metode funciona en el cas especial de dimensié t = 1 és
que el contingut M és equivalent a la capacitat analitica BMO [54]. Per a exponents

1 <t < 2, podem interpolar, pero els resultats obtinguts acaben referint-se a capacitats
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2.1 Introduccio

de Riesz. Més concretament, provem que
Ca,t(h(E)) S C Ca,t(E)

peratott e (1,2),iona = % — 1. Aixo té conseqiiéncies en la direccié de la conjectura,

perd no sén suficients per a demostrar (2.1) quan 1 < ' < 2.

Tornant al problema d’evitabilitat, Iwaniec i Martin havien conjecturat [29] que, a R"
amb n > 2, els conjunts amb mesura de Hausdorff HXT(E) = 0 soén evitables per a
les funcions K-quasiregulars acotades. A l'article [6] es demostra aquest fet, en el cas
n = 2. En aquest treball demostrem que, sorprenentment, per a K > 1 es pot millorar

la conjectura.

Teorema.

Sigui K > 11 suposem que E és un compacte amb
H&1(E) o — finita.
Aleshores E és evitable per a les funcions K-quasiregulars acotades.

El teorema és fals si K = 1, com ho demostra el segment unitat E = [0, 1]. Notem que,
per [4], per a tot t > KLH existeixen conjunts no K-evitables amb dim(E) = ¢. Podem

millorar també aquesta direccié.

Teorema.
Donat K > 1, existeixen compactes E de dimensié ¢, no evitables per a les funcions K-

quasiregulars acotades.

Via la factoritzacié de Stoilow, tots aquests resultats estan estretament lligats. De fet, un

primer pas consisteix en veure que per a tota aplicacié K-quasiconforme ¢ es té

HET(E) o-finita = H(P(E)) o-finita.

35



2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

Ara bé, aquesta conclusié no sera suficient, donat que existeixen conjunts rectifica-
bles de longitud finita, com ara E = [0, 1], amb capacitat analitica positiva. Per tant,
caldra estudiar com es transformen els conjunts rectificables a través d’aplicacions K-
quasiconformes. La resposta correcta a aquesta qtiestié ve donada al Teorema 2.16.
Essencialment, 5

F rectificable = dim(¢(F)) > il

per a tota ¢ K-quasiconforme.

El capitol esta estructurat com segueix. A la Secci6 2 estudiem la distorsié quasicon-
forme del contingut de Hausdorff, entre d’altres funcions de conjunt. A la Seccié 3
apliquem aquests resultats a problemes d’evitabilitat per a funcions quasiregulars i aco-
tades (o de BMO). Finalment, la Secci6 4 es dedica exclusivament a la construccié de

conjunts no evitables.

2.2 Continuitat absoluta

Anomenem aplicacié K-quasiconforme principal a tota aplicacié K-quasiconforme, con-
forme fora d’un compacte, i normalitzada per (1.9), és a dir, ¢(z) —z = O <|;—‘> quan

|Z| — 00.

A larticle [4] de K. Astala, es demostra que per a tota aplicacié6 K-quasiconforme ¢ :
C —C,
|p(E)| < C|E[VK (2.4)

on C és una constant que depén de K i de la normalitzacié. Una dilatacié permet doncs
suposar que
diam(¢(E)) = diam(E) <1 (2.5)

illavors C = C(K) depén només de K. Per a demostrar (2.4), Astala primer es redueix
al cas en que E és una uni6 finita de discos. Després, I'aplicacié ¢ es representa per

¢ = ho ¢y, on totes dues 1, ¢p; : C — C sén K-quasiconformes, ¢, és conforme a E i h és
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2.2 Continuitat absoluta

conforme a C \ F, on F = ¢ (E). Llavors s6bté la conclusié desitjada per a ¢,
91(E)| < CIE|%

després d’incloure ¢; en una familia analitica d’aplicacions quasiconformes. Més tard,
hom prova a [4, p. 50] que sota la hipotesi adicional de que h és conforme fora de F,
tenim

h(F)| < C|F|, (2.6)

on la constant C encara depen només de K.

En la recerca de propietats de continuitat absoluta de mesures de Hausdorff a través
d’aplicacions quasiconformes, aquest tipus de descomposicions sembla inevitable, i ens
porta a buscar analegs de (2.6) per a les mesures o els continguts de Hausdorff. Aqui

establim el resultat per dimensi6 1.

Lema 2.1.
Suposem que E C C és un compacte, i sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme

principal, tal que ¢ és conforme a C \ E. Aleshores,

amb constants que només depenen de K.

Per a la demostraci6, necessitem alguns resultats previs. Es diu que un conjunt E és
evitable per a les funcions analitiques i de BMO si per a tot obert () D E, tota funcié
f € BMO(Q), analitica a Q) \ E, estén analiticament a tot ). Aquests conjunts van
ser caracteritzats per Kaufman [31] amb la condicié M!(E) = 0.

La capacitat analitica BMO es defineix per

Yo(E) = sup |f'(c0)]

on el suprem recorre funcions de BMO(C), analitiques a C \ E, tals que | f[/. < 1.

Verdera [54] demostra la segiient estimacio.

37



2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

Lema 2.2.
Per a tot compacte E C C,
MY(E) ~ yo(E).

Recordem ara un resultat de Reimann [46], segons el qual 1'espai de funcions d’oscil-
lacié mitjana acotada, BMO, és invariant per canvis de variable quasiconformes. Més
precisament, si ¢ és K-quasiconforme i f € BMO(C), llavors f o ¢ € BMO(C) amb

1f o ¢l < CK)[If ]I+

Demostracio del Lema 2.1. Degut al Lema 2.2, sera suficient demostrar que

Yo(¢(E)) =~ 7Yo(E)

Sigui f una funcié admissible per a yo(E). Llavors, f € BMO(C) és analitica a C \ E
amb |[f|l. < 1,1 f(o0) = 0. La funcié g = f o ¢! és llavors també de classe BMO(C),
amb |g]|« < C(K). A més a més, com que ¢ és conforme a C \ E, g és holomorfa
aC\ ¢(E). Per tant, %K) g és admissible per a yo(¢(E)). La normalitzaci6é sobre ¢

assegura que g(o0) =01

8'(e0)| = lim |zg(z)| = ‘uljglookP(W)f(W)I = |f'(e0)].

|Z‘~>OO
Aixi, vo(E) < C(K) vo(¢(E)). L'altra desigualtat es dedueix per simetria. [ |

Aquest lema és un primer pas en la demostracié de la continuitat absoluta.

Teorema 2.3.

Sigui E un compacte i ¢ : C — C K-quasiconforme, normalitzada per (2.5). Aleshores,

K+1
2K

M ($(E)) < C (MF(E))
on C depen només de K. En particular, si Hxn (E) = 0 llavors H'(¢(E)) = 0.

Demostracié. No és restrictiu suposar que E C ID. També podem assumir que ¢ és una
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2.2 Continuitat absoluta

aplicaci6 K-quasiconforme principal, conforme fora de ID. Donat ¢ > 0, existeix un

recobriment finit de E per discos D= D(z]-, r]-),j =1,...,ntals que
Zdlam KL §MKL(E)+£.

Denotem per () = U;?:le. Com a [4], utilitzem una descomposicié ¢ = h o ¢, on totes
dues ¢; i h sén aplicacions K-quasiconformes principals, ¢; és conforme a QU (C \ D)

i h és conforme fora de ¢1(Q).

Pel Lema 2.1, veiem que

MY ¢(E)) < MY p(Q)) = M (hop1(Q)) < C M (¢1(Q)).

Aixi, el problema es redueix a donar estimacions de M (¢;(Q)). Per a fer-ho, recordem

que els K-quasidiscos tenen area comparable al quadrat del seu diametre,

2

diam(¢1(D;)) =~ |$1(D;j V2= (/ J(z, 1) dA(z ))

amb constants depenents només de K. Usant la desigualtat de Holder dues vegades,
amb p > 1 prou petit,

y_ diam(@1(D;)) < C(K) (Z / 1<z,4>1>PdA<z>> (frrm%) |
=1 j=17D; j=1

Ara ens trobem en la situacié especial de [10, Lema 5.2]. Com que ¢; és conforme al

subconjunt (), podem prendre p = % per obtenir

Z ]Z (P])pdA /]Z (P] PdA( ) 1.

j=17Dj
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

Amb aquesta ellecci6 de p s’obté 57— = z17. En conseqtiencia,

Zdlam ¢1(D <Zdlam KH) ) < C(K) (MKL“(E)Jrs)KZl. 2.7)

Perd Uj¢1(D;) és un recobriment de ¢1((2), de manera que el que en realitat tenim és

K+1

2

M (9(E)) < CM (¢1() < C(K) (M1 (E) +e)

i aix0 acaba la demostracio. [ ]

En aquest punt cal destacar que, en general, [(-,¢) € LI només quan p < £5. La
integrabilitat al limit (p = %), que només és certa sota la hipotesi extra de que ¢ o
és conforme, és demostrada a [10, Lema 5.2]. Aquest fenomen és crucial per al nostre
argument, doncs estem estudiant mesures de Hausdorff més que no pas dimensions.
En realitat, el mateix argument demostra que la desigualtat (2.7) també és certa en una
situaci6 més general. Efectivament, i sempre sota la hipotesi de conformalitat de ¢

sobre U;?:lD]-, tenim per a tot f € [0, 2]

1 11
n a n TX
(Z diam(qal(D]-))d) < C(K) (Z diam(D]-)f) (2.8)
j=1 j=1
ond = % D’altra banda, un altre punt clau a la demostraci6 és que

MY(W(E)) < C MY(E)

sempre que & sigui K-quasiconforme al pla i conforme fora de E. Creiem que un analeg
per a aquesta equivaléncia és crucial per entendre la distorsié quasiconforme de mesu-
res de Hausdorff.

Problema 2.4.

Suposem que d € (0,2]. Aleshores per a tot compacte E C C i tota aplicacié K-quasiconforme
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2.2 Continuitat absoluta

h, conforme a C \ E, es té

M (h(E)) ~ M*(E) (2.9)

amb constants que depenen només de K i d.

Ja sabem que (2.9) és certasid = 1 o d = 2. Una resposta afirmativa per a d general,
combinada amb la integrabilitat Optima per arribar a (2.8), donaria la continuitat abso-
luta de ¢*Hd amb respecte H!, ond = WKQ)V 0 <t <2iK > 1. Pertant, (2.9) tindria
conseqiiéncies importants en la teoria de les aplicacions quasiconformes.

La resposta afirmativa per a d = 1 estava basada en el Lema 2.2, aixi com també en
la invariancia quasiconforme de BMO. Malgrat aix0, aquesta no és la tinica classe qua-
siconformement invariant. En realitat, com veurem, la invariancia de VMO té també

conseqiiéncies interessants. A continuacié exposem la primera.

Teorema 2.5.
Sigui E C C un compacte, i sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme. Si H K (E) és
finita (o fins i tot o-finita), llavors H'(¢(E)) és o-finita.

Degut al Teorema 1.4, aquest resultat pot expressar-se equivalentment en termes del
contingut inferior de Hausdorff.

Teorema 2.6.

2
Sigui E C C un compacte, i sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme. Si M £ (E) = 0,
aleshores M1(¢(E)) = 0.

Es diu que un conjunt E és evitable per a les funcions analitiques i de VMO si per a tot
obert () D E, tota funcié f € VMO(Q), analitica a Q) \ E, estén analiticament a tot Q).
Aquests conjunts van ser caracteritzats per Verdera [54] amb la condicié M1 (E) = 0.

La capacitat analitica VMO es defineix per

Y+(E) = sup |f'(c0)]|

on el suprem recorre funcions de VMO(C), analitiques a C \ E, tals que ||f|. < 1.
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

Verdera [54] va provar que aquesta capacitat és comparable al contingut inferior de

Hausdorff 1-dimensional.

Lema 2.7.
Per a tot compacte E C C,
MYE), ~ 7.(E).

D’altra banda, notem que VMO és quasiconformement invariant, com BMO. Aixo es
deu al fet que hom pot veure VMO com a l’adheréencia a BMO de les funcions continues

amb suport compacte. En conseqiiéncia, podem demostrar el segiient lema auxiliar.

Lema 2.8.
Sigui E un compacte. Per a tota aplicacié K-quasiconforme principal ¢ : C — C, conforme a
C\ E, tenim

ML(@(E)) ~ ML(E).

Demostracid. Altre cop, com al Lema 2.1, usarem 'equivaléncia del Lema 2.7 entre 7.
i ML, Sigui f una funci6 admissible per a .(¢(E)). Llavors, f € VMO és analitica a
C\¢(E), |Ifll« <1if(o0) =0.Lafuncié g = f o ¢ és també de classe VMO. Pero ara g
és analiticaa C \ E, ||g||. < C(K)1i|g'(c0)] = |f'(o0)| donat que ¢ és principal. Per tant,
ﬁ g és admissible per a . (E) i per aixd v.(¢(E)) < C(K) v+(E). |

Demostracié del Teorema 2.6. Naturalment, I’argument és similar al del Teorema 2.3. Sen-
se pérdua de generalitat, podem assumir que E C DD i que ¢ és principal. Com que
HKLH(E) és finit, per a cada ¢ existeix una familia de discos D; tals que E C U;D;,
Zidiam(Di)K%l < HKLH(E) +11idiam(D;) < 4. Sigui QO = U;D;. Altre cop, tenim
una descomposicié ¢ = ¢, o ¢, on totes dues ¢ i ¢, sén aplicacions K-quasiconformes

principals, ¢; és conforme a (C \ D) U (), i ¢» és conforme fora de ¢;(Q). Primerament,
M(P(E)) < ML($(D)).
Pel Lema 2.7, el contingut inferior equival a la capacitat analitica VMO,

ML($(Q)) < Cr.(p(Q)).
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2.2 Continuitat absoluta

Ara, com que ¢ és conforme fora de ¢; (5), pel Lema 2.8 tenim

Vi(P2 0 P1 (5)) ~ 7.(P1 (5))

Altre cop, pel Lema 2.7,
Te($1(Q)) < CM(1(Q)).

Ara només falta controlar M1(¢1(Q)). Per a fer-ho, prendrem h € F, h(t) = te(t),
i argumentarem com al Teorema 2.3. Com que les aplicacions K-quasiconformes sén

Holder continues d’exponent 1/K,

M (¢1(Q0)) < ) diam(¢1(Dy))e(diam(¢1(D)))) < e(Cx 8'/%) ) diam(¢s (D))
] ]

<e(Cx V)Y </ J(z, @)% T dm(z)> |Dj| /2K
i \’D;

2K
< e(Cg 6VK) Ck <Zdiam(Dj)K%> < e(Cg 6VK) Ck (HK%(E) +1)
j

K+1

2K

Prenguem § — 0 per tal d’obtenir M"(¢(E)) = 0. Aixd acaba la prova, donat que el

mateix argument val per a tota h € F. [ |

Hom podria pensar en estendre els resultats anteriors des de I'index critic KLH a d’altres
indexos, utilitzant d’altres capacitats que es comportin com un contingut de Hausdorff.

Per exemple, O’Farrell [42] va introduir la capacitat analitica Lip ,, i va provar que
MUH(E) = 74(E)

per a tota € (0,1). Desafortunadament, Lip, no és una classe quasiconformement in-
variant. Per aix0, necessitem altres metodes. Els espais de Sobolev homogenis s6n ttils
en aquest sentit, basicament perqué W'2(C) s que és invariant per canvis de variable

quasiconformes. Recordem que si0 < a < 21ip > 1, I'espai de Sobolev homogeni
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

W®P(C) es defineix com l’espai de potencials de Riesz

f=1Iuxg

ong € LP(C)ily(z) = IZ\% La norma || f|lyyur(c) = lI8llp- Quana =1, WLP(C) coin-
cideix amb l'espai de funcions f per a les quals les derivades distribucionals de primer
ordre sén funcions de L?(C). Sigui f € W¥?(C) i sigui ¢ una aplicacié K-quasiconforme

de C. Si definim ¢ = f o ¢ llavors tenim que

/ IDg(z)PdA(z2) / IDF(¢(2))|2 |Dgp(2) dA(z)
< K/|Df )P J(z,¢) dA(z)
- K [ IDf(w)P dA(w)

de manera que ¢ € W'2(C). En altres paraules, cada aplicacié6 K-quasiconforme ¢

indueix un operador lineal acotat
T:WY2(C) - W), T(f)=fo¢ (2.10)

amb norma depenent només de K. Com hem dit abans, aquest operador T també és
acotat a BMO(C) ([46]). Més encara, Reimann i Rychener [47, p.103] demostren que
W%’q(C), q > 2, pot ser representat com a espai d’interpolacié complexa entre BMO(C)
i Wi2 (C). Deduim, per tant, que T és acotat a W%’q(C), q > 2. Més precisament, existeix
una constant C = C(K, ¢q) tal que

< .
£ #lytae) < g, 1)

per a tota aplicacié K-quasiconforme ¢ sobre C. Aquests espais invariants ens faciliten
noves capacitats invariants. Recordem (e.g. [1, pp.34 and 46]) que per a tot parell « > 0,

p>1lamb0 < ap < 2, la capacitat de Riesz d'un compacte E es defineix per

Ca,p(E) = sup{p(E)"}
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2.2 Continuitat absoluta

on el suprem recorre totes les mesures positives i suportades a E, tals que || I, * l[; < 1,
% + % = 1. Obtenim una capacitat equivalent si enlloc de mesures positives y conside-

rem distribucions T suportadesa E, ||I, * T||; < 1, i prenem el suprem de [(T, 1)|".

Per a veure la connexi6é amb l'equaci6 (2.11) considerem les funcions de conjunt

T1-aq(E) = sup{|f'(c0)|; f € H(C\ E), [|fllyp-ag <1, f(o0) =0}

Observem altre cop que |f'(o0)| = |(3f,1)| on aquesta acci6 s’ha d’entendre en el sentit
de les distribucions. Amb aquesta terminologia, tenim un analeg per als Lemes 2.2 i
2.7.

Lema 2.9.
Suposem que E és un compacte del pla. Aleshores, per a tot p € (1,2),

Cap(E) = 71-04(E),

Demostracid. Per un costat, prenguem una mesura admissible p per a C,X,p. Llavors,
I * i és a L7 amb norma com a molt 1. Definim f = 1 « . Clarament, f és analitica

foradeE, f(c0) =01|f'(00)| = u(E). A més a més, a grans trets,

ey lom o &l _REg

i conseqlientment
1
f= E*;u:R(Il*.u) = Do * R(Lx * )
on R és un operador de Calderén-Zygmund i || f|| iy1-ag = [[R(La * p)[lg S [[La * ptllg-

Per a l'altra desigualtat, sigui f = I;_, * ¢ una funci6 admissible per a 1, 4. Tenim

que T = 9f és una distribuci6 admissible per a C,,, ja que

IyxT = Rt(g)
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

on Rf és el transposat de R. Per tant, C,X,p(E)l/P > |(T,1)| = |f'(c0)]. [

Obtenim, d’aqui, nous invariants basats en capacitats de Riesz.

Teorema 2.10.
Sigui ¢ : C — C unaaplicacié K-quasiconforme principal, conformea C \ E. Siguin1 < p < 2

i = % — 1. Aleshores

Cap(¢(E)) ~ Cup(E),

amb constants depenents només de K i p.

Demostracid. Pel lema anterior, només cal veure que y1_44 (P(E)) < 71-4,4(E).

Sigui f una funcié admissible per 1 _44(¢(E)). Aixo significa que f és analitica a C \
$(E), f(0) = 01i|/f|lyin-as < 1. Podem considerar g = f o ¢. Clarament, g és analitica

forade E,ig(c0) =0. Peraa = % —1tenim1 —a = % Aixi, deguta (2.11),

181lvn-sa < Cillfllin-ss < Ci

de manera que CLK g és admissible per a 71 _44(E). Aixi, com que ¢ és principal,

1
Maq(E) 2 = £ (e0)]
i ara nomsés cal prendre suprem en f. n

El teorema anterior té implicacions directes en termes de continuitat absoluta de me-
sures de Hausdorff, pero desafortunadament aquestes son lleugerament més febles del
que desitjariem. De fet, hi ha compactes F amb C,,(F) = 01 H"(F) > 0 per a alguna
funci6é de mesura h(t) = t7 ¢(t) [1]. Per aixo, el Teorema 2.10 no ajuda per al Problema

2.4. Ens hem de conformar amb la segiient formulacié.

Donat 1 < d < 2 considerem funcions de mesura h(t) = t?¢(t) amb

/ s(t)ﬁfl% < oo. (2.12)
0
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2.2 Continuitat absoluta

Exemples tipics son h(t) = t4|logt|~* or h(t) = t4|logt|' P log *(|logt|) amb s > d — 1.

CoroHari 2.11.
Sigui E un compacte del pla, i ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme principal, conforme
forade E. Sigui 1 < d < 2. Aleshores,

MM (@(E)) < CMU(E)

per a tota funcié de mesura h(t) = t?e(t) tal que (2.12). A més, si H*(E) < oo llavors
H"(¢(E)) = 0 per a aquestes h.

Demostracié. Per [1, Theorem 5.1.13], donada una funcié de mesura h que satisfaci (2.12)

existeix una constant C = C(h) tal que

-1

MIP(E)) < CCualp(E)), =1

Pel Teorema 2.10, C, 4(¢(E)) < CC,4(E) i usant altre cop [1, Theorem 5.1.9] tenim,
finalment, C, 4(E) < /\/ld(E). [ |

Argumentant ara com als Teoremes 2.3 i 2.6, arribem a la segiient conclusi6.

CoroHari 2.12.
Sigui E un compacte del pla, i sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme. Siguin
t e (KLH,2) id= #Kil)t Aleshores,

2=

M (9(E)) < C (M'(E))

per a tota funcié de mesura h que satisfaci (2.12).

Notem que si KLH <t <2aleshores1 < d < 2.
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

2.3 Teoremes de Painlevé millorats

Un conjunt E es diu que és evitable per a funcions K-quasiregulars i acotades (resp. BMO)
si tota aplicacié K-quasiregular a C \ E que és de L®(C) (resp. BMO(C)) admet una
extensié K-quasiregular a tot C.

Obviament, si K = 1, en ambdues situacions recuperem el problema original de Pain-
levé (vegeu la Secci6 1.3). A més, per mitja de la factoritzacié de Stoilow, es pot repre-
sentar qualsevol funcié K-quasiregular acotada com a composicié d"una funcié analitica
acotada amb una aplicacié K-quasiconforme, i quelcom semblant passa amb BMO do-
nat que, com L®, és un espai quasiconformement invariant.

Aixi, quan ens preguntem si un conjunt E és evitable, només cal analitzar com podem
distorsionar-lo per mitja d’aplicacions quasiconformes, i llavors aplicar els resultats ja
coneguts del cas analitic. Amb aquest esquema basic, hom prova a [4, Corollari 1.5] que
tot conjunt de dimensié menor que KLH és evitable per a les funcions K-quasiregulars
acotades (i també per a les de BMO). El motiu és que les férmules precises sobre dis-
torsi6 de dimensi6 asseguren que totes les imatges quasiconformes d’aquests conjunts

tindran dimensi6 estrictament menor que 1.

2 __
K+1

dimensional nulla sén evitables per a les funcions K-quasiregulars acotades, i de fet

Iwaniec i Martin [29] van conjecturar que els conjunts de mesura de Hausdorff

es va trobar una resposta afirmativa a aquesta qiiesti6 a [6]. En realitat fou aquest ar-
gument el que va inspirar el Teorema 2.3. Usant els resultats de la Secci6 2.2 podem
demostrar que els conjunts de mesura de Hausdorff Kiﬂ—dimensional nulla sén evita-

bles per a les funcions K-quasiregulars i BMO.

Corollari 2.13.
Sigui E un compacte del pla. Suposem que HKLH(E) = 0. Llavors, E és evitable per a les

funcions K-quasiregulars i BMO.

Demostracié. Sigui f € BMO(C) una funcié K-quasiregular a C \ E. Denotem per u
el seu coeficient de Beltrami, i sigui ¢ la solucié principal de d¢ = pd¢. Aleshores,
F = fo¢p lésholomorfaaC\ ¢(E)iF € BMO(C). D’altra banda, com a conseqiiéncia
del Teorema 2.3, H!(¢(E)) = 0. Per tant, ¢(E) és evitable per a les funcions analitiques
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2.3 Teoremes de Painlevé millorats

i BMO i, en particular, F admet una extensi6 entera. Per aix0, f = F o ¢ estén quasire-

gularment a tot el pla. |

Creiem que el Corollari 2.13 és Optim, en el sentit que esperem una resposta afirmativa

per a la segiient qiiestio.

Problema 2.14.
Per a cada K > 1, existeix un compacte E amb 0 < ’HKLH (E) < oo, tal que E no és evitable per

a les funcions K-quasirequlars i de BMO.

Notem que per [4, Corollari 1.5], donat ¢t > KLH existeix un compacte E de dimensio ¢,

no evitable per a les funcions K-quasiregulars acotades (i per tant, tampoc per a BMO).

Tornant al problema L®, observem que el Teorema 2.3 prova la conjectura d’Iwaniec
i Martin, sobre que els conjunts E amb H®1(E) = 0 sén evitables per a les funcions
K-quasiregulars acotades. Aixo és aixi perque aquests conjunts satisfan H!(¢(E)) = 0
per a tota aplicaci6 K-quasiconforme ¢ i, per tant, y(¢(E)) = 0. De fet, la capacitat
analitica és quelcom més petit que la longitud, de manera que amb el Teorema 2.5 po-
dem provar d’anar més enlla. Per concretar una mica més, si un conjunt té mesura de
Hausdorff Kiﬂ—dimensional finita (o fins i tot o-finita), aleshores totes les seves imatges
K-quasiconformes tenen com a molt lontigud o-finita. Aixi, aquestes imatges encara
podrien ser evitables per a les funcions analitiques i acotades, sempre i quan no contin-
guessin cap subconjunt rectificable de longitud positiva. El segiient resultat, que es pot

trobar a [5], dona les eines correctes en aquesta direccié.

Teorema 2.15.
Suposem que ¢ : C — C és una aplicacié K-quasiconforme. Sigui E C 9D tal que dim(E) = 1.

Aleshores, es té la desigualtat estricta

dim(¢(E)) > KLH

Com a conseqiiéncia directa, s’obté la segiient versid, que serveix per a tot conjunt

rectificable.
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

Corollari 2.16.
Sigui E un conjunt rectificable, i sigui ¢ : C — C una aplicacié K-quasiconforme. Aleshores,

existeix un subconjunt Eq C E de longitud zero, tal que

dim¢(E \ Ep) > KL—H

A la practica, les demostracions d’aquests resultats donen més del que hi és establert.

En realitat, existeixen constants cq,c; > 0 tals que si E C dID aleshores
dim(E) >1—-c;68 = dim(¢(E)) >1—coé? (2.13)
per a tota aplicaci6 (1 + &)-quasiconforme ¢, i ¢ > 0 prou petit.

Obtenim ara la segiient versi6 millorada del Teorema de Painlevé per a funcions qua-

siregulars.

Teorema 2.17.
Sigui E un compacte del pla, i sigui K > 1. Suposem que HET (E) és o-finita. Llavors E és

evitable per a les funcions K-quasiregulars acotades.

Demostracié. Sigui f : C — C una funci6 acotada, i suposem que f és K-quasiregular
aC\E. Sigui y = g—jﬁ el coeficient de Beltrami de f, i sigui ¢ una solucié principal de
9¢ = udg. Llavors, F = f o ¢! és una funcié acotada, analitica a C \ ¢(E). Si veiem
que F és constant, hem acabat. Per tant, hem de veure que ¢(E) té capacitat analitica 0.
Pel Teorema 2.5, ¢(E) té longitud o-finita, és a dir, ¢(E) = U,F, on H!(F,) < oo per a

tot n. Del Teorema de Besicovitch (Teorema 1.5), cada F,, descomposa com a
Pn == R7’l U Un U Bn

on R, és un conjunt rectificable, U, és purament no rectificable, i B,, és un conjunt de

longitud zero. Degut a la semiadditivitat de la capacitat analitica [51],

Y(Fa) < C(7(Rn) +7(Un) + v(Bn))-
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2.3 Teoremes de Painlevé millorats

Ara, v(B,) < HY(B,) = 0i7(U,) = 0 donat que els conjunts purament no rectificable
de longitud finita tenen capacitat analitica zero [15]. D’altra banda, R, és un conjunt
rectificable, imatge K-quasiconforme d’un conjunt de dimensi6é com a molt KLH Aixi,
degut al Teorema 2.15 i al Corollari 2.16, aplicats a ¢!, necessariament +!(R,) = 0.
Deduim llavors que 7y(F,) = 0 per a tot n. Altre cop per la semiadditivitat de la capacitat
analitica tenim que y(¢(E)) = 0. [

Com hem dit abans, el teorema anterior no és cert si K = 1. Qualsevol conjunt rectifi-
cable de longitud positiva, com ara E = [0, 1], serveix de contraexemple. A la prova,
és fonamental el millor comportament dels conjunts rectificables a efectes de distorsié
quasiconforme. Un argument similar al de la prova del Teorema 2.15 pot ser utilitzat
per al proper resultat d’expansi6 (és interessant comparar-lo amb el resultat de com-

pressi6 de 'equacié6 (2.13)).

Corollari 2.18.

Existeixen constants c1,co > 0 tals que si ¢ : C — C és K-quasiconforme, llavors
dim(E) <1-c;62 = dim(¢(E)) <1—cpé?
sempre que K =1+¢, E C dD i e > 0 sigui prou petit.

Aquest corollari ens condueix a conjunts evitables amb dimensié de Hausdorff estric-

2
tament per sobre de 5.

Corollari 2.19.

Existeix una constant ¢ > 1 tal que si E C dID és compacte i

llavors E és evitable per les funcions K-quasiregulars i acotades, K = 1 + €, per a tot € > 0 prou

petit.

Demostracid. Es conseqiiéncia del Corollari 2.18. Sie > 0 és prou petiti K = 1+,

llavors les imatges K-quasiconformes de E sempre tindran dimensié menor que 1, de
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

manera que y(¢(E)) = 0 per a tota aplicacié K-quasiconforme ¢. [

2.4 Distorsio extremal i conjunts no evitables

La discussi6 de la Secci6 2.3 sobre conjunts evitables per a funcions K-quasiregulars i
acotades encara manté obert el cas en que dim(E) = KLH i M (E) no éso-finita. En
vista del Teorema 2.17 hom podria pensar que, potser, qualsevol conjunt en la dimen-
sif critica és evitable per a les funcions K-quasiregulars i acotades. En aquesta secci6
demostrem que els nostres resultats sén optims en un sentit prou restrictiu. Més con-
cretament, demostrem una mena de resultat analeg al Teorema 1.7, de P. Mattila, per al

cas K-quasiregular.

Teorema 2.20.
Sigui K > 1. Sigui h(t) = te(t) tal que:

e ¢ ¢és continua, no decreixent, e(0) = 0ie(t) = 1peratott > 1.
19
lim — = O peratoté > 0.
* 0 e(t) P

2

Existeixen un compacte E C 1D, una funcié de mesura g(s) = s&+1y(s), i una aplicacié K-

quasiconforme ¢, tals que:

o H'(p(E)) ~1.

e HS(E) ~1.
0
e 17 és tal que limn(s) = 0, i lim —— = 0 per a tot 6 > 0. Com a conseqiiéncia,
s—0 s—0 17(5)

1 2 1 I+
e(t 1 §) K T .
. / th > — / 77()7515 sempre que aixo tingui sentit.
0 t K 0 S
Demostracié. Construirem l'aplicacié ¢ com a limit d"una successi6 ¢ d’aplicacions K-

quasiconformes, i E sera un conjunt tipus Cantor. La idea fonamental consisteix en

canviar, a cada generacié N, el nombre de fills my de cada pare, aixi com també la seva
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2.4 Distorsi6 extremal i conjunts no evitables

mida. Per a fer-ho, seran necessaries una successié my que creixera rapidament cap a

00, i dues successions oy, Ry € (0,1) que aniran molt rapidament cap a 0.

Pas 1. Considerem m; discos disjunts de radi Rj, centrats a z}, i = 1,...,mq, unifor-

mement distribuits dins de ID, tals que

1
C]ZW]R%>§

La funci6 f(t) = mq h(tR1) és continua respecte de t,i f(0) = 0. Amés, peratott >0

}s(tc%/2 ml’l/z)

tzCl
1/2 . —1/2
tc1 my

f(t) = mitRy e(tRq) = tc%/2 m}/z e(tc}/2 ml_l/z) =

de manera que
lim f(t) = oo.

mp—0o0
Per tant, per tot f < 1 podem escollir 711 prou gran per tal que 'equacié m h(c1R;) =1

tingui una tinica solucié oy € (0,t). En aquesta situacid, un calcul mostra que

T =1

7§|N
—_

my (0K Ry) T (0 Ry) 1 (c)

Denotem r; = Ry, iperacadai =1,...,my, sigui go}(z) = z} + Ule z,1

1

D; = — ¢; (D) = D(z;,11),
U1

D = qo}(lD) = D(z;,08r).

1

Notem que D; i D! s6n discos concentrics. Definim

Ull’K(z—zz-) +z; ze D!
+-1
g1(z) = = (z—zi)+z zeD;\D}
z altrament.

Aquesta aplicaci6 és K-quasiconforme, conforme fora de | J;';(D; \ D}), envia D; sobre
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

si mateix, i D} sobre D}’ = D(z}, oir1), mentre que la resta del pla queda fixa. Definim

llavors ¢1 = g1.

Pas 2. Ja hem fixat my, Ry, 07 i c;. Considerem ara m; discos disjunts de radi R», centrats

a z;-, j =1,...,my, uniformement distribuits dins de D, tals que

1
C2=W2R%>§

i repetim el procediment. Com que f(t) = mymah(tR1R2) és continuaent, f(0) =01

per tot t > 0, podem escollir m, prou gran per tal que I'equaci6 mimah(c102R1R2) = 1

tingui una tinica solucié o, € (0,1) tan petita com vulguem. Aleshores,

mimy (UfoRle)K%l S(O’10’2R1R2)K2751 (c1cz)%l =1.

-

Denotem r, = Ry oq71 i q)JZ(z) = 2]2 + cTé(Rp_ z,1 definim els discos auxiliars

1
Djj = ¢1 (U_%< 90]1 ° (PIZ(D)> = D(zij, r2),
Dij =1 ((P]l ° GDQZ(ID)) = D'(zij,0812),

peri=1,...,mij=1,...,my. Notem altre cop que D;; i DZ’-]- son concentrics. Sigui

(721_K(Z — Zl']') + zjj z e Dl/-]-
gZ(Z) = Z;—ZZ” K (Z - Zl']') +Zij zZ e Dij \ Dl/-]-
z altrament.

Clarament, g, és K-quasiconforme, conforme fora de Ui,j(Di]' \ DZ’-]-), envia Dj; sobre si
mateix, i ng sobre D;]’ = D(z;j, 02r2), mentre la resta del pla es manté fixa. Definim

¢2 = g0 ¢r1.
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2.4 Distorsi6 extremal i conjunts no evitables

Figura 2.1

Pas N. Prenem my discos disjunts, uniformement distribuits, de radi Ry, que com a

minim donin la meitat de l’area de D,

Com que la funci6 continua f(t) = mq...mxh(tR;...Ry) satisfa f(0) =01

peratott > 0, hom pot triar my prou gran com per que l'equacié m; ...myh(oy...on Ry ... Ry) =
1 tingui una tnica solucié oy tant petita com vulguem. Remarquem que hom pot triar

lim oy = 0. Per a aquests valors,

—00

2K

mi...my (0’11<...0'II\<]R1...RN)KLHE(O'l...O'NRl...RN)K+1(C1...CN)T =1.

~
—

=

Denotem go]N(z) = z]N + UIISIRNZ iry = Ryon-_1rn—1. Definim, per a tot multiindex
] = (jl/---/jN)/ 1 S jk S mk/k — 1/---/ N/

1
Dy = ¢n- (0790}1 00 QDJ-I}’,(D)> = D(zj,rN),
N

D} = ¢n-1 (go}l 0.0 @%(D)) = D'(zj,087N)-
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Com abans, Dy i D} s6n concentrics. Sigui

oy Kz —z)) +z zeDj
1
gn(z) = Z,_—NZ’K (z—zj)+z5 z€Dj\Dj
z altrament.

.....

bre si mateix, i D} a D}’ = D(zj,on7N), mentre que la resta del pla no es mou. Sigui

ON = gNOPN_1-

Com que cada ¢y és K-quasiconforme, i totes coincideixen fora de ID, existeix una apli-
caci6é K-quasiconforme limit ¢,
(P = lim (,DN

N—oo

amb convergencia en Wltf (C) pertot p < If—fl D’altra banda, ¢ envia el compacte

al compacte

N=1 \ji,jn

on 1,/;;1(2) = z;'. +oR;,j=1,..,m;i=1,..,N.

Per acabar la demostracid, denotem
SN = (0’1KR1) . (O'II\<]RN),

tn = (01R1) ... (oNRN)-
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2.4 Distorsi6 extremal i conjunts no evitables

Notem que els parametres Ry, my, on han estat escollits per tal que

~
—

2
my...myh(ty) =1, my...mysy" s(tN)I?*fl(q...cN)ﬁ =1.

=

Sigui g(s) = ST 1(s), amb 7 definida per

~
-

T

~|
A

n(s) = e(tn)F1(cq ... cN)

peratots € [sn,Sn_1).

Clam 1. H"(¢(E)) ~ 1.
Comencem per fixar § > 0 molt petit. El recobriment (1/}}11 0---0 1,0% (D)j,...jx és admis-
sible en el moment de calcular " (¢(E)), si diam(lp}1 0---0 lP]I:\’](lD)) < 6. Per tant,

Hi(p(E)) < | Y. h(diam(y} o--- 0 @l (D)) =my...myh(ty) =1

J1reJN

degut a com hem triat oy . Per a l’altra desigualtat, prenguem un recobriment finit (U;);
de ¢(E) per discos de diametre diam(U;) < 4. Ara sigui

o = inf(diam(U;)) > 0.
]

Denotem per Ny el minim enter tal que ¢y, < dp. Per construcci6, la familia (1[1]11 0o---0

l/J]I-:\,] *(D))j,...jn, €s un recobriment de ¢(E) amb la M"-packing condition, de manera que
0

Y h(diam(U)) = C ) h(diam(g}) o--- o g} (ID))) = C.
]

TNy

Aixi, H!(¢(E)) > C1ifent § — 0 obtenim C < H"(¢(E)) < 1.

Clam 2. H$(E) ~ 1.

La prova és completament analoga.

1)
Clam 3. Hom pot triar of de manera que lim °N = O per toté > 0.
N—eo 7](SN)
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Per a provar-ho, fixem 6 > 0. Notem primer que

2K
51<+1 K+1 K-1
S?\, _ S?\, _ tN (0’1 ...(7'1\])(S
N(SN)  e(tn)®H (cp ... on) KA e(tn) (ci...cn)&H
19
Ara, com que ltin% o) = 0 per a tot § > 0, sera suficient trobar N prou gran tal que
(0’1 .UN)(5< (Cl...CN)%“.

Arabé, si § > 0 és fixat, llavors

per totj > N = N(J,K).

Clam4./ dt>—/ 17
0

De la definici6 de #,icom quec; ...cy < 1, tenim

IN—1 2
/ £(t) —dt > ¢(ty)? log v > U(SN)H_% <log SN-1 (K—1)log —)
tn t tn SN
Ara observem que
1 1 1 1 SN—1
- - = < = .
log oK log U{f, <% log -
Per tant,
IN-1 ¢($)2 1 SN-1 1+
[ L
tn t - K SN S
i aix0 acaba la prova. [ |

Voldriem remarcar en aquest punt que la construccié també funciona si comencem amb

la funci6é de mesura h(t) = t. En aquest cas, obtenim un compacte E, una aplicacié K-
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2.4 Distorsi6 extremal i conjunts no evitables

2

quasiconforme ¢ i una funcié de mesura g(s) = s¥1 7(s) per als quals

5
. .S
%12%17(5)—0 and ?g&m—ov5>0

i tals que HS(E) ~ 1i H}(¢(E)) ~ 1. Altre cop, E té dimensi6 KLH, també amb mesura

no o-finita, perd ara ¢(E) té longitud positiva i finita.

Corollari 2.21.

Existeix un compacte E, tal que

o E és no evitable per a les funcions K-quasiregulars i acotades.

2

o H3(E) ~1,0ng(s) =s¥1(s) és tal que

)

. .S
lli%ﬂ(s) =0 and lli%m =0Vo>0.

En particular, E té dimensié de Hausdorff 2.

Demostracié. Siguih(t) = te(t) una funcié de mesura en la situaci6 del teorema anterior,

1 h(t)2
dt < oo
[ o5

tal que

Construim un compacte E de dimensi6 KLH, i una aplicacié K-quasiconforme ¢ tal que
H"(¢(E)) =~ 1. Per [40], ¢(E) té capacitat analitica positiva, de manera que existeix una
funcié f acotada, analitica fora de ¢(E), i no constant. Aleshores la composicié g = fo¢
és K-quasiregular fora de E, acotada a tot C, i no admet extensions quasiregulars a C.

Aixi, E és no evitable per a les funcions K-quasiregulars i acotades. [ |

Cal notar, en aquest punt, que el conjunt E no evitable que hem construit suporta una
mesura v de creixement g (de fet podem prendre v = H?), és a dir, v(D(z,7)) < g(r), i

tal que

1

1 5 1 1+4
g(s) F”@_/W(S) K
/0 <—52ap> s = ; B ds < oo
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2 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i acotades

aona = % ip= % Deduim llavors de [1, Th. 5.1.13] una estimaci6 de la capacitat

de Riesz C, , del nostre conjunt E,
Cup(E) >0

Arabé, K > 1implica p > 3 de manera que

(E) ~ v (E) S MF1(E)

K+1

0 < Cyp(E) < C%(27 2)

K+1)7

Nlw

En aquesta expressio, 'equivalencia C 2(2-2)) %(E )~y 2 (E) prové d'un resultat de J.
+1) +
Mateu, L. Prat i J. Verdera [38]. Recordem que per a tot B € (0,2], 74 és la capacitat de
Riesz signada, associada als nuclis de Riesz signats —%%. Hom demostra a [38] que si
|2|"+P
B € (0,1) aleshores

(F)

En particular, si HF(F) < co aleshores 74(F) = 0. Notem que quan = KLH' si HP(F) <

1p(F) > C0p)

3
2

oo aleshores F és evitable per a les funcions K-quasiregulars i acotades. A més a més,
si B = 1 aleshores obtenim la capacitat 71, i es dedueix del treball de X. Tolsa [51] que

aquesta 1 es comporta precisament com la capacitat analitica,

m(E) ~7(E)
Aix0 ens motiva a plantejar el segtient problema.

Problema 2.22.
Sigui E un compacte. Assumim que 7y 2 (E) = 0. Aleshores, E és evitable per a les funcions
+

K-quasiregulars i acotades, és a dir, y(¢(E)) = O per a tota aplicacié K-quasiconforme ¢.

Si aixo fos cert, donaria interessants relacions entre el mén quasiconforme i la teoria del

potencial dels nuclis de Riesz signats.
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i

Holder continues

3.1 Introduccio

Sigui « € (0,1). Recordem que una funcié f : C — C és localment Holder continua

amb exponent a, és a dir, f € Lip, (C), si

f(2) = f(w)] < Clz —w|® (3.1)
sempre que z,w € C satisfacin [z — w| < 1.

Diem que un compacte E és evitable per a les funcions K-quasiregulars i a-Holder continues
si tota funcié Lip, f : C — C, K-quasiregular a C \ E, és en realitat K-quasiregular a tot
el pla. En aquest capitol, estudiem condicions que fan que un compacte E C C sigui

evitable (o no evitable) per a les funcions K-quasiregulars de classe Lip,,.

En relaci6 amb aquest tema, hi ha alguns resultats previs. Per exemple, P. Koskela
i O. Martio [33] van provar que si d = % (1+ %), llavors tot compacte amb mesura
de Hausdorff d-dimensional nulla és evitable. De fet, els autors donen també algunes
condicions suficients d’evitabilitat a R”. En particular, demostren que si H*(E) = 0
amb d = min{1,na}, llavors E és evitable per les funcions K-quasiregulars i a-Holder
continues de R". Des d’un altre punt de vista, mentre estudien equacions quasilineals
elliptiques de segon ordre, T. Kilpeldinen i X. Zhong [32] mostren que H*""~1(E) = 0
és suficient. En aquest capitol millorem aquests resultats i obtenim al Teorema 3.2 la

segiient condici6 suficient.

61



3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

Teorema.

Siguin K > 1ia € (0,1), i sigui E un compacte. Si d = 5 (1+ aK) i

aleshores E és evitable per a les funcions K-quasirequlars i a-Holder continues.

Aquest index d ens va ser suggerit per K. Astala. Les nostres tecniques no funcionen
a R", donat que no hi ha factoritzacié si n > 2. Malgrat aix0, aquest resultat pot ser
reescrit en la classe de funcions de distorsio finita al pla. Recordem que f : Q C C — C
és una funcio de distorsio finita si f € Wllo'cl(Q), J(,f) € LL (Q)i

IDf(2)* < K(2) J(2, f)

a quasi totz € Q. Aqui K : Q) — [1,00] és una funcié mesurable, finita a quasi tot punt
z € Q). Equivalentment, |u(z)| < 1 per a quasi tot z € (). Si K € L*, obtenim la classe
de funcions de distorsié acotada (és a dir, quasiregulars). Darrerament hi ha hagut
grans progressos en aquest camp. En particular, els conjunts per a funcions acotades
de distorsi6 finita de R" han estat estudiats (vegeu, per exemple, [7], [18], [27] or [30]).
En general, hipotesis més o menys febles sobre K s6n suficients per estendre propietats
tipicament quasiregulars a aquesta classe, com ara que es tracta de funcions continues,
discretes i obertes. A més, al pla tenim resultats d’existencia de solucions normalitzades
(com el Teorema 1.11) o de factoritzacié (com el Teorema 1.12). Tot i que la regularitat
natural per a aquestes funcions es troba a 'espai d’Orlicz-Sobolev Wll.gf (C), P(t) =
bg(ti;t) (que és més gran que 1'usual Wll.f (C)), podem estudiar el problema d’evitabilitat
per a funcions Lip, de distorsi6 finita, el qual acabara essent un cas limit del problema
quasiregular.

Per trobar resultats en la direcci6 contraria, recordem de [16] que tot compacte E amb
H'™*(E) > 0 no és evitable per a les funcions analitiques i a-Holder continues i, en
conseqiiencia, tampoc per les K-quasiregulars. Per aix0, el nostre interes es centra en

els conjunts de dimensié entre d = 2 111“15 i1+ a. Demostrem al Corollari 3.6 que I'index

d és optim en el segiient sentit.
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3.1 Introduccio

Teorema.
Donats w € (0,1) i K > 1, per a tot t > d existeix un compacte E de dimensio t, i una funcié

f € Lip,(C) que és K-quasiregular a C \ E, i no admet cap extensié K-quasiregular a tot C.

En altres paraules, donat qualsevol real t > d = 2 111“15, construirem un compacte E de

dimensié ¢, no evitable per a les funcions K-quasiregulars i a-Holder continues.

El nostre procediment comencga amb un compacte E de dimensi6 ¢ i una aplicacié K-
quasiconforme ¢ tal que dim(¢(E)) = t' = % (notem que # > 1). Llavors,
veurem que existeixen funcions de classe Lip ﬁ(C) per algun B > 0, analitiques fora
de ¢(E), que alhora indueixen (per composicié) funcions K-quasiregulars sobre C \ E
amb un exponent de Holder-continuitat determinat. Aquesta construccié trobara dos

obstacles. Primer, la distorsié extremal dels conjunts de dimensi6 2 111"‘% a través d’a-

plicacions K-quasiconformes no és exactament 1 + &, la dimensi6 critica en el proble-
ma analitic (i en canvi si que era aixi quan « = 0, i.e. en el problema d’evitabilitat
K-quasiregular i BMO). Segon, la composici6é de funcions p-Holder continues amb
aplicacions K-quasiconformes és de classe Lip B/ x(C) i no millor en general, de mane-
ra que hi ha una pérdua de regularitat que podria ser critica. Per tal d’evitar aquests
problemes, construirem l'aplicacié ¢ explicitament, cosa que ens permetra demostrar

al Corollari 3.5 que la nostra aplicaci6 ¢ té un exponent Holder donat per

que és més gran que l"usual % provinent del Teorema de Mori (Teorema 1.13). Aquesta
idea ens va ser suggerida per X. Zhong. Observem que si dim(E) = t i dim(¢(E)) =
t' aleshores és natural esperar que ¢ sera de classe Lip,,,. Aquesta regularitat sera

suficient per als nostres objectius.

Aquest capitol esta estructurat com segueix. A la Secci6é 3.2 demostrem una condicié
suficient d’evitabilitat. A la Secci6 3.3, construim conjunts no evitables per mitja d’e-
xemples de distorsi¢ quasiconforme extremal. Per acabar, a la Secci6 3.4 introduim les

funcions de distorsio finita, i estudiem el problema d’evitabilitat Lip,, que se’n deriva.
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

3.2 Condicions suficients d’evitabilitat Lip,

En aquesta seccif, si p té suport compacte, entendrem per solucié principal I'tinica aplica-
ci6 p-quasiconforme ¢ normalitzada com a (1.10), és a dir, tal que ¢(0) = 0i¢p(z) —z €

C + WP(C). Comencem amb un resultat auxiliar sobre compacitat.

Lema 3.1.
Suposem que iy, pt sén coeficients de Beltrami, tots amb suport compacte inclos a ID, tals que
1 lloos | plloe < % Siguin ¢,, ¢ : C — C, respectivament, les solucions principals a les

corresponents equacions de Beltrami. Si y, — y quasi per tot arreu, aleshores:
(@) lim J(, ) = J (-, §), amb convergencia en L} , per tot p € (1, 2£5).
(b) lim ¢, = ¢ uniformement sobre compactes.
n—oo

(c) lim ¢, ' = ¢! uniformement sobre compactes.
n—oo

Demostracié. Donat que iy, y tenen suport compacte a ID, podem procedir com a I'E-
xemple 1.10 per representar ¢ i ¢, com ¢, (z) = z + Chy(z), ¢(z) = z + Ch(z). Aqui
hy,h € L?P(C) venen definides, respectivament, per h,, = (I — u,B) () ih = (I -
uB)~1(u), Cg(z) = Cg(z) — Cg(0) és la variant de la transformada de Cauchy definida

a (1.3), i p és un nombre qualsevol dins de l'interval (1, %) Un calcul mostra que
(I = unB)(h = hn) = (4 — pn) (1 + Bh)

Astala, Iwaniec i Saksman [8, Teorema 1] proven que I — i, B és un isomorfisme bilipsc-

hitz de L?#(C), amb constant depenent només de ||y || < % i p. Per tant,

7= Rall2p < 1L = puB) " l2p (= pn) (1 + Bh)ll2p < Cic || ( — pn) (1 + Bh)J2p.

i aixi limy, ||k, — k|2, = 0, ja que h € L?(C) i py, p tenen suport uniformement acotat.
Deduim llavors que D¢, convergeix en L‘ZZ(Z(C) a D¢, de manera que J (-, ¢,,) convergeix

enL?

10c(€)aJ(-,¢). Amésamés |2, p. 86], existeix una constant C, tal que

ICf(z) = CF(w)| < Cpllfllaplz—w|' ™7
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3.2 Condicions suficients d’evitabilitat Lip ,

per a tot parell de punts z,w € C. També tenim Cf(0) = 0 per a tota f € L?(C). Per
aixo,

9(2) — pu(2)| = [Ch — ) ()] < Cp Il — hylp 27

i ¢y, — ¢ uniformement sobre compactes. Finalment, notem que les aplicacions ¢, =
9y
¢ (1)
fixen 0, 11 co. En conseqiiéncia, sén uniformement %—Ht‘)lder continues sobre compac-

formen una familia normal, donat que totes elles sén K-quasiconformes i, a més,

tes. Aixi, si ¢p(w) = z,

91 (z) — ¢, ()] = ¢ ' Pp(w) — ¢, p(w)| = Py, ' Pu(w) — §y, ' P(w)]
= 105 (V)] 190 (@0 (@) — Pu(@(@))] < Cic [ (V)] | (w) — Pp(w) %

En particular, per a z = 1 tenim

‘471(1)

b 1] < Gt gt — 0

Com que ¢,,(0) = 0 per tot n, necessariament lim, ¢, 1(1) = ¢~!(1). En conseqiiéncia,

¢, ! convergeix localment uniformement a ¢~!. |

Teorema 3.2.
Siguin E C C un compacte, « € (0,1) i K > 1. Denotem d = Kiﬂ(l + aK). Si

aleshores E és evitable per les funcions K-quasiregulars de classe Lip .

Demostracié. Assumim que f : C — C és una funcié Lip,(C), K-quasiregular a C \ E.
Veurem que f és K-quasiregular a tot C.

Sigui p = g—}( el coeficient de Beltrami de f. Obviament, no és restrictiu suposar que
E Cc Dique u té suport compacte dins de ID. Sigui ¢ la soluci6 principal de d¢ = p d¢.
Aleshores la funcié F = f o ¢! és analitica a C \ ¢(E) i Holder continua a C, amb
exponent a/K. En particular, oF defineix una distribucié de suport compacte inclos a
¢(E). Per explicar aix0, primer notem que com que F és continua, és també una funcié

de [?

2 .(C), i per tant les seves derivades distribucionals actuen continuament a W12,
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

Pel Lema de Weyl, és suficient demostrar que oF = 0.
Per a cada & > 0 podem considerar una familia finita de discos D; = D(zj, ;) tals que
Q. = |J; Dj recobreix E i

Z diam(Dj)d <e.
j=1

Definim pe = pxc\q,- Si ¢e és la solucié principal a 0. = pe0Pe, llavors pel Lema
3.1 les funcions F, = f o ¢! convergeixen localment uniformement a F a mesura que

e — 0,ja que f € Lip,(C). Aixi, per a tota funcié test ¢ € D(C),
(OF, p) = (O(F — F), ¢) + (3F., @) = —((F — F.),0¢) — (OF, ¢).

El primer terme convergeix a 0 si ¢ — 0. Per tant, només ens preocuparem del segon.

Considerem una particié de la unitat P, subordinada al recobriment D]-, és a dir, ca-
da ¢; és una funci6 de classe C* amb suport compacte dins de 2D, |D1[Jj| < m,
iy 19 = 1sobre (. Aradefinim ¢; = 9jo¢, L. Aleshores, cada ¢; és de classe
W12(C), té suport compacte dins de ¢:(2D;),1 L} 1 ¢; = 1 sobre ¢¢(€2). Per a qualsse-

e

E 7 ¢=(E)

D; ¢=(Dj)

vol constants Cj, tenim

n n

OF,9) = (R 9). 0)) = Y. 0F 9 9)) = V(O ~ ), 9 )

=1 i=1 =1
j j j (32)

= ,Zn;«Fs —¢;),09 ¢j) — i((Fe —¢j), @ogj) = 1+11
j= j=

inomés cal acotar I i II independentment. Notem, pero, que ara tots dos termes poden
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3.2 Condicions suficients d’evitabilitat Lip ,

ésser escrits com a integrals. Després d'un canvi de variable, per a I obtenim

YU —c)aggh| < Y IEi(2) — ¢ [30(2)| 19 (2) | dA(2)
j=1 j=1¢:(2D;)
< IDg]le 2/ ) — ci| J(w, p)dA(w).

Observem [4] que per tot p € (1, %), J(, ¢e) € LP

loc

(C). Aixo,iel fet que f € Lip,, ens

permeten arribar a
n 1/p
11 < ClIDolle ) (/ I(w,4>e)pdA(w)> diam(2D;)**+%/1
j=1 \’/2D;
n Ve /., 1/q
< CliDglle (Z/ I(w,¢e)’“dA(W)> <Zdiam(2Dj)q“+2> ,
j=12D;

i=1

on g = —=. Per0 totes dues sumes convergeixen a 0 si ¢ — 0, de manera que I — 0. Per
que fa al terme Il de (3.2),

< Z |Fe(2) — il |9(2)] [99;(2)| dA(2)
$e(2D;)

<lglle Y- [ 1) — 1 Bgi(pa)) T, p)dAw):
j=172D;

Z e Cj) Goa‘PJ

Ara, ¢! és també K-quasiconforme. Per la regla de la cadena,

|Dy;|

IDg;j(¢e)| < IDy;| D¢, " (ge)| < T
PP P = o

Ajuntant aixo amb la condici6 Lip, per a f i el decreixement de D;, tenim
n
1] S llglleo Y- </D J(w, ) dA(W)) diam (2D;)""!
j=1 \72Pj

Recordem que J (-, ¢¢) 2 defineix una mesura doblant, amb constants que depenen només
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

de K, de manera que

11 < Nl Y </ J(w, ¢e)? dA(ZU)) diam(2D;)* .
j=1 \’Dj

D’altra banda, dins de la uni6 Q). = U;D; l'aplicaci6 ¢, és conforme, per la qual cosa

J (-, ¢¢) hi assoleix la integrabilitat dptima %, com al Teorema 1.16, i

/ J(w, ¢e)ET dA(w) < 1.
Qe

Aixi, com abans, usem la desigualtat de Holder dues vegades i obtenim
K-1
n K * 1
1] < llolleo Y </D J(w, pe) T dA(W)) diam(D;)**x
j=1 i

K-1 K+1

Es n 2(1+aK) 2K
Zdiam(D]-) K .
j=1

2K

<[y 60T dA
< gl (E/Dj’(“’) <w>>

Aqui, la integral és uniformement acotada, mentre que la suma esta acotada per ¢, degut

a com haviem escollit el recobriment. [ |

Volem destacar que que la integrabilitat optima per a aplicacions K-quasiconformes
d’Astala i Nesi [10] és precisament el que permet saltar de conjunts amb dimensié
estrictament menor que 4 a conjunts amb mesura de Hausdorff d-dimensional zero.
D’altra banda, observem que el Teorema 3.2 pot establir-se en un sentit més general, en
termes del modul de continuitat de f. Suposem que f és K-quasiregular a C \ E i, enlloc

de (3.1), suposem que

f(2) = f(w)] < w(z —w])
peratotz,w € Camb |z —w| < 1, on w(r) = wf(r) és qualsevol funcié continua,
no decreixent, acotada, w : [0,1) — [0,00) tal que w(0) = 0. Si H"(E) = 0 per a

h(t) = pEET w(2t) %+1, aleshores f és K-quasiregular a tot el pla. Com a casos particulars,

w(r) = Cr* déna el teorema anterior, mentre que si f € lip, (C), és a dir, si ‘”{5’) — 0

quan r — 0, aleshores M?(E) = 0 és suficient (M? denota el contingut inferior de
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3.3 Distorsio extremal i conjunts no evitables

Hausdoff d-dimensional). Si w(t) = (log1) ", a > 0, aleshores el resultat d’evitabilitat

obtingut té una lectura en termes de distorsié: H&(¢(E)) = 0, on g(t) = t (log 1) . E
2

nostre argument també mostra que si M ;"' (E) = 0 llavors E és evitable per les funci-

ons K-quasiregulars i continues.

Els resultats del Capitol 2 ens motiven a plantejar el segiient problema.

Problema 3.3.
Siguid = 2111"‘5 , K > 1. Es cert que si E és un compacte tal que H"(E) és o-finita, aleshores

E és evitable per a les funcions K-quasiregulars i a-Holder continues ?

3.3 Distorsio extremal i conjunts no evitables

Un dels resultats principals d’Astala a [4] és 'optimalitat de la férmula de distorsi6 de
dimensi6 (1.12). Per tal d’assolir-hi la igualtat, I'autor va moure analiticament un conjunt
tipus Cantor F fixat. Aquest fenomen es coneix amb el nom de moviment holomorf (en
angles, holomorphic motion) sobre F (vegeu per exemple [9] per tenir una rapida intro-
ducci6 als moviments holomorfs). Un interessant teorema d’extensid, conegut com al
A-Lema, va permetre estendre aquest moviment quasiconformement de F a tot el pla
C. Aquest procediment evita la majoria de dificultats técniques, i déna el resultat desit-
jat d’'una manera sorprenentment directa. Perd nosaltres necessitem, per una banda,
distorsi6 extremal de dimensi6, i per 1'altra, un exponent Holder més gran del que és
usual. Per a assolir aquestes dues fites, caldra que construim ¢ explicitament. Siguin,
#Kfl)t. Com a [4], primer
donarem una aplicacié K-quasiconforme ¢ que envia un conjunt de Cantor regular E,

dongs, t € (0,2) i K > 1 nombres fixats, i denotem t' =

de dimensié ¢, a un altre conjunt de Cantor regular ¢(E), per al qual dim(¢(E)) és tant
proper a t’ com vulguem. Després, també com a [4], aglutinarem convenientment una

quantitat numerable d’aplicacions d’aquesta mena.

Proposici6 3.4.
Donats t € (0,2), K > 1ie > 0, existeix un compacte E C 1D i una aplicacié K-quasiconforme

¢ : C — C, amb les segiients propietats:
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

(a) ¢ és la identitat sobre C \ DD.
(b) E és un conjunt de Cantor regular, construit amb m = m(e) afinitats del pla.
(c) dim(¢(E)) >t —e.

(d) J(-,¢) € L} (C)siinoméssip < 5.

loc

(e) |p(z) —p(w)| < Cmt™7 |z —w|? sempre que |z — w| < 1.

Demostracio. Tot resseguint 1'esquema d’Astala, Iwaniec, Koskela i Martin [7], obtin-

drem ¢ com a limit d"una successié d’aplicacions K-quasiconformes
= lim

mentre que E sera un conjunt de Cantor regular. Cada aplicaci6 ¢y actuara només sobre

les primeres N generacions en la construccié de E. Certes funcions radials, com

f(z) = z|z| k!

sén extremals per diverses propietats tipiques del mén quasiconforme. Es natural,
doncs, construir ¢y utilitzant translacions i dilatacions de f. Ara bé, la nostra apli-
caci6 ¢ hauria de gaudir d'un exponent Holder millor que % (i en realitat aquesta és
la millor classe que conté f), de manera que haurem de substituir f per una aplicacié
lineal en un entorn de la singularitat. Aquest canvi no afectara 'index d’integrabilitat,

i al mateix temps ens portara una sensible millora en I’exponent Holder.

Prenguem m > 100, i considerem m discos disjunts dins de ID, D(z;, 1), uniformement
distribuits, tots amb el mateix radi » = r(m). Si m és prou gran, sempre podem assu-
mir que ¢, = mr: > % Donat un real qualsevol ¢ € (0,1), que determinarem més

endavant, podem considerar m afinitats

¢i(z) =zi+orz, zeD
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3.3 Distorsio extremal i conjunts no evitables

idenotar,peracadai=1,...,m,

1
D; = - ¢i(ID) = D(z;, 1),

D; = ¢;(D) = D(z;,011),
a on hem denotat r; = r. Definim

ok ~1(z = z;) +z zeDj

11
(z—zi)+z zeD;\Dj

z altrament.

Es pot veure facilment que g defineix una aplicacié K-quasiconforme, conforme per

tot arreu tret dels anells D; \ Dj. A més, si denotem

D D
‘ .
&

—_

Figura 3.1

Yi(z) = z; +okrz, zeD

llavors g; envia cada D; a simateix, mentre que D} va a D! = ;(ID), com mostra la

Figura 3.1. Denotem ¢1 = 1.

Al segon pas, repetim el procediment anterior dintre de cada D”, i deixem la resta
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

fixa. Aixo és, definirem g> en el conjunt imatge de ¢, i llavors definirem ¢, com a

¢2 = g2 0 P1.

Més explicitament,
1
Dij=— (¢;;(ID)) = D(zij, 12),
Djj = ¢1 (¢;(ID)) = D(zij,072),

N 1 ..
on un calcul mostra que r, = cXrry. Ara definim

1
19
UK (Z—Zl'j)—i—zl‘]‘ ZGDI/-]-

Z—Zjj K

)

$(z) =

(z— Zz’j) +t2zij z€ Di]' \ ng

z altrament.

Per construccid, g és K-quasiconforme a C, conforme fora d"una uni6 de m? anells, i en-
: /! " __ .. .. . :
via Dij a DZ-]- = l/)l](lD), mentre que cada punt fora de D;; queda fix g», com mostra la Fi-

gura 3.2. Aixi, la composicié ¢o = g2 o ¢1 (vegeu Figura 3.3) és encara K-quasiconforme,

D! DY

i
Dl']' % Dij
E———

Figura 3.2

coincideix amb la identitat fora de D, i

$2(9i;(ID)) = ¥;;(ID)
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3.3 Distorsio extremal i conjunts no evitables

peratoti,j =1,...,m. Després de N — 1 passos, definirem gx sobre el conjunt imatge

D

Figura 3.3

de ¢n_1. Per a cada multiindex | = (ji, ..., jn) de longitud ¢(]) = N denotem

Dy = }74’1“ (#7(D)) = D(zj,r),

Dj = ¢n-1(¢;(D)) = D(z,0rn),

1 . .2
onarary = okrry_1. L'aplicacié

ox Nz —2)) + 7 z € Dj
11
en(2) = 0 |52"  (z—z)+z zeD;\Dj
z altrament

N anells. A més,

és K-quasiconforme sobre el pla, conforme fora d’'una unié de m
gn(Dy) = Dyign(Dj) = Df, on D} = ¢;(ID). Com a conseqiiéncia, ¢ = gn © N1 €S
també K-quasiconforme i

¢on(@p(D)) = (D).

Amb aquest procediment, és clar que la successi6 ¢ és uniformement convergent sobre
compactes a un homeomorfisme ¢. Aquesta ¢ és K-quasiconforme, doncs és limit d"una

familia normal d’aplicacions K-quasiconformes (vegeu la Secci6 1.4). Per construccio,
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

¢ envia el conjunt de Cantor regular donat per

S RE)

w= (1 U oo

N=1

que obviament és també un conjunt de Cantor regular. Si ara escollim ¢ tal que
m(or) =1
obtenim directament, per un costat, que 0 < Ht(E ) < oo, 1per laltre,

1 1 K-1log-1;

Im(p(E) ¢ 2K logm

Com que ¢, > 3 per a tot m, sempre podem demanar que
dim(¢(E)) >t —¢
augmentant m si és necessari.

Tot seguit, hem d’estudiar la regularitat de ¢. Per a fer-ho, afegim notaci¢ addicio-
nal. Posem GY = DD, i aleshores P]N i G}\’ son, respectivament, els discos protectors i

generadors de generacié N, és a dir, per a cada cadena | = (ji, ..., jn),

1
N _
Py —UGDI(D)

Gy = ¢;(D).

Amb aquesta notacid, Dj = 4>N_1(PIN), D} = ¢N_1(G§\]) iD= qu(G}V).

Prenguem un p qualsevol, tal que J(-,¢) € L} (C). Evidentment, podem assumir p > 1.

loc
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3.3 Distorsio extremal i conjunts no evitables

Llavors, es pot descomposar la integral de J (-, ¢)” sobre el disc ID de la segiient manera:

m

[ Jeoraae = [ @ADL / o EOVAD L | e prdA

i=1

i com que ¢ = ¢ sobre C \ U;G},
/ J(z,¢)PdA(z) = / J(z,¢1)PdA(z) +m/ J(z,¢1)PdA(z) +m/ J(z,p)PdA(z)
D D\u;P} PI\G! G!

on P! i G! denoten, respectivament, qualsevol dels discos protectors i generadors de
primera generaci6. Tot seguit, podem repetir aquests calculs a la darrera integral, i amb

un argument recursiu arribem a
z, P)\PdA(z) = - mN/ z, PAA(z) + 3 mN/ z, PAA(z
JEoriae = Yo [ Jeavaraa@ s 2o [ A

on, com abans, PN i GN denoten qualsevol disc protector o generador, de generacié

N. Podem comptar, separadament, les integrals que aqui apareixen. Per un costat, si
] = (jl/---/jN)/
Lo J@enada@ = [ @) g T on)dAL)
G;\]\U]_PNJrl

N pN+1
i) G AUiP()

:/ ](wr8N+1)p](fpﬁl(w),(I?N)p_ldA(w)
D\UiD(ji)

IN(p-1
<a%‘1) v )/ J(w, gn+1)PdA(w)
D}/\U[D(l[)
G

2N(p—1
_1) (p )/ 1dA(w)
D}/\U[D(l[)

L \2N(p-1)
<‘7’< 1) |D} \ UiD )]

=

= 2N N7 (1 —cm),
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

onvy =2p (£ — 1) + 2. Per l'altre,

/ (2, ¢n)PdA(z) = / J(@n-1(2),98)" J(z, pn-1)'dA(z)
PN\GY PN\GY

/ J(w, gn)? (x4 (@), ¢n-1)PdA(w)

D]\D}
1 1\ 2(N=-1)(p-1)
— (o171) [ Jwgwraaw
D/\D}
1-07
Y

27T
2N _(N-1)y
e K?

sota la hipotesi addicional p # 255. Si p = &5, aleshores

r2N 27 — log 1

T4 A
/p,N\c;V](Z POTTIAR) = o8

e . K .
Aixi, si p < g7 obtenim

2t |1 —07

[ 1earaac) = (x-c)+ e in

(o)
> Z Com (77
N=0

Com que p és tal que J(-,¢) € LI (C), necessariament oY < l ,1 si m és prou gran, aixo

loc
és equivalent a demanar y > 0, i.e. p < K 7- Al punt critic p = 1, s’obté

K 27 1) &
/ ](z,(p)xlfldA(z) = <7r(1 —Cm) + Cm —x— log — > Z (en)N
D Kx=T N=0
que sempre és convergent, indepentdentment de m. Aixd mostra que podem escollir m

prou gran de manera que J(-,¢) € LfOC(ID) siinoméssip < %

Finalment, només falta veure que ¢ és Holder continua t’exponent f/t'. Per mitja de
la desigualtat de Poincaré, i junt amb la quasiconformalitat de ¢, és suficient [22, p.64]

veure que per a tot disc D

/ J(z,¢)dA(z) < C diam(D)*/".
D

76



3.3 Distorsio extremal i conjunts no evitables

Sigui, doncs, D un disc fixat, i sigui N tal que (o7)N < % diam(D) < (¢r)N~1. Tenim

[Ieoaae < [ Jeedan -+ [ JEedae
D D\UGY

N
UGy

on la unié UG}\] recorre tots els discos G}V tals que G}\’ ND # @. Sobre D \ UGN,

facilment obtenim 1 N
J6,9) = 10on) < 5 (F1)

Per tant

D’altra banda, com que qb(G}V ) = 4)N(G}\’ ) s6n discos de radi (U%r> N,
| Jeedae = TIe@h = Tion(@)| = T (k)
%] J J J

=7 (cff)m (% diam(D)>t/t/ Z]: <%d(;+r§m>2t/t/

(r)N
%diam(D)

2t/¥
i només faltara acotar ) ] ( ) . En realitat, aix0 és equivalent a trobar una

constant C tal que
Z diam(G}V)Zt/y < C diam(D)*/*.
GYND#®
Pero els discos G}V provenen d’una construccié autosemblant, expressament escollida
per a donar lloc a un conjunt de Cantor regular de dimensi6 t. En particular, podem es-
collir els discos uniformement distribuits per tal que 'anomenada t-dimensional packing

condition es satisfaci, és a dir,

Z diam(G}V)t < C diam(D)".
G]NmD;é(Z)
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

per a tot disc D. Es facil demostrar que aquest condicié implica la s-dimensional, sem-
pre ques > t (en particular, peras = %). Per aix0 la constant C existeix i és independent

de m. Aixi, finalment, obtenim

L1/ en\2N 2t/t
/](z,4>)dA(z) <Cmi™V <c,ﬁ > (Ediam(D)>
D

i la demostraci6 acaba aqui. |

Corollari 3.5.

Siguin K > 1it € (0,2), i denotem t' = % Existeix un compacte E, de dimensié t, i

una aplicacié K-quasiconforme ¢ : C — C, tal que:
(a) H'(E) és o-finita.
(b) dim(¢(E)) =1t".

(c) |¢p(z) —p(w)| < Clz— w\ft/ sempre que |z — w| < 1.

Demostracié. Donats e > 0, K > 1it € (0,2), siguin ¢ : C — C i E com a la Proposici6é
3.4. Per a cada r > 0 fixat, l'aplicaci6

¥r(z) =ro(z/7)

i el conjunt E, = rE exhibeixen les mateixes propietats que ¢ i E, ja que ni la K-
quasiconformalitat ni la dimensié de Hausdorff es veuen afectades per una dilatacié.

Ara bé, quan comptem la nova constant Lip, ,,, si [z — w| < r llavors
1_1
[9r(2) = 9r(@)| = rg(z/7) = g(w/n)] < Cmt #7177 |z — w7,

Aixi, com a [4], siguin D; = D(z;, rj) discos disjunts inclosos a ID, i sigui ¢; una successi6
de positius, ¢ — 0sij — oco. Per a cada j, siguin ¢; i E; com a la Proposici6 3.4,
de manera que dim(¢;(E;)) > t' —¢;. En particular, cada E; és un conjunt de Cantor

regular, construit amb m; afinitats. Denotem llavors 1/J]-(z) =1 gbj(?) iF=zj+r/Ej
]
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3.3 Distorsio extremal i conjunts no evitables

i definim
1IJ](Z) zZ e D]

z altrament.

¥(z) =

Per construccid, ¢ és una aplicacié K-quasiconforme. Envia el conjunt F = U;F; al

conjunt (F) = Ujpp;(Fj). A més, H'(F) és o-finita, mentre que
dim(¢(F)) = sup dim(y;(F)) = t'.
)

Finalment, assumim que z viu dintre d’algun Dy, fixat, i que w € ID \ U iD;. Aleshores,
considerem el segment L compres entre z i w, i denotem {z;} = L N dDy. Tant z; com w

son punts fixos per a ¢, per la qual cosa

[9(2) = p(w)| < |9(2) = ¥(zi)| + [¢(2) — p(w)]

Py 1w t
<Cmy "re Uz =z |z —w.

Podem escollir els discos D; de manera que els radis r; satisfacin la condicié

-4 1-%
t t t
m U <1

0, equivalentment, m j r} < 1. Sota aquesta restriccid, finalment,
t
[P(z) —p(w)| < (C+1) [z —w|7
sempre que |z —w| < 1,iper tant ¢ € Lip,,,(C). n

Tot i que el conjunt del Corollari 3.5 és més critic que el que hem construit a la Proposi-
ci6 3.4, en el sentit que el primer déna precisament distorsié extremal, tots dos conjunts
condueixen a la mateixa conseqiiéncia en termes de conjunts no evitables per a funcions

quasiregulars i Holder continues.

Corollari 3.6.

Siguin K > 1iwa € (0,1). Peratott > 2111”‘1? existeix un compacte E amb 0 < H'(E) < oo,

no evitable per a les funcions K-quasiregulars de classe Lip ,.
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

Demostracié. Siguin E i ¢ tals que dim$p(E) > t' —e > 1 per algun € prou petit. Ales-
hores, pel Lema de Frostman, existeix una mesura de Radon y suportada a ¢(E), amb
creixement t' — 2¢. La seva transformada de Cauchy g = % * i defineix una funcié holo-
morfa a C\ ¢(E), no entera, amb una extensi6é Holder continua a tot el pla, d’exponent
t' —2e — 1. Sigui

f=g0°¢.

Clarament f és K-quasiregular a C \ E i no admet cap extensié K-quasiregular a tot C. Si
fos aixi, aleshores g estendria analiticament, cosa que és impossible. A més, f és Holder
continua d’exponent
t t
(t' —2e— 1)F =t—(2e+ 1)?

Aixi, només cal que ¢ > 0 sigui suficientment petit com per queé
t
perd aquesta desigualtat és equivalent a

1+ aK 2
_ >e = _
(t 21+K>_£K+1(2+(K 1)t)

cosa que acaba la demostracio. [

En aquest punt, cal dir que per sobre de I'index critic 2111"‘15 hom pot trobar també

conjunts evitables. Per exemple, degut a un resultat no publicat de S. Smirnov, sabem

que si E = dD i ¢ és K-quasiconforme llavors

dim(¢(E)) <1+ (ﬁ—j)z

cosa que és millor que la cota habitual de distorsié de dimensi6 (1.12). Per aixo, si

escollim K > 1 prou petit, llavors existeixen reals a que satisfan
K (K=1Y -, o K-1
K+1 2K
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3.4 Resultats d’evitabilitat per a funcions de distorsi6 finita

Per a aquests «, el conjunt E = JID és evitable per a les funcions K-quasiregulars de

Lip,, mentre que
1+aK
1+K

Aquest fet suggereix que entre 2 111”‘15 i1+ « tot és possible.

2

< dim(E).

Problema 3.7.

Sigui d = 2111“15 . Existeix algun compacte E de dimensié d, no evitable per a les funcions

K-quasirequlars i a-Holder continues ?

Problema 3.8.
1+aK

Existeix algun nombre real dy = do(a, K), 25 < do < 1+ a, tal que tot compacte E de

dimensié dim(E) > dg és no evitable per a les funcions K-quasiregulars a-Holder continues i,

14+aK

alhora, per a tot t € (2545,

do) existeixin conjunts evitables i no evitables de dimensié t?

3.4 Resultats d’evitabilitat per a funcions de distorsio finita

Recordem que si (2 C C és un domini, anomenem funcié de distorsié finita a () a tota
funcié f : Q3 — C de classe Wll.gcl(ﬂ) amb jacobia localment integrable J (-, f) € L], (C),
i tal que existeix una funcié mesurable Ky : () — [1,00], finita quasi per tot punt,

anomenada la funcié de distorsié de f, per a la qual

IDf(2)* < K¢(2) ] (2, f)

quasi per tot z € (). Equivalentment, f satisfa una equaci6 de Beltrami

of = pof

amb coeficient y tal que |p(z)| < 1 quasi per tot z € (). Per exemple, si Ky € L® (és a
dir, si [|plle < 1),1[|K¢[lee = K, llavors recuperem la classe de funcions K-quasiregulars.
Ara bé, hipotesis més febles sobre Ky també donen interessants classes de funcions.

Com a primer cas particular, direm que una funcié de distorsi6 finita té distorsié expo-
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

nencialment integrable si
exp (Ky) € Ly

loc

(©)

per algun p > 0. En segon lloc, una funcié de distorsi6 finita té distorsié subexponencial-

ment integrable si

exp _X eLl (C)
1+ 10g K f loc
per algun p > 0. Una excellent referencia introductoria a les funcions de distorsi6 finita
es pot trobar al llibre de T. Iwaniec i G. Martin [30].

El problema d’evitabilitat també té sentit en aquestes classes de funcions. De fet, els
conjunts evitables per a les funcions acotades de distorsi6 finita ja han estat estudiats
(vegeu per exemple [7], [18], [26], [27] o [34]). Fins i tot es pot veure que els nostres
arguments a la demostracié del Teorema 3.2 serveixen igualment en el terreny de les
funcions de distorsi6 finita. Per a fer-ho, primer hem de veure sota quines condicions
algunes propietats basiques (com ara existencia, unicitat o factoritzacié de les solucions
d’una determinada equacié de Beltrami degenerada) sén certes en aquest ambient més
general. Els espais més naturals per a aquest tipus de resultats s6n els espais d’Orlicz-
Sobolev Wﬁ.’f (C). Recordem que f € WP (Q) si i només si tant f com les seves deri-

vades distribucionals de primer ordre Df viuen a l'espai d’Orlicz usual L”(Q)). En la

majoria dels casos, treballarem amb funcions d’Orlicz P = P(t) per a les quals

t — P(t°/%) és una funci6 convexa (3.3)
itals que
< P(t
/1 %dt = o0 (3:4)

Exemples de funcions d’Orlicz amb aquestes propietats sén P(t) = t2, que déna L¥ =
L?, aixi com també P(t) = t? log(e + t), per a la qual localment es satisfa L7 c L c L2
per a tot ¢ > 2. A més, sota aquestes hipotesis podem trobar també espais més febles

2 _ t2
oglern 1 P (t) = Tog(e+7) loglog(3+f)

que L?. Per exemple, P(t) = son tals que L2 ¢ LP ¢ L1

peratotqg < 2.
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El proper exemple és dun interes especial, ja que mostra que totes dues condicions
(3.3)1 (3.4) s6n, d’alguna manera, necessaries i suficients per al desenvolupament d'una

teoria prou rica de funcions de distorsio finita.

Exemple 3.9.
Sigui f definida per f(z) =z + é—‘ siz # 0, f(0) = 0. Aleshores, f € Wx'(C) amb

loc

Df(2)] = [0f ()] + [ (2)] =1+ ﬁ

El determinant jacobia |(z, f) = det(Df(z)) es pot comptar explicitament

1
+ JE—
2]

i clarament ] (-, f) € L}, .(C). Per tant, f satisfa una desigualtat de distorsid,

J(z.f) = 19f (2)* = [of (2)* =

IDf(2)]* = K(2) J(z )
amb funcié de distorsio K(z) = 1+ é—‘ Tenim, llavors, que f és una funcié de distorsié finita.
Arabé, f € Wllo’f (C) per a tot p < 2, pero no per a p = 2. Més precisament,

loc

fewrP(c <:>/ PO gt <

Aixo significa que si P no satisfa la condicié (3.4), llavors existeixen funcions de distorsio finita

fe Wllof( ) que no sén ni continues.

Per explicar en poques paraules aquesta situacid, hauriem de parlar sobre el que s’anomena

jacobia distribucional [30, p.140]. Donada una aplicacié f = (f1, f2) : Q3 C C — C de classe
4

W3 (QQ), se li pot associar una distribucié J f definida per

loc

f.0) =~ [ fidgpna,

sobre funcions test ¢ € D(Q)). Direm que f és una funcié que preserva la orientacio si J f és

una distribucié positiva. Resulta que si f preserva la orientaci6 i és de classe W' per alguna P
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

que satisfaci (3.3) i (3.4), llavors

(Tf, @) = / Iz, f) 9(2) dA(2),

és a dir, J f coincideix amb el jacobia puntual |(z, f) = det(Df(z)). Ara, només remarquem

que per a la nostra aplicacio f es té

5.0 = [ 1z o) dA) + 7 0(0)
de manera que (3.4) és necessaria per tal que J(-, f) = T f.

Una formulacié precisa del que volem dir en I'exemple anterior es pot trobar a [30,
Section 7.5]. Ho hem resumit al segiient teorema. D’ara en endavant, totes les funcions

d’Orlicz que apareguin compliran les condicions (3.3) and (3.4).

Teorema 3.10.
Suposem que f : Q) C C — C és de classe Wll.f (Q).

e Si f preserva la orientacid, llavors f té jacobia localment integrable i (-, f) = J f.

e Si f és una funcio de distorsio finita, llavors f és continua.

El proper resultat (vegeu e.g. [30, Theorem 11.5.1]) estableix la factoritzacié de Stoilow
de les solucions de classe Wll.gf de qualsevol equaci6 de Beltrami amb coeficient tal que

|| < 1 quasi per tot arreu.

Teorema 3.11.
Sigui y suportada a D, tal que |u(z)| < 1 per a quasi tot z € D. Si l'equacié 0p = ¢
admet una solucié ¢ homeomorfica, de classe Wllo'f (QQ), aleshores qualsevol altra solucié f de la

mateixa classe Wllo'f (Q)) factoritza com f = h o ¢ amb h holomorfa sobre ¢(Q}).

De fet, és precisament ara, quan busquem solucions homeomorfiques a W', el mo-
ment en queé cal demanar alguna condicié d’integrabilitat a . Suposem, doncs, que

# : € — C és una funcié mesurable suportada a ID, tal que |p(z)| < 1 quasi per tot

Lt |p(2)|
1=[p(2)]

punt. Sigui K(z) =
Theorem 11.8.3].

. El segtient resultat general d’existéncia es pot trobar a [30,
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Teorema 3.12.
Siexp(K) € L}

1oc (D) per algun p > 0, llavors I'equacié

op = pdg

_ _
~ log(e+t)”

admet una tinica solucié homeomorfica ¢ tal que ¢p(z) —z € WP (C), amb P(t)

Els dos resultats anteriors asseguren que funcions de distorsié exponencialment inte-
2
log(e+t)"
quasiregular, hi ha una millora de regularitat donada en termes de les propietats de

grable viuen, com a minim, a WY amb P(t) =

loc Malgrat aixo, com en el cas

la funcié de distorsié. Les cotes precises per a aquesta automillora venen donades al

proper teorema, degut a D. Faraco, P. Koskela i X. Zhong [18].

Teorema 3.13.
Existeix una constant co > 0 amb la segiient propietat. Assumim que f : QO — C és una funcié

de distorsié finita, amb funcié de distorsié K tal que

exp (K) e L}

loc

Q)

per algun p > 0. Aleshores, f € W'Y (Q0) amb P(t) = 2 log® (e + ).

loc

En particular, funcions de distorsié exponencialment integrable tenen derivades local-

ment a L2, sempre que la seva funcié de distorsi6 K satisfaci exp (K) € L], perap

prou gran (és a dir, p > Cl—o). Més en general, amb distorsi6é subexponencialment inte-

grable és sabut [30, p.267] que la corresponent equacié de Beltrami té una tinica solucié

homeomorfica ¢ tal que ¢(z) —z € WYP(C) amb P(t) = o) lifglog(3+t).

Teorema 3.14.
Sigui « € (0,1). Sigui E C 1D un compacte. Suposem que f € Lip,(C) és una funcio de
distorsié finita a C \ E. Si la funcié de distorsi6 K = Ky és subexponencialment integrable, i

dim(E) < 2w, llavors f és una funcio de distorsio finita a tot C.

Demostracid. Sota les condicions del teorema, existeix una solucié homeomorfica ¢ a la

corresponent equacié de Beltrami, amb ¢ € WltZ(C) per a tot g < 2. Per tant, F =
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

fo¢!ésanaliticaa C\ E. Provarem que
(9F, ¢) =0

sempre que ¢ € D(C). Siguid € (dim(E),2«). Per a cada ¢ > 0 podem considerar una
familia finita de discos D; = D(zj, 1)) tals que (0 = | J; Dj recobreix E i

n
Zdiam(D )4
j=1

Com a la demostraci6 del Teorema 3.2, sigui 1; una particié de la unitat subordinada
al recobriment Dj, és a dir, cada ; és una funci6 de classe C* amb suport compacte
inclos a 2D;, | Dyj| < W iY;_19; = 1sobre ). Definim ¢; = ;o ¢~ 1. S.HencliP.

Koskela [24, Theorem 1.1] demostren que si g és un homeomorfisme de classe Wll'i (C)

que preserva la orientacio, aleshores ¢! € Wlloc1 (C)i

/@ngwA < [ IDgtolaA
8

per a tot obert acotat D C C. A més, [24, Theorem 1.3] si g és de distorsi6 finita a D,
llavors ¢! € Wlloc2 (g(D)) i g~ ! també és de distorsi6 finita. Com a conseqiiéncia, ¢ json

de classe W'2(C), tenen suport compacte dins de ¢(2D i), i 2}7:1 @;j = 1sobre ¢(Q)). Per

a qualssevol constants c; i tota funcié test ¢,

(OF, @) = = ) ((F =), 09 ¢;) = } ((F —c;), 9 9gy) = [+ (3.5)

j=1 j=1
i ara només cal acotar els dos termes independentment. Per la suma I, després d'un
canvi de variable, la condicié Lip , per a f i la condicié de doblament del jacobia J(-, ¢),

tenim

Z;((F —¢j),99 ;)
p

S D¢l g (/ZDjI(wlfP)dA(W)) diam(2D;)"

< |ID oo” ,P)dA diam(D;)*.
anr;<ﬁﬂwm @O am (D)
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3.4 Resultats d’evitabilitat per a funcions de distorsi6 finita

Per tant,

2—a
2

n ﬁ n a/2
1| < [Dglleo (Z </ I(w,4>)dA(w)> ) (Zdiam(Dj)2>
=1 \YDj j=1

s\\D(pum< /Iw¢dA )(Zdlam )M

i clarament tots dos factors convergeixen a 0 si ¢ — 0. Pel que fa a I, com que ¢; sén

de classe W'2(C), té sentit usar la regla de la cadena i obtenir

[Dg;j(2)| < [Dyj(¢~"(2)| IDP~(2)]-

En conseqiiencia,

Z 1), 999)| < ll@]les Z/ — ¢l IDg;(¢~'(2))| IDp™ (2)|dA(2)

< [lolleo Z w) = ¢j| [Dy;(w)| [DY~" (§p(w))| J(w, §) dA(w)

< lolle ) ( /
j=1 2D

Ara, després d’un canvi de variable, tornem a utilitzar [24, Theorem 1.1] per obtenir

Dy~ (Pp(w))] ] (w, ¢) dA(W)) diam(2D;)"*~!

j

| 1pe @@ pyaA@ = [ Dp@)]dAE) < [ Do) dAw)
2D; ¢(2D;) 2D;

/|D<p ) dA(w (/ D¢ ()| dA(w )) D,

on p, q és qualsevol parell dual, 1 < p < 2. Obtenim la segiient estimaci6 pera I1,

I < @]l (Z D¢ (w |PdA(w)>p (idiam(Dj)ﬂi(a—l)H)q_
=1
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3 Singularitats evitables de funcions quasiregulars i Holder continues

Ara, sigui p € (1,2) tal que g(a — 1) +2 = d. Les dues sumes convergeixen a 0 si
e—0. |

Una lleugera modificacié de I'argument serveix per a provar el segiient resultat.

Teorema 3.15.
Siguia € (0,1), i sigui E C ID un compacte, tal que H>*(E) és finita. Si la funcié de distorsié K
admet una solucié homeomorfica a Wllo’CZ(C), llavors E és evitable per a les funcions de distorsio

finita K, a-Holder continues.

Entre les funcions de distorsi6 K que es troben en les hipotesis del teorema anterior,
tenim aquelles que satisfan
exp (K) € L}

loc

(©)

per algun p > % Aqui ¢ és la constant del Teorema 3.13. A més, per a aquestes fun-
cions de distorsi6, D¢ € LI (C) amb P(t) = t?> log™ (e + t). Malgrat aixd, W,2"(C)

loc

és millor (més petit) que W-*(C), sempre que p > % Per aix0, una funcié de conjunt
millor que H?* pot ser obtinguda per a aquesta classe. A la practica, L?log® L admet

. N 2 .
una desigualtat de Holder quan actua contra bg—sL’ és a dir,

Ighllir < Cllgloge I iz
og®

Siara h = xp és la funci6 caracteristica d'un disc D, aleshores ||/i|| ;» pot calcular-se
log® L

explicitament, com a minim per a valors petits de |D]|, i llavors

1 1
[ istaas ([ g 108 (e 15-) aa)” 150
D D 18D log2 k-

per a tots > 0. A més a més, si D; és una familia quasidisjunta de discos, un argument

semblant al de [7, Lema 5.1] mostra que

Z/ sPlog (e+ Bl ) aa<c [ (g2 1og (et &
7o 1o, uo) 8l
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3.4 Resultats d’evitabilitat per a funcions de distorsi6 finita

sempre que g és una funcié no negativa per a la qual

1
1 1 2
o1 ] #44= (15 [ 224)

per a tot disc D. En realitat, aixi és si g = |D¢|, de manera que podem procedir com a

la demostraci6 anterior, i si prenem s = cop — 1 aleshores obtenim

ugcwmwi</_mwwmmm>mm@a%*

j=1 2D;

1/2 . o
D)2 oot (e IPPA] Y\ 14 Tem@5)
Lég| #(=)P log <e+|D¢@ﬂHy = log* ( mmizmy)

s o (o4 DO T damen )
N |D¢(z)|* log (e—i— \Dq?(z)!uszj) dA(z)) (E h(dlam(ZD]))>

gQMbi(

j=1

5&@@(12

]

onh(r) = lorg% En altres paraules, 1" (E) finita és una condici6 suficient per tal que E
sigui evitable per a les funcions Lip, amb distorsio finita i funcié de distorsi6 K tal que

exp (K) € L? per algun p > %

En la direcci6 contraria, podem trobar facilment conjunts no evitables usant els resultats

que sabem del cas quasiregular.

Corollari 3.16.
Sigui « € (0,1). Per a tot t > 2w existeix un compacte E de dimensié t i una funcié f €
Lip, (C), de distorsié finita a C \ E i amb funcié de distorsié exponencialment integrable, i que

no admet cap extensio de distorsié finita a tot C.

Demostracio. Sit > 2ua, aleshores existeix K > 1 tal que t > 2111“15. Pel Corollari 3.6

podem trobar un conjunt E de dimensi6 ¢, i una funcié Lip,(C) f, K-quasiregular a
C\ Eino atot C. Naturalment, f és una funcié de distorsi6 finita a C \ E, amb distorsi6é
Ky essencialment acotada per K i, per tant, exponencialment integrable. Si f admetés
alguna extensi6 de distorsi6 finita a tot C, en particular tindriem Jf € Lllo (C). Pero

llavors f estendria K-quasiregularment. |
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4 Equacions de Beltrami amb coeficient a I’espai de
Sobolev W12

4.1 Introduccio

Diem que un compacte E és evitable per a les funcions p-quasiregulars acotades si tota fun-
ci6 acotada f, y-quasiregular a C \ E, és en realitat constant. Naturalment, aixo també té
sentit si reemplacem L* per BMO, VMO o Lip,. En aquest capitol, volem caracteritzar

metricament i geometricament aquests conjunts.

Com ja sabem, la manera com les aplicacions p-quasiconformes distorsionen els con-
junts esta relacionada a alguns problemes d’evitabilitat. Per tant primer necessitem
alguna informaci6 sobre distorsié u-quasiconforme. Per descomptat, tenim les cotes
sobre distorsi6 de dimensié d’Astala [4], que també serveixen per a aplicacions K-

quasiconformes,

' 2K dim(E)
dim(¢(E) < 3K = 1) dim(E)’

Amb tot, aquestes cotes depenen només de la norma L* de , i no reflecteixen cap regu-
laritat ni del coeficient Beltrami, ni del mateix homeomorfisme ¢. Per exemple, si el coe-
ticient de Beltrami y és de classe V MO, aleshores totes les aplicacions y-quasiconformes
¢ tenen derivades distribucionals a L} per tot p € (1,00) (vegeu per exemple [8], [25]
o0 [23]). D’aqui, ¢ € Lip, per tota € (0,1), i com a conseqiiéncia,

dim(¢(E)) < dim(E)
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4 Equacions de Beltrami amb coeficient a I'espai de Sobolev W2

que és clarament una cota més precisa. De fet, per a aquests coeficients y en realitat
tenim dim(¢(E)) = dim(E).

Per diverses raons, la hipotesi € VMO no és suficient per als nostres objectius. Per
entendre aix0, recordem primer que si y = 0 llavors tenim el Lema de Weyl (Teorema

1.1), que assegura que si f és una distribucio tal que

(of ¢) =0

per a tota funci6 test ¢ € D, aleshores f coincideix quasi per tot arreu amb una funcié
analitica. En altres paraules, solucions distribucionals de 1’equacié de Cauchy-Riemann
son en realitat solucions fortes. Si intentem traslladar aquest tipus de resultats a I'equa-
ci6 de Beltrami, primer cal definir la distribucié (0 — #d)f = df — udf. En general,
aquesta expressié pot no tenir sentit, donat que les funcions acotades no sempre sén
multiplicadors de D’. Ara bé, si el multiplicador és una mica regular i el domini de la

distribuci6 no es redueix a D, aleshores alguna cosa podem dir. En concret, definim

(—nd)f, @) = —(f,09) + (f.0n ¢) + (f, 1 09)

quan tots els termes tinguin sentit. Per exemple, aquest és el cas si f € L cpew, A
pq = p+q. Anomenem a df — udf derivada distribucional de Beltrami de f, i diem que
una funcié f € L és distribucionalment y-quasiregular precisament quan (9 — ud)f = 0
en el sentit de les distribucions. Naturalment, a priori aquestes funcions f podrien no
ser quasiregulars, donat que no és clar si I'equaci6 distribucional implica f € Wllof Es

natural, doncs, preguntar quan aix0 és cert. Al Teorema 4.5, provem que si i és de

classe W12 aleshores les solucions distribucionals sén solucions fortes.

Teorema.

Sigui f € L} (Q) per algun p > 2. Suposem que

((0—pd)f.g) =0

per a tot ¢ € D(Q)). Aleshores, f € W2 (Q)).

loc
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4.1 Introduccio

Cal remarcar que aquesta automillora de regularitat és fins i tot més forta, degut al
teorema de factoritzacié de funcions y-quasiregulars, aixi com també a les propietats
d’integrabilitat de la soluci6 principal d"una equacié de Beltrami amb coeficient reqular.
Més precisament, si p € W2 té suport compacte, es pot veure que totes les funcions

p-quasiconformes sén de classe WIZO’Z per a totg < 2. Per tant, tota soluci6 distribucional

L2+£

o dela corresponent equacié de Beltrami és, en realitat, de classe W;;Z per tot g < 2.

Sabem, a més, que aquesta regularitat és optima.

Hom pot utilitzar aquesta automillora per donar resultats d’evitabilitat i estudiar pro-
blemes de distorsi6 y-quasiconforme quan u € W2, Les conclusions a qué hem arribat
ens encoratgen a pensar que l'equacié de Beltrami amb coeficient a W12 no és tant lluny
de l'equacié de Cauchy-Riemann. Per exemple, demostrem que si E és compacte, 1la-
vors E és evitable per a les funcions y-quasiregulars i de BMO si i només si H!(E) = 0.
Precisament aix0 és el que passa també quan p = 0 [31]. Més encara, E és evitable
per a les funcions p-quasiregulars i de VMO si i només si H!(E) és o-finita, altre cop
com en el cas analitic [54]. Tots dos resultats es poden establir en termes de distorsié
pi-quasiconforme. En aquest sentit, obtenim que H!(E) = 0 siinomés si H!(¢(E)) =0,

i H!(E) és o-finita si i només si H!(¢(E)) també ho és.

La distorsié p-quasiconforme de la capacitat analitica és quelcom més dificil, donat
que l'estructura rectificable dels conjunts juga un paper important. Al Lema 4.14 veu-
rem que si u € W2 té suport compacte, llavors ¢ envia conjunts rectificables a conjunts
rectificables. Aixi, conjunts purament no rectificables van a purament no rectificables.

Amb aixo i el Teorema de David [15] obtenim el segiient resultat.

Teorema.
Sigui u € W2 un coeficient de Beltrami de suport compacte, i sigui ¢ p-quasiconforme. Si E
té longitud o-finita,

Y(E) =0 < 7(¢(E)) =0

En particular, existeixen aplicacions y-quasiconformes ¢, no necessariament bilipschitz,

que preserven els conjunts de capacitat analitica zero amb longitud o-finita.
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4 Equacions de Beltrami amb coeficient a I'espai de Sobolev W2

Aquest capitol esta estructurat aixi. A la Secci6 2 estudiem la regularitat de les funcions
p-quasiregulars. A la Seccié 3 considerem 'equacié de Beltrami a nivell distribucional.
A la Secci6 4, estudiem els problemes d’evitabilitat BMO, VMO i Lip,, i deduim teo-
remes de distorsié per a H!. A la Secci6 5 estudiem la distorsi6 y-quasiconforme de

conjunts rectificables, i el problema d’evitabilitat L*.

4.2 Regularitat de les aplicacions u-quasiconformes

Es ben sabut (vegeu per exemple [11]) que tota funcié K-quasiregular f exhibeix més
regularitat que la usual Wll.f exigida a la definici6. Més precisament, Df € L [4],
i aquest exponent és optim. Si a més de K, ens fixem en la regularitat del coeficient de
Beltrami, aix0 es pot millorar. Un bon exemple d’aix0 sén els coeficients de Beltrami de
classe Lip,. En aquest cas, la soluci6 principal ¢ (i per tant tota funcié y-quasiregular) té
derivades de primer ordre també de classe Lip . En particular, és localment bilipschitz.
Un altra situacié es déna quan y € VMO [25], en que ¢ té derivades de primer ordre
atl,
Sobolev per al coeficient de Beltrami.

(C) peratotp € (1,0). Quelcom més precis es pot dir si assumim regularitat de

Proposicié6 4.1.
Sigui u € WY2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte, i sigui ¢ y-quasiconforme.
Aleshores ¢ € WZZO’Z(C) per a tot q < 2.

Demostracié. No és restrictiu suposar que p té suport dins de ID. Seguim les idees de
Faraco i Zhong [19]. Sigui p € C*(C), 0 < ¢ < 1, suportada a D, i siguin

() = [ o (o) iz - ) dA ()

Aleshores p,, és de classe C*, té suport compacte dins de 2ID, ||ty |leo < ||t]loo 1 ptn — 1
a W'2(C) quan n — oo. Com al Lema 3.1, les corresponents solucions principals ¢,, i
¢ poden representar-se com a ¢(z) = z + Ch(z) i ¢u(z) = z + Chy(z), a on h, h, estan

definides, respectivament, per h = uBh + pih, = p,Bhy, + pin.
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4.2 Regularitat de les aplicacions y-quasiconformes

Notem primer que yu,, u € VMO. Aixi, els operadors I — u,B i I — uB sén inverti-
bles a L¥(C) per a tot p € (1,00) (vegeu Iwaniec [25]). Ara bé, el conjunt d’operadors
acotats LP(C) — LP(C) defineix una algebra de Banach, dins de la qual els operadors

invertibles s6n un obert i, a més, la inversi6 és continua. Aixi, i donat que

lim [[(I = pnB) = (I = uB)|[Lr—rr = lim [ (un — ) B[Lr—1r

IN

[BllLr—rr im [y — pllp = O

obtenim

Lim [[(I = ptuB) My = (1= pB) s

Com a conseqtiéncia, h, — ha LP(C), peratot p € (1,00) i per tant, ¢, — ¢p a Wl’p(C)

loc
per a tot p € (1,00). D’altra banda, cada ¢, és un difeomorfisme C*, conforme fora de

2ID. Si derivem l'equaci6 d¢,, = i, d¢,, obtenim

(0 — 1n 9)(9n) = Optu Oy
Perd B(dp) = d¢ si ¢ és prou regular, de manera que

(I = 11uB)(00¢n) = Oty Ipn

Fixem g € (1,2) qualsevol. Com que y,, té suport compacte, el producte 0y, d¢, és una

funcié de L1(C) de manera que 99¢,, = (I — j,B) (9, 3¢, ). Conseqiientment,

Hga‘Pan < |I(I - VnB)_luL‘HL’? [[9pn a‘Pn”q'

Si n és prou gran, aleshores ||(I — 1,B) Y|ps~1a < 2||[(I — uB)~Y||Ls—1s. Pel que fa a

I’altre factor,

</2]D [9pn (2) a‘:”n(z)!qu(Z))% = </2]D ’aﬂ(z)lsz(z)f </2]D ’8¢n(z)!’qu>22qq

29 —
De la convergencia en L;, *(C) de d¢,, obtenim que (99¢,,), és uniformement acotada a
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LY, per a tot g € (1,2). Prenent una parcial, si és necessari, deduim que ¢, convergeix
en Wz’q(C) peratot1 < g < 2i, dbviament, el limit és ¢. Aixi, A¢p = cdd¢p € L1(C) i

loc

per aixo ¢ € Wz’q(C). ]

loc

Filosoficament, donat un coeficient de Beltrami € W2 amb suport compacte, alesho-

res hom pot derivar directament 1’equaci6 de Beltrami, en el sentit de les distribucions,

9(3¢) — po(9¢) = op d¢

Ara podriem tenir la temptacié de reescriure aquesta igualtat com

(I — uB)(09¢) = dp o

i fer servir la invertibilitat de I'operador I — B per arribar a la conclusi6 desitjada. Des-
afortunadament, a priori no sabem si B(3d¢) = 9d¢. No esta clar ni tan sols que 99¢

sigui una funcié. Per aquest motiu, ens veiem obligats a regularitzar I'equacio.

L’optimalitat del resultat anterior es pot establir com a conseqtiencia del segiient exem-

ple.

Exemple 4.2.
La funcio
¢(z) = z(1 —log z])

és u-quasiconforme a un entorn de I'origen, amb coeficient de Beltrami

1

O p——
K - z2loglz| -1

En particular, tenim u € W2 en un entorn de I'origen i per tant ¢ € W per a tot g < 2. En
canvi, |D*¢(z)| = ; per la qual cosa ¢ ¢ w22

loc*

Per a estudiar resultats de distorsi6, necessitem coneixer la regularitat de la inversa

d’una aplicacié y-quasinconforme.
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Proposici6 4.3.
Sigui u € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte, i ¢ una aplicacié y-quasiconforme.

Aleshores, ¢~ és fi-quasiconforme, amb

En particular, p € W'?2, |[filleo = ||ptlloo i [|Dfll2 < Ck || Dpell2.

Demostracié. Un calcul directe demostra que

5.1
Ay =2"18 (“%) 0 (2)

D’altra banda, si 4 € W2 llavors es pot escriure ¢ = e*

9A = (I — uB)~1(9y). En particular, DA € L2(C) i DA, < ﬂﬁi”i Aixi, en termes de

,aon A = log(d¢) és tal que

Ajiop=—pu ¢ Im(A) ' Gj ara derivem, obtenim

ID(fo¢)| < [Dp|+2[ul [DAm(A))].

d’on ||D(jio¢)|2 <C 1”_DH’; ||Eo. Finalment, com que l’espai de Sobolev homogeni W2 (C)
és quasiconformement invariant (vegeu equaci6 (2.10)), tenim que ||Dji||>» < Ck || Du|l2.

Com a conseqjiiéncia, per a coeficients de Beltrami y € W'? amb suport compacte, tant
¢ com ¢! sén funcions de classe leog per tot g < 21, per tant, ¢,¢ ! € Lip, per a tot
« € (0,1) (observem que aix0 ja era cert sota la hipotesi menys restrictiva y € VMO).
En conseqiiencia,

dim(¢(E)) = dim(E) (4.1)

Si combinem aquesta identitat amb la factoritzacié de Stoilow, obtenim que els conjunts
E de dimensi6 dim(E) < 1 sén evitables per a les funcions p-quasiregulars i acotades
(o de BMO). Efectivament, aix0 es deu a l’equaci6 (4.1) i a la invariancia quasiconforme

dels espais L* i BMO. Més encara, si f € Lip, peracerta € (0,1), tot i que en general
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és fals que f o ¢ € Lip,, si que podem dir que f o ¢ € Lip B per a tot B < a. Per aix0, els
conjunts de dimensi6é dim(E) < 1+ « sén evitables per a les funcions p-quasiregulars
i de Lip,. Recordem que per a u qualsevol tal que ||yl < E—j&, la dimensié critica
del problema d’evitabilitat per a funcions p-quasiregulars i acotades (o BMO) és KLH
([4], [5]), mentre que en el problema Lip,, és KLH(l + aK) [13]. El que estem dient és
que, en alguns problemes d’evitabilitat, I'equacié 0f — udf = 0 (4 € W2 amb suport
compacte) té la mateixa dimensio critica que 'equaci6é de Cauchy-Riemann of = 0.

D’altra banda, ens podem preguntar si la identitat (4.1) es trasllada al nivell de mesures

de Hausdorff. Aquesta qiiesti6 sera tractada a les Seccions 4.4 1 4.5.

4.3 L’equacio de Beltrami distribucional

Un fet important a la teoria de les aplicacions quasiconformes és 1’automillora de re-
2K

. . . . L&
gularitat. Es sabut que les funcions feblement K-quasiregulars de classe W, ' sén en
realitat K-quasiregulars. Aquesta millora és fins i tot més evident si K = 1, donat que
en aquest cas no és necessaria cap mena de regularitat Sobolev com a punt de partida.

El classic Lema de Weyl (Lema 1.1) estableix que si f és una distribuci6 tal que

(0f, ) =0

per a tota funci6 test ¢ € D, aleshores f coincideix quasi per tot arreu amb una funcié
holomorfa. El nostre proper objectiu consisteix en deduir una extensi6 d’aquest resultat

per al’operador de Beltrami, amb alguna hipotesi de regularitat sobre el seu coeficient.

Suposem que i és un coeficient de Beltrami de suport compacte, tal que u € W2, Sigui

fe Lfo . peralgun p € (2,00). Podem definir un funcional lineal

Of —pof,¢) = —(f, (0 —3u)p) = —(f,09) + (f, (1 9))

per a tota funcié ¢ € D. Clarament, df — udf defineix una distribuci6, que anomena-

rem la derivada distribucional de Beltrami de f.

p

Una funcié f € ;.

és distribucionalment y-quasiregular sila seva derivada distribucional
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de Beltrami és la distribuci6 0, és a dir, per a tota funcié test ¢ € D,

(0f —uaf, ) =0.

Tot seguit, provem que ¢ es pot prendre dins d"una classe més gran.

Lema 4.4.
Siguinp > 2, f € LI ig = oo, i sigui p € W2 un coeficient de Beltrami amb suport
compacte. Si

(0f —nof,¢) =0 (42)

per a tota ¢ € D, llavors (4.2) també és cert per a tota ¢ € W& A,

p

loc

Demostracié. Si p € W2 té suport compacte, i f € L) per algun p > 2, aleshores la

distribucié o f — u df actua continuament a W, ", donat que

[(0f = waf, @)l < I(f.99)] +1{f,0(n @)l
< [1713el+ [ \rl2ullgl + [ 1fI1n 2ol

< 1flly 1991l + 1111y I19ll2 llgll 2+ 11 lrelles 0@l

Per aixo, si df — udf s’anulla sobre D, també s’anullara sobre Wg . |

El resultat segiient és una versi6é del Lema de Weyl referida a la derivada de Beltrami.

Teorema 4.5.
Sigui f € Llpo . peralgun p > 2. Sigui y € W2 un coeficient de Beltrami de suport compacte,
i suposem que

(Of —uaf, ) =0

per a tota ¢ € D. Aleshores, f és u-quasiregular.

Demostracié. Sigui ¢ una aplicacié y-quasiconforme, i definim ¢ = f o ¢ 1. Com que
¢ € W peratot g < 2, llavors J(-,¢) € L/ Pe

loc loc loc

peratotg € (1,00)d’ong € L; ~ pera tot
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e > 0. Aixi dg defineix una distribucié, i

(98, ¢) = —(g,99)
— - [ g(w)3pw)daw)

— - [ &390 2 9) dA(2)

— - [ 1) (62)3(p24)(2) ~3(2) (¢ 2 ) (2)) dA(2)

per a tota ¢ € D. D’una banda,

- [ 1@ 000 9)@)AE) = (07,39 9o9)+ [ F2)906(2) 9o p(2)AAC)
— @f 13- gog) + [ F(2)909() 9o () dAC)
— (452, 39+ 9og) + [ 1(2)939(2) ¢ 0 9(2)AAC)

i en aquesta expressio tot té sentit. De l'altra,

- [ 122 00 9)e) 4R = 3,09 9o9) + [ F2)300() 90 9(2)AAC)

i per tant
(08, ¢) = ((0 —po)f, 9o -99)

Si ¢ € D llavors g o ¢ - d¢p és de classe Wé,q per a tot g < 2 1i, en particular, per a
q = %, sempre i quan p > 2. Per tant, i donat que df — udf actua continuament a
WO1 ‘1 1a banda dreta de la darrera igualtat és identicament 0. Deduim, llavors, que g és

holomorfa, i com que f = g o ¢ aleshores f és p-quasiregular. n

Del teorema anterior, si f és una funci6 de classe L!, per algun p > 2, amb derivada

distribucional de Beltrami nulla, aleshores f € w2

1o, donat que es tracta d"una funci6 -

quasiregular. Pero llavors f s’escriu com f = h o ¢ amb h analitica i ¢ y-quasiconforme.

2,9

Com a conseqiiencia, f € W /! per a tot g < 2, i per tant en realitat no només guanyem

un grau de regularitat, siné que en guanyem 2.
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4.4 Distorsio u-quasiconforme de les mesures de Hausdorff

Sigui E un compacte, i sigui y un coeficient de Beltrami amb suport compacte i de classe
W12 Si ¢ és u-quasiconforme, aleshores ja sabem que dim(¢(E)) = dim(E). Ara bé, si
dim(E) = 1, no sabem com és H!(¢(E)) amb respecte H!(E), i ens podem preguntar el
mateix amb qualsevol altra dimensi6é. En aquesta secci6é responem a aquesta qiiestio si
dim(E) = 1, pero d'una manera indirecta. Els nostres arguments passen per problemes
d’evitabilitat per a funcions p-quasiregulars. Per a resoldre’ls, el Lema de Weyl per a

I'equacié de Beltrami (Lema 4.5) jugara un paper important.

Lema 4.6.
Sigui E un compacte, i sigui y € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte dins de
D. Suposem que f és una funcié y-quasiregulara C\ E, i ¢ € D.

(a) Si f € BMO(C), aleshores

Of —paf, @)l < C (1+[lulleo + 19pll2) (I@lleo + [ID@llo) [If 1l M (E)

(b) Si f € VMO(C), aleshores

[Of —paf, @)l < C (1 +[lulleo + 19p]12) (I@lleo + D@lleo) lIfll+ M(E)

(c) Si f € Lip,(C), aleshores

Of = udf, @)l < C 1+ lluleo + 10pll2) (lI@lleo + [IDlleo) [|flla M (E)

Demostracié. Considerem la funci6 = 6(t) definida per
. :
s = swp (i [17- ol
diam (D) <2t Dl Jp
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si0 <t <1,ié(t) =1sit > 1. Per construccio, per a tot disc D C C tenim

<|D|/|f fD|2> <5<d1ar121(D)>

Considerem la funcié de mesura h(t) = tJ(t), i sigui D; un recobriment per discos de
E, tal que
Y h(diam(D;)) < M"(E) +¢
j
Sigui 1; una partici6 de la unitat subordinada al recobriment D;. Cada ; és una funcié

de classe C*, amb suport compacte inclos a 2D, |Dj(z)| < i} ¢; = 1sobre

d1am 2D
U;D;. Per a tota funci6 test ¢ € D,

n n

—(f —pdf,¢) =Y (f —c;,d(@y))) — Y_(f —c;, (1 @ ¥j)) (4.3)

j=1 j=1
on ¢; sén constants qualssevol. Tenim llavors que
n

Y (f — ¢ g p)

=1

s]zszj £ =il (159l 191 + 19l [3;1)

SE ( /2 , \f—cj!2> (13¢]les diam(2D;) + Cllg]les )

< Y_h(diam(D;)) (|[3gll diam(2D;) + Cllgll)
j

i aquesta suma pot ser acotada per (M"(E) +¢) (||¢[|c + || D¢||c0). L'altra suma a (4.3)

la dividim en dos termes,

n

Y (f =i 0(n o))

=1

<Y [ A —cllullowl+ X [ If ~cillnldlo v
j 2D; j 72D;
El segon terme pot ésser acotat com abans,

¥ [ UF =<l o w)| S nlle (M(E)+€) (gl + 1Dgll)
j 2D;
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Per al primer terme,

;/wj |f —cjl [oul o 9] S;(/ZDj \f—cj!2> (/2

< ¥ é(diam(D;)) [2D; 2 ( / |au|2)% @l

]
~ [9p]l2 gl (M"(E) +e)

Nl—=

1
2
W!Z) [olleo
D:

]

i ara només cal distingir segons la regularitat de f. Si f € BMO(C) aleshores el millor
que es pot dir és 5(t) < || f|« per atot t > 0, i per tant M"(E) < M'(E). En segon lloc,
si f € VMO(C) també es satisfa

lim ht) =limd(t) =0

t—0 t t—0
de manera que M"(E) < ML (E). Finalment, si f € Lip,, llavors §(t) < ||f]|« t*, d’on
M) < M*(E). |

El Lema 4.6 té conseqiiéncies molt interessants, a efectes de distorsié. En primer lloc,

demostrem que les aplicacions p-quasiconformes preserven els conjunts de longitud 0.

Corollari 4.7.
Sigui E C C un compacte. Sigui p € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte, i ¢

una aplicacié p-quasiconforme. Aleshores,
H'(E) =0 & H ($(E)) =0

Demostracié. Per simetria, és suficient demostrar que H!(E) = 0 implica H!(¢(E)) = 0.
Suposem, doncs, que H!(E) = 0. Sigui f € BMO(C) una funcié analitica a C \
¢(E). Aleshores, § = f o ¢ també pertany a BMO(C). Més encara, g és una fun-
ci6 p-quasiregular a C \ E de manera que pel Lema 4.6, (g — udg, ¢) = 0 per a tota
¢ € D. Consequientment, pel Lema 4.5, ¢ és yu-quasiregular a tot C i, per tant, f estén
analiticament a tot C. El que aixo diu és que ¢(E) és un conjunt evitable per a les funci-

ons analitiques i de BMO. Pero aquests conjunts estan caracteritzats [31] per la condicié
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H($(E)) = 0. n

Una altra conseqii‘encia és la solucié completa del problema d’evitabilitat per a funci-
ons p-quasiregulars i de BMO. Recordem que un compacte E es diu evitable per a les
funcions p-quasiregulars i de BMO si tota funcié f € BMO(C) p-quasiregular a C \ E

admet una extensi6 p-quasiregular a tot C.

Corollari 4.8.
Sigui E C C un compacte. Sigui y € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte.

Aleshores, E és evitable per a les funcions u-quasirequlars i de BMO si i només si H'(E) = 0.

Demostracié. Suposem primer que H'(E) = 0, i sigui f € BMO(C) p-quasiregular a
C \ E. Aleshores, pel Lema 4.6, tenim que (3 f — u,df, ¢) = Operatota ¢ € D. Pel Lema
4.5, deduim que f és p-quasiregular. En conseqiiéncia, E és evitable. Reciprocament,
si H'(E) > 0, aleshores pel Corollari 4.7, H!(¢(E)) > 0, de manera que ¢(E) no és
evitable per a les funcions analitiques i de BMO. Existeix, per tant, una funci6 h de
BMO(C), analitica a C \ ¢(E), no entera. Pero aleshores & o ¢ pertany a BMO(C), és u-
quasiregular a C \ E, i no admet extensions y-quasiregulars a tot C. Conseqiientment,

E és no evitable per a les funcions u-quasiregulars i de BMO. n

Una segona familia de conseqiiencies del Lema 4.6 prové d’estudiar el cas VMO. Pri-
mer, demostrem que les aplicacions u-quasiconformes preserven els conjunts de longi-

tud o-finita.

Corollari 4.9.
Sigui p € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte, i ¢ una aplicacié y-quasiconforme.

Per a tot compacte E,
HY(E) és ofinita & H' (¢(E)) és o-finita

Demostracié. Novament, només veurem que M1 (E) = 0 implica M!(¢(E)) = 0. Supo-
sem, doncs, que ML(E) = 0, isigui f € VMO(C) una funcié analitica a C \ ¢(E). Si ve-
iem que f estén analiticament a tot C, aleshores ¢(E) haura de tenir longitud c-finita, i

haurem acabat. Per a fer-ho, observem primer que ¢ = f o ¢ també pertany a VMO(C).
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Més encara, g és una funcié p-quasiregular a C \ E, i com M1(E) = 0, pel Lema 4.6
tenim que dg — #dg = 0 a D’. Conseqiientment, pel Lema 4.5, ¢ és y-quasiregular a tot

C i, per tant, f estén analiticament a tot C. [ |

Com en el cas BMO, el problema d’evitabilitat y-quasiregular per a funcions de VMO
també queda resolt. Un compacte E es diu evitable per a les funcions u-quasiregulars i
de VMO si tota funcié f € VMO(C) u-quasiregular a C \ E admet una extensié p-

quasiregular a tot C.

Corollari 4.10.
Sigui E C C un compacte. Sigui y € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte.
Aleshores, E és evitable per a les funcions u-quasirequlars i de VMO si i només si H'(E) és

o-finita.

Demostracié. Si H'(E) és o-finita, llavors ML(E) = 0, i pel Lema 4.6 tota funcié f €
VMO(C) p-quasiregular a C \ E satisfa 0f = udf a D’. Pel Lema 4.5, f estén u-
quasiregularment i, per tant, E és evitable.

Si H'(E) no és o-finita, acabem de veure que llavors tampoc H!(¢(E)) és o-finita. Exis-
teix, aixi, una funcié h € VMO(C) analitica a C \ ¢(E), no entera. Pero aleshores & o ¢

és de VMO, és p-quasiregular a C \ E, i no estén p-quasiregularment a tot C. |

La classe Lip, té, en comparacié amb BMO o VMO, el desavantatge de no ser quasi-
conformement invariant. Aixo ens privara de llegir qualsevol resultat d’evitabilitat per
a Lip, en termes de distorsi6 de mesures de Hausdorff i, per tant, per a H!** no podem
obtenir resultats tant precisos com els Lemes 4.7 0 4.9. Queda oberta, doncs, la segiient

qliestio.

Problema 4.11.

Sigui y € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte, i ¢ p-quasiconforme. Aleshores,

H'™(E) =0 & H'(¢(E)) =0

D’altra banda, el Lema 4.5 si que és 1til en estudiar el problema d’evitabilitat Lip ,.
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Recordem que un conjunt E es diu evitable per a les funcions p-quasiregulars i de Lip , si

tota funcié f € Lip,(C), u-quasiregular a C \ E, estén y-quasiregularment a tot C.

Corollari 4.12.
Sigui E un compacte, i suposem que H'**(E) = 0. Aleshores, E és evitable per a les funcions

p-quasiregulars i de Lip ,.

Demostracié. Altre cop, si f € Lip, és p-quasiregular fora de E, aleshores el Lema 4.6
implica que la seva derivada de Beltrami distribucional és identicament nulla. Pel Le-

ma 4.5, obtenim que f és p-quasiregular. n

El resultat anterior és Optim, en el sentit que si H**(E) > 0 aleshores existeix u € W2
amb suport compacte tal que E no és evitable per a les funcions p-quasiregulars i de
Lip, (només cal prendre u = 0). En aquesta direcci6, esperem una solucié positiva per

al segiient problema.

Problema 4.13.
Sigui € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte. Sigui E un compacte, tal
que H'™*(E) > 0. Aleshores, existeix f € Lip,(C), u-quasiregular a C \ E, i que no estén

u-quasiregularment a tot C.

4.5 Distorsio u-quasiconforme de la capacitat analitica

Si u € WH2(C) és un coeficient de Beltrami, amb suport compacte dins de D, i E C ID
és un compacte, diem que E és evitable per a les funcions p-quasiregulars i acotades si tota
funcié f, p-quasiregular a C \ E, és constant. Com en el problema BMO de la secci6
anterior, només els conjunts de dimensié 1 sén interessants, degut a la factoritzacié de
Stoilow i al fet que les funcions y-quasiconformes amb p € W2 no distorsionen la di-

mensié de Hausdorff.

Com deduim del Corollari 4.7, si E és tal que H!(E) = 0 llavors també H!(¢(E)) = 0

per a tota ¢ p-quasiconforme. Per tant, també y(¢(E)) = 0. Aixd demostra que els
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conjunts de longitud zero sén evitables per a les funcions y-quasiregulars i acotades.

Ara el pas segiient consisteix en entendre que els passa als conjunts de longitud positiva
i finita. Es ben sabut (Teorema 1.5) que aquests conjunts descomposen com a la uni6
d’un conjunt rectificable, un conjunt purament no rectificable, i un conjunt de longitud

0. Podem estudiar les tres components per separat.

Lema 4.14.
Sigui ¢ : C — C un homeomorfisme, tal que ¢, ¢~ € W= 5(C) per algun e > 0. Suposem

loc

també que H'(E) = 0 si i només si H'(¢(E)) = 0. Aleshores
I rectificable & ¢ (') rectificable

Demostracié. Com que I' és un conjunt rectificable, existeix un conjunt Z de longitud 0

tal que

F\Z:DFZ-
i=1

on cada T; és una corba C! regular (i.e. amb vector tangent no-nul a cada punt). Aixi,
no és restrictiu suposar que I' és ella mateixa una corba C! regular. En altres paraules,

d’ara en endavant suposarem que I' = {a(t);t € (0,1)} per alguna funci6 de classe C!
«:(0,1) - C

tal que a/(t) # O peratott € (0,1).

Com que ¢ € WIZO’CH*:, tenim que ¢ és diferenciable en el sentit usual, Cy,14,-quasi per tot

[17]. De fet, el mateix passa a ¢~ 1. El conjunt
B = {z € I': ¢ és diferenciable a z}

és tal que C114¢(T \ B) = 0. En particular, H}(T'\ B) = 0. A més, com que també

ple leo’c”s, podem aplicar al regla de la cadena, i de ¢! o ¢(z) = z deduim que

D¢ (¢(z)) = (Dg(z)) !
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per a Cy14.-quasi tot z € B. Per aixd podem assumir que per a tot z € B tenim J(z, ¢) #
0. Notem que llavors H'(¢(T') \ ¢(B)) = 0, i també que H!(¢(T)) és o-finita.
Fixem un punt wy = ¢(zp), imatge d’algun zp € B, i escrivim zg = «(tp) per algun

to € (0,1). Llavors, a/(tg) = v # 0. Demostrarem que

V = (D¢(z0) - &' (to))

és una direcci6 tangent a ¢(I') en wg. Com que aquest argument és valid H!-quasi per
tot wy € ¢(I'), obtindrem que ¢(I') és rectificable [39, p. 214, Remark 15.22]. El que hem

de demostrar, doncs, és que per tot s € (0,1), existeix ¥ > 0 tal que
¢(I') N D(wo,r) C X(wo,V,s)
Aqui X(wp,V,s) és el con de centre w, direccié V i amplitud s, és a dir,
X(wo,V,s) ={w e C:d(w—wy, V) <s|w—wol}

Per la regla de la cadena, la funci6 & = ¢ o «a és diferenciable a t i Da(ty) = D¢(z) -

o/ (tg). Com que « és regular, per a tot r; > 0 existeix r, > 0 tal que
|t —to] <r1 & |a(t) —zo| < 12

Prenguem z = «(t). Aleshores |t —tyg| < r1 siinoméssiz € I'N D(zg,r2). Pero si

escollim rq prou petit,

d(¢(z) —wo, V) = inf [¢(z) — ¢(z0) — Dop(20) - &' (to) A|

< |p(z) — ¢(z0) — D(z0) - &' (to) (t — to)]

_ &) —a(to) —Da(to) (E—to)|  [t—to] .\

- h &t — )] ")~ A
1

@' (fo)]

<s|a'(to)]

9(2) — ¢(20)]-
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Per aix0, donat s > 0 existeix rg > 0 (només cal prendre ry = ;) tal que
$(I'N D(zo,10)) C X(wo,V,s).

Notem també que ¢ és un homeomorfisme, per la qual cosa si r és prou petit, podem

escollir g tal que
¢(I'\ D(zo,70)) C C\ D(wo, 7).

Aixi doncs, donat s > 0 existeixen dos reals r, 7o > 0 per als quals el conjunt
$(I') N D(wo,r) = $(I' N D(zo,70)) N D(wo, )

té tots els seus punts dintre del con X (wy, V,s). En altres paraules, donat s > 0 existeix
r > 0 tal que ¢(I') N D(wo,r) C X(wo, V,s). [

En aquest lema, la regularitat és necessaria. Al segiient exemple, degut a J. B. Garnett
[21], construim un homeomorfisme del pla que preserva els conjunts de longitud zero

i, al mateix temps, envia un conjunt purament no rectificable a un conjunt rectificable.

Exemple 4.15.
Denotem per E el conjunt de Cantor-1 planar. Aquest conjunt s'obté com a interseccié d'una
familia decreixent de compactes Ey, cadascun dels quals és la unié de 4N quadrats de costat 4%,,

i on cada quadrat pare té exactament 4 fills identics.

Q1 Q
Qs Qq
Figura 4.1

Al primer pas, el quadrat unitat té 4 fills Q1, Q2, Q3 i Qu, tal i com es veu a la Figura 4.1. Els

109



4 Equacions de Beltrami amb coeficient a I'espai de Sobolev W2

vertexs dels quadrats Q; estan connectats per mitja d'una familia de rectes paral'leles, tal i com

mostra la Figura 4.2. Del que es tracta és de desplagar al llarg d’aquestes rectes els quadrats Qo

Figura 4.2

i Q3, tot deixant fixos els quadrats Q1 i Q4. Com que ¢y és un homeomorfisme, no podem deixar

els 4 quadrats alineats, pero si que podem apropar-los de manera que la suma de distancies d’
sigui tant petita com vulguem. El resultat és mostrat a la Figura 4.3.

Figura 4.3

L’homeomorfisme ¢ I'obtindrem com a limit uniforme ¢ = lim ¢yn. Les successives aplicaci-
N—oo

ons ¢n no son res més que copies d’aquest procediment a tots i cadascun dels quadrats de les

diferents generacions. L'tinica restriccié que tenim és que la suma de distancies d' de totes les

generacions sigui molt petita. D’aquesta manera, és clar que ¢ convergeixen uniformement a
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un homeomorfisme del pla ¢. Es pot demostrar que H'(F) = 0 si i només si H(¢(F)) = 0.
D’altra banda, la imatge per ¢ del conjunt de Cantor planar E esta inclosa en un conjunt com-
pacte i connex, la longitud del qual és precisament la suma de les distancies d’ que apareixen a

la figura, i que es pot escollir finita. Es a dir, ¢(E) és rectificable.

Si u € W12 és un coeficient de Beltrami amb suport compacte, aleshores ja sabem que
tota aplicaci6é p-quasiconforme pertany a ’espai de Sobolev local WZ?;Z(C) peratotg <
2. Més encara, sabem que ¢ preserva els conjunts de longitud 0 (fins i tot preserven els
de longitud o-finita), i el mateix passa a ¢ 1. Sota aquestes hipotesis, podem aplicar a

aquestes funcions el Lema 4.14.

Corollari 4.16.

Sigui y € W2 un coeficient de Beltrami amb suport compacte, i ¢ una aplicacié y-quasiconforme.
(a) Si E és un conjunt rectificable, llavors també ¢(E) és rectificable.

(b) Si E és purament no rectificable, llavors també ¢(E) és purament no rectificable.

Demostracié. El primer punt prové del lema anterior. Per al segon, sigui I' una corba

rectificable. Aleshores,
HY P(E)NT)=0= HY (En¢ 1(T) =0

pero E és purament no rectificable, de manera que totes les corbes tallen E en un conjunt
de longitud 0. De fet, aquesta propietat caracteritza els conjunts purament no rectifica-
bles. n

La distorsi6 p-quasiconforme dels conjunts rectificables i els purament no rectificables

és el darrer ingredient necessari per al segiient resultat.

Teorema 4.17.
Sigui y € W2 amb suport compacte, i sigui ¢ una aplicacié y-quasiconforme. Sigui E tal que
H(E) és o-finita. Aleshores,

YE)=0 < Y(¢(E) =0
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4 Equacions de Beltrami amb coeficient a I'espai de Sobolev W2

Demostracié. Pels Corollaris 4.714.9,si H!(E) és positiva i o-finita, llavors també H! (¢(E))

ho és. Pel Teorema de Besicovitch (Teorema 1.5) podem trencar ¢(E) en
¢(E) = JR,UN, U Z,
n

amb R, rectificables, N,, purament no rectificables, i Z,, conjunts de longitud 0. Notem
que ¥(N,) = 0 donat que els conjunts purament no rectificables de longitud finita
son evitables per a les funcions analitiques i acotades [15], i també (Z,) = 0 ja que

HY(Z,) = 0. Aixi, degut a la semiadditivitat de la capacitat analitica [51], obtenim
Y(@(E)) < C Y 7(Rn)
n

Ara bé, cada R, és un conjunt rectificable, de manera que també ¢ ~!(R,) ho és. Com
que E té longitud c-finita, la condici6 y(E) = 0 for¢a que E no pugui contenir cap
conjunt rectificable de longitud positiva, d’on necessariament tenim H!(¢~1(R,)) = 01
llavors H!(R,) = 0. Com a conseqiiéncia, (¢ (E)) = 0. [

El resultat anterior té caracter exclusivament qualitatiu. No hem d’esperar, doncs,
cap millora en sentit quantitatiu. De fet, a la invariancia bilipschitz de la capacitat
analitica de Tolsa [52], hom prova que un homeomorfisme del pla ¢ : C — C satisfa
Y(¢p(E)) ~ v(E) per a tot compacte E, si i només si és bilipschitz, mentre que I'Exemple
4.2 demostra que existeixen aplicacions p-quasiconformes ¢ en les hipotesis del teore-
ma anterior, i que no sén de classe Lip;. Si més no, ens podem plantejar el segiient

problema.

Problema 4.18.
Sigui p un coeficient de Beltrami de suport compacte i classe W2, i sigui ¢ una aplicacié K-

quasiconforme. Aleshores,
1E)=0 & 7(¢(E)) =0

per a tot compacte E.
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