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Introducció.

Els dos processos bàsics de la teoria dels processos estocàstics són el moviment
Brownià i el procés de Poisson. Aquests dos processos apareixeran diverses vegades
al llarg de la memòria.

Es presenten resultats que s'emmarquen dins la teoria del càlcul estocàstic i de la
convergència feble de mesures de probabilitat. Per a provar alguns d'aquests resultats
utilitzarem tècniques del càlcul de Mallia,vin.

El moviment Brownià és el nom donat a l'irregular moviment del pol·len suspès
en l'aigua observat pel botànic Robert Brown el 1828. Aquest moviment aleatori,
actualment atribuït als xocs entre el pol.Ien i les molècules d'aigua, dóna lloc a una
dispersió o difusió del pol.Ien en l'aigua.

A. Einstein ( veure [E]) va. començar a desenvolupar el 1905 una teoria física
d'aquest concepte. El tractament matemàtic rigorós del moviment Brownià va comen-
çar amb N. Wiener el 1923 ( veure [Wl] i [W2]). A ell també es deu la primera prova
d'existència. El treball més profund d'aquesta etapa inicial correspon però a P. Lévy,
( veure [LI] i [L2]).

El camp d'aplicacions del moviment Brownià va, òbviament, molt més lluny de
l'estudi de partícules microscòpiques en suspensió, i inclou models de preus d'accions,
sorolls de circuits elèctrics, comportaments límit de sistemes de cua i pertorbacions
aleatòries de molts altres sistemes físics, biològics i econòmics.

El moviment Brownià es pot presentar com l'exemple canònic de dos dels con-
ceptes fonamentals de la teoria dels processos estocàstics: la propietat de Markov i
la propietat de martingala.

El terme martingala fou introduït en la teoria de la probabilitat per J. Ville el
1939 ( veure [V]). El concepte però, ja ha,via estat creat abans per P. Lévy el 1934,
en un intent d'estendre la desigualtat de Kolmogorov i la llei dels grans nombres més
enllà del cas d'independència.

El procés de Poisson és el procés més simple associat al compte de punts aleatoris.
Tot i això es tracta d'un model prou acurat, amb moltes i variades aplicacions com
trucades a una central telefònica, clients que arriben a una cua, arribada de partícules
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radioactives a un comptador Geiger, etc... D'altra banda forma, part de la descom-
posició d'altres classes de processos com són els processos discontinus amb salts.

Una gran quantitat de problemes de la biologia i de les ciències naturals i socials
van quedar inclosos en el domini de la teoria de funcions de variable real quan Newton
i Leibniz van inventar el càlcul. La base del càlcul és l'ús de la diferenciació per
descriure taxes de canvi, l'ús de la integració per passar al límit aproximant per
sumes, i el teorema fonamental del càlcul que relaciona els dos conceptes. Tot això
va portar al concepte d'equació diferencial ordinària i l'aplicació d'aquestes equacions
per modelar problemes del món real mostra la potència del càlcul.

El càlcul estocàstic neix de la necessitat de donar significat a les equacions diferen-
cials ordinàries que provenen de models físics quan apareixen perturbacions aleatòries.

Com que el procés continu més important, el moviment Brownià, no es pot difer-
enciar, el càlcul estocàstic pren el camí invers del càlcul ordinari: primer es defineix
la integral estocàstica, i llavors es dóna sentit a la diferencial estocàstica a través del
teorema fonamental del càlcul. Aquest teorema és en realitat una definició ja que, en
el càlcul estocàstic, la diferencial només té el significat que se li assigna quan apareix
com una integral.

Un exemple d'aplicació del càlcul estocàstic i les equacions diferencials estocàsti-
ques a la matemàtica financera és la coneguda fórmula de Black i Scholes ( veure
[BS]).

El resultat central del càlcul estocàstic i una de les eines més important d'aquesta
teoria és la fórmula d'Ito, que juga el paper del'teorema del canvi de variable per a la
integració estocàstica respecte semimartingales. Aquest resultat es deu a Itô pel cas
d'un moviment Brownià i a Kunita i Watanabe pel cas general d'una semimartingala
( veure [I] i [KW] respectivament). Considerem (fi, .T7, P) un espai de probabilitat, la
fórmula d'Ito ens diu el següent:

Teorema (Itô (1944), Kunita i Watanabe (1967))
Sigui f : K —>• R una funció de classe C2 i sigui X = {Xt,J-t\ü < t < 00} una

semimartingala contínua.
Llavors P-quasi segurament,

f ( X t ) = f ( X 0 ) + í f'(Xs}dMs + í f'(X,)dB8
Jo Jo

+ 1 í f"(Xs)d<M>s, 0 < í < o o ,
¿ Jo

on M i B són respectivament la martingala local contínua i el procés de variació
fitada que apareixen en la descomposició que admet tota semimartingala.
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En el primer capítol d'aquesta memòria presentem una extensió d'aquest resultat
per a funcions no necessàriament de classe C2.

Per a la integral de Stratonovich, la formula del canvi de variable és similar a la
del càlcul clàssic.

El temps local també ens permet extendre la fórmula d'Itô per a funcions convexes
que no són necessàriament dos cops diferenciables. Aquest concepte va ser introduït
per P. Lévy ( veure [L2]) i ens permet mesurar el temps que passa una trajectòria
d'un procés al voltant d'un punt. La primera prova rigorosa de la seva existència per
a un moviment Brownià es deu a Trotter (veure [T]). Aquest concepte també es pot
definir per a mesurar el temps que passa un procés al voltant d'una corba contínua
com veurem en el primer capítol d'aquesta memòria.

Una altra teoria que necessitarem és el càlcul estocàstic de les variacions, més
conegut amb el nom de càlcul de Malliavin. Es tracta d'un càlcul diferencial infinito-
dimensional en l'espai de Wiener que fou introduït per P. Malliavin en [M]. Poste-
riorment ha esta,t molt desenvolupat per diversos autors, com per exemple Stroock,
Bismut, Watanabe, Nualart, Zakai,...

Aquesta teoria ens permet investigar propietats' d'existència i de regularitat de
la densitat per la llei de funcionals brownians com poden ser solucions d'equacions
diferencials estocàstiques. La motivació inicial i una de les seves aplicacions més
importants fou donar una demostració probabilística del teorema de Hòrmander.

Nosaltres usarem en el primer capítol d'aquesta memòria el càlcul de Malliavin,
per estimar la densitat de probabilitat, i la derivada de la densitat, de certs processos
de difusió.

Gaveau i Trauber ( veure [GT]) van provar que l'adjunt de l'operador derivada
coincideix amb una extensió de la integral estocàstica d'Itô, introduïda per Skoro-
hod. Aquest fet permet el desenvolupament d'un càlcul estocàstic per a processos no
adaptats que és similar en alguns aspectes al càlcul estocàstic d'Itô. Per exemple, es
pot deduir una fórmula de canvi de variables, que generalitza la fórmula d'Itô, i es
pot definir també una extensió de la integral de Stratonovich.

Aquest càlcul estocàstic anticipatiu permet formular equacions diferencials es-
tocàstiques on la solució no és adaptada a la filtració browniana.

En el darrer capítol de la memòria, usem aquest tipus de tècniques per a provar
que certes funcions són integrables de Stratonovich.

Uri dels conceptes fonamentals de la teoria de la probabilitat és el concepte de
convergència feble o convergència en llei. En els capítols 2, 3 i 4 d'aquesta memòria
estudiarem diferents casos de convergència en llei cap a funcionals del procés de
Wiener.
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Es diu que una successió de variables aleatòries {Xn} convergeix en distribució
ca,p a una altra variable X si convergeixen feblement les respectives lleis imatges.
L'exemple més important de convergència en distribució és, sense cap mena de dubte,
el teorema central del límit. Aquest resultat ens diu que si tenim {£n}JÏLi una successió
de variables aleatòries independents i idènticament distribuïdes de mitjana zero i
variància <r2, aleshores les variables {Crn} definides per

1
n

k=í

convergeixen en distribució cap a una variable aleatòria normal estàndard.
De la mateixa manera, una successió de passejos aleatoris, convenientment nor-

malitzats, convergeix feblement cap a un moviment Brownià:
Considerem les sumes parcials de les variables aleatòries anteriors, SQ = O, Sk =

Y,kj=i 6' Per 3 > 1) i definim

yt = s[(] +(í-[*])%+„ t > o ,

on [t] denota la part entera de t.
Considerem ara la successió de processos {Xn} definits per

nt, t > o.
in

Observem que si prenem s — £ i t = .^^l'incrément X" — X™ = ;rW£fc+i és
independent de la a—àlgebra generada per £1, • • • , £&• A més a més X™ — X™ té
mitjana zero i variància t — s. Això ens suggereix que {X™;t > 0} s'aproxima a
un moviment Brownià quan n tendeix a infinit. En efecte, es pot demostrar que els
processos {^n} convergeixen feblement cap a un moviment Brownià estàndard.

Aquest resultat és conegut com el principi d'invariància de Donsker ( veure [D])
o Teorema Central del Límit Funcional . Nosaltres l'utilitzarem en el capítol quart
d'aquesta memòria.

Presentació.

Aquesta memòria consta de quatre capítols. Cada un d'ells té una introducció del
problema que tractarem, i una secció dedicada als preliminars que es necessiten per
aquell capítol.

També hi ha uns preliminars generals on es recorden algunes definicions i alguns
resultats del càlcul de Malliavin i de convergència en llei, que són usats en més d'un
capítol. "
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La memoria està pensada de manera que cada capítol es pot llegir de forma
independent dels altres. Es a dir, en cap d'ells s'utilitzen conceptes introduïts en un
altre capítol. Únicament es necessiten els preliminars generals.

En el primer capítol demostrem una extensió de la fórmula d'Ito per F(Xtít), on
F(x, í) és una funció absolutament contínua en x, amb derivada localment de quadrat
integrable que satisfà una condició feble de continuïtat en t ( veure Teorema 1.3.1),
i X és una difusió unidimensional tal que la llei de Xt té una funció de densitat que
satisfà certes condicions d'integrabilitat.

Seguint les idees d'un treball de Fòllmer, Protter i Siryayev, on es prova una
extensió anàloga pel cas en què X és un moviment Brownià, la prova es basa en
l'existència d'una integral backward de F'(X.y •) respecte X.

En una altra secció d'aquest mateix capítol mostrem, usant tècniques del càlcul
de Malliavin, que, sota certes condicions de regularitat dels coeficients, l'extensió de
la fórmula d'Ito es pot aplicar a les difusions fortament el·líptiques i a les el·líptiques.

En el segon capítol es construeixen uns processos, a partir d'un procés de Poisson
al pla, que convergeixen en llei cap a un drap Brownià.

Aquest résultai està inspirat en un resultat similar, per al cas uniparamètric, de
Stroock.

El mètode de demostració de la convergència en llei que hem utilitzat és l'habitual:
provem que la família de lleis és ajustada, i que la llei de tots els possibles límits febles
és la llei límit que volem determinar. Per a això últim utilitzem un resultat per al
cas de dos paràmetres equivalent al teorema de P. Lévy.

Aquest mateix mètode de demostració és utilitzat en el tercer capítol per a provar
la convergència en llei d'uns processos construïts a partir d'un únic procés de Poisson
uniparamètric cap a un moviment Brownià complex.

Aquest resultat és una generalització del resultat de Stroock que hem mencionat
abans.

En el quart capítol d'aquesta memòria estudiem la convergència en llei cap a
integrals múltiples de Stratonovich.

Concretament considerem una funció / € L2([0,T]n) i rj£ processos absolutament
continus, feblement convergents cap a un moviment Brownià en l'espai de les funcions
contínues de [O,T]. Considerem

= í • • • í
Jo Jo

En aquest capítol volem estudiar la convergència en llei de
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Provem que aquests processos convergeixen cap a la integral múltiple de Strato-
novich quan la funció / ve donada per una multimesura.

Imposant condicions sobre els processos r¡£ també ho provem quan / és una funció
contínua, i quan és un producte de funcions de l'espai L2([0, T]) per un indicador que
ordena les variables.

Finalment, abans de la bibliografia i de l'índex de matèries, trobem un Apèndix.
Allí es demostren amb detall alguns resultats tècnics que s'han usa,t al llarg de la
memòria, la demostració dels quals s'ha traslladat al final per claredat d'exposició.



Preliminars.

Nocions bàsiques del càlcul de Malliavin.

Recordarem tot seguit algunes nocions bàsiques i alguns resultats del càlcul de Ma-
lliavin que utilitzarem en alguns capítols d'aquesta memòria.

Considerem (íi, J·', P) un espai de probabilitat complet on tenim definit un movi-
ment Brownià estàndard, {Wt, O < t < 1}. Suposem també que J- és la cr— àlgebra
generada per aquest moviment Brownià. Considerem H = ¿2([0, 1]).

Sigui C£°(]Rn) el conjunt de les funcions / : R" — >• E tais que / i totes les seves
derivades parcials de tots els ordres són contínues i fitades. Definim la classe S com
el conjunt de variables aleatòries F : í) -4 R de la forma

F = f(Wtl,...,Wtn), (1)

on / e Cb°°(En) i íi, . . . ,ín 6 [0, 1]. S és un subconjunt dens de Lp(íl), per a tot
p € [1, oo). Els elements de S s'anomenen funcionals regulars.

Si F és de la forma (1) es defineix la seva derivada de Malliavin com el procés
donat per

Es pot considerar com un operador lineal no fitat definit en un subconjunt dens de
L2(íï) i que pren valors en £2([0, 1] x fï). Aquest operador D és un operador tancable.

Si definim D1'2 com l'adherència de S en L2(fi) respecte la norma

l'espai D1'2 és un espai de Hubert amb el producte escalar

Definim per iteració la k— èssima derivada d'un funcional regular F,
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on í = ( í i , . . . , í f c ) e [0 , l ] f c .
Anàlogament al cas k = 1 es defineixen els espais D^P, k > 1, p > 1, com

l'adherència de <S respecte la norma

\\F\\L = \\F\\P
LP(íl) + ¿ \\\\D'F\ ^([o.n.·jLín) •

«=i

Denotem per D*1'00 = f|p>i $""•
L'operador derivada compleix la següent regla de la cadena; sigui ^ : E™ — ï E

una funció contínua amb derivades parcials fitades. Suposem que F = ( F 1 , • • • , Fm)
és un vector aleatori les components del qual pertanyen a l'espai D1>p per algun p > 1
fixat.

Llavors # F G D1'*, i

i=l

Compleix també la següent fórmula de derivació d'un producte; siguin F, G Ç. D1'2,
tais que F • G G L2(fi). Aleshores F • G 6 D1'2 i

D(FG) = DF-G + DG-F,

suposant que cada un dels sumands del segon membre pertany a £2([0, 1] x fi).
L'adjunt de l'operador D es denota per S, s'anomena operador divergència o inte-

gral de Skorohod. L'operador 8 és un operador lineal tancat i no fitat, de £2([0, 1] x O)
que pren valors en L2(fi) tal que;

• Domí és el conjunt de processos v G L2([0, 1] x fi) pels quals existeix una
constant (7, que només depèn de u, de manera que

\E(<DF,v>H)\<C\\F\\L>(sl),

per a tot F G D1'2.

• Si v G Domí, S (v) és l'element de L2(fi) caracteritzat per la fórmula d'integració
per parts següent,

(2)

per atot F G D1'2.

Una altra forma habitual de denotar S (v) és J0 vadWs.
Per tal de poder donar algunes propietats addicionals de la integral de Skorohod

introduirem tot seguit una classe de processos continguda en el domini de S] l'espai
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L1'2. Definim L1'2 com la classe dels processos v G L2 ([0, 1] x fi) tais que v ( t ) (E D1'2

quasi .per a tot í, i existeix una versió mesurable del procés a dos paràmetres Dsvt

que compleix
f1 í1

E (Dsvt)
2ds dt < oo .

Jo Jo

L1'2 és un espai de Hubert amb la norma

= IHL2([0,1]XÍÍ)

Tenim les propietats següents:

• Fórmula de derivació d'una integral de Skorohod. Suposem que v 6 L1'2. Su-
posem també que quasi per a tot t el procés {Dtvs , s G [0, 1]} pertany al Domí
i hi ha una versió del procés { JQ (Dtvs)dWs , t E T1} en L2 ([0, 1] x íi). Llavors
la integral de Skorohod S (v) G D1'2 i tenim

Dt(S(v)) = vt+ í (Dtvs)dWs
Jo

Fórmula del producte d'una v. a. per una integral de Skorohod. Suposem que
v 6 Domí, sigui F una variable aleatòria de l'espai D1'2 tal que E (F2 fQ u2o?í) <
oo. Llavors

,1 ,1 ,1
/ (FvjdWt = F / vtdWt - / (DtF)vtdt (3)

,/o Jo Jo

en el sentit que Fvt e Domí si i només si el terme de la dreta de (3) pertany a

La integral de Skorohod és una generalització de la integral d'Ito. En [NP] i en
[N2] hom pot trobar un tractament extensiu de diverses qüestions relacionades amb
el càlcul estocàstic associat a aquesta integral.

Suposem ara que X = {Xt, O < t < 1} és un procés de difusió solució de l'equació
diferencial estocàstica,

Xt=X0+ í b(s,Xs)ds+ í a(s,Xs)dWs
Jo Jo

(4)

on XQ £ M, i cr i ò compleixen les hipòtesis habituals de Lipschitz i creixement lineal.
Introduirem tot seguit un resultat bàsic del càlcul de Malliavin que necessitarem
després al primer capítol d'aquesta memòria.
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Teorema 0.0.1. (Veure Teorema 2.2.1 de [N2]) Sigui X = {Xt , t 6 [0, 1]} la solució
de l'equació (4) on els coeficients a i b compleixen les condicions habituals de Lipschitz
i creixement lineal. Llavors Xt pertany a D1'00 per tot t e [0, 1], D'altra banda,

sup E( sup \DrXs\
p) < oo

0<r<t r<s<l

i la derivada DrXt satisfà la següent equació lineal,

DrXt = a(r,XT} + í a(s)Dr(Xs)dWs+
Jr

+ í l(s)DrXsds
Jr

per r < t quasi segurament, i
DrXt = O

per r > t quasi segurament, on à i b són processos adaptats i fitats.
Si els coeficients a , b són de classe C1 respecte x, llavors

a(s} = a'(s,Xs}
b(s) = b'(s,X,).

Aquest teorema s'utilitza per a donar una demostració probabilística del teorema
de Hòrmander que dóna condicions suficients per a l'existència de densitat de la llei
d'una difusió.

Usant el càlcul de Malliavin es poden trobar també altres condicions suficients
per l'existència i regularitat de la densitat d'una variable aleatòria F G L2(fi).

En la secció 1.5 del capítol 1, utilitzem un criteri d'existència de densitat que ens
dóna també una expressió de la densitat del nostre problema.

Convergència feble de probabilitats.

Tot seguit recordarem algunes definicions i propietats de la convergència feble de
probabilitats i de la convergència en llei de variables aleatòries i de processos es-
tocàstics.

Considerem un espai polonès (7, és a dir, un espai mètric separable i complet, i
considerem també la seva <r-àlgebra de Borel, £. Denotarem per 'P(G) l'espai de les
mesures de probabilitat en (G, £), i prenem en aquest espai la topologia feble, és a dir,
la topologia menys fina per la qual l'aplicació que a cada mesura /u li fa correspondre

:= /
J G
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és contínua, per a tota funció contínua i fitada / de G. Existeixen a P (G) diverses
mètriques compatibles amb aquesta topologia, que fan que P (G) sigui també un espai
polonès.

Definició 0.0.2. Es diu que una successió de mesures de probabilitat en [G, S),
{//„, n > 0}; convergeix feblement cap a una mesura de probabilitat n i ho deno-
tarem per

/^n ^ A*

si

per a tota f : G — > M contínua i fitada. Es a dir, si hi ha convergència de /j,n cap a
/j, en la topologia que hem definit abans.

Definició 0.0.3. Es diu que un conjunt A C P (G), és relativament compacte si tota
successió d'elements d'aquest conjunt té una subsuccessió feblement convergent.

Definició 0.0.4. Un conjunt A C P (G) és ajustat si per a tot e > O existeix un
compacte K en G tal que per a tota /j, G A, /¿(G \ K) < e.

En un espai mètric, una tècnica habitual per a provar la convergència d'una
successió és demostrar que és relativament compacta i després, és suficient veure que
tota parcial convergent convergeix cap al mateix límit. El Teorema de Prohorov
descriu exactament quins són els subconjunts relativament compactes de P (G},

Teorema 0.0.5. (Teorema de Prohorov) Un subconjunt A de P (G) és relativament
compacte (per la topologia feble) si i només si és ajustat.

Tot seguit recordarem la definició de convergència en llei per a variables aleatòries
a valors en un espai polonès. Suposem que tenim en un espai de probabilitat (íi, T , P)
una variable aleatòria X, que pren valors en un espai polonès G. Anomenarem llei o
distribució de X , la llei imatge PoX~l . Aquesta mesura de probabilitat la denotarem
per £(X) i pertany a P (G).

Definició 0.0.6. Considerem una successió de variables aleatòries a valors en G,
{Xn, n > 0}; definides en uns certs espais de probabilitat (íin, jFn, Pn), amb lleis

Direm que {Xn , n > 0} convergeix en llei cap a una altra variable aleatòria X en
G, i ho denotarem per

C(X}.
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Si denotem per EQ l'esperança matemàtica sota la probabilitat Q, aquesta definició
és equivalent a que per a tota funció contínua i fitada f : G — >• R

Considerem ara que tenim una successió de processos estocàstics a valors en R
parametritzats per un espai mètric compacte T, amb trajectòries contínues, {Xn(t);
t G T, n > 0}. Podem considerar els processos Xn com variables aleatòries a valors
en l'espai de Banach de les funcions contínues C (T}. Per demostrar la convergència
en llei dels processos Xn cap a un cert procés X, en l'espai C ( T ) , es pot fer servir el
mètode següent,

• (i) Demostrar que la família de lleis {£(Xn)} és relativament compacta en
"P(C(T)), o el que és el mateix pel Teorema de Prohorov, demostrar que és
ajustada.

• (ü) Demostrar que tota parcial {L(Xnk)} feblement convergent, convergeix cap
al mateix límit, la llei £(X).

Aquesta segona condició es pot canviar per aquesta altra,

• (ü5) Demostrar que per a tot k > 1 i per a tot ¿i, . . . , tk €. T,

en .

Observem que per a qualsevol dels dos mètodes que hem introduït cal provar en
primer lloc l'ajustament de la família de lleis. Per a provar això últim, habitualment
s'utilitzen criteris basats en la caracterització dels compactes que ens dóna el teorema
d'Arzelà-Ascoli.

Un exemple de convergència en llei de processos estocàstics, que utilitzarem en
tres dels capítols d'aquesta memòria, són els processos que proposa Stroock ( veure
[St]), que convergeixen en llei cap al moviment Brownià.

Teorema 0.0.7. (Stroock) Considerem un procés de Poisson estàndard.
{./V(í), t > 0}; i definim, per a tot e > O el procés continu

í e [O, T]}.

Si (Pe) són les lleis dels processos ye en l'espai de Banach C([0,T]) de les funcions
contínues en [O, T], llavors ( P s ) convergeix en llei, quan e tendeix a zero, cap a la
mesura de Wiener.
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En el capítol 3 d'aquesta memoria donem una prova alternativa a la que ofereix
Stroock, en [St], d'aquest resultat.

A part dels treballs [B] i [BJ3] que recullen respectivament els resultats principals
dels capítols 3 i 4, aquests tipus de processos també han estat utilitzats en [DJ], on
es prova que la llei de processos continus gaussians que es poden representar com
la integral estocàstica d'un cert tipus de nuclis deterministes respecte el procés de
Wiener, també es pot aproximar a partir de processos semblants als de Stroock. Un
exemple de procés gaussià al qual es pot aplicar aquest resultat de [D J] és el moviment
Brownià fraccional.

En [BJ2] es dóna una versió a dos paràmetres d'aquest resultat de Stroock ( veure
el Teorema 2.1.1 d'aquesta memòria).

Aquest tipus de processos també es poden utilitzar per a aproximar difusions uni-
paramétriques. De la mateixa manera que pel cas de les aproximacions del moviment
Brownià, usant les tècniques que es fan servir en aquesta memòria, també es pot
donar una demostració alternativa a la que trobem en [St] d'aquest resultat,

Teorema 0.0.8. Considerem

rf 1 r*
y (f) —x-L í -( — ^ ( f z ï f f í Y Cs lWs 4- I b(Y(-í}}dsJL g \ ts I •Jii | I I _L P c \J \ JL g\tj I \\JUtj |^ t L / t - I ç l O l l C v O .

Jo £ . Jo

on t £ [O, T] i N — {Ns] s > 0} és un procés de Poisson estàndard. Suposem que a
i b pertanyen a l'espai C% de les funcions continues amb derivades de primer i segon
ordre fitades.

Siguin Ps les lleis d'aquests processos Ye en l'espai de les funcions contínues
C ([Q, T]). Aleshores,

pe _ .̂ p

quan e tendeix a zero, on P és la llei en l'espai C ([O, T]) de l'única solució de l'equació
diferencial estocàstica,

Yt = x + í (T(Y.) o dWs + f b(Ys}ds,
Jo Jo

on W = {Wt', t G [O, T] és un moviment Brownià estàndard i la integral estocàstica
és de tipus Stratonovich.

El procés {( —1)^*}, on N és un procés de Poisson estándar, no és estacionari,
però gairebé. Concretament es pot demostrar la següent propietat (veure p.349 de
[GS]),

Proposició 0.0.9. Sigui N — {Ns; s > 0} un procés de Poisson. Considerem A una
variable aleatòria de Bernouilli de paràmetre | independent del procés N. Llavors,

Xt := (-1)*'+*
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és estrictament estacionari.

Prova: Denotarem per Zt '.— ( — l)Nt. Considerem e,- e {!,—!} per a tot i —

1, . . . , n, i considerem també t\ <t<i< • • • <tn. Volem veure que per a tot h > O,

P{(Xtí,Xt2 ... ,Xtn) = ( e i , e 2 , . . . , e n ) } = P{(Xti+h,Xt2+h.- • ,Xtn+h) = ( £ l , £ 2 , - •

Observem que

P{(Xtl,Xt2 . . . ,Xtn) = (ei, £2,-- • • )£n)}

- P{(Ztl , Zt2 . . . , Ztn) = (e i,£2, . . .,£„)} • P{A = 0}

+ P{(Zt, , Zt2 . . . , Ztn) = (-ei, -£2, . . . , -£„)} • P{A = 1}.

Però

— £l, ^t2-ti — £2 ' £l, ' ' ' ) ̂ tn-ín-l — £n ' £n-l}

= -(l +£iexp(-2íi))-(l +£2 -eiexp(-2(í2-*i))) '

x • • • x - (1 + en • £n-i exp(-2(ín - tn_i)))

1 "
— — I I (l + e» • £¿-1 exp(—2(íj- — í¿_i))) (l + EI exp(—2íi)).

¿=2

Per tant

P{(Xtl,Xt2... ,Xtn) = ( £ i , £2 , - • • ,en)}

(l + EÍ • £¿_! exp(-2(í¿ - í,-_i))) (l - £1 exp(-2íi))]
¿=2

1 "

t=2

que òbviament és igual també a la probabilitat

-f{(-^<i+/íï^í2+'í • • • ) Xtn+h) = (£1, £2, • • • ,£«)}

per a tot h > Q.
D



Capítol 1

Una extensió de la fórmula cPItô
per a les difusions el·líptiques.

1.1 Introducció.

Sigui X = {Xt,Q < t < 1} un procés de difusió, solució de l'equació diferencial
estocàstica,

dXt = b(t,Xt)dt + a(t,Xt)dWt

on {Wt , O < t < 1} és un moviment Brownià estàndard i a i b satisfan les condicions
habituals de Lipschitz i creixement lineal.

Sigui F ( x , t) una funció absolutament contínua en x, amb derivada f ( x , t) lo-
calment de quadrat integrable, que satisfà una condició feble de continuïtat en t
que després especificarem. L'objectiu d'aquest capítol és provar una extensió de la
fórmula d'Ito per F(Xt, í), sota hipòtesis d'existència de densitat per Xt que compleix
certes condicions d'integrabilitat, i donar condicions suficients sobre <7 i 6 per tal que
es compleixin aquestes hipòtesis.

Ens hem inspirat en les idees d'un article de Fòllmer, Protter i Shiryayev (veure
[FPS]). En aquest article demostren una extensió de la fórmula d'Ito pel cas en què
X és un moviment Brownià. Basen la seva demostració en l'existència i les propietats
de la densitat del Brownià, i en. l'expressió com a semimartingala del procés a temps
invertit Xt = X\-t.

La idea d'utilitzar el temps invertit per estendre versions de la integral de Stra-
tonovich i de la fórmula d'Ito també apareix en treballs de Lyons i Zhang (1994) i
de Russo i Vallois (1994), sota fortes condicions de regularitat de la funció / ( veure
[LZ] i [RV]).

Per a processos de difusió hi ha resultats que garanteixen l'existència de densitat i
en donen estimacions, basats en el càlcul de Malliavin. D'altra banda també es té que
sota certes hipòtesis la propietat de difusió es conserva pel procés a temps invertit,
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(veure [MNS] i també [HP]).
Llavors podem seguir el mètode de la demostració de [FPS]. Així, una primera part

del nostre treball consisteix en la demostració de la fórmula d'Itô suposant l'existència
de densitat de Xt, pt(x) i certes condicions d'integrabilitat sobre aquesta densita,t. En
una segona part demostrem que si <r compleix certes condicions de no degeneració,
llavors les hipòtesis de l'extensió de la fórmula d'Itô se satisfan (cal imposar també
certa regularitat en els coeficients). En aquesta segona part utilitzem tècniques del
càlcul de Malliavin per estimar la densitat pt(x) i també el quocient (Q, on p't(x)
denota la derivada respecte x en el sentit de les distribucions de pt(x).

Concretament utilitzem arguments i estimacions similars als que s'obtenen en
[CFN] per pt(x), i veiem que aquests també són suficients per estimar f^-

Rozkosz prova un resultat força relacionat amb el que presentem en aquest capítol
(veure Teorema 3.3 de [R]). En aquell treball l'autor obté una fórmula d'Itô per a
processos de difusió multidimensional i funcions F 6 W^0'(f(R

d), amb p > 2 V d, on d
és la dimensió de la difusió, i W¡0'(?(lR<i) denoten els espais de Sobolev usuals. La prova
d'aquest resultat també segueix les idees de [FPS]. Observem que les hipòtesis de F
(en el cas unidimensional) són més fortes que les nostres. D'altra banda, les hipòtesis
sobre els coeficients del generador de la difusió no són comparables. En el Teorema
1.5.9 necessitem més condicions de regularitat que en el resultat de Rozkosz, però en
aquell resultat es necessita que el terme de drift sigui fitat, i la matriu de difusió ha
de ser uniformement definida positiva.

Els principals resultats d'aquest capítol estan recollits en el treball [BJ1]. Poste-
riorment a aquest treball d'altres autors han obtingut extensions de la fórmula d'Itô
en línies semblants a la de [FPS] i la nostra. Aquest .és el cas de [FP], [MN1], [MN2],
[ERV] i [Ei].

Concretament en [FP] es dóna una extensió de la fórmula d'Itô per a un moviment
Brownià (¿-dimensional amb d > 2 i una funció que no depèn del temps F i que
pertany, almenys localment, a l'espai de Sobolev W1'2. Proven que les integrals
estocàstiques forward i backward d'una funció / 6 L2

oc(R
d), es poden construir com

a límits en probabilitat, sota la mesura PXo, del mateix tipus d'aproximacions que
en el cas 1-dimensional. Però, contràriament al que passa en el cas d = 1, aquests
resultats d'aproximació només són certs per tots els punts inicials x0 tret d'un conjunt
de mesura nul.la.

En la demostració es necessiten resultats multidimesionals de [HS] anàlegs a la
llei 0-1 d'Engelbert-Schmidt.

També proven l'existència de les covariacions quadratiques [fk(X], Xk] (on //. són
les derivades parcials de F) i l'expressen com la diferència entre les integrals backward
i les forward.

En [MN1] es prova l'existència de covariació quadràtica [f (X), X], on f (x) pertany
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a l'espai Lfoc(M.} i X és un procés continu i adaptat de la forma Xt = JQ usdWs, on u
satisfà localment certes condicions de regularitat en el sentit de Malliavin i que per
atot t 6 [O, T], \ut\ > p > 0.

L'existència d'aquesta covariació quadràtica també permet provar una extensió
de la fórmula d'Itô per a X i per a funcions F (que no depenen del paràmetre temps)
absolutament contínues amb derivada localment de quadrat integrable.

La principal diferència entre el mètode de demostració d'aquest resultat i el dels
resultats de [FPS] i [BJ1] és que s'utilitzen tècniques del càlcul de Malliavin per tal
d'evitar l'argument del temps invertit.

En [MN2] es prova l'existència de les covariacions quadratiques [jjj^-(X),Xk]
(que permeten provar una extensió de la fórmula d'Itô), on F pertany localment
a l'espai de Sobolev Wlip(]Rd) per algun p > d i X és una martingala Browniana
regular «¿-dimensional, no degenerada, amb una representació de la forma X¡ =
X^¿=i lo uk/dWl

s per a tot k = 1 , . . . , d.
En [ERV] trobem una fórmula d'Itô per a funcions F € C^(Rn), l'espai de

Fréchet de les funcions de classe C1 (R") les derivades de primer ordre de les quals
són localment Holder-continues amb paràmetre A G [0,1), i per X = (X1, • • • ,-X"")
un procés càdlàg tal que ^s<1 |AXS|1+A < oo q.s. i les integrals f,Q , f(X}d~X'1 i
LQ i f(X)d+Xl ( definides com a límits uniformement en probabilitat quan e J, O*

y* v * / * /f * ^ *
^e /o' ffós)—^—-ds i /0 f(Xs}~-—^~E)vo(jg respectivament) existeixen, per a tot
f c r0'^(][$n\ i 1 <T i <" n/ fc Hoc 1K ) i í. ^ i ^ n.

Entre els exemples de processos X pels quals val aquesta fórmula d'Itô hi ha
semimartingales invertibles, com són els processos de Lévy càdlàg (veure Teorema
1.8 de [JP]), que compleixen que la funció |x|A A 1 és integrable respecte la mesura
de Lévy de X.

En [Ei] la covariació quadràtica [f(X,-},X], on X és un moviment Brownià i
F una funció absolutament contínua amb / = F', s'expressa com una integral es-
tocàstica biparamètrica respecte el temps local L". També es prova que la fórmula
d'Itô continua essent vàlida si existeix la derivada de F respecte de í, enlloc de la
hipòtesi feble de continuïtat sobre / que suposen [FPS].

El capítol està, organitzat en diverses seccions. Una primera secció de preliminars.
En aquesta secció presentem el problema i introduïm alguns conceptes que més enda-
vant, en les altres seccions, necessitarem. Aprofitem també aquesta secció per donar
alguns resultats coneguts de temps invertit que utilitzarem en la secció 1.3.

La tercera secció està dedicada a provar l'extensió de la fórmula d'Itô. Allí donem
condicions suficients per a que aquesta extensió valgui per un procés de difusió.

A continuació ve una secció on es relaciona la "covariació quadràtica" i el temps
local. Tot seguit trobem una secció d'exemples. En aquesta secció provem que sota
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bones condicions, les difusions fortament el·líptiques i les el·líptiques compleixen les
hipòtesis que hem trobat en la secció 1.3, i per tant val aquesta extensió de la fórmula
d'Ito.

Al llarg d'aquest capítol les constants que apareixen a les demostracions són ano-
menades C o bé K, encara que puguin canviar de valor d'un lloc a un altre.

1.2 Preliminars.

Sigui X = {Xt, O < t < 1} un procés continu. La forma estàndard de provar una
fórmula d'Ito és considerar la descomposició

F(Xt)-F(X0) = ..(F(Xti+1)-F(Xtl)), (1.1)

on Dn denota una partició de la forma {O = t0 < • • • < tkn = 1}, i Dl
n la partició que

s'obté afegint a Dn el punt t.
Si suposem que F és una funció absolutament contínua de la forma

F ( x ) = F(0) + f* f ( y ) d y ,
Jo

on / és localment de quadrat integrable, llavors els increments que ens surten a la
banda dreta de (1.1) es poden escriure, tal com fan [FPS], com

F(Xtt+l)-F(Xtt] = fXtí+l f(y)dy = f(Xti)(Xti^-Xt{) + F*'" { f ( y ) - f ( X t i ) } d y ,
Jxt{ Jxti

i també com

f(Xti)(Xti+1 -Xti) + { f ( X t i + 1 ) - f ( X t í ) } ( X t ^ -Xt,) + í t t + l { f ( y ) - f ( X t i + 1 ) } d y .
Jxtí

Sumant aquestes expressions dels increments, podem escriure la descomposició que
hem considerat en (1.1) com

F(Xt) - F(X0) = T f(Xti)(Xt,+1 - Xti) + ®n + < , (1.2)

amb covariació quadràtica discreta

ti < t



1.2. Preliminars. 31

i reste

e xti
1¿,1¿ + 1 e -L'n -

ti <t
Passem al límit ara (1.2) al llarg d'una successió de particions Dn, amb norma

Dn \ tendint a zero, que tingui el mateix ordre de convergencia que t\ , és a dir, existeix
una constant M tal que per a tot n

i^l<M<oo. (1.3)

Hem d'imposar aquesta condició per tal que convergeixin unes determinades sumes
de Riemann, com veurem més endavant. Segons quines siguin les funcions r(í) i u(i)

dels Teoremes 1.3.1 i 1.3.2, es poden donar condicions millors que (1.3) per a les
successions de particions. Per exemple, si r (i) = u(i] = Kt'1/'2, com passa en el cas
del moviment Brownià i en els nostres exemples, es poden considerar particions tais
que

sup sup —— = M < oo.
n t;>0 ti

Direm que una successió de processos Y" — {Yt
n, O < t < 1} convergeix uniforme-

ment en probabilitat (u.p.) cap a un procés Y = {Y(,0 < t < 1} si el suprem de la
norma de les diferències convergeix a O en probabilitat.

En [FPS] el resultat bàsic per provar la fórmula d'Ito, on X és un moviment
Brownià estàndard és que existeix el límit u.p. de

f ( X t i ) ( X t i + 1 - Xti),

I

O < ti < t

que coincideix amb la integral estocàstica forward ordinària (integral d'Ito)

/ f(Xg)dX,,
Jo

i el límit u.p. de

" •'«,+ ,-*.,),

o < ti < t

que coincideix amb la integral estocàstica backward

C
Jo

*xs.
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Aquesta integral es defineix com una integral forward del procés f ( X s ) respecte
X s, on X denota el procés a temps invertit, X = {Xt = -X\_(, O < í < 1} que és
també una semimartingala.

Per tal de motivar la definició de la integral backward en el nostre cas considerarem
una situació més general. Suposem que F depèn també del temps t, és a dir F =
F(x,t) (aquest és també el cas estudiat en [FPS]). Suposem també que el nostre
procés és un procés de difusió, que satisfà la següent equació diferencial estocàstica

= X0+ í b(s,Xs)ds + f o-(s,Xs
Jo Jo

on W = {Wt,J-t] O < t < 1} és un moviment Brownià estàndard , i a i b satisfan les
condicions habituals de Lipschitz i creixement lineal, concretament suposarem que
existeix una constant K > O tal que per a tot x, y 6 R,

< K\x - y\ (1.4)
t

s u p [ \ < T ( t , x ) \ + \ b ( t , x ) \ ] < K(l+ x). (1.5)
í

El problema de la preservació de la propietat de difusió en invertir el temps d'un
procés ha estat estudiat per diversos autors (veure per exemple [HP] , [MNS], [P], [J]
i [Pr]). En [MNS] es donen condicions necessàries i suficients per tal de preservar la
propieta,t de difusió sota la hipòtesi d'existència de densitat per a la llei de Xt, per a
tot t > 0. Utilitzem el següent resultat:

Teorema 1.2.1. (Veure Teorema 2.3 de [MNS].) Suposem que se satisfan les següents
condicions,

1. Els coeficients a i b satisfan les hipòtesis (1-4) i (1-5)-

2. Per a tot t > O, Xt té una densitat p t ( x } . -

3. La derivada en el sentit de les distribucions de <J2(í, x ) p t ( x ) és una funció lo-
calment integrable, és a dir, satisfà

f!Jt0 JD
— ( o - 2 ( t , x ) p t ( x ) )

per a tot obert fitat D C M i per a tot t0 > 0.

dxdt < ço,

Llavors el procés a temps invertit, {^,0 < t < ij és un procés de difusió, i exis-
teix un moviment Brownià {W"t,^i,0 < t < l} tal que el procés {X/,,0 < t < l} és
Ft—adaptat i compleix l'equació diferencial estocàstica,

f 1 - - f* - -
Xt = X0+ \ b(s,Xs)ds+ I a(s,Xs}dWs, (1.6)

Jo Jo
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on

5(1-í, x) = _6(í)

amè e/ conveni que el terme (pt(x)) 1 = Q si pt(x) = O .

Observació 1.2.2. Aquest resultat implica que existeix un espai de probabilitat on
estan definits el nou moviment Brownià, W = {Wt,^t', O < t < 1}; i el que ja
teníem, W. Aquest espai de probabilitat és una extensió de l'espai inicial on teníem
definit W.

Observació 1.2.3. Si imposem la següent condició, més restrictiva, (3') enlloc de
la condició (3) del teorema,

fiJo JD
—(a2(t,x}pt(x)) dxdt < oo ,

per a tot obert fitat D C R, tenim que la igualtat (1.6) és certa per a tot t £ [O,1].

Això és una conseqüència del fet que si (3') és certa, llavors el terme de la dreta
de (1.6) és un procés continu en [0,1]. Certament, en aquest cas, pels habituals
arguments de localització, podem suposar que

/* 1 /* J

I I — ( c r 2 ( t , x } p t ( x } } \dxdt < oo ,
J Q ./R dx\ n

és a dir,

E
1

/o Pi-t(Xt]

la qual cosa implica que

A
dx

P{ Jo Pi-t(Xt)
a\l - t,Xt)Pl_t(Xt}} \dt < 00} = 1.

Per tal de motivar la definició de la integral backward JQ f(Xs,s)d*Xs en el nostre
cas, suposem per un moment que les sumes de Riemann

E -xt.) (1.7)

ti <t
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convergeixen cap a un cert límit, i volem definir aquest límit com la integral backward.

Fent el canvi de notació

1 - ti+l = Sj, amb j = (kn + 1) - (i + 1) ,

obtenim que (1.7) és igual a

> 1 - t

Llavors, és raonable definir la integral backward

í f(xs,s)d*xt,
Jo

com la següent integral forward

- í f(X,,l-s)dX..
Ji-t

Aquesta última integral la definim en el sentit habitual, utilitzant la descomposició

(1.6) de X com a semimartingala.

1.3 Demostració de l'extensió de la fórmula d'Itô.

Recordem que {Xt,0 < t < 1} és un procés de difusió solució de l'equació diferencial
estocàstica,

Xt = X0+ í b(s,Xs}ds + í a(s,Xs)dWs
Jo Jo

o bé, en forma diferencial,

dXt = b(t,Xt)dt + <r(itXt)dWt

on {Wt, O < í < 1} és un moviment Brownià en R. Suposem que X0 és jFo-mesurable.

En aquesta secció suposarem que el nostre espai de probabilitat (í), JF, P) és el que

ens dóna l'Observació 1.2.2 de la secció anterior, on ambdós moviments Brownians,
W i W estan definits.

La prova de l'extensió de la fórmula d'Itô es basa, bàsicament, en dos resultats;
els Teoremes 1.3.1 i 1.3.2, que donen, respectivament, condicions suficients per a la

convergència de les sumes de Riemman forward i backward cap a les corresponents
integrals estocàstiques.
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1.3.1 Existencia de la integral forward.

Teorema 1.3.1. Suposem que / (- ,¿) E L2
OC(1R) i que per a tot compacte T de IR

tenim que J T f 2 ( x , t ) d x es una fundó contínua de t en [0,1].
Suposem també que

• (Hi) Xt és una difusió que compleix les condicions 1 i 2 del Teorema 1.2.1,

• La densitat de Xt, p t ( x ) compleix:

snppt(x) < r ( t )
X

on r ( t ) es una fundó contínua de t en (0,1], decreixent i integrable.

Llavors f ( X . , - ) té integral forward respecte Xt i a més a més, si prenem una
successió de particions Dn tais que \Dn\ —>• O i que satisfan (1.3), aleshores el límit

f I v i-\(Y X }

i
O < ti < t

existeix com a límit uniformement en probabilitat, i és igual a

f ( X s , s ) d X s .
o

Prova: Seguirem l'esquema que s'utilitza en [FPS] per demostrar el mateix resul-
tat pel cas particular on {Xt, O < t < 1} és un moviment Brownià.

Sabem que

Xt = X0+ í b(s,X.)ds + í a(s,Xs}dWs.
Jo Jo

Per tant per veure que f (X , •) és forward integrable respecte X n'hi ha prou provant,

i).
í1
í \b(s,Xs}f(Xs,s)\ds < oo q.s.

Jo

ü)
-1

(cr(s,Xs)f(Xa,s})2ds < oo q.s.
Jo

r\ \ f \ \ f / t r \ r / •* r \ l i i t r l , i • a zeroPer veure i) hem de provar que P < JQ \b(s,Xs)f(Xs,s)\ds > N> tendeix

quan N —>• oo.
Utilitzant arguments de localització podem suposar que b està fitada, que

f ( x , t ) £ L2(E) per a tot t G [0,1] i que f K f 2 ( x , t ) d x és una funció contínua de t
en [0,1].
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Per la, desigualtat de Txebixev,

P{ r\b(s,X.)f(X.,s)\ds>N\ < ^-E f\b(S,Xs)f(s,Xs))
2ds

(.Jo ) N Jo

j a que podem suposar que b està fitada.
Aquesta última expressió podem escriure-la com

c / r1 / f
— ( 1 ( 1 f2(rM2\ V / •> v '^ ^Jo ^ JR

£; f* ( f f(*,*)
w Jo ^JK

utilitzant que r(s) fita la densitat. I aquesta darrera expressió convergeix a zero quan
./V tendeix a infinit.

ii) Cal veure també que

/

i
(f (s, Xs)f(X¡n s)) ds < oo q.s.

_

Haurem de provar que P < JQ (<r(s, X s ) f ( X s , s))2oí.s > N > convergeix a zero quan

N ->• oo.
Novament pels arguments de localització hom pot suposar a fitada,

/(x, í) e L 2 (R) , per a tot t e [0,1] i tal que jR/2(x,í)<ix és una funció contínua
de t en [0,1].

Utilitzant la desigualtat de Txebixev i que podem suposar a fitada,

{ í (<T(S,Xs)f(Xs,s))*dS>N\ < j~E\ í
( Jo J -<v l J o

j

i aquesta última expressió ja havíem vist que convergeix a zero en tendir N a infinit.
Hem de veure ara que

lim ^ f(Xti,ti}(Xti+1 - Xti) = / f ( X a , s ) d X a u.p.n~*°° t Jo

O < ti<t

Sabem que

Xt = X0 + / b(s,Xs)ds + í a(s,Xs)dWs.
Jo Jo
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Per tant provarem dues coses,
(Al)

lim > f(Xti,ti} b(S,Xs)ds = j f(Xs,s}b(s,Xs)dS u.p.
Tl—^OO

< i , í i + i € l > *
O <ti < t

(A2)

lim
n—foo

..,ti) í >+1 a(stXt)dWa = í f(Xs,S)a(s,Xs)dWs u.p.
Jti Jo

O < t¿ < t

Per provar (Al) hem de veure que per a tot e > O

P Í s u p I / f(XS)s)b(s,Xs)ds- Y f(xti,ti) f'*'b(s,Xs)ds >e\ —» O .
* •/ o t Jti

ti,ti+i € jDn

O «i

Però,

PÍsup f f(Xs,s)b(s,Xs)ds- V f(Xtí,ti) fl+íb(S,X.)ds >e\
* JO , Jt; J

<i,< i + 1e^

< PÍsup /
~ l t Jo

«i
< P{ /

^ Jo

O < t¿ <

> £

í¿!^¿+i € Dn

O < í,- < 1

í,-,íj+i e -Dn
O «i < 1

Per arguments de localització podem suposar que b està fitada, que f ( x , t] 6 L2

per a tot t 6 [0, 1] i que ^f2(x^i)dx és una funció contínua de t en [0,1].
Per tant només cal veure que

E /(*«<> to
O «¿ < 1

convergeix a zero quan \Dn\ —>• 0.
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Definim

*(w,i) = f(Xt,t],

O <ti < 1

Per tant n'hi ha prou veient que

lim ||$ -$n||* = O

\\.\\l = E (¡¿(-y¿t).
D'una banda,

= E( í f2(Xt,t)dt]
\Jo J

~ f2(x,t)pt(x)dxdt
Jo JE.

f1 í
< / r(t) I f2(x,t}dxdt <

Jo Jm

Definim

= í í f2(x,t)r(t)dxdt= í r(t) f f(x,t)dxdt,
J[o,i] JK. Jo V/R

que és una norma L2(R x [0, 1]) amb la mesura r(t)dxdt.

Per tant hem vist que

l l a l l í < I I / I I Î -
D'altra banda,

= T
Jo

(¿í

ti,ti+l<EDn

O < ti < 1

= / Z) í f2(x,t{)I[ti¡t^)(t}pti(x}dxdt
JO — „ ,/R

-C'n

O < ti < í

í / f2(x,tt}Ptí(x}dx](tí+1-tt)
UK J

O <ti < 1
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O < ti < I

Podem escriure aquesta darrera expressió de la següent manera

E
i+i 6 Dn

r f i
m/--Lil / f2(r /-WrI / l l/j_j_ J l f / l t i / » ( / j l U / t t / l

L ./R J

+ E
ti, í» + l € Dn

O < t, < I

/ f\x,ti}dx\ (r(tt) - r(tí+1))(ti+1 - í,-).
.,/M J

D'una banda, el primer sumand de la darrera expressió es pot escriure com,

T E r(f<+1) (7/'(x,*,-)**) J[ t í i t l+l)(*)da.
./o VR /

í i , í f+i €Dn

0<ti<l

Però utilitzant que podem suposar ^/2(x,í)c?x contínua com a funció de t en

[0, 1] i que r (t) és decreixent,

•i,ti+i €£>„
0<ti<í

r(í.-+1) í í f(x,tt)dx] I[tí,ti+l)(s) < Kr(s) .
\JR J

Com

ti,ti+i £Dn

O < í,- < 1

convergeix per tot t cap a r(í) L /2(x,í)c?x, aplicant el teorema de la convergència

dominada, tenim que

[ /* l r^ r
/j.. \ / f 2 / 1 ™ ^.W™ /4. 4."l / ~,í+\ í f^-ÍT +\rl'rfl+/ I t / j - L j ) I J l u x , ( / ^ í t í ' a ' | I 6 ^ _ i _ j — í-j I — j / l í - l ï / ( l · í / , í ' ic ta / t t í / .

JR J Jo J~R

Q<ti<l

D'altra banda, existeix una constant finita M, tal que ^-^- < M, per a tot n.

Llavors,

O < í,- < 1
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< K\Dn\

i,ti+i G Dn

0 < U < l

= fflA.Krfr)-

K(M C'r(i)dt - \Dn\r(l)] ,
V Jo /

que convergeix a zéro en augmentar la partició. Hem utilitzat novament que r(t] es
decreixent i integrable en (0, 1).

Així doncs,

Sigui e > 0. Prenem ara, una funció g 6 C(R. x [0, 1]) amb suport compacte tal
que

\\9-fL<e

i definim

*(w,í) - g ( X t , t ) ,

9 ( X t í , t i ) I [ t i > t . + l ) ( t ) .

ti,ti+i G Dn

Tenim que

lim||* - *B||5 - Hm C E[(g(Xt,t) -
n n Jo

ti i^i ' + l G -Dn

O < ti < 1

per ser ^ contínua amb suport compacte, aplicant convergència dominada.
Llavors,

||$ - *B||2 < ||$ - *||2 + 1|* - *n||2 + ||*B - <&n||2 .

D'on
limsup ||$ - $n||2 <\g- f\l + \\g - /||, < 2£ .
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Per tant,

com volíem demostrar. Això acaba la prova de (Al). Hem de veure ara,
(A2)

Jim Y^ /(**,-»*••) í"" <r(s,X,)dW. = í f(Xs,s)a(s,Xs)dWs u.p.

O < t,; < t

Hem de provar que per a tot e > O

PÍsup í f(Xs,s}a(s,Xs)dWs- V
* J° í

O < ti < t

tendeix a zero quan n tendeix a infinit.
Però, com que f ( X t i , t i ) és J~ti~mesurable,

PÍsup í f(Xs,s)a(s,Xs)dWs- Y,
*• t Jo

f(Xti,ti) f'*'a(s,Xs}dWs > e}
J

a(s,Xs}dWs > e}
J

O < í¿ < t

t ' Jo
i,ti + l € Dn

O < íi < 1

Per provar que aquesta darrera expressió tendeix a zero n'hi ha prou veient que
per a tot e > O

O < <f < 1

Pels arguments de localització podem suposar a fitada, /(-,í) de quadrat in-
tegrable i jR/2(x,t)c?x contínua com a funció de t en [0,1]. N'hi ha prou doncs
demostrant que

{ í' (f(Xs
^ Jo ^

s - f(Xti^)Iíti>tí+l)(s))2ds > e] -»- 0.
' }

tíi ti+\ 6 Dn

O < ti < 1
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Però,

. pi r(f(x.,s)-
( Jo v

< -E\ f1 (f(Xs,s)-
£ L,/o v

o < ti < i

Í» ) Í¿+1 G -Dn

O < íi < 1

I en la prova de (Al), hem vist que aquesta esperança tendia a zero en augmentar
la partició.

n

1.3.2 Existència de la integral backward.

Teorema 1.3.2. Suposem que /(-,í) € Lpoc(R) i çtíe per a íoí compacte T de R

tenim que fTf2(x,t)dx és una funció contínua de t en [0,1].

Suposem també que

• (Hi) J\T( es una difusió que compleix les condicions 1 i 2 del Teorema 1.2.1.

• (H2) La densitat de Xt, p t ( x ] compleix:

«W

on r(í); it(í) són funcions contínues com a funcions de t en (0,1], decreixents,
integrables i tais que ((r}l^u}(t) és també integrable.

Llavors f ( X . , - ) té integral backward respecte Xt i a més a més. si prenem una
successió de particions Dn tais que \Dn\ — >• O i que satisfan (1-3), aleshores el límit

o < ti < t

existeix com a límit uniformement en probabilitat, i és igual a

í
Jo

f(Xs,s)d*Xs.
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Prova: Observem en primer lloc que estem en les condicions del Teorema 1.2.1,
ja que la condició 3 es compleix en el nostre cas gràcies a la segona fita de la hipòtesi
(H2) i la desigualtat de Holder. De fet, es compleix la condició 3' que era més forta,

J

-r(<72(t,x}pt(x
o D dx

2 J

/»! r-

/ /Jo JD

/ •ID

r1 í f i í d \ 2 V/2 / /• \1/2

- / / 2 í x t x * dt
JO JD

í1< I u(t)dt < oo.
Jo

Considerem Xt = Xi_t. Recordem que per veure que /(X.,-) és backward inte-
grable respecte X hem de provar que f ( X s , 1 — s) és forward integrable respecte Xs.
Pel Teorema 1.2.1 sabem que existeix {M^O < t < l| moviment Brownià, respecte
la filtració del qual Xt és adaptat i compleix una equació diferencial estocàstica del
tipus

/ •*_ _ /"'
Xt=X0+ b(s,Xs)ds+ / â(s,

Jo Jo
ori

6(1 -í, x) = -fe(í,x) + — -y— (<T2(í,a:)|i t(x)),

amb el conveni que el terme (^(x))"1 = O si pt(x) = O .
Per tant, per veure que f ( X s , s] és backward integrable respecte X cal provar que

i)
r1 -
/ \b(s,Xt)f(X.,l-s)\ds«x> q.s.

Jo

ü)

/ (e(s,X,)f(Xt, 1 - s))2c¿6 < oo q.s.
Jo

Per veure i) haurem de provar que

í \b(l-s,Xt)f(X8,l-s)\ds<oo q.s.
Jo

i que

is < oo q.s.
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Primer hem de veure que P l JQ \b(l — s J X s ) f ( X s , 1 — s)\ds > N > —>• O quan

N —> oo. Però aplicant la desigualtat de Txebixev es redueix a provar que convergeix
a zero la següent expressió:

ja que pels arguments de localització podem suposar b fitada. Podem suposar també
Jjg f2(x,t)dx contínua en [0,1] i per tant fitada en [0,1]. Recordem, per últim que r(s)
fita la densitat. Així aquesta última expressió ens queda

C I"1 / f \
l\k I ( I f2(x,l- s)Pi-s(x)dx}ds
•'" Jo ^ JT& '
c1

que convergeix a zero quan N — > oc.
Hem de veure també que

P { í I - \Y\T^1 - S' *.)Pi-({Jo pi-s(Xs)dx

quan N — > oo. Per la desigualtat de Txebixev es redueix a veure que

, o i - s s

convergeix a zero quan ./V — >• oo. Aplicant la desigualtat de Schwarz

7fE[ í' I^FT¿(0"2(1 - ^^>i-,(X))/(X,i - s) ds]^ L7o pi-s(Xs)dx J

1 f1 / / ] d - - \ 2\ 1/2 / / _ N N 1/2

X ( />(*,!
\ /TED

</ JKx

però aquest últim terme, recordant les fites que ens dóna la hipòtesi (H2) del teorema,
es pot majorar per

^ Tw Jo
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Pels arguments de localització JRf2(x,t)dx és contínua, i per tant fitada, en [0,1]

(r)1/2 és integrable en [0,1], així doncs això tendeix a zero en créixer N.

ü) Per provar que

(a(s,X,)f(X.tl-s)?dS<oo q.s.

n'hi ha prou veient que

convergeix a zero en tendir N a infinit. Però

~E\ í\a(S,
*v L Jo

ja que pels arguments de localització cr es pot suposar fitada, i aquesta esperança ja

hem vist que era finita, i per tant aquesta expressió tendeix a zero en tendir N a

infinit.

Hem de veure ara que

E f(Xti+l,tl+1)(Xt{+l-Xti) = J*f(Xs,s)d*Xs u.p.

ti,ti+í e D*n
o <ti < t

Recordem que Xt = Xi-t. Llavors

O < ti < t

/(X^^KX^-X^). (1.8)

^O «¿ < í

Fent ara el canvi de notació següent a la partició:

1 - ti+í = Sj amb j = (kn + 1) - (i + 1)
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obtenim que l'expressió (1.8) és igual a

/ -i
1-t

1 > Sj + i > 1 - t

D'altra banda,

/ f(Xats)<rXa :=- í f(Xa, 1 - s}dXs.
Jo Ji-t

Per tant hem de provar que

f1

lim YJ f(XS{,l — Si)(XSi+l—XS{)— I f (Xs, 1 — s)dXs

1 > s<+i > 1 - í

u.p. ^

Sabem pel Teorema 1.2.1 que existeix ÍWt,^t,0 < i < l} moviment Brownià,

tal que el procés Xt és ^-"¿-adapatat i compleix una equació diferencial estocàstica. del
tipus,

0+ í b(s,Xs)ds+ í e(s,Xs
Jo J 'o

on

a( l - í ,x) = er( í ,z) ,

6(1 -í, x) = -6(í,x) + — r^— (a2

Pt^xj ox

amb el conveni que el terme (^((x))"1 = O si pt(x) = O .

Hem de provar per tant dues coses,
(Bl)

lim V f(XBi,l-Si) r+1b(s,Xs)dS= í f(Xa,l-s)b(s,Xa]ds
_, . ^Si Ji-tn-t

1 > Si + i > 1-t

u.p.
(B2)

lim > ' f(Xaí,l-Si) I a(s,Xs)dWs= I f(Xs,l-s)a(s,Xs}dW,/ -J \ * / f \ ' / j •f \ ' / \ / / *



1.3. Demostració de l'extensió de la, formula, d'Itô. 47

u.p.

Per provar (Bl), com que sabem que

1(1 -í ,x) = -6(í,x) +

haurem de veure dues coses,
(Bl.l)

lim Y, /(*•«,!-*

1 > Si + i >l-t

b(l-s,Xs)ds = f(Xs,l-s)b(l-S,Xs)ds

u.p.

(B1.2)

lim J^ f(Xai,l-Si

1 > si+í >l-t

u.p., on

A(l-s,XB)ds = i f(Xa,l-s)A(\-s,Xa)ds

Per demostrar (Bl.l) caldrà provar que per a tot e > O,

P s u p f(Xa,l-s)b(l-s,X,)ds
< i Ji-t

1 > si+1 >l-t

0(1 - s,X,)ds > e]

convergeix a zero. Però,

PÍsup
I í

1 > Si+i > 1 - í

< P{ sup í
(' J1 — t

-*)



48 1. Una. extensió de la. fórmula d'Itô per a Jes difusions elliptiques.

f(XSi,l-Si)I[sitSi+1)\\b(l-s,Xs) ds > ej

Si,s<+i € Dn

1 > Si+j. > 0

"U1

,X.) ds

1 > si+1 > 0

Pels arguments de localització podem suposar b fitada, /(•, t) de quadrat integrable
/2(x,í)dx contínua com a funció de t en [0, 1]. Per tant n'hi ha prou veient que

E
L \ ./n

Dn

1 > s¿+i > O

convergeix a zéro en augmentar la partició.
Definim

Si,Si+i € Dn

1 > s,-+i > O

Per tant hem de veure que limn ||$ — $n\\2 = 0. Observem que

= E f\Xs, 1 - s)ds = /2(x, 1 - s)Pl_s(x)dxds,
o

fent el canvi 1 — s = t aquesta última expressió ens queda

< ¡\(t] í f\x,t}dxdt=
Jo Jtt

De la mateixa manera,

S o ^ 7")
« ! Sl + l fc ¿Al

• 1 > S.-+1 > O
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E o

1 > sf+1 > O

desfent ara el canvi 1 — í¿+1 = s.,-, on j = (kn + 1) — (i + 1), ens queda

S -L'n

O < ti < 1

VK

O < ti < 1

E
O < ti < 1

i per la continuïtat en (0, 1] d'aquestes dues funcions, i utilitzant que r(í) és decreixent
i integrable, tenim que

f \ \ ,
n

i seguint el mateix argument que a l'apartat (Al) del Teorema 1.3.1 tenim que

Passem doncs a provar (B 1.2), hem de veure que per a tot e > O,

P Í s u p I / (f(Xt,l-s)A(l-s,X,)-1 t I Ji-t V

Si, Si + i £ Dn

1 > Sf + i > O

convergeix a zero. Però,

P\ sup I / (f(Xa,l-s)A(l-s,X.)
t ! Ji-t

f(XSi,l-st)A(l-s,Xs)I[wi)(s))dS

Si, Sj+i G Dn

1 > sí+i > O
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< P{ í f(Xs,l-s)A(l-s,Xs)
*• Jo

f(X.ttl - ai)A(l - s,X.)I[tit.w)(s) ds > e}

Sí, Sj+i 6 Dn

1 > Si+i > O

< -El f(X,,l-s)A(l-s,Xt)

\Dn

1 > si+i > 0

Pels arguments de localització podem suposar /(-,t) de quadrat integrable i
fK /2(o;, t)dx contínua com a funció de t en [0,1].

N'hi ha prou, doncs, veient que aquesta última esperança convergeix a zero o, el
que és el mateix, veure que

on

,a) - f(Xs,l-s)A(l-s,Xs),

si, *« + ! € Al

1 > si+1 > O

Quan hem demostrat que f (X., •) és backward integrable respecte X, hem vist que

1, = E f \f(X.,l-s)A(l-s,X.)\ds
Jo

r1 / r \1/2

< / í / f 2 ( x , t ) d x ) u(t)(r(t))1/2ds<oo.
Jo \7R /

Definim la norma

= í* ( í f'(x,t)d
Jo \JK

1/2

•X I U
1/2

es comprova fàcilment que és una norma; per a provar la desigualtat triangular uti-
litzem la desigualtat de Minkowski:

\\f + 9\L = /Y/I
Jo \JE.
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/'((/'Jo \ VR

= II/IL + N

Hem provat doncs que

1/2 r \1/2\
g2(x,t)dx) } u(t) (r(t))1/2 dt

-/M ) I

<
D'altra banda,

1 > si+i > O

E ( f ( X S i , l - st)A(l - s,X.)\) I[si,Si+

Si, S¿ + 1 6 Dn

1 > si+i > O

<
. o

S ¿ , S ¿ + 1 6 -Dn

1 > sí+i > O

E
s¿,s¿+i 6 Ai
1 > si+i > O

/2

x

E
—o. ç. , c. n¿í j *i + l t J-Sn

1 > Si+i > 0

1/2

Si, Si + i € Dn

1 > sí+1 > O

/•

^R

1/2

utilitzant que u és decreixent, aquesta última expressió és menor o igual que

\ 1/2

E
Si,S i + i 6 Dn

1 > si+i > O

( \
/ f(x,l-Si)dx}

./R /
-Si), (1.9)



52 1. Una extensió de la formula d'Itô per a les difusions elliptiques.

desfent ara el canvi 1 — ti+i = s¿, amb j = (fcn) — (i + 1), tenim que (1.9) és igual a,

1/2

O «í < 1

/ /•

E /V./R
tit ti+1eDn

Però podem suposar que JR f 2 ( x , t ) d x é s una funció contínua en [0, 1], i
és decreixent i integrable en (0,1), per tant, utilitzant el mateix argument que a
l'apartat (Al) del Teorema 1.3.1,

Considerem ara e > O i prenem una funció g 6 C(R x [0, 1]) amb suport compacte
tal que •

\\9-f\L<e,

i definim

*(w,5) = g(Xs,l-S)A(l-s,Xs},

g(XSi,l-St)A(l-s,Xs)I[siiSi+,)(s),

Si, s,-+i e Dn
1 > sí+1 > O

lla,vors

= r
Jo

1 > sí+i > O

í' (E(A(l-s,Xs)y
Jo v

x (E(g(X., 1-s)-
1/2

s¿,s¿+i e A
1 > si+i > O
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í'1 í f \1/2

< / / A2(l-5,x) ? 1_,(x)f/x
./o \JR /

x(E(g(X.,l-a)- £ g(X.lt
S{,Si + i 6 jDn

1 > si+l > O

Si, Si+i € Dn

I > si+í > O

però g està fitada per ser contínua en ]R x [0, 1] i amb suport compacte, i d'altra
banda u(t) és integrable en (0, 1) per tant per convergència dominada aquest últim
terme convergeix a zero. Tenim doncs,

lim | |tf-tfn | | = 0 .
n—)- oo

Llavors

ii* - <M! < ii* - «IL + ii* - *nik + n*« - «ML .
D'on

lim sup ||$ - $„!!! < ||9 - /||.. + 110 - /|L < 2e ,
n

per tant,

lim ||$ — $n\\i — O -
n

Ens falta només demostrar (B2), és a dir ens falta veure que

lim Y f ( X S i , l - Si) I >+1 a(s,Xs}dWs = f f (X,, 1 - s^
n ^ ,_t Js¡ Jl-tsi,sí+i e £„

1 > Si + i > 1 - t

u. p., on cr(l — í, x) — cr(t, x).

Per veure això n'hi ha prou provant que

/ a2(l-S,Xs)f
2(Xs,l-s)ds

Jo

és finita quasi segurament, que

fl<T2(l-s,X.) Y, f*(XSi,l-Si)I[si,Si+l)(S)ds
Jo e Dn

1 > si+i > O



54 1. Una extensió de la fórmula d'Itô per a les difusions elliptiques,

és finita quasi segurament i que

2
ds

l > s,-+i > 0

convergeix en probabilitat cap a zéro.

Les dues primeres propietats són una conseqüència directa dels arguments de
localització i de la desigualtat de Txebixev.

La convergència en probabilitat és conseqüència de fet que

o si, «i+i € Dn

l > si+i > 0

convergeix a zero, tal i com hem vist a l'apartat (Bl.l).
D

Corol·lari 1.3.3. Sota les hipòtesis del Teorema 1.3.2, si prenem {Dn} una successió
de particions amb \Dn\ — > O i que satisfaci (1.3), la "covariació quadràtica"

[f(X,-),X]t = Hm ^ { f ( X t i + 1 , t t + l ) - f ( X t i , t t ) } ( X t t + l -Xt{)
ti,ti1 £ D

existeix com a límit u.p. i és igual a

í f(Xs,s)d*Xs- í f(Xs,s}dXs.
Jo Jo

A més a més, podem definir una integral tipus Stratonovich de f (X, •) respecte X
com

f* Iff* í' \i £ { "V \ J "V I I £ ( V \ J V i / X/V \ J* V I/ /(As, s) o oAs = — I f j(As, sjasís + / j(sis, s)a As I .
./o 2 \J0 ,/0 /

Aquesta integral és el límit u.p. de les sumes de Riemann,

l-( \-
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1.3.3 Extensions de la formula d'Itô.

A continuació veurem una extensió de la fórmula d'Itô pel cas independent del temps.
Recordem que si f G C1 la fórmula d'Itô és de la forma

F(Xt) = F(X0)+ í' lb(s,
Jo I

a(s,Xs}f(Xs}dWs.
o

En aquest cas la covariació quadràtica existeix:

[f(X),X]t = Hm Y, (f(Xti+1) - f ( X t i ) ) (Xti+1 - Xti)

tiiti+i G Gn
ti <t

= f ' o - 2 ( s , X s ) f ' ( X s ) d ¿
Jo

segons trobem, per exemple, a [Pr], on Gn són particions qualssevol de l'interval [0, 1].
Així doncs, en el cas en que / 6 C1,

F(X0)+ í b(s,X,)f(X.)ds + ] - [ f ( X ) , X ] t + í
Jo ¿ Jo

<r(s,X.)f(X8)dW8.

Tot seguit veurem una extensió de la fórmula d'Itô pel cas en què / G L2
OC i és

independent del temps.

Teorema 1.3.4. Sigui F absolutament contínua amb f = F' i Xt en les condicions
del Teorema 1.3.2. Llavors

F(Xt) = F(X0)+ í b(s,Xs)f(Xs}ds+
Jo

+ l( f* f(X.}d?Xs- í' f ( X s ) d X s ] + f''a(SíXs)f(Xs)dWs.¿ \Jo Jo / Jo

Prova:

Pels arguments de localització podem suposar que / és de quadrat integrable i a
i ò fit at s. Prenem una successió de funcions /„ G C1 de manera que /„ convergeixin
a / en L2.

Pels comentaris anteriors

[ f n ( X ) , X ] t = í fn(Xs)d*Xs- f* fn(Xs)dXs,
Jo Jo
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i també, pels Teoremes 1.3.1 i 1.3.2

E
ti <t

= í f(Xs}d*Xs- f f(Xs}dXs,
Jo Jo

on Dm són particions de l'interval [0,1] que satisfan (1.3).

Volem veure que

lim ( í fn(Xs)d*Xs - í fn(Xs)dXs]n^°° \Jo Jo /

= í f(X,)d*Xa - í f(Xs}dXs.
Jo Jo

Així doncs veurem que:

a)

lim / fn(Xs)dXs = í f(Xs)dXs u.p.
™->°° Jo Jo

b)

lim / fn(Xa)d*Xa = í f(Xa)d*Xa u.p.
n->°° Jo Jo

Per veure a) hem de provar dues coses,

al)

lim / fn(Xa)b(s,Xa)ds = í f(Xs)b(s,Xs)ds u.p.
n^°° Jo Jo

Utilitzant la desigualtat de Txebixev és fàcil veure que n'hi ha prou comprovant

la convergència a zero d'aquesta esperança,

E

< E

\f(Xa)b(s,Xa)-fn(Xa)b(s,Xa)\ds
JO

(fl\b(s,X.)\\f(X.)-fn(X.)\ds
\Jo

< KE\r\f(X.)-fn(X.)fds]
Uo J

= K í f \ f ( x ) - fn(x)\2
Ps(x)dxds

Jo ./R

< K í\(s)ds f (f(x)-fn(x))2dx,
Jo JR
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i convergeix a zero en tendir n a infinit perquè les funcions /„ convergeixen a / en
L2 i r (s) és integrable en [0,1].

Hem de provar també que
a2)

lim / fn(Xt)<r(s,Xt)dW,= í f(Xs}a(s,Xs}dWs u.p.
n~*°° Jo Jo

Només cal provar que

/ \ f ( X s ) < r ( s , X . ) - f n ( X s ) f f ( s t X . ) \ 2 d s
Jo

convergeix a zero en probabilitat.
Utilitzant els arguments de localització i la desigualtat de Txebixev es redueix a

provar que
\( f1 9 M

E\[ \ f ( X s ) - f n ( X s } \ 2 d s ) \Lv/o n
convergeix a zero, i això ho hem vist en l'apartat anterior.

Per veure b) hem de provar que

lim / fn(Xs)d*Xs = í f(Xs)d*Xs u.p.
"-̂  Jo Jo

E

Per veure això cal provar tres coses,
bl)D'una banda cal veure que

l i m / fn(Xa)b(l-s,X,)ds= í f(Xa}b(l-s,X,)ds u.p.
n-K^Ji-t Ji-t

igual que en el cas forward n'hi ha prou veient la convergència a zero de

( í \fn(X.)b(l - s,Xt) - f ( X s ) b ( l - s,Xs)\ ds
\Jo

< KE\ C (fn(Xt) - f(X.))* ds]
Uo ]

< K í r(l - s)ds f (fn(x) - /(x))2 dx,
Jo JR

i convergeix a zero en tendir n a infinit perquè les funcions /„ convergeixen a / en
L2 i r(5) és integrable en [0,1].

b2) Cal provar també que

,. . „ ,,, x 1 d
lim
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Però

-/:
/su r\s*p ji-t

pi-s(Xs) dx

i d
u.p-

\fn(X.) - f ( X . ) ds > s

;6 o

pi-s(Xs) dx

1 / d

fn(Xs) - f(Xs ds\

ds

1/2

1/2

ds

- T «(1 - s) (r(l -
e ,/0

l

i convergeix a zero en tendir n a infinit perquè les funcions /„ convergeixen a / en
L2 i u(t) (r(í))1/2 és integrable en [0, 1].

b3) Per últim cal veure que

lim / fn(Xs)a(l-s,Xs)dWs= í f(Xs)a(l - s,Xs)dWs u.p.,
n^°°Ji-t Jï-t

utilitzant arguments anàlegs a la prova de b2) del Teorema 1.3.1 es redueix de nou
a provar que

convergeix a zero, cosa que ja hem demostrat.
Utilitzant ara, la fórmula d'Itô per funcions de classe C2 aplicada a les funcions

tenim que

-/'
Jo

r fn(y}dy
Jo

= lim [fn(X),X].
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= lim n(Xt) - ^n(Xo)
n^°° \

= F(Xt)-F(X0)- í b(s,Xs)f(Xs)ds- í o-(s,Xs)f(Xs)dWs u.p.
Jo 7o

ja que en la demostració hem provat també que

lim / b(s,X,}fn(Xa}ds= í b ( s , X s ) f ( X s ) d s u.p.
n->°° Jo Jo

lim / <r(s,Xs)fn(Xs}dWs= í a(s,Xs)f(Xs)dWs u.p.
"-*-00 ,/o Jo

i per tant queda demostrat el Teorema 1.3.4.
D

Estem ja en condicions de demostrar el següent resultat pel cas dependent del
temps.

Teorema 1.3.5. Sigui F(x,t) absolutament contínua en x i tal que la derivada
F x ( - , t ) = ,f(-,í) satisfà les condicions anteriors. Llavors tenim la següent extensió
de la fórmula d'Ito:

F(Xt,t) = F(X0,0)+ í b(s,Xs)f(Xs,s)ds+ í <r(s,Xs)f(Xs,s}dWs
Jo Jo

+ \( í f(Xs,s)d*Xs- í* f(X8,s)dXt} + f F(Xs,ds]
¿ \Jo Jo J Jo

j* F(X., ds) = lim £ (F(Xti+l, ti+l) - F(Xti+1, í,-))

on

ti <t

existeix uniformement en probabilitat.

Observació 1.3.6. Utilitzant la integral tipus Stratonovich que hem definit abans,
aquesta fórmula d'Ho ens queda

f f(Xs,s}odXs+ í F(X.,ds).
Jo Jo

Prova: (Teorema, 1.3.5)
Podem escriure

F(Xt,t) - F(X0,Q) = An
t + B?
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on

An
t= Y, F(Xti+l1ti+l)-F(Xti+i,ti)

ti <t

F(Xtwtti)-F(Xti1ti).

ti < t

Utilitzant la fórmula d'Itô pel cas on no hi ha dependència del temps,

i , t i ) = í t+1 b(s,Xa)f(X,,ti)ds+
Jti

Volem veure que

a)

lim V í t+1 f(Xs,ti)dXs = í f ( X s , s)dXs ,
n^°° . . . . ̂  Jti J°

ti <t

b)

V / t+1 f(X.,ti}d*Xt = í f(Xs,s}d*Xs.
t Jti Jo... CL n*

t{ <t

a) Podem escriure

^ f(Xs,ti}dXs= lim / Y, f(Xs^)I[tt.tt^(S)dX
t. "-*°°7o

lim
n-foo t

^ î , ^ î + l € /?„ ti,ti+l € í'n

<¿ < í <¿ < t

i hem de veure que

lim / Y^ f(Xs,t,)I[tiiti+l)(s)dXs= í f(Xs,s)dXs.
n^°° Jo . ,/0

£)„
ti <t

La demostració és idèntica a la del Teorema 1.3.1. L'única diferència és que ara

tí,ti+i G Ai
O < ti < I
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Però

11$
7o 7R

< /— i )
14-1 t -*--'ÏT.

0 < ti < I
1

ti,ti+1 £Dn

0 < ti < 1

I r ( s ) f 2 ( x , t i ) l [ t í ! t i + 1 ) ( s ) d x d s
JK.

Í
r

E r ( f - } I f2(r /-Wr\ */ 7 J V > li)(J"L'
na«' M

íi.íi+i G £>„
O < íi < 1

utilitzant que r(t) és decreixent.
Però aquesta expressió ja l'havíem tractat en aquell teorema, havíem vist que

l l^n l^ ^ 11/11* l t°t segueix igual que en aquella demostració.
b) Fent els canvis habituals tenim

lim y ftt+1 f ( X g , t i ) d * X a = -]im E r+1 f(X,,l-si+1)dX,,
_i » J Sio . . _ ¿r n i—t

n-ïoo

í¿ < t 1 > s,- > 1 - í

i d'altra banda,

/ f(Xt,s)d*Xa = - í f (X,, 1 - s)dX..
Jo Ji-t

Hem de provar per tant que

Hm Y^ f^f(Xs,l-st+l)dXs= í f(Xatl-s)dXs
^°° ^ , J>i Ji-t-

1 > Si > 1 - t

Novament la demostració segueix igual que al Teorema 1.3.2. En la part corres-
ponent, als aparta,ts (Bl.l) i (B2) l'única diferència és que ara

Si, s,-+i G Dn

1 > Si+i > O

Així

Si, Sf+i G Dn

1 > si+i > O
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/

I f

JR

Q<ti<l

- «E
6C

O < ti < I

que és justament el que en el Teorema 1.3.1 havíem vist que estava fitat per \\f\\l i
per tant tota la resta de la demostració segueix igual que al Teorema 1.3.2.

Pel que fa a la part corresponent a l'apartat (B1.2) del Teorema 1.3.2, l'única
diferència és que ara

$n(u,S) = E /(X,l - Si+1)A(l - S,Xs)I[sí¡Si+1)(s) ,

Sí,si+1€Dn

1 > s¿+i > O

refent la mateixa demostració arribaríem a

<

1 > sj+i > O

E
¿, íí + l € i'n

O < ti < 1

però exactament els mateixos arguments del Teorema 1.3.2 demostren que això està
fitat per ||/||M.

En aquesta demostració hem provat també que

Hm V f'+l b(S,Xs)f(Xs,tt)ds= í b ( s , X s ) f ( X s , s ) d s u.p.
j-+oo ^ — ' y t. y0

'< , < < + ! 6 U
o «,- «

lim V i'** v(s,Xs)f(Xs,tt)dWs= í a(s,Xs}f(Xs,s}dWs u.p.
"~>0° . ^t,- Jo

o < t¿ < t
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Tenim per tant

lim B™ = í b(s,Xs)f(Xs,S)ds+ í o-(s,Xs}f(Xs,s)dWsn^°° Jo Jo

+ \(f f(Xt,s)VXs - í f(Xs,s)dXs] u.p.
¿ \Jo Jo /

Per tant també A" convergeix u.p., i definim

lim A? = í F(XS, ds)
n->oo ' JQ

= F(Xt,t) - F(X0,0) - í b(S,Xs)f(Xs,s)ds- í <r(s,Xa)f(Xa,s)dW,
Jo Jo

-1- ( í f(Xs,s}d*Xs - í' f(Xs,s)dXs] u.p.
¿ \Jo Jo /

D

Observació 1.3.7. Si F(x, •) és absolutament contínua en t amb derivada Ft(x, •) G
Ljoc(K.) tal que per a tot compacte T de R tenim que JT \Ft(x,t)\dx és contínua com
a funció de t, llavors el darrer terme de la nostra extensió de la fórmula d'Itô es pot
escriure de la manera habitual, i.e.,

Prova:
Per definició

ftF(X,,ds)= í Fs(Xs,s}ds.
Jo Jo

f1
I F(Xs,ds) = lim A? u.p.

Jo n~>°°
on

An
t = , F(Xtl+l1ti+í)-F(Xti+l,ti)

í < , < i + i € ^
U <t

E Fs(Xt^,s}ds

ti <t
*

= f* E Fs(Xt^,s}I[tíM(s}ds.

ti <t
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Volem veure, per tant, que

lim A? = í Fs(Xs,s)ds u.p.
n—too JQ

Hem de provar per tant que per a tot e > O

f t
P{sup / V Fs(Xti+1>s)Iltíiti+í)(s)-FB(XB,s)ds >e}

t Jo

ti <t

convergeix a zero quan la n tendeix a infinit. Però aquesta expressió és menor o igual
que

Fs(Xti+l,s)I[ti¡ti+l)(S)-Fs(Xs,S)\ds>£}P{sup /
t Jo

ti <t
i per Txebixev n'hi ha prou veient la convergència a zero de

- F s ( X s , s ) \ d s } .

<,-+! 6 í£
ti<t

Definim

= Fs(Xs,s)

F s ( X t í + l , s ) I [ t i j t í + 1 ) ( s ) .

ti <t

Hem de provar que \\ip — y>n\\i convergeix a zero quan la n tendeix a infinit. Però,

IMIï = E(f \ F s ( X s , s ) d s ]
Jo

= \Fa(x,s)\ps(x)dsdx
JK Jo

< í r(s) f ] F . ( x , s ) \ d x d s ,
Jo JTK.

i aquesta última expressió és finita perquè per arguments de localització podem su-
posar que JR \Fs(x, s)\dx és contínua com a funció de s en [0,1], i per tant fitada.

Definim

11/11+ = / / \f(x,s)\r(s)dxdS.
J\o.i] JTÜ
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Es una norma de L*(R x [0,1]) amb la mesura r(s)dxds.
Tenim que | |<¿>| | i < ||̂ s|| + - D'altra banda,

"í;+i
í f*'*1

/ / \F,(x,s)\pti+l(x)dsdx
j R J t i

ti<t

< Y" / + r(íi+i) f \Fs(x,s)\dxds
t Jti v/K

/>
íi+1) / \F8(x,s)\dxI[tiít.+l)ds.

JK

Però,

\F.(x,s)\dxI[ti,ti+l) < Kr(s),

i sabem que r(s) és integrable en (0,1). D'altra banda, el terme de l'esquerra d'aquesta
darrera expressió, convergeix per tot s cap a r(s) L· \Fs(x,s)\dx quan la n tendeix a
infinit. Per tant, pel teorema de la convergència dominada,

limsup ||pn||i < ||F8|| + .
n

Seguint exactament els mateixos arguments que en la demostració de l'apartat
(Al) del Teorema 1.3.1 arribem a

com volíem demostrar.
D

1.3.4 La covariació quadràtica és un procés continu d'energia
zero.

Per un procés Y = (Yt)o<t.<i amb trajectòries contínues definim la variació quadràtica
com
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en els punts on aquest límit existeix uniformement en probabilitat. Si [Y]t = O q.s.
es diu que Y és un procés d'energia zero.

A continuació, seguint les idees de [FPS] provarem que la covariació quadràtica

[f (X, . ) , X ] és un procés d'energia zero.

La covariació quadràtica Yt = [f (X, - ) , X ] t es pot escriure com

Y - VW 4- V(^*t - y t + Yt

on

Tenim que

= f
Jo

= - f f ( X s , s ) d X s .
Jo

t
(2) = - í f(Xs,s)b(s,Xs)dS- í f(Xs,s}a(s,Xs}dWs

Jo Jo

d'on

D'altra banda,

y(
(1) = / f (x., s)d*xs = - í f ( x , , i - s)dx

Jo Ji-t

d'on

Jí-t

= í f(X1..,l-s)(T
2(l-s,X1.s)d.

Jl-t

f*(Xr,r)<T2(r,Xr)dr.

Llavors

/

í

Prenem /„ G C'1(]R x [0,1]) tais que convergeixin a / en la norma || • ||*. Definim

Yt
n = [ f n ( X , . ) , X } t = í\fn)x(Xs,s)ds,

Jo
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on (/n)a; denota la derivada de la funció /„ respecte x.
Els processos Yt

n tenen trajectòries contínues de variació fitada, en particular
tenen energia zero.

Però,

[Y\t < 2([Y - Yn]t + [Yn}t) < 8 /"(/ - /n)
2pís, S)a2(s, X.)ds.

Jo

Per arguments de localització podem suposar a fitada, i prenent esperances, tenim
que

E[Y]t < K í t(f-fny(x,s}r(s}dxds.
JO J R

El terme de la dreta d'aquesta darrera expressió convergeix a zero en fer tendir
la n a infinit, ja que les funcions /„ convergien a / en la norma || • ||*. Per tant la
variació quadràtica [Y]t = O q.s. com volíem demostrar.

D

1.4 Covariació quadràtica i temps local.
•

Seguint les idees del treball de [FPS] relacionarem la covariació quadràtica que hem
definit amb el temps local.

Sigui a (í) una funció contínua en [0, 1]. La funció

/(M) = /[a(t),oo)(aO

és de Lfoc(ÍH) com a funció de x i J T f 2 ( x , t ) d x és una funció contínua de t en [0,1]
per tot compacte T de R. Prenent aquesta funció particular s'obtenen resultats
interessants sobre el temps local d'una difusió que satisfaci les hipòtesis del Teorema
1.3.2.

Definim el temps local d'un procés estocàstic X en la corba contínua a(-) com

1
U.p.

on en és una successió que decreix cap a zero, cas que existeixi aquest límit.
Definim la successió de funcions absolutament contínues

i r
fn(x,t) = -— I I(a(t)-cn,a(t)+sn)(y)dy.

¿£n 7-00

Es comprova fàcilment que les funcions /„ convergeixen a / en les normes || • ||* i
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Però llavors la mateixa demostració del Teorema 1.3.4 prova que

[ f ( X , - ) , X ] t = lim [/„(*,•),*], u.p.
n—>oo

on Xt és la solució d'una equació diferencial estocàstica que compleix les hipòtesis

del Teorema 1.3.2.

D'altra banda si g ( - , t ) és absolutament contínua amb derivada gx(--,t) tenim que

\g(X,.),X] = f gx(X.,s)ds,
Jo

1 r*
[fn(X,-),X]t = - / I(a(a)-Snta(s)+£n)(Xs)ds,

¿£n JO •

i per tant

d'on obtenim que

En particular, el temps local de Xt en la corba a(-) existeix.

1.4.1 Formes alternatives d'expressar el temps local.

Si la funció a(-) és constant i igual a a £ R, prenent f (x) = /[a>00)(x),

f f f V \ (I V \\ f V V \ I V V 1 7 "
\J l A í¿+lJ — /l·AíjAAí«·+l ~~ A*J = IA<¿+1 ~~ Ati\lCn¡i ,

on Cn¿ = {sign(Xti — a) ^ sign(Jfí;+1 — a)} amb í» G D^. Per tant l'existència de
covaxiació quadratica implica aquesta forma alternativa de calcular el temps local:

°° í i . í i+xg / J*
<i «

És fàcil demostrar que l'expressió (1.2) juntament amb els Teoremes 1.3.1, 1.3.2 i

1.3.4 impliquen les següents igualtats:

\[f(X},X]t = lim £ íXtÍ+1 (f(y) - f ( X t í ) ) d y u.p.,
¿j n—>• oo x-n.rf i

/ • / • , , c n* '•< • » ) ïj + l fc -t-^n

í» < í

i[/W,X]t = Jim Y, f*'*1 ( f ( X t i + l ) - f ( y ) ) d y u.p.,

ti<t
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que ens donen dues formes alternatives d'expressar el temps local. Utilitzant la
primera igualtat tenim que •

?.. C
ti <t

E K*
íi.íi+1613*

= lim V \Xti+í -a\ICní.n->oo ' ¿ '

ti <t

De la mateixa, manera, utilitzant la segona igualtat tenim que

2 * "
,

í< < í

Tornem ara al cas general on a(-) era una corba contínua. Tornem a prendre, per
tant, /(x, í) = J[a(í))00)(x). En la demostració del Teorema 1.3.5 provàvem que

Hm ^ (F(Xtl+1,ti)-F(Xt.,ti))= f t f ( X S y s ) d X s + 1 - [ f ( X , · ) , X } t ,
n-í-oo _/Q Z

<*,<,• + !€££

í¿ «

i en* la demostració del Teorema 1.3.1 havíem vist que

lim Y^ f(Xti,ti)(Xti+l -Xtí) = í f(Xs,s)dXs.
n->oo ¿-^ ^ J0

U <t

Per tant

'', . ) , J f ]*= Hm J] í ''
2 n-»oo ^ — ' J jç

t

Aquesta darrera igualtat ens permet calcular, anàlogament al cas on a era
constant, una forma alternativa d'expressar el temps local pel cas on a(-) és una
corba contínua:

V-
2
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on n,i = s g n i t . - ai
D

1.4.2 Formules de Tanaka.

La funció f (x] = I[a,oo)(x) es 1a derivada de la funció absolutament contínua
F(x) = (x-o)+.

Així, el Teorema 1.3.4 ens dóna la següent fórmula

(Xt - a)+ = (X0 - a)+ + / I[at00)(X8)dX. + \La
t (1.10)

Jo ¿

que es coneix amb el nom de fórmula de Tanaka.
Si considerem el procés —Xt i calculem el seu temps local en el punt —a es veu

fàcilment que coincideix amb el temps local del procés Xt en el punt a, i.e.,

L-a(-X] = L°t(X).

Aplicant ara el Teorema 1.3.4 al procés —Xt i a lafunció F (x) — (x + a)+ obtenim

(-Xt + a)+ = (-X0 + a)+- í I[_a!00)(-Xs)dXs + \La
t,

Jo ¿

o, el que és el mateix,

(Xt - a)' = (XQ -a)~- í I^^XJdX. + l-L°t. (1.11)
Jo ¿

Sumant ara les expressions (1.10) i (1.11) obtenim

\Xt -a\= XQ- a\+ í sigií(Xs- a)dXs + I".
Jo

Tant aquesta darrera expressió com (1.11) també es coneixen amb el nom de
fórmula de Tanaka.

1.4.3 Una extensió de la formula de Tanaka.

Considerem ara la funció F(x,t) = (x — a(t))+ on a(t) és una funció contínua. Té
per derivada parcial respecte x, /(x, t] — I[a(t),oo)(x). Així, la nostra extensió de la
fórmula d'Itô, Teorema 1.3.5, ens dóna que

(Xt - a(í))+ = (XQ - a(0))+ + / I[a(s),oo)(Xs)dXs + ̂ -La
t
(·)+ í F(X.,ds). (1.12)

J o ¿ J o
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Si considerem el cas on a(t) té variació fitada,

/ F(X.,ds) = - í I[a(s):00)(Xs)da(t),
Jo Jo

i per tant la fórmula d'Itô es pot escriure com

(Xt - -a(í))+ = (X0 - a(0))+ + f I[0i0o)(Xs - a(s))d(X - «(•)) + \La
t
(\ (1.13)

Jo ^

En aquest cas particular X — a(-) és una semimartingala i L" és el temps local
d'aquesta nova semimartingala en el nivell constant O, i.e.,

Així doncs l'expressió (1.13) ens dóna la corresponent fórmula de Tanaka. Per
tant, (1.12) és una extensió de la fórmula de Tanaka pel cas general on a(-) és una
funció contínua.

D

Observació 1.4.1. Podem comparar també el nostre Teorema 1.3-4 amb l'extensió
de la fórmula d'Itô obtinguda per Bouleau i Yor [BY]. El seu teorema, per un procés
Xt sota les condicions que hem imposat nosaltres, i prenent F ( x ) una funció ab-
solutament contínua amb derivada f (x) localment fitada i Borel-mesurable, ens diu
que:

F(Xt) = F(X0) + í' f ( X s ) d X s -l- f f(a)daL
a

t.
Jo z JR

Així doncs, si comparem aquest resultat amb el nostre Teorema 1.3.4, tenim una
nova forma d'expressar la covariació quadràtica quan f (x] és una funció localment
fitada i Borel-mesurable:

[f(X},X]t = - í f(a)daLl
,/R

1.5 Exemples de difusions per a les quals es com-
pleix l'extensió de la fórmula d'Itô.

En aquesta secció demostrarem que, sota certes condicions de regularitat dels coefi-
cients, les difusions fortament el·líptiques i les el·líptiques compleixen les hipòtesis
del Teorema 1.3.2 i per tant l'extensió de la fórmula d'Itô que hem demostrat en el
Teorema 1.3.5 es pot aplicar a aquests tipus de processos.
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Es a dir, hem de comprovar que en aquests casos existeix una funció de densitat

de les variables aleatòries Xt, que anomenarem pt(x), i que compleix aquestes dues

condicions:

) < r(t) (1.14)

2

r/r I < ii(f\ (1 1 ̂u/iX- I \ L M f / l I J.. J. U I

on r(<), u(í) són funcions contínues com a funcions de t en (0,1], decreixents, inte-
grables i tais que ((r)1'2u)(í) és també integrable.

Partim de {Xt,Q < t < 1}, procés de difusió solució de l'equació diferencial es-

tocàstica,

Xt = X0+ í b(s,Xs)ds + í a(s,Xt)dW8, (1.16)
Jo Jo

amb XQ determinista, és a dir XQ G R. A la subsecció 1.5.2 donem un resultat pel
cas XQ no determinista.

Abans però, veurem uns resultats previs del càlcul de Malliavin que usarem per

a provar les fites (1.14) i (1.15). Comencem per la següent proposició,

Proposició 1.5.1. Sigui F una variable aleatòria de l'espai D1'2. Denotem per H

l'espai de Hubert L2([0,1]). Suposem que existeix v G ¿2([0,1] x O) tal que

Dom8. Llavors F té densitat i aquesta densitat ve donada per:

p(x\=E

Per a la demostració veure la Proposició 1 de [CFN], o bé la Proposició 3.1.1 de

[NI] o la Proposició 2.1.1 de [N2].

Un corol·lari immediat és el següent:

Corol·lari 1.5.2. En la situació de la proposició anterior

p(x] <

Nosaltres tenim

Imposant les condicions de Lipschitz i de restricció en el creixement (veure (1.4)
i (1.5) ) tenim, segons el Teorema 0.0.1, que Xt 6 D1'00.
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Per tant, si trobem un procés u* tal que ,DX
V

 vt< (E Domí, la proposició anterior
ens assegurarà l'existència de densitat, i aquest corol·lari ens dirà que

Pt(x)< S(,Dx'vt) )
p

Volem veure ara que podem aconseguir una fita similar per al membre esquerre

de (1.15). Necessitem però, abans, un resultat previ:

Proposició 1.5.3. En la situació de la Proposició 1.5.1, la derivada en el sentit de

les distribucions p'(x] de la densitat p(x] és una funció integrable de la forma

P'(y) = -h(y)p(y) q.p.t-,

on

Prova: Hi ha un resultat similar a aquest en el cas multidimensional a la Proposició

4.2 de [MNS], però en el cas de dimensió 1 es pot donar una demostració més senzilla.

La Proposició 1.5.1 ens diu que

'*>•>'tedi- <U7>p ( x ) = E

Precondicionant per la a—àlgebra generada per jP tenim que (1.17) és igual a

= E (l{F>x}h(F)} ,

on definim
, , N ,-, (r í V \ ,

= y(DF,v)Hj

La derivada en el sentit de les distribucions de la funció de densitat p'(x], actua

sobre les funcions de classe C°° a suport compacte C%°, de manera que per a tota

(P1, f ) = - p(x)(ff(x)dx .

Si desenvolupem aquest darrer terme

f p(x)<f>'(x)dx = f E (l{F>x}h(F)) <f'(x)dx
JK ./M

f i í \- I ( I 1{y>^}h(y)p(y)dy (f'(x}dx
JR \JR J

f í f°° \
= / ( / h(y}P(y}dy)v'(x}dx. (1.18)

JR \Jx J
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Però h(y)p(y) és una funció integrable ja que

/
•J JKi

Per tant pel Teorema de Fubini (1.18) és igual a

í í íy \í í (f'(x)dx h(y)p(y)dy.
JTS. \J-oo /

Però <f> té suport compacte, per tant pel Teorema Fonamental del Càlcul aquesta

última expressió és igual a

Hem vist que h(y}p(y) és una funció integrable, per tant tenim que

P'(y] = -h(y}p(y] q.p.t.

D

Utilitzant aquesta proposició obtenim el següent resultat per a difusions:

Lema 1.5.4. Sigui Xt un procés de difusió donat per l'expressió (1.16), tal que b

i a satisfan les condicions de Lipschitz i de creixement lineal, i tal que a CL C1 en

x. Suposem que per a tot t Ç. (0,1] existeix un procés v* G L2([0,1] x O) tal que

vt\ £ DomS . Llavors, per a tot p > 2, tenim que

í f-J-T^-

./K \Pt(x) dx./K \Pt(X)

on la derivada és en el sentit de les distribucions i la constant C no depèn de t.

Abans de passar a la demostració provarem el següent lema:

Lema 1.5.5. Siguin g G C*(]R) ¿p G LJ(]R) tal que la derivada en el sentit de les

distribucions p' també pertany a l'espai Ll. Aleshores.

(g(x) • p(x}}' = g'(x] • p(x] + g(x) • p'(x),

on ( )' denota la derivada en el cas de g i la derivada en el sentit de les distribucions

en els altres casos.

Prova: Hem de veure que per a tota funció 4> de classe C°° a suport compacte

< (d • P}', <f> >-< d' • P, <f> > + < 9 • P', </> > •
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Prenem {gn} una successió de funcions de classe C°° a suport compacte tais que

sup \gn(x] — g(x}\ — > O quan n -> oo i (1-19)

sup \g'n(x) — g'(x}\ — > O quan n — )• oo, (1.20)

on sp0 denota el suport de </>. Llavors

<(9n-p)',<l» = -<9n'P,4>'>

= - ! gn(x}p(x}4>'(x}dx, (1.21)
./R

però

per tant (1.21) serà igual a

í í- I (gn(x)<t>(x)}'p(x)dx + i g'n(x}(f)(x}p(x}dx
• JR JR

r
= - (gn(x)'(j>(x))'p(x)dx+ < g'n • p, (j) > .

Sabem que gn • (f) és de classe C°° a suport compacte, per tant

f í- I (gn(x}(t)(x}}'p(x}dx = I gn(x)(j)(x)p'(x)dx
/ TD> /TU'

*' 11& v iK.

= < 9n • P', <t>> •

Així doncs hem vist que

< (gn • p)'-, (/> >=< gn' • p, (f» + < gn • p', <j» • (1-22)

Però
í f /I (gn(x}p(x)}'(f>(x)dx —»• / (g(x)p(x))'(/)(x)dx

I ~\n> /TEP
*f JI^ *' JK

quan n tendeix a infinit. En efecte,

í fI (gn(x)p(x))'(f>(x)dx = - / gn(x)p(x)(f)'(x}dx
/TO /HÎ

i aquesta darrera expressió convergeix cap a — JKg(x)p(x)4>'(x)dx ja que

)\dx < sup \(gn-g)(x)\ í \p(x)\\<j!(x)\dx
xÇspfi J R
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que tendeix a zero usant (1.19), que </>' està fitada per tenir suport compacte i que

Així doncs j·R(gn(x}p(x}}> '<fi(x}dx tendeix cap a — fKg(x)p(x)(f)'(x}dx
— fK(g(x)p(x))'(l)(x)dx tal i com volíem veure.

Per arguments del mateix tipus, usant (1.19), que 0 està fitada i que p' £ L*(R)
tenim que

/ gn(x)p'(x)(j)(x)dx — > ¡ g(x}p'(x)(j>(x}dx.
J-R ./E

Per últim,

/ d'n(x)p(x)(f>(x)dx — >• / g'(x)p(x)(j)(x)dx,
J~R J~R

usant (1.20), que <j> està fitada i que p € L1(R).
Així doncs, fent límits als dos costats de (1.22) obtenim

< (g • p)', <í> >=< g'-p,<l» + <g-p',4>,

tal i com volíem veure.
D

Prova: (Lema 1.5.4)
Tenim que cr2 € C1(R) com a funció de x, que la densitat pt(x) com a, funció

de x pertany a L1(R) i, per la Proposició 1.5.3, la seva derivada en el sentit de les
distribucions p't també pertany a l'espai L1(1R).

Per tant pel lema anterior

(<72(¿, x)pt(x)}' = (<72(í, x))'pt(x) + a\t, x] (pt(x}}' .

Utilitzant això tenim que

f / n'(r')\2

= \ (2(va'}(t,x) + a\t,x)^} pt(x)dx
JK V P t ( x ) /

Pt(x

D'una banda, utilitzant que cr'(í, x) està fitada, per ser a € C1 en x i Lipschitz, i
la restricció en el creixement de cr(í, a;),

(a*(v'y)(t,x)pt(x)dx < K í a2(t,x)Pt(x)dx
J1R t/M
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< K j (1 + \x\)2pt(x)dx

E( sup X ¿ ) ) < oo,
te[o,i]

pel Corol.lari 2.2.1 de [N2].

D'altra banda, utilitzant de nou la restricció en el creixement de <r(i, x)

Pt(x)

! ,. / '( \\'
pt(x)dx < K / ( l + |x | ) 4 Í^Mj

= KE

gràcies a la desigualtat de Holder amb p' = |, 4 + -r = 1 i P > 2. Ara, d'una banda2 ' p' ' q'

E 1 < oo

pel Corol.lari 2.2.1 de [N2].
D'altra banda, per la Proposició 1.5.3,

E
Pt(Xt)

2p'\ P'

= (B

= (E E S

i utilitzant la desigualtat de Jensen aquesta expressió és menor o igual que

E

= E

E \Xt

V p > 2 .

Així doncs, per a tot p > 2 podem trobar una constant C tal que

1 / d

dx
(a2(t,x)pt(x)) ] dx < C 1 +
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com volíem demostrar.
D

Hem vist que si som capaços de trobar un procés v* tal que ,DX
V ^t. G Domí

podem fitar els membres esquerres de (1.14) i (1.15) per S í /Dx' vt\ ) i per

bar aquest procés u* i fitar

1/2

respectivament. Per tant el nostre objectiu serà tro-

8 i jnY~üt\~) de manera que ens permeti fitar (1.14) i
\ \ * ' / H J \ p

(1.15) per funcions que compleixin les propietats desitjades. Necessitarem el següent
resultat de [CFN] (veure Teorema 1 de [CFN]):

Teorema 1.5.6. (Caballero-Fernández-Nualart) Sigui {M t , í>0} una martingala
contínua que surt de zero. Llavors per tot 1 < p < q existeix una constant universal
C — C(p, q) tal que

Mt

(M)t
<C -1/2

on < >t denota la variado quadràtica.

Lema 1.5.7. Sigui X un procés de difusió els coeficients del qual satisfan les condi-
cions de Lipschitz i creixement lineal. Suposem també que <j, b £ C*2 en x, i que les
seves derivades de segon ordre tenen creixement polinomial en x, uniformement en t.
Per a cada t 6 (0,1] prenem v*s = a(s,Xs)I(o,t](s); i suposem que per a algun r > 2.

í E ( fQ <T2(s, Xs)ds ) \ < oo. Llavors ,D^ ^t. G DomS, i per tot q > p > 1
\ I ^ ' /

<K( E
./o

on K és independent de t.

Prova: Considerem, per s < í, s, t € [0, 1]

/" / i <A 1
)dWr + Ib'- -(a')2 (r,Xr)dr \ .

J s \ 2 / J

Seguint els càlculs del Teorema 2 de [CFN] obtenim que

on

St= ( sup N^)( sup AT0,S),
*e[o,t] *e[o,í]
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í a2(s,Xs)ds}*
Jo

x sup / a"(r,Xr)N0irdWr+ í (b" - a'a")(r,Xr)N0:rdr\}.
0<s<t Jo Jo

A més a més, E (S™) < oo per a tot m > 2 i tyvt té moments de tots els ordres.
Utilitzant la desigualtat de Holder, per a tot p' > I , 4 + 4 = 1

< K [(E (s™'}}™1 E

< K

on Mt = J0 «7(5, Xs)dWs i per tant la variació quadràtica és, (M)t = fQ cr2(s,Xs)ds.
Llavors pel Teorema 1.5.6, per a tot q > pp'

-1/2

Això és cert per a tot p' > I i per a tot q > pp'', per tant

<K\E (T2(s, Xs}ds

com volíem demostrar.
D

1.5.1 Difusions el·líptiques i fortament el·líptiques.

Estem ja en condicions de veure que les difusions fortament el·líptiques, sota condi-
cions de regularitat dels coeficients, compleixen les hipòtesis del Teorema 1.3.2 i per
tant val l'extensió de la fórmula d'Itô que hem demostrat en la secció 1.3.
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Teorema 1.5.8. Sigui Xt una difusió els coeficients de la qual satisfan les condicions
de Lipschitz i creixement lineal, tais que <j, b G C2 respecte x i tais que les derivades
de segon ordre tenen creixement polinomial en x, uniformement en t. Suposem-també
que existeix una constant p > O tal que |cr(s, x)| > p, per a tot s G [0,1]; x G R.

Llavors

. . K

TTj-M*'3')?*^)) ) Pt(x}dx
t(x) ax J

Prova: Prenem p > 2, pel Corol·lari 1.5.2

p ( x ) <

1/2
K

(DX,,v')H

prenent per a cada Xt, v*s = <j(s,Xs)/(oIt](5), i pel Lema 1.5.7 tenim que és menor o
igual que

K( E (1.23)

per a tot q > p > 2. Utilitzant ara la fita |cr(s,JY"s)| > p, per a tot s e [0,1], (1.23)
està fitat per

D'altra banda, pel Lema 1.5.4 per p > 2

1 d
2 \ V2

Pt(x}dx

1/2

prenent novament per a cada Xt, v*s = &(s,Xa)I(0¿](s). Pel Lema 1.5.7 i utilitzant la
fita |cr(s, Xs}\ > p, per a tot s G [0,1] tenim que aquest altre terme està fitat per

K

D

Clarament les funcions r (t) = % i u(t) = ̂  compleixen les condicions del Teo-
rema 1.3.2, és a dir són funcions contínues en (0,1], decreixents, integrables en (0,1) i
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tais que ((r)1/2^) (í) — -jfa és també integrable en (0,1). Per tant és válida l'extensió
de la fórmula d'Itô que hem demostrat a la secció 1.3.

Per últim veurem hipòtesis sota les quals les difusions el·líptiques també estan en
les condicions del Teorema 1.3.2 i per tant compleixen l'extensió de la fórmula d'Itô.

Teorema 1.5.9. Sigui Xt una difusió els coeficients de la qual compleixen les condi-

cions de Lipschitz i creixement lineal, tal que <r, ò G C2 respecte x i tal que a G C1

respecte, t. Suposem també que a" , b" i

uniformement en t, i que <r(0,Xo) = p ̂  0.
Llavors

tenen creixement polinomial en x,

2 \ J/2
pt(x)dx < .

pt(x)dx

Prova: Suposem p > 0. Tal i com hem vist al Teorema 1.5.8 n'hi ha prou trobant

E 2
Q cr2(a, Xs)ds , per algun q > 2. Seguim

els passos de la demostració de la Proposició 2 de [CFN], on es prova un resultat

semblant pel cas on el coeficient a no depèn del temps.
Definim el següent temps d'atur,

r =
_ J i n f { 0 < s < 1 :a(s,Xs) < f}

1 si el conjunt anterior és buit.

Podem escriure,

E < T 2 s = E

D'una banda,

E <r*(s,
ï

De l'altra,

E í T{T<-t} U cr2(s,Xs)ds
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< E 7{T<Í} / <r*(s,X.)ds

_£'
2

en aquest últim pas hem utilitzat que per una variable aleatoria Y > 0,

Observem que la variable d'integració y satisfà y > | > 1 i per tant - < t < 1.

Però

sup 1^(5, X,) - /> |>

\<r(s,X.)-p\r ,

gràcies a la desigualtat de Txebixev, per a tot r > 0.
La funció cr(s, x) és contínua, amb derivades respecte t ï respecte x contínues. Per

tant, la fórmula de Taylor ens diu que

a(a,X.) = <r(0,X0) + ¿¿(<r(8*,r,:))s + £.(<r(s*,

on s* 6 (0,5) i 77* pertany a l'interval format per X0 i Xa.
Per tant,

sup \ f f ( s , X . ) - p \ r = sup \<7(s,Xs)-a(Q,X0)

- XQ),

f\ r\

< sup — ( ( J(5*,r7;))5
r+ sup —(a(s*,r,;))(Xs-X0)\

r

0<s<î- OS 0<s<J- °X

— —v — — y

sup sup
o<s<í-— — y

utilitzant la restricció en el creixement de |̂  i que || està fitada.
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D'altra banda, si fem esperances, el segon terme ens queda

E( sup \Xs-X0\
r] = E( sup f°b(t,Xt)dt + í ' a(t,

0<s<L 0<s<i JO JO

que aplicant la desigualtat de Burkholder és menor o igual que

1 f~
K(-)rE( sup \ b ( t , X t ) \ r ) + K E [ ( * <r*(t,Xt)dt)í]

y o<«<í- Jo
< K(-YE( sup (1 + \Xt\Y) + K(-)^E( sup (1 + |Xt|

y o<t<i y o<t<i

Utilitzant ara el Corol·lari 2.2.1 de [N2] ens queda,

E( sup \*(S)X.)-p\') <
0<s<3-™ y

perquè - < 1.
: Així,

y
D'on

E fJo

-SL1

2

Per tant

E

prenent q < r .

<

tal com volíem demostrar.
El cas p < O es fa igual prenent com a temps d'atur

'inf (O < s < 1 : a(s,Xs) > f}

1 si el conjunt anterior és buit

i tot funciona de la mateixa manera.

T =

D
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1.5.2 Cas de condició inicial no determinista.

Per a tractar aquest cas necessitarem situar-nos en un context una mica més general:
Considerem H un. espai de Hubert real separable. Una variable aleatòria a valors en
H, F : fï —>• H es diu que és regular si és de la forma

M

F = ̂ f>(Wtl,...,Wtn)Vi (1.24)
¿=i

on /,- e C6°°(R"), íi, ...,*„ € [0,1] i Ui , ...,VM £ H.
I es defineix la seva derivada de Malliavin com el procés a valors en H dona,t per

M n n f

A*1 = £ E Awi,,..., Wtn}I[0,tj)(t)vt.
\jjj t1=1 j=l 3

Considerem l'espai producte (fi x fio, .T7® Fo,P x P0) on (Q, F, P) és l'espai de
Wiener i (fioj·T'O) -fb) és un espai de probabilitat separable.

Observem que podem identificar l'espai L2(fi x fi0) amb l'espai L2(fi; Z/2(fï0)) així
com l'espai L2([0,1] x (fi x fi0)) amb l'espai L2([0,1] x fi; L2(fi0)).

Prenent fi = L2(fi0) podem definir la derivada de Malliavin per a variables
aleatòries de la forma (1.24).

Les identificacions anteriors ens permeten doncs definir una derivada de Malliavin
per a variables F : fi x fio —>• K de quadrat integrable i obtenim que DtF G

L2([0,l] x ( í ï x í ï o ) ) .
A més a més, si ens restringim al cas on F : fio —>• R, l'operador derivada dóna

idénticament zero, ja que aquest tipus de variables es poden escriure de la forma
(1.24) amb /¿ constants.

D'altra banda si tenim un funcional regular definit sobre l'espai de Wiener, po-
dem suposar que les funcions i>¿ són constants i idénticament 1 totes elles. Per tant
l'operador derivada que acabem de definir dóna el mateix, en aquest cas, que el que
teníem definit només per l'espai de Wiener.

Pel que fa a l'operador 5 podem fer un raonament semblant. Si tenim v G
I/2([0, l]x(íïxfio)), com que podem identificar aquest espai amb L2([0,1] xfi; L2(ÍÏ0)),
podem calcular í(u) G L2(í); L2(íío))) i aquest últim espai el podem identificar altre
cop amb L2(Í7 x ÍÏ0).

Suposem ara que X = {Xt, O < t < 1} és un procés de difusió solució de l'equació
diferencial estocàstica

Xt=X0+ í b(s,Xs}ds+ í tr(s,Xs)dW.,
Jo Jo
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on XQ no és determinista sinó que és una variable aleatòria, independent del nostre
moviment Brownià, definida en l'espai de probabilitat separable (Ooj^O) PO)- Su-
posem també que XQ té moments de tots els ordres.

Tal com proven [MNS] continuen essent vàlids en aquest context la regla de la
cadena i el Teorema 0.0.1.

Per tant, el Teorema 1.5.8 continua essent vàlid en aquest cas. (Observem que
en aquest cas la hipòtesi del Teorema 1.5.9 no tindria sentit). Podem enunciar doncs
el següent résultai:

Teorema 1.5.10. Sigui Xt una difusió els coeficients de la qual satisfan les condi-
cions de Lipschitz i creixement lineal, on XQ és una variable aleatòria definida en un
espai de probabilitat separable (Íïo,^ro5 PO), tal que a, b 6 C2 respecte x i tal que les
derivades de segon ordre tenen creixement polinomial en x, uniformement en t. Su-
posem també que existeix una constant p > O tal que |(r(s, x}\ > p, per a tot s G [0,1],
x 6 E.

Llavors

K
pt(x)dx

És a dir, en aquest cas també és cert que per les difusions fortament el·líptiques,
sota bones condicions, val l'extensió de la fórmula d'Ito.
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Capítol 2

Convergència feble cap a un drap
Brownià a partir d'un procès de
Poisson al pla.

2.1 Introducció i resultat principal.

L'objectiu d'aquest capítol és trobar uns processos construïts a partir del procés de
Poisson al pla que convergeixin en llei cap a un drap Brownià. Busquem un resultat
anàleg, per al cas de dos paràmetres, al resultat de Stroock que hem recollit en els
preliminars d'aquesta memòria. Recordem-lo,

; Teorema 0.0.7 Considerem un procés de Poisson estàndard, {N (t), t > Q}, i
'definim, per a tot e > O el procés continu

Si (Pe) són les lleis dels processos ye en l'espai de Banach C([0,T]) de les funcions
contínues en [O, T],, llavors (Pe) convergeix en llei quan e tendeix a zero cap a la
mesura de Wiener.

Una motivació per a provar aquest tipus de resultats és que dóna exemples de
processos de variació fitada que poden ser aproximats en llei pel procés de Wiener.

Un altre interès és que ens ofereix una relació entre els dos processos més impor-
tants al pla.

El nostre resultat és el següent,

Teorema 2.1.1. Definim

{xe(s,t) := e í ' f S ^xy(-l)N(^dxdy; (s,<) E [0,5] x [O, T]},
,/o ./o
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on {N(x,y); x,y > 0} es un procés de Poisson en el pía.
Considerem P£ la llei imatge de xe en l'espai de Banach CQO,-^] x [O, T]) de les

funcions continues en [Q, S] x [O, T]. Llavors, (Pe) convergeix en llei quan e tendeix

a zero cap a la llei en C([Q,S] x [O, T]) d'un drap Brownià.

Un primer treball on es busca un resultat al pla a partir del resultat de Stroock

és [Jo]. Allí es donen uns processos que convergeixen en llei cap al drap Brownià a
partir de dues successions de còpies independents dels processos de Stroock.

Observem que els processos xs també es podem expressar com

T f ±
Jo Jo £

xe(s,t) = ^y(-l)N(ï>Vdxdy. (2.1)

Una raó intuïtiva d'aquest tipus de resultats és que l'integrand (— l^N(x>yï canvia,

de signe molt ràpidament si hi ha molts punts al seu voltant. Així, quan e tendeix a
zero, ( — l)-^?' e ) tendeix cap a quelcom amb valors independents en cada punt i que,
convenientment normalitzat, és aproximadament un soroll blanc.

En principi, seria raonable esperar que el resultat pel cas de dos paràmetres fos
que els processos definits per

Y.(s,t) := e f ' T '(-l^'tidxdy, (2.2)

convergissin en llei cap al drap Brownià.

Però no és difícil provar (veure Apèndix 5.3) que els processos Ye(s, í) convergeixen

a zero, quan e tendeix a zero, en i<2(íí), per a tot (s, í) 6 [O, S] x [O, T]. I això sembla
que no es pot arreglar multiplicant per funcions que només depenguin del paràmetre

e.

Una raó intuïtiva d'aquesta aparent patologia és la següent;

Podem escriure els processos de Stroock com

o £
(2.3)

els processos definits en el Teorema 2.1.1 com (2.1) i finalment,

Ye(s,t)= T f -(-If^'^dxdy.
Jo Jo £

Si considerem la funció de covariancia dels processos integrands en l'expressió dels
processos ye,
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está ciar que, per a tot í > O, com a funció de í', aquesta covariancia convergeix
feblement, quan e tendeix a zero, cap a Jt, la delta de Dirac al punt t (és a dir, la
"funció de covariancia" del soroll blanc ).

D'altra banda, si calculem la covariancia pels processos integrands en l'expressió
dels processos Ye i dels processos xe, observem que si s • t ^ O, K^((s,t), (s', t ' ) ) com
a funció de (s', t') convergeix feblement cap a zero, mentre que K f ( ( s , í), (5', í')) con-
vergeix feblement cap a í(Slt). Aquests dos fets es poden demostrar usant arguments
similars als que utilitzem en la prova del Lema 2.4.4.

Una, altra motivació d'aquest tipus de resultats és la seva possible aplicació al
problema d'aproximar en llei la solució d'una equació diferencial estocàstica al pla
per la solució d'una equació diferencial ordinària.

Recentment s'han publicat alguns resultats en aquest sentit. Per exemple, con-
siderem el procés simple en R^_,

k=l 1=1

On {Zk,i,k > ! , / > ! } són variables aleartòries independents, idénticament dis-
tribuïdes, uniformement fitades i que tenen E(Zkti) — O i Var(Zkti) = "f2.

Si definim el procés

/' F(-> -}dudv, (M) e [0,5] x [O, T], e > O
o Jo £ £

com a conseqüència immediata del Teorema Central del Límit en C([0, S] x [O, T]), la
llei de Ys convergeix feblement a la llei d'un drap brownià amb la variància multipli-
cada per 72.

i Florit i Nualart demostren el següent resultat, (veure [FN]),

Teorema 2.1.2. En aquesta situació, siguin {X^t} les solucions de les següents
equacions integrals

- r r F(-,-)a(x^)dudv+ r r
£ ,/o Jo £ £ Jo Jo

on (5, í) 6 [0,5] x [O, T] i cr, b G C£(R). Llavors les lleis de {X*¿} convergeixen
feblement quan £ —)• O, en C([0,5] x [O,T]), a la llei de l'única solució de l'equació
integral estocàstica.

X,it = x + I I 7v(XUíV] o dWUtV + b(XUtV)dudv;
Jo Jo Jo Jo

on la primera integral és una integral tipus Stratonovich.
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El cas on a és lineal i ò = O havia estat provat per Carmona i Fouque a [CF].
També en [S] trobem el resultat corresponent per a processos de difusió generals

pel cas uniparamètric, (veure el Teorema 0.0.8 dels preliminars d'aquesta memòria).
Observem que el procés ^/ñv(—\]N^u'e'v'€> té algunes propietats semblants a les

del procés F(-, -): és un procés fitat i és gairebé centrat, en el sentit que l'esperança
convergeix molt ràpidament a zero en tendir e —>• O,

Però contràriament al procés F(-, ") els salts del procés yfnv(—I}N(u'';:'v/e> passen
en temps aleatoris, i la integral corresponent no es pot expressar com la suma de
variables aleatòries independents. Això fa que la convergència en llei dels processos
(2.1) cap a un drap brownià no sigui immediata.

Per tal de simplificar la notació denotarem per A^(x,y) la variable aleatòria
N(x^/j2,y^/jl). Llavors {A^(o:,y); (x,y) G R+} és un procés de Poisson d'intensitat
/j,. Observem que

xe(s,t) = — I I ^/xy(-l) ^ ' dxdy.
£ Jo Jo

Posant n = p-, estem buscant el límit feble quan n —>• oo de

/

t fS
í ^/xy( — l)Nn(x'y)dxdy, (2-4)

Jo

i denotarem per Pn la llei imatge dels processos xn en l'espai C([0,5] x [O, T]).
El capítol està organitzat de la següent manera. En la secció 2.2 recordem alguns

preliminars de la teoria de processos amb dos paràmetres. La prova de l'ajustament
de la família de lleis (Pn) es troba en la secció 2.3. Finalment, en la secció 2.4
identifiquem tots els possibles límits de subsuccessions de (Pn) com la mesura de
Wiener.

Al llarg del capítol usarem la lletra K per indicar constants que només depenen
de T i de S. Usarem la mateixa lletra encara que el valor de la constant pot variar
d'una expressió a una altra.

2.2 Preliminars.

El treball central de la teoria de martingales al pla, és [CW]. Nosaltres utilitzarem la
notació i les definicions d'aquell treball. Comencem recordant alguns dels conceptes
que utilitzarem posteriorment.
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Sigui (fi, J7-", P) un espai de probabilitat complet i considerem
{3~s,t] (s, t) G [O, S] x [O, T]} una família de sub cr-àlgebres de J- tais que satisfan
la següent propietat:

• i) 3~s,t Ç J~s>,t' Per a tot 5 < s', t < t'.

Considerem a R+ la relació d'ordre parcial següent: (5, t) < (s',t') si 5 < s' i
t < t'.

Donats (s, í) < (s', í'), denotem per ASiíXs/it/ l'increment del procés X en el
rectangle format per aquests dos punts, i.e.

&s,tXsitti = -Xs'.t' — X s,t' — Xsi¡t + XSit.

Donat un punt (s, t) G [O, 5] x [O, T] podem definir quatre tipus diferents de passat.
El passat estricte és el que està associat a l'ordre parcial que acabem de definir, és
a dir són els punts z G R+ tais que z < (s,í). L'1-passat són els punts z G R+ tais
que z < (5, í) mentre que el 2-passat el formen els punts z G R+ tais que z < (s, T).
Finalment el passa,t total són els punts z G R+ tais que o bé z < (S, í) o bé z < (s, T).

t t

s

T

t

s S

T

t

s

%

. , n > !". >. >.

s S

passat estricte 1-passat 2-passat passat total

Dibuixi. Els quatre tipus de passats al pla.

Associats amb aquests diferents tipus de passat, podem definir diferents tipus de
martingales:

Direm que un procés ^—adaptat, X = {Xz; z G [O, S'j x [O, T]}, tal que
) < oo per tot z G [0,5] x [O,T] és una martingala si

E(Xtl¿, - XStt\Fs,t) = O, per a tot (s,t) < (s1,t').

Direm que un procés Tz—adaptat, X = {Xz; z G [0,5*] x [O, T]}, tal que
fz|) < oo per tot z G [O, S] x [O, T] és una martingala forta si XSjo = X0,s = O per

a tot s > O i

E(&t,tXa,tt,\Fs,t V^S>T) = O, per atot (s,t) < (s1,t').
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De la mateixa manera es poden definir 1 -martingales, 2-martingales i martingales
febles si condicionem respectivament per J- s, t, FS,T i Fs¡t-

Habitualment a les u— algebres se'ls demana les següents propietats que nosaltres
no necessitarem:

• ü) FO,O conté tots els conjunts negligibles de J- .

• iii) Per a tot z G [0,5] x [O, T], Fz = í~}z<zrFz,.

Finalment, sovint a la família de sub a— àlgebres Fs,t se'ls demana encara una
quarta propietat que es coneguda, en la literatura de processos al pla, com condició
F4. En aquest capítol no presuposarem en cap moment que es compleix aquesta
quarta propietat:

• iv) Per a tot (s, í) G [O, S] x [O, T] les cr-àlgebres F 3, t i FS,T són condicionalment
independents donat Fa,t- O, equivalentment, per tota variable aleatòria X fitada
i per a tot ( s , t) G [O, 5] x [O, T]

Definició 2.2.1. Direm que W = {WB¿\ (s, t) G [0,5] x [O, T]} és un FStt-drap
Brownià si és un procés continu, adaptat, amb WS¡Q = Wo,t — O q. s. i tal que. per a
tot (s, t) < (s', t'), l'increment &SítWsittt és independent de FS, t V Fs, T i té distribució
normal de mitjana zero i variància (s1 — s) (f — t ) .

Si no especifiquem la filtració, entendrem que ens referim a la filtració generada
pel propi procés.

Definició 2.2.2. Sigui {Fs,t}
 una famüia de sub a-àlgebres de J- que satisfà les

propietats anteriors per a tot (s, í) G R^_. Direm que N — {Ns,t] ( s , t ) 6 ^+} e's un

F s, t~ procés de Poisson si és un procés adaptat, càdlàg, am,b NSjo = NQJ = O q. s. i
tal que, per a tot (s, t) < (s1, t'}, l'increment A^tA^/ ^ és independent de Fooj V Fs oo
i té distribució de Poisson de paràmetre (s1 — s) (í' — í).

Si no especifiquem la filtració, entendrem que ens referim a la filtració generada
pel propi procés.

2.3 Prova de l'ajustament.

Per tal de demostrar el Teorema 2.1.1, hem de provar que la família de lleis Pn és
ajustada i que qualsevol subsuccessió feblement convergent convergeix cap a la llei
d'un drap Brownià. En aquesta secció provem que la família de lleis Pn és ajustada.

Usant els criteris de Bickel i Wichura [B W] o de Chentsov [C], i que els nostres
processos xn s 'anuí. Ien als eixos, n'hi ha prou provant el següent lema,
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Lema 2.3.1. Sigui {xn} la familia de processos definits per (2-4)- Existeix una cons-
tant K tal que per a tot (s, t) < (s1, t')

sup E [(As,xn(6', í'))4] < K(s' - sY(t' - t}\
n

Per tal de provar el lema 2.3.1 ens serà útil el següent resultat que també utilit-
zarem en la secció 2.4,

Lema 2.3.2. Sigui {xn} la família de processos definits per (2-4)- Llavors si
(s f} < (Y f}\ütu) ^ Vo ) l )

Prova: Observem que

n2E

n2E

[ ( í ¡ '
Jt J s

i — 1

= n-
s,«']2x[t,t']2

X2 s' X2 s'

Dibuix 2. Els dos ordres possibles de dos punts en el pla.

Observem que (-l)E?=i ^"(^.v,-) = (_i)ELi A0)0Arn(!r,·,v,·)) i aquest darrer sumatori

és igual al sumatori dels increments del procés de Poisson al llarg d'alguns rectan-
gles disjunts. Cada un d'aquests últims increments apareix un sol cop o dos cops.
Òbviament, els rectangles que contribuiran al valor de ( —l)£«=i Ao,oJVn(a;¿,y¿) s¿n aquells

que tan sols apareixen un cop.
Si suposem que x\ < x2 hi ha dos ordres possibles en el pla per als punts (xj, yi),

(X2, y-i)- (Veure el Dibuix 1, les zones fosques corresponen als rectangles que apareixen
un sol cop en el sumatori 5^¿=1 ^o,oNn(xi^yi).)
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Ara, utilitzant que el procés de Poisson té increments independents, i que si
Z ~ Poiss(A) llavors E((-l)z}} = exp(-2A), obtenim que

',i'))2] =2(/1 + J2),

on

= ri2 í
J[t,3']*x[t,

h = ri2 í ^XiXiyiyi exp[-2n(z2y2 - x

./[S,S'Px[t,t']'

Fent un canvi de variables per tal d'obtenir y\ < y2 és fàcil veure que I\ < J2.
Llavors,

Usant que x2 < 5', y2 < t' i després intégrant respecte aquestes dues variables,
obtenim que la darrera expressió és menor o igual que

ft '

/

l r i^=dxl I
_ v^i y* \/yi

D
Estem en condicions ara de provar el Lema 2.3.1.

2.3.1 Prova del Lema 2.3.1.

Pel lema 5.4.2 de l'Apèndix, és suficient provar el lema pel cas en que 5 i t són
estrictament positius, i a més a més compleixen que t1 — t < t i s' — s < s. (Veure
l'Apèndix 5.4 per a, la prova d'aquest resultat).

Tenim que

í' f
Jt Js
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Observem que (_l)£i=i

U/* f*
1 7í 7s

,»•) = (_i)Ei=i A0,oJ i , w í ) i que

Així doncs,

i aquests tres factors són independents. Si suposem x\ < x2 < x3 < x4 i

2/1 < y 2 < ys < y 4, tenim que

E [(-l)E?=i b.flNnfa, í)] ti A0lt^n(s, y,-)]

| = exp[-2ní[(x4 - x3) + (x2 - x j ) ] exp[-2ns[(y4 - y3) + (y-i - yi)],

usant que 2t > t' i 2s > s' , aquesta darrera expressió és menor o igual que

exp[-ní'[(x4 - £3) + (x2 - xi)] exp[-n.s'[(y4 - y3) + (y2 -

< exp[-n[(x4 - x3)y3 + (x2 - x^yi] exp[-rz[(y4 - y3)x3 + (y2 -

Finalment podem fitar £)[(-l)E¿=i AS i (A^n(x¿,y¿)j per L per

Kn í TT yx~y^exp[-n[(x4 - x3)y3 + (x2 -
7[s,,Tx[t,t']4~=T

l<X2<x3<x,} exp[-n[(y4 - y3)x3 + (y2 -

2

J[s,s']2x[t,t']

. . . dy4
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X I{Xl <X2 y I{yí <y2 } dx i dx2 dyi dy^ )

< K(n2 ^/xlx·2y1y2exp[-2n(x2 - zi)yi - 2n(y2 - y\]x\]
•>[f,lf]2x[t,t ']2

Usant els càlculs del Lema 2.3.2 aquesta darrera expressió està fitada per

D

2.4 Identificació de la llei límit.

Hem provat que la família de lleis Pn és ajustada. Ara, hem de veure que la llei de
tots els possibles límits febles és la llei d'un drap Brownià.

Sigui {.Pn;},- una subsuccessió de {Pn}n (que, fent un abús de notació, la denotarem
també per {Pn}) feblement convergent cap a una certa probabilitat P. Hem de veure
que P és la mesura de Wiener, és a dir, que el procés canònic {Xs¡t(x) = : x(s,t}} és
un drap Brownià sota la probabilitat P.

Existeixen diverses possibles caracteritzacions del drap Brownià, veure per exem-
ple [Tu] o bé [FN]. En particular, en el Teorema 2.2 de [FN] es donen condicions
necessàries i suficients per a què un procés sigui un drap Brownià respecte una fil-
tració arbitrària. Si ens restringim al cas on la filtració que considerem és la, filtració
natural, generada pel propi procés, es poden afeblir lleugerament les hipòtesis del
Teorema 2.2 de [FN]. Obtenim llavors la següent caracterització del procés de Wiener
a dos paràmetres,

\

Teorema 2.4.1. Sigui X — {Xs¡t] (s, í) e [O, S] x [O, T]} un procés continu tal que

XS!Q = Xo¡t = 0. / sigui (J~s,t) la filtració natural de X.

Llavors, són equivalents:

• (i) X és un drap Brownià,

• (n) Per a tot O < s < s', O < t < t', E(ASi<Xs/it/|.F5< v JFS,T) = O t

E[(&.,tX,,,tl}
z\Fs,t V Ft,T] = (s1 - s)(t' - í),

(Ui) Per a tot O < s < s', O < t < t', E(&s,tXs,¿>\Fs,t V FtiT) = O i

.^^)2!^] =(s'-s)(t'-t), '

(iv) Per a tot O < s < s', O < t < t', E(ASitX,/it/|.Fsit V J",iT) = O i
= (s' - s)(t' -t).
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La diferència entre la condició (n) i el Teorema 2.2 de [FN] és que per a obtenir
uri drap Brownià (respecte la seva filtració natural) n'hi ha prou comprovant les
propietats de martingala forta i "variació quadràtica" per increments de rectangles
que no intersecten els eixos.

Les condicions (¿n) i (iv), ens donen que de fet n'hi ha prou provant la propietat
de "variació quadràtica" condicionant per l'1-passat o be el 2-passat, però això no
ens simplifica els càlculs en el nostre cas.
: Nosaltres després aplicarem aquest resultat a la filtració natural d'un procés que,
à priori, no sabem si compleix la condició F4, i per tant no podem suposar-la. Però
si la filtració natural del procés té la propietat F4, afegint hipòtesis febles, és fàcil
demostrar la mateixa caracterització del drap brownià, però condicionant pel passat
estricte J-s>i en la propietat de la variació quadràtica, la qual cosa pot simplificar
força els càlculs. Malauradament, com ja s'ha dit anteriorment, nosaltres no podem
suposar a priori aquesta condició.

Prova: (Teorema 2.4.1)
Es obvi que (i) implica (ü) i que (U) implica (Ui) i (iv). Veurem tot seguit que

(iv) implica (i).
Fixats (0,0) < (5, í) < (s', í') considerem el procés Y (u) := ASitXU)t/, u 6 [s, S], i

la (j-àlgebra Qu := Tu^.
Observem que per a tot u i v tais que s < u < v < 5*

E (Y(v) - Y(u}\Qu] = E(Au,tXv,t,\Fu,T}

= E(E(^1íjtXv,tl\^s,t V FU,T}\FU,T) = O,

per tant {Y'(·u), Çu, u G [s, 5*]} és martingala.
D'altra banda,

: E((Y(v)-Y(u))2\Qu) = E((Au,tXv,t,)*\FUiT)

Així, pel teorema de Paul Lévy tenim que {Y(u),Qu,u e [3,5]} és un procés de
Wiener amb variància (u — s)(t' — t ) .

Si considerem doncs els increments Ag^Xy^/ = Y (s'} — Y (s), tenen distribució
normal amb mitjana nul.la i variància (f — t)(s' — s).

Suposem ara que almenys una de les dues coordenades del punt (s, í) és nul.la.
Podem considerar Aa+eit+eXai¡ti amb e > 0. Aquests increments seran variables
aleatòries gaussiaiies centrades i, si fem tendir e a zero, usant la continuïtat de X tin-
drem que Aa¿Xa'tt' també és una variable aleatòria gaussiana centrada amb variància

Finalment, sabem que E(&ajtXattti\Fs,t V J~S,T) — O, per tant tots els increments
són incorrelacionats i, com que són gaussians, independents.
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De manera anàloga es pot provar que (iii) implica, també (z).
D

Així doncs, en el nostre cas, per tal de provar que la llei límit és la mesura de
Wiener, n'hi ha prou provant les dues proposicions següents.

Proposició 2.4.2. Suposem que {Pn} són les lleis en C([0, S] x [O, T]) dels processos
xn definits en (2.4), i suposem també que Pn{ és una successió feblement convergent
cap a P . Sigui X el procés canònic i sigui {3~s¿} la seva filtració natural. Llavors
per a tot O < s < s', O < t < t', EP(ASitA^,(í|.FS)t v F.iT) = 0.

Proposició 2.4.3. Sota les hipòtesis de la proposició anterior, tenim que

EP [(ASjtXs,,tl)
2\Fs,t V F,?} = (s1 - s)(t' - t), per a tot O < s < s', O < t < t'.

2.4.1 Prova de la Proposició 2.4.2.

Hem de provar només que per a tot (si, ¿i), ..., (sm, ím) i 8 > O amb s» < 5, í,- < t — 8
o bé Si < s — 6, ti < T, per a i = l , . . . ,m, i per a tota funció contínua i fitada

Del fet que Pn =^- P, i usant també el Lema 2.3.1, que ens dóna la integrabilitat
uniforme de la família {AS|íxn(5',í'))}, tenim que

(x(sl,tl\ ..., x(sm, íro))(A.itx(s', í'))]-

Per tant, n'hi ha prou provant que

lim £?pn[¥>(x(si,íi),. . . ,x(sm ,<m))(Àa i tx(s',í /))] = 0-n— too

Teniïn que

\EPn [ p ( x ( S l , ix) , ..., x(sm, ím))(A8,(x(s', t'))] |

<
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r,t,í = ^,(_5 v J7_Í)T i
Yn :=E[n í

J[s,s'}x[t,t'\

Així doncs, és suficient provar que Yn convergeix cap a zero en L2 quan n tendeix
a infinit.

Observem que A.s-s,t-sNn(s,t] és independent de (?"t<5, i

[n í
J(s,s']x(t,t'}

E

-l)*-'.'-'^''*) í
J [ s , s ' ] x [ t , t ' ]

que clarament tendeix a zero en L2 ja que aquesta esperança condicionada està fitada
en L2 pel Lema 2.3.2, i ^[(-l)*"-*,*-^».*)] = exp[-2í2ra] tendeix a zero quan
n — >• ex).

D

2.4.2 Prova de la Proposició 2.4.3.

Hem de provar que per a tot (si, íi),...,(.sm,ím) amb s¿ < 5, ¿¿ < í o bé ¿¿ < 5, t¿ < T,
per a i — 1, ..., m, i per a tota 9? : Rm — ï R, contínua i fitada,

EP [>(X.litl , ...,X.mi(m)((A.lt^,t0
2 - (5' - *)(t' - t})} = 0.

Recordem que només calia provar-ho per s, í > 0.
Del fet que Pn convergeix feblement cap a P i utilitzant també el Lema 2.3.1 n'hi

ha prou provant que

E[v(xn(si,tu, ...,xn(5m,im))((ASitxn(5 ',i '))2 - (s' - s)(t' - í))]

convergeix a zero quan n tendeix a infinit.
Però aquesta darrera expressió és igual a

Finalment, per tal de veure que aquesta expressió tendeix a zero, és suficient
provar que

ít'))
2\J^tt\/^T\(s'-s)(t'-t) quan n -4 oo. (2.5)

Podem demostrar aquesta darrera convergència provant els dos fets següents:
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quan n — >• oo.

Aquest resultat està demostrat al Lema 2.4.4.

• 2) Existeixen unes constants Cn que convergeixen a (5' — s)2(t' — í)2, quan n

tendeix a infinit, tais que

v ̂ T]] < cn.

Aquest resultat el provarem en el Lema 2.4.5.

Aquests dos fets impliquen la convergència (2.5) perquè si suposem que 1) i 2)
són certs,

O <
< Cn- 2(s' - s)(t' - í) E[(AMzn(s', t'))2] + (s1 - s)\t' - t)2,

i aquesta darrera expressió convergeix, òbviament, a zero. Això acaba la prova de la

Proposició 2.4.3.

n

Veurem a continuació les proves dels Lemes 2.4.4 i 2.4.5.

Lema 2.4.4. En la situació anterior

lim E[(^Sitxn(s',t')Y] = (s1 - s)(t' - í).
rj-»oo L J

Prova:

En la prova del Lema 2.3.2 hem vist que

on

li = ri' 'L*,

h = n2 /[iiS/px[M/]a ^/zïzïyï:^exp[-2r¿(z2 -
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Podem escriure la integral /2 com

ft ' i í-t'

'y\
¡•j-r-L-{f

J s ^V^l Jt ¿\jljl Jy}

f'
x (2nyiexp[-2m/i(x2 -

•/xi

L'última integral tendeix a y/xT perquè 2nyi exp[—2nyi(x2 — Xi}]I[Xl,oo)(x2) és
una densitat de probabilitat i ens dóna una aproximació de la identitat quan n —>• oo,
així mateix, la penúltima integral tendeix a ^íy\ quan n —> oo. La convergència està

dominada perquè ambdues integrals estan fitades per \fsi i \ft' respectivament i -/==
és integrable, així doncs, pel teorema de la convergència dominada, obtenim que

]_ /•*' rt'
lim /2 = -

; De la mateixa manera,

/ - r' i r i r
./.s 2v

/i^ 7t 2y/y7 7yi

x/^S

i tenim que

lim li =
n—í-oo

D

Lema 2.4.5. .E'n /a situació anterior existeixen certes constants Cn que convergeixen
cap a (s' — <s)2(í' — í)2 quan n tendeix a infinit, tais que

V 2 < Cn.

Prova:
Recordem que n'hi ha prou provant-ho pel cas en què s, t > 0. Així doncs,

suposarem a partir d'ara que 5, í > 0. Per mesurabilitat i independència tenim que

•As,s'l:

2

x V^£[(-1)El Aa'tAr"(xí'!/í]^1 . . . dy
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Per tant,

= E

.,«']« x [*,»']«
4

x J] VwE[(-
t=i

Usant el mateix tipus d'arguments que en la prova del Lema 2.3.2 tenim que

(2.6)
< exp[-2n(|x2 - Xi|(min{y1,y2} - t) + |y2 - yi|(min{zi,£2} - s))],

i també que

l)^=^''tNn^XÍ'yi)}
(2.7)

- x3 (min{y3,y4} - í) -f- |t/4 - y3|(min{x3, x4} - s})].

Així doncs,

< 16[n4

- xí)(yl - í) + (1/2 - yi)(o;i - s})} (2.8)

x exp[-2n((x4 - x3)(y3 -t) + (y4 - y3)(x3 - s))]

dx1. . . dy4.

Podem dividir la darrera integral en dues parts:

1) La integral sobre la regió A = ({yi < y2 < y3 < y4} U (y3 < y4 <
y2}) H ({x! < x2 < x3 < x4} U {x3 < x4 < x-í <

• 2) La integral sobre la regió A°.
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Si integrem sobre A,

= exp [ - 2ns[(y4 - y3) + (2/2 - 2/i)]

i la intégral (2.8), sobre la regió A, es pot fitar per

í 2

16(n2 / TT ^/x¿y¡exp[-2n(x2 - xi)yi - 2n(y2 -
./M'px[t,i']2r=i

xI{Xl<X2}I{yi<y2}dxi ...dy2)

que, tal i com hem vist en el Lema 2.4.4, convergeix cap a

Quan integrem sobre Ac, veurem tot seguit que la integral convergeix cap a zero.

Si tenim y\ < y3 < j/2 ^ y4 (o bé y\ < t/3 < y4 < 7/2) podem fitar (2.6) per

exp[-2n(y2 - ys)(a:i - ¿)] (o bé exp[-2n(y4 - y3)(xi - 5)]) i (2.7) per 1.
Si, en canvi, tenim y3 < y\ < y4 < yi (o bé y3 < y\ < y2 < y4) fitarem (2.7) per

exp[-2n(y4 - yi)(x3 - s)] (o bé exp[-2n(y2 - yi)(x3 - s)]) i (2.6) per 1.

Lla,vors, fent un canvi de variables per tal d'obtenir x\ < x2 < x3 < x4 i

2/1 < í/2 < 2/3 < 2/4 podem majoritzar la integral donada per (2.8), sobre

({y\ <yi<yz< y*} u {y3 < y4 < y\ < yi}}c, per

í 4
Kn4 I TT ^/x~y¡exp[-2nt[(x4 - x3) + (x2 -

^[«,.']4x[t,*r ¿=T
- y3) + (y2 - yi)] - 2ra(y3 - y2)(x! - s)}

Finalment, usant que 5, t > O, aquesta integral és igual a

1 /-«' /-«' /•// /-t' /•«'
K-^ I \fx~\\ \/^s / x/yl / Vya{ / 2níexp[-2ní(x4

S t J g J g Jt J y^ ,/X3

/"'' /"'

x / 2ní exp[— 2ní(x2 — Xi)]^/x^ax2 / 2naexp[— 2ns(y4 —
•'^l •'Vs

/

y¿
2náexp[-2ns(y2 - yi)]^í"í¿yi} exp[-2n(y3 -

.

que convergeix a zero per convergència dominada.
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Intercanviant els papers de les variables x¿ i y¿ per a i = 1,... ,4 obtindrem una
integral similar.

Això acaba la demostració.
D



Capítol 3

El moviment Brownià complex
com a límit feble de processos
construïts amb un procés de
Poisson.

3.1 Introducció i resultat principal.

Considerem els processos
2*

e'™'ds> ^ [O, T]} (3.1)
O

on {NS, s > 0} és un procés de Poisson estàndard.
L'objectiu d'aquest capítol és estudiar els límits febles d'aquests processos segons

el valor de B quan e tendeix a zero.
En el cas trivial, quan 9 = O, els processos xf(í) són deterministes i és obvi que

tendeixen a infinit quan e tendeix a zero.
Pel que fa al cas 9 = TT, tenim que els processos xe

e són reals, concretament

r —

= e *\-
Jo

Aquest cas va ser estudiat per Stroock en [St], i va provar que les lleis d'aquests
processos en l'espai de les funcions contínues en [O, T] convergien cap a la llei de
\/2Wt, on {Wt; t 6 [O,T]} és un moviment Brownià estàndard. (Vegeu el Teorema
0.0.7 dels preliminars d'aquesta memòria).

Volem doncs estudiar què passa pels casos en els quals 6 G (0,7r)U(7r, 2yr). El prin-
cipal resultat d'aquest capítol, que a la vegada també dóna una manera alternativa
de demostrar el cas 9 = TT provat per Stroock, és el següent:
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Teorema 3.1.1. Definim per a tot e > 0

r —

{x°(t) = e f'* e^-ds, t 6 [ O , T } }
Jo

on {Nu, s > 0} és un procés de Poisson estàndard.
Considerem P® la llei imatge de x®e en l'espai de Banach C([0,T]) de les funcions

contínues en [O,T]. Llavors, si 6 Ç. (0,7r) U (7r,27r) ; Pe
e convergeix feblement quan e

tendeix a zero cap a la llei d'un moviment Brownià complex en C([0,T]).
En canvi, si O — TT, Pf convergeix feblement cap a la llei de \/2Wt on

{Wt] t 6 [O, T]} és un moviment Brownià estàndard.

Entenem que {Bt, t G [O, T}} és un moviment brownià complex si pren valors en
C i tant la part real com la part imaginària són moviments brownians estàndards i
són independents entre elles.

Cal notar que els processos part real i part imaginària que integrem són funcional-
ment dependents, i tot i així, en fer les integrals i passar al límit, obtenim processos
independents.

Aquests processos tenen propietats força diferents dels exemples clàssics que con-
vergeixen en llei al procés de Wiener. Per exemple, els processos {cos(9Ns)} i
{sin^JVg)} no són estacionaris ni inclouen sumes de variables aleatòries indepen-
dents. A més a més, els seus salts s'esdevenen en temps aleatoris i, segons el valor
del paràmetre 0, la mida dels salts no és constant.

Per provar el teorema hem de veure que la família de lleis P/ és ajustada (veure
secció 3.2) i hem d'identificar tots els possibles límits de subsuccessions de P® com la
llei d'un moviment Brownià complex quan 9 6 (O, TT) U (TT, 27r), i com la llei de \/2Wt

quan O = 7r(veure secció 3.3).
Al llarg d'aquest capítol K denotarà una constant positiva que només depèn de

T i que pot vaxiar d'una expressió a una altra.

3.2 Prova de l'ajustament.

Podem escriure

x (t) = r%cos(6Ns)ds + ie sm(8Na}ds.
Jo

Hem de veure que tant les lleis corresponents a la part real, com les
corresponents a la part imaginària, dels processos x6

s són ajustades.
Usant el criteri donat per Billingsley (veure Teorema 12.3 de [Bi]), i que els nostres

processos són nuls a l'origen, n'hi ha prou provant el següent lema:
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Lema 3.2.1. Existeix una constant K tal que per a tot s < t

f2* f3*
sup (E(e I ' cos(8Nx}dx)4 + E (e \ ' sm(8Nx)dx)4} < K (t - s)2.

y 2- 7a-

Prova: Tenim que

."%
E(e

= 24e4E í tI{xi<X2<X3<x,}(cos(8Nx,)cos(8NX3)cos(dNX2)cos(8NXl)
[~v" ï ~~2"3

+ ÇHTI í n /V I CIITI I n /V l Q m í n /v 1 c; i ~n í n A/ i l /^T^ nT^nT^nT *o J. J. J. I l/ i V -j^. I olJ.il v A V jpq J o J. 111 f 1 V <|»« I o 111 l l / JV ' ï ; . l l C f c t í / I C I í U / O W'«*'3^'"'4

A*i<«a<*»<*4} cos^A^-JV^)) cos((9(Ar
a;2-A^Xl))dx1... dx4

^{xi<*2<*»<*4} cos(^(A^:r4+A^;C3)) cos^A^+A^ ))c/x1 . . . dx4
•^Iff.f?]4

= /i + h-

Quan B — 7T, /i i 72 són iguals perquè llavors, per a tot
K e N, cos(Ke) = (-l)K.

Utilitzant que el procés de Poisson té increments independents podem escriure la
primera integral com

2s 2114- - 1 -5- P
£¿ í

x E ( c o s ( 8 ( N X 2 - N X l ) ) ) d X l . . . d x 4

12(

12(

On ¿r 1 1 és el mòdul del nombre complex z. Aquesta darrera expressió és igual a

12(e

48



108 3. El moviment Brownià complex com a límit feble...

Això prova ja el lema pel cas O = TT. A partir d'ara, doncs, suposarem B 6
(O, TT) U (TT, 2?r). Per aquest cas ens falta provar la fita per a, la integral /2, però, usant
que {xi < %2 < x3 < x4} i que el procés de Poisson té increments independents,

E[COS(6(NXt

-E[sm(0((Nx<-NXs)+2(NX3-NX2)))}E[sm(29NX2)cOS(8(NX2+Nx,})},

i podem fitar aquesta darrera expressió per

Així doncs, /2 és menor o igual que

r
12 • 4£4 I¡ s s TL\\E(eld(Nx*~Nx^*\\\·\\E(e'2ie(Nx*~Nx^\\\dr, dT^Tro f T í Z J i ^ · · · ^ i C d f l I ^~^ V / ' ' 1C* J L í í i í x j . « « L t i ( y í j .

Jr2e 2C|4 ~ ~"

Integrant respecte x2 i després respecte ^3, aquesta expressió és menor o igual que

192(í - s)2fiï [x<
I I (lTJ^ L(1 - cos(o))(l - cos(20)) 72» J2, l *- ( l-cos(í))(l-cos(20)) '

G

3.3 Identificació de la llei límit.

Considerem primer que 6 6 (0,7r) U (7r,27r). Sigui {Pfn}n una subsuccessió de {P/}£

(que continuarem denotant per {P/}) feblement convergent cap a alguna probabilitat
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P . Hem de veure que el procés canònic {Xt(x) =: x(t)} és un moviment Brownià
complex sota la probabilitat P9, és a dir, hem de veure que tant la part real com
la part imaginària d'aquest procés són moviments brownians i que són independents
entre ells.

Usant el teorema de Paul Lévy n'hi ha prou provant que, sota la llei Pe, tant la part
real com la part imaginària són martingales respecte la filtració generada pel propi
procés, {J't}, amb variacions quadratiques < fíe [X], fíe [X] > f= t,
'< I m [ X ] , I m [ X ] >t= t i covariació < fíe LAT], Im[X] >t= 0.

També hem de veure que quan O = TT el procés canònic sota la llei límit segueix
la llei de v2Wt on {Wt', t E [O,T]} és un moviment Brownià estàndard. Haurem
de provar per tant en aquest cas que X és martingala amb variació quadràtica
< X,X >,= 2t.

3.3.1 Propietat de martingala.

Quan 9 G (0,7r) U (7r,27r) per veure que, sota P0, tant la part real com la part
imaginària del procés canònic X són martingales respecte la filtració natural {J~t},
hem de provar que per a tot s\ < s^ < • • • < sn < s i per a tota (p : C" —> 1R
contínua i fitada,

, , . . . , X t n ) ( R e [ X t ] - R e [ X a ] ) ] = O,

«,..., X.n)(Im[Xt]-Im[X.])]= Q.

Quan 9 = 7T el procés X és real i per tant n'hi ha prou provant la primera
d'aquestes dues condicions.

Del fet que P/ convergeix feblement cap a P0, i usant la integrabilitat uniforme
donada pel Lema 3.2.1, tenim que

! Km Ep* [v(Xtí, ...,XSn)(Re[Xt] - Re[Xs})}

i el ma,teix passa amb la part imaginària. Per tant és suficient veure que

2t

["**C E (SI ) , ...,xe(sn))e / cos(ONx)dx}
J^

2t
fTZ

c f í^ i ) , . . . , xe(sn\)e / sm(ONx)dx)
J^
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convergeixen a zero quan e tendeix a zero.
N'hi haurà prou provant que

r —
f'*

J

convergeix a zero en tendir e a zero. Però aquesta expressió és igual a

< Ke

= Ke

f üe-l

\
f* e-í
/2íJ

Ke
ió

l -cos(0)v

que convergeix a zero quan fem tendir e a zero.

3.3.2 Variacions quadratiques i covariació.

Hem de provar el següent resultat,

Proposició 3.3.1. Considerem {P/} les lleis en C([0,T]) dels processos xe
e definits

en (3.1), i suposem que P/n és una subsuccessió 'feblement convergent cap a P6. Sigui

X d procés canònic i sigui {J~t} la seva filtració natural. Llavors, sota la llei P6.

si 8 6 (0,7r) U (7r,27r) tenim que les variacions quadratiques < Re[X],Re[X] >/— t,

< Im[X],Im[X] > t= t i la covariació < Re[X],Im[X] > t= 0. En canvi si O = TT,

llavors la variació quadràtica < X, X >(= 2í.

Per a provar aquesta proposició ens serà útil el següent lema,

Lema 3.3.2. Considerem {J~l' } la filtració natural generada pels processos xs
e. Lla-

vors, per a tot s < t i per a tota variable aleatòria real Y, J-e
s'

6—mesurable i fitada.

tenim que si Q Ç. (0,27r)

a) e2 í" í" E(e^-N-^}dXldx, = (t - s ) ( l + ï
 sin(g) ) + 0(e).J2, J** 1 - cos(B)
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;4 més a més. per a tot O Ç. (0 ,7r) U (7r,27r),

b) lim||£
2 í'2 f** E[eie(N**+N^Y}dXldx2\\ = Q.

e-»0 / 2 s /2s
•' ~7 J ~7t¿ e¿

Prova: Comencem provant l'apartat a),

2a— —~
e¿

e2

Hem provat doncs l'apartat a). Recordem que per a l'apartat b) suposem 6 €
(0,7r) U (7T,27r). Usant que el procés de Poisson té increments independents, tenim
que

f**
I 2s I 2í

~T ~2

2s i,
— J —

* "< Ke* f í
I 2s / 2 <

•' ~7 J ~9

Observem que si cos(0) = cos(2^) (és a dir, quan 6 = ^ o bé O = ^j-) és fàcil
veure que aquesta integral convergeix a zero quan e tendeix a zero. Altrament, tenim
que l'última integral és igual a

/m , mcos(^) — cos(2^J
í1

72»
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cos(0) - cos(2#)
e f(l-cos(2<?))

La primera d'aquestes dues integrals és igual a

r í l -tcos^) - cos(20))(l - cos(0))

que convergeix a zero quan e tendeix a zero. Així mateix, la segona és igual a

i

(1-(cos(0) - cos(20))(l - cos(20))

que també convergeix a zero.

D

Prova:(Proposició 3.3.1)

Quan d E (O, TT) U (7r,27r) hem de provar que, sota la llei límit,

< Re[X], Re[X] > t= t i < Im[X],Im[X] >t— t. Igual que abans n'hi ha prou

provant que per a tot s\ < s^ < • • • < sn < s i per a tota ip : C" —> R contínua i

fitada,

^)D2-( í-^))]

E[V(xl(Sl)...t xf(an))((/m[xf(t)] - Im[xl(s}]Y - (t - s}}}

convergeixen a zero quan e tendeix a zero.

Quan B = 7T haurem de provar que

f(í) - xf(,))2 - 2(í - s ) ) }

convergeix a zero quan e tendeix a zero.
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Però,

E(v(xï(Sl),...,x
e
e(sn))(e

e2 E(cos(B(Nai:i - N.. ̂ dx^x.E^x^), . . . , x d
£ ( s n ) ) }

c¿ t·'

+e2

r 2s. j 2s.

2s

Si O = TÍ això és igual a

f^í- f X

i del fet que Pe
e convergeix feblement cap a P9 i pel Lema 3.3.2 sabem que això

convergeix a 2(í — s)E[(p(XSl, • • • ,-Xsn)] i acaba la demostració pel cas Q = TT.
A partir d'ara, doncs, suposarem O 6 (O, TT) U (7r,27r). En aquest cas el fet que
PC convergeix feblement a Pe i el Lema 3.3.2 impliquen que (3.2) convergeix a

De la mateixa manera,

E(p(x'e(s^...,x'e(snÍ)(e f'* sin(^)dx)2)

^

= 2e2 r f*' E(v(xí(s1)t...txí(sn))Sm(9Nai)sm(6NXí))dxídx2
I '¿ft I 2s•J —-r ** — 57

C¿ £¿

/»^|- /.X2

= e2 E(cos(e(Nx,-NXl)))dx1dx2E[V>(xe
e(sl},...,xe

e(Sn))]

que hem vist que convergia a (t — s}E[(p(XSl , • • • , X S n ) ] .
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Per últim hem de provar que, sota la llei P0, < Re[X],Im[X] >t= 0. Però
novament n'hi haurà prou provant que per a tot s\ < s2 < • • • < sn < s i per a
tota (f : Cn — > R contínua i fitada,

convergeix a zero quan e tendeix a zero. [*
Però això és igual a

= e

' cos(8Nx)dx)(e ' am(6Nx)dx))
,/2|

T- /-^

E(<f>(xe
e(sl),...,x

0
e(sn))Cos(6NXl)sm(eNx,))dx1dxí

ï J*i
£¿ C*

r** r*
/ /

«/ -ò" •/ -!>•

- - -
2

r.

/

7ï fX2

E(^(xl
K" «/ — ¡T

C¿ £¿

que hem vist que convergia a zero quan e tendeix a zero al Lema 3.3.2.

ï .j
Ü

Í
Uf

ü
13
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Capítol 4

Convergencia en llei cap a integrals
multiples de Stratonovich.

|
¡"Í 4.1 Introducció.

j Considerem una successió de semimartingales Xs que convergeixen en llei cap a una

altra semimartingala X en l'espai de les funcions contínues C([0,T]), i definim, per

una semimartingala contínua y, les següents integrals iterades tipus Itô,

t:
fe r M \ Yt per A; = 1

per k > 2.

Es demostra fàcilment que, si anomenem < Y, Y > la variació quadràtica de Y ,

són equivalents per m > 2

, < Xe,Xe>) -^ C(X,<X,X>) quan e|0 i

,...,Jm(Xs}} -^ C(Jí(X},...,Jm(X}} quan e J, O,

ori la convergència és en els espais C([0, T])2 i C([0, T])m respectivament. Això és així
perquè si considerem Hn(x, y) els polinomis d'Hermite en dues variables, és a dir per

à tot n G N,
dn

Hn(X' y^ = ~d^
tenim que

n\

Llavors (Jj(y), . . . , Jm(Y)) és un funcional continu de (Y, < K, y >), i també

(y, < y, y >) és un funcional continu de (Ji(y), J2(Y)).
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Avram estén aquest resultat en [A] per a semimartingales amb trajectòries en
l'espai £>([(), 1]) respecte la topologia J\ de Skorohod.

Aquest resultat ens diu que per tenir convergència conjunta de les integrals
múltiples d'Itô de la funció més simple possible, es necessita que no només els proces-
sos Xs convergeixin feblement cap a X, sinó també que convergeixi la seva variació
quadràtica cap a la del procés X.

Ara bé, si ens centrem en el cas on X = W", el procés de Wiener, una gran
quantitat de les aproximacions en llei de W que s'usen a la pràctica són processos de
variació fitada, fins i tot absolutament continus, i per tant no hi ha convergència de
les seves variacions quadratiques cap a la del Wiener. 9

Llavors és imtural considerar la següent variant del problema anterior. Sigui / una ^
funció del L2([0, T]"), i siguin r/£ = {r/e(t);t G [O, T]} uns processos amb trajectòries A
en l'espai de Cameron-Martin, tais que iye convergeix feblement cap a un moviment 4b
Brownià estàndard en l'espai de les funcions contínues nul.les a l'origen, Co([0,T]). Q
Considerem, 9

9
< l - " « í n . *

Volem estudiar la convergència en llei dels processos Ir,e(f) i, en cas que hi hagi A
convergència, identificar el límit. £

Intuïtivament, podem pensar que, quan existeixi, el límit serà la integral múltiple 9
de Stratonovich de /, ja que això és el que passa, per exemple, en les equacions 9
diferencials estocàstiques quan s'aproxima el moviment Brownià per processos abso-
lutament continus.

En la tercera secció estudiem quan la integral múltiple determinística d'una funció
/ respecte a una funció absolutament contínua 77, com a funció de 77, admet una
extensió contínua a l'espai de les funcions contínues nul.les a l'origen Co([0,T]). Per
tal d'admetre aquesta extensió contínua és necessari i suficient que / vingui donada
per una multimesura. En aquest cas provem que /,,,(/) convergeix en llei cap a la
integral múltiple de Stratonovich.

En la quarta secció tractem el problema de la convergència en llei de /,,,(/) per
altres tipus de funcions que també són integrables de Stratonovich. Imposant condi-
cions sobre els processos 77^, provem que els processos /»j£(/) convergeixen en llei cap
a la integral múltiple de Stratonovich quan la funció / és contínua. Finalment, per
alguns exemples de processos r¡s concrets, ho provem per a productes de funcions del
L2([0,T]) per un indicador que ordena les variables.

Començarem recordant algunes definicions i alguns resultats que utilitzarem més
endavant.
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4.2 Preliminars.

Al llarg d'aquest capítol considerarem processos absolutament continus que con-
vergeixen en llei cap al moviment Brownià definits en un espai de probabilitat (íl, J7, P)
i un moviment Brownià estàndard, W — {Wt,t G [O,T]}, definit en un espai de pro-
babilitat (Ü, .F, p).

L'esperança matemàtica en aquests espais de probabilitat la denotarem per E i
E respectivament.

D'ara en endavant TT denotarà una partició de l'interval [O, T] de la forma TT =
(O = to < h < • • • < tq = T}, denotarem per A¿ un dels intervals d'aquesta partició,
és a dir A¿ = (í¿, í¿+i], i la longitud d'aquest interval la denotarem per |A,-| = ¿¿+1 — ti-
La norma de la partició |TT| vindrà definida per |TT| = sup¿(í¿+i — í¿)-

/TI

Definició 4.2.1. Sigui u = {ut, u G [0,T]} un procés mesurable tal que JQ \ut\dt <
oo q.s. Direm que aquest procés és Stratonovich integrable si existeix el límit en
de

9-1 -,

S¡̂
^=0

quan la norma |TT tendeix a zero.
T1

Quan aquest límit existeixi el denotarem per L ut o dWt. Denotarem també per
J0 us o dWs la integral de Stratonovich, quan existeixi, del procés u/[0]t]; on t £ [O, T].

Definició 4.2.2. Sigui f una funció de l'espai L2([0,T]m). Direm que f és Strato-
novich integrable si existeix el límit en L2(0) de

|A. | .
1 . |A , \ ( f A / ( í 1 , . . . , tm )dí i · . .d ím )W(A i l ) · . .W(A i m ) ,

quan la norma |TT| tendeix a zero.
En cas d'existir denotarem per Im o (/)T aquest límit. Denotarem també per

Im ° (/)í lo- integral múltiple de Stratonovich, quan existeixi, de la funció fl[o,t]n, on

Definició 4.2.3. Donada una funció f G L2([0,T]m) direm que té traça d'ordre
j E {1,..., [f]} si existeix el límit en L2([0, T]m~2j') de

E
./A!,

quan la norma |TT| tendeix a zero. on /(¿i, • • • ,ím) es /ffl simetritzada de la funció f .
Quan aquest límit existeixi el denotarem per T3/(•).
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En aquest context introduirem a continuació el següent resultat de [SU] que és

conegut com a fórmula de Hu-Meyer:

Teorema 4.2.4. (Solé-Utzet) Sigui f € L2([0,T]n) una funció simètrica. Si per a

tot j G {!,..., í^l} / té traça d'ordre j, llavors f és Stratonovich integrable i

^ (n-2j)!j!í

on /n_2,- representa la integral múltiple d'Ito d'ordre n — 2j.

Una altra noció que cal introduir és la de multimesura.

Definició 4.2.5. Considerem (X\,B\),..., (Xn,Bn) espais mesurables. Una apli-

cació ¡À : B\ x • • • X Bn —> ]R es diu que és una multimesura si per a cada

i G {1,..., n} fixat i per a cada AI, . . . , A¿_i, A ¿ + i , . . . , An fixats amb Aj G B j per

a tot j G {!,..., f¿}\{¿}> M-^i) • • • ï AÍ-I, F, A¿+ 1 , . . . , An) és una mesura signada, re-
specte la variable F G BÍ, és a dir, ¡JL és la diferència de dues mesures positives i

finites respecte la variable F.

Denotarem per { A j , . . . , A^} una partició mesurable de X^.

Definició 4.2.6. Sigui p, una multimesura en B\ x • • • x Bn. La variació de Fréchet

de ¡JL, FVn, es defineix com

M '

IHlFV" = SUP

on &i són o bé 1 o bé -1 per a tot i G {1,..., n}, i el suprem és sobre e G { — 1,1}", i

sobre totes les particions finites dels X^.

Per ser ¡JL una multimesura tenim que ||/¿||FV < oo. La classe de les multimesures
amb la norma || • \\pvn és un espai de Banach que el denotarem per Fn .

Necessitarem també usar el resultat següent: Siguin /¿ 6 L°°(Xi) per a tot i 6

{!,...,&}, aleshores

i tenim que

..,/J|FV— * < ll/i||oo • • • ||/fc||oo • ||/Í||FV- (4.1)

Per a una discussió més detallada de la noció de multimesura i les seves propietats

recomanem consultar el treball [NZ].
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4.3 Cas d'integrals múltiples de funcions donades
per una multimesura.

Considerem ü. l'espai de Cameron-Martin, és a dir

H = {r, e Co([o,r]) : 77, = %.&, 77 e L2([o,r])}

on CO([O,T]) és l'espai de les funcions contínues en [O, T] nul. les a l'origen.
Podem definir per a una funció / € L2([0,T]n) simètrica el següent funcional,

w. u — > c0([o,r])

= /o • • • / o

; Una primera qüestió que ens podem plantejar, relacionada amb el nostre problema,
és per a quines funcions /, el funcional </?/ admet una extensió contínua a tot l'espai
Co([0, T]), que a més a més serà única perquè "H és dens en aquest espai.

1 Aquesta pregunta està òbviament relacionada amb el nostre problema, ja que
si denotem per tpf aquesta extensió, si sabem que 7ye convergeixen feblement cap a
un moviment Brownià estàndard, W = {Wt] t 6 [O, T]}, en l'espai C0([0,T]), llavors,
Ir)C(f} = ^>f(ne) convergirà feblement cap a <f>/(W) en l'espai Co([0, T]) quan e tendeix
a zero, i només caldrà identificar qui és <f/(W).

La resposta a aquestes qüestions ens la donen els següents resultats:

Teorema 4.3.1. Són equivalents,
'- a) iff admet una extensió contínua en Co([0, T]).

b) Existeix una multimesura simètrica fj, en [O, T]" tal que f(xi,...,xn) =
q.p.t.

Per demostrar aquest teorema usarem algunes idees d'un treball de Nualart i Za-
kai, [NZ], on s'estudia un problema diferent però que recorda al nostre. Concretament
en aquell treball es planteja quan la integral estocàstica múltiple d'Ito, definida quasi
segurament en l'espai de Wiener, es pot estendre de manera contínua a tot Co([0, T]).
La resposta és la mateixa que per al nostre problema.

Abans de passar a la demostració del teorema veurem un resultat previ. Definim
per g G L2([0,T]) (no necessàriament simètrica),

<j>g: Hx-'-xH —* C0([0,T])

(??i, - . . , ? ? n ) — > 4 g ( r i i , . . . , r i n ) t = f [ 0 i t ] n g ( x i , . . . , x n ) d r ¡ í ( x 1 ) - - - d r ¡ n ( x n ) .
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Teorema 4.3.2. Són equivalents,

a) <$>9 admet una extensió en Co([0,T]) x • • • x C0([0,T]) que és contínua i multi-

lineal.

b) Existeix una multimesura ¡j, en [O, T]n tal que g(xi, . . . , xn) = /¿((xj , T], . . . , (xn, T])

q.p.t.

Prova:

Suposem que 4>g admet una extensió contínua que denotarem per 4>g en C0([0, T]) x

• • • x C 0 ( [ 0 , T ] ) .

En particular el funcional:

$*: C o ( [ 0 , T ] ) x - - - x C o ( [ 0 , T ] ) —f E

és continu i multilineal.

Per la generalització del teorema de representació de Riesz-Fréchet (veure Teorema

2.1 de [NZ]), existeix una multimesura fj, en [O, T]" tal que

$*(77i , . . . ,77 n ) = I ?7 1(x 1) · · ·77 n(x n) yu(dxi , . . . ,cb n) ,
J[o,T\»

per a tot r?!, . . . , ?7n 6 C0([0, T]).
La integral per parts respecte multimesures funciona com en el cas ordinari (veure

[NZ]). Integrant per parts és fàcil veure que aquesta expressió, per a qualssevol

í?i, • • • , ?7n € W, és igual a

i d'altra banda era igual a

/
J0[0,T]n

Per tant, ^t((xi, T], . . . , (xn ,Tj) = í/(x1; . . . , xn) q.p.t.

Per veure el recíproc suposem que g(xi, . . . , xn) = / /((xi , T], . . . , (xn, T]).

Com que C0([0, T]) és un espai mètric complet i ü. x • • • x H és dens en C0([0, T]) x

• • • x Co([0,T]), n'hi ha prou demostrant que

és contínua, quan considerem en "H x • • • x T-L la mètrica de la convergència uniforme.
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Integrant per parts, podem veure que

és igual a

(4-2)i°.*ia

H ----- h / ?7 i ( z i ) - - -T7 n ( z n ) / / ( c fo i ,dx2 , . . . , c t e n ) .
,/[0,t]"

D'aquesta expressió, utilitzant (4.1) podem demostrar que

| |^(i?l, .- . ,??n)i |oo < Üf||ju||FV» • ||*7l l l o o ' • ' I

Com que (pg és multilineal, aquesta última desigualtat ens dóna la continuïtat.

¡ Finalment, observem que l'extensió de <f>g ve donada per (4.2), amb 771, ••• ,r¡n E

¿o([o,r]).
D

Prova: (Teorema 4.3.1)

Suposem que (f>f admet una extensió contínua en Co([0, T]). Provarem primer que

el funcional

n x - ' - x n —> c0([o,T])

( 7 7 1 , . . . , ryn) — >

admet una extensió contínua i multilineal en Ço ([O, T]) x • • • x Ço ([O, T]).
• Denotem per (p f l'extensió contínua de <pf. Pel Lema 2.6 de [NZ], podem expressar

el producte x\ • x2 • • • • xn, per a, tot Xi , . . . ,xn G R, com a combinació lineal de

polinomis del tipus (OL\X\ + • • • + anxn)n, on o. = («i, . . . , an) és un vector de norma

unitat. Més precisament, podem escriure

fco
xi • x2 • • • • xn = J^ A f c(aÏxi + ---- h oik

nxn}
n

k=\

on ak\ — 1 i Afc G K. per a tot k = 1, . . . , kç>.



122 4. Convergencia en llei cap a integrals múltiples de Stratonovich.

Llavors, per a una funció simètrica / G L2([0,T]"),

/
J[o,t]n

kp
k kf(xí,...,xn}dr]

k(xl)···dr]k(xn)

on ?]fc = c^rji + ---- h ofcr¡n.

I per tant, per a r/i, . . . , ??„ 6 'H,

fco

Així, <j>f(rji, . . .. , ?7n) = X)fcLi ^fcV'X^) és una extensió contínua de <^, que a més a
meses multilineal. Per tant, pel Teorema 4. 3. 2, /(:EI, . . . , xn) = /í((xi,T], . . . , (xn,T]).

Vegem ara el recíproc. Partim de

/ fj,((xi,T], ..., (xn, T])ar/(o;1) • • • drj(xn).
J[0,t]n

Però integrant per parts obtenim la mateixa expressió (4.2) que hem obtingut en
la demostració del recíproc del Teorema 4.3.2 però amb rji = r¡2 = • • • = r¡n = r¡. Per
tant, igual que a,bans, </?/ admet una extensió contínua en C0([0,T]) tal i com volíem
demostrar.

Aquesta extensió ve donada per l'expressió:

+ Y] í rtxiWxuMt, T], . . . , dxt, . . . , dxk, . . . , (í, T])(rj(t})n-2

7^. Jl°A2

-I ----- H / rj(x1)···rj(xn)l·i(dxi,dx2,...,dxn),
J[o,t]n

per a tot 77 e C0([0,T]).

JL
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Corol·lari 4.3.3. Sigui {í]£}e > O una familia de processos estocàstics amb tra-
jectòries en l'espail·l que convergeix feblement cap a un moviment Brownià estàndard
en l'espai de les funcions contínues nul.les a l'origen C?o([0,T]). Si existeix una
multimesura ¡JL en [0,T]n tal que f(x\, . . . , xn) = /«((x^T], . . . , (xn,T]) aleshores
IriÁf) ~ Vf (He) convergeix feblement cap a la integral d'ordre n de Stratonovich,
In ° (f), en l'espai Co([0, T]); quan e tendeix a zero.

Prova: Integrant per parts tenim que

f
í / J ( (XI,T] , . . . ,(xn ,T])dï/e(xi) • • • dr)e(xn]

./fO.íl"

+ V / r7 e(x i)r / e(x f c) / í(( í , r ] , . . . ,dx, · , . . . ,dx f c , . . . , ( í ,T])(»7 e( í ) ) n- 2

i<k JW¿

H - - - - - h / r ¡ £ ( x l ) - - - r ] c ( x n ) ( j , ( d x l , d x 2 , . . . , d x n ) = <f>j(r¡c)t.
•/[o,*]"-

Per tant, com que rjc convergeixen en llei cap a un moviment Brownià estàndard
W, en l'espai Co([0,T]), aquest procés convergirà en llei cap a

V^ í n-2

-I (. / W(xj) • • • W(xn)¿í(cfoi,cfo2) . • • ,áxn).
J[o,t]n

Podem ara definir una nova multimesura ftt com,

J]

on 8t és la delta de Dirac en el punt t.
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Es comprova fàcilment que fit és una multimesura i fit compleix la següent propi-
etat /2 t((íi, í], (Í2, í ] , . . - , (tn,t]) = n ( ( t l ) T ] , ( t 2 } T ] , . . . í ( t n , T ] ) sempre que í, < í per
a tot ¿ € {1,..., n}.

Utilitzant aquesta nova multimesura, podem escriure (4.3) com,

WXl···WXnfit(dx1,...,dxn)
n

i seguint els arguments que trobem a, la demostració del Teorema 3.2 i a la Secció 4
de [NZ] es veu que aquesta última expressió és igual a /„ o (/)(í).

D

4.4 Convergència en llei cap a integrals múltiples
de Stratònovich d'altres tipus de funcions.

Pels resultats de la secció anterior, quan la funció / no vingui donada per una mul-
timesura, no es pot esperar que per a tota família {r)s}s>0 C "H, que convergeixi en
llei cap a un moviment Brownià, es tingui convergència en llei dels processos I^c(f).

Malgra,t això, si ens restringim a aproximacions concretes del moviment Brownià
podrem trobar altres tipus de funcions que també són integrables de Stratònovich
d'ordre n i tais que els processos /r,t(/) convergeixin cap a la integral de Stratònovich
d'ordre n.

Concretament presentarem alguns tipus de processos que convergeixen en llei cap
al moviment Brownià, amb els quals podrem construir processos que convergiran en
llei cap a les integrals de Stratònovich de funcions de l'espai de les funcions contínues
de [0,T]n, C([0,T]n), i també funcions del tipus

on fi(x] 6 L2([0, T]) per a tot i € {1,. - . , n}.
En ambdós casos la funció / és Stratònovich integrable i la integral té una versió

amb trajectòries contínues q.s. ( veure Apèndix 5.1 i 5.2).
D'ara en endavant escriurem els processos r¡e que convergeixen en llei cap a un

moviment Brownià estàndard, W = {Wt\ t € [O, T]}, en l'espai C0([0, T]) de la forma

r)e= í 6s(s)ds.
Jo

4.4.1 Convergència cap a integrals múltiples de Stratònovich
de funcions contínues.

Introduirem la següent condició sobre els processos {d£}s>0:
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(H) Suposem que existeix p £ N, p > 2 amb 6S (E Lp'n([0, T]) i que existeix una funció
F creixent i contínua i una constant a > O tal que per a tot O < s < t < T,

l • • • dxpn < (F(t) - F(s
,í]Px[0,t]P("—i)

Podem enunciar el següent resultat:

Teorema 4.4.1. Sigui f 6 C([0,T]") simètrica, i considerem una família de proces-
sos {0£}e>o que satisfan la condició (H). Aleshores els processos Irje(f) convergeixen
feblement cap a la integral múltiple de Stratonovich de la funció f , In o (/), en l'espai
CO([O,T]) quan e tendeix a zero.

Prova:

Comencem provant l'ajustament. Usant el criteri de Billingsley (veure el Teorema
Í 2.3 de [Bi]), n'hi haurà prou provant que

sup E[\lMt - /„(/). 1 < K(F(t] - F(s)Y+a (4.4)
£

amb a, /? > O i F una, funció creixent i contínua.
Però per a l'enter p > 2 de la condició (H) tenim que

< E[\ í f ( x l , · · · ,xn)8s(xï)···9s(xn)dxï···dxn
p]

7[0,t]"\[0,s]»

< W í \ E ( 6 , ( X l ) ••·ec(xpn}}\I{xï<...<Xpn}dxl···dx
. / s , t P x 0 t P ( " - ' )

tal i com volíem demostrar.
Introduïm ara la següent notació:

Xt = /„ o (/)(*)

f
XI = -M/) = / 9£(xl)···6e(xn)f(xi,...,xn)dxí···dxn.

J[0,t]n

Volem veure que les distribucions en dimensió finita de Xe convergeixen en llei
cap a les de X. Considerem h 6 C¿(E.m). Provarem que per a tot í i , . . . , tm E [O, T]
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convergeix a zero quan £ tendeix a zero.
Definim

T = I
• u * »u-*]

x ( / / (y i , . . . , y n )cZyi
./A.-j x-xA i n

" = E (IA I 1 IA
- ' -

on A» són els intervals corresponents a una partició n de l'interval [O, T] que conté els
punts ¿i, . . . , tm i la norma d'aquesta partició, |TT| , convergeix a zero. Tenim que

\E[h(X'tlt...,X;j]-È[h(Xtlt...,Xtn)]\<I1 + I3 + I3,

on,

h = \E(h(X;í,...,X'J-h(XF,...,X£ï]\

/s = \E[h(X^...,X?J}-E[h(Xtl,...,Xtm)}\.

Observem que

.
•] 3

Però

j?/ vs ye>7r't2 T?í I i&(Xt. - J í t . ) = u ( l

on g(xlt...,xn) = / (z i , . . . ,x n ) - f*(xi,... ,xn) i '

^ . _ IA i / f(yi, • • •,!/n)dyi • • • ¿y«
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Així doncs podem fitar E(X¡. — X^Y per

( ( í J \p\? I I 2

' •'[°i*j]n

usant el mateix tipus d'arguments que ens han permès provar la desigualtat (4.4).
Finalment aquest darrer terme convergeix a zero quan la norma de la partició,

I T T | , tendeix a zero perquè la continuïtat de la funció / implica que f* convergeix en
L°°([0,T]n) cap a / quan |TT| tendeix a zero.

'• Així doncs /j es pot fer tant petita com calgui agafant la norma de la partició |TT
prou petita, independentment de e.

D'altra banda, per a una partició fixada TT, tenim que

convergeix a zero quan e tendeix a zero perquè jC(X^,..., Xf£) -^-ï £>(X^,..., X*m ),
ja que els processos rje convergeixen en llei cap al moviment Brownià en l'espai de les
funcions contínues C0([0, T]).

Per últim,

h =

que es pot fer tan petit com calgui agafant la norma de la partició |TT| prou petita, ja

que X* —>• Xt quan |TT| tendeix a zero. (Veure Apèndix 5.1.)
n

A continuació veurem alguns exemples de nuclis Of que compleixen les hipòtesis
del teorema anterior, i que per tant serveixen per construir processos que convergeixen
en llei cap a integrals múltiples de Stratonovich de funcions de l'espai C([0,T]n).

Exemples: aproximacions de Donsker i Stroock.

Considerem per t G [O, T], i per e > O

/•t
r)e(t) = í 6£(x}dx
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on @z(x) són o bé els nuclis clàssics que apareixen en el conegut Teorema Central del
Límit Funcional (nuclis de Donsker),

on fa són variables aleatòries independents i idènticament distribuïdes, centrades,
amb jB(Cfc) = 1 i ^(Ct") < °°- O bé seran els nuclis introduïts per Stroock a, [St],

*.(*) = ^(

on TV = {A^s; s > 0} és un procés de Poisson estàndard. (Vegeu el Teorema 0.0.7 dels
preliminars d'aquesta memòria).

Per veure que aquests tipus de processos compleixen la condició (H) provarem un
resultat més fort que també ens servirà més endavant per provar l'ajustament per
altres casos d'aproximacions d'integrals de Stratonovich que considerarem.

Lema 4.4.2. Sigui g una funció positiva que pertany a L2([Q, T]). Existeix una cons-
tant K que només depèn de n i de la norma en L2([0,T]) de la funció g tal que per
a tot O < 5 < t < T,

^ • • • ^ Í C 4 r » r l * * * 4?Ti

/

«

O 1 X j CL X j
•

on Qs(x) són tots o bé nuclis de Stroock o bé nuclis de Donsker.

Prova:
En el cas que els nuclis siguin els introduïts per Stroock, i.e. #£(x) = -(—1) «

on N = {./V,; s > 0} és un procés de Poisson estàndard, tenim

I{Xl<-<x4n}dxi • • -dx4

/* £ /*-^2 1

- ( / / 9(xi)g(x2)
J s Js &

x( r r%(x1Hx2)Íexp{-2(^^-)}¿x1dx2)
2(n-1). (4.5)

Jo Jo £ £

2 1
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Però,
f* f. /VTi i

n / #2 ~~ x\f
I

J s

1 /"* I"372
 2 / . 1 r ,

9 / / 9 ( X 2j— exp{-2(
¿ J s Ja £

g2(x)dx.

Això ens permet fitar el primer terme de l'expressió (4.5). Pel que fa al segon
terme d'aquella expressió, els mateixos càlculs ens diuen que el podem fitar per una
constant que només dependrà de n i de la norma \\g\\2- Així doncs, (4.5) és menor o
igual que

K( f
J s

tal i com volíem demostrar.
Demostrarem tot seguit ' el lema per als nuclis clàssics, i.e.

Oe(x) — i YlikLi Cfc^[fe-i,fc)(p") on Cfc son variables aleatòries independents i idènticament
distribuïdes, centrades, amb E((£] — 1 i E((£n} < °°- En aquest cas tenim

<-<x4n}dxi • • -dx4n

In ,. - o o l i

„ J?S l£(c?)l /— (-' • • • • - }/««<>
., (4.6)

óii per a cada j, (xj , . . . , 0^ ,0^ , ...... , xj.) = (zi, . . . , x4n).
Fixem-nos que per a tot / G {1, . . . , j}, sobre el conjunt que integrem, es compleix

que x'; — x j < £2, i per tant si ¿/ > 4

E
l ixi XÍI
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L 2 J ' 2 Uf _i 'I
r=l L ¿ J

Hem vist doncs que el producte d'indicadors de (4.6) es pot fitar sempre per
una suma de productes d'indicadors del mateix tipus però amb només dues o tres
variables. Per tant, l'expressió (4.6) està fitada per

* E
{Í,ím:ím6{2,3} £L=i Sm=4

Però d'altra banda,

f i l
I -g(xi}-

./[a,b]x[c,rf] £ £

- ( / -^92(xi)
J[a,b]x[c,d\ e

x( / -T5f2(a''
y [a, b] X M £

= ( fbg*(x)dx)*( t
Ja J c

I també,

/ -^
./[a,fe]x[c,d]x[e,/] £

< / -9M I ( ^ / £ ) g ( x i ) ( l / e ) g ( x 2 ) I [ 0 ¡ s 2 - ) ( x 2 - x 1 ) I { x i < X 2 } d x l d x 2 d x 3 ,
•>a & y[max{c,a;3—£2},min{x3,d}]x[max{e,a;3—£2},min{o:3,/}]

usant altre cop la desigualtat de Schwarz i el càlcul anterior amb dues variables, això
és menor o igual que

1 f L f fmm{xA,d} />mm(x3,/>

-( I 9
2(x3)dx3)*( ( g\x2}dx2)( g

^ Ja Ja ./max{c,£3— e2} Jmax{e,x3— e2}

/

b I fd f f /-«i+í2 j
g2(x3)dx3)'

2( g2(x2)dx2 g2(x1}dxl —d
Je Je J x-i &
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*( í
Je

I per tant l'expressió (4.7) és menor o igual que

K(

tal i com volíem demostrar.
D

Altres exemples.

Un altre exemple de processos que satisfan la condició (H) serien els següents proces-
sos, les integrals dels quals convergeixen en llei cap al moviment Brownià, proposats
per Kurtz i Frotter a [KP],

On W = {Wt',t G [O,T]} és un moviment Brownià estàndard.

: Per a aquests processos és fàcil veure que també es compleix el Lema 4.4.2 seguint
la demostració dels nuclis clàssics.

Finalment un altre exemple és considerar la convolució d'un moviment Brownià
amb una aproximació de la identitat. Aquests processos aproximadors del moviment
Brownià els proposen, per exemple, Ikeda i Watanabe (veure Exemple VI.7.3 de [IW]).

Sigui <j)(x) G CJ([0,1]) amD suport en [0,1] i tal que f0 (p(x)dx = 1.

Considerem (¡>s(x) = ^(f), d'on f* (/)£(x)dx = 1.
Si considerem

/•t
rje(t) = I 9£(r)dr,

on

=--7£ Jo

és fàcil veure que r¡s(t) convergeix en llei a Wt en l'espai C0([0,T]). De fet la con-
vergència és uniforme en t q. s. ja que tenim la següent expressió alternativa per

r,e
£

e ( t ) = - r W(s}3>(^í)ds - - í
£ Jo £ £ Jo
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Veurem a continuació que aquests processos compleixen les hipòtesis del Teorema

4.4.1 i que per tant, si / e C([0,T]n),

*(/)*= /
Jo

convergeix feblement cap a la integral múltiple de Stratonovich de la funció /, /no(/),

en l'espai C0 ([O, T]).

N'hi ha prou provant que existeix una funció F creixent i contínua tal que

• dr4n < ( F ( t ) -

amb a > 0.

Però,

\E(9e(ri) • • • 0e(r^)}\I{rí<...<rtn}dri • • • dr4n
[«,«]< x [0,t]4("-l)

\E(Qe(ri) • • ·6l
£(r4n))|/{ri<...<r4n}/[s,(]4(r4n_3, . . . ,r4n)dri • • • dr4n

[o,t]*»

< í \E(ds(r1)···es(r4n))ïS!t(r1,...r4n)drí···dr4n,
JiO,Í\4"

on ISit és la següent simetrització,

Ïs,t(ri,...,r4n) -

~P4n denota la col·lecció de totes les possibles permutacions dels 4n primers enters.

Farem tot seguit un càlcul previ amb només dues variables. Veurem la següent
fita,

r
dr-i < K (t-s).
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Obervem que,

1 f

C4 J [0,00?

1 /

£4 /[O.oop

1 f

£4 o/[0,oo]2

£ i & '

i f ( ^*2 — ^

£3 7o e

I /* oo
I ( A*t ( \

3 / ^ (^ l J1

e Jo £
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£ £

£ £

£ £

e

e e e

£ Jo £ £

7* * _ T"1

Així doncs,

/
J(s,t

(* i /*CO ^
/ I / ^̂  _

= / ~2 / li (,/[s,tp£ 7o f=t
/> i />oo 2

< K I "T / TT
,/M2 £ Jo f=t

< K(t-s).

En general necessitarem calcular el valor de E(W(xi) • • • W(x±n)} per
x\ < • • • < x4n. Per fer-ho calculem la funció generatriu de moments del vector

¿=2
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x - . . x E(exp[tm(W(xm) - W(xm.1))})

i"2 <r -r , } ] }Lm\·L·m ¿m-l)¡)
i=l ¿=2

m w m—1 m
X n

i=\

Així doncs,

• • w M) = a . " ' . - „_«„,,„ = «4»),
on

an(í) = a n _ i ( í ) - x n - í + - — .

Observem que a cada pas afegim els mateixos termes multiplicats per x j • t (on
x j és diferent de totes les anteriors), i també els mateixos termes derivats respecte í.
Així doncs els únics termes que pot tenir am(0) seran els que hem multiplicat y cops
per t i hem derivat també y cops respecte t. En particular sempre que m sigui senar

Per tant tots els termes, si m = 2j seran de la forma Kiít...ti¿ • x^ • x¿2 - - • x±. amb
il < ¿M.!, i¡ G {1,2,. . . , 2j} i sortiran tots els que les distàncies entre els i\ no siguin
més grans que el número de t acumulades, és a dir tais que i¡ < 21 (per exemple, tots
començaran per x\\ si j > 2, Xi sempre haurà d'anar multiplicat per x2 o bé per x3;
i també degut a això mai sortirà l'últim terme X2j).

Tenint en compte que aquesta constant Kilr..ti- ens surt d'anar derivant respecte
í, és fàcil calcular-la; KÍI}...¿. = HLiC^J — i-i — 2(j — /)).

Així doncs si x\ < • • • < 0:4,,,

E ( W ( X l ) • • • W(x4n)) =

on A(n) = {(î i , : . . , î2n) : ¿i = 1, &VÍ > 1, it < ií+i, n G {1, 2, . . . ,4n}, ¿, < 2Z}.
Llavors,

\E(8e(n) • • • 0£(r4n))|/sXri, . . . r^dr, • • • dr4n
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1

[o,t]4" £8n

,,,ri-xi :,,r4n-x4n
D í I • • * fi) \ \^T^ • • • n T t \nln-t * * » nY *\s ^ I V ^ V ICtU/J t*«*'4?T *•"' 1 **' 4?T )

fent canvis de les variable r¿.

Observem que si considerem totes les ordenacions possibles de

XiX-2 • • • x·2nl{xí<yí}l{x2<y2} ' ' ' ^{x2n<y2n} i ^em canvis de variables reordenant totes les
variables, obtenim exactament el sumatori que teníem (2n)! vegades. Per tant la

darrera expressió és igual a,

(4n)!

O C - C-

/ / / U I ~ Ï / I N AtíU1n~( - ) • • • 0 (
C C

1 ~

j jdx2ndy í • • •

x

,i t n n^ i / f n n. . .. j j j
x x2n(p( - )0( - )/X 2 n<y 2 ncíX2nay2n|«^i • - • dr2ndu1 • • · c t u 2 n

Seguint els arguments del càlcul (4.8) per cada parell de variables això és menor o

igual que

f 1 ~ 2" f
I -ir-^.t TT / I{Q<Ti-Xi<e}I{o<ui-xi<c}dxidrl • • • dr2ndu1 • • • du2n

J0t*» £ ./0,oo

tal i com volíem demostrar.

4.4.2 Convergència conjunta d'integrals de Stratonovich de
funcions del L2([0,T]).

D'ara en endavant ens centrarem en el cas on les aproximacions del moviment Brownià

són o bé les de Donsker o bé les de Stroock que hem introduït en la secció 4.4.1.
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Es a dir, els processos que convergeixen en llei cap al moviment Brownià seran de
la forma Tjc(t) = /0 0£(x)dx on Os(x] són o bé els nuclis clàssics (o de Donsker),

on (k s°n variables aleatòries independents i idènticament distribuïdes, centrades,
amb E((l) = 1 i E(Ç£n) < oo. O bé seran els nuclis introduïts per Stroock a [St],

on N = {Ns] s > 0} és un procés de Poisson estàndard.

En aquesta secció concretament provarem que si considerem per i G {1,.. . , n},

t
9 £ ( x ) f i ( x ) d x ,

on fi € L2([0,T]) per a tot i, tenim convergència feble conjunta d'aquests processos
cap a les corresponents integrals de Stratonovich (que en aquest cas coincideixen amb

les integrals d'Itô) en l'espai (Co([0,T]))n.
Veurem però abans un resultat previ d'anàlisi estocàstica que ens servirà per

demostrar aquesta convergència i que també usarem més endavant.

Lema 4.4.3. Siguin M^ = {Mt] O < t < T}, i = l , . . . , n martingales contínues

en (iï,P, {f t}, P) i suposem que < AfW,Mw >t= JjJ G^G^ds per a tot i i tot j
per uns certs processos G^\...,G^n' adaptats del £2([0,T] x O). Llavors existeix

una extensió (Cl, ¿F, P) de (fi, J7, P) on tenim definit un moviment Brownià W —

Ft] O < t < T} tal que P— quasi segurament

/

t
G(*]dWs, 0 < í < r , per atot i

.

Prova:

Estenent l'espai de probabilitat podem agafar un moviment Brownià

B = {Bt,ft'i O < t < T} independent de M^ per tot i. Definim llavors per tot
i G {!,... ,n},

¿ Ai
-•-.•.LI «'O |Crs
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*-i

sign(<#))/{G<0=0 ..... GW=0,G(1)=o,...G0-').o,|G^

+ / ^G^O,...^^8'-
J O

Les integrals estocàstiques anteriors estan ben definides perquè les variacions
quadratiques < M^ > són absolutament contínues, i els processos integradors,
denotem-los genèricament per X\ són adaptats i satisfan E JQ (X¡)2d(M^} < oo.
(Per a una discussió més detallada és pot consultar [KS] pp. 130/131).

Pel teorema de Paul Lévy són moviments Brownians, ja que per a tot i la variació
quadràtica,

ft
<W(i)>t= ds-t per a tot í G [O, T],

Jo
D'altra banda,

r • r
Jo Jo s

ja que la martingala j"Q I,G(i)_ , dMs és idènticament nul. la perquè té variació quadràtica
nul. la. En efecte,

Falta doncs només provar que aquests moviments Brownians són indistingibles.
Però per a tot i i j,

<W(Í),W(3] >t= í ds = t.
Jo

'• Per tant Wt Wt — t és una martingala, que a més a més surt de zero. Així
E (Wt

(l) W t
( j } ) = t i llavors

E(W® - Wt
ü))2 - E(Wt

(i))2 + E(Wt
(j))2 - 2E(Wt

(i)Wt
U)) = 0.

Per tant Wt = W^ quasi segurament per a tot t. I com que es tracta de processos
continus, seran indistingibles.

: D

Passarem tot seguit a provar el següent resultat:

Proposició 4.4.4. Definim per a tot i 6 {1, . .'. , n} i per a tot e > O
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on t G [O, T], fi G £2([0, T}) per a tot i G (1, . . . , n} i 9e(x) són tots o bé els nuclis
de Donsker o bé els nuclis de Stroock que hem introduït anteriorment.

Llavors,

£(Yi*(í),. . . ,yn<(í))^£( /"/itodW,,..., /" ' f n ( x ) d W , )
Jo Jo

en l'espai (Co([0,T]))"; on W = {Wt] t 6 [O, T]} es un moviment Brownià estàndard.

Prova:
Per demostrar aquest resultat caldrà veure que les famílies de lleis són ajustades

i caldrà identificar tots els possibles límits febles.
Per veure l'ajustament, usant el criteri donat per Billingsley (veure el Teorema

12.3 de [Bi]), n'hi ha, prou provant que, per a tot O < s < t < T i per a tot
i 6 {1, . . . , n} existeix una constant K tal que

f(x)dx) (4.9)
E .5

Però,

= E[( T ft(x)e£(x))4}
J s

< K í \ f , ( X l ) \ . . . f t ( x 4 ) \ \ E ( O s ( x , ) . . . 9 s ( x 4 ) \
• / "

i aquesta última expressió és menor o igual que K( fg ff(x)dx) pel Lema 4.4.2 tal i
com volíem demostrar.

Hem provat l'ajustament, passarem tot seguit a identificar el límit. Denotarem
per {Ps} la família de lleis de (Y"^, . . . , Y£). Suposem que tenim una subsuccessió dins
{Ps}, que continuarem denotant igual, feblement convergent cap a un certa probabi-
litat P i hem de provar que el procés canònic ( que denotarem per (Yi , . . . , Yn)), sota
la llei límit, té la mateixa llei que

fn(x}dWx). (4.10)

Usant el Lema 4.4.3, el que hem de veure és que, sota la llei límit P, les coordenades
del procés canònic Y¿ són martingales contínues respecte la seva filtració natural amb
les variacions i coyariacions quadratiques de les components de (4.10).
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Per veure que són martingales, n'hi ha prou provant que per a tot i 6 {1,..., n},
per a tot si < s2 < • • • < sm < s < t i per a tota (p : EnXm —y R. contínua i fitada,

= 0.

Però del fet que Pc =£• P i usant la desigualtat (4.9) que ens ha permès provar
l'ajustament, tenim que

i
lim E

I £->-0

\ = lim EPe [ < ¿ > ( ( Y i ( s i ) , . . . , K n (5i)) , . . . ,
¡ e—>0

j = EP[^((Yí(sl),...,Yn(Sl)),...,(Y1(sm),...,Yn(sm)))(Yt(t)-Yí(s))].

Per tant n'hi ha prou provant que

E

convergeix a zero quan £ tendeix a zero.
Pel cas dels nuclis de Stroock, usant que el procés de Poisson té increments inde-

pendents tenim

E

<

Separant aquesta integral en els intervals [5, s + e] i [s -f e, í] és fàcil veure que en
tots dos casos convergeix a zero.

Pel que fa als nuclis clàssics tenim

f t i
/ MX)-

J s e
E

_ ) \ \ J . V •*• / t i ï t \ *• / J * ' \ J - \ • • " / ' / l t \ • • * / / / \ I « " " V /

fc=i

Tenim que STO < s, per tant ̂ ^ tendeix a infinit quan e tendeix a zero, i per tant
per e prou petit, (f>((Y^(si),..., Y^(SI)), ..., (Y^(sm),... ,Y¿(sm))) i
Js'/¿(x)- X^fc^zi (kl[k-i,k)(^)dx són independents. Però sabem que E((k) = O i que
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estàfitada, per tant això con-
vergeix a zero quan e tendeix a zero.

Passem doncs a provar que les variacions quadratiques i les covariacions són les
mateixes que les de les components de (4.10), és a dir, que per a tot ¿, j G {1, . . . , n}
i per a tot í G [O, T] sota la llei P

t= í* ft(x)f3(x)dx.
Jo

Igual que per la propieta,t de martingala, usant el mateix tipus d'arguments, n'hi
haurà prou provant que per a tot i, j G {1, . • • ,n}, per a tot si < 82 < • • • < sm <
s < t i per a tota (p : ]RnXm — ̂  R contínua i fitada,

E[<f>'[(Yf(t) - Y*(s))(Y¡(t) - Y¡(S)) -

on (p* = (p((Yf(si)t . . . ,l£(si)), ..., 07(sra), . . . ,rç(s f f l))), convergeix a zero quan e
tendeix a zero. Però aquesta expressió és igual a

E[pe(( í fí(x1}6s(x1)dx1}( í fj(x^ee(x2)dx2) - f ft(x)f,(x)dx)}
J s J s J s

= E[ipe f í 3 fi(x1)fj(x2)0e(x1)ee(x2}dxldx2]
J s J s

+E[vs í í 2 fl·(x2}fj(xl}e£(xí)9e(x2)dx,dx2\
J s J s

-E[v< f* MxMWdx]
J s

Per convergència feble sabem que l'última integral convergeix a

E IX^O, . . . , Y n ( S ï ) ) , ..., (KM, . . . , Yn(sm)))} T ft(x}f3(x}dx.
J s

En el cas dels nuclis de Stroock,

convergeix, utilitzant que tenim una aproximació de la identitat, a

\ j* fi(x)f3(x)dxE [^((^(,0, . . . , Y n ( S l ) ) , ..., frM, . . . , Yn(.sm)))}
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i el mateix passa amb /2.
Pel que fa als nuclis clàssics usant la mateixa propietat que ens ha servit per

provar la propietat de martingala i que E (Çj fa) = Sjk tenim que si e és prou petit

T-Z^ £2
fc=l
oo 1 f kJ

00

, . At.,2 v
T| v , V >OO 1 / rn.0 J ' / \ T / \ 1 \ T / \
r PTTï 11 <3 ?! 71T mi P > -̂ — I f / I T1 i /r . i ( T ' l / 7 T * l / r / i i \ o T •>! I ?/ I f*f"iTl VPTCTPIV PT1X \jL\J Li O CUL J. u \_J LLÇ/ / I -i •) I l/i ., \ •> / l i X / i ^ j c / l i X / J U r i X / I J I i J U l l e · ^ J t · c · ^ M w l vvV-'lJ. V V3JL tid A. CXXx / ->ff— I C \ J [ K — ] ) £ * • ' L ' J ' ' ' / LV A ^ c . ) A . c j \ ¿ 7 / o

L2([0,T]) cap a f (y) quan e tendeix a zero per a tota funció / G L2([0,T]), tenim
que aquest darrer terme convergeix a

f-i
I I[s¡t](x)fi(x)fj(x)dx

tal i com volíem demostrar.
D

Observació 4.4.5. Aquest resultat (Proposició 4-4-4) també seria cert per altres ti-
pus d'aproximacions del moviment Brownià amb algun tipus de condició que ens doni
l'ajustament. La clau de la demostració està en dos fets, tenir alguna condició tipus
"mixing", que ve a ser una independència asimptòtica entre el passat i el futur (veure
la secció II.1.2 de [Sk]), i cal també que la integral J Q

S g ( t ) E [ 9 s ( s ) 9 £ ( t ) ] d t convergeixi
en I<2([0, T]) cap a g (s) per a tota funció g G £2([0, T]).

4.4.3 Convergència cap a integrals múltiples de Stratonovich
de funcions tipus productes del L2([0,T]).

Considerem una funció del tipus

on fi(x) G £2([0, T]) per a tot i G {1,...,/}. I considerem r¡£(t) = fQ Os(x)dx on 9e(x]
són o bé els nuclis de Donsker o bé els nuclis de Stroock definits en la secció 4.4.1.

Provarem en aquesta secció que

r rIrle(f)t= • ' • I f ( x i , . . . , x i ) d r ¡ e ( x i ) - - - d r i e ( x i )
Jo Jo
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convergeix feblement cap a la integral multiple de Stra,tonovich de /, /; o (/) en
l'espai CQ([O, T]) i, a, més a més, també provarem que tenim convergència conjunta de
les integrals iterades.

El primer que cal veure és que aquest tipus de funcions són Stratonovich inte-
grables.

A l'Apèndix 5.2 demostrem que per tot n e (2, • • • , /} existeixen les sègüentes
integrals iterades simples de Stratonovich

= í
Jo

on YI (t) = J0 fi(u}odWu, i que cada integral iterada Yn coincideix amb la corresponent
integral múltiple de Stratonovich. La fórmula de Hu-Meyer (veure Teorema 4.2.4) ens
permet escriure la integral múltiple de Stratonovich com a suma d'integrals tipus Itô,
la qual cosa ens garanteix l'existència d'una versió d'aquest procés amb trajectòries
contínues.

Teorema 4.4.6. Siguin /,-(í) e jL2([0,T]) per a tot i e {1, . . . ,1}, i considerem

= í
Jo

= f'
Jo

fi(u}ec(u}du,

per n (E {2, . . . , /} on Qe(u) són tots o bé els nuclis de Donsker o bé els nuclis de

Stroock que hem, introduït anteriorment.

Llavors,

¿(I?,. ..,!?)-!% £(^,...,15)

en l'espai de les funcions continues (C([0, T]))' quan e tendeix a zero, on

f t
Yi(t) = / h(u}dWu i

Jo

Yn(t) = í fnfàY^u) o dWv,
Jo

per n E {2, . . . , /} .

El mètode de demostració que utilitzarem consistirà en provar l'ajustament i que
tots els possibles límits coincideixen amb la llei de ( Y í , . . . , Y¿). La unicitat en llei del
procés límit ( Y i , . . . , V/) està clara pel fet que a l'Apèndix 5.2.1 provem que aquestes
integrals iterades coincideixen amb les successives integrals múltiples de Stratonovich.
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Abans de passar a, la prova d'aquest teorema veurem un resultat que ens serà útil
després. Amb els nuclis clàssics, seguint la prova de l'expressió (4.6) del Lema 4.4.2,
és fàcil veure que si tenim una funció g positiva,

/

•
g(x1) • •·g(xn)\E(de(x1) • • • 6s(xn))\I{Xl<...<Xn}dxi • • • dxn

j . í o t í " - 1 ) .

1

g(x\}...g(x\i]}dx\...dxl.

on per a cada j, ( x } , . . . ,0^, xj, ,z£-) = (z! , . . . , zn).
Veurem però que tots els termes amb ¿; > 2 convergeixen a zero, i per tant hi

.haurà situacions en què només haurem de considerar els termes amb i¡ = 2, on tenim

E((¡] = 1.
Això és així perquè si considerem k > 3,

• • g(xk)-¿I(o,e2)(xk - xi)I{Xl<-<xk}dxi • • • dxk
£

= — / g ( x k ) ( g(xi)···g(xk-i)I{Xl<...<Xk_1ydxl···dxk

£ J s •/bfc-eVfc]*-»

1 rt rxk

= -jK I g(xk}( í g ( x ) d x ) ldxk
& J s J xt¡—e¿

< ^K í g(xk)(e'1 í " g\x}dx]h^dxk
& J s Jxfc—e2

= -K í g(xk}( í " g2(x)dx)^dxk. (4.12)
£ Js Jxk-e

2

Observem que com que k > 3 tenim que ̂ ^ > 1. Considerem ara,

G(y)= P' g\x}dx.
Jo

Com que G(y] és una funció contínua existeix una constant que només dependrà
de k i de la norma ||Cr||oo tal que

k-l

(G(xk) - G(xk - e2)) 2 <K(G(xk)-G(xk-6
2)}.
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Així doncs l'expressió (4.12) està fitada per ^K Js g (x k) ( fx
k_e2 g'1(x}dx]dxk. Però

això és menor o igual que

-K( í g2(xk}dxk}*(2 í í " !" g2(x1)g
2(x2)dxldx2dxk)^

£ J S J S Jxk-C? Jxk-^

•^ ft fXí />X2+£2 j_

< \\g\\zK -(2 i g<2(x1)g
2(x2)I[o,^}(x2 - £1) / dxkdxldx2)'

2

£ JO JO Jx2

< K( í /(z
JO

i l'integrand d'aquest terme està dominat per g2(x2) ¡0 gi(x)dx que pertany a
L1([0,T]), i d'altra banda el límit quan e tendeix a, zero de l'integrand és zero, per
tant per convergència dominada convergeix a zero.

Prova: (Teorema 4.4.6)
Usant novament el criteri de Billingsley (Teorema 12.3 de [Bi]) per a provar

l'ajustament serà suficient provar que

on g(x) =
Però,

= E\ í f i ( x i ) - - - fn(xn)9£(xi)···0£(xn}I{Xl<...<Xn}dxí···dxn\
4

J(s,t]x[0,t]n-í

< K(n) I g ( x i ) · · · g ( x 4 n ) \ E ( 9 e ( x l ) · · · 0 e ( x 4 n ) ) \ I { X l < . . . < X 4 n } d x · í · · · d x 4 n
J[s,í]4x[0,t]"("-1)

< K( í' g\x}dx}\
J s

usant el Lema 4.4.2.
Denotarem per Pe les lleis de (Y"jV • • ,Yf) en l'espai C0([0,T])'. Sigui {PSn}n

una subsuccessió de {P£}£ ( que continuarem denotant per {Pe}£) feblement con-
vergent cap a una certa probabilitat P. Volem veure que el procés canònic de
CoQO,^1])', (-Xi(<), . . . ,X/(¿)), so^a ^a probabilitat P té la mateixa llei que

Usant el Lema 4.4.3, el que hem de veure és que per a tot re, m G (1, . . . , /} , sota
la llei P, els processos

n(') - \ í fn(u}fn-,(u}Xn^(u}du
¿ JO
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són martingales, respecte la seva filtració natural, amb variacions quadratiques i
covariacions donades per

r i f
/ /n(u)/n_i(u)Xn_2(u)d«,J\:m(-)-r /

Jo ^ Jo
>t

= / fn(u)Xn-i(u)fm(u)Xm_i(u)du,

on, per a que això tingui sentit per a tot n, m > 1, definim X-\ = O i XQ = 1.
Per veure que sota P els processos Xn corregits són martingales respecte la seva

filtració natural, usant el mateix tipus d'arguments que en la secció 4.4.2, és fàcil

veure que n'hi ha prou provant que per a tot n E (1, • • • , / } , Per a *°* 5i — S2 < • • • <
sm < s < t i per a tota </? : M"xr —> R contínua i fitada,

Ep[<p((Xn(t)-Xn(s))-^ í fn(u}fn^(u}Xn-i(u)du)} =0,
J S

Però com que P£ convergeix feblement cap a P i tenint en compte la integrabilitat
uniforme que hem vist a la demostració de l'ajustament, tenim que

. [<f>((Xn(t) - Xn(S}) - l- r/n(M)/n-l
J s

Per tant n'hi ha prou demostrant que

convergeix cap a zero quan e ! O, on (p€ = <,e>((Yje(si), . .
(Y^s,.), . . . , V^(s r))). Però aquest terme és igual a I\ — 1% amb

/ ,= í f" fn(v}fn^(u}E(de(u}ee(v}vcY*_2(u}]dudv,
J s JO

h =

Observem que

li = í í fn(v)fn-i(u)E[es(U)e£(v)^Y^2(u)}dudv
J s Jo
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+ / r fnWn-l^E^U^V^Y^U^dudv
J s J s

En el cas dels nuclis de Stroock, fent càlculs semblants als de la part d'identificació
del límit de la Proposició 4.4.4 tenim que

< K r|/nW|-
J s &

i separant aquesta integral en els intervals [s, s + e] i [s + e, í] és fàcil veure que en
tots dos casos convergeix a zero.

D'altra banda,

f 1,2 ~ li

= /Vn-l(uWyn
E_2(u)]( í* fn(v)±eXp{-2(V-^)}dv - \fn(u}}du

Js Ju £ e Z

= r/n-l(

J s

?) — •)/

r/n-iW^[^n-2(u)]( /"/n(t;)Í
J s Ju £

El primer d'aquests dos termes convergeix a zero usant convergència dominada,
que P£ convergeix feblement cap a P i la integrabilitat uniforme que ens dóna la fita
provada per a l'ajustament. Pel que fa al segon, la convergència cap a zero quan e
tendeix a zero se segueix del fet que /n_1(u)E[(^J5ín_2(M)] 6 L2([0,T]) i que per a tot
parell de funcions hi, h?, e L2([0,T]),

/ hi(u) /i2(u)-2~exp{-2( — — }}dvdu — >- hi(u)h2(u)du.
Js Ju £ £ ^ J s

Pel que fa als nuclis clàssics, d'una banda l'integrand d'/^i és idéiiticament nul a

no ser que s<v<s-\-s2is — e2 < u < s, perquè £/(Cfc) = 0. Però lla,vors usant els
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càlculs de l'ajustament,

/

s j />S+£2

g\x}dxY(E((^}^(
-£2 A

on YI(Í] = J0 fn(x)0e(x}dx. I aquest últim terme convergeix a zero quan e tendeix a
zero.

Pel que fa a /i^, recordant que sm < s i per tant per e prou petit 5 — sm > e2 i
9?£ és independent de 9c(u) i 0e(u), i que pel càlcul previ a la demostració d'aquest
teorema és fàcil veure que els termes en els que hi intervenien moments de (k d'ordre
superior a dos convergeixen a zero, tenim que tret de termes que convergeixen a zero,
l\ti és igual a

k=ï

Així doncs tenim que tret de termes que convergeixen a zero, I\¿ — /2 és igual a

1 °° u v 1
W)^(2j/[fc-l,fc)2( — , — ) ) ¿ U - -fn(u))du

£ k=l £ £

que convergeix a zero en tendir £ a zero pels mateixos arguments del cas dels nuclis
de Stroock, ja que per a tot hi,h2 G £2([0; T]),

/". rí 1

í M") / ^2(u)-2
Js Ju £

— ' •>

/

v

.k-}
= T-/-> C2

que en (5.4) (dins l'Apèndix 5.2) provem que convergeix a

1

Passem doncs a provar que les variacions quadratiques i les covariacions són les
mateixes que les de les integrals iterades de Stratonovich.



148 4. Convergència en llei cap a integrals múltiples de Stratonovich.

Igual que per la propietat de martingala de nou n'hi haurà prou provant que
per a tot n, m G {I,.. . ,/}, per a tot Si < s2 < • • • < sr < s < t \ per a tota
p : Emax{n'm>xr — »• R contínua i fitada,

- í fn(
J s

on (ps = (f>((Y*(si ) , . . . , ̂ ax{n,ro}(5i)),...,(F1
£(5r),...,y4x{niTO}(sr))), convergeix a,

zero quan e tendeix a zero.
Aquesta esperança és igual a la suma de les següents cinc integrals,

J2 =

= E[p'(Y¿(t) - Y^(s)}(1- f* fn(u}fn_i(u}Y*_,(u}du)}

\ í* fn(u)fn_i(u)Y¿_2(u)du)(
Z J s

/3 =

/4 =

Comencem per la primera,

I-i = E [ f e ( f í * fn(u2}fn-i(ui}Y¿_2(ui}es(ui)oe(u2}duidu2}
Js Jo

/

t fV2

/ í
Jo

— h,\ + I\,\> + I\, 2

on Iíti, /!_!/, 71|2, /i,2' s°n l'esperança /j en les regions {vi < u2 < v2}, {ui < v2 <
{u2 < vi < u2}, {v2 < ui < u2} respectivament.

En el cas dels nuclis de Stroock tenim que

/

t fv¿ i

/ ?J s c
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i fent un canvi de variable intercanviant u2 per u2 tenim

ft

Però,

^11 +

X(/m(w)/n(«) + fm(v)fn(u))dv - fn(U)fm(u))du,

que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la propietat de martingala.
D'altra banda

= f T ¿
7s Js £

Jli2( serà igual intercanviant els papers de n i m.
Pel que fa a /3 = J3>1 + I3,i/ on

"•-u:
J3|1/ serà igual intercanviant els papers de n i m.

/*«2

/ fn(u2)fn-l(ui}Y^_2(u1)Oc(ui)Oc(u2)duidu2)
JO

ft /»t/2

li =

= -^2,1 + -^2,2 + -^2,3

on J2il, /2.2,72]3 són l'esperança 72 en les regions {v < u\ < u2}, {ui < v < u2},
{MI < ui < v} respectivament.

De la mateixa manera 72/ ens donarà /2,i',/2,2',/2,s' que són iguals a /2,i,-^2,2,-^2,3
respectivament, intercanviant els papers de n i m.

Observem que
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Però,

^ 1

2 1

que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la propieta,t de martingala.
De la mateixa manera també hi convergirà /3jl/ — 72ii/.
D'altra banda,

/

t /*W2 1

/ —/ 0^.2
J s "t.

K

però convergeix a zero per convergència dominada.
De la mateixa manera també convergirà a zero I2>2/
Per últim,

Així doncs,

Il,1 — 1 2,3

= T £[vX-
Js
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que convergeix a zero pel mateix argument que els altres. De la mateixa manera
també convergirà a zero quan e tendeix a zero J1)2' — /2,3'-

Això acaba la demostració pels nuclis de Stroock. Pel que fa als nuclis clàssics,
si seguim exactament la mateixa demostració, tindrem que tret de termes que con-
vergeixen a, zero perquè hi intervindrien moments d'ordre superior a dos de les vari-

ables (k, Ii,i + I\,\' — h és igual a

f Efr'Y^ (u}Y^ (u}] ( T 1 ( 53 /[fc_lifc), g, %
Js Ju ^ j. t, t,

v ~ fn(u)fm(u))du,

que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la propietat de martingala.
D'altra banda tenim també que tret de termes que ja sabem que convergeixen a zero,
Ts,! — h,i és igual a

\ r/m-lOO/mOO f* fn-l
¿ Js Jv

que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la, propietat de martingala.
De la mateixa manera també hi convergirà J3il/ — /2ii/.
D'altra banda,

^2,2

/

í ru2 " i

/ fn(u2}Y£_1(v)d£(u2)-fm-.iMfm(v)Y£_2(v)dvdu2].
. J* 2'

Però l'integrand és nul a no ser que u2 — v < £2. Així doncs, és igual a

I r* r«+e2

•̂  J s J v

(v + £
2) - Y^v^^f^^f^v^E^Y^^Y^^^dv
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< K f' fm-l(v}fm(v}( fV

J s J v

usa,nt els càlculs de l'ajustament, on g(x] = max¿ |/¿(x)| i Yf(t) = J0 fn(x}9e(x}dx.
Per convergència dominada, aquesta última integral convergeix a zero. De la

mateixa manera també convergirà a zero /2,2'- Per últim, seguint els passos del cas
dels nuclis de Stroock, tenim que tret de termes que ja sabem que tendeixen a zero,

h, -2 — 1 2,3 és igual a

r
J s

que convergeix a zero pel mateix argument que els altres. De la mateixa manera
també convergirà a zero quan e tendeix a zero I\¿< — I^ty. Això acaba la demostració
del teorema.

D

Observació 4.4.7. Observem finalment que si considerem processos del tipus

t.<".<*«}0e(*i) • • • Wdíi • • • dtn,/J[0,t

on el símbol ̂  denota una suma finita arbitrària, f j € L2([0,T]) per a tot j, i els

processos B£ són els mateixos d'abans, aquest mètode de demostració també ens dóna

la convergència d'aquests processos cap a

í
J[o,t]n

tl O . . - O dWt

[o,

Això és així perquè en la prova que tenim per veure que els processos corregits
tenen les variacions i covariacions corresponents, l'únic que canviaria seria la funció
(p, que ara aniria de R"XmXr — >. R^ però tota la demostració continuaria de la
mateixa manera. Cal observar que quan n > m,Yn depèn de fm, però en aquesta
demostració no hem usat enlloc aquesta dependència.

S'acabaria utilitzant que el Lema 4-4-3 ens donaria la convergència conjunta dels
termes d'aquest sumatori.



Apèndix.

5.1 Tota funció de l'espai C([0, T]n) és Stratonovich
integrable.

Veurem tot seguit que per a tota / G C([0,T]n), / • I[o,t]n és Stratonovich integrable.
Denotem per TT una partició de l'interval [O, T]. Utilitzant el Teorema 4.2.4, és su-

ficient provar que existeixen les traces, és a dir, per a tot j = 1, . . . , [|], el límit en

L2([0,T]n-2j') quan |TT| tendeix a zero de

(5.1)

on / és la simetritzada de la funció /.

Veurem que aquest límit és igual a

J [o, t]*

Observem que podem escriure aquesta última expressió com
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Lla/vors la diferència entre l'expressió (5.1) i aquesta última és igual a

Ï7T~Í - Ï7T7 /l^n I ' ' ' l^ijl ./A? x - - --• --xA?

¿. M - - - < J J A ? X . . . X A ? .i»j ii *j

• • • ,Í2j)/[0,í]"-2j(')^l ' ' ' ̂ 2 j (5.2)

~ / > TA - i - FA~~Ï /
¿, ¿. l A n l " - l A v l -/A? X . . -
* " '* l

XA?.
*

Pel que fa al primer sumand, per la continuïtat de / en [0,í]n, per a tot e > O
existeix un S tal que si |TT| < 5 llavors, en els conjunts on integrem,

D'altra banda, és fàcil veure que el segon sumand de (5.2) es pot fitar per K\TT\,
on K és una constant que no depèn de la partició ir.

Aquests dos fets ens donen el límit en L°°([0,T]n-2í').
Utilitzarem tot seguit el criteri de Kolmogorov per veure que existeix una versió

de /„ o (/ • /[o,*]") amb trajectòries contínues. Per veure això hem de provar que
existeixen constants a, /? i K positives tais que per a, tot O < s < t < T

E\In O (f • I[0,t]n) -In O ( f - JM«)|« < K\t -

D'una banda, usant la fórmula de Hu-Meyer ( veure Teorema 4.2.4) tenim que

3=0

on K(n,j) és una constant que només depèn de n i j.
D'altra banda, en un treball de Shigekawa ( veure [S]) trobem que per a tot parell

d'enters m, p > 1 i per a tota funció g G I/2([0,T]P),
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Per tant,

E\In O (f - I[0¡t]n] - In O (f - I[Qts]n}\4

7[0it].) - !*(/ - 7[0,s]n))|

[f]

[0,T]i

(T* (f • /[0lt]») - T'(/ - J[0,^))2^+1 • • • dxn^) (5.3)
]»-«

Però usant l'expressió que tenim de la traça,

r
< K I ( I [ 0 í t ] n - i ( x i , . . . , X j , •) - I[QjS]n-j(x1,...,Xj,·)}dxi •••

J[0,T]J

usant la desigualtat de Schwarz.
Així doncs és fàcil veure que (5.3) és menor o igual que

r«i
[ 2 j „

K Y] ( / (I[o,t]»-i(xi,.--,Xj,-) -7[o,4]»-í(xi,...,Xj,-))áa;i
JOT>

3=0

tal i com volíem demostrar.
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5.2 Les funcions tipus productes del L2([0,T]) són
Stratonovich integrables.

Volem veure que les funcions del tipus

l , . . . , £ „ ) = / l (x i ) - • • fn(xn}I{Xl<...<Xn}

on fi(x) Ç. L2([0,T]) per a tot i G {1, . . . , n} són integrables de Stratonovich. Anirem
construint aquestes integrals de manera iterada i després provarem que la integral
iterada coincideix amb la integral múltiple de Stratonovich.

Pel cas n = 1 és obvi ja que la integral de Stratonovich coincideix amb la d'Ito.
Ho veurem a continuació pel cas n = 2 i després utilitzarem el mateix esquema, de
demostració i inducció per veure-ho en general. Considerem doncs n — 2, volem veure
que /2(<)/i(í) és integrable de Stratonovich, on /i(í) = fQ fi(x)dWx.

Hem de veure que existeix el límit en jL2(ÍÍ) quan TT| tendeix a zero de

E
~"

Però això es pot escriure com

^ I fti

E; - T^ ti+i - ti jt.
¿Zl 1 /•*«

^- - r /
~Q H+l — 1Í Jti

on hem utilitzat la fórmula del producte d'una variable aleatòria de D1'2 per una
integral de Skorohod.

Aquesta darrera expressió és igual a

i=0

4Z, 1 /-íi + l /•*

E / - r / /
~o ti+l ~ li <><•< Jti

= A + B.

Veurem que el primer d'aquests dos termes, A, convergeix en L2(fi) cap a
/o fiifyliifydWt. Per veure això n'hi ha prou provant que

E' *
i=0
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convergeix en L1'2 cap a /2(í)/i(í). Però segons el Lema 4.2 de [NP] per veure això
últim n'hi ha prou provant que /2(t)/i(t) 6 L1'2. Però,

È í fi(t)IÏ(t)dt + È í í (Ds(f2(t)Ii(t))]
2dtds

Jo Jo Jo

= 2 f* fi(t) í* fí(s)dsdt
Jo Jo

i això és finit perquè fi i /2 pertanyen a L2([0, T]).

També veurem que l'expressió B

—^—- T*' />t+1 Mt)fi(s)I[0,t](s)dsdt
i+l *i Jti Jti

rT

convergeix cap a ^ J0 f i ( t ) f 2 ( t ) d t quan |TT| tendeix a zero.

Però,

_

E; - í t¿ t¡

(5.4)

Per tant n'hi ha prou provant que per a tota g G L2([0,T]),

rT

F*(t)g(f)dt
o

Tconvergeix cap a \ JQ

Ho provarem primer per indicadors, i després veurem que es pot estendre a qual-
sevol funció de L2([0,T]). Considerem doncs g (t) = I[a¿](t).

. . i. / i i o i u d ; i f .
V Jt' U ' Jr. , JíWí-l- / tj-'
Z^ / . . , _ /. l*''4'-

0 tí,tf+1e[a,6]

T f* f.

+
./o
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on j i A; són els que compleixen que íj_i < a < t j i t^-i < b < t^. Però el segon terme
és menor o igual que

-̂ - r iA( 5 ) id a < -^-(tl-t3_^( r f*(s)ds)tlj ~ 13-1 Jtj-i lj ~ rj-l Jtj-i

que convergeix a zero quan TT| tendeix a zero, i el mateix passa amb el darrer terme.
Pel que fa al primer sumand

t+l - i a j - ,_l

- / r — r^
Ja lk ~ lk-í

Novament el segon terme es pot fitar per (tj — 0)2 ( ja
3 fl(s)ds] 2 que convergeix

a zero i de manera semblant es veu que hi convergeix el darrer terme. Mentre que el
primer sumand convergeix a fa ^fi(s)ds quan la norma de la partició tendeix a zero.

Comprovem finalment l'extensió d'aquest resultat a tota funció g G L2([0,T]).
Per linealitat tenim que per a tota funció h esglaonada, J0 F"(t)h(t)dt convergeix

cap a | /0 f i ( t ) h ( t ) d t quan |TT| tendeix a zero.
Si g G L2([0,T]), per a tot e > O existeix una funció esglaonada ge tal que

\\gs - g\\i < e. Llavors

|
Jo

f,(t}g(t}dt\ < \ F*(t)g(t)dt-

1- í
¿ Jo

+ \ í
Jo

T ' T1

\l í } \ ( t } g * ( t } d t - l - f h(t}g(t}dt\.
¿Jo z ,/o

El darrer sumand es pot fitar per |||/i||2||<7£ — 9\\2, i el segon sumand també es
pot fer tant petit com volguem si |TT| és prou petita.

Pel que fa al primer sumand es pot fitar per ||^17r||2||5f£ — 9\\2, per tant, si HF*1^
està, uniformement fitada ja haurem acabat. Però,

í , , x x 2 V- /**•'•'/ (F"(t}rdt = > /
Jo *-J Jti
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ft; i , I J. -t \ i
f . + . (¿,+ 1 - ¿,) J

Y A í**'

Hem demostrat per tant que pel cas n = 2, /i(í)/j(í) és Stratonovich integrable.

En general volem provar que /n(í)/n_i(í) és Stratonovich integrable, on /„_! és la

integral iterada de Stratonovich d'ordre n — 1.
Hem de veure que existeix el límit en jL2(A) quan |TT| tendeix a zero de

E r--r( /«~¿ Í¿+1 - í¿ J ti

Però aquest sumatori es pot escriure com

i />t¿+i
f«(t)Iq-i(t)dtdW.

-UI — t» /í.
' _ |-1 ~J- É «/ í¿

'<+!

t.

l 1 /"

Eí - r /*-¿ ti+l - tt- Jt.

¿_0

= A +

Veurem que aquests dos termes, convergeixen en Z-2 (H) cap a

í /n(í)/n-l(í)<WÍ i
JO

respectivament, quan |TT| tendeix a zero.
Usarem arguments inductius per a provar això per un n en general. Suposem per

tant que per a tot m < n es té que fm(t)Im-i(t] G L1'2 i que existeix la integral
iterada d'ordre m de Stratonovich i és igual a

= / fm(s}Im-l(s}dWs+
l- í

Jo ¿ Jo
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on definim J_i = O i /o = 1.
Hem demostrat això en el cas m = 2.
Per veure la convergència de A, n'hi ha prou provant, igual que en el cas n = 2

que fn(t)In-i(t) € L1'2, és a dir hem de veure que

~ fT 2 2 - ÍT [T 2
Jo Jo Jo

Però

f T

È í ti(t}ll-,(t}dt < 2 í fl(t}È( ¡ fL1(s)ll_2(s)dS}dt
Jo Jo Jo

+ \ í fl(t}dt F f^(s}dsÈ( ÍT fl2(S)lLz Jo Jo Jo

i això és finit per hipòtesi d'inducció. Pel que fa al segon sumand, usant que

£)./„_! (í) = fn-i(s}In^(s}I{s<t}+
l-jfn-,(r}fn-2(r}DJn^(r}dr

+ í fn-i(r)D.In-Z(r)dWr,
J s

tenim que

È í í [Ds(fn(t}In^(t}}]*dtds<K í fn(t}diÈ f (/n_i(s)/n_2(5))2d5
Jo Jo Jo Jo

+K í fl(t}dt f7 f2
n_ï(r)drÈ( ÍT /T(^(/

Jo Jo Jo Jo

+K í* f2
n(t)dtÈ( ¡T fT(Ds(fn^(r)In_2(r))

Jo Jo Jo

que també és finit per hipòtesi d'inducció.
Per veure la convergència de B, és suficient veure que

P^ 1 /•«.•+! /•*<+!

5^ - - T / / fn(t}DJn

*—¿ ti+1 - t» Jti Jti
(t}dsdt

convergeix en L2(ü) cap a \ JQ /n(í)/n_1(í)/n_
Recordem que
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+ í' fn^(r)DJn_2(r)dWr.
J s

Usant els mateixos arguments que pel cas n — 2 sabem que

rri

convergeix q.s. cap a \ JQ fn(t)fn_i(t)In_2(t)dt.
Usant convergència dominada i que /I,_1/r,_2 G L1'2 per hipòtesi d'inducció,

aquesta convergència també la tenim en £2(Ü), ja que (| JQ fn(t)fn-i(t)In-2(t)dt)

està dominat per | fQ f £ ( t ) d t /0 /,2_i(í)-^n-2(0^ (lue pertany a L1(A), i usant la
desigualtat de Schwarz,

£ll i /•*<+! r*i+i 2
/n(í)/n_1(5)/n_2(s)/{s<t}dsd¿)

' ' t,'4-l — ï,' / / . / f .¿— O z ' * ^ ''i J ''t

+1< (Er^-rí713 w - *« 7t¿

< f* ti(t)dt T fl^ll^ds, (5.5)
Jo Jo

que també pertany a L
Pel que fa als altres termes,

9-1

i=o

(E
x

. O

Però,

JO

ÍT fl_,
Jo

..,.-,, < oo.
./o
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I d'altra banda,

f T

í
JO

i=0

T< K

on fi (s) = supj (È /t.'
+1 (jDs(/n_2(r)/n_3(r)))2dr) i això convergeix a zero quan |TT|

tendeix a zero ja que /n_i In-2 £ L1'2.
Per últim anem a tractar l'altre terme que ens queda. Si tenim un procés u G

L2([0,T]2 x Ò) i J0 J0 u(s,t}dWtdr € Z/2(ü) aleshores es pot aplicar el teorema de
Fubini i intercanviar l'ordre d'integració. Aplicarem doncs aquesta propietat i usarem
la isometria de la integral estocàstica,

<t} f D.(fn-i(r)In-3(rVdWrdsdt\*
J s

í Er^-v/tt
Jo ~5 Ji+l ~~ J» ^í¿

/
v/0

y o

i=Q "l + l '

i igual que abans convergeix a zero quan la norma de la partició |TT| tendeix a zero.

5.2.1 Coincidència entre la integral iterada i la integral múltiple
de Stratonovich.

Veurem a continuació que aquestes integrals iterades que hem construït, Y^, coin-
cideixen amb la integral múltiple de Stratonovich Ik o (/). En [SU] es demostra un
teorema de Fubini pel cas k = 2. D'altra banda en [DS] trobem també un resultat
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que ens dóna la coincidència entre la integral iterada i la integral múltiple de proces-
sos que poden ser no adaptats, però cal que les integrals de Skorohod de les traces
compleixin una condició de regularitat que no compleixen les nostres funcions. Per
veure-ho en el nostre cas, usarem el resultat de [SU] que hem recollit en el Teorema
4.2.4.

Usant el teorema de Fubini entre la integral estocàstica i la de Lebesgue, podem
escriure les integrals iterades que hem construït de la següent forma

Ml
3=0 { I I <-<l2j :Vr,/2r=/2r-l +1}

on /(xi , . . . , xn) = /i(xx) • • • fn(xn)I{Xl<...<Xnj i Pk_2j és la integral d'Itô d'ordre k-2j.
Per tant, usant el Teorema 4.2.4 per veure que coincideix amb la integral múltiple

de Stratonovich només cal veure que

*! T'f
(k-2j)\j\ J

( í / ( í i , . . . , t k ) _, - a, dSl.--dSj).

Considerem la funció simetritzada de /,

1
k\
l_
fe!

on "Pfc denota la col·lecció de totes les possibles permutacions dels k primers enters.
Llavors,

? x-, x A?.

»i,-.«j LA? x-xA?.

(5.6)
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Recordem que en (5.4) hem provat que si h\,h2 6 L2([0,T]), llavors

5^ TAT/ hi(s)h2(t}I{s<t}dsdt
i—O t

convergeix cap a |/0 f i ( t ) f 2 ( t ) d t quan |TT| J, 0.
Provarem per inducció un resultat semblant amb un nombre parell arbitrari de

variables. Considerem per a tot i, hi G L2([0,T]). Suposem que

—¡ ¡-T—r / M^OM3^) • • • h2n(x<ln)I{Xl<...<X2n}dxl • • • dx2n
n i " - |A<J JA?. X. . .XA?_

ti , . . . ,«„

convergeix cap a

^r /
¿ J[Q,T]n

• • • dyn.
]n

Llavors,
•̂  r

~1 - ̂ - T / h^x^h^} • • • h2n+i(x2n+2)
I - ' - l ^ ^ l x - ^

/I rx* \
x/{a:3<...<x2n+2} r / hi(x)h2(x)dx )dx

\¿ Jo /

~~i - FA - í /¿2 • • • A¿ ,/A2 X...
T

, X...XA?
« 2 , ••• ,««+! T «2 «n+1

1 fXSl

— - hi (x)h2(x)dx] dx3
2 Jo

Del fet que h3(x3) J*3 hi(x)h2(x)dx G L2([0,T]) es dedueix per hipòtesi d'inducció
que el primer sumand convergeix a

• dyn+í.

Hem de veure que el segon sumand convergeix a zero. Observem que
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/T 2 \*( T 2

Jo Jo

Considerem també,

6^(23) = (y^TT—r / h1(xl)h2(x2)I{Xl<x2<x3}dxidx2 - - í hl(x}h·2(x}dx).
[^¿i JA? ^ Jo'i «i

Podem fitar el segon sumand per

£—. f \h4(x4)\dx4 í \h3(x3)\\crr(x3)\dx3·
-^«2! JA¿2 •'A;2

7
«/ A:.

«2

X

2n+2 rT

hl(
<'°

Sabem que Gn(y) convergeix a zero quan |TT| tendeix a zero. D'altra banda
està dominat ja que

i r
hi(xi)h2(x2)I{Xl<X2<y}dx1dx2)

i també

< I h\(x}dx í h%(x)dx,
Jo Jo

1 fy 2 1 fT ÍT

(- / hi(x)h2(x)dx} < - I h\(x}dx j h\(x)dx.
t/0 «/O «/O

Així hl(y)(G'n'(y))'2 < Kh\(y] que pertany a /^([O, T]), i s'acaba usant con-
vergència dominada.

D'altra banda, observem que si tenim un sumatori de la forma

X1 /^i\ JA?
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convergeix a zero quan |TT| J, 0. Això és així perquè si diem [ífc , í fc_i) l'interval tal que
tk < Xi2 < tk-ii tenim que aquest sumatori és igual a

h3(x3)dx3

tk

r'·k

Jx-2

que convergeix a zero quan |TT| J, 0.
Això implicarà que sempre que tinguem algun terme d'aquest estil, com que hem

vist que els termes amb dues variables consecutives es poden fitar, el límit serà zero.
Hem vist doncs que en el sumatori (5.6) tots els termes convergiran quasi per tot

a zero tret dels que tinguin li, . . . , l-¿j G {1, . . . , k} consecutius dos a dos (i.e. que per
a tot r 6 {1, . . . , j}i 1-í.r = ¿2r-i + 1). En aquests casos el límit serà, quasi per tot,

/ (* ! , ••- ,**) th - th = si

Observem que els límits que hem vist quasi per tot, també són en L2([0,T]fc 2j),
ja que

Li
¿3 J[0,t]i

n
= °r=l

que pertany a ¿'([O.T]*-2').
I usant la desigualtat de Schwarz, com hem fet anteriorment en (5.5), també es té

que per a tot {/i, . . . , /2j} contingut en {1, . . . , k}

<

que pertany a L1([0,T]fc-2j').
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Si els suposem ordenats, observem que cada { / ! < • • • < l%j ; Vr, l-¿r = IIT-\ + 1}
correspon exactament a 23jl(k — 2j)! termes del sumatori (5.6). Així doncs,

k\
j :Vr,í2,.=í2r_i

tal i com volíem demostrar.
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5.3 Prova de la convergència en L2(0) a zero dels
processos (2.2).

Considerem

Y:, = - f f\-l)NWdxdy,
£ Jo Jo

on N = {JV(x,y), (x,y) G !&+} és un procés de Poisson estàndard al pla, (s,t) 6
[ O , S ] x [ 0 , T ] i £ > 0 .

Volem veure que

Y* L^ O1 s,t f u)

quan e —» 0.
Podem considerar que 5 i t són diferents de zero, ja que en cas contrari no cal

provar res.
Per a provar això calcularem alguns límits usant la regla de l'Hôpital. Sovint,

resultarà complicat comprovar que s'està sota les hipòtesis del teorema de l'Hôpital.
El lema següent ens permetrà evitar aquestes comprovacions:

Lema 5.3.1. Suposem que f : [M, ço) —>• E és una funció derivable tal que f és
contínua en [M, ço), M > O i suposem també que lim^oo f'(u) — a < ço.

Llavors
r /(«)hm ——- = a.

u-+oo u

La prova d'aquest lema és una simple aplicació del teorema del valor mitjà.
Recordem que hem de veure que,

(i /' /'(-e Jo Jo

tendeix a zero quan e —>• 0.
Però per raonaments semblants als del Lema 2.4.4

E(- r /Vi)"(?
e Jo 7o

i /*t rV2 fs fx2 9 o
= 2— / / / / exp[—-x2y2 + —xiy^dxidxzdyidy^

£ Jo Jo Jo Jo £ £
i /*^ ry2 rs rx2 9 9

+2— / / / / exP[—2(^2 "Ï/i^i 2(^2 - X1)y1]c?x1c?x2c?yidy2.£ 7o 7o Jo Jo £ £

Fem el canvi de variables x',- = y, y'¿ = ^f- per i = 1,2 i anomenem u = f|.
Farem un abús de notació i continuarem anomenant Xi i y¿ a les variables x'i i y'¿.
Tenim que la darrera expressió és igual a
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i f*ii /*y2 r l /*^2
2— / / / / exp[-2z2y2 + 2z1yi]c¿a;iGta:2dy1<2y2u Jo Jo Jo Jo

st fu fy2 fl fX2

+2— / / / / exPl~2(y2 — 2/1)2:1 — 2(x2 — Xi)yi]dxidx2dyidy2
u Jo Jo Jo Jo

st fu fV2 f1 [X2

- 4~ / / / / exP[~2(y2 -yi)zi - 2(x2 - xl)y1}dxidx2dyídy·2.
u Jo Jo Jo Jo

Per tant n'hi ha prou veient que

st
u o o o o

-2(x2 - xl)yl\dx-idxïdyldy2

convergeix a zero quan u — ï oo.

Aplicant el lema 5.3.1, el límit d'aquesta darrera expressió, cas d'existir, seria

igual a

[ i-u /•! f-xz

lim sí / / / exp[—2(u — y\)x\ — 2(x2 — Xi)yi]dxidx2dyi.
u->°° Jo Jo Jo

Fent ara un canvi de variables tenim

sí f1 fu fx'¿
lim — / / / exp[~ 2(1 — yi)^! — 2(x2 — xi)yi]dxidx2dyi

«-^oo U J0 J0 Jo

r1 ru

= lim sí 7 / exp[—2(1 — y\)xi — 2(u — Xi)yi\dx\dy\,
u^°° Jo Jo

aplicant de nou el lema 5.3.1. Fent de nou un canvi de variables obtenim

í1 í1lim síu / / exp[—2(1 — y}xu — 2(1 — x)yu]dxdy
«-»-00 Jo Jo

f1 1— 11 tri ç V" / I pvn I ^titi pvn I *?i 1 ?/ \ii \ I nu— ü in oí/ i . , i CA.JJ i ¿jyuii Cjvj^ i ^\ y ) \} y
«-J-00 Jo 2(1 - 2y)

stlo 7ïèïiï(exp[-u(2y-l)} - exp[-(l - 2y)u])dy
— lim r«-ice 2 exp[uj

Apliquem ara la regla de l'Hôpital,

sí /Q (exp[-u(2y - 1)] + exp[-(l - 2y)u])dy
lim —:

2 exp[uj
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s< r1
= H m — / (exp[-2yu] + exp[-2(l - y ) u ] ) d y

«->oo 2 70

lim —-(1 -exp[-2u]),
«-+00 2 U

que òbviament convergeix a zero quan u tendeix a infinit, tal i com volíem demostrar.
En general, si considerem

per poder fer el canvi de variable que ens permet separar E{(Ygt)
2} en st per dues

integrals independents de s i í, cal que p — q. Per tant, no sembla que es pugui
obtenir d'aquesta manera l'estructura del moment de segon ordre d'un drap brownià
per a cap possible valor de p i q.

D



5.4. Lema d'ajustament. 171

5.4 Lema d'ajustament.

Passarem tot seguit a provar que en la demostració de l'ajustament en el capítol
2 d'aquesta memòria n'hi havia prou considerant punts de la forma O < (s, í) <

Veurem primer l'argument per al cas uniparamètric i després passarem a provar
el cas que ens interessa, amb dos paràmetres.

Lema 5.4.1. Sigui X = { X t ] t G [O,T]} un procés continu. Suposem que per a
qualssevol O < t < t' tais que t' < It,

E(Xtl-Xt}
A<K(t'-t}ï. (5.7)

Aleshores existeix una altra constant K amb la qual la propietat (5.7) es compleix per
a tot O < t < t'.

Prova: Si sabem que es compleix aquesta propietat sempre que t' < 2í, també es
complirà, canviant la constant K, sempre que t' < 4í ja que podem escriure

2 2 4 4

i usant que (a + ò)4 < Sa4 + 864 tenim que

CV V V "\4 ^ Q GV V V \4 i c•C/1-A-1' — _A( I v, O-CM-A// — -A t'+t I r t
2

:t_^ - A()
4

- 3SK(t'-t)2.

Suposem doncs que (5.7) es compleix sempre que t' < 4t i ho provarem, usant
això, per a qualssevol t < t'. Gràcies a la continuïtat del procés A, podem escriure

— A()
4 =

— / > ^

fc=0
oo

2fc+i
fc=0
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D

Vegem ara el resultat pel cas biparamètric.

Lema 5.4.2. Sigui X = { X a ¡ t ' , ( s , t ) G [0,5] x [O,T]} un procés continu. Suposem
que per a qualssevol 0<s<s',0<t<t' tais que s1 < 2s i t' < 2t,

Aleshores existeix una altra constant K amb la qual la propietat (5.8) es compleix per

atotQ<s<s',Q<t<t'.

Prova: Si sabem que es compleix la propietat (5.8) sempre que t' < 2t i s' <
2s, també sabem que es complirà, canviant la constant, sempre que t' < 4t i s' <
4s, perquè podem dividir l'increment A.SitX(s',t') en la suma dels increments en 7
rectangles, tal com mostra el dibuix, i en cada un d'ells podem aplicar la propietat
(5.8).

t'

t'+t
2

t'+3t
4

s'+3s s'H

Dibuix 3. Divisió en increments que compleixen la propietat (5.8).

Suposem doncs que la propietat (5.8) es compleix per a qualssevol t < t', s < s'
tais que s' < 4s i t' < 4í. Provem que també és certa en general. Usant que el procés
X és continu, podem escriure,

AAs,t
/c~U j— U

(4* -
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Per tant,

/V + (4* -1)3 f+ (4J ' - l ) A , 4.
_1)a t>+ ( 4 j+i_ 1 ) tX I - -k - , - - - I J J

¿=o 4 ' 4J+1 \ 4 4 /
oo . ._, , \ \ 2 /o / j / J.N \ 2

k=0 j=0

<
oo oo

- 5)2(¿' - t2)

tal i com volíem demostrar.
D
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