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Introduccio.

Els dos processos basics de la teoria dels processos estocastics sén el moviment
Brownia i el procés de Poisson. Aquests dos processos apareixeran diverses vegades
al llarg de la memoria.

Es presenten resultats que s’emmarquen dins la teoria del calcul estocastic i de la
convergencia feble de mesures de probabilitat. Per a provar alguns d’aquests resultats
utilitzarem tecniques del calcul de Malliavin.

El moviment Brownid és el nom donat a lirregular moviment del pol.len suspes
en l'aigua observat pel botanic Robert Brown el 1828. Aquest moviment aleatori,
actualment atribuit als xocs entre el pol.len i les molécules d’aigua, déna lloc a una
dispersié o difusid del pol.len en 'aigua.

A. Einstein ( veure [E]) va comencar a desenvolupar el 1905 una teoria fisica
d’aquest concepte. El tractament matematicrigorés del moviment Brownia va comen-
car amb N. Wiener el 1923 ( veure [W1] 1 [W2]). A ell també es deu la primera prova
d’existencia. El treball més profund d’aquesta etapa inicial correspon pero a P. Lévy,
( veure [L1] i [L2]).

El camp d’aplicacions del moviment Brownia va, obviament, molt més lluny de
I’estudi de particules microscopiques en suspensid, 1 inclou models de preus d’accions,
sorolls de circuits electrics, comportaments limit de sistemes de cua 1 pertorbacions
aleatories de molts altres sistemes fisics, biologics i economics.

El moviment Brownid es pot presentar com Iexemple canonic de dos dels con-
ceptes fonamentals de la teoria dels processos estocastics: la propietat de Markov i
la propietat de martingala.

El terme martingala fou introduit en la teoria de la probabilitat per J. Ville el
1939 ( veure [V]). El concepte perd, ja havia estat creat abans per P. Lévy el 1934,
en un intent d’estendre la desigualtat de Kolmogorov i la llei dels grans nombres més
enlla del cas d’independéncia.

El procés de Poisson és el procés més simple associat al compte de punts aleatoris.
Tot 1 aix0 es tracta d’un model prou acurat, amb moltes 1 variades aplicacions com
trucades a una central telefonica, clients que arriben a una'cua, arribada de particules
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radioactives a un comptador Geiger, etc... D’altra banda forma part de la descom-
posicié d’altres classes de processos com sén els processos discontinus amb salts.

Una gran quantitat de problemes de la biologia i de les ciéncies naturals 1 socials
van quedar inclosos en el domini de la teoria de funcions de variable real quan Newton
i Leibniz van inventar el calcul. La base del calcul és 1is de la diferenciacié per
descriure taxes de canvi, 1'is de la integracié per passar al limit aproximant per
sumes, 1 el teorema fonamental del calcul que relaciona els dos conceptes. Tot aixo
va portar al concepte d’equacié diferencial ordinaria i I’aplicacié d’aquestes equacions
per modelar problemes del mén real mostra la potencia del calcul.

El calcul estocastic neix de la necessitat de donar significat a les equacions diferen-
cials ordinaries que provenen de models fisics quan apareixen perturbacions aleatories.

Com que el procés continu més important, el moviment Brownia, no es pot difer-
enciar, el calcul estocastic pren el cami{ invers del calcul ordinari: primer es defineix
la integral estocastica, 1 llavors es dona sentit a la diferencial estocastica a través del
teorema fonamental del calcul. Aquest teorema és en realitat una definicié ja que, en
el calcul estocastic, la diferencial només té el significat que se li assigna quan apareix
com una integral. |

Un exemple d’aplicacié del calcul estocastic i les equacions diferencials estocasti-
ques a la matematica financera és la coneguda férmula de Black 1 Scholes ( veure
[BS]).

El resultat central del calcul estocastic 1 una de les eines més important d’aquesta
teoria és la férmula d’It6, que juga el paper del teorema del canvi de variable per a la
integracid estocastica respecte semimartingales. Aquest resultat es deu a It6 pel cas
d’un moviment Brownia i a Kunita i Watanabe pel cas general d’una semimartingala
( veure [I] i [KW] respectivament). Considerem ({2, F, P) un espai de probabilitat, la
férmula d’It6 ens diu el seguent:

Teorema (It (1944), Kunita 1« Watanabe (1967))
Sigui f : R = R una funcid de classe C* 1 sigus X = {X;, F;;0 < t < oo} una -
semimartingala continua.

Llavors P-quast sequrament,
¢ ¢
f6) = 1)+ [ M+ [ f(xa,
0 0

1 t
+§/ FUXYd< M >, 0<t< oo,
0

on M ¢ B son respectivament la martingala local continua 1 el procés de variacié
fitada que apareizen en la descomposicié que admet tota semimartingala.
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En el primer capitol d’aquesta memoria presentem una extensié d’aquest resultat
per a funcions no necessariament de classe C2.

Per a la integral de Stratonovich, la férmula del canvi de variable és similar a la
del calcul classic.

El temps local també ens permet extendre la férmula d’It per a funcions convexes
que no sén necessariament dos cops diferenciables. Aquest concepte va ser introduit
per P. Lévy ( veure [L2]) i ens permet mesurar el temps que passa una trajectoria
d’un procés al voltant d’un punt. La primera prova rigorosa de la seva existéncia per
a un moviment Brownia es deu a Trotter (veure [T]). Aquest concepte també es pot
definir per a mesurar el temps que passa un procés al voltant d’una corba continua
com veurem en el primer capitol d’aquesta memoria.

Una altra teoria que necessitarem és el calcul estocastic de les variacions, més
conegut amb el nom de calcul de Malliavin. Es tracta d’un calcul diferencial infinito-
dimensional en ’espai de Wiener que fou introduit per P. Malliavin en [M]. Poste-
riorment ha estat molt desenvolupat per diversos autors, com per exemple Stroock,
Bismut, Watanabe, Nualart, Zakai,...

Aquesta teoria ens permet investigar propietats: d’existéncia i de regularitat de
la densitat per la llei de funcionals brownians com poden ser solucions d’equacions
diferencials estocastiques. La motivaci6 inicial i una de les seves aplicacions més
importants fou donar una demostracié probabilistica del teorema de Hormander.

Nosaltres usarem en el primer capitol d’aquesta memoria el calcul de Malliavin,
per estimar la densitat de probabilitat, i la derivada de la densitat, de certs processos
de difusid.

Gaveau 1 Trauber ( veure [GT]) van provar que ’adjunt de 'operador derivada
coincideix amb una extensié de la integral estocastica d’It6, introduida per Skoro-
hod. Aquest fet permet el desenvolupament d’un calcul estocastic per a processos no
adaptats que és similar en alguns aspectes al calcul estocastic d’It6. Per exemple, es
pot deduir una férmula de canvi de variables, que generalitza la formula d’Ito, 1 es
pot definir també una extensié de la integral de Stratonovich.

Aquest calcul estocastic anticipatiu permet formular equacions diferencials es-
tocastiques on la solucié no és adaptada a la filtracié browniana.

En el darrer capitol de la memoria, usem aquest tipus de técniques per a provar
que certes funcions sén integrables de Stratonovich.

Un dels conceptes fonamentals de la teoria de la probabilitat és el concepte de
convergencia feble o convergencia en llei. En els capitols 2, 3 i 4 d’aquesta memoria
estudiarem diferents casos de convergencia en llei cap a funcionals del procés de
Wiener.
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Es diu que una successié de variables aleatories {X,} convergeix en distribucié
cap a una altra variable X si convergeixen feblement les respectives lleis imatges.
L’exemple més important de convergencia en distribucié és, sense cap mena de dubte,
el teorema central del limit. Aquest resultat ens diu que si tenim {&,}52 , una successié
de variables aleatories independents 1 idénticament distribuides de mitjana zero 1
variancia o2, aleshores les variables {G,} definides per

1 n
Gn = m;fk

convergeixen en distribucié cap a una variable aleatoria normal estandard.

De la mateixa manera, una successié de passejos aleatoris, convenientment nor-
malitzats, convergeix feblement cap a un moviment Brownia:

Considerem les sumes parcials de les variables aleatories anteriors, So = 0, Si =
Z§=1 £ per j > 1, 1 definim

Yy =Sy + (=[G, t20,

on [t] denota la part entera de ¢.
Considerem ara la successié de processos {X™} definits per
Xp=—Y. 120
t o \/ﬁ nt) =Y
Observem que si prenem s = % 1t = %i!l’increment X=X = #5}64_] és
independent de la o—algebra generada per &i,...,&. A més a més X' — X té
mitjana zero i variancia t — s. Aix0 ens suggereix que {X[';t > 0} s’aproxima a
un moviment Brownia quan n tendeix a infinit. En efecte, es pot demostrar que els
processos { X"} convergeixen feblement cap a un moviment Brownia estandard.
Aquest resultat és conegut com el principi d’invariancia de Donsker ( veure [D])
o Teorema Central del Limit Funcional . Nosaltres I'utilitzarem en el capitol quart
d’aquesta memoria.

Presentacio.

Aquesta memoria consta de quatre capitols. Cada un d’ells té una introduccié del
problema que tractarem, i una seccié dedicada als preliminars que es necessiten per
aquell capitol.

També hi ha uns preliminars generals on es recorden algunes definicions 1 alguns
resultats del calcul de Malliavin i de convergencia en llei, que sén usats en més d’un

by

capitol.
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La memoria esta pensada de manera que cada capitol es pot llegir de forma
independent dels altres. Es a dir, en cap d’ells s’utilitzen conceptes introduits en un
altre capitol. Unicament es necessiten els preliminars generals.

En el primer capitol demostrem una extensié de la férmula d’It6 per F(X;,t), on
F(z,t) és una funcié absolutament continua en z, amb derivada localment de quadrat
integrable que satisfa una condici6 feble de continuitat en ¢ ( veure Teorema 1.3.1),
1 X és una difusié unidimensional tal que la llei de X; té una funcié de densitat que
satisfa certes condicions d’integrabilitat.

Seguint les idees d’un treball de Follmer, Protter i Siryayev, on es prova una
extensid analoga pel cas en que X és un moviment Brownia, la prova es basa en
Pexisténcia d’una integral backward de F'(X.,-) respecte X.

En una altra seccié d’aquest mateix capitol mostrem, usant técniques del calcul
de Malliavin, que, sota certes condicions de regularitat dels coeficients, I’extensi6 de
la férmula d’It6 es pot aplicar a les difusions fortament el.liptiques i a les el.liptiques.

En el segon capitol es construeixen uns processos, a partir d’un procés de Poisson
al pla, que convergeixen en llei cap a un drap Brownia.

Aquest resultat esta inspirat en un resultat simiiar, per al cas uniparametric, de
Stroock. '

El metode de demostracié de la convergencia en llei que hem utilitzat és ’habitual:
provem que la familia de lleis és ajustada, 1 que la llei de tots els possibles limits febles
és la llei limit que volem determinar. Per a aixo 1ltim utilitzem un resultat per al
cas de dos parametres equivalent al teorema de P. Lévy.

Aquest mateix metode de demostracid és utilitzat en el tercer capitol per a provar
la convergencia en llei d’uns processos construits a partir d’un tnic procés de Poisson
uniparametric cap a un moviment Brownia complex.

Aquest resultat és una generalitzacié del resultat de Stroock que hem mencionat
abans.

En el quart capitol d’aquesta memoria estudiem la convergencia en llei cap a
integrals multiples de Stratonovich.

Concretament considerem una funcié f € L*([0,T]") i n. processos absolutament
continus, feblement convergents cap a un moviment Brownia en ’espai de les funcions
continues de [0,7"]. Considerem '

L= [ / Flty o ta)dn(ts) - dn(ta).

En aquest capitol volem estudiar la convergencia en llei de I, (f).
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Provem que aquests processos convergeixen cap a la integral multiple de Strato-
novich quan la funcié f ve donada per una multimesura.

Imposant condicions sobre els processos 7. també ho provem quan f és una funcié
continua, i quan és un producte de funcions de l'espai L*([0, T]) per un indicador que
ordena les variables.

Finalment, abans de la bibliografia i de I'index de materies, trobem un Apéndix.
Allf es demostren amb detall alguns resultats tecnics que s’han usat al llarg de la
memoria, la demostraci6 dels quals s’ha traslladat al final per claredat d’exposicié.



Preliminars.

Nocions basiques del calcul de Malliavin.

Recordarem tot seguit algunes nocions basiques i alguns resultats del calcul de Ma-
lliavin que utilitzarem en alguns capitols d’aquesta memoria.

Considerem (2, F, P) un espai de probabilitat complet on tenim definit un movi-
ment Brownia estandard, {W;, 0 <t < 1}. Suposem també que F és la o—algebra
generada per aquest moviment Brownia. Considerem H = L*([0, 1]).

Sigui C°(R") el conjunt de les funcions f : R® — R tals que f i totes les seves
derivades parcials de tots els ordres sén continues i fitades. Definim la classe & com
el conjunt de variables aleatories F' : ) — R de la forma

F=fWy,...,W.), (1)

on f € CP(R™) ity,...,t, € [0,1]. S és un subconjunt dens de LP(Q), per a tot
p € [1,00). Els elements de S s’anomenen funcionals regulars.

Si F és de la forma (1) es defineix la seva derivada de Malliavin com el procés
donat per

DtF = Z a—;:(th yoes ,I/Vf,n)I[O,t;)(t) .
=1 ¢

Es pot considerar com un operador lineal no fitat definit en un subconjunt dens de
L*(Q) 1 que pren valors en L2([0,1] x ). Aquest operador D és un operador tancable.
Si definim D"? com 1’adheréncia de S en L*(Q) respecte la norma

IF13 2 = I1FlZ2(@) + IDFIIZ2 o, 11x0 »
Pespai D'? és un espai de Hilbert amb el producte escalar
(F,G),,=E(FG)+ E((DF,DG)y) .
Definim per iteraci6 la k—essima derivada d’un funcional regular F,

DfF= Dtlth"'Dth,
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ont=(t,...,t) €[0,1]*.
Analogament al cas k = 1 es defineixen els espais D¥?, k > 1, p > 1, com
I’adheréncia de S respecte la norma

k
I, = 1 Flgaqy + D WD Fllzagoary

=1

P
Le(Q)

Denotem per DM = (1, D*P.

L’operador derivada compleix la seguent regla de la cadena; sigui ¥ : R™ — R
una funcié continua amb derivades parcials fitades. Suposem que F' = (F!,.-- | F™)
és un vector aleatori les components del qual pertanyen a ’espai D' per algun p > 1
fixat.

Llavors ¥(F) e D'?, i

D (¥(F)) = E gZ(F)DFi.

Compleix també la segiient férmula de derivacié d’un producte; siguin F, G € D"2,

tals que F - G € L*(§}). Aleshores F'- G € D"? i
D(FG) = DF -G + DG - F,

suposant que cada un dels sumands del segon membre pertany a L2([0,1] x Q).

L’adjunt de l’operador D es denota per ¢, s’anomena operador divergencia o inte-
gral de Skorohod. L’operador & és un operador lineal tancat i no fitat, de L*([0, 1] x Q)
que pren valors en L*(Q) tal que;

e Domé és el conjunt de processos v € L%([0,1] x Q) pels quals existeix una
constant C, que només depeén de v, de manera que

|E(< DF,v >g)| < C||F| L2,
per a tot F € DV2,

e Siv € Domd, §(v) és 'element de L?(Q2) caracteritzat per la férmula d’integracié
per parts seguent,

E(F5(v)) = E(< DF,v >g), (2)

per a tot F € D2,

Una altra forma habitual de denotar é(v) és fol v, dW,.
Per tal de poder donar algunes propietats addicionals de la integral de Skorohod
introduirem tot seguit una classe de processos continguda en el domini de §; I’espai
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L'2. Definim L*? com la classe dels processos v € L% ([0, 1] x Q) tals que v(¢) € Db2
quasi per a tot t, 1 existeix una versié mesurable del procés a dos parametres D,v,

1 1
E/ / (stt)zd.s dt < co.
o Jo

LL}? és un espai de Hilbert amb la norma

que compleix.

||U||f,2 = ||U||%2([o,1]xn) + ||DU||%2([0,1]2><Q) :
Tenim les propietats segiients:

o Férmula de derivacid d’una integral de Skorohod. Suposem que v € L2, Su-
posem també que quasi per a tot ¢ el procés {D,v,, s € [0,1]} pertany al Domd
i hi ha una versié del procés { [)(D,v,)dW, ,t € T} en L?([0,1] x ©). Llavors
la integral de Skorohod §(v) € D'? i tenim

Du(5(v)) = v + /Ol(Dtvs)dWs .

-

o Férmula del producte d’unﬁa v.a. per una integral de Skorohod. Suposem que
v € Domd, sigui F una variable aleatoria de I’espai D*? tal que E (F? fol vidt) <
oo. Llavors

1 1 1
/ (th)dVV, = F/ 'Utdm — / (DtF)’l)tdt (3)
JO 0 0

en el sentit que Fv, € Domd si i només si el terme de la dreta de (3) pertany a

L*(Q).

La integral de Skorohod és una generalitzacié de la integral d’It6. En [NP] i en
[N2] hom pot trobar un tractament extensiu de diverses qliestions relacionades amb
el calcul estocastic associat a aquesta integral.

Suposem ara que X = {X;,0 <t < 1} és un procés de difusié solucié de ’equacié

diferencial estocastica,

i t
X, = Xo+ / b(s, X,)ds + / o (s, X,)dW, (4)
0 0

on Xy € R,i01b compleixen les hipotesis habituals de Lipschitz i creixement lineal.
Introduirem tot seguit un resultat basic del calcul de Malliavin que necessitarem
després al primer capitol d’aquesta memoria.
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Teorema 0.0.1. (Veure Teorema 2.2.1 de [N2]) Sigut X = {X,,t € [0,1]} la solucid
de Uequacid (4) on els coeficients o 1 b compleizen les condicions habituals de Lipschitz
i creizement lineal. Llavors X, pertany a DV per tot t € [0,1]. D’altra banda,

sup E( sup |D,X,[P) < o0
0<r<t r<s<1

i la derivada D, X, satisfd la segient equacid lineal,
i
DX, = o(rX.)+ / 5() Dy (X,)dW, +

¢
+/ b(s)D,X,ds

per r <t quast segurament, 1

DrXt = O

per T >t quasi seqgurament, on & i b sén processos adaptats i fitats.
Si els coeficients o, b sén de classe C! respecte z, llavors

(s) = d'(s,X,)
(s) = b'(s, Xs) .

Aquest teorema s’utilitza per a donar una demostracié probabilistica del teorema
de Hormander que déna condicions suficients per a 'existéncia de densitat de la llei
d’una difusio. .

Usant el calcul de Malliavin es poden trobar també altres condicions suficients
per Pexisténcia i regularitat de la densitat d’una variable aleatoria F € L*(Q).

En la secci6 1.5 del capitol 1, utilitzem un criteri d’existéncia de densitat que ens
déna també una expressié de la densitat del nostre problema.

Convergencia feble de probabilitats.

Tot seguit recordarem algunes definicions i propietats de la convergéncia feble de
probabilitats i de la convergéncia en llei de variables aleatories i de processos es-
tocastics.

Considerem un espai polones G, és a dir, un espal meétric separable i complet, i
considerem també la seva o-algebra de Borel, £. Denotarem per P(G) V'espai de les
mesures de probabilitat en (G, £), i prenem en aquest espai la topologia feble, és a dir,
la topologia menys fina per la qual ’aplicaci6é que a cada mesura p li fa correspondre

p— p(f) = /Gfdu
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és continua, per a tota funcié continua i fitada f de G. Existeixen a P(G) diverses
metriques compatibles amb aquesta topologia, que fan que P(G) sigui també un espai
polones.

Definicié 0.0.2. Es diu que una successid de mesures de probabilitat en (G,E),
{fin, n > 0}, convergeiz feblement cap a una mesura de probabilitat p 1 ho deno-
tarem per '

Pn = [

pn(f) — p(f)

per a tota f : G — R continua i fitada. Esa dir, st hi ha convergéncia de p, cap a
i en la topologia que hem definit abans.

Definicié 0.0.3. Es diu que un conjunt A C P(G), és relativament compacte si tota
successié d’elements d’aquest conjunt té una subsuccessié feblement convergent.

Definicié 0.0.4. Un conjunt A C P(G) €és ajustat si per a tot € > 0 ezisteiz un
compacte K en G tal que per a tota p € A, u(G\ K) < e.

En un espai metric, una tecnica habitual per a provar la convergencia d’una
successié és demostrar que és relativament compacta i després, és suficient veure que
tota parcial convergent convergeix cap al mateix limit. El Teorema de Prohorov
descriu exactament quins sén els subconjunts relativament compactes de P(G),

Teorema 0.0.5. (Teorema de Prohorou) Un subconjunt A de P(G) és relativament
- compacte (per la topologia feble) si i només si és ajustat.

Tot seguit recordarem la definici6 de convergencia en llei per a variables aleatories
a valors en un espai poloneés. Suposem que tenim en un espai de probabilitat (2, F, P)
una variable aleatoria X, que pren valors en un espai polonés G. Anomenarem llei o
distribuci6 de X, la llei imatge Po X ~!. Aquesta mesura de probabilitat la denotarem
per L(X) i pertany a P(G). '

Definicié 0.0.6. Considerem una successid de variables aleatories a valors en G,
{X™, n > 0}, definides en uns certs espais de probabilitat (™, F™, P"™), amb lleis
L(X™). |

Direm que {X™, n > 0} convergeiz en llei cap a una altra variable aleatoria X en
G, i ho denotarem per

X" & X,
si L(X™) 2 L£(X).
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Si denotem per Eq l'esperanga matemadtica sota la probabilitat (), aquesta definicio
 és equivalent a que per a tota funcid continua ¢ fitada f: G — R

Epn(f(X™)) — Ep(f(X))

Considerem ara que tenim una successié de processos estocastics a valors en R
parametritzats per un espai métric compacte T, amb trajectories continues, {X"(¢);
t € T,n > 0}. Podem considerar els processos X" com variables aleatories a valors
en l’espai de Banach de les funcions continues C(T'). Per demostrar la convergeéncia
en llei dels processos X™ cap a un cert procés X, en 'espai C(T'), es pot fer servir el

metode seguent,

e (i) Demostrar que la familia de lleis {£(X™)} és relativament compacta en
P(C(T)), o €l que és el mateix pel Teorema de Prohorov, demostrar que és
ajustada.

e (ii) Demostrar que tota parcial {L£(X ™)} feblement convergent, convergeix cap
al mateix limit, la llei £(X).

Aquesta segona condicid es pot canviar per aquesta altra,

e (ii’) Demostrar que per a tot k > 1 iper atot ty,...,tr € T,

(X"(t1), .., X" (t)) = (X (1), ..., X(t))

en R¥.

Observem que per a qualsevol dels dos metodes que hem introduit cal provar en
primer lloc ’ajustament de la familia de lleis. Per a provar aixo dltim, habitualment
s’utilitzen criteris basats en la caracteritzaci6 dels compactes que ens déna el teorema
d’Arzela-Ascoli.

Un exemple de convergencia en llei de processos estocastics, que utilitzarem en
tres dels capitols d’aquesta memoria, sén els processos que proposa Stroock ( veure
[St]), que convergeixen en llei cap al moviment Brownia.

Teorema 0.0.7. (Stroock) Considerem wun procés de Poisson estindard,
{N(t), t > 0}, i definim, per a tot € > 0 el procés continu

vo= )= | ()Y @ds, ¢ € 0,7}

6 o
St (P¢) sdn les lleis dels processos y. en Uespai de Banach C([0,T]) de les funcions
continues en [0,T], llavors (P¢) convergeiz en llei, quan e tendeiz a zero, cap a la
mesura de Wiener. '
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En el capitol 3 d’aquesta memoria donem una prova alternativa a la que ofereix
Stroock, en [St], d’aquest resultat.

A part dels treballs [B] i [BJ3] que recullen respectivament els resultats principals
dels capitols 3 1 4, aquests tipus de processos també han estat utilitzats en [DJ], on
es prova que la llei de processos continus gaussians que es poden representar com
la integral estocastica d’un cert tipus de nuclis deterministes respecte el procés de
Wiener, també es pot aproximar a partir de processos semblants als de Stroock. Un
exemple de procés gaussia al qual es pot aplicar aquest resultat de [DJ] és el moviment
Brownia fraccional.

En [BJ2] es déna una versi6 a dos parametres d’aquest resultat de Stroock ( veure
el Teorema 2.1.1 d’aquesta memoria).

Aquest tipus de processos també es poden utilitzar per a aproximar difusions uni-
parametriques. De la mateixa manera que pel cas de les aproximacions del moviment
Brownia, usant les técniques que es fan servir en aquesta memoria, també es pot
donar una demostracié alternativa a la que trobem en [St] d’aquest resultat,

Teorema 0.0.8. Considerem

Vo) = ot [ HON@o(ds+ [ bries,

6 .

ont €[0,T] i N = {N,; s > 0} és un procés de Poisson estandard. Suposem que o
-4 b pertanyen a Uespai CZ de les funcions continues amb derivades de primer i segon
ordre fitades.

Siguin P¢ les lleis d’aquests processos Y. en [’espai de les funcions continues
C([0,T1). Aleshores,

pe3p

quan € tendeiz a zero, on P €s la llei en ’espai C([0,T)) de [inica solucid de l'equacid
diferencial estocastica,

t t
Y=z + / o(Y;) o dW, -I-/ b(Y;)ds,
Jo 0
on W = {W;; t € [0,T] és un moviment Brownid estandard 1 la integral estocastica
és de tipus Stratonovich.

El proces {(—1)™}, on N és un procés de Poisson estandar, no és estacionari,
perd gairebé. Concretament es pot demostrar la segiient propietat (veure p.349 de

[GS]),

Proposicié 0.0.9. Sigui N = {N,; s > 0} un procés de Poisson. Considerem A una
variable aleatoria de Bernowilli de parametre % independent del procés N. Llavors,

Xt = (—'1)Nt+A
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’ . . .
és estrictament estacionar:.

Ny

Prova: Denotarem per Z; := (—1)"*. Considerem ¢; € {1,—1} per a tot 1 =

1,...,n, 1 considerem també t; <ty < -+ < t,. Volem veure que per a tot h > 0,

P{(th,th N ,th) = (61,62,. .. ,€n)} = P{(Xt1+h)Xt2+h e ,th+h) = (51,52,. . ,€n)}.

Observem que

P{(.th,th C ,th) = (51,82,.. N ,6n)}
= P{(Zt“th ---;Ztn) = (61,62,...,6,,)} : P{A: 0}

+P{(Zy,, 24y -, Z4,) = (—€1,—€2,...,—€n)} - P{A =1}.

Pero
P{(Ztl s th ceey Ztn) = (51,52, P ,6n)}
= P{Ztl = €1, Ztymty = €2 €1, " 7Ztn—tn_1 =E&n- En—l}
1 1 .
= 5(1 + &1 exp(—2t1))§(l +e92-6 exp(~2(t2 — tl)))
1
XX 5(1 + €n En—1 exp(—Z(tn - tn—l)))
1~ h
= 2—n- (1 + € €51 exp(—2(tz~ - ti—l))) (l + & exp(—2t1)).
=2
Per tant

P{(th,th ...,th) = (61,62,...,6;,1)}

= L ITT (1 e e exp(=2(t = 1)) (1 + €1 expl(—20)

1=2

n

+ H (1 + & - iy exp(—2(t; — ;1)) (1 — €1 exp(—2t1))]
= ZL" (1 +e; ey exp(—2(¢; - ti_l))),

1=2

que obviament és igual també a'la probabilitat

P{(Xt1+h7Xt2+h N ,th+h) = (51,62, Ce ,Sn)}

per a tot A > 0.



Capitol 1

Una extensié de la férmula d’Itd
per a les difusions el.liptiques.

1.1 Introduccié.

Sigui X = {X;,0 < ¢t < 1} un procés de difusid, solucié de ’equacié diferencial
estocastica,

dX, = b(t, Xy)dt + o(t, X;)dW,

on {W;,0 <t <1} és un moviment Brownia estandard i o i b satisfan les condicions
habituals de Lipschitz i creixement lineal.

Sigui F(z,t) una funcié absolutament continua en z, amb derivada f(z,t) lo-
calment de quadrat integrable, que satisfa una condicié feble de continuitat en ¢
que després especificarem. L’objectiu d’aquest capitol és provar una extensié de la
férmula d’It6 per F'(X,,t), sota hipotesis d’existéncia de densitat per X; que compleix
certes condicions d’integrabilitat, 1 donar condicions suficients sobre ¢ i b per tal que
es compleixin aquestes hipotesis.

Ens hem inspirat en les idees d’un article de Follmer, Protter i Shiryayev (veure
[FPS]). En aquest article demostren una extensié de la férmula d’Itd pel cas en que
X és un moviment Brownia. Basen la seva demostracié en ’existéncia i les propietats
de la densitat del Brownia, i en I'expressié com a semimartingala del procés a temps
invertit X; = X;_,. ’

La idea d’utilitzar el temps invertit per estendre versions de la integral de Stra-
tonovich i de la férmula d’Ito també apareix en treballs de Lyons i Zhang (1994) i
de Russo i Vallois (1994), sota fortes condicions de regularitat de la funcié f ( veure
[LZ] i [RV]).

Per a processos de difusi6 hi ha resultats que garanteixen l’existéncia de densitat i
en donen estimacions, basats en el calcul de Malliavin. D’altra banda també es té que
sota certes hipotesis la propietat de difusié es conserva pel procés a temps invertit,
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(veure [MNS] i també [HP]).

Llavors podem seguir el metode de la demostracié de [FPS]. Aix{, una primera part
del nostre treball consisteix en la demostracid de la férmula d’It6 suposant I'existencia
de densitat de X, pi(z) i certes condicions d’integrabilitat sobre aquesta densitat. En
una segona part demostrem que si ¢ compleix certes condicions de no degeneracid,
llavors les hipotesis de lextensié de la férmula d’Ito se satisfan (cal imposar també
certa regularitat en els coeficients). En aquesta segona part utilitzem técniques del

52l on p)(z)

calcul de Malliavin per estimar la densitat p;(z) i també el quocient
denota la derivada respecte z en el sentit de les distribucions de p;(z).

Concretament utilitzem arguments 1 estimacions similars als que s’obtenen en
p(z)
pe(e)’
Rozkosz prova un resultat forga relacionat amb el que presentem en aquest capitol

(veure Teorema 3.3 de [R]). En aquell treball ’autor obté una férmula d’It6 per a

processos de difusié multidimensionals 1 funcions F € W']i’f(]Rd), ambp>2Vd, ond

[CFN] per pi(z), i velem que aquests també sén suficients per estimar

és la dimensié de la difusié, i W,P(R?) denoten els espais de Sobolev usuals. La prova
d’aquest resultat també segueix les idees de [FPS]. Observem que les hipotesis de F
(en el cas unidimensional) sén més fortes que les nostres. D’altra banda, les hipotesis
sobre els coeficients del generador de la difusié no sén comparables. En el Teorema
1.5.9 necessitem més condicions de regularitat que en el resultat de Rozkosz, pero en
aquell resultat es necessita que el terme de drift sigui fitat, i la matriu de difusié ha
de ser uniformement definida positiva.

Els principals resultats d’aquest capitol estan recollits en el treball [BJ1]. Poste-
riorment a aquest treball d’altres autors han obtingut extensions de la férmula d’1t6
en linies semblants a la de [FPS] i la nostra. Aquest.és el cas de [FP], [MN1], [MN2],
[ERV] i [Ei].

Concretament en [FP] es déna una extensié de la férmula d’1t6 per a un moviment
Brownia d-dimensional amb d > 2 1 una funcié que no depen del temps F i que
pertany, almenys localment, a ’espai de Sobolev W2, Proven que les integrals
estocastiques forward i backward d’una funcié f € L _(R?), es poden construir com
a limits en probabilitat, sota la mesura P,,, del mateix tipus d’aproximacions que
en el cas 1-dimensional. Pero, contrariament al que passa en el cas d = 1, aquests
resultats d’aproximacié només sén certs per tots els punts inicials o tret d’un conjunt
de mesura nul.la.

En la demostracié es necessiten resultats multidimesionals de [HS| analegs a la
llei 0-1 d’Engelbert-Schmidst.

També proven ’existéncia de les covariacions quadratiques [fi(X), X*] (on fi sén
les derivades parcials de F') i 'expressen com la diferéncia entre les integrals backward
1 les forward. -

En [MN1] es prova I’existéncia de covariacié quadratica [f(X), X], on f(z) pertany



1.1. Introduccid. B 29

2
loc

a l’espai L2 (R)i X és un procés continu i adaptat de la forma X, = f; usdWs, on u
satisfa localment certes condicions de regularitat en el sentit de Malliavin i que per
atot t € [0,T], |u >p>0.

L’existencia d’aquesta covariacié quadratica també permet provar una extensié
de la férmula d’It6 per a X i per a funcions F' (que no depenen del parametre temps)
absolutament continues amb derivada localment de quadrat integrable.

La principal diferéncia entre el metode de demostracié d’aquest resultat i el dels
resultats de [FPS] i [BJ1] és que s’utilitzen técniques del calcul de Malliavin per tal
d’evitar 'argument del temps invertit,. :

En [MN2] es prova existéncia de les covar.iacions quadratiques [%(X ),Xk]
(que permeten provar una extensié de la férmula d’It6), on F pertany localment
a Pespai de Sobolev W'P(R9) per algun p > d i X és una martingala Browniana
regular d-dimensional, no degenerada, amb una representacié de la forma X} =
S f(; ubidW: peratot k=1,...,d.

En [ERV] trobem una férmula d’Ité per a funcions F € CUN(R™), Despai de
Fréchet de les funcions de classe C'(R") les derivades de primer ordre de les quals
sén localment Holder-continues amb parametre A € [0,1), i per X = (X*',---, X")
un procés cadlag tal que > |JAX, ' < oo q.s. i les integrals f(o,.] f(X)d-X* i
f(();_] f(X)dt X ( definides com a limits uniformement en probabilitat quan € | 0%

de fof f(XS)E‘:'*—‘—ﬁds i fot f(Xs)Ei;ﬂ)—vﬂds respectivament) existeixen, per a tot

fFECARMi1<i<n,

Entre els exemples de processos X pels quals val aquesta férmula d’Ité hi ha
semimartingales invertibles, com sén els processos de Lévy cadlag (veure Teorema
k

1.8 de [JP]), que compleixen que la funcié |z|* A 1 és integrable respecte la mesura

de Lévy de X.

En [Ei} la covariacié quadratica [f(X,-),X], on X és un moviment Brownia i -
F una funcié absolutament continua amb f = F’ s’expressa com una integral es-
tocastica biparametrica respecte el temps local L. També es prova que la férmula
d’Itd continua essent valida si existeix la derivada de F respecte de ¢, enlloc de la
hipotesi feble de continuitat sobre f que suposen [FPS].

El capitol esta organitzat en diverses seccions. Una primera seccié de preliminars.
En aquesta seccié presentem el problema i introduim alguns conceptes que més enda-
vant, en les altres seccions, necessitarem. Aprofitem també aquesta seccié per donar
alguns resultats coneguts de temps invertit que utilitzarem en la seccié 1.3.

La tercera seccio esta dedicada a provar ’extensié de la formula d’It6. Alli donem
condicions suficients per a que aquesta extensié valgui per un procés de difusié.

A continuacié ve una secci6 on es relaciona la “covariacié quadratica” 1 el temps
local. Tot seguit trobem una seccié d’exemples. En aquesta seccié provem que sota
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bones condicions, les difusions fortament el.liptiques i les el.liptiques compleixen les
hipotesis que hem trobat en la seccié 1.3, 1 per tant val aquesta extensié de la formula
d’Ito.

Al llarg d’aquest capitol les constants que apareixen a les demostracions sén ano-
menades C o bé K, encara que puguin canviar de valor d’un lloc a un altre.

1.2 Preliminars.

Sigui X = {X;, 0 <t < 1} un procés continu. La forma estandard de provar una
férmula d’1t6 és considerar la descomposicié

F(Xt) - F(XO) = Z . (F(Xti+1) - F(Xti))a (11)
ti,tiy1 € DY, '
t; <t
on D,, denota una particié de la forma {0 = tq < -+ < #g, = 1}, 1 D! la particié que
s’obté afegint a D,, el punt ¢.
Si suposem que F' és una funcié absolutament continua de la forma

F(z) = F(0) + / " Fy)dy,

on f és localment de quadrat integrable, llavors els increments que ens surten a la
banda dreta de (1.1) es poden escriure, tal com fan [FPS], com

Xiigq Xy
F(Xt.'+1)_F(Xt;) = /X . fly)dy = f(Xti)(Xti+1 _Xti)—{—/X - {f(y) _f(Xti)}dya

1 també com

Xti+1

f(Xti)(Xti+1 - Xti) + {f(Xti+1) - f(Xti)}(Xii+1 - Xti) + / {f(y) - f(Xti+1 )}dy .

X,

Sumant aquestes expressions dels increments, podem escriure la descomposicié que
hem considerat en (1.1) com

1
F(X,) — F(Xo) = Y X)Xy, — X))+ §Q; + R, (1.2)
ti,t,’_{_l c D,z
t; <t

amb covariacié quadratica discreta
= D), {F(Xun) — FX)} (Kesy — Xa),

tiytiy1 € D,
t; <t
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i reste

Rz 2 [T - U0 + Ay,
iy tiv1 € DY, - )
1, <t

Passem al limit ara (1.2) al llarg d’una successié de particions D,,, amb norma
| D,,| tendint a zero, que tingui el mateix ordre de convergéncia que ¢y, és a dir, existeix
una constant M tal que per a tot n

| Dy

t

< M < co. (1.3)

Hem d’imposar aquesta condicid per tal que convergeixin unes determinades sumes
de Riemann, com veurem més endavant. Segons quines siguin les funcions r(t) i u(t)
dels Teoremes 1.3.1 1 1.3.2, es poden donar condicions millors que (1.3) per a les
successions de particions. Per exemple, si r(t) = u(t) = Kt~/2, com passa en el cas
del moviment Brownia i en els nostres exemples, es poden considerar particions tals
que

ti
sup sup -+ = M < oo.

n ;>0 7

Direm que una successié de processos Y = {¥;*,0 < t < 1} convergeix uniforme-
ment en probabilitat (u.p.) cap a un procés ¥ = {¥;,0 < t < 1} si el suprem de la
norma de les diferéncies convergeix a 0 en probabilitat.

En [FPS] el resultat basic per provar la férmula d’Itd, on X és un moviment
Brownia estandard és que existeix el limit u.p. de

Z f(Xti)(XtHl - Xti) )
ti,tig1 € DY,
0<t; <t

que coincideix amb la integral estocastica forward ordinaria (integral d’It6)

/0 ' F(X)dX,

1 el limit u.p. de

Z f(Xt¢+1 )(Xtiﬂ - Xli) )
tiati+1 € D1f1
0<t; <t

que coincideix amb la integral estocastica backward

/Ot F(Xs)d* X,
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Aquesta integral es defineix com una integral forward del procés f(X,) respecte
X,, on X denota el procés a temps invertit, X = {X, = Xi_, 0 < ¢t < 1} que és
també una semimartingala.

Per tal de motivar la definicié de la integral backward en el nostre cas considerarem
una situacié més general. Suposem que F' depen també del temps ¢, és a dir F' =
F(z,t) (aquest és també el cas estudiat en [FPS]). Suposem també que el nostre
procés és un procés de difusio, que satisfa la seguent equacié diferencial estocastica

¢ t
X: = Xo+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dWs,
0 Jo

on W = {W,,F;; 0 <t <1} és un moviment Brownia estandard i o i b satisfan les
condicions habituals de Lipschitz i creixement lineal, concretament suposarem que
existeix una constant K > 0 tal que per a tot z,y € R,

sgp[la(t,w) —o(t,y)l+ 16t z) = b(t,y)l] < Klo—y (1.4)
suplo(t, )| + [b(t, 2)l] < K(1+ |a]). (1.5)

El problema de la preservacié de la propietat de difusié en invertir el temps d’un
procés ha estat estudiat per diversos autors (veure per exemple [HP] , [MNS], [P], [J]
i [Pr]). En [MNS] es donen condicions necessaries i suficients per tal de preservar la
propietat de difusid sota la hipotesi d’existencia de densitat per a la llei de X, per a
tot ¢ > 0. Utilitzem el segtient resultat:

Teorema 1.2.1. (Veure Teorema 2.8 de [MNS].) Suposem que se satisfan les segiients
condicions,

1. Els coeficients o i b satisfan les hipotesis (1.4) ¢ (1.5).
2. Per a tott > 0, X, t€ una densitat p,(z).-

8. La derivada en el sentit de les distribucions de o*(t,z)pi(z) és una funcid lo-
calment integrable, és a dir, satisfa

[ [zt amto

per a tot obert fitat D C R ¢ per a tot to > 0.

dzdt < o0,

Llavors el procés a temps invertit, {)_(t, 0<t< 1} és un procés de difusid, 1 exis-
teiz un moviment Brownia {Wt,ﬁt,o <t<L 1} tal que el procés {X,,,O <t< 1} €s
Fi—adaptat i compleiz Uequacid diferencial estocastica,

t t
%= %o+ [ BsX)ds+ [ (s, X, (16)
0 0
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on
a(l—t,z) = o(t,2),

1 d,,
b(l—t,z) = —b(t, z) + _)E(o' (t,a:)pt(x)),

Pt(fﬂ

amb el conveni que el terme (pi(z))™! =0 si p(z) = 0.

Observacio 1.2.2. Aquest resultat implica que existeiz un espai de probabilitat on
estan definits el nou moviment Brouwnid, W = {W;,F; 0 < t < 1}, i el que ja
tentem, W. Aquest espai de probabilitat és una extensid de l’espai inicial on teniem

definit W.

Observacié 1.2.3. Si imposem la segient condicid, més restrictiva, (3’) enlloc de

la condicid (3) del teorema,

[

per a tot obert fitat D C R, tenim que la igualtat (1'.6) és certa per a tot t € [0,1].

d
%(az(t,x')pt(x)) dzdt < oo,

Aix0 és una conseqiencia del fet que si (8’) és certa, llavors el terme de la dreta
de (1.6) és un procés continu en [0,1]. Certament, en aquest cas, pels habituals

arguments de localitzacid, podem suposar que

[
B /01 m %(02(1 - t,)_(t)pl_t()_(t)> ’dt} < oo,

X

% (Uz(t,lx)pt(:c)) ’da:dt < 00,

és a dir,

la qual cosa implica que

P{/O1 51__71()1—,) %(02(1 ~ t,)_(t)p?_t():’t)) ‘dt <oo}=1.

Per tal de motivar la definicié de la integral backward fg f(Xs, s)d* X, en el nostre
cas, suposem per un moment que les sumes de Riemann

Z f(Xti-H ) ti+l)(Xti+1 - Xti) (17)

tistiy1 € DY,
i; <t
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convergeixen cap a un cert limit, i volem definir aquest limit com la integral backward.
Fent el canvi de notacié

1 —tips = j, amb j = (ka +1) ~ (i + 1),
obtenim que (1.7) és igual a

- Z f(Xswl - 3j)<XSj+1 - Xs}) :
57,8541 € Di™*

Sj+] >1—t

Llavors, és raonable definir la integral backward

¢
/ f(Xs,8)d" X,
0

com la seguent integral forward

1
- f(X,,1 - s)dX, .
1-t
Aquestailtima integral la definim en el sentit habitual, utilitzant la descomposicid
(1.6) de X com a semimartingala.

1.3 Demostracio de 'extensié de la férmula d’1t6.

Recordem que {X;,0 <t < 1} és un procés de difusié solucié de ’equacié diferencial
estocastica,

¢ t
X: = X, +/ b(s,Xs)d5+/ o(s, Xs)dW;
0 0 ,
o bé, en forma diferencial,

ng = b(t, Xt)dt + U(t, X{)th

on {W,,0 <t <1} és un moviment Brownia en R. Suposem que X és Fy-mesurable.

En aquesta seccié suposarem que el nostre espai de probabilitat (2, F, P) és el que
ens déna 1’Observacio 1.2.2 de la seccié anterior, on ambdés moviments Brownians,
W i W estan definits.

La prova de ’extensi6 de la formula d’It6 es basa, basicament, en dos resultats;
els Teoremes 1.3.1 i 1.3.2, que donen, respectivament, condicions suficients per a la
convergencia de les sumes de Riemman forward i backward cap a les corresponents
integrals estocastiques.
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1.3.1 Existencia de la integral forward.

Teorema 1.3.1. Suposem que f(-,t) € L2

tenim que [ f*(z,t)dz és una funcid continua det en [0,1].

(R) 7 que per a tot compacte T de R

Suposem també que

e (H1) X, és una difusid que compleiz les condicions 1 1 2 del Teorema 1.2.1,

o La densitat de X, pi(x) compleie:
suppy(z) < r(t)

on r(t) és una funcid continua de t en (0,1], decreizent i integrable.

Liavors f(X.,-) té integral forward respecte X, 1 a més a més, si prenem una
successid de particions D,, tals que |D,,| — 0 ¢ que satisfan (1.83), aleshores el limit

Z f(thti)(XiiH - Xti)
tiytip1 € D},
0<t; <t

existesz com a limit uniformement en probabilitat, i és iqual a

/Otf(Xs,s)dXs.

Prova: Seguirem l’esquema que s’utilitza en [FPS] per demostrar el mateix resul-
tat pel cas particular on {X;,0 <¢ <1} és un moviment Brownia.
Sabem que

¢ t
X, = Xo +/ b(s,Xs)ds -I—/ o(s, Xs)dW;.
0 0
Per tant per veure que f(X ,-) és forward integrable respecte X n’hi ha prou provant,
i),
1 ‘
/ 1b(s, Xs)f(Xs, s)|ds < o0 q.s.
Jo
ii)
1
/ (o(s,Xs) f(Xs,8))%ds < o0 q.s.
Jo

Per veure i) hem de provar que P {fol |b(s, Xs) f(Xs, s)|ds > N} tendeix a zero
quan N — oo.

Utilitzant arguments de localitzacié podem suposar que b esta fitada, que
f(z,t) € L*(R) per a tot ¢t € [0,1] i que [ f?(z,t)dz és una funcié continua de ¢
en [0,1].
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Per la desigualtat de Txebixev,

P {/01 16(s, Xs) f(Xs, s)|ds > N} < _]%E /Ol(b(s,Xs)f(S,Xs))2ds
< —]%E( Olfz(Xs,s)cls>

ja que podem suposar que b esta fitada.
Aquesta 1ltima expressié podem escriure-la com

%(/01 </Rf2(xa3)17s($)dw>ds)

< i [ ([ #asiae) s

utilitzant que r(s) fita la densitat. I aquesta darrera expressié convergeix a zero quan
N tendeix a infinit.
i1} Cal veure també que

/(; (O’(S,Xs)f(Xs,S))zdS < 00 q.s.

Haurem de provar que P {fol(a(s, Xo)f(Xs,8))ds > N} convergeix a zero quan
N — oo.

Novament pels arguments de localitzacié hom pot suposar o fitada,
f(z,t) € L*(R), per a tot ¢t € [0,1] i tal que [, f*(z,t)dz és una funcié continua
de t en [0,1].

Utilitzant la desigualtat de Txebixev i que podem suposar o fitada,

P{ /Ol(a(s,Xs)f(Xs,s))2d3 > N} < %E[/Ol(a(s,Xs)f(Xs,s))zds]

< %E[/Ol fZ(Xs,s)ds]

1 aquesta ultima expressié ja haviem vist que convergeix a zero en tendir N a infinit.
Hem de veure ara que

lim Y f(Xe ) (Xuy — X)) = /Ot f(X,,8)dX,  wp.

n—oo
tiytiy1 € DY)
O<ty <t

Sabem que

t t
X =Xo+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dWs.
0 0
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Per tant provarem dues coses,

(A1)
tit1 t
lim > F(Xut) / b(s, X,)ds = / F(X,,8)b(s, X,)ds  up.
ti,tiy1 € DY, T °
0<t; <t
(A2)
tit1 t
lim Z f(Xt‘.,t,-)/ o(s, Xs)dW, = / f(Xs,8)0(s, Xs)dW, u.p.
11— 00 N
ti,ti41 € DY b 0
0<t; <t

Per provar (A1) hem de veure que per a tot € > 0

t tig1
P{ sup / F(Xe )b(s, X)ds— Y f(Xt,.,t,-)/ b(s, X)ds| > e} — 0.
t ° ti,tit1 € D}, b
0<t; <t
Pero,

o)

P{ s&p 1 /Ot f(Xs,8)b(s, X,)ds — 2 f( X, ) /:H b(s, X,)ds

ti,ti41 € DY,

0<t; <t
t
< P{ sup/ f(XS)S) - E f(Xtiati)I[ti,ti-H)(S) b(SaXs) ds > 6}
Lo ti,tip1 € Dy
0<t <1
1
< PLL = X At )] |ps, X ds > ¢},
7o tiytiv1 € Dy
0<t; <1

Per arguments de localitzacié podem suposar que b esta fitada, que f(z,t) € L*(R)
per a tot ¢t € [0,1] 1 que [ f?(z,t)dz és una funcié continua de ¢ en [0,1].

ds) 2]

Per tant només cal veure que
1

#()

0

convergeix a zero quan |D,| — 0.

f(XS> 5) - Z f(Xtiati)I[ti,ti+1)(s)
tiytiv1 € Dy
0<t; <1
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Definim

P(w,t) = f(Xi,t),

KA
3
£
N

I

Z f(thti)I[ti,tiH)(t)‘
i, 1541 € Dy
0<t; <1

Per tant n’hi ha prou veient que

lim||® — ®,]2=0

on |1} = B (f, (-)2dt).

D’una banda,
1
ja| = E( [ f2<xt,t>dt)
JO

_ /01/Rf2(m,t)pt(:c)da:dt

/01 r(t)/sz(fL',t)d:cdt < oo

AN

Definim

||f||z=/[0’1]/Rf2(m,t)r(t)d:cdt:Alr(t)/ﬂ{fz(x,t)da;dt,

que és una norma L*(R x [0,1]) amb la mesura r(t)dzdt.
Per tant hem vist que

1®ll; < A2 -
D’altra banda,

||‘I)n||§ = / Z E (f2(thti)I[t.',t;H)(t)) dt

° t;,ti41 € Dy
0<ti<1
1
_ / 3 / P, 1) Loy (D)o (@) drd
0 JR
tiyti41 € Dy,
0<t; <1
- X |[ e amE] tn -
R
tiytit1 € Dy

0<t; <1
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IN

> [r(t,-) /R f2(:v,ti)d:c] (ti1 — i) .

ti,tiy1 € Dn
0<t; <1

Podem escriure aquesta darrera expressi6 de la seglient manera

3 [,«(tm) é fz(:c,ti)dx] (tia1 — t)+

1,41 € Dy
0<t; <1

+ ) [/sz(x,ti)dx} (r(t:) = r(tis) )iz — i)
ti,tig1 € D,
<ty <1

D’una banda, €l primer sumand de la darrera expressié es pot escriure com,

/Ol Z r(tiy1) (/R fZ(CC,ti)dSE) Iiti g0y (8)ds .

1,141 € Dy,
0<tik1

Pero utilitzant que podem suposar [, f?(z,t)dz continua com a funcié de ¢ en
[0,1] i que r(¢) és decreixent,

Yoo r(tin) ( /R f2(ac,ti)d:c) Tty (5) < Kr(s).

ti,tip1 € Dy
0<t;i<1

> vt ([ £ ) un(®

tiytiq1 € Dy
0<t; <l

convergeix per tot t cap a r(t) [, f*(z,t)dz, aplicant el teorema de la convergeéncia,
dominada, tenim que

lim > [r(ti_l_l)/RfZ(x,ti)da:} (tigr — ) = /Olr(t)/sz(:z:,t)dxdt.

ti;t'H—l S Dn
0<t; <1

D’altra banda, existeix una constant finita M, tal que J—%’Ll < M, per a tot n.
Llavors,

Z [/R f2($>ti)d3’] (r(t:) = r(tig1)) (tigr — 1)
ti,ti41 € Dy
0<t; <1
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IA

KD Y ()~ (b))
ti,tiv1 € Dy
0<t; <1

= K|D,|(r(t;) — r(1))

< K (Mtyr(ty) — |Do|r(1))

< K (M/Otl r(t)dt — IDnlr(1)>,

que convergeix a zero en augmentar la particié. Hem utilitzat novament que r(t) és
decreixent i integrable en (0, 1).
Aixi doncs,

lim sup @, 2 < [I£] -

Sigui € > 0. Prenem ara una funcié g € C(R x [0,1]) amb suport compacte tal
que

||g - f”* S €
i definim
V(w,t) = g(Xit),
\Iln(w,t) = Z g(Xte7ti)I[ii,ti+1)(t)'
1,141 € Dy
0<t <1
Tenim que
1
h,{n”‘l’ - \Ilnllg = liin/ Bl(g(Xt,t) — 2 g(XtHti)I[ti:tHI)(t))z]dt =0,
0 tiytiv1 € Dy
0<t; <1

per ser g continua amb suport compacte, aplicant convergencia dominada.
Llavors,

12 = Dall, <N1® = Tl + 1% = Tl + [[¥n — ], -

D’on
limsup||® — @,|l, < llg = fll, + llg — fll, < 2e.
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Per tant,
lim||® — ®,]>=0

com voliem demostrar. Aixo acaba la prova de (A1). Hem de veure ara,

(A2)

tit1 t
lim > f(Xt,.,t,.)/ o(s, X,)dW, =/ f(X,,8)0(s, X, )dW,  wp.
n—00 b 0

tiytiy1 € D,
0<t; <t

Hem de provar que per a tot € > 0
t tipa
P{ sup \/ f(Xs,8)o(s, Xs)dW, — Z f(Xt'.,ti)/ o(s, Xs)dW,
i 0 t; .

ti,tit1 € D
0<t; <t

-

tendeix a zero quan n tendeix a infinit.
Perd, com que f(Xy,,t;) és Fi,—mesurable,

t tit1
P{ sup ‘ / F(Xs, 8)o(s, Xs)dW, — Z : f(Xt,.,ti)/ o(s, Xs)dW,
' 0 ti,tip1 € D, "
0<t; <t

t
= P{ Slip ' / U(SaXs) (f(XS7S) - z f(Xti’ti)I[ti,ti+1)(8)>dWS
' 0 t,ti41 € Dy
0<t; <1

)
»e}.

Per provar que aquesta darrera expressié tendeix a zero n’hi ha prou veient que
per a tot € > 0

1 2
P{/O s, X)(fKs) = Y f(Ke ) u(s)) ds > e} =0,
' titip1 € Dy
0<t; <1

Pels arguments de localitzacié podem suposar o fitada, f(-,t) de quadrat in-
tegrable 1 [ f*(z,t)dz continua com a funcié de t en [0,1]. N’hi ha prou doncs
demostrant que

P{ /0 1 (fXms)— > f(Xt,.,ti)l[ti,ti+l)(s))2ds >e} 0.

ti)ti+1 eDn ‘
0<t; <1
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Pero,

p{/ol (a9 = 2 Xt lign(s)) ds >}

ti,tiv1 € Dy,
0<t, <1

%E[‘/Ol(f(Xs,s)~ S f(Xt )I[*m+1)(3)>2ds],

ti:ti-{-l (S Dn
0<t; <1

IN

I en la prova de (A1), hem vist que aquesta esperanca tendia a zero en augmentar
la particid.

O

1.3.2 Existeéncia de la integral backward.

Teorema 1.3.2. Suposem que f(-,t) € L2 (R) 7 que per a tot compacte T de R
tenam que [ f2(z,t)dz és una funcid continua de t en [0,1].
Suposem també que

o (H1) X, és una difusid que compleiz les condicions 1 1 2 del Teorema 1.2.1,

o (H2) La densitat de X;, p(z) compleiz:

IN
-3
—~
~+
SN—

sup pi()

([ (@ @oom@) )™ < we

on r(t), u(t) son funcions continues com a funcions de t en (0,1], decreizents,
integrables i tals que ((r)"/*u)(t) és també integrable.

Llavors f(X.,-) té integral backward respecte X, i a més a més, si prenem una
successtd de particions D, tals que |D,| — 0 1 que satisfan (1.8), aleshores el limit

Z f(Xti+1 7ti+1)(Xti+1 - Xti)
titiy1 € Drtz
0<t; <t

existeiz com a limit uniformement en probabilitat, 1 és igual a

/Ot f(Xs, 8)d* X.
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Prova: Observem en primer lloc que estem en les condicions del Teorema 1.2.1,
ja que la condicid 3 es compleix en el nostre cas gracies a la segona fita de la hipotesi
(H2) i la desigualtat de Holder. De fet, es compleix la condicié 3’ que era més forta,

./01 /D |%(°'2(t,$)pt(w))|d:cdt
= /01 /D| < 1 )1/2 %(Uz(t,x)pt(x))(pt(m))l/z dadt

pi(x)
([ )"

—(c? t,z)pi(x ) dz
[ ([ 55 (56w ane)
Considerem X, = X,_;. Recordem que per veure que f(X_,-) és backward inte-

1/2

IA

1
< / w(t)dt < oo.
JO

grable respecte X hem de provar que f(X,,1 — s) és forward integrable respecte X,.
Pel Teorema 1.2.1 sabem que existeix {VT/}, 0<t< 1} moviment Brownia, respecte
la filtracié del qual X, és adaptat i compleix una equacié diferencial estocistica del
tipus

t ¢
X, = %o+ / B(s, X.)ds + / 5(s, X,)dW,,
0 0
on
a(l—t,z) = o(t,z),
1= t,2) = ~b(t,2) 4 (4, 2)pu(z))
—tz) = — ———(o z
) ‘ y L pf(»’ﬁ) dz y L )Pt ’
amb el conveni que el terme (p;(z))™! = 0 si py(z) = 0.
Per tant, per veure que f(Xj, s) és backward integrable respecte X cal provar que
i)
1 — - —
/ |b(s, Xs) f(Xs,1 —s)|ds < o0 q.s.
0
ii)

1
/ (7(s, Xs) f( X, 1 — 5))%ds < 00 q.s.
0

Per veure i) haurem de provar que
1
/ 16(1 — 5, X,) f(X;,1 — s)|ds < oo q.s.
Jo
1 que

1 1 d , ) ) ) ]
/0 lvp———l_s();,s) %(a (1 -5, X)p1-s(X))f(Xs,1 —s)|ds < o0 q.s.
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Primer hem de veure que P {fol b1 — s, X)f(X,,1 —s)|ds > N} — 0 quan
N — o0o. Pero aplicant la desigualtat de Txebixev es redueix a provar que convergeix
a zero la seguent expressio:

%E( /Ol(b(l — 5, X,)f(X,, 1= 5))*)ds
< %E Olfz(Xs,1~5)ds,

ja que pels arguments de localitzacié podem suposar b fitada. Podem suposar també
Jg f2(z,t)dz continua en [0,1] i per tant fitada en [0,1]. Recordem, per 1ltim que 7(s)
fita la densitat. Aix{ aquesta ultima expressié ens queda

— iz, 1 —s8)p1_s(z)dz )ds
vi | (L1 (@)iz)
c [t C

S W/O T(l_‘S)dSSN—Z,

que convergeix a zero quan N — oo.
Hem de veure també que

1 1 d, S — o
d {/0 |]T(XS)E(G (1 =8, Xs)p1-s(X)) f(X, 1 — s)|ds > N} -0

quan N — oco. Per la desigualtat de Txebixev es redueix a veure que

T [ g e - s Ko (R AR - 9]

convergeix a zero quan NV — 0. Aplicant la desigualtat de Schwarz
1 ! 1 d _ _ _ |
~—E / ]p—_—(02(1—s,Xs)pl_s(Xs))f(Xs,l—s)]ds]
1 s s
d, , _ 1/2 - 1/2
[ Bt - s xanex) ) (B (P - 9)) e
1 d, 2 1/2
-+ / (= s, () i)
1/2
/fz(a:,l——s)pl_s(:z:)dx) ds,
e :

perd aquest ltim terme, recordant les fites que ens déna la hipotesi (H2) del teorema,
es pot majorar per

N/ 1-3 3))1)2(/I€f'2($,1—S)dx>1/2>ds

IA
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_ 717(/Ol(u(r)l/z)(t)(/Rﬁ(:c,t)dm)l/zdt.

Pels arguments de localitzacié [, f?(z,t)dz és continua, i per tant fitada, en [0,1]
i u(r)!/? és integrable en [0,1], aix{ doncs aixo tendeix a zero en créixer N.

ii) Per provar que

/0 (5(s, Xs) f( X5, 1 — 8))%ds < o0 q.s.

n’hi ha prou veient que
-1 Yo w v 2
B[ [ (505, X)f(R,1 = 5))%ds]
N L/
convergeix a zero en tendir N a infinit. Pero

%E[./Ol(&(s,};’s)f():’s,l——s))zds] = %E[/Ol(a(l—s,Xs)f(Xs,l—s))zds]

< %E[/Olfz()?s,l - s)ds],

ja que pels arguments de localitzacié o es pot suposar fitada, i aquesta esperanca ja
hem vist que era finita, 1 per tant aquesta expressié tendeix a zero en tendir N a
infinit.

Hem de veure ara que

t
lim E f(Xti-H 7ti+1)(Xti+1 - Xt;) = / f(Xs, S)d*Xs u.p.
0

T3 00
tiytis1 € DY,
0<t; <t

Recordem que X, = X;_;. Llavors

z f(Xti+1 ) ti+1)(Xti+1 - Xti)
tistiy1 € D},
0<t; <t

= Z f(Xl—ti—H )ti+1)(X1—ti+1 - Xl—te) . (1'8)
ti,tiy1 € D},
0<t; <t

Fent ara el canvi de notacid segiient a la particié:

11—ty =s;ambj=(k,+1)—(t+1)
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obtenim que ’expressié (1.8) és igual a
- Z f(ijal _Sj)(XSj+1 _ij)'
sjy 5541 € Dy
1>s501>1-1

D’altra banda,

¢ 1
/ f(Xs,$)d" X, = — / f(Xs, 1 —s)dX,.
0 J1-t

Per tant hem de provar que

1
im Y (Kl = ) (K — ) = / F(Xo 1 — 5)dX,
: J1—t

n—od
1t
S5y Si41 € Dn

1>s841>1-14

u.p. : :
Sabem pel Teorema 1.2.1 que existeix {W,, F;,0 <t < 1} moviment Brownia,
tal que el procés X; és Fi-adapatat i compleix una equacié diferencial estocastica del
tipus,

t i
%= X+ / b(s, X.)ds + / 5(s, X,)dWW,
0 ]
on
g(1—-t,z) = o(tz),

_ 1 d,,
b(l—t,z) = —.b(t,x)+pt(x)%(a (t,z)pu(z)),

amb el conveni que el terme (p;(z))™' = 0 si py(2) = 0.

Hem de provar per tant dues coses,

(B1)

_ Sibr _ 1 _ -
lim Z f(Xs,,1 = si)/ b(s, Xs)ds = f(Xs,1— s)b(s, X,)ds
S5y 8i41 € D1t % -t

1>s841>1-1

u.p.
(B2)

_ Si41 _ _ 1 _ B _
im Y f(Kal-s) / 5 (s, X,)dW, = / F(Ro 1 = )5 (s, X.)dW,
sissiy1 € Dy N o
1>si41>1-1
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u.p.
Per provar (B1), com que sabem que

B(1—t,2) = —b(t,z) +

haurem de veure dues coses,
(B1.1)

) s ) v
im Y f(XS‘.,l—si)/ b(l-—s,Xs)dsz/ F(Xo 1= s)b(1—s, X, )ds
8¢ 1-t

n
SiySi41 € D}L—t
1>s841>1—1

u.p.
(B1.2)
_ si+1 - 1 _

lim Z f(Xs,1—3;) A(l—s,X,)ds = / f(Xs,1—5)A(1—s, X;)ds

8iy 8ip1 € DI7F o -

1> Si41 >1—t
u.p., on

Alt,3) = —— - (o*(t, 5)pls))
’ p(z) dz ’

Per demostrar (B1.1) caldra provar que per a tot € > 0,
1 — —
P{ sup \ / f(Xs,1—5)b(1 — s, X;)ds
L 1-t
_ 5i41 _
- Z (X, 1 - si)/ b(1 —s,X,)ds

si,8i41 € Dy
1>s41>1-1

=

convergeix a zero. Pero,

P{ sup ’ /1; f(Xs,1—8)b(1 — s, X,)ds
2

)

_ si41 _
F(Xoi1— si)/ b(1 — s, X,)ds

iy 8541 € D17
1>s841>1-1

1
< P{ sup/
t 1—~t

f(Xs,1 =)




48 1. Una extensié de la formula d’It6 per a les difusions el.liptiques.

d5>€}

’b(l — 5, X,)

- Z f(Xsw 1- Si)l[snss'u)
8i,8i41 € Dy,
1>s8412>0

< P{/1 (X1 = s)
- Z f()_(s,.,l - Si)I[Si,Si+1>

i, 841 € Dy
1>841>0

ds>€}.

‘b(l — 5, X,)

Pels arguments de localitzacié podem suposar b fitada, f(-,t) de quadrat integrable
1 Jg f*(z,t)dz continua com a funcié de ¢ en [0,1]. Per tant n’hi ha prou veient que

o[( ) és) ]

convergeix a zero en augmentar la particié.

f(Xs>1 -s)— Z f(XSn 1— Si)I[Si,Si+1)(3)
iy 8i41 € Dy
1>541>0

Definim

®(w,s) = f(X,,1- s),

q)n(w> 3) = Z f(XSn 1— Si)I[si,si+1)(5) .
si,8i41 €D

1>541>0

Per tant hem de veure que lim,, |® — &,||3 = 0. Observem que

1 1
I|<I>Il§=E(/) fz(Xs,l—s)ds) :/0 /Rf2(az,l—s)p1_s(a:)dxds,

fent el canvi 1 — s = ¢ aquesta 1iltima expressié ens queda

./01 /RfZ(%t)pt(w)dxdt
- / r(t)/Rf *(25t)dodt = | FIIZ

De la mateixa manera,

1
||¢’n||§ = E[/O Z fz(Xsnl - Si)‘[[si,si+1)(5)d5:|
i, Siy1 € Dy
1>541>0
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- Z / /f2 (2,1 = $i)M[siy5041) (8)P1-s (2 )dzds,

5,841 € Dy,
1 > Si41 > 0

desfent ara el canvi 1 —¢;4y = s;, on j = (k, +1) — ( + 1), ens queda

Z / / f :I: tl+1 I[l t,+1,1 t)( )ptt+1( )dxd's

tz,tz+1€D
<t <1

= E /R P&, ti1)Puay (f)dw] (tiv1 — 1)

tiytit1 € Dy
0<t; <1

> :T(ti+1)/]1{f2(x,ti+1)dm] (tim1 — ),

ti,tiv1 € Dy
0<t; <1

AN

1 per la continuitat en (0, 1] d’aquestes dues funcions, 1 utilitzant que r(¢) és decreixent
1 integrable, tenim que

Lim sup | l3 < || £]]},
1 seguint el mateix argument que a ’apartat (A1) del Teorema 1.3.1 tenim que
lim||® — ®,|I>=0.

Passem doncs a provar (B1.2), hem de veure que per a tot € > 0,

Sup ’ / —8)A(Ll -5, X,)—
1-t

- F(Xoir L = 5)A(L = 8, o) pepny(5) ) ds| >
Siy Si41 E D‘n
1>s541>0

}

convergeix a zero. Pero,

/1 (F(X,,1-5)A01 - 5, %)
1-t
— Y AR )AL = 5, X)) (s) ) ds

siy $i+1 € Dy
1> 541 >0

P{ Sl:p

>el
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1
< P{ / F(Ro 1= $)A(L - s, %)
Jo
- Z F(Xsiy 1 = 8)A(L = 8, X)L, 6040) () |ds > e}
Siy Si41 €D,
1>s841>0
1 Ty o _
< 28] [ [ft1-940- 5,2
€ 0

— Z f( X, 1—83) A1 — S,XS)I[Shsl.Jrl)(s)
¢y 8it1 € Dy
1> Sit1 > 0

ds| .

Pels arguments de localitzacié podem suposar f(-,t) de quadrat integrable i
Jg f2(z,t)dz continua com a funcié de t en [0, 1].

N’hi ha prou, doncs, veient que aquesta ultima esperanca convergeix a zero o, el
que és el mateix, veure que

”(I) - q)ﬂnl — 0,
on |||, =B f} | - |ds i
P(w,s) = f(X,,1—-98)A1 -s,X,),
Dp(w,s) = Yo (X 1= s)A(L = 5, X)) (5) -

8i,8i4+1 € D,
1>541>0

Quan hem demostrat que f(X ,-) és backward integrable respecte X, hem vist que

1 B _ )
1o, = E/O [F(Ro1 = s)A(1— 5, X,)| ds

< /01 (/sz(a:,t)dx)l/zu(t) (r(®))/*ds < co.

Definim la norma

Hfm;:Al(éf%%ﬂmguzdﬂwﬁﬂwdt

es comprova facilment que és una norma; per a provar la desigualtat triangular uti-
litzem la desigualtat de Minkowski:

If +9ll.. = /01 (/R(f +g)2($,t)dm>l/ZU(t) (r(#))"/* dt
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1 1/2 1/2
< [ ( / f2(:v,t)dw) s ( / gZ(sc,t)dx) u(t) ()" dt
Jo R R
= [[fll. + llgll.. -

Hem provat doncs que
), < ). -
D’altra banda,

1
le., = £ / S F(Fart = )AL = 5, K ()| ds]
"o 5i,8i41 € Dy,
1>s541>0
1 B
— / > E (|f(Xe, 1 = 8)A(L = 5, X,)|) Tisp 5041y (5)ds
° i, Si41 € Dy,
1>541>0
1 _ o\ 1/2 _ N\ 1/2
S / Z (E (f(XSi71 - Si)) ) (E (A(l - ’S’XS)) ) I[si,5i+1)(3)d3
"0 Siy Sig1 € Dy
1>s541>0
1 1/2
= / Z (/ fi(z,1 - si)pl_sid:c)
° Siy8i41 € Dp ko
1> si41>0
1/2
X (/ A*(1— s,:n)pl_s(x)da:> Iis; 5i01)(8)ds
R
1 1/2
< / Z (/ A (z,1 - si)dx) u(l —s)(r(l - s,~))1/2 Iisi5001)(8)ds
0 JR

iy Sip1 € Dy
1>si41>0

= X ( / f(a,1 - s»dx) s / (L = )T ()5,

i, 541 € Dn
1>541>0

utilitzant que u és decreixent, aquesta dltima expressié és menor o igual que

> (Q/sz(fv,l—sz-)d:v)l/z(r(l-si))‘”u(l—sm)(s,-ﬂ—si), (1.9)

5i,5i41 € Dy
1>541>0
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desfent ara el canvi 1 — ¢;1; = s;, amb j = (k,) — (¢ + 1), tenim que (1.9) és igual a

>, ( /R f2<w,tz-+1>dx)l/2 (Pt )P () (tigs — 1)

ti, 141 € Dy
0<t; <1

1/2
< X ([Fetmie) 0w e ),
ti,ti+1 € Dn R g
0<t; <1
Perd podem suposar que [, f*(z,t)dz és una funcié continua en (0,1],1 (r(t))l/2 u(t)
és decreixent i integrable en (0,1), per tant, utilitzant el mateix argument que a

Papartat (A1) del Teorema 1.3.1,

hmnSllPHq)nHl < Hf”** :

Considerem ara ¢ > 0 i prenem una funcié g € C(R x [0, 1]) amb suport compacte

tal que .
lg = fll.. <&,
1 definim
V(w,s) = 9(Xs, 1 —s)A(l —s5,X,),
Vo (w,s) = E g(Xsw 1—s;)A(Ll— SaXS)I[S¢,Si+1)<5) )
i, 8i+1 € Dy,
1>s841>0
llavors

LEANE (7 SERVIES S8

- Z g()_{swl - Si)A(l - S’XS)I[Si,Si-{»l)('S) >d5
5i,5:4+1 € Dn

1>s5i41>0
- /0 (B (a(1-5,%.)")
X <E (g()_(s, 1—s)~ Z (X, 1 — si)I[s,.,st.H)(s)) 2) ]/2d3

$i,8i41 € Dy
1>541>0

1/2
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< Al(éA%l—ammbwaJuz

(B(oXl =)= Y oKl = s)fan(s) ) ds

¢, Si41 € Dy
1>s41>0

/01%&(1—8)(13( (Xoy1=5)=> g(Xs,1—s I[S'M)( ))2>”2ds,

8iy8i41 € Dp
1>841>0

IA

perd g esta fitada per ser continua en R x [0,1] i amb suport compacte, i d’altra
banda u(t) és integrable en (0,1) per tant per convergéncia dominada aquest dltim
terme convergeix a zero. Tenim doncs,

lim | —¥,|,=0.

n-yoo
Llavors
12— @nlly <@ =Tl + [[¥ = Tall; + [[¥n = Ry -
D’on . :
im sup 8~ @1l < lg ~ ..+ llg = 7. <2,
per tant,

lim||® — ||, = 0.

Ens falta només demostrar (B2), és a dir ens falta veure que

1

im Y f(X1-s) / (s, X)W, = [ f(R1—s)

" 1-t 1-1
5i, 841 € Dy,

].>Sz‘+1>1—t

q;

(s, X,)dW,

u.p.,on a(l —t,2)=o(t, ).
Per veure aixo n’hi ha prou provant que

1
/ o (1 — 8, X,)fA(X,,1 — s)ds
0

és finita quasi segurament, que

1
/ 0'2(1 - S,Xs) Z fz(Xsnl - Si)I[S.',S.'H)(S)dS
0 S, 8i41 € Dy
1>s5i41>0
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és finita quasi segurament i que

1 _ _ _ 2
/ o*(1 —s,X,) (f(Xs,l —-38)— z f( X, 1= si)I[shsiH)(s)) ds
7o i, Siv1 € Dy

1>541>0

convergeix en probabilitat cap a zero.

Les dues primeres propietats sén una consequencia directa dels arguments de
localitzacié i de la desigualtat de Txebixev.

La convergencia en probabilitat és consequéncia de fet que

E[/O1 ( fXol-s)- Y f(X,1- si)I[si75i+l)(s)>2ds]

i, 8it1 € Dy
1>541>0

convergeix a zero, tal i com hem vist a ’apartat (B1.1).
O

Corol.lari 1.3.3. Sota les hipotesis del Teorema 1.5.2, si prenem { D, } una successid
de particions amb |D,| — 0 i que satisfaci (1.8), la “covariacid quadratica”

[f(Xa '))X]f, = nlgg Z {f(Xti+1 )ti-}-l) - f(Xt;ati)} (Xt,'+1 - Xti)
i, tiy1 € DY, '
0<t; <t

ezisteiz com a limit u.p. @ és igual a

/Ot f(Xs,8)d" X, — /Otf(Xs,s)dXs.

A més a més, podem definir una integral tipus Stratonovich de f(X,-) respecte X
com

- [igedx =1 (f s+ [ f(Xs,s>d*Xs) -

Aquesta integral €s el limit u.p. de les sumes de Riemann,

1
5( Z {f(Xt.'+1 7ti+1) + f(Xti?ti)} (Xti+1 - Xfm))
ti,tiy1 € D},
0< ;<1
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1.3.3 Extensions de la formula d’It6.

A continuacié veurem una extensid de la férmula d’It6 pel cas independent del temps.
Recordem que si f € C! la férmula d’It6 és de la forma

F(X:) = F(Xo)+ /0 {b(s,Xs)f(Xs) + %a2(s,Xs)f'(Xs)} ds+
+ /Ot o (s, Xs) f(Xs)dWs.

En aquest cas la covariacié quadratica existeix:

[f(X)7 X]f = lim Z (f(Xti+1) - f(Xh)) (Xti+1 - Xti)

-0

tiytiy1 € Gn
i, <t

_ / (s, X.)f (X)ds

segons trobem, per exemple, a [P1], on G,, sén particions qualssevol de P'interval [0, 1].
Aixi doncs, en el cas en que f € C?,

PUG) = FXa) + [ (s, XDFOX)s + 31700, X, + [ ols, XKWL

Tot seguit veurem una extensié de la férmula d’Ité pel cas en qué f € L?_ i és
independent del temps.

Teorema 1.3.4. Sigui F' absolutament continua amb f = F' 1 X; en les condicions
del Teorema 1.3.2. Llavors

N
(/fX X, — /f dX) / o (s, X ) F(X,)dW, .

Pels arguments de localitzacié podem suposar que f és de quadrat integrable i o

Prova:

i b fitats. Prenem una successié de funcions .f, € C! de manera que f,, convergeixin
a f en L2

Pels comentaris anteriors

Fa(X), X], = / aecrx. - [ Ch(X)dX,
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i també, pels Teoremes 1.3.11 1.3.2

im Y (f(Ku) = F(X) (X, — Xa)

m—+00

ti,tiy1 € Df,

/0 t f(Xs)c;*Xs _ /0 X)dX

on D,, sén particions de l'interval [0, 1] que satisfan (1.3).

lim ( / X)X, - / " fn<Xs)dXs)
(/0‘ f(Xs)d*XS — /Ot f(X,)dX

Aixi doncs veurem que:

a)

Volem veure que

t ¢
lim fn(Xs)dXS:/ F(X5)dX, u.p.
0 0

n—00 .
b)
lim fn Xs)d" X, = / f(X)d" X u.p.

n—oo

Per veure a) hem de provar dues coses,
al)

lim fn( 5)b(s, X5) ds—/f b(s, Xs) u.p.

n—roo

Utilitzant la des1gua1tat de Txebixev és facil veure que n’hi ha prou comprovant

la convergencia a zero d’aquesta esperanca,

5 (/ FKB(s, X.) — Fu(X.)h(s, X)) d)]

< F ( [ s, 1506 - fuxolae) ]
< KE [/ |f(X X" ds}

- K / [ 190) = fulo) pu(o)dods

< K [ )ds/Rm) Ful@)?d
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1 convergeix a zero en tendir n a infinit perque les funcions f,, convergeixen a f en
L? i r(s) és integrable en [0, 1].

Hem de provar també que

a2)

’I’L—)OO‘O

im [ fa(X,)o(s, X,)dW, = /f o(s, X,)dW,  wp.

Només cal provar que

/01 |£(X)o(s, Xs) — fa(Xa)o(s, X,)|* ds

convergeix a zero en probabilitat.

Utilitzant els arguments de localitzacié i la desigualtat. de Txebixev es redueix a

N ()

convergeix a zero, 1 aixo ho hem vist en 'apartat anterior.
Per veure b) hem de provar que

t t
lim fa(Xs)d" X, / f(Xs)d* X, u.p.

Per veure aixo cal provar tres coses,
b1)D’una banda cal veure que

1

lim fn(Xs)b(l — S,Xig)ds = /1 f(Xs)b(l —5,X,)ds u.p.
1-t

n—00 1—t

igual que en el cas forward n’hi ha prou veient la convergencia a zero de

E

([ 150080 = .50 - 5B = 5, o) d)]
< k8| [ (%) - (%) 0]
< K [ r0=9)is [ ue) - o) i

i convergeix a zero en tendir n a infinit perque les funcions f, convergeixen a f en
L% i r(s) és integrable en [0, 1].
b2) Cal provar també que

1

_ d _
Jim . fn(Xs)mdx( 21— s, Xo)p1-s(X,))ds
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= ./I_t f(Xs)I:]éX_s)%(gz(l - S)Xs)pl—s(Xs))dS w.p.

Pero

Plowp [ |t o1 — 5, Koo (K| [£n(e) — F(X)|ds > ¢
{ t ./1—t Pl—s(Xs) dz ’ }
E [/0 Pl—sl()_(s)% ds]
1 d } I

1
_ 3 / E Um%(am — 5, X)pimo(Xe))

(%(02(1 —s, :[,-)pl_s(:,,-))>2 d:c>

IA

(0%(1 = s, X, )p1-s(X5))

fn(Xs) - f(Xs)

fn(Xs) - f(Xs)

1/2

IN
o |~
o\\’_‘
TN
T
=
;,',_\}_.
B

IA

1 convergeix a zero en tendir n a infinit perque les funcions f, convergeixen a f en
L% i u(t) (r(t))1/2 és integrable en [0,1].
b3) Per 1ltim cal veure que

1

1
lim fn()_(s)a(l — S,Xs)dWs = / f(X)a(l — s, X,)dW, u.p.,
1-¢

n—00 1—t

utilitzant arguments analegs a la prova de b2) del Teorema 1.3.1 es redueix de nou

a provar que 1
EK / Ifn<Xs)-f(Xs)l2ds)}

convergeix a zero, cosa que ja hem demostrat.
Utilitzant ara la férmula d’It6 per funcions de classe C'? aplicada a les funcions

Fu(z) = F(0) + / " fuly)dy

tenim que

% (/Ot FXNd* X, — /Ot f(Xs)dXs> = lim [fn(X), X],
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n—oco

~ lim (Fn(X,,)—Fn(XO)—/O b(s, X,) fa( X, )ds — /O td(s,Xs)fn(Xs)dWS>
- F(Xt)—F(XO)—/Otb(s,Xs)f(Xs)ds—/Ota(s,Xs)f(Xs)dWs wp.

ja que en la demostracié hem provat també que

lim [ b(s, X,)fu(X,)ds = /0 b(s, X, f(X,)ds  wp.

n—)oo‘ 0

¢ t
lim / o (s, Xs) fu(Xs)dW, = / o (s, Xs) f(X,)dW; u.p.
1 per tant queda demostrat el Teorema 1.3.4.

a

Estem ja en condicions de demostrar el segilent resultat pel cas dependent del
temps.

Teorema 1.3.5. Sigut F(z,t) absolutament continua en z 1 tal que la derivada

Fo(-,t) = f(-,t) satisfa les condicions anteriors. Llavors tenim la segient estensid
de la formula d’Ité:

t

PUGt) = FO00)+ [ b XSG + [ oo, XS (X s)d,
(/f )X, — /f » ) /OtF(Xs,d@

t
/ F(Xpds)=lim Y (F(Xu,tisr) = F(Xi 1)
JO

n—oco
ti,tip1 € DY,
i <t

on

ezisteir uniformement en probabilitat.

Observaci6 1.3.6. Utilitzant la integral tipus Stratonovich que hem definit abans,
aquesta formula d’Ito ens queda

F(X,,t) = F( fo,o)+/ f(Xs,s)odXs+/ F(X,,ds).

Prova:(Teorema 1.3.5)
Podem escriure

F(X,,t) — F(X,,0) = AT + BP
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on
A? = Z F(Xti+1>ti+1) - F(Xii+1 7ti)
ti,tit1 € D,
i, <t
B? = Z F(Xie+1’ti) - F(thti) .
ti,tiy1 € DY,
i, <t

Utilitzant la férmula d’Ito pel cas on no hi ha dependencia del temps,

tit1
F(Xuupsrt2) — F(Xupyt3) = / (s, X F(Xo, t:)ds+
t;

tit 1 tits tit1
+ / o(s, Xs)f(Xs,t:)dWs + 5 (/ f( X5, t)d" X5 — f(Xs,t,-)dXs> .
t ti i

Jt;
Volem veure que

a
) . :
im ) / X 1), = / (X, 5)dX,
t 0

n—oo X
1

tiytiy1 € D},
1, <t
b)
tit1 t
lim Y [ X)X, = /O F(X,,8)d"X, .
ti,tiq1 € DY,
t; <t

a) Podem escriure

tig1 t
N DI A CRST: ST A SR C A e
0

n—00 t; n—roo
titiy1 € D:z tiytiy1 € Dn
1 <1 i, <t

i hem de veure que

t t
,}iﬁ}o / Z f(XS>ti)I[t-',teﬂ)(s)dXs = / F(Xs, 8)dX, .
"o ti,tiv1 € Dy "o
;<

La demostracié és identica a la del Teorema 1.3.1. L™inica diferéncia és que ara
Pn(w,s) = Z f(Xs’ti)I[t.',ti“)(S) :

ti,tiv1 € Dy
0<t; <1
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Pero

H‘I)an = / 2 /Rfz(x,ti)I[t,.,tm)(s)ps(x)d:vds

° tiytig1 € Dy
0<it; <1
1
< / > / (2,8:) It 0y (8)ddss
"0 ti,tir1 € Dy
0<t;<1
< Z [r(ti) /fz(:c,ti)d:c] (tip1 — i),
JR
tistiy1 € Dy
0<t; <1

utilitzant que r(t) és decreixent.

Pero aquesta expressié ja I’haviem tractat en aquell teorema, haviem vist que
1@.]12 < |If]1? i tot segueix igual que en aquella demostracié.

b) Fent els canvis habituals tenim

tigy Si41 _ _
: . * vV _ M _ .
Jmo D / f(Xe t)d"X, = = lim Z / XL si)dXe,
tiytiy1 € D}, SiySi41 € DL7?
1; <1 1>8,>1-1

1 d’altra banda,

t 1
/ fXsys)d" X, = — / F(Xo1 - s)dX, .
JO 1-t

Hem de provar per tant que

Si1
lim > / X, 1= si41)dX, = /sz,l—s)dX

84
31732+1€D1 ¢
1>s,>1-—1t

Novament la demostracid segueix igual que al Teorema 1.3.2. En la part corres-
ponent als apartats (B1.1) i (B2) I'inica diferéncia és que ara

®,(w, ) = Z f(Xsal — Sit1) [si5041) (8) -
8iy5i41 € Dy
1>541>0

Aixi
1
122 = E[[ % P = s (6)d]

Siy8i31 € Dy
1>541>0



62 1. Una extensié de la férmula d’Ité per a les difusions el.liptiques.

' 1
= 2 / / fz(x,ti).[[l_ti+l71,_ti)(1 — t)pf(ﬂj)d.’lidt
0 R

tiytig1 € Dn
0<t; <1

Z [r(ti) ./R fz(x,ti)dm] (tiy1 — ti),

ti,tiy1 € Dy
0<t; <1

IN

que és justament el que en el Teorema 1.3.1 haviem vist que estava fitat per || f||2 i
per tant tota la resta de la demostracié segueix igual que al Teorema 1.3.2.

Pel que fa a la part corresponent a ’apartat (B1.2) del Teorema 1.3.2, 1'inica
diferéncia és que ara

D, (w,s) = Y f(Xe 1= sip) AL = 5, X)) (5),
i, 8i+1 € Dy,
1>s41>0

refent la mateixa demostracié arribariem a

1/2
leal, < Y (/R fz(w,1—8i+1)d:c) (r(1 = 5i1)* 01 = siga)(sig1 = 52)

iy Si41 € Dy
1>s841>0

= > (/R fz(x,ti)d’”)l/é (r(t)) Y u(ts) (ti J—t,-),

tiytiy1 € Dy
0<t; <1

pero exactament els mateixos arguments del Teorema 1.3.2 demostren que aixo esta
ﬁtat per ||f”**

En aquesta demostracié hem provat també que

tit1

lim > / b(s,Xs)f(Xs,ti)dsz/tb(s,Xs)f(Xs,s).ds w.p.

ti,ti41 € D},
0<t; <t

=300
ti,tiy1 € D,
0<t; <t

tit1 t
im Y / o (5, X)) (X, £:)dW, = / o (s, X) (X 8)dW,  wp.
t 0

B
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Tenim per tant

t

lim By = /b(s,Xs)f(Xs,s)ds—}—/ o(s, X,) (X, s)dW,
0

n—oo

0
+% (/O’f(xs,s)d*xs—/o f(Xs,s)dXs) w.p.

Per tant també A} convergeix u.p., 1 definim

lim A}

n—00

t
/ F(X,,ds)
0

= F(X,,t) - F(Xo,0) — /0 b(s,Xs)f(Xs,s)ds—/Ota(s,Xs)f(Xs,s)dWs

L[ pxsax = [ fx,sax,)  wp.
(] |

a

Observacié 1.3.7. Si F(z,") és absolutament continua en t amb derivada Fi(z, ) €
L, .(R) tal que per a tot compacte T de R tenim que [ |Fi(z,t)|dz és continua com
a funcid de t, llavors el darrer terme de la nostra extensio de la férmula d’Ito es pot
escriure de la manera habitual, i.e.,

t t
/ F(X,,ds) = / Fy(Xs, s)ds.
0 0

Prova:
Per definicié

¢
/ F(X,,ds) = lim A"  w.p.
0

n—oo
on
A? = Z F(Xti+1>ti+l) - F(Xf«i+1’ti)
ti,tiy1 € DY,
t; <1

tit1
= Z / Fs(th.+1,S)dS
t;

ti,tip1 € D},
i, <1
¢
= / Z Fs(Xti-H ’ S)I[te,te+1)(3)d3~
ti,tig1 € DY)
1 <t
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Volem veure, per tant, que

t
lim A} =/ Fy(Xs,s)ds u.p.
0

n—00

Hem de provar per tant que per a tot ¢ > 0

t
P{ sup | / Z Fs(Xti+17S)I[ti,ti+1)(S) - FS(XS’S)dSl > 6}
! 0 ti,tip1 € D},
i, <t

convergeix a zero quan la n tendeix a infinit. Pero aquesta expressié és menor o igual

que

1
P{ sup / | Z FS(XtmaS)I[ti,tiH)(S) - FS(XS’S)IdS > 6}
Lo tiytiy1 € D},
t; <t

i per Txebixev n’hi ha prou veient la convergencia a zero de

1
E[ / | Z Fs(Xti+1)'s)I[t,',t,'+1)(5) — F(X,, 5)|d.s].
o ti,tiy1 € D},
t; <1

Definim

plw,s) = Fi(Xs,s)

(Pn(w) 'S) = Z FS(Xti+1 ) ’S)I[ti,tiﬂ)(‘s)'
ti,tiq1 € D,
t; <1t

Hem de provar que ||[¢ — ,]||: convergeix a zero quan la n tendeix a infinit. Pero,
1
ol = B( [ IF(X.,9)lds)
0

/R/ol |Fy(z, 5)|ps(z)dsdz
< AIT(S)AIFs(x,§)|dxds,

. 7’ . .- s 7 . \ . .2
1 aquesta ultima expressié és finita perque per arguments de localitzacié podem su-

posar que [p |Fi(z,s)|dz és continua com a funcié de s en [0,1], i per tant fitada.

Definim
Hﬂh=4ﬂ4u@ﬂwgwa



"',‘Lg S et o Loy ln‘lm\vﬂ"i’}"\
1.3. Demostracié de extensié de la féormula d’Ité. o

65

Es una norma de L'(R x [0,1]) amb la mesura r(s)dzds.
Tenim que ||¢||1 < ||Fs||+. D’altra banda,

tig1
louls = %) / / \Fu(2, ) pe, (2)dsdz
t;

t‘iati+1 € Dfm
t; <t

tit1
S Z / T(t,’+1)/ |F3(a:,s)ld:nds
t; R
ti,ti41 € D,
t; <t
1
< / 2 T(ti+1)/|Fs($a5)|dxf[ti:ti+1)d5'
0 R

ti,tiy1 € D},
t; <1

Pero,

Z T(ti'i-l)/ |Fs($’5)ldxl[ti,ti+1) S I(T(S))
R

ti,tig1 € DY,
i, <t

i sabem que r(s) és integrable en (0,1). D’altra banda, el terme de I’esquerra d’aquesta
darrera expressié, convergeix per tot s cap a r(s) [p |Fs(z, s)|dz quan la n tendeix a
infinit. Per tant, pel teorema de la convergencia dominada,

lim sup [lalls < 7)1+

Seguint exactament els mateixos arguments que en la demostracié de ’apartat
(A1) del Teorema 1.3.1 arribem a

lim|lp — @nlly =0

com voliem demostrar.

1.3.4 La covariaci6é quadratica és un procés continu d’energia

zZero.

Per un procés Y = (Y})o<i<1 amb trajectories continues definim la variacié quadratica

com

[Y]t = nl_l_)rf)lo Z (Yti+1 - Yti)z
ti,tipy €DY i<t
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en els punts on aquest limit existeix uniformement en probabilitat. Si [Y], = 0 g.s.
es diu que Y és un procés d’energia zero.

A continuacié, seguint les idees de [FPS] provarem que la covariacié quadratica
[f(X,.), X] és un procés d’energia zero.

La covariacié quadratica Y; = [f(X,.), X]: es pot escriure com

YZZY()-{—Y,@

on
' ¢
w”=/JwMW&
JO
i
ve - / (X, 8)dX.,.
0
Tenim que
t t .
Km=—/ﬂ&ﬁWw&W—/fwww@&Mm,
JO 0
d’on

[Y®), —/ F2(Xs, 8)0%(s, X,)ds.

D’altra banda,

t 1
VAR :/ F(X,, 8)d* X, = —/ F(X,,1—s)dX,,
0 1-t

d’on
1 ) o
Y], = FAXs, 1= 8)o?(1 — 5, X,)ds
J1-t

= / FH(X1o0 1 = 8)o?(1 — 5, Xy, )ds

= / (X, r)o?(r, X, )dr.
Llavors

Y], < 2([Y D], + [Y®),) = 4/ FAX,, 5)0%(s, X, )dr.

Prenem f, € C*(R x [0,1]) tals que convergeixin a f en la norma || - ||.. Definim

Wsmwﬁmplhmm@w
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on (fn)s denota la derivada de la funcié f,, respecte z.

Els processos Y;* tenen trajectories continues de variacié fitada, en particular
tenen energia zero.

Pero,

t
YIS 2Y = V) Y1) <8 [ (F = £ (X s)o%s, X)ds.
Jo
Per arguments de localitzacié podem suposar o fitada, i prenent esperances, tenim
que

E[Y], < K/Ol/R(f—fn)2(x,s)r(s)dmds.

El terme de la dreta d’aquesta darrera expressié convergeix a zero en fer tendir
la n a infinit, ja que les funcions f, convergien a f en la norma || - ||.. Per tant la

variacié quadratica [Y], = 0 q.s. com voliem demostrar.
a

1.4 Covariacié quadratica i temps local.

Seguint les idees del treball de [FPS] relacionarem la covariacié quadratica que hem
definit amb el temps local.
Sigui a(t) una funcié continua en [0, 1]. La funcié

(@) = Lja(),00)(@)

és de L% (R) com a funcié de z 1 [ f?(z,t)dz és una funcié continua de ¢ en [0, 1]
per tot compacte T' de R. Prenent aquesta funcié particular s’obtenen resultats
interessants sobre el temps local d’una difusié que satisfaci les hipotesis del Teorema
1.3.2.
Definim el temps local d’un procés estocastic X en la corba continua a(-) com
0 L[
LY = lim — | Iia(s)men a(s)re) (Xs)ds u.p.
o= Jim o | Ta)-enaren (Xs) P

on &, és una successié que decreix cap a zero, cas que existeixi aquest limit.
Definim la successié de funcions absolutament continues

1 x
falz,t) = 5— / La(t)—cn a(t)+en) () Y-

265 J—oo

Es comprova facilment que les funcions f, convergeixen a f en les normes || - || 1

[ e
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Pero llavors la mateixa demostracié del Teorema 1.3.4 prova que
[f(X7))X]f znll)n;lo[fn(Xa%X]f u.p.

on X; és la solucié d’una equacid diferencial estocastica que compleix les hipotesis
del Teorema 1.3.2.
D’altra banda si g(-, %) és absolutament continua amb derivada g,(-,t) tenim que

t

| 9z(Xs, s)ds,

9%, %) = [

0
1 per tant

' 1 ! Y
[fn(X) '))}‘]t = E/O z(a(s)—sn,a(s)-i—sn)(As)d's,

d’on obtenim que

[F(X, ), X], = LV,

En particular, el temps local de X; en la corba a(-) existeix.

1.4.1 Formes alternatives d’expressar el temps local.

Si la funci6 a(-) és constant i igual a a € R, prenent f(z) = Ija,00)(2),

{f(XtH-l) - f(Xt-‘)}(Xti+1 - Xti) = |Xt.'+1 - Xti

Icn,i )
on Cp; = {sign(Xy; — a) # sign(Xy,, — a)} amb ¢, € Di. Per tant l'existéncia de
covariacié quadratica implica aquesta forma alternativa de calcular el temps local:
La — M 4 ) _ a ) I »
t nli)r{.]é E |Att+1 At:l Cn,:
tiytiy1 € D},
1, <1

Es facil demostrar que expressié (1.2) juntament amb els Teoremes 1.3.1, 1.3.2 1
1.3.4 impliquen les seglients igualtats:

n—o0

%[f(x),x]t = lim Z / "'“(f(y)_ FX)dy  up.,

tiytigr € DL
<t
1 R . Xti
UK = Bm o Y [ - fdy s,

ti,tiy1 € D!,
1, <1
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que ens donen dues formes alternatives d’expressar el temps local. Utilitzant la
primera igualtat tenim que -

1, . Xeipa
-2-Lt = lim Z / (I[a,oo)(y)—I[a,oo)(Xz;))dy

11— 00
Jx..
ti,tig1 € DY :

1; <1
= lm Y [(Xp — )t = (Xe — a)" = Jaoo)(Xe)(Xeey — X))
ti,tiy1 € DY,
t, <t

= lim Z X, —alle, ;.
11— 00 | tz+1 l Cn,1
ti,tiy1 € D,
1, <t
De la mateixa manera, utilitzant la segona igualtat tenim que

1
SLi=1lm Y |Xy—adllo,,

2 n—co
ti,tit1 € D},
t; <t
Tornem ara al cas general on a(-) era una corba continua. Tornem a prendre, per
tant, f(z,t) = Ija(t),00)(z). En la demostracié del Teorema 1.3.5 provavem que

n—oo
ti,tiy1 € D,
t; <1

lim Z (F(Xti+1’ti) - F(thti)) = /: f(Xs’S)dXs + %[f(X, ')7X]t7

i en la demostracié del Teorema 1.3.1 haviem vist que

im Y (Kt (X — X)) = / (X, 5)dXs.
0]

n—oo
ti,tit1 € Dfl
1 <t
Per tant
1 . X‘i+1
X =lim 3 [ (k) - Xt
it € D:; X
1, <t

Aquesta darrera igualtat ens permet calcular, analogament al cas on a era
constant, una forma alternativa d’expressar el temps local pel cas on a(-) és una

corba continua:
1 _a )
SLV=lm Y Xy, —alt)lon,

n—oo
i, tiy1 € D},
i, <t
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on i = {sign(X, — alt)) # sign(Xip, — alt)}.

0
1.4.2 Foérmules de Tanaka.
La funcié f(z) = Ijae)(z) és la derivada de la funcié absolutament continua
F(z)=(z —a)*.
Aixi, el Teorema 1.3.4 ens déna la segient férmula
t . 1
(X, — a)* = (Xo — a)* + / T o) (X)X, + 5 I (1.10)
: 0

que es coneix amb el nom de formula de Tanaka.
Si considerem el procés —X; i calculem el seu temps local en el punt —a es veu
facilment que coincideix amb el temps local del procés X; en el punt a, i.e.,

L7*(=X) = Li(X).
Aplicant ara €l Teorema 1.3.4 al procés —X; i a la funcié F(z) = (z+a)* obtenim

t
1
(X +a)" = (=Xo+a)" — /0 [j-a00) (= X)X, + S L,

o, el que és el mateix,

t
1
(X, —a)™ = (Xo —a)” — /O [ (X)dX, + 5L¢. (1.11)

-

Sumant ara les expressions (1.10) i (1.11) obtenim
.
| Xt —a| = |Xo— o]+ / sign(X, — a)dX, + Lf.
0

Tant aquesta darrera expressié com (1.11) també es coneixen amb el nom de
formula de Tanaka.

1.4.3 Una extensio de la formula de Tanaka.

Considerem ara la funcié F(z,t) = (z — a(t))* on a(¢) és una funcié continua. Té
per derivada parcial respecte z, f(z,t) = Ija),00)(%). Ailxi, la nostra extensié de la
férmula d’It6, Teorema 1.3.5, ens déna que

4 1 al. [4
(X — a(t))* = (Xo — a(0))* + / Tia(s) 00) (X5 )dX, + 5Lt” + / F(X,,ds). (1.12)
0 ’ 0
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Si considerem el cas on a(t) té variacié fitada,

t t
| PG ds) = = [ X)),

i per tant la férmula d’It6 es pot escriure com

t

(X, = a(t)* = (Xo - a(0))* + / o)X, — al)d(X —a()) + 5L (113)

En aquest cas particular X — a(-) és una semimartingala i L?(') és el temps local
d’aquesta nova semimartingala en el nivell constant 0, i.e.,

Li(X) = LY(X — a(")).

Aixi doncs I'expressié (1.13) ens déna la corresponent férmula de Tanaka. Per
tant, (1.12) és una extensié de la fdrmula de Tanaka pel cas general on a(-) és una

funcié continua.
a

Observacié 1.4.1. Podem comparar també el nostre Teorema 1.8.4 amb l’extensid
de la formula d’It6 obtinguda per Bouleau i Yor [BY]. El seu teorema, per un procés
X: sota les condicions que hem imposat nosaltres, i prenent F(z) una funcid ab-
solutament continua amb derivada f(z) localment fitada i Borel-mesurable, ens diu

que:
F(X,) = P(Xo) + / FX)dX, - 3 / f(a)do L2,

Azt doncs, si comparem aquest resultat amb el nostre Teorema 1.5.4, tenim una
nova forma d’ezpressar la covariacid quadrdtica quan f(z) és una funcid localment

fitada 1 Borel-mesurable:

[F(30), X] = — /R F(a)da L.

1.5 Exemples de difusions per a les quals es com-
pleix 'extensié de la formula d’Ito.

En aquesta seccié demostrarem que, sota certes condicions de regularitat dels coefi-
cients, les difusions fortament el.liptiques i les el.liptiques compleixen les hipotesis
del Teorema 1.3.2 1 per tant ’extensi6 de la férmula d’Ité6 que hem demostrat en el
Teorema 1.3.5 es pot aplicar a aquests tipus de processos.
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Es a dir, hem de comprovar que en aquests casos existeix una funcié de densitat
de les variables aleatories X;, que anomenarem p;(z), i que compleix aquestes dues
condicions:

suppi(e) < r(t) (1.14)

</Rpt(1xj (;; (ovz(t,ac)pt(:ﬂ)))zdrv)1/2 < u(t) (1.15)

on r(t), u(t) sén funcions continues com a funcions de ¢ en (0, 1], decreixents, inte-
“grables i tals que ((r)!/?u)(t) és també integrable.

Partim de {X;,0 <t <1}, procés de difusié solucié de 'equacié diferencial es-
tocastica,

¢ ot
X = Xo +/ b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dWs, (1.16)
0 Jo

amb X, determinista, és a dir Xo € R. A la subseccié 1.5.2 donem un resultat pél
cas Xy no determinista. ’

Abans pero, veurem uns resultats previs del calcul de Malliavin que usarem per
a provar les fites (1.14) i (1.15). Comencem per la segiient proposicio,

Proposicié 1.5.1. Sigui F una variable aleatoria de lespai DV2. Denotem per H
Vespai de Hilbert L*([0,1]). Suposem que existeiz v € L*([0,1] x Q) tal que (D# €

Yo

Domd. Llavors F té densitat i aquesta densitat ve donada per:

p(z) = B [I{F>m}5 (Zﬁ)} ;

Per a la demostracié veure la Proposicié 1 de [CFN], o bé la Proposici6 3.1.1 de
[N1] o la Proposicié 2.1.1 de [N2].

Un corol.lari immediat és el segiient:

Corol.lari 1.5.2. En la situacid de la proposicid anterior

o) ¢ (o)

dXt = O'(t, Xt)th + b(t, .Xt)dt .

; Vp>1.
p

Nosaltres tenim

Imposant les condicions de Lipschitz i de restriccié en el creixement (veure (1.4)
i (1.5) ) tenim, segons el Teorema 0.0.1, que X; € D",
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. . ’ t ut ) (4 . s
Per tant, si trobem un procés v* tal que DXy € Domd, la proposicié anterior
ens assegurara l’existencia de densitat, i aquest corol.lari ens dira que

7)< H‘5 (ﬁ)

Volem veure ara que podem aconseguir una fita similar per al membre esquerre

,  Vp2>1.
p

de (1.15). Necessitem pero, abans, un resultat previ:

Proposicié 1.5.3. En la situacid de la Proposicid 1.5.1, la derivada en el sentit de
les distribucions p'(z) de la densitat p(z) és una funcid integrable de la forma

P(y) = —h(y)p(y)  qpt.,

-5 () -4)

Prova: Hiha un resultat similar a aquest en el cas multidimensional a la Proposicié

on

4.2 de [MNS], pero en el cas de dimensi6 1 es pot donar una demostracié més senzilla.
La Proposicié 1.5.1 ens diu que

p(z)=E {I{F>m}5(<D;v> )] . (1.17)

Precondicionant per la o—algebra generada per F tenim que (1.17) és igual a

# (2 (e () )

= E(Ipsayh(F)) ,

== (s () r5)

La derivada en el sentit de les distribucions de la funcié de densitat p'(z), actua

on definim

sobre les funcions de classe C*° a suport compacte C§°, de manera que per a tota
€ Cy

W) = — / p(z)y'(x)dz

Si desenvolupem aquest darrer terme

/Rp(a:)(p'(:v)dx = /RE(I{F>x}h(F)) $'(z)dz

B /R (/R -’{y>z}h(y)p(y)dy> o' (z)de
= /R(/:o h(y)p(y)dy) ¢'(z)dz . (1.18)
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Perd h(y)p(y) és una funcié integrable ja que

/R () lp()dy = Eh(F)] < oo.

Per tant pel Teorema de Fubini (1.18) és igual a

/R (/_1, wl(x)d‘“) h(y)p(y)dy.

Pero ¢ té suport compacte, per tant pel Teorema Fonamental del Calcul aquesta
ultima expressié és igual a

A o ()h(y)p(y)dy

Hem vist que A(y)p(y) és una funcié integrable, per tant tenim que

Py) = —h(y)p(y) qpt

Utilitzant aquesta proposicié obtenim el seglient resultat per a difusions:

Lema 1.5.4. Sigut X, un procés de difusid donat per lezpressid (1.16), tal que b
i o satisfan les condicions de Lipschitz 1 de creizement lineal, 4 tal que o € C! en
z. Suposem que per a tot t € (0,1] ezisteiz un procés v* € L*([0,1] x Q) tal que

ot
2
)
p

DXy € Domé . Llavors, per a tot p > 2, tenim que
on la derivada és en el sentit de les distribucions i la constant C no depén de t.

[ G temen) seome <2 1+ (1,

Abans de passar a la demostracié provarem el segiient lema:

Lema 1.5.5. Siguin g € C'(R) i p € L'(R) tal que la derivada en el sentit de les
distribucions p’' també pertany a l’espai L'. Aleshores

(9(2) - p(2)) = ¢'(2) - p(2) + g(2) - P'(2),

on () denota la derivada en el cas de g i la derivada en el sentit de les distribucions
en els altres casos. ‘

Prova: Hem de veure que per a tota funcié ¢ de classe C* a suport compacte

<(g-p),dp>=<g -pd>+<g-p,d>.
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Prenem {g,} una successié de funcions de classe C* a suport compacte tals que
p

sup |gn(z) — g(z)] — 0 quan n — oo i (1.19)
wEspe
sup |¢',.(z) — ¢ (z)] — 0 quan n — 0o, (1.20)
TCspé

on sp¢ denota el suport de ¢. Llavors

<(gn-P)¢> = =< gu-pd >

- - / 6n(2)p(2)¢ () de, (1.21)

pero
(gn()8(2))'p(2) = g'a(2)$(2)p(2) + ga(2)¢'(2)p(),
per tant (1.21) sera igual a

- [ @) pe)is + [ o@)8(@na)ds

=~ [(on(ble) poydot < 16>

Sabem que g, - ¢ és de classe C*™ a suport compacte, per tant

- [y = [ mE@dEs

= < g p,9p>.

Aixi doncs hem vist que

<(gn-p),d>=<gn' p,d>+<gn-p,6>. (1.22)
Pero
[ @n(@ple)y s — [ (afe)p(e)o(a)ds
quan 7 tendeix a infinit. En efecte,

/R (6a(2)p(2)) B(x)dz = — / on(@)p(2) ¢ (2)d

i aquesta darrera expressié convergeix cap a — [ g(z)p(z)4'(z)dz ja que

/R (gn — 9)(@)|p()]| ¢ (2)]de < sup |(gn —g><w>|./R p()||¢(2)|da

wEspd
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que tendeix a zero usant (1.19), que ¢’ esta fitada per tenir suport compacte i que

p € L}(R).

Aix{ doncs Je(gn(z)p(z))d(x)dx tendeix cap a — f,g(z)p(z)d'(z)dz
= fR )é(z)dz tal i com voliem veure.
Per arguments del mateix tipus, usant (1.19), que ¢ esta fitada i que p’ € L'(R)
tenim que
[ ou@w ) — [ oo
Per ltim, |

/R (2)p(z) d’c—)/ )dz,

usant (1.20), que ¢ esta fitada 1 que p € L'(R)
Aix{ doncs, fent limits als dos costats de (1.22) obtenim

<(9-p),p>=<g po>+<g-p,¢>,

tal 1 com voliem veure.
0

Prova: (Lema 1.5.4)

Tenim que 0 € C}(R) com a funcié de z, que la densitat p;(z) com a funcié
de z pertany a L'(R) i, per la Proposicié 1.5.3, la seva derivada en el sentit de les
distribucions p/, també pertany a espai L'(R).

Per tant pel lema anterior

(a*(t, 2)pu()) = (*(t, ) pul) + o2(t,2) (pe()) .

Utilitzant aixo tenim que

_ /R (2(00')(t,x)+02(t,x)pt($))2pt(os)dm

< 9 { /R 4(0*(o")?)(t, 2)po(x)do + /R | (ﬁ(t,@ifg;)z pt(m)daz] |

D’una banda, utilitzant que ¢/(t, z) esta fitada, per ser o € C* en z i Lipschitz, i
la restriccié en el creixement de o(¢, z),

A(az(a')z)(t,x)pt(m)dm < K/02(t,a:)pt(:c)da:

R
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< K / (1 + [2])*p(z)da

< K(14 E(sup X}?)) < oo,
tefo,1]

pel Corollari 2.2.1 de [N2].
D’altra banda, utilitzant de nou la restricci6 en el creixement de o (¢, z)

[ (o) niorie < [0 1oy () piori

v (25

= KF

1
1 [}, 201\ 7
! pi(Xt)
< k(Bla+x)])” | B||B5 ,
- S i pe(X)
gracies a la desigualtat de Holder amb p’ = L, 1% + 517 =11p>2. Ara, d’una banda
_1_[
q

[E ((1 + |Xt[)4ql)] 7 < (K(l + E( sup |Xt|4q’))) < 0

t€[0,1]

pel Corollari 2.2.1 de [N2].
D’altra banda, per la Proposicié 1.5.3,

= (2]}2 (s (@) 7o)l )

i utilitzant la desigualtat de Jensen aquesta expressié és menor o igual que
ot P 2
E|E||§| =7 X
(22 (s () )))
2
ot P\ 2
= (E||[§| —=—o—=—"
Qi)

t 2
= e —r
H <<DXt>vt>H)

, Vp>2.
Aix{ doncs, per a tot p > 2 podem trobar una constant C tal que

it (e amon) aese (s ()

Pi(Xe)
Pt(Xt)

2
)
P
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com voliem demostrar.
O

Hem vist que si som capacgos de trobar un procés v' tal que (—m”:}—t)H € Domd
podem fitar els membres esquerres de (1.14) i (1.15) per

(], o
[C (1 + Ha (EW) )

o\ 11/2
)] respectivament. Per tant el nostre objectiu sera tro-

§ (o) |,

} de manera que ens permeti fitar (1.14) i

bar aquest procés v i fitar

(1.15) per funcions que compleixin les propietats desitjades. Necessitarem el segiient

resultat de [CFN](veure Teorema 1 de [CFN}):

Teorema 1.5.6. (Caballero-Ferndndez-Nualart) Sigui {M;,t > 0} una martingala
continua que surt de zero. Llavors per tot 1 < p < q ezisteiz una constant universal

C = C(p,q) tal que
[

<C“ ek

q

on < >, denota la variacio quadmtzca.

Lema 1.5.7. Sigui X un procés de difusid els coeficients del qual satisfan les condi-
cions de Lipschitz i creizement lineal. Suposem també que o,b € C* en z, i que les
seves deriwades de segon ordre tenen creizement polinomial en z, uniformement en t.
Per a cada t € (0,1] prenem vl = o(s, X;) 04(s),  suposem que per a algun r > 2,

(E {(fo‘ 02(3,Xs)ds>'§

on K és independent de t.

) < 00. Llavors (DX )EDOm5 i pertotg>p>1

t -4 i
<K (E (/ Jz(s,Xs)ds) D ,
» Jo
Prova: Considerem, per s < t, s,t € [0, 1]

N, = exp { / ol X)W, + / a (b’ - %(5)2) (r, X,)dr} |

Seguint els calculs del Teorema 2 de [CFN] obtenim que
1

v Jo ol
‘J(W*Xt,v%) IN 02(3 X)ds S+ fJO""(s,Xs)ds%t

on

Sy = ( sup Ng )( sup No’s),
s€[0,t] s€[0,t]
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t
Vo = (S) @1 e +2( [ 05, X))
0

X sup | / o"(r, Xy ) No . dW, + / (" = o'c")(r, X, ) Nodr|).
0

0<s<t  Jo

A més a més, E(S;™) < oo per a tot m > 21 ¥, té moments de tots els ordres.
Utilitzant la desigualtat de Holder, per a tot p’ > 1, 1% + 517 =1

(e )l, = (2 (o (oxim,)
< [ S”" L’ ( o)W
- 02 (s, Xs)ds
pa\\ 77 ( 1
* (E (\I} )) g \/f(: (s, X,)ds
< x|

+ ()2 ) ,
pp pp

on M, = fo s, Xs)dW; i per tant la variacié quadratica és, (M), = fot (s, X,)ds.
Llavors pel Teorema 1.5.6, per a tot g > pp’
pp’) ‘

I (x|, = % (oo
<D.Xt,’l)’>H P
¢ -3 i
(/ az(s,Xs)dz;) :|> , Vg>p2>2
0

pp’ pp’

1
rp’ Py

1/2

oo

Aixo és cert per a tot p' > 11 per a tot ¢ > pp/, per tant

H5 (W) <K (E

com voliem demostrar.

1.5.1 Difusions el.liptiques i fortament el.liptiques.

Estem ja en condicions de veure que les difusions fortament el.liptiques, sota condi-
cions de regularitat dels coeficients, compleixen les hipotesis del Teorema 1.3.2 1 per
tant val 'extensié de la férmula d’It6 que hem demostrat en la seccié 1.3.
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Teorema 1.5.8. Sigui X; una difusio els coeficients de la qual satisfan les condicions
de Lipschitz i creizement lineal, tals que o,b € C? respecte z i tals que les derivades
de segon ordre tenen creizement polinomial en x, uniformement en t. Suposem també
que ezisteiz una constant p > 0 tal que |o(s,z)| > p, per a tot s € [0,1], z € R.

Llavors
K
p(z) < %,
2 1/2
1 d,, I_(
(/R (Pt(iv) dz (U (t,a:)pt(ar))> pt(m)dx> < 7

Prova: Prenem p > 2, pel Corol.lari 1.5.2

p(e) < H5 (m) A

prenent per a cada X, v} = o(s, X;)I(04(s), 1 pel Lema 1.5.7 tenim que és menor o

igual que
K <E (/Of 02(3,Xs)ds)_%} > 12, (1.23)

per a tot ¢ > p > 2. Utilitzant ara la fita |o(s, X,)| > p, per a tot s € [0,1], (1.23)
esta fitat per

9
p

K b=X

=

D’altra banda, pel Lema 1.5.4 per p > 2

<-[R <Pt:(lx) - (o (t, 33)%(@)) 2 Pt(m)dm>
< (¢ (ol

prenent novament per a cada X;, vy = o(s, X,)I(o4(s). Pel Lema 1.5.7 i utilitzant la
fita |o(s, X,)| > p, per a tot s € [0,1] tenim que aquest altre terme esta fitat per

(oo ()< |

Clarament les funcions r(¢) = \% iu(t) = % compleixen les condicions del Teo-
rema 1.3.2, és a dir sén funcions continues en (0,1], decreixents, integrables en (0,1) i

1/2

8
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tals que ((r)}/2u) (¢) = t:{% és també integrable en (0,1). Per tant és valida l’extensié
de la férmula d’Ité6 que hem demostrat a la seccié 1.3.

Per ultim veurem hipotesis sota les quals les difusions el.liptiques també estan en
les condicions del Teorema 1.3.2 i per tant compleixen I’extensié de la férmula d’It6.

Teorema 1.5.9. Sigui X; una difusid els coeficients de la qual compleizen les condi-
cions de Lipschitz 1 creizement lineal, tal que o,b € C? respecte x 1 tal que o € C!
respecte t. Suposem també que o, b 1 %—‘:(t,xﬂ tenen creizement polinomial en z,
uniformement en t, 1 que 0(0,Xo) = p # 0.

Llavors

K
\/Z 3
1/2

(/R (pt(lx)i:c(Uz(t’x)Pt(fﬂ))YPt(x)dx) < %

Prova: Suposem p > 0. Tal i com hem vist al Teorema 1.5.8 n’hi ha prou trobant

IA

pe(z)

1
—-9g i
una fita de la forma % per a <E [(fot JZ(S,Xs)dS> 2])4, per algun ¢ > 2. Seguim

els passos de la demostracié de la Proposicié 2 de [CFN], on es prova un résultat
semblant pel cas on el coeficient o no depen del temps.
Definim el segiient temps d’atur,

1 si €l conjunt anterior és buit.

{inf{O <s<1l:0(s,X,) <2}
T =

Podem escriure,

E [(/0, Jz(s,Xs)ds>—%] = E

D’una banda,

De l’altra,
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-3

I{T<t}( SX s) ]
- (I{T<t}7‘ §>
B (I 07)

4
o 1\2 1
/1 %yg—lp {7’_1 > y} dy + <z> P{T—l > Z}:| 3

en aqﬁest ultim pas hem utilitzat que i)er una variable aleatoria Y > 0,
Y?) = f0°° py? ' P{Y > y}dy.

IN

&

IN
o
I

Observem que la variable d’integracié y satisfa y > 1 > 1 i per tant i <t< 1.
Pero
-1 1 . ‘e P
P{T >y}=P T<=p = PS inf o(s,X,)< =
Y 0<s<t 2

IA

P< sup |o(s,Xs)—p| > P
0<s< s 2

2 T
. <_)E sup |o(s, Xs) —p|" |,
P OSSSIE

gracies a la desigualtat de Txebixev, per a tot r > 0.

La funcié o(s, z) és continua, amb derivades respecte ¢ i respecte z continues. Per
tant, la férmula de Taylor ens diu que

(5, %) = 00, Xo) 4 2-(o(5",10))s + 2e(o(s", ) (Xe — X),

on s* € (0,s) 1 n} pertany a I'interval format per Xy i X;.

Per tant,
sup |o(s,X,;) —p|" = sup |o(s,X,) — o (0, Xo)|"
0<s< 0<s< ¢
< sw [ 2(ols s+ sup |(o(s"n) (X — Xo)
0<s<1— ds OSSS% Oz
1
< K(- )(1—|— sup |X|pr)—|—K sup | X, — Xo|",
Y 0<s<t

utilitzant la restriccié en el creixement de £ 52 i que Z esta fitada.
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D’altra banda, si fem esperances, el segon terme ens queda

E( sup | X, — ’0!T> — sup |/ (t, Xt) dt+/ o(t, Xe)dW,

0<s<y o< <3

Y,

que aplicant la desigualtat de Burkholder és menor o igual que

1

K(-;—)TE( sup [b(t, X,)[") +I(E[(/0;az(t,Xt)dt)§]

o<t<l
==y
1 r 1.z r
< K(—) E( sup (1 + |Xt|)r) + K(—)zE( sup (1 + |Xt|2)2) )
y 0<t<1 ) 0<t<1

Utilitzant ara el Corol.lari 2.2.1 de [N2] ens queda,

‘ ' 1.r 1.z
E( sup lo(s,Xs)—pl") < K(=) +K(- ) + K(=)2
0<sgt ) Y
1.z
' S K(- 2)
i &)
perqu‘eigl.
- Aixd, _
2\" /1)
p >y < K |- -
05k () ()
D’on
t -3
E (I<n (/ az(s,X)d) ]
0
PN [T s Lir—q)
< k(%) [/ Y315y + 1 q]
= K309 prenent ¢ < r.
Per tant

tal com voliem demostrar.

El cas p < 0 es fa igual prenent com a temps d’atur

o inf {0 <s<1:0(s,X,) > 2}
1 si el conjunt anterior és buit

1 tot funciona de la mateixa manera.
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1.5.2 Cas de condicid inicial no determinista.

Per a tractar aquest cas necessitarem situar-nos en un context una mica més general:
Considerem H un espai de Hilbert real separable. Una variable aleatoria a valors en
H, F:Q — H es diu que és regular si és de la forma

F= Zfz (Wayy ooes Wo )i (1.24)

on f,‘ € CEO(RH), t1,..,tn € [0,1] i V1, ..., UM € H.
I es defineix la seva derivada de Malliavin com el procés a valors en H donat per

ofi
D.F = ZZ fi th,...,th)l[o,tj)(t)vi,

=1 j5=1

Considerem 1’espai producte (2 x Qo, F @ Fo, P x Py) on (2, F, P) és I'espai de
Wiener 1 (Qo, Fo, Py) és un espai de probabilitat separable.

Observem que podem identificar I’espai L2(§2 x §y) amb Uespai L2(2; L*(Qp)) aixi
com D’espai L?([0,1] x (£2 x Qo)) amb Pespai L*([0,1] x ; L*(£)).

Prenent H = L%(Q) podem definir la derivada de Malliavin per a variables
aleatories de la forma (1.24).

Les 1dentificacions anteriors ens permeten doncs definir una derivada de Malliavin
per a variables F' : ) x {}3 — R de quadrat integrable i obtenim que D.F €
L2([0,1] x (O x )).

A més a més, si ens restringim al cas on F : {3y — R, 'operador derivada déna
1dénticament zero, ja que aquest tipus de variables es poden escriure de la forma
(1.24) amb f; constants.

D’altra banda si tenim un funcional regular definit sobre 'espai de Wiener, po-
dem suposar que les funcions v; sén constants i idénticament 1 totes elles. Per tant
I’'operador derivada que acabem de definir déna el matelx en aquest cas, que el que
teniem definit només per 'espai de Wiener. '

Pel que fa a l'operador § podem fer un raonament semblant. Si tenim v €
L*([0,1]x (2% Q)), com que podem identificar aquest espai amb L?([0, 1]xQ; L*(£)),
podem calcular §(u) € L*(Q; L?()), 1 aquest dltim espai el podem identificar altre
cop amb L?(Q x Q).

Suposem ara que X = {X;, 0 < ¢ < 1} és un procés de difusié solucié de ’equacié
diferencial estocastica

t t
Xi=Xo+ / b(s, Xs)ds + / o(s, X,)dWs,
0 0
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on Xy no és determinista siné que és una variable aleatoria, independent del nostre
moviment Brownia, definida en I’espai de probabilitat separable (Qo,Fo, P). Su-
posem també que X, té moments de tots els ordres.

Tal com proven [MNS] continuen essent valids en aquest context la regla de la
cadena i1 el Teorema 0.0.1.

Per tant, el Teorema 1.5.8 continua essent valid en aquest cas. (Observem que
en aquest cas la hipotesi del Teorema 1.5.9 no tindria sentit). Podem enunciar doncs
el seglient resultat:

Teorema 1.5.10. Sigui X, una difusié els coeficients de la qual satisfan les condi-
cions de Lipschitz 1 creizement lineal, on Xy €s una variable aleatoria definida en un
espai de probabilitat separable (Qo, Fo, Po), tal que a,b € C? respecte = 1 tal que les
derivades de segon ordre tenen creizement polinomial en z, uniformement en t. Su-
posem també que ezisteiz una constant p > 0 tal que |o(s,z)| > p, per a tot s € [0,1],
z € R.

" Llavors

K
\/‘E’

(/R (ptg:c)% (“Z(tvx)f’t(x))ypt(x)dw)1/2 %

Es a dir, en aquest cas també és cert que per les difusions fortament el.liptiques,

IN

pi(z)

IA

sota bones condicions, val 'extensié de la formula d’It6.
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Capitol 2

Convergencia feble cap a un drap
Brownia a partir d’un procés de
Poisson al pla.

2.1 Introduccié i resultat principal.

L’objectiu d’aquest capitol és trobar uns processos construits a partir del procés de
Poisson al pla que convergeixin en llei cap a un drap Brownia. Busquem un resultat
analeg, per al cas de dos parametres, al resultat de Stroock que hem recollit en els
preliminars d’aquesta memoria. Recordem-lo,

Teorema 0.0.7 Considerem un procés de Poisson estindard, {N(t), t > 0}, @
definim, per a tot € > 0 el procés continu

t/e?
ve = {ye(t) ::5/0 (~1)N@ds, ¢ € [0, T}

Si (P) son les lleis dels processos y. en lespai de Banach C([0,T]) de les funcions
continues en [0,T], lavors (P) convergeiz en llei quan ¢ tendeiz a zero cap a la
mesura de Wiener.
- Una motivacié per a provar aquest tipus de resultats és que déna exemples de
processos de variacié fitada que poden ser aproximats en llei pel procés de Wiener.
Un altre interés és que ens ofereix una relacié entre els dos processos més impor-
tants al pla.
El nostre resultat és el seglient,

Teorema 2.1.1. Definim

t/e ps/e
{xe(s,t)::e/o /O V(DN dzdy,  (s,1) € [0, 5] x [0, ]},
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on {N(z,y); z,y>0} és un procés de Poisson en el pla.

Considerem P. la llei tmatge de z. en ’espai de Banach C([0,S] x [0,T]) de les
funcions continues en [0,5] x [0,T]. Llavors, (P.) convergeiz en llei quan & tendeiz
a zero cap a la llei en C([0,5] x [0,T]) d’un drap Brownid.

Un primer treball on es busca un resultat al pla a partir del resultat de Stroock
és [Jo]. Alli es donen uns processos que convergeixen en llei cap al drap Brownia a
partir de dues successions de copies independents dels processos de Stroock.
Observem que els processos z. també es podem expressar com

«(s,1) // 2\/— N2 dady. (2.1)

Una raé intuitiva d’aquest tipus de resultats és que l'integrand (—1)V(®%) canvia
de signe molt rapidament si hi ha molts punts al seu voltant. Aixi, quan ¢ tendeix a
zero, (—1)M(&:%) tendeix cap a quelcom amb valors independents en cada punt i que,
convenientment normalitzat, és aproximadament un soroll blanc.

En principi, seria raonable esperar que el resultat pel cas de dos parametres fos
que els processos definits per '

(s,t):= 6/ / N9 dgdy, (2.2)

convergissin en llei cap al drap Brownia.

Pero no és dificil provar (veure Apéndix 5.3) que els processos Y;(s,t) convergeixen
a zero, quan ¢ tendeix a zero, en L?(Q), per a tot (s,t) € [0, 5] x [0,T]. I aixd sembla
que no es pot arreglar multiplicant per funcions que només depenguin del parametre
€.

Una raé intuitiva d’aquesta aparent patologia és la seglient;

Podem escriure els processos de Stroock com

ye(t) = / 1)V, (2.3)

els processos definits en el Teorema 2.1.1 com (2.1) i finalment,

(s,1) / / d:cdy

S1 considerem la funcié de covariancia dels processos integrands en I’expressié dels
Processos ye,

I{C(t,t/) = E[—(—l)N(ff)(..l)N(;'—)] _ __E[(_I)N(EL.Z)]E[(_UN(:_;)]
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1 2|t ¥, 1 2t + 1)

= el - Se[- =),

o2
esta clar que, per a tot ¢t > 0, com a funci6é de ¢/, aquesta covariancia convergeix

feblement, quan ¢ tendeix a zero, cap a &, la delta de Dirac al punt ¢ (és a dir, la
“funcié de covariancia” del soroll blanc ).

D’altra banda, si calculem la covariancia pels processos integrands en ’expressié
dels processos Y; i dels processos z., observem que si s - ¢t # 0, KY ((s,t), (s,#)) com
a funci6 de (s, t') convergeix feblement cap a zero, mentre que KZ((s, t), (s',t')) con-
vergeix feblement cap a d(,4). Aquests dos fets es poden demostrar usant arguments
similars als que utilitzem en la prova del Lema 2.4.4.

Una altra motivacié d’aquest tipus de resultats és la seva possible aplicacié al
problema d’aproximar en llei la solucié d’'una equacié diferencial estocastica al pla
per la solucié d’una equacié diferencial ordinaria.

Recentment s’han publicat alguns resultats en aquest sentit. Per exemple, con-
siderem el procés simple en R?,

o

= Z Z Zr -1,y xi—1,0) (5, 1),

k=1 1l=1
on {Zr;,k > 1,1 > 1} sén variables aleartories independents, idénticament dis-
tribuides, uniformement fitades i que tenen E(Zy,;) = 01 Var(Zx;) = .

Si definim el procés

// (2, 2)dudv, (5,1) € [0, 5] x [0,7), € > 0

com a conseqiiéncia immediata del Teorema Central del Limit en C([0, S] x [0, T)), la
llei de Y* convergeix feblement a la llei d’un drap brownia amb la variancia multipli-
¢cada per v2.

. Florit 1 Nualart demostren el segiient resultat, (veure [FN]),

Teorema 2.1.2. En aquesta situacid, siguin {X:,} les solucions de les segients

equacions integrals

Xey=z+ - // dudv—l—// »)dudv;

on (s,t) € [0,5] x [0,T] i 0,b € Cb (R). Llavors les lleis de {Xg,} convergeizen
feblement quan € — 0, en C([0,5] x [0,T]), a la llei de [inica solucié de l’equacio
integral estocastica,

t s t s
X =+ / / Yo (Xyp) 0 AWy, + / / b(Xy,v)dudv;
o Jo o Jo

on la primera integral és una integral tipus Stratonovich.
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El cas on o és lineal i b = 0 havia estat provat per Carmona 1 Fouque a [CF].

També en [S] trobem el resultat corresponent per a processos de difusié generals
pel cas uniparameétric, (veure el Teorema 0.0.8 dels preliminars d’aquesta memoria).

Observem que el procés /uv(—1)V(#/¢¥/¢) t& algunes propietats semblants a les
del procés F(%,2): és un procés fitat 1 és gairebé centrat, en el sentit que I’esperanca
convergeix molt rapidament a zero en tendir £ — 0,

VwE(-D)NED = Vuw exp[—Zg] — 0.

Perd contrariament al procés F(%,2) els salts del procés Vuo(—1)N#/en/e) pagsen
en temps aleatoris, i la integral corresponent no es pot expressar com la suma de
variables aleatories independents. Aixo6 fa que la convergencia en llei dels processos
(2.1) cap a un drap brownia no sigui immediata.

Per tal de simplificar la notacié denotarem per N,(z,y) la variable aleatoria

N(z\/i,y/p). Llavors {N, (x y); (z,y) € R1} és un procés de Poisson d’intensitat
p. Observem que

N
e(s,t) 52/ / Ty da:dy

Posant n = 5%, estem buscant el limit feble quan n — oo de

zn(s,t) 1= n/ot /O V(=) dady, (2.4)

1 denotarem per P, la llei imatge dels processos z,, en Uespai C([0, 5] x [0,T1]).

El capitol esta organitzat de la seglient manera. En la secci6 2.2 recordem alguns
preliminars de la teoria de processos amb dos parametres. La prova de l’ajustament
de la familia de lleis (P,) es troba en la seccié 2.3. Finalment, en la seccié 2.4
identifiquem tots els possibles limits de subsuccessmns de (P,) com la mesura de
Wiener.

Al llarg del capitol usarem la lletra K per indicar constants que només depenen
de T'1 de S. Usarem la mateixa lletra encara que el valor de la constant pot variar
d’una expressié a una altra.

2.2 Preliminars.
El treball central de la teoria dé martingales al pla, és [CW]. Nosaltres utilitzarem la

notacié i les definicions d’aquell treball. Comencem recordant alguns dels conceptes
que utilitzarem posteriorment. v
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2.2. Preliminars.

Sigui  (Q,F,P) un espal de probabilitat complet i considerem
{Fer; (s,t) € [0,5] x [0,T]} una familia de sub o-algebres de F tals que satisfan
la seguent propietat:

o i) F,y C Foyu peratot s<s',t<t,

Considerem a R?% la relacié d’ordre parcial segiient: (s,t) < (s',¢') si s < ' i
<t
Donats (s,t) < (s',t'), denotem per A Xy ¢ Pincrement del procés X en el

rectangle format per aquests dos punts, i.e.
As,th’,t’ = Xs’,t’ - Xs,t’ - Xs’,t + Xs,t‘

Donat un punt (s,t) € [0,5]%[0,T] podem definir quatre tipus diferents de passat.
El passat estricte és el que esta associat a 'ordre parcial que acabem de definir, és
a dir sén els punts z € R? tals que z < (s,t). L’l-passat sén els punts z € R2 tals
que z < (5,t) mentre que el 2-passat el formen els punts z € R% tals que z < (s,T).
Finalment el passat total sén els punts z € R tals que o bé z < (S,t) o bé z < (s, T).

S S S

passat estricte 1-passat 2-passat passat total

Dibuix1. Els quatre tipus de passats al pla.

Associats amb aquests diferents tipus de passat, podem definir diferents tipus de
fnartingales:’

Direm que un procés F,—adaptat, X = {X,; =z € [0,5] x [0,T]}, tal que
E(|X.]) < oo per tot z € [0,S5] x [0, T] és una martingala si

E(Xgp— X, 1|Fsp) =0, peratot (s,t) < (s,¢).

Direm que un procés F,—adaptat, X = {X,; =z € [0,5] x [0,T]}, tal que
E(]X.|) < oo per tot z € [0, 5] x [0, T] és una martingala forta si X, 0 = Xo, = 0 per
atot s> 01

E(Agu Xoy|Fse V Fsr) =0, peratot (s,t) < (s,t).
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De la mateixa manera es poden definir 1-martingales, 2-martingales 1 martingales
febles si condicionem respectivament per Fg;, Fsr 1 F .

Habitualment a les c—algebres se’ls demana les segiients propietats que nosaltres
no necessitarem:

e ii) Foo conté tots els conjunts negligibles de F.
e iii) Per a tot z € [0, 5] x [0,T], F, = Ny For.

Finalment, sovint a la familia de sub o—algebres F,, se’ls demana encara una
quarta propietat que es coneguda, en la literatura de processos al pla, com condicié
F4. En aquest capitol no presuposarem en cap moment que es compleix aquesta
quarta propietat:

e iv) Per a tot (s,t) € [0,5] x [0,T] les o-algebres Fs; i Fs sén condicionalment
independents donat F, ;. O, equivalentment, per tota variable aleatoria X fitada

1 per a tot (s,t) € [0,5] x [0, T
E[E[X|Fsu|For] = BIX|Fay)-

Definici6é 2.2.1. Direm que W = {W,;; (s,t) € [0,5] x [0,T]} és un F,—drap
Brownia si €s un procés continu, adaptat, amb W, o =Wy, =0 q.s. i tal que, per a
tot (s,t) < (¢,1'), Vincrement A, Wiy és independent de Fs,V Fsr i té distribucid
normal de mitjana zero i variancia (s' — s)(¢' —t). :

St no especifiquem la filtracid, entendrem que ens referim a la filtracié generada
pel propt procés. '

Definicié 2.2.2. Sigui {F,.} una familia de sub o-dlgebres de F que satisfa les
propictats anteriors per a tot (s,t) € Ri. Direm que N = {N,y; (s,t) € R1} és un
Fsi—procés de Poisson si és un procés adaptat, cadlag, amb N, = Noy =0 gq.s. 1
. tal que, per a tot (s,t) < (s',t'), Vincrement Ay Ny v és independent de Fooy V Fi 0o
i té distribucid de Poisson de parametre (s — s)(t' —t).

Si no especifiguem la filiracid, entendrem gque ens referim a la filtracié generada
pel propi procés.

2.3 Prova de I’ajustament.

Per tal de demostrar el Teorema 2.1.1, hem de provar que la familia de lleis P, és
ajustada 1 que qualsevol subsuccessié feblement convergent convergeix cap a la llei
d’un drap Brownia. En aquesta seccid provem AQue la familia de lleis P, és ajustada.

Usant els criteris de Bickel 1 Wichura [BW] o de Chentsov [C], i que els nostres
processos z, s’anul.len als eixos, n’hi ha prou provant el segiient lema,
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Lema 2.3.1. Sigui {z,} la familia de processos definits per (2.4). Ezisteiz una cons-
tant K tal que per a tot (s,t) < (s',t')

sup E[(Asazal(s,t))] < K(s'—s)*(t' —t)%

Per tal de provar el lema 2.3.1 ens sera 1til el segiient resultat que també utilit-
zarem en la secci6 2.4,

Lema 2.3.2. Sigui {,} la famdia de processos definits per (2.4). Llavors si
(s,8) < (s',¢) '
E[(Aspza(s,t))?] <4(s' - s)(¢ —t).

Prova: Observem que

B[(Aasen(s, )]
= wB(([ [ Aty s sy

2 ¢! s '
el [ e
=1 ¢ s

— nz/ mE[(_1)Nn(a:1,y1)+Nn(w2,y2)]dxldxzdyldyz_
J 5,52 x[t,41]2

t/ ......... t/

Y2 Y1

W Yo
t

| ¢

Dibuix 2. Els dos ordres possibles de dos punts en el pla.

Observem que (——1)2?=1 N(ziw) = (—1)E?=1 AooNn(zi%i) i aquest darrer sumatori
és igual al sumatori dels increments del procés de Poisson al llarg d’alguns rectan-
gles disjunts. Cada un d’aquests ultims increments apareix un sol cop o dos cops.
Obviament, els rectangles que contribuiran al valor de (—1)E?=1 B0,0Nn(@i:%) s6n aquells
que tan sols apareixen un cop.

Si suposem que z; < z, hi ha dos ordres possibles en el pla per als punts (z1,y1),
(z2,y2). (Veure el Dibuix 1, les zones fosques corresponen als rectangles que apareixen
un sol cop en el sumatori Y7, AooNa(zi,¥:)-)
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Ara, utilitzant que el procés de Poisson té increments independents, i que si

Z ~ Poiss()) llavors E[(—1)7]) = exp(—2]), obtenim que
E[(Aspza(s, )] = 2(L + L),
on

I, = nZ/[ - ]w/xlxzylyzexp[——2n(:c2y2—a:lyl)]
5,82 x[¢,1)?

X I{ml Swz}l{yl Syz}da:] dz?dyldy%

I, = n? /[ S VT1Z2Y1Y2 €xp[—2n(z2 — z1)y2 — 2n(y; — y2)z4]
J [s,8')% x[t,t

X I{z1§x2}I{y2§y1 }dxldx2dyldy2~

Fent un canvi de variables per tal d’obtenir y; < y, és facil veure que I, < I,.
Llavors,

E[(Bna(s, )]

< 4n® A " VZ1Z21Y2 exp[—Zn(azz - ml)yl - 2n(yz - yl)fﬂl]
J 5,812 x[t,t’

X I{a;l 53?2}‘[{‘!11 Syz}dljdmzdyldyz.

Usant que zo < ¢, yp < t' i després integrant respecte aquestes dues variables,
obtenim que la darrera expressié és menor o igual que

/ ——dy1 = W/I(E — VEAVEWE — Vi)

4(s' — )(#' — b).

IN

Estem en condicions ara de provar el Lema 2.3.1.

2.3.1 Prova del Lema 2.3.1.

Pel lema 5.4.2 de I’Apeéndix, és suficient provar el lema pel cas en que s i ¢t sén
estrictament positius, 1 a més a més compleixen que t' —t < tis —s < s. (Veure
I’Apendix 5.4 per a la prova d’aquest resultat)

Tenim que

E[(Asuza(s, )] = n4E[(/t /Ss \/@(—I)N"(f”’y)dxdy)4]
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t s
= n4E[H (/ / @(_I)Nn(xi:yi)dxidyi)].
: t s
Observem que (—1)E?=1 No(ziyi) = (—1)E3=1 Bo,0Nn(@ii%i) i que

4
Z AO,ONn(xia yz)

=1

4 4 4
= Z A Np(zs,y:) + Z AgoNy(ziyt) + Z Aot No(3,Yi) + 4800 Nn(s,t).

=1 =1 =1

Aixi doncs,
(_1)2321 Ao,oNn(xia Yi)
— (_1)Ef=1 AstNu(i, yz‘)(_l)Zf:l As0Nn (s, t)(_l)Zle Ao, Nn(s,y:)

1 aquests tres factors sén independents. Si suposem z7 < zp < 23 < 24 1
y1 < Y2 < ys < Y4, tenim que '

B[(~1) Ltz Bs0Na(@6,8)] p (1) Diar BoeVa(s,3:)]

= exp[—2nt[(z4 — z3) + (w2 — 1)] exp[—2ns[(ya — y3) + (v2 — y1)],
1%1sant que 2t > t' 1 2s > s, aquesta darrera expressié és menor o igual que
exp[—nt'[(z4 — x3) + (22 — 71)] exp[—ﬁs’[(y4 —y3)+ (y2 — y1)]
< exp[—n[(z4 — z3)ys + (22 — z1)y1] exp[—n[(ya — ys)zs + (2 — y1)71]-
Finalment podem fitar F [(—1)221:1 Dot Na(2i, yi)] per 1. Per tant,

E [(As,txn(5/1 t/))4]

4 -
< Kn“/ [ vz expl—nl(zs — 23)ys + (w2 — 1)91]
[

s, x[t,t] 254

XI{I1§$2S$3S$4} exp[—n[(y4 - y3)$3 + (y2 - yl)xl]l{ylsyzfyssyﬂdxl R dy4

IA

K(nz/[ I VZ122y1y2 exp|—n(z2 — z1)y1 — n(y2 — y1)z1]
5,8'12 %[t ¢
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X Iz, <an} L <un} 02142y dys)

< K(nz/ ’ VZ1Z2y1y2 exp[—2n(z2 — z1)y1 — 2n(y2 — y1)z1)

(5,512 x[t,2]?

X I{z15x2}I{y1 Syz}d$1d$2dyl dy2)2‘

Usant els calculs del Lema 2.3.2 aquesta darrera expressié estd fitada per
Kt —t)*(s' —s)2
0

9.4 TIdentificacié de la llei limit.

Hem provat que la familia de lleis Pn és ajustada. Ara, hem de veure que la llei de
tots els possibles 1limits febles és la llei d’un drap Brownia.

Sigui { Py, }; una subsuccessié de { P, }, (que, fent un abis de notacié, la denotarem
també per {P,}) feblement convergent cap a una certa probabilitat P. Hem de veure
que P és la mesura de Wiener, és a dir, que el procés canonic {X,,(z) =: z(s,t)} és
un drap Brownia sota la probabilitat P.

Existeixen diverses possibles caracteritzacions del drap Brownia, veure per exem-
ple [Tu] o bé [FN]. En particular, en el Teorema 2.2 de [FN] es donen condicions
necessaries i suficients per a qué un procés sigui un drap Brownid respecte una fil-
tracié arbitraria. Si ens restringim al cas on la filtracié que considerem és la filtracid
natural, generada pel propi procés, es poden afeblir lleugerament les hipotesis del
Teorema 2.2 de [FN]. Obtenim llavors la seglient caracteritzacié del procés de Wiener
a dos parametres,

Teorema 2.4.1. Sigui X = {X,z; (s,t) €[0,5] x [0,T]} un procés continu tal que
Xso = Xop = 0. I sigui (Fsy) la filtracid natural de X .

Llavors, son equivalents:
e (i) X €és un drap Brounid,

(i) Per a tot 0 < s < s/, 0 < ¢t < ¢, E(As,t'Xs',t’u:S,t V For) = 04
E{(Asu Xy p)?|Fse V For] = (s' = s)(t' —¢),

(i) Per a tot 0 < s < &/, 0 <t < ¥, E(AyXow|FssV For) =0
B(8uXue | Fse] = (8 = s)(t' — b),

() Per a tot 0 < s < &', 0 <t < t, B(AXow|FssV For) = 0 i
E[(AsiXu )| Far] = (' = 8)(t' = 1).
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La diferéncia entre la condicié (41) i el Teorema 2.2 de [FN] és que per a obtenir
un drap Brownia (respecte la seva filtracié natural) n’hi ha prou comprovant les
propietats de martingala forta i “variacié quadratica” per increments de rectangles
que no intersecten els eixos.

Les condicions (i1¢) i (v), ens donen que de fet n’hi ha prou provant la propietat
de “variaci6 quadratica” condicionant per I’l-passat o be el 2-passat, pero aixo no
ens simplifica els calculs en el nostre cas.

Nosaltres després aplicarem aquest resultat a la filtracié natural d’un procés que,
a priori, no sabem si compleix la condicié F'4, i per tant no podem suposar-la. Pero
si la filtracié natural del procés té la propietat F4, afegint hipotesis febles, és facil
demostrar la mateixa caracteritzacié del drap brownia, pero condicionant pel passat
estricte F,, en la propietat de la variacié quadratica, la qual cosa pot simplificar
forca els calculs. Malauradament, com ja s’ha dit anteriorment, nosaltres no podem
suposar a priori aquesta condicio.

" Prova: (Teorema 2.4.1)

Es obvi que (i) implica (i) i que (i) implica (i) i (iv). Veurem tot seguit que
(tv) implica (3).

Fixats (0,0) < (s,t) < (s',t') considerem el procés Y(u) := Ay Xyp, u € [5,5],1
la o-algebra G, := F, 1.

Observem que per a tot u i v tals que s <u<v <S9S

E(Y(U) - Y(U’)|gu) = E(Au,th,t’Lru,T)
= E(E(Au,tXu,ulfS,t V Fur) |fu,T) =0,

per tant {Y (u), Gy, u € [s, 5]} és martingala.
D’altra banda,

E((Y(v) =Y (u)*|Gu) = E((AuiXow)*|Fur)
= (v—u)(t —1).

Aixi, pel teorema de Paul Lévy tenim que {Y(u),Gu,u € [s,S5]} és un procés de
Wiener amb variancia (u — s)(t' — t).

Si considerem doncs els increments A, Xy = Y(s') — Y(s), tenen distribucié
normal amb mitjana nul.la i variancia (¢’ — t)(s’ — s).

Suposem ara que almenys una de les dues coordenades del punt (s,t) és nul.la.
Podem considerar A yc4eXy amb € > 0. Aquests increments seran variables
aleatories gaussianes centrades i, si fem tendir € a zero, usant la continuitat de X tin-
drem que A, X » també és una variable aleatoria gaussiana centrada amb variancia
(t'—=t)(s" — 3). .

Finalment, sabem que E(As,th”t/l}'s,t Y fs,T) = 0, per tant tots els increments
sén incorrelacionats i, com que sén gaussians, independents.
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De manera analoga es pot provar que (i2¢) implica també (z).
0O
Aixi doncs, en el nostre cas, per tal de provar que la llei limit és la mesura de
Wiener, n’hi ha prou provant les dues proposicions seguents.

Proposicié 2.4.2. Suposem que {P,} son les lleis en C([0, S] x [0,T)) dels processos
T, definits en (2.4), i suposem també que P, és una successid feblement convergent

cap a P. Sigui X el procés canonic © sigut {Fs+} la seva filtracid natural. Llavors
pera tot0<s< s, 0<t<t, Bp(AsXou|FsiVFor)=0.

Proposicié 2.4.3. Sota les hipotesis de la proposicid anterior, tenim que

Ep [(As,th/,t')2|fs,t \Y fs,T] = (s =3s)(t' —t), peratot 0<s<s, 0<t<t.

2.4.1 Prova de la Proposici6 2.4.2.

Hem de provar només que per a tot (s1,%1),..., (Sm,tm) 16 >0ambs, < S5, t, <t -4
obés; <s—6,t <T,perat=1,.,m,1 per a tota funcidé continua 1 fitada
p: R — R '

Eplp(Xoy try oy Xomtm ) (Ds e Xo )] = 0.

Del fet que P, = P, i usant també el Lema 2.3.1, que ens déna la integrabilitat
uniforme de la familia {A; z,(s',t'))}, tenim que

Tim Bp, [p(2(51, 1) -+ 3(5m, tm))(D5,45(5", )]

= Eplp(a(s1,11), -, (5m, tm)) (Aga(s', 1))].

Per tant, n’hi ha prou provant que

nh—glo Ep, [p(z(51,81)5 e, (Sm, tm ) ) (As iz (s, 1)) = 0.

Tenim que

|Br, [p(2(s1,t1)s ors @(5my tm)) (Do (s', )]
= |E [So(mn('sl) tl)) ceey CEn(Sm, t‘m))(AS,tm‘n(s/’ t/))] |
= |E [(,0(15”(.31, tl)) cety xn(sma tm))E [AS,tmn(S/’ t/)lg:t,d]] |

< (E[*@a(s1,11), er Talsmr )] T E[Y2])2 < K(E[Y2])'2,
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on G5 =Fg, sV Fisri
Y, := E[n / VEy(—1)N Y dzdy|gr, ]
[s,8"]x[¢,t']

Aix{ doncs, és suficient provar que Y, convergeix cap a zero en L? quan n tendeix
a infinit.
Observem que A,_s;_sN,(s,%) és independent de g;m, i

E[n / w/:cy(—1)]\”‘(z”’)d:cdyIg;”m]
[s,8]x[t,t]

= F [(—-1)Ae—6,t—6Nn(svt)]

xE[n(—l)A"&’t"gNn(s’t)/ VEy (1) dedy|GT 5],

[s,s]xt,t1

que clarament tendeix a zero en L? ja que aquesta esperanca condicionada esta fitada
en L? pel Lema 2.3.2, i E[(—1)%:-6:=sN(s)] = exp[—26%n] tendeix a zero quan
n — 0.

0

2.4.2 Prova de la Proposicié 2.4.3.

Hem de provar que per a tot (s1,%1),...,(Sm,tm) amb s; < S, ¢, <tobés; <s,t, < T,
pera:=1,...,m, 1 per a tota ¢ : R™ — R continua i fitada,

Ep [o(Xo o0 Ko tm ) (Ds Xt )" = (5" = s)(t' = 1))] = 0.

Recordem que només calia provar-ho per s, > 0.
Del fet que P, convergeix feblement cap a P 1 utilitzant també el Lema 2.3.1 n’hi

ha prou provant que

E[o(zn(s1,t1); -, Tn(Sms tm)) (Assza(s', 1)) = (s — s)(¢' = 1))]

convergeix a zero quan n tendeix a infinit.
Pero aquesta darrera expressio és igual a

E[(@n(s1,11), o, 2a(50ms ) (B[ Dagza(s', )71 75, V Fi] = (' = 5)(#' — ).

Finalment, per tal de veure que aquesta expressié tendeix a zero, és suficient

provar que
B(Aspza(s, )| Fs, V Fig z, (s —s)(t' —t) quann — oo. (2.5)

Podem demostrar aquesta darrera convergencia provant els dos fets segients:
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o 1) E[B[(Asuza(s, )2 FE, V Frrl] = El(Asuza(s,#))Y] — (s — s)(t' — 1),

quan n — oo.

Aquest resultat esta demostrat al Lema 2.4.4. "

e 2) Existeixen unes constants C, que convergeixen a (s’ — s)?(¢' — t)?, quan n

tendeix a infinit, tals que

E[E[(Aspzals, 1)1 F2, V FP2]]" < Co.
Aquest resultat el provarem en el Lema 2.4.5.

Aquests dos fets impliquen la convergeéncia (2.5) perqueé si suposem que 1) i 2)
sén certs, '

E[E[(Asgzn(s', )| Fg, V Frigl = (s = s)(t' — 1))

0 <
< Co—2(s' = )t = 1) El(Bugan(s, 1)) + (8 — )2t - 1)2,

1 aquesta darrera expressié convergeix, obviament, a zero. Aixo acaba la prova de la
Proposicié 2.4.3. '
O

Veurem a continuacié les proves dels Lemes 2.4.412.45.

Lema 2.4.4. En la situacid anterior

lim B[(Asgza(s,t))?] = (s' = s)(¢' —t).

n—oo

Prova:
En la prova del Lema 2.3.2 hem vist que

E[(Aspza(s, )] =2(1 + L),

on
I, = nz/ , VT %21y exp[—2n(zay2 — z1y1)]
[5,8'1% x[t,t']

X T2y <ar} Ly <y} AT 1dTody1 dya,

L= n? f[s,s,]zx[t,t,]z V/Z1T2Y1Y2 exp[—2n(:c2 - 561)3/1 - 2”(92 - y1)x1]

X I{asl sz}I{w <yz }dl’l dxzdyl dy2 .
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Podem escriure la integral I, com

!

s v :
I, = B B
2 / w—/ mﬂ[/yl (2nzy exp[—2na: (y2 = y1)])v/vadyz

x [ @nexpl-20 (o2 — 2)])Eadsa)dad.

J

Lniltima integral tendeix a ,/zy perqué 2ny; exp(—2ny;(z2 — 21)| 1z 00)(Z2) és
una densitat de probabilitat i ens déna una aproximacié de la identitat quan n — oo,
alxi mateix, la penidltima integral tendeix a ,/y; quan n — co. La convergencia esta

dominada perqué ambdues integrals estan fitades per v/s' i V/#' respectivament i \/zll_yl

és integrable, aixi doncs, pel teorema de la convergéncia dominada, obtenim que

s! t 1 ,—'t
lim I, = i/ / dyydz, = (s"—s)(¢ )
s t

n—o0o 4

De la mateixa manera,

!

s’ 1 ¢! 1 ¢
b= /s 2\/5;/t 2\/%[/3/1 (2nz, exp[—2nz2(y2 — y1)])v/Y2dy2
X / (2ny1 exp[—2ny1(x2 - $1)])\/:c_1d$1]dy1d:1;2.

1 tenim que
. I __ t/ . .t
lim 1, = &)=Y
n—oo 4

O

Lema 2.4.5. En la situacid anterior existeizen certes constants C,, que convergeizen
cap a (s — s)*(t' — t)? quan n tendeiz a infinit, tals que

E[E((Asian(s' )| FE,V Fip)]* < Ca.

Prova:
© Recordem que n’hi ha prou provant-ho pel cas en que s, > 0. Aixi doncs,
suposarem a partir d’ara que s,t > (. Per mesurabilitat i independencia tenim que

E((Aswwn(s', 1)) | F5, V Fir)

— nz/ (_1)2'5:1(Ao,th(s,yi)+A,,oNn(x.-,t))
[s,s"]2 x[t,¢/]2

2
X H w/:ciyiE[(—l)ZL1 A"'N"(’”"y‘)]dxl o dys.
=1
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Per tant,

B[E((Aswn(s', )| F2, v Fip)]®

_ Blnd / (—1) b (o Na(si0)+840 Nn (1)
“ l:s:'sl:|4)(|:t1t/]4

4
x H \/IITy,E[(—]-)Z'2=1 Aa,th(iviyyi)]E[(_]_)Z?:a As,th(‘”i:yi)]dx] . dy4.
=1

Usant el mateix tipus d’arguments que en la prova del Lema 2.3.2 tenim que

E[(—1)Zk AstNn(ziui)]

(2.6)
< exp[—2n(|ez — z1|(min{ys, y2} — £) + [y2 — y1[(min{zq, 22} — 5))],
1 també que
E[(_1)2?=3 A, Nn(i00)]
(2.7)

< exp[—2n(|es — zs|(min{ys, ya} — t) + [ya — ys[(min{zs, 24} — 5))].

Aixi doncs,

E[E((Ayeza(s', ¢))?|FE, V Fip)]?

< 16[714/ |E(_1)Z?=1(Ao,th(s,y;)+Aa,oNn(w.',i))|
[s,57]% x [¢,t']*

<[] vEmiowl-2n((zz ~ 2)n )+ (2~ )(er — 5] (28)
X exp[—2n{(4 — z3)(y3 — t) + (Y4 — y3)(z3 — s))]

XI{xlswz}I{yl 592}1{13534}I{y3Sy4}d$1_- . dya.
Podem dividir la darrera integral en dues parts:

e 1) La integral sobre la regié A = ({y1 Sy <yzs <y U{ys <y < yy <
yz}) N ({931 <zp<azz<zgpU{zz<zy <z < 332})

e 2) La integral sobre la regié A°.
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S1 integrem sobre A,

|E(_1)Z?=1 (Ao,tN1z(s:yi)+As,0Nn($i>t))|

= exp [ —2ns((ya — y3) + (y2 — v1)] — 2nt[(zg — z3) + (22 — acl)]],

1 la integral (2.8), sobre la regié A, es pot fitar per

2
16(77,2 /[ i H Vi exp[—2n(ze — z1)y1 — 2n(Y2 — Y1)z
s,8']2 x[t,t’

2
XI{CIJlsz}I{ylSyz}dCIZ] R dyz)

que, tal 1 com hem vist en el Lema 2.4.4, convergeix cap a

16 <(5/ s ”) o (s — b

Quan integrem sobre A°, veurem tot seguit que la integral convergeix cap a zero.

Sitenim y1 < yzs < yo < ys (0 béyr < yz <y <
exp[—2n(y2 — y3)(z1 — s)] (o bé exp[—2n(ys — y3)(z1 — s)]) 1 (2.7) per 1.

< y;) podem fitar (2.6) per

Si, en canvi, tenim ys < y1 < s < ya (0 bé y3 < y1 < 2 < ya) fitarem (2.7) per

exp[—2n(ys — y1)(z3 — s)] (o bé exp[—2n(y2 — y1)(z3 — 5)]) 1 (2.6) per 1.

Llavors, fent un canvi de variables per tal d’obtenir z; < zy < z3 < x4 i

y1 < y2 < yz3 < ys podem majoritzar la integral donada per (2.8),

({yl Sy Syzs <yatU{ys <wya <y < yz})c, per

4

Knt z;y; exp|—2nt|(z4 — z3 Tog — Iy
[y IV 20— 25) 4 5 = )
—2n5((ya — ys) + (y2 — n1)] — 2n(ys — y2)(z1 — )]

XI{$1§$25$35$4}[{y1 Sy2Sy3$y4}d$1 “ e dy4.

Finalment, usant que s,t > 0, aquesta integral és igual a

sobre

e v [ [ v [ Vil [ sntexpl-dnt(as - a5l ande

s t
x/ 2ntexp[—2nt(x2—:c1)]\/:c_2d:v2/ 2ns exp[—2ns(ys — Y3)|+/YadYa

1 Y3

Y2
X / 2ns exp(—2ns(ys — y1)]v/Y1dy1 } exp[—2n(ys — y2)(z1 — s)|dysdyzdzsday,
t

que convergeix a zero per convergencia dominada.
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Intercanviant els papers de les variables z; 1 y; per a7 = 1,...,4 obtindrem una
integral similar.
Aixo acaba la demostracié.



Capitol 3

El moviment Brownia complex
com a limit feble de processos
construits amb un procés de
Poisson.

3.1 Introduccié i resultat principal.

Considerem els processos

2t

{zf(t) = 5/52 e'Neds, ” te 0,71} (3.1)

on {N,, s > 0} és un procés de Poisson estandard.
L’objectiu d’aquest capitol és estudiar els limits febles d’aquests processos segons

el valor de 8 quan € tendeix a zero.
0

£

En el cas trivial, quan § = 0, els processos z!(¢) sén deterministes i és obvi que

tendeixen a infinit quan € tendeix a zero.
6

7 s6n reals, concretament

Pel que fa al cas § = 7, tenim que els processos z

1N

i

20(t) = e/o‘ (=1)Veds.

|

Aquest cas va ser estudiat per Stroock en [St], i va provar que les lleis d’aquests
processos en l’espai de les funcions continues en [0,T] convergien cap a la llei de
\/_Z_Wt, on {W;; t € [0,T]} és un moviment Brownia estandard. (Vegeu el Teorema
0.0.7 dels preliminars d’aquesta memoria).

Volem doncs estudiar qué passa pels casos en els quals § € (0, 7)U(m, 27). El prin-
cipal resultat d’aquest capitol, que a la vegada també déna una manera alternativa
de demostrar el cas § = 7 provat per Stroock, és el segiient:
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Teorema 3.1.1. Definim per a tot € > 0

2t

{f(t)=¢ /0 eNeds, te€[0,T]}

on {N,, s > 0} és un procés de Poisson estandard.

Considerem P? la llei imatge de z° en lespai de Banach C([0,T)) de les funcions
continues en [0,T]. Llavors, si § € (0,7) U (m,2m), P? convergeiz feblement quan €
tendeiz a zero cap a la llei d’un moviment Brownia complez en C([0,T]).

En canvi, si § = m, P? convergeiz feblement cap a la llei de V2W, on

{W;; t € [0,T]} és un moviment Brownid estindard.

Entenem que {By, ¢t € [0,7]} és un moviment brownia complex si pren valors en
C 1 tant la part real com la part imaginaria sé6n moviments brownians estandards 1
son independents entre elles.

Cal notar que els processos part real i part imaginaria que integrem sén funcional-
ment dependents, i tot i aixi, en fer les integrals i passar al limit, obtenim processos
independents.

Aquests processos tenen propietats forga diferents dels exemples classics que con-
vergeixen en llei al procés de Wiener. Per exemple, els processos {cos(6N,)} i
{sin(6N,)} no sén estacionaris ni inclouen sumes de variables aleatories indepen-
dents. A més a més, els seus salts s’esdevenen en temps aleatoris i, segons el valor
del parametre 8, la mida dels salts no és constant.

Per provar el teorema hem de veure que la familia de lleis P? és ajustada (veure
secci6 3.2) 1 hem d’identificar tots els possibles limits de subsuccessions de P? com la
llei d’un moviment Brownid complex quan 8 € (0,7)U (m,27), i com la llei de v/2W,
quan # = m(veure seccié 3.3).

Al llarg d’aquest capitol K denotara una constant positiva que només depen de
T 1 que pot variar d’una expressié a una altra.

3.2 Prova de ’ajustament.

Podem escriure

2t 2
2

z8(t) = a/cz cos(8N;)ds + ie/ sin(§N;)ds.
0 0

Hem de veure que tant les lleis corresponents a la part real, com les
9

corresponents a la part imaginaria, dels processos z?

sén ajustades.
Usant el criteri donat per Billingsley (veure Teorema 12.3 de [Bi]), i que els nostres

processos sén nuls a l'origen, n’hi ha prou provant el segiient lema:
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Lema 3.2.1. Euzisteiz una constant K tal que per a tot s < t

sup (E(e / " cos(9N,)dz)* + E(e / sin(dN,)dz)?) < K(t — s)2.

Prova: Tenim que

2t 2t

2

E(e / " cos(BN.)dz)* + B(e / “ sin(8N, )dz)!

J 22 28
e2 €2

= 24¢*FE /[2_ E]{{rlsxzﬁzaéu} (cos(0 N, ) cos(9N,, ) cos(ON,,) cos(§N,,)

+sin(0N,, ) sin(0N,, ) sin(6 N, ) sin(0 N, ))d:vld:vzd:c3dm4

~ 12¢'F / Ty <opsarzon) c05(B(Na- Ny ) cos(B(Nay- N, ) . do

41264 / Ly <or<onony €08(8(NagtNay ) cos(8( NugtNy ))dz1 . . . dz
(25,2414

Quan 6 = w, I 1 I, sén iguals perquée llavors, per a tot
K €N, cos(K0) = (—1)¥.

Utilitzant que el procés de Poisson té increments independents podem escriure la
primera integral com

I = 1264 /[23 u]{{mSm25$3S$4}E(COS(0(Nx4 - Nxs)))
22

X E(cos(8( Ny, — Ny, )))dz; ... dzy

<120 [ Tl Bleos(0(Nz, — No)ldrdes)’
.52
< 12( Iz, <oy | B(e¥ W2 =No0)) || dazy ds)?,

on ||z|| és el modul del nombre complex z. Aquesta darrera expressié és igual a

2t
2 [*2
12(52/2 /2 e"(x2'—~'”1)(I_COS(G))dmldx2)2
4852 £2

= T
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Aixd prova ja el lema pel cas § = m. A partir d’ara, doncs, suposarem 6§ €
(0, 7)U(m,2m). Per aquest cas ens falta provar la fita per a la integral I, pero, usant
que {2, € z; < z3 < 24} 1 que el procés de Poisson té increments independents,

E[cos(@(Ng,,‘1 + N, )) cos(8(Ng, + le))]
= E[cos (0((Noy— Nap)+2(Noy— Nay ) +2N5,)) cos(6(Nay+ Ny, )]
= B [ cos (9((Nx4— Niy)+2( Ny~ sz)))] E [ cos(20 Ny, ) cos(0( Na,+ Na, ))]

-F [ sin (9((N$4— Ny )+2(Ng— Nmz)))] E { sin(20N,, ) cos(8(Ny,+ Ny, ))] ,

1 podem fitar aquesta darrera expressié per

|E[COS (9((Nm4_NI3)+2(N%_N932)))}I
+|B[sin (O((Neg=Neo)+2(Noy= N,))) ]|
< (| B(cos(O(Nuy— Nuy) |+ | E(sin(8(Ney— N, )) )

X (| B(cos(26(Nyy— Ny,)) |+ | E(sin(26(Ny,— Ni)]).

Aixi doncs, I; és menor o igual que

12 454/ T B | B( 200N i,y diy,
28 t]4

Ngz

S 4864 / I{xl<...<z4}e—(x4_x3)(1_cos(6))e_(x3_m2)(1_cos(20))da:] . d$4.
28 2t14 - -

(3.5

Integrant respecte 5 i després respecte x3, aquesta expressié és menor o igual que

48¢* o [ s 192(t — 5)?
(1 = cos(8))(1 — cos(26)) /_ /_ dardes < (1 — cos(8))(1 — cos(26))

3.3 Identificacio de la llei limit.

Considerem primer que 8 € (0,7) U (7,2m). Sigui {P? }, una subsuccessié de {P’}.
(que continuarem denotant per { P?}) feblement convergent cap a alguna probabilitat
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P? Hem de veure que el procés candnic {X,(z) =: z(¢)} é un moviment Brownia
complex sota la probabilitat P?, és a dir, hem de veure que tant la part real com
la part imaginaria d’aquest procés sén moviments brownians i que sén independents
entre ells.

Usant el teorema de Paul Lévy n’hi ha prou provant que, sota la llei P?, tant la part
real com la part imaginaria sén martingales respecte la filtracié generada pel propi
procés, {F;}, amb variacions quadratiques <  Re[X],Re[X] >i= ¢,
& Im[X], Im[X] >;=t i covariacié < Re[X], Im[X] >;= 0.

" També hem de veure que quan # = 7 el procés canonic sota la llei limit segueix
la llei de v/2W, on {W;; t € [0,T]} és un moviment Brownid estandard. Haurem
de provar per tant en aquest cas que X és martingala amb variacié quadratica
< X, X >=2t.

3.3.1 Propietat de martingala.

Quan 6 € (0,7) U (,27) per veure que, sota P? tant la part real com la part
imaginaria del procés canonic X sén martingales respecte la filtracié natural {F:},
hem de provar que per a tot s; < s < -+ < 8, < s1iperatotae:C* — R
¢ontinua 1 fitada, ‘

Epo[0(Xuy, ..., X.,)(Re[X,] — Re[X,))] =0,

Epe [¢(Xs,, ..., X, ) (Im[X] — Im[X,])] = 0.

Quan 6 = 7 el procés X és real i per tant n’hi ha prou provant la primera
d’aquestes dues condicions.
Del fet que P’ convergeix feblement cap a PY, i usant la integrabilitat uniforme

€

donada pel Lema 3.2.1, tenim que

lim Epe [ X, .., Xe,) (Re[X] — Re[X.])]

| e—0

= Epolp(Xuy, s Xo,)(Re[X,) - Re[X.))],

1 el mateix passa amb la part imaginaria. Per tant és suficient veure que

2t

E(Lp(a:Z(sl),...,:z:g(sn))a/z?z cos(dN,)dz)

22
2

2t

E(p(z2(51), -, 2(s0))e /2:2 sin(§ N, )dz)

25
2
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convergeixen a zero quan ¢ tendeix a zero.
N’hi haura prou provant que

2t

IB(plaf(e)allone [ <)

convergeix a zero en tendir € a zero. Pero aquesta expressio és igual a

BN 3 & Ne—N;
B (plat(on)snatlon)e” #)e [ BT # aa)

2t
5_2 8 1
Ke / e~ B0 4
28

2

IA

2t .
2

= Ke / T e @=E)-cos(8)) gy
2

8
2
2(t—s
€

20—s)
< I(E/ e—z(l—cos(@))dx
JO

_ Ke ~2t—9) (1-cos(6))
1 - cos(ﬁ)(1 ¢ )

que convergeix a zero quan fem tendir € a zero.

3.3.2 Variacions quadratiques i covariacié.

Hem de provar el seglient resultat,

Proposicié 3.3.1. Considerem {P?} les lleis en C([0,T)) dels processos z° definits
en (3.1), i suposem que an és una subsuccessid feblement convergent cap a P°. Sigui
X el procés canonic i sigui {F;} la seva filtracié natural. Llavors, sota la llei P?,
si 8 € (0,7) U (m,2m) tenim que les variacions quadratiques < Re[X], Re[X]| >;= t,
< Im[X],Im[X] >=t i la covariacid < Re[X],Im[X] >,=0. En canvi si § = 7,
llavors la variacid quadratica < X, X >,= 2t.

Per a provar aquesta proposicié ens sera tutil el segiient lema,

Lema 3.3.2. Considerem {F; } la filtracié natural generada pels processos z2. Lla-
vors, per a tot s < t i per a tota variable aleatoria real Y, F&®—mesurable i ﬁtada,
tenim que si 6 € (0, 2m)

A, / ¢ Ney=Net )y i, — (t_s)(1+i1—iit%%)+o(e).
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A més a més, per a tot 8 € (0,7) U (m,2m),

b) 1imllez/ / E[e®M=4Na))Ydg, day|| = 0.
e—0 (2% 23

Prova: Comencem provant I’apartat a),

62/:‘/ E[eiG(Nmz"le)]d.'Elde

23
2 e

= 82/5 / 6—($2_m1)(1—6i9)d$1d$(}2
28 22

2 o2
2t

Y . ~(e2-3)(1-")

= ¢ /2_5 1_eie(l—e 2T Ydz

2(t 5_ 3) 62 _ﬂi—_el(l_eie)
. : <2 -1
1 — etf + (1 — ezo)z (e
sin(6)
1- cos(@)) +ofe).

e

)

= (t—s)(1+:

- Hem provat doncs ’apartat a). Recordem que per a l’apartat b) suposem 6 €
(0,7) U (m,27). Usant que el procés de Poisson té increments independents, tenim

que
le? /_ / [N )Y |dg, day |
= ||’ / / E[e®WeN gl T By e ™ B day da|
< Ké? / ‘ / le=(@=mm)=2) o=t =0 g,
_ /2—2/ ~(@2=m1) (1=cos(6)) g =(z1~ 2)(1=c0s(20)) g, 100
Observem que si cos(f) = cos(26) (és a dir, quan § = 2 o bé 6 = %) és facil

veure que aquesta integral convergeix a zero quan ¢ tendeix a zero. Altrament, tenim
que "iltima integral és igual a

® o
o

1 2s
1(52 (20) ee—z(l—cos(ﬂ)) /2 e—axz(l—cos(t‘)))dm2

cos(#) — cos 2

€
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2
2

]. 2s
—Ke&? 5—2(1—005(26))/
¢ cos(6) — cos(29)e 2

4

e—mz(l—cos(20))dm2.

La primera d’aquestes dues integrals és igual a

2 1 _ e-ﬂ%;il(l—cos(e))
K (cos(f) — cos(28))(1 — cos(f)) (1 )

’

que convergeix a zero quan € tendeix a zero. Aixi mateix, la segona és igual a

2 1 _ 6—3%-}’1(1—(:05(26)) ‘
e os(8) = cos(287) (1 — cos(28)) )

que també convergeix a zero.

Prova:(Proposicié 3.3.1)

Quan 8 € (0,m) U (m,2r) hem de provar que, sota la llei limit,
< Re[X],Re[X] >i= t 1 < Im[X],Im[X] >= t. Igual que abans n’hi ha prou
provant que per a tot sy < 55 < -+ <5, < s1iperatotap: C* — R continua i
fitada,

Elp(z¢(s1)--. 2e(sn)) ((Relz2(2)] = Re[z{(s)])* = (¢t~ 3))]

Blp(zi(s1)-, 22(s)) (Im[zd()] — Im[zd(s)])? = (¢ — 5))]

convergeixen a zero quan € tendeix a zero.

Quan 6 = 7 haurem de provar que

Elp(ai(s1)- 2d(sn)) ((22(2) — 22(5))* = 2(t ~ 9)) ]

convergeix a zero quan ¢ tendeix a zero.
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Pero,

E(p(22(s1), -y 2(s))( / * cos(6N, )dz)?)

= 252/52/ E(p(2%(s1), ..., 2%(sn)) cos(8 N, ) cos(8N,, )) dzrdz,

+&? /52 E(p(zl(s1), s 22(30)) cos(8(Na, + Nay)))da1day
= E[Q’D@:g(sl)’"'vmg(sn))]Re[g/ez / E(ew(Nmz‘le))dmd:cz]

+Rele? /52/ E(p(z%(51), ..., 29(5,)) e PNeatNo1)) dip, d i, . (3.2)

23
MPY Ry

Si# = 7 aix0 és igual a
2
e2

2E[p("(s51), ., 2¥(50))| Re[e? / / " BN )i diy|

2s  J2s
52 52

i del fet que P’ convergeix feblement cap a P’ i pel Lema 3.3.2 sabem que aixd
convergeix a 2(t — s)E[p(X,,, -+ ,Xs,)] 1 acaba la demostracié pel cas § = .
A partir d’ara, doncs, suposarem 6 € (0,7) U (m,27). En aquest cas el fet que
PY convergeix feblement a P’ i el Lema 3.3.2 impliquen que (3.2) convergeix a
(t - S)E[SO(Xﬂ T 7X5n)]‘

~ De la mateixa manera,

E((p(wg(sl),...,:cg(sn)b)(a/?sin(HNz)d:c)z)

23
&2

= 252/;? /:2 E(p(28(s1), ..., 22(s5)) sin(6 Ny, ) sin(6N,, ) ) dz1dy
= g2 (/z~ /ls E(cos(0(N,, — Nzl)))dwldsz[go(a:g(sl),...,:cg(sn))]

—g? < /;2 E((p(:cz(sl), oy xg(sn)) cos(O(N,, + le)))dazld:cz

que hem vist que convergia a (t — s) E[o(X,,, - , X, ).
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Per dltim hem de provar que, sota la llei P?, < Re[X],Im[X] >= 0. Perd
novament n’hi haurad prou provant que per a tot s < s3 < -+ <5, < s1ipera
tota ¢ : C* — R continua i fitada,

E[p(a{(s1)..., 2(sn))(Re[z2(t)] — Relzl(s)])(Im[z2(t)] = Im[z{(s)])],

convergeix a zero quan € tendeix a zero.
Pero aixo és igual a

2t 2t

E(go(a:f(sl),...,:cg(sn))(e/5_2 cos(ON,)dz)(e /2?2 sin(dN,)dz))

22 J 22
e2 el
2t

= 52/‘/ E(p(22(s1), ..., 2%(5n)) cos(8N,, ) sin(ON,, ) ) dzy dezs

N

25 Ja2e
52 €2

+e? / / E(p(%(s1), ..., 28(5n)) sin(0 Ny, ) cos(0N,,,)) dvy decs

2s 28
2

= ¢ / E(p(2%(s1), ..., 2%(50)) Sin(8(Nuy + Ny )))dary dec
/ E(p(2l(s1); -, 2l(sn))e?NoatNe)) dzy das

_ 2
= Im[e /2 )

T2

2

€2
28 J2s
e? e2

I
N

L)

que hem vist que convergia a zero quan ¢ tendeix a zero al Lema 3.3.2.



Capitol 4

Convergeéncia en llei cap a integrals
multiples de Stratonovich.

4.1 Introduccio.

Considerem una successi6é de semimartingales X¢ que convergeixen en llei cap a una
altra semimartingala X en l’espai de les funcions continues C([0,T}), i definim, per

una semimartingala continua Y, les segiients integrals iterades tipus Ito,

Y, per k=1
Ju(Y), =
{0 { f(; Je-1(Y)sdY, per k > 2.

Es demostra facilment que, si anomenem < Y,Y > la variacié quadratica de Y,

son equivalents per m > 2

LX5,< X5, X°>) % L(X,<X,X>) quan L0 i

LX), Jn(XE)) = L(J1(X),. .., Tn(X)) quan ¢l 0,

on la convergeéncia és en els espais C([0,T])? 1 C([0, T])™ respectivament. Aix0 és aixi
perque si considerem H,(z,y) els polinomis d’Hermite en dues variables, és a dir per
atot n €N,
H,.(z,y) = o exp(aaf:—lazyﬂ s,y eR
" Oan 2 a=0 ™ ’

tenim que

1
Jo (V) = mHn(Yn <Y)Y >,).

Liavors (J;(Y),...,Jm(Y)) és un funcional continu de (Y, < Y,Y >), i també
(Y, < Y,Y >) és un funcional continu de (J;(Y), Jo(Y)).
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Avram estén aquest resultat en [A] per a semimartingales amb trajectories en
Pespai D([0,1]) respecte la topologia J; de Skorohod.

Aquest resultat ens diu que per tenir convergencia conjunta de les integrals
muiltiples d’Itd de la funci6 més simple possible, es necessita que no només els proces-
sos X° convergeixin feblement cap a X, sin6é també que convergeixi la seva variacid
quadratica cap a la del procés X.

Ara bé, si ens centrem en el cas on X = W, el procés de Wiener, una gran
quantitat de les aproximacions en llei de W que s’usen a la practica sén processos de
variacié fitada, fins i1 tot absolutament continus, i per tant no hi ha convergencia de
les seves variacions quadratiques cap a la del Wiener.

Llavors és natural considerar la segiient variant del problema anterior. Sigui f una
funcié del L?([0,T|"), i siguin n. = {n.(t);t € [0,T]} uns processos amb trajectories
en 'espai de Cameron-Martin, tals que 7. convergeix feblement cap a un moviment
Brownia estandard en ’espai de les funcions continues nul.les a l'origen, Co([0,T]).
Considerem,

L (f): = / / Fltry s ta)dne(ts) - dna(ta).

Volem estudiar la convergéncia en llei dels processos I, (f) i, en cas que hi hagi
convergencia, identificar el limit.

Intuitivament, podem pensar que, quan existeixi, el limit sera la integral multiple
de Stratonovich de f, ja que aixo és el que passa, per exemple, en les equacions
diferencials estocastiques quan s’aproxima el moviment Brownia per processos abso-
lutament continus.

En la tercera seccid estudiem quan la integral multiple deterministica d’una funcié
f respecte a una funcié absolutament continua 7, com a funcié de 7, admet una
extensié continua a I’espal de les funcions continues nul.les a 'origen Co([0,T]). Per
tal d’admetre aquesta extensié continua és necessari i suficient que f vingui donada
per una multimesura. En aquest cas provem que I, (f) convergeix en llei cap a la
integral miltiple de Stratonovich.

En la quarta seccié tractem el problema de la convergencia en llei de I, (f) per
altres tipus de funcions que també sén integrables de Stratonovich. Imposant condi-
cions sobre els processos 7., provem que els processos I,,, (f) convergeixen en llei cap
a la integral multiple de Stratonovich quan la funcié f és continua. Finalment, per
alguns exemples de processos 7, concrets, ho provem per a productes de funcions del
L?*([0,T]) per un indicador que ordena les variables.

Comencarem recordant algunes definicions i alguns resultats que utilitzarem més
endavant.
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4.2 Preliminars.

Al llarg d’aquest capitol considerarem processos absolutament continus que con-
vergeixen en llei cap al moviment Brownia definits en un espai de probabilitat (2, F, P)
1 un moviment Brownia estandard, W = {W,;t € [0,T]}, definit en un espai de pro-
babilitat (Q, F, P).
' L’esperanca matematica en aquests espais de probabilitat la denotarem per E i
E respectivament.

D’ara en endavant 7 denotara una particié de U'interval [0,T] de la forma 7 =
{0 =ty <t; < - <t, =T}, denotarem per A; un dels intervals d’aquesta particié,
és a dir A; = (t;,ti41), 1 la longitud d’aquest interval la denotarem per |A;| = t,41 —1t,.
La norma de la particié |r| vindra definida per || = sup,(¢;y1 — t:).

Definicié 4.2.1. Sigui u = {u, v € [0,T]} un procés mesurable tal que foT lue|dt <
0o ¢.s. Direm que aquest procés és Stratonovich integrable si ezisteizr el limit en L*(1)

de

g—1 1 tig1
Z t——t_( / usds)(W(tiH) - W(t:)),
—o i+1 t Ji;

quan la norma |7| tendeiz a zero.
Quan aquest limit existeizi el denotarem per foT uy o dW,. Denotarem també per
fol' us 0 dW; la integral de Stratonovich, quan ezisteizi, del procés ulpy), ont € [0,T].

Definicié 4.2.2. Sigui f una funcid de Uespai L*([0,T]™). Direm que f és Strato-
novich integrable si existeix el limit en L*() de

1 /
Al 1A F(tr, .. tm)dts - At ) WA - W (AL,
2 ET A N Yty - dt) W (A W(A,)

2] 3eesdn

quan la norma |7| tendeiz a zero.
En cas d’existir denotarem per I, o (f)r aquest limit. Denotarem també per
L o (f)¢ la integral maiiltiple de Stratonovich, quan existeizi, de la funcid fliggn, on

te[0,7).
Definicié 4.2.3. Donada una funcié f € L*([0,T]™) direm que té traga d’ordre
je{l,..., [%]} si existeiz el limit en L2([0, T)™%) de

Zm

| |A I a2 A2 f(tla“'atZJ')')dtl'“dtzj
21 K3 XX '

quan la norma |7| tendeiz a zero, on f~(t1, cortm) €sla simetritzada de la funcid f.

Quan aquest limit existeizi el denotarem per T7 f().
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En aquest context introduirem a continuacié el segiient resultat de [SU] que és
conegut com a férmula de Hu-Meyer:

Teorema 4.2.4. (Solé-Utzet) Sigui f € L*([0,T]") una funcid simétrica. Si per a
tot 7 € {1,..., [’5‘]} f té traga d’ordre 3, llavors f és Stratonovich integrable 1

n!

fn°<f>=. gz D)

on I' _,. representa la integral mailtiple d’Ité d’ordre n — 2j.

n—2j

Una altra nocié que cal introduir és la de multimesura.
Definicié 4.2.5. Considerem (Xi,B1),...,(Xs,B,) espais mesurables. Una apli-
cacio pu @ By x - X B, — R es diu que és una multimesura si per a cada
i € {1,...,n} fizat i per a cada Ai,...,Ai—1,Aitr, ..., A, fizats amb A; € B; per
atot j€{1,...,n}]\{z}, p(As,...,Ai_1, F, Aiy1,..., An) és una mesura signada re-
specte la variable F € B;, és a dir, u és la diferéncia de dues mesures positives i
finites respecte la variable F.

Denotarem per {A¥,..., A%} una particié mesurable de Xj.

Definicié 4.2.6. Sigui p una multimesura en By X --- X B,. La variacid de Fréchet
de u, FV™, es defineiz com h

M
lpllpve =sup Y e cen e (AL, AL),

11 yeenytn=1

ong; son o bé 1 0 bé -1 per a toti € {1,...,n}, i el suprem és sobre e € {—1,1}", 1
sobre totes les particions finites dels Xy.

Per ser p una multimesura tenim que ||u|| v < co. La classe de les multimesures
amb la norma || - ||py» és un espai de Banach que el denotarem per F”.
Necessitarem també usar el resultat segiient: Siguin f; E L>(X;) per a tot ¢ €

{1,...,k}, aleshores

Kot = / fl(tl) : .f2(t2) tore fk(tk)ﬂ(dth v adtka ) € Fn_k)
Xy xeeex Xy
1 tenim que

51, stillpyn=s < Al filloo = | Frlloo - llsll2vm- (4.1)

Per a una discussié més detallada de la nocié de multimesura i les seves propietats
recomanem consultar el treball [NZ].
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4.3 Cas d’integrals multiples de funcions donades
per una multimesura.

~ Considerem H V’espai de Cameron-Martin, és a dir

t

H = {n € Coll0,T]): e = /0 tads, 7 € L*([0, T])}

on Co([0, T]) és ’espai de les funcions continues en [0, 7] nul.les a I’origen.
Podem definir per a una funcié f € L*([0,T]") simetrica el segiient funcional,

pr: Ho— Go([0,T])

n — o= Jy o Jo fl@1,. . za)dn(@) - - dn(z,).

Una primera questié que ens podem plantejar, relacionada amb el nostre problema,
és per a quines funcions f, el funcional ¢ s admet una extensié continua a tot ’espai
Co([0,T1), que a més a més sera tnica perqué H és dens en aquest espai.

Aquesta pregunta esta obviament relacionada amb el nostre problema, ja que
si denotem per @; aquesta extensid, si sabem que 7. convergeixen feblement cap a
un moviment Brownia estandard, W = {W;; t € [0,T]}, en Pespai Co([0,T}), llavors,
I,.(f) = @4(n.) convergira feblement cap a @;(W) en I’espai Co([0, T]) quan € tendeix
a zero, i només caldra identificar qui és @ ¢(W).

La resposta a aquestes qiestions ens la donen els segiients resultats:

Teorema 4.3.1. Son equivalents,

a) ¢; admet una extensid continua en Co([0,T]).

b) Ezisteiz una multimesura simétrica p en [0,T]" tal que f(z1,...,2n) =
p((z1,T), ..., (20, T]) q.p.t

Per demostrar aquest teorema usarem algunes idees d’un treball de Nualart 1 Za-
kai, [NZ], on s’estudia un problema diferent perd que recorda al nostre. Concretament
en aquell treball es planteja quan la integral estocastica multiple d’It6, definida quasi
segurament en ’espai de Wiener, es pot estendre de manera continua a tot Co([0, TY]).
La resposta és la mateixa que per al nostre problema.

Abans de passar a la demostracié del teorema veurem un resultat previ. Definim
per g € L?([0,T]) (no necessariament simeétrica),

dg: HX--xH — Co([0,T])

(M- 3mn) == bg(ni,- )t = Jig g 9(@15 - -, n)dma (21) - - - dpn(20).
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Teorema 4.3.2. Sdn equivalents,

a) ¢y admet una extensid en Co([0,T]) X - -+ x Co([0,T]) que és continua i multi-
lineal.

b) Ezisteiz una multimesura p en [0, T|" tal que g(z1, ..., z,) = p((21,T), - .., (24, T))
g.p.t.

Prova:

Suposem que ¢, admet una extensié continua que denotarem per ¢, en Co([0, T]) x
- X CO([O’T])

En particular el funcional:

o Co([0,T]) x -+ x Co([0,T]) — R

(M- 37m) — &g(ﬁl;---ﬂ?n)T

és continu 1 multilineal.
Per la generalitzacié del teorema de representacié de Riesz-Fréchet (veure Teorema
2.1 de [NZ]), existeix una multimesura y en [0, T|" tal que

(I)*(nla“-)nn)z/[T] 771(:61)'"nn(xn)lu’(dml)'“)dxﬂ))
0,T|»

per a tot ny,...,n, € Co([0,T)).

La integral per parts respecte multimesures funciona com en el cas ordinari (veure
[NZ]). Integrant per parts és facil veure que aquesta expressié, per a qualssevol
N, € H, és igual a | |

/[()T]n p((z1, T, - ooy (2, T dmi(z1) - - - dnn(z4),

1 d’altra banda era igual a

/ 9(z1, ... zn)dn(z1) - - dn(zn).
(0,T}"

Per tant, u((z1,T),...,(zn, T)) = g(z1,...,2s) q.p-t.

Per veure el reciproc suposem que g(z1,...,z,) = p((z1,T), ..., (2., T]).

Com que Cy([0, T]) és un espai métric complet 1 H X -+ - X H és dens en Cy([0,T]) x
.-+ X Co([0,T1), n’hi ha prou demostrant que

Gg: Hx - xH—=Co([0,T])

és continua, quan considerem en H X --- X H la métrica de la convergéncia uniforme.
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Integrant per parts, podem veure que

A)t]n (21, T, - oy (20, T])dm(zy1) - - - dijn(25)

és igual a

R COVICE IO IES oY ARTCH IR BRRENCE AT I LXO)

JF#i

+Z/ na(w (o), T] - doy s (6T 750) (4.2)

i<k 7 [0 ik
+--- 4+ / 771(3:1)---nn(:cn)/,b(d:vl,d:cz,...,dCEn).
b [O’t]n
D’aquesta expressid, utilitzant (4.1) podem demostrar que

1 g(m15 - -5 )l < Kllpsllzve - |71lloo =+ [} |oo-

Com que ¢, és multilineal, aquesta dltima desigualtat ens déna la continuitat.
. Finalment, observem que I'extensié de ¢, ve donada per (4.2), amb 7, ,n, €
CO([0> T])
a
Prova:(Teorema 4.3.1)
Suposem que s admet una extensié continua en Cy([0,T]). Provarem primer que

¢l funcional

b Hx---xH — Col[0,T))

(771) e 777n) — ¢f(771; cee >77n)t = f[O,t]n f(xh st 7$n)dnl($1) e dnn(xn))

admet una extensié continua i multilineal en Co([0,7]) x - -- x Co([0, TY)).

Denotem per ¢y I’extensié continua de 5. Pel Lema 2.6 de [NZ], podem expressar
el producte z; - z3 - -+ - z,, per a tot xy,...,7, € R, com a combinacié lineal de
polinomis del tipus (onz1 + - - + @nz,)", on @ = (ay,. .., ) és un vector de norma
unitat. Més precisament, podem escriure

3 k
Tz ma =Y Me(ofay 4o+ oz,

onlof|=1il €Rperatot k=1,..., k.
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Llavors, per a una funcié simétrica f € L*([0,T]"),

flz1, .y zn)dm(z) - dnn(zs)

[0,4"

ko
= Z’\k f(xla,xn)dnk(xl)dnk(xn)
. k=1 [0,]
on ¥ = ofm + - + Ak,
I per tant, per a ny,...,7, € H,

ko
Sy ma)e = Y M| flme@a)dn® () dn(en)
k=1 .

[o."

ko
= E Meps(n®)e.
k=1

Aixt, B, - - ) = Sopy MeBs(nF) és una extensié continua de ¢y, que a més a
més és multilineal. Per tant, pel Teorema 4.3.2, f(z1,...,z,) = p((z1, 7], ..., (20, T}).
Vegem ara el reciproc. Partim de

/[0 o p((z1, TN, oy (zn, TDdn(z1) - - - dn(zn).

Pero integrant per parts obtenim la mateixa expressié (4.2) que hem obtingut en
la demostracié del reciproc del Teorema 4.3.2 pero amb n =n, =+ =n, = n. Per
tant, igual que abans, s admet una extensié continua en Co([0,T]) tal i com voliem
demostrar.

Aquesta extensié ve donada per ’expressio:

@5(n)e

n

= (n(t))”ﬂ((t,T],.-‘,(t,T])+Z/[ot]n(fci)u((t,T],---,dwi,~~-7(t7T])(n(t))"‘1

1=1

+ Z / W(xi)ﬂ(xk)#((t7 T]> SRR dmi) ce dmka ) (ta T])(’?(t))n_z

ik v [0:4]?

+.+/ n(xl)..~’]7(xn)lu,(d.’]}'1’d$2,...,dxn),
(0,t]"

per a tot n € Co([0,T7]).
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Corol.lari 4.3.3. Sigui {n.}. > 0 una famdia de processos estocdstics amb tra-
jectémﬁes en l’espai H que convergeiz feblement cap a un moviment Brownia estandard
en espai de les funcions continues nulles a Uorigen Co([0,T]). Si ezisteiz una
multimesura p en [0,T]" tal que f(z1,...,2.) = p((21,T)],...,(zn,T]) aleshores
L.(f) = ws(ne) convergeiz feblement cap a la integral d’ordre n de Stratonovich,
I, o (f), en Uespai Co([0,T]), quan € tendeiz a zero.

Prova: Integrant per parts tenim que

A)f]" p((z1,T], ..., (zn, T)dn(z1) - - - dne(z,)

= (T BT+ D [ e, T) oy (6 TD ()

=1 [O7t]

+ Z /[Ot]2 T/e(ﬂfi)ﬂe(mk)u((t, T], ceydziy . dTg, (t, T])(ne(t))”_z

i<k *

. / ne(21) - me(en)u(day, dos, ..., dzn) = @y (n)e.

[O,t]"‘
Per tant, com que 7. convergeixen en llei cap a un moviment Brownia estandard
W, en Pespai Co([0,T]), aquest procés convergira en llei cap a

(WEN"w(( TN, -, (4, T)) + Z (&), -y dgy. ., (8, THW ()™

+Z/ @5 T sy gy BTNV )™ (43)

_|_..._+_/ W(zy) - W(zn)p(dey, dzs, . .., dz,).
[0,

Podem ara definir una nova multimesura fi; com,

AAs . A = p((GT) -, (4 T)0(AL - 8 An)

+ZM((t,T], oAy (6T T 6:(4)

IF#e

+3 (T, A Ay (6T T 6(49)

ok . J#Lk
+...+u(A1,A2’...,An),

on §; és la delta de Dirac en el punt ¢.
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Es comprova facilment que f; és una multimesura i fi; compleix la seglient propi-
etat Z.((¢1,1], (t2,t], ..., (ny t]) = p((t1,T), (t2, T, ..., (tn, T]) sempre que t; < t per
atotie {1,...,n}.

Utilitzant aquesta nova multimesura, podem escriure (4.3) com,

/ Wm ---Wmn/lt(dxl,...,dxn)
Jo,4]

i seguint els arguments que trobem a la demostracié del Teorema 3.2 i a la Seccid 4
de [NZ] es veu que aquesta dltima expressié és igual a I, o (f)(%).
' a

4.4 Convergencia en llei cap a integrals multiples
de Stratonovich d’altres tipus de funcions.

Pels resultats de la seccié anterior, quan la funcié f no vingui donada per una mul-
timesura, no es pot esperar que per a tota familia {n.}.~0 C H, que convergeixi en
llei cap a un moviment Brownia, es tingui convergencia en llei dels processos I, (f).

Malgrat aixo, si ens restringim a aproximacions concretes del moviment Brownia
podrem trobar altres tipus de funcions que també son integrables de Stratonovich
d’ordre n 1 tals que els processos I, (f) convergeixin cap a la integral de Stratonovich
d’ordre n.

Concretament presentarem alguns tipus de processos que convergeixen en llei cap
al moviment Brownia, amb els quals podrem construir processos que convergiran en
llei cap a les integrals de Stratonovich de funcions de ’espai de les funcions continues

de [0, T, C([0,T]™), i també funcions del tipus
f(:l:l’ - 73771) = fl(wl) e fn(x‘n)j{mﬁ'"ﬁzn}

on fi(z) € L*([0,T]) pera tot i € {1,...,n}.

En ambdés casos la funcié f és Stratonovich integrable i la integral té una versi6
amb trajectories continues q.s. ( veure Apendix 5.1 1 5.2).

D’ara en endavant escriurem els processos 7. que convergeixen en llei cap a un
moviment Brownia estandard, W = {W;;t € [0,T]}, en l'espai Co([0, T]) de la forma

t
7752/ f(s)ds.
0

4.4.1 Convergencia cap a integrals miiltiples de Stratonovich
de funcions continues.

Introduirem la segiient condicié sobre els processos {6, }c>o:
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(H) Suposem que existeix p € N, p > 2 amb 8. € LP™([0,T]) i que existeix una funcié
F' creixent i continua i una constant o > 0 tal que peratot 0 < s <t < T,

/[t] - |E(Bc(1) -+ - 0c(Zpn) ) (o) <oo<pn } A1 - - - dTpn < (F(t) — F(s))' .
s, P x , p(n—1

Podem enunciar el seguent resultat:

Teorema 4.4.1. Sigui f € C([0,T]") simétrica, i consideremn una familia de proces-
508 {0.}es0 que satisfan la condicié (H). Aleshores els processos I, (f) convergeizen
feblement cap a la integral maltiple de Stratonovich de la funcid f, I,o(f), en l’espai
Co([0,T]) quan € tendeiz a zero.

Prova:
Comencem provant l’ajustament. Usant el criteri de Billingsley (veure el Teorema
12.3 de [Bi]), n’hi haura prou provant que

sup Bl (f)e = (£} < K(P($) = F(9))'* (4.4)

amb o, > 01 F una funcid creixent 1 continua.
Pero per a ’enter p > 2 de la condicié (H) tenim que

E{| L. (£)e = Ln.(£)sl7]

IN

E H / f(mla T 7$n)‘9€(x1) ce 9e($n)d$1 < dxnlp]
[0.t]7\[0,s]™

< K / E(0(21) - 0u(2n)) L (or <oy 021 - A

J[s,t]px[0,t]p(n—1)
< NI E(F(E) — F(s))™,

tal 1 com voliem demostrar.

Introduim ara la seglient notacié:

Xy = Lio(f)()

X; = Im(f):/ ] Oc(z1) - 0c(zn) f(z1, ..., Tn)dzy - - - dTp.
[O,t"‘

- Volem veure que les distribucions en dimensié finita de X° convergeixen en llei
cap a les de X. Considerem h € C}(R™). Provarem que per a tot ty,...,t, € [0,7]

|BlR(X;,.... X; )] — Elh(Xy,, ..., X,
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convergeix a zero quan ¢ tendeix a zero.
Definim

X = / .(x
" 0,4 (@) Z IAHI ALl

1) N 111.

x(/ f(yl,...,yn)dyl---dyn)IAilx...xA,.n(:cl,...,mn)drm-~-dxn,
Ag XX Ay .

- 1
X[ = ilz;i (IAi1|"

A, f(y17 ce 7yn)dy1 e dyn)Vv(A‘ll) e T/V(Ain,))
' | zn| Ay XXAg,

on A; sén els intervals corresponents a una particié m de l'interval [0, T] que conté els
punts ¢,...,t, 1 la norma d’aquesta particid, || , convergeix a zero. Tenim que

|BIR(XE, ., Xe )] = EIM(Xeys s X )| < L+ L + I,

on,

L = |BAX;,...,X:) = h(X5™, ..., X))

1770 t

I, = |BIMX",... . XiO) - EIMX], ..., X))

Iy = |ER(X],....,X] )] — ER(X,,... Xtm)]l
Observem que

1,'1 = [E[h(thu : ’st) h(XtYﬂ) : ’X:r:r)”
< Kmax BIX} — X"
j

< Kmax(E(X] — Xff")z)lf.
7 7 7
Pero
E(Xf] — ij’")z = E(/ 0. (zq)- - €€($n)g(:c1., ey En)dTy - dmn)z,

[0,t5]"

on g(z1,...,2n) = f(Z1,...,Zn) —'f”(a:l,...,xn) i

fﬂﬂfl, Z|A

f(ylaayn)dyldyn
11’ |Azn| Ay X x Ay,
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XIAilx"'XAin(:Elﬁ “ . .,:En).

Aixi doncs podem fitar E(X;, — X;")? per

(E(/ 6u(1) - Bu(en)g(z1s - . 2a)das - don)) < gl E,
[O:t'j]n

«

usant el mateix tipus d’arguments que ens han permes provar la desigualtat (4.4).
Finalment aquest darrer terme convergeix a zero quan la norma de la particid,
|7|, tendeix a zero perque la continuitat de la funcié f implica que f” convergeix en
L>([0, T]") cap a f quan || tendeix a zero.
* Aixi doncs I es pot fer tant petita com calgui agafant la norma de la particié |n|
prou petita, independentment de €.
D’altra banda, per a una particié fixada 7, tenim que

I, = |E[h(X]", . .. ,Xf:)] - Elh(X7, ..., X7 )

. . . N w
convergeix a zero quan € tendeix a zero perque L(X; ™, ..., X;7) — L(X], ..., X[ ),
ja que els processos 7. convergeixen en llei cap al moviment Brownia en I’espai de les
funcions continues Co([0, T)).

Per 1iltim,
Iy = |EMX],..., X[ )] — Eh(Xy, ... X))l
< KmaxE|XZ§ - Xy,
j

que es pot fer tan petit com calgui agafant la norma de la particié || prou petita, ja

y
que X7 s X: quan |r| tendeix a zero. (Veure Apendix 5.1.)
O

A continuacié veurem alguns exemples de nuclis 8. que compleixen les hipotesis
del teorema anterior, i que per tant serveixen per construir processos que convergeixen
en llei cap a integrals multiples de Stratonovich de funcions de I’espai C([0, T']").

Exemples: aproximacions de Donsker i Stroock.

Considerem per t € [0,T)], i per € > 0

ne(t) = /OLGC(:z:)da:
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on () sén o bé els nuclis classics que apareixen en el conegut Teorema Central del
Limit Funcional (nuclis de Donsker),

b.(z) = %Z CkI[If—l,k)(;_z)

k=1

on (i sén variables aleatories independents i idénticament distribuides, centrades,
amb E((?) =11 E({{") < co. O bé seran els nuclis introduits per Stroock a [St],

1 =
bu(a) = Z(~1)V@

on N = {N;;s > 0} és un procés de Poisson estandard. (Vegeu el Teorema 0.0.7 dels
preliminars d’aquesta memoria).

Per veure que aquests tipus de processos compleixen la condicié (H) provarem un
resultat més fort que també ens servira més endavant per provar ’ajustament per
altres casos d’aproximacions d’integrals de Stratonovich que considerarem.

Lema 4.4.2. Sigui g una funcid positiva que pertany a L*([0,T)). Ezisteiz una cons-
tant K que només depén de n 1 de la norma en L?([0,T]) de la funcid g tal que per
atot 0 <s<t<T,

/ ' 9(z1) - 9(2an)|E(0:(21) - - - 0e(24n)) [ {2y < <an}dT1 -+ ATt
[s,2]* x[0,£]*(n=1)

¢
< K(/ gz(:c)cl:c)2

on 0.(z) son tots o bé nuclis de Stroock o bé nuclis de Donsker.

Prova:
En el cas que els nuclis siguin els introduits per Stroock, i.e. §.(z) = i(—l)N(eZ)
on N = {N,;s > 0} és un procés de Poisson estandard, tenim

/ 9(5111) .. .g($4n)|E(95(561) e 05(53411)) |[{$15...5$4n}d:1:1 cas d$4n
J[s,8]4 x[0,1]4(n—1)

2n
_l o T2 — Ty
= a\x s gl Tyan ex _2 Ay Ay
/[s,t]u[o,qe(n-l) ( 1) ( 4 )5471 71;11 P{ ( 22 )}

I{xls...san}dg;l ce d$4n

([ [7 stoton) 5 exp-2 52 dosden)’
([ [ stonaten  emvi-a

ZTog — T

)}dmldacz)z(n_l). (4.5)

£2
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Perd,
/ / 9(1)9(z2) —exp{ 2(22= ") dyday
< // (z; —exp{ o (22 5 ml)}dxld@
/ / xg—exp{ 2(Z2 ")) oy da,

< L[ do

Aixo ens permet fitar el primer terme de ’expressié (4.5). Pel que fa al segon
terme d’aquella expressio, els mateixos calculs ens diuen que el podem fitar per una
constant que només dependra de n i de la norma ||g||2. Aix{ doncs, (4.5) és menor o
igual que

t
K(/ ¢ (z)d)”
tal i com voliem demostrar. '
Demostrarem  tot seguit” el lema per als nuclis classics, 1l.e.

bc(z) = 1502, Cele-1,4) (%) on (i sén variables aleatories independents 1 idénticament
distribuides, centrades, amb E((Z) =11 E({{") < co. En aquest cas tenim

/[ S g(zy)-- -g(:c4n)|E(9€(:cl) .. He(cc4n)) {2, < <wgn}dT1 -+ - dTan
514 0t4 n—1

-/ PESIRPEMENE) | { > G-t )
[S’t]tlx[o’t]‘l(n—l) ] 1 k=1

I{xlf"’§x4n}dx1 ce d.’IZ4n

2n

l xl
S E(C) | Ty I
> E /[St]«lx[of]‘ln 1) H 6” Zl gk | [k—1,k) ’( 62) {z} < <ot )

{l 2 ’Ll>2 El 1 zl_4n} k=1

g(zh).. .g(:cil))dxi . .d:cfj, (4.6)
on per a cada j, (z},...,2},2%,...... ,;vfj) =(Z1,...,Tan).

Fixem-nos que per atot [ € {1,..., 7}, sobre el conjunt que integrem, es compleix

que xﬁl — 2} < &, i per tant si 4 > 4

= ! z!
(B T
D TG S Gt cosal )
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< Joen (i, — 1) <caty

[#]-1
< I Toen(@h — bt <ot 3 0en(ah, — x;[%]_l)f{x;[i} Sgal
r=1 ) 2T

Hem vist doncs que el producte d’indicadors de (4.6) es pot fitar sempre per
una suma de productes d’indicadors del mateix tipus pero amb només dues o tres

variables. Per tant, l’expressi6 (4.6) esta fitada per

l

- 1
K > / Il (Gloen(@d, — o7 epssor, )

st jj4(n—1)
(Lbmbme{2,3) Ein:l 6m=4n}[ AAx [0, 4= (4.7)

xg(zy) - - - g(a§ )day ... dzj.

Pero d’altra banda,
1 1
~9(21)=9(z2)Ijp.2) (72 — 1)L (2 <ap}dT 1l
J [a,b] x [c,d] € €

1
< (/ -—292($1)[[0’52)(.’I:2 — 331)-[{:::1 sz}dxld:l:z)
[a,B] X [c,d] € ) .

N|=

n|=

1
X (/ 6_2g2($2)l[0,€2)($2 — xl).[{mlsmz}dxldﬂlz)
[a,b]x[c,d]

_ (Lbf(m)dx)%(/cdgz(w)dm) -

[

I també,
1
—=9(21)9(22)9(23) o ,¢2) (%5 — 1) (4, <02 <05} dT1dT2d 3
v [avb]x[cadjx[evf] € .

bq ' :
< / Eg(xs)/[ (1/8)9($1)(1/5)9(332)[[0,52)(fﬂz —xl)f{xlng}diﬂldwzdmsa

ax{c,z3—¢?} min{z3,d}] x[max{e,x3—e2},min{zs,f}]

usant altre cop la desigualtat de Schwarz i el calcul anterior amb dues variables, aixo

és menor o igual que

L / b g*(za)des) ¥ ( / b( / e d g (2)des) ( / el o*(21)da1) dzs)

€ max{c,x3—&2} max{e,z3—c2}

b 1 d f :I:1+€2 1
< (/ gz('xs)d$3)2(/ gz(mz)d:vz/ g2(a:1)d:v1/ gid’l,g,d'l,zd.’zl)

1

=

[ [l
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wop=
N

= ([ ¢t [ s@a [ pwant

I per tant Pexpressié (4.7) és menor o igual que

K([f@ﬂ@z

tal 1 com voliem demostrar.

Altres exemples.

Un altre exemple de processos que satisfan la condicié (H) serien els seglients proces-
sos, les integrals dels quals convergeixen en llei cap al moviment Brownia, proposats
per Kurtz i Protter a [KP],

1 t t
0c(t) = —(W(e([Z] + 1)) — W(e[2])
€ € €
on W = {W,;t € [0,T]} és un moviment Brownia estandard.
Per a aquests processos és facil veure que també es compleix el Lema 4.4.2 seguint
la demostracid dels nuclis classics.

Finalment un altre exemple és considerar la convolucié d’un moviment Brownia
amb una aproximacié de la identitat. Aquests processos aproximadors del moviment
Brownia els proposen, per exemple, Ikeda i Watanabe (veure Exemple VI.7.3 de [IW]).

Sigui é(z) € CY([0, 1]) amb suport en [0,1] i tal que fo z)dz = 1.

Considerem ¢.(z) = 1¢(2), d'on [ ¢.(x)dz = 1.

Si considerem

on

/ W (s S"Ud

és facil veure que n.(¢) convergeix en llei a W; en lespai Co({0,T]). De fet la con-
vergencia és uniforme en ¢ q.s. ja que tenim la seglent expressié alternativa per

Ne -
/ W (s s_t@——/ W (s
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Veurem a continuacié que aquests processos compleixen les hipotesis del Teorema
4.4.1 1 que per tant, si f € C([0,T]"),

1’,,¢(f)t=/0t~'/0 flt, . ta)dn(t1) - - me(tn)

convergeix feblement cap a la integral mdltiple de Stratonovich de la funcié f, I,o(f),
en espai Co([0, T1).

N’hi ha prou provant que existeix una funcié F' creixent i continua tal que

/[t] oo |E(0:(1) - - 8e(Tan)) | Iry<osranpdry - - - dran < (F(2) — F(s))'*7,
s,8]4 x[0,t]4(n—1

amb o > 0.

Pero,

/ |E(B(r1) -+ Oc(Tan)) Liri<ogranydry - - dTan
[s,8]¢ x [0,8]4(n—1)

= /[0 v |E(05(7’1) e 0€(T4n))|I{"‘1S~~'ST4n}I[s,t]4(r4n—3, e )T4n)d7’1 . d7"4n
lt n ‘

IA

/ |E(8c(rq)--- 9€(r4n))|fs,t(r1, o Tan)dry - - drap,
[O,t]4"

on I, és la segiient simetritzacid,

Is,g(’l‘l, e 77"411) = E I{TU(US.,,STU(4n)}I[S’¢]4(7’0(4,1_3), . 77‘0(411));

oc€Pyn

Pan denota la col.leccid de totes les possibles permutacions dels 4n primers enters.

Farem tot seguit un calcul previ amb només dues variables. Veurem la segiient
fita,

/ |E(0:(r1)0s(r2))|dridry < K(t — s).
[s,)?
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Obervem que,

1 rn — T To — X9

Br)ers) = 5 | BV )W (@) (e,
= G el (T e,
= . eallrscayd (F—)Y (P dordey (43)
- 5 walczs’(’"j“)qb(”"“)d:cl
A T
_ El 0°°x(¢'<"1€“”>¢(”‘”’)+¢(’"‘;”'”)QS'(”E %)) da
ARG

Aixi doncs,

/ |E(.(r1)0c(r2))|dridrs
J[s,t)2
1 [®4 .
= T I ri—ax<e : d d d
./[s,t]z 52|/0 E( fo<ri—a<e} ¢ - ))d|drydry

2
1 oo
K/ —2/ l | Locri—a<ceydzdrydry
[5:t]? € 0 =

< K(t—s).

IA

En general necessitarem calcular el valor de E(W(z;)---W(z4,)) per
ry < -+ < z4n. Per fer-ho calculem la funcié generatriu de moments del vector

(W(z1),...,W(zm)),

G(tr, ... tm)

franad E(exp[t;lW(SCl) ‘|‘ e + th($m)])

= E(exp[z tiW(ml)])E(eXp[Z ti(W(xZ) - W(xl))])
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- x E(expltm(W(zm) — W(2m-1))])

m

1 1 1
= exp[z(z 221] exp[ Z t)(zg — 21)] exp[itfn(xm — Zpm-1)])
=1 1=2
-1 m
= exp[z —:zz,t2 + Z zitq( Z t5)]-
g=1+1
Aixi doncs,
I"G(t1, .. tm)
E(W(xl) BN W(xm)) atl e atm lfl....-- =t =0 = (lm(O),
on '
al(t) = Zq- t

aan_l(t)'

an(t) = ap_1(t) -zp-t+ 5

Observem que a cada pas afegim els mateixos termes multiplicats per z; - ¢ (on
z; és diferent de totes les anteriors), i també els mateixos termes derivats respecte ¢.
Aixi{ doncs els tnics termes que pot tenir a,,(0) seran els que hem multiplicat 3 cops
per ¢ i hem derivat també 7 cops respecte {. En particular sempre que m sigui senar
am(0) = E(W(zy) - W(zm)) = 0.

Per tant tots els termes, si m = 2j seran de la forma Ki, ...
u < g1, 4 € {1,2,...,25} i sortiran tots els que les distancies entre els 7; no siguin

Tyt Tiy - T;; amb

més grans que el ndmero de ¢ acumulades, és a dir tals que 7; < 2 (per exemple, tots
comencgaran per xp; si j > 2, z; sempre haura d’anar multiplicat per z; o bé per z3;
1 també degut a aixd mai sortira "iltim terme z5;).

Tenint en compte que aquesta constant K ., ens surt d’anar derivant respecte

i =TT (25 =0 —2(j = 1))

Aixi doncs si 2y < -+ < 24,

t, és facil calcular-la; K, .

E(W(z1)-- W(z4a)) = E K, .. izn®iy - Tigy,

(‘il ,...,ign)EA(n)

on A(n) = {(il, - ,ign) 11y =1, &Y > Ly< iz+1, 1 € {1,2, ... ,4n}, 3 < 2[}.
Llavors,

/[ | |E@Be(r1) - 0e(ran) | Lsa(r1, - . Fan)dry - - dray
0.t]4"
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1 -
= (4n)! — I, Ki ooziozp Iip oo
) /[076]4"‘ esn ! |A),00]4n 2 1yeizn i Lignd{z1 < <z4n}

(i1 ,...,izn)EA(n)

€ )H‘qs/(rlln;xlm)dxl "'d$4n|drl "'d"'4n)

T — T

x'(

fent canvis de les variable r;.

Observem que si considerem totes les ordenacions possibles de
T1Z2 "+ Tond (o) <y}  {o3<ys} " L{won<ysn} 1 foM canvis de variables reordenant totes les
variables, obtenim exactament el sumatori que teniem (2n)! vegades. Per tant la
darrera expressié és igual a,

4n)! 1 .
(4n) Il I I
(2n)! [0,t]4m gsn ™! [0,00]%" L1 Toand{or<u} {z2n<yzn}

r— Te — & Ton — Ton
x'( L 1)¢’( 2 2)...¢'(2_€_3_)
X¢/(ul ;yl )o ¢'(_uz’1_;&)dxl o dzondys - - - dyap|dry - - dronduy -+ duon
(4n)! / 1 = 71— T U — Y1

= I : ! I o <o rdzid
. (2n)! Jip,gan €7 4 [0,00]2 = € A4 € M cuydzrdyy
Ton — Ton Uzn — Yon

XA) " T2 @' ( z - z )9 ( - - Y2 M {(wsn<ysn} 3T 2ndYan |dry - -~ dronduy - - - dugn,.

Seguint els arguments del calcul (4.8) per cada pdrell de variables aix0 és menor o

igual que
1 2n
I(/ ] gmls,t H /[ I{0<r¢—mi<e}I{0<u;—xi<5}dﬂl,‘drl e drzndul R duzn
[0,t]47 i1 J[0,00) |

< K(t— )4,

tal 1 com voliem demostrar.

4.4.2 Convergencia conjunta d’integrals de Stratonovich de
funcions del L*([0,T)).

D’ara en endavant ens centrarem en el cas on les aproximacions del moviment Brownia
sén o bé les de Donsker o bé les de Stroock que hem introduit en la seccié 4.4.1.
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Esa dir, els processos que convergeixen en llei cap al moviment Brownia seran de
la forma n.(t) = fot f.(z)dz on 6.(z) sén o bé els nuclis classics (o de Donsker),

1 & z
f.(z) = - Z Ckl[k—l,k)(’s_z)y
k=1

on (} sén variables aleatories independents 1 idénticament distribuides, centrades,
amb E((?) =11 E({{") < co. O bé seran els nuclis introduits per Stroock a [St],

on N = {Ny;s > 0} és un procés de Poisson estandard.
En aquesta seccid concretament provarem que si considerem per ¢ € {1,...,n},

Vo) = [ bo)fle)ds

on f; € L*([0,T]) per a tot 7, tenim convergeéncia feble conjunta d’aquests processos
cap a les corresponents integrals de Stratonovich (que en aquest cas coincideixen amb
les integrals d’Itd) en espai (Co([0, T7))™

Veurem pero abans un resultat previ d’analisi estocastica que ens servira per
demostrar aquesta convergencia i que també usarem més endavant.

Lema 4.4.3. Siguin M®) = {M,;0 <t < T}, ¢ = 1,...,n martingales continues
en (0, F,{F}, P) i suposem que < MG MU >,= f(: GGV ds per a tot 1 1 tot 7
per uns certs processos G, ... G adaptats del L*([0,T] x Q). Llavors existein
una eztensid (Q,F, P) de (Q,F,P) on tenim definit un moviment Brownia W =
{W,, Fi; 0 <t < T} tal que P—quasi sequrament

. t .
Mt(’) :/ Gg‘)dWs, 0<t<T, peratotz=1,...,n.
0

Prova:

Estenent l’espai de probabilitat podem agafar un moviment Brownia
B = {B,,F,;;0 <t < T} independent de M@ per tot 7. Definim llavors per tot
i €{1,...,n},

4
1 : 1 1 1
w = /0 s1gn(G(S))I{]G(ﬁ|>O}IG(i),dMs()

n t ’
. 1 .
E ; ( . . ,
+ /0 SIgn(GsJ))I{Gf,')=0,...G£’—1):0,|G(f) >0} IGU) | dMs(J)

F=1i+1
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1~1 t 1
+ Z/o Slgn(Ggﬂ)I{Gg")=o,...,G£”)=o,G§1)=o,...G§j")=o,|Gﬁj)l>0}WdMs(J)
j=1 s

t
+ /0 Liav o, am =0y 4 Bs-

Les integrals estocastiques anteriors estan ben definides perque les variacions
quadratiques < M) > sén absolutament continues, i els processos integradors,
denotem-los genéricament per X*, sén adaptats i satisfan EfOT(Xf)2d<M(i)> < 0.
(Per a una discussié més detallada és pot consultar [KS] pp. 130/131).

Pel teorema de Paul Lévy sén moviments Brownians, ja que per a tot 7 la variacid
quadratica,

t
< W >,= / ds=1 per a tott € [0, 7.
0

D’altra banda,
tg(') w = t M@ = )
/o 4 /0 I{IG(si)I>0}d s L

jva. que la martingala fot I (Gl = dM ésidenticament nul.la perque té variaci6 quadratica

0}

nul.la. En efecte,

i t
; i)\2
/O gt _gyd < MY > = /0 I{Gg):O}(Gg)) ds = 0.

i 3 ) ) o e
Falta doncs només provar que aquests moviments Brownians sén indistingibles.

Perd per a tot 41 7,

t
<WO W >, = / ds = t.
0

- Per tant Wt(i)Wt(j ) — ¢ és una martingala, que a més a més surt de zero. Aixi

EWOW) = t i llavors

E(Wt(i) . Wt(j))Z _ E(Wt(i))Z + E(Wt(j))2 . 2E(Wt(i)Wt(J')) =0.

Per tant Wt(i) = Wt(j ) quasi segurament per a tot t. I com que es tracta de processos

continus, seran indistingibles.
a

Passarem tot seguit a provar el segiient resultat:

Proposicié 4.4.4. Definim per a tot 1 € {1,.. ..,n} i per atote>0

Ye(t) = / 6.(x) i()da,
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ont € [0,T], fi € L*([0,T]) per a tot i € {1,..-. ,n} 1 0.(z) son tots o b€ els nuclis
de Donsker o bé els nuclis de Stroock que hem introduit anteriorment.
Llavors,

LR, ¥i0) 2 £ [ AW, [ h@am)

en Uespai (Co([0,T)))", on W = {Wy; t € [0, T} és un moviment Brownid estandard.

Prova:

Per demostrar aquest resultat caldra veure que les families de lleis son ajustades
i caldra identificar tots els possibles limits febles.

Per veure ’ajustament, usant el criteri donat per Billingsley (veure el Teorema
12.3 de [Bi]), n’hi ha prou provant que, per a tot 0 < s < ¢t < T i per a tot
i € {1,...,n} existeix una constant K tal que

sup B () = Y76 < K( [ f)ie)" (49)
Pero,
Bl - ¥ (o)) = El([ A=)
< K[ Ifden)l e |Buan) Bl
[5,8)4

I{®'1§"'S£4}d$1 s d$4>

i aquesta ultima expressié és menor o igual que K ( f: fl-z(m)d:c)2 pel Lema 4.4.2 tal i
com voliem demostrar.

Hem provat ’ajustament, passarem tot seguit a identificar el limit. Denotarem
per {P.} la familia de lleis de (Y, ..., Y). Suposem que tenim una subsuccessié dins
"{P.}, que continuarem denotant igual, feblement convergent cap a un certa probabi-
litat P i hem de provar que el procés canonic ( que denotarem per (Vi,...,Y,)), sota
la llei limit, té la mateixa llei que

(/Ot fi(z)dW,, .. .,/Ot falz)dW,). (4.10)

Usant el Lema 4.4.3, el que hem de veure és que, sota la llei limit P, les coordenades
del procés canonic Y; sén martingales continues respecte la seva filtracié natural amb
les variacions i covariacions quadratiques de les components de (4.10).
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.~ Per veure que s6n martingales, n’hi ha prou provant que per a tot 7 € {1,...,n},
per a tot 59 < s3 < - <8y < 8 < tiper atota p: R*™ — R continua 1 fitada,

Epp((Yi(s1),-- ., Ya(s1)), s (Yi(sm), - -, Ya(sm))) (Yi(t) = Yi(s))] = 0.

Perd del fet que P, = P i usant la des1gua,1tat (4.9) que ens ha permés provar
lajustament, tenim que

| limm B (Y (51)s -, Y (50))y oo (F (5m)s - Y (sm))(VE(E) = YE(5))]

e—0

= 1im B, [p((Vi(s1), -, Ya(51))y o (Yil5m), ., Vi) (%i(2) = Yi(s))]

= EBp[p((H(51)s -, Ya(5)s s (Yilsm) -, Ya(sm))(¥iE) — Yi(s))].
Per tant n’hi ha prou provant que
E [(P((Yls('sl)a A Yne(sl))’ ) (Y—le(‘sm)? T ,Y;(sm)))(Yf(t) - Y;E(S))]

convergelix a zero quan € tendeix a zero.
Pel cas dels nuclis de Stroock, usant que el procés de Poisson té increments inde-

pendents tenim

Blo((Y7 (s1), -, Yi(81)); ooy (Y5 (5m), - -, Yol () (Y (E) = YiS(s))]

/|fz HE Yi(s )...,Y,f(sl)),...,(}/’f(sm),...,Y:(sm)))(_l)N(;f)

IA

X (DY) o

£

< A/ [Fia)| - exp{—2("

)}dm

Separant aquesta integral en els intervals s, s + €] i [s + &, ] és facil veure que en
tots dos casos convergeix a zero.

Pel que fa als nuclis classics tenim

t

(¥ (1), Yi(30))s o (Vi 5, -, Y (50) /f (207 2 Gl i)

(")}—-A

Tenim que s,, < s, per tant =5 tendeix a infinit quan ¢ tendeix a zero, i per tant

per & prou petit, @((Y7(s1),..., YE(s1)s s (YVi(m)s -, Yii(sm))) i
f: filz) L 30, Gelk—1,5)(%)dz sén independents. Perd sabem que E((z) = 0 i que
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E[o((YE(s1)y- -, YE(51)), ooy (Y (Sm)s - - -, YiE(5m)))] esta fitada, per tant aixd con-
vergeix a zero quan € tendeix a zero. '

Passem doncs a provar que les variacions qﬁadrétiques 1 les covariacions son les
mateixes que les de les components de (4.10), és a dir, que per a tot 1,5 € {1,...,n}
1 per a tot t € [0,T] sota la llei P

t
<Y.,Y; >t=/ fi(z) fi(z)dz
0
Igual que per la propietat de martingala, usant el mateix tipus d’arguments, n’hi

haura prou provant que per a tot 7,7 € {1,...,n}, pera tot s; < 59 < -+ < 5, <
s < t1per a tota ¢ : R"™™ — R continua i fitada,

Bl [(YE () — Ye(s))(YE(R) / £i(@) fi(z)da]],

on ¢° = o((Ye(s1),.-., Y, (1)), o0y (Y5 (Sm),-- -, Y.5(sm))), convergeix a zero quan &

tendeix a zero. Perd aquesta expressié és igual a
o ([ #ateion) ([ fedbiode) — [ 5e)5E)
= Bl [ [T b))
Bl [ [ o aeuanfoionde]

el | ' (@) fy(z)da]

= I1+.[2—I3.

Per convergencia feble sabem que I'dltima integral convergeix a

Elp((Yi(s1),-- -, Ya(s1))s ey (Yilsm), - - Yalsm)))] /tfi(w)fj(ﬂf)dﬂ?

En el cas dels nuclis de Stroock,

he [ [ Ltteasieonto®

convergeix, utilitzant que tenim una aproximacié de la identitat, a

jl }d.’Eld.TzE[SOS]

3 | HOB@EB((Y(s1), - Valsi)) s (sl Yalom)))]
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1 el mateix passa amb I,. .
Pel que fa als nuclis classics usant la mateixa propietat que ens ha servit per
provar la propietat de martingala i que E((;{x) = é;x tenim que si € és prou petit

1
Lth = Bl 5—/ / (@) T (21) (@) o (22)dy
k=

=1
- / Z_z /L et filz1) s g(21)dz) Ijg—1)ez 2y ()]
o0 1 k€2
‘>< [kz 22—(/(1\:—1) fj(mg)I[s,t](acz)d:cz)I[(k_l)sz,ksz](:n)]da:.

1 e?

Perd usant que > 7o, fg(f(is_z])ez f(@) s (z)dz) Ije—1)e2 kez)(y) convergeix en
L%*([0,T]) cap a f(y) quan ¢ tendeix a zero per a tota funcié f € L%([0,T]), tenim
que aquest darrer terme convergeix a

[ Tea@i@)(ois

tal 1 com voliem demostrar.
i ]

Observacié 4.4.5. Aquest resultat (Proposicid 4.4.4) també seria cert per altres ti-
pus d’aprozimacions del moviment Brownia amb algun tipus de condicio que ens doni
DPajustament. La clau de la demostracio esta en dos fets, tenir alguna condicid tipus
:“mi:r,mg”, que ve a ser una independéncia asimptotica entre el passat i el futur (veure
la seccid I1.1.2 de [Sk]), i cal també que la integral [ g(t)E[f.(s)0.(t)]dt convergeiz:
en L*([0,T]) cap a g(s) per a tota funcid g € L*([0,T)).

4.4.3 Convergéncia cap a integrals multiples de Stratonovich
de funcions tipus productes del L%([0,T]).

Considerem una funcié del tipus

f(xl, ey 1121) = fl(.'B]) e fl(xl)l{wxﬁ'"ﬁmz} (411)

on fi(z) € L*([0,T]) peratot i € {1,...,l}. I considerem n.(t fo z)dz on 0.(x)
son o bé els nuclis de Donsker o bé els nuclis de Stroock deﬁnlts en la seccio 4.4.1.
Provarem en aquesta secci6 que

Lo (f). = / / P, m)dn(z) - dn(w)
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convergeix feblement cap a la integral multiple de Stratonovich de f, I, o (f) en
Vespai Co([0,TY]) i, a més a més, també provarem que tenim convergéncia conjunta de
les integrals iterades.

El primer que cal veure és que aquest tipus de funcions sén Stratonovich inte-
grables.

A I’Apendix 5.2 demostrem que per tot n € {2,--- ,l} existeixen les segilientes
integrals iterades simples de Stratonovich

Y, () = / o) Yors(u) 0 AW,

on Yi(t) = fot f1(u)odW,,, 1 que cada integral iterada Y,, coincideix amb la corresponent
integral multiple de Stratonovich. La férmula de Hu-Meyer (veure Teorema 4.2.4) ens
permet escriure la integral multiple de Stratonovich com a suma d’integrals tipus Ito,
la qual cosa ens garanteix l’existencia d’una versié d’aquest procés amb trajectories
continues.

Teorema 4.4.6. Siguin f;(t) € L*([0,T]) per a tot i € {1,...,1}, i considerem

Ye(t) = / o ()8 (),

Vi) = [ Ave (e

cpern € {2,...,1} on 8.(u) sdn tots o bé els nuclis de Donsker o bé els nuclis de
Stroock que hem introduit anteriorment.
Llavors,

L(YE,...YF) 2 LV, ..., Y)

en Uespai de les funcions continues (C([0,T)))! quan ¢ tendeiz a zero, on
¢
Yi(t) = / f1{u)dW, i
Jo

Y(t) = / Fol(4) Yo (1) 0 AW,

X

pern € {2,...,1}.

El metode de demostracié que utilitzarem consistira en provar 'ajustament i que
tots els possibles limits coincideixen amb la llei de (Y3, ..., Y;). La unicitat en llei del
procés limit (Y1,...,Y]) esta clara pel fet que a ’Apéndix 5.2.1 provem que aquestes
integrals iterades coincideixen amb les successives integrals miltiples de Stratonovich.



4.4. Altres tipus de funcions. 143

Abans de passar a la prova d’aquest teorema veurem un resultat que ens sera util
després. Amb els nuclis classics, seguint la prova de expressié (4.6) del Lema 4.4.2,
és facil veure que si tenim una funcié g positiva,

/ g(zq)-- ~g(:cn)|E(0€(:c1) e as(In))II{xlg.-an}diﬁ oo dzy,
[st]x[O t](n-1)

W l

iL z,;
< Z/ H 6” Z,E Ck II[k 1k)'l( 1)2’21)1{4551‘51}

Ax[0,(n=1)
Ix {l 11211 >2 Zl L u=n} k=1

g(zh) .. .g(azil))dml e d:l:fj

on per a cada j, (z},...,z{,z},...... J:jj) = (Z1,-.,Zn).

Veurem pero que tots els termes amb 3; > 2 convergeixen a zero, 1 per tant hi
haura situacions en qué només haurem de considerar els termes amb ¢; = 2, on tenim
2\ _
E(¢) =1
Aixo és aixi perqueé si considerem k > 3,

] :
/[ 1x[o,t}k g(xl) h ‘g(xk)e_’;‘[[o’sz)(xk o xl)I{iﬂlS‘"ka}dxl cee d:l?k
s, X 10,

1 t
= g g(lk)(/[ - g(:ljl) e g(mk—l)I{wlﬁ"'S$k—1}d1‘l e dxk—l)divk
s T —e2 2]kt
1 t * k~1
= gK/ Q(CCk)(/ 'g(:c)d:c) dzy,
s x)—e2
1 [ Y o1
< EI&/ g(a:k)(s / 2g (:E)dm) 2 da:k
1 ¢ @, et
= —I‘/ (h)(/ g (z)dz) 7 dzy. (4.12)
s wp—e?

Observem que com que k& > 3 tenim que k—;l > 1. Considerem ara,

Com que G(y) és una funcié continua existeix una constant que només dependra
de k 1 de la norma ||G|e tal que

(Glar) — Glax — 3) 7 < K(Glax) — Glax — £2)).
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Aix{i doncs Dexpressié (4.12) esta fitada per LK f; g(zi)( f;:—a g%(z)dz)dzy. Perd

aixo és menor o igual que
t
—K(/ (zk) da:k / / / X(zy)g :cz)d:cldrzd:cl)
) —€? (L‘L—Ez
:132+e

< Mole2e [ [T Pesetoaz ) [ dodnde)
S I{(/ g (2172)/ g (Iﬂl)dxlda?g)i’,
0 x9—e?

N]'—‘
nep=

(N

i Vintegrand d’aquest terme estad dominat per g*(z3) fOT g*(z)dz que pertany a
L*([0,T]), 1 d’altra banda el limit quan ¢ tendeix a zero de l'integrand és zero, per
tant per convergencia dominada convergeix a zero.

Prova:(Teorema 4.4.6) .

Usant novament el criteri de Billingsley (Teorema 12.3 de [Bi]) per a provar
I’ajustament sera suficient provar que

B0 - V) < K( [ Pda)',

on g(z) = maxi¢;<n | fi(2)]-
Pero,

B(Y;(t) = Y (s))*

n

= E| fl(ml) N fn(xn)ee(xl) T ee(xn)-[{xlgmga:n}dml co d$n14

[s,¢]x[0,t]»t

< K(n)/ 9(@1) -+ g(@an) [ B(0e(21) -+ 0e(@an) ) < <0an} 021 - - B
[s,14 x[0,4]3(n 1)

< K(/"g%)dx)z,

usant el Lema 4.4.2.

Denotarem per P. les lleis de (Y7,--,Y) en lespai Co([0,T))". Sigui {P.,}n
una subsuccessié de {P.}. ( que continuarem denotant per {P.}.) feblement con-
vergent cap a una certa probabilitat P. Volem veure que el procés canonic de
Co([0, 7)), (Xi1(2),...,Xi(t)), sota la probabilitat P té la mateixa llei que
(Yi(t),...,Yi(2)).

Usant el Lema 4.4.3, el que hem de veure és que per a tot n,m € {1,...,[}, sota
la llei P, els processos

Xo() — % /0 () Fan () X (1)
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sén martingales, respecte la seva filtracié natural, amb variacions quadratiques i

covariacions donades per |
1 [ , 1 [
< Xa()=5 [ ) Fres(0Xnea (s X =5 [ (0o () Kt >

t
= [ o) X 0 ) X ()
' Jo
on, per a que aixo tingui sentit per a tot n,m > 1, definim X_; =01 X, = 1.
Per veure que sota P els processos X,, corregits sén martingales respecte la seva
filtracié natural, usant el mateix tipus d’arguments que en la seccidé 4.4.2, és facil

veure que n’hi ha prou provant que per a tot n € {1,...,l}, peratot sy <8y <o+ <
8m < 8 < t1peratota p:R™" — R continua i fitada,

Bp [p((Xalt) = Xa(s)) — 5 / Fal) fm (W) X (w)du) ] =0,

on @ = e((Xi(s1), .., Xn(51)), o, (Xa(5r), - - o, Xn(sr))).
Pero com que P. convergeix feblement cap a P i tenint en compte la integrabilitat

uniforme que hem vist a la demostracié de ’ajustament, tenim que

e—=0

iz B, (0600 = X)) = 3 [ ) o () Xa-a(0))]

= Brlp((Xalt) = Xal(s) = 3 [ S fors(0)Xama(u)d))

Per tant n’hi ha prou demostrant que :
£ € € 1 ¢ €
Bl ((V3(0) = Y3(9) = 5 [ ol foca (0¥ )]

convergeix cap a zero quan ¢ J} 0, on ¢ = (YF(s1),...,Y5(s1)), -,
(Ye(sr),...,Y5(s,))). Perd aquest terme és igual a I; — I, amb

n= [ [ 50 a0 BIO)8 ) ¥ ),

L= o / Fn(00) o () B[y (10)

Observem que

o= [ 0B 0806 Yool duds



146 4. Convergéncia en llei cap a integrals miiltiples de Stratonovich.

+ / / Fal(0) Fct () B8 ()0 (0) 7Y,y ()] dud

= Lig+ 5L

En el cas dels nuclis de Stroock, fent calculs semblants als de la part d’identificacié

del limit de la Proposici6 4.4.4 tenim que

OBl Y () (— 1) @

-71,1 = /fn exp{ 2(
< K/ a0 exp{-2(

=)o,

i separant aquesta integral en els mtervals [s,s 4+ €] i [s+ e€,t] és facil veure que en

tots dos casos convergeix a zero.
D’altra banda,

Il,2 - IZ

)}dv —fn(u))du

- / t Fact (W) E[@°Y2_,( / falv exp{ 2(

= tfn—l(u)(E[SDSY,f—z(u)] - E[‘»BX -2(“)])
X ( ‘fn(v)%exp{—2(v—;ﬁ)}dv - %fn(“))d“
+ [ FuBEX s [ 1) espi2(”

v S

U)o — 5 o)) du

on @ = p((X1(s1), -y Xn(51))y s (X1(8r), - - -, Xn(sr)))-

El primer d’aquests dos termes convergeix a zero usant convergencia dominada,
que P. convergeix feblement cap a P i la integrabilitat uniforme que ens déna la fita
provada per a l'ajustament. Pel que fa al segon, la convergencia cap a zero quan €
tendeix a zero se segueix del fet que f,_1(u)E[@X,—2(u)] € L*([0,T)) i que per a tot
parell de funcions hy, hy € L*([0,T1),

/:hl(u)/ut’”( )leXP{ 2( )}dvdu—> / ha (w)ho(u)du.

Pel que fa als nuclis classics, d’una banda ’integrand d’I; ; és idénticament nul a
noserque s <v<s+elis—e?<u<s,perque E(() = 0. Perd llavors usant els
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calculs de 'ajustament,

Ly = Ele"(Yii(s) = Yiii(s = ))(Yi(s +¢€) = Y (s))]

’

on Y ( fo fn(2)0:(z)dz. I aquest ultim terme convergeix a zero quan ¢ tendeix a
zero. .

Pel que fa a I 5, recordant que s,, < s i per tant per € prou petit s — s, > €? i
©° és independent de .(u) i 6:(v), 1 que pel calcul previ a la demostracié d’aquest
teorema és facil veure que els termes en els que hi intervenien moments de (; d’ordre
superior a dos convergeixen a zero, tenim que tret de termes que convergeixen a zero,
I 5 ésigual a

// Fa(v) fama(u _ Zf[k 12 % %))E[WYE 2(w)]dudv.

Aixi doncs tenim que tret de termes que convergeixen a zero, I ; — I; és igual a

[ s Ble¥ea [ G Zf[k (G 20)) o = 2 (1)) s

que convergeix a zero en tendir € a zero pels mateixos arguments del cas dels nuclis
_de Stroock, ja que per a tot hq, hy € L*([0,TY]),

/ /hz thk (55 5 dodu
S Y L TN

que en (5.4) (dins I’Apeéndix 5.2) provem que convergeix a

1 [t
—2—/S hy(u)ho(u)du.

Passem doncs a provar que les variacions quadratiques i les covariacions sén les
mateixes que les de les integrals iterades de Stratonovich.
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Igual que per la propietat de martingala de nou n’hi haura prou provant que
per a tot n,m € {1,...,l}, per a tot s; < s3 < -+~ < s, < s < t1ipera tota
@ : Rmax{nmixr 4 R continua i fitada,

Ele[((¥5(t) - ——/ Fa() frm1 (W)Y, (w)du)
(0 =i = [ sV a (i)
~ [ F¥ (0 s ],

on ¢° = o((Ye(s1),- .-, erlax{n,m}(sl)), o (YE(8r), - - ,Yniax{n’m}(sr))), convergeix a

zero quan ¢ tendeix a zero.
Aquesta esperanca és igual a la suma de les segiients cinc integrals,

I = B[p(Ye(t) - V) (YV(t) - Ya(s))
L = Ble(vew) /m ) et (W)Y o))
I = Blp(Yalt /h ) fct (w) Y (w)du)]
I / Fo0) s ()Y () ) / F () s () Yy () )]
I = By / Vs (0 o ()Y ()]
Comencem per la primera,
b= Bl ([ [ ¥ i)
[ o) s ()5 a0 ) )

= La+hy+L+ 1y

on Iy 1, I1,11, T2, I1,2 s6n Vesperanca I; en les regions {v; < uy < va}, {u1 < v2 < us},
{ug < v1 < v3}, {v2 < u; < uy} respectivament.
En el cas dels nuclis de Stroock tenim que

111_// = exp{-2("

)} Bl Ve (u2) Yoy (w2)] i (102) fn(02) duiz v,
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1 fent un canvi de variable intercanviant u, per v, tenim

borve g Vg — Usg
Im,:// 7 P =2 )} Bl Y (ua) Yoy (u2)] fin (2) fr (v2) dugdva.

19

Pero,

Lo+ Lo —14

v—Uu
82

= [ Bl [ Feet-205)
KU a(0) + F0) o) = fo(u)fn ()

que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la propietat de martingala.
D’altra banda

ha= [ [ Sew(-2(Z5 0 s o) (o)

£

x BleY o (v1)(Y (v1) — ¥ (s))]dvidv,.
Iy o sera igual intercanviant els papers de n i m.
Pel que fa a I3 = Is1 + I3 on

1 f “ € € €
Iy = Z/ / Fomt () fo (1) Fns (0) fon () E[07Y5_y ()Y (0)]dvd.

I3 s sera igual intercanviant els papers de n i m.

Bo= Bl ([ [ fala) s Ve 0)8u(0) el )

1 i
<(3 / Frnet (0) F(0) Yy (0) )]
= 1271 + Iz,z + -[2,3

on Iy, Ip2,I53 sén lesperanca I, en les regions {v < u; < uz}, {u1 < v < ug},
{u1 < uz < v} respectivament.

De la mateixa manera Iy ens donara Iy 1/, I3 2, Ip 3 que sén iguals a Ia, I3z, 23
respectivament, intercanviant els papers de n 1 m.

Observem que
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/ / / ooz (=2} fo ) fs (1) i) s ()
X El¢Yr o (w1)Y,_o(v)]dvdurdus,.

Pero,

I3 — I,

- %/S fm—l(v)fm(v)/vAf"—l(f‘-l)E[@syj—z(ul)yé-z(v)]
X(%fn(ul)—/‘lexp{ 2 (2

que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la propietat de martingala.
De la mateixa manera també hi convergira I3y — 151/
D’altra banda,

)}fn(UZ)duz) duqdv,

I

/ / ) o (142) fnes () fn ()

X Bl Yy (0)Yoo(v) (—1) " Jdvdug
|

< K / s (9)fin(0) / t

perod convergeix a zero per convergencia dominada.

De la mateixa manera també convergira a zero I 5.
Per dltim,

DV H fol(w) | dudo,

Ba=3 [ Fna(0)m(0) Bl ¥ 20K () = Vi)l

Aixi doncs,

Liyp—Dgs

_ / B[ Yy (o) (YE (1) = YE(5)) o (1)
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1 1
(—2/ exp{—2(2
N

que convergeix a zero pel mateix argument que els altres. De la mateixa manera

) hm(2)dvs = 5 (1)) o,

també convergira a zero quan € tendeix a zero [y o — Ip 3.

Aixo acaba la demostracié pels nuclis de Stroock. Pel que fa als nuclis classics,
sl seguim exactament la mateixa demostracié, tindrem que tret de termes que con-
vergeixen a zero perque hi intervindrien moments d’ordre superior a dos de les vari-
ables (i, Ity + I1 1 — I4 és igual a

! & € & u v
[ Beve v [ 5 (E fomir (G )
X (fm(w) fa(v) + fin(v) fu(u))dv — fn(U)fm(U)) u
que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la propietat de martingala.

D’altra banda tenim també que tret de termes que ja sabem que convergeixen a zero,
_[3’1 — [2’1 és igual a

/fml (v /fnlule (1) Y5 (0)]

( 5 fn(u1) — / ;(Zf[k lk)z(l” f‘i))fn(w)duz)duldv

k
‘que convergeix a zero pel mateix argument de la prova de la propietat de martingala.

De la mateixa manera també hi convergira I3y — I .
D’altra banda,

L
Bl [ [ )V s (0lun) s () fn (0¥ ()]

Pero l'integrand és nul a no ser que u; — v < 2. Aixi doncs, és igual a

—E / / 2 (12) Frae (0) fin (0)8e(2) Yoy (0) Yy () duzd]

= 5 [ BB+ ) = 0D e (0 ) B0 a ) D
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<K Fna(0) ) / " i (e)da) s,

hY Vm t — . . &
usant els calculs de Pajustament, on g(z) = max; | f;(z)] 1 Y;*( fo fu(z
Per convergencia dominada, aquesta ultima integral convergelx a zero. De la,
mateixa manera també convergira a zero I 5. Per dltim, seguint els passos del cas
dels nuclis de Stroock, tenim que tret de termes que ja sabem que tendeixen a zero,
I 2 — I3 és igual a

/ Bl Yy (on) (Y3 (1) = YE(6) s (1)
/ Zf[k lk) U’Z vl))fm(v2)d'02 lfm(vl))dvl,

que convergeix a zero pel mateix argument que els altres. De la mateixa manera
també convergira a zero quan ¢ tendeix a zero [ o — I 3. Aix0 acaba la demostracié
del teorema.

O

Observacié 4.4.7. Observem finalment que si considerem processos del tipus
!
[ 5t fut) T osinelt) - Bty -,

’ ! . . . . .
on el stmbol Y denota una suma finita arbitraria, f; € L*([0,T]) per a tot 7, i els
processos 8. sén els mateizos d’abans, aquest meétode de demostracid també ens dona
la convergéncia d’aquests processos cap a

/ (2/ fi (k) - - fin (@ ))I{tl <e<tn} O dW,, o - o dW,,,.

Aizo és aixi perqué en la prova que tenim per veure que els processos correqits
tenen les variacions ¢ covariacions corresponents, [’inic que canviaria seria la funcio
©, que ara anirta de R™*™*" — R, pero tota la demostracid continuaria de la
mateiza manera. Cal observar que quan n > m,Y, depén de f,., pero en aquesta
demostracid no hem usat enlloc aquesta dependéncia.

S’acabaria utilitzant que el Lema 4.4.3 ens donaria la convergéncia conjunta dels
termes d’aquest sumatort.
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Apéndix.

5.1 Tota funcid de ’espai C([0,T]") és Stratonovich
| integrable.

Veurem tot seguit que per a tota f € C([0,T]"), f - Ijoy» és Stratonovich integrable.
Denotem per 7 una particié de Uinterval [0,7]. Utilitzant el Teorema 4.2.4, és su-
ficient provar que existeixen les traces, és a dir, per a tot j = 1,..., (%], el limit en
L?([0, T]"~%) quan || tendeix a zero de

"
iy

Z !A f(tla s ath) ')I[O,t]zj(tia s at2j)I[0,t]"_2j(.)dtl o dt?j;

nl 18411841 Jag xoxat,
(5.1)

on f és la simetritzada de la funcié f.

Veurem que aquest limit és igual a
/ f(:ul,ml,azz,a:2, ey TG Ty )I[O,n_z,( Ydzy - - - dz;
(0.2)/

"Observem que podem escriure aquesta ultima expressié com

Z / f(a:l,asl,...,:cj,:nj,-)f[o,t]j(zl,...,xj)dxl--~dxjf[o,,,]n_zj(~)
; TREAR L xA' v

Zm

XI[Oyt]j(tl,tg, e ,tzj_l)I[O’t]n—zj(')dtldtz ce dt2_7

A : , f(tlat17t3,t3;---7t2j—1at2j—17')
21 15 Af X xA
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Llavors la diferéncia entre ’expressi6 (5.1) i aquesta ltima és igual a
Z BT 1A
—f(tl, tl,t3, t3, [ ,t2j—17t2j—17 '))I[O’f‘]j(tl,t?,, e ,tzj_l)l[g’t]n—zj(')dtl vt dth

= Z |A
"'f(tla tiyta, tay oo taiot, bty ) Do gei (1, - - st gn—24 (-)dty - - - dty;  (5.2)
Z Ry Enrw

X Jo,qn=2i (") Ijo,1i\jo,0i (B2, B4, - - - Eag)dby - - dtaj.

l 1Ag1 Jaz Az (F(trtastss - taons gy Mpops (s - 25)
" 4 XX

| |A l Az A2 (‘f(tl’tZ’t3""’th—l,tzj,-)
1 1'1 XX

I |A | 2 2 f(tlatla---,t2j—])t2j_1>-)I[Ovt]j(thtg,-.-,tzj_l)
H 1l JAF X xA

Pel que fa al primer sumand, per la continuitat de f en [0,%]", per a tot € > 0
existeix un § tal que si || < § llavors, en els conjunts on integrem,

|F(t1, 82,83, - - tago1,tagy ) = Ftististaytay . oy tago1,tajt, <) | o qn2i () < €.

D’altra banda, és facil veure que el segon sumand de (5.2) es pot fitar per K|,
on K és una constant que no depén de la particié .

Aquests dos fets ens donen el limit en L*([0, T|"~%).

Utilitzarem tot seguit el criteri de Kolmogorov per veure que existeix una versid
de I, o (f - Ippy») amb trajectories continues. Per veure aixo hem de provar que
existeixen constants a, # 1 K positives tals que per atot 0 < s <t < T

E|L,o(f Iogn) — Ino (f - Lpqn)|* < Kt — s|'*7.
D’una banda, usant la férmula de Hu-Meyer ( veure Teorema 4.2.4) tenim que

(3]
o (f o) =Y K(n,5)Iioi(T(f - Toa)),

J=0

on K(n,j) és una constant que només depén de n i j.
D’altra banda, en un treball de Shigekawa ( veure [S]) trobem que per a tot parell
d’enters m,p > 1 i per a tota funcié g € L*([0, T}P),

E|I:,(g)|2m < I((p, m)”Q”%?([O,T]F)-
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Per tant,
EII'I‘L e} (f . I[O,t]”’) —_ [n o} (f . I(O,s]n)l4

5l | ‘
< KDY B\ _(T(f - Togr) = TO(f - Toap))I*

7=0

8 | | 2
< KD ( / (T(f - Togn) = TS - Ton))?d s - - dny) ™ (5.3)

Pero usant I'expressié que tenim de la traca,

(T(F  To) = T(F - Ty )
- ( /[ T]' ]E(I[o’t]n—j(xl, <y Ty, ) - [[O,S]n—j(.'Bl, <y T4, ))da;l ... d.’Ej)z
J[0,T)¢

S I(/ (I[O,t]n—j(xl, T ) - I[O’s]n_j(:cl, ey Tygy ))d:l)l ce da:]-,
(0,7)/

usant la desigualtat de Schwarz.
Aix{ doncs és facil veure que (5.3) és menor o igual que

I{ ( / .(I[O’t]n—j(xl,...,mj,') —- I[O’s]n—j(azl,...,ZI)j,'))diEl dﬂ?])z

=0 * [O,T]J

S I/’ (t’n——j _ Sn-—j)z

tal 1 com voliem demostrar.
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5.2 Les funcions tipus productes del L*([0,T]) sén
Stratonovich integrables.

Volem veure que les funcions del tipus

flz1,. . zn) = fi(zr) - fol(@n) @< <on)

on fi(z) € L*([0,T]) per a tot ¢ € {1,...,n} sén integrables de Stratonovich. Anirem
construint aquestes integrals de manera iterada i després provarem que la integral
iterada coincideix amb la integral multiple de Stratonovich.

Pel cas n = 1 és obvi ja que la integral de Stratonovich coincideix amb la d’It6.
Ho veurem a continuacié pel cas n = 2 i després utilitzarem el mateix esquema de
demostracié i inducci6 per veure-ho en general. Considerem doncs n = 2, volem veure
que fo(t)I1(t) és integrable de Stratonovich, on I;(¢ fo fi(z

Hem de veure que existeix el limit en L?(Q) quan kd tendelx a zero de

9-1 tigg

ﬁ( FHOL()dt) (W (tir) = W(t)).
i+1 t Jit; .

i)

Pero aixo es pot escriure com

-1

£~

™

III
— O

tiy1 — 1

tit1 tit1
/ Fo(O) L (t)dtdW,

tit1 t;+1
; / / LR (1)) dids,
tz+1

2=0

on hem utilitzat la férmula del producte d’una variable aleatoria de D'? per una
integral de Skorohod.

Aquesta darrera expressié és igual a

q 1

tit1
t f2(t)Il(t)dtI[f»i,ti+1)(5))
z=0 z+1 -

g-1 1 tiv:  pliga
+ t—_t_/ fa(t) f1(s)pon(s)dsdt

i=0 i+1 T b i t;
= A+ B.

Veurem que el primer d’aquests dos termes, A, convergeix en L*()) cap a
fo f2(t)I1(¢)dW,. Per veure aixo n’hi ha prou provant que
g-1 tit1

f2(t) ( )dt‘r[fntcﬂ)( ) ‘

2w

=0

t,+1 —
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convergeix en L% cap a f3(t)I;(t). Perd segons el Lema 4.2 de [NP] per veure aixo
ultim n’hi ha prou provant que fo(¢)[;(¢) € L2, Pero,

T T T
E /0 Pt + B /0 /0 (D.(f() (1)) dtds

-2 0 [ tsyasar

1 aixo és finit perque f; 1 fo pertanyen a LZ([O, T)).
També veurem que ’expressié B

g—1

%

convergeix cap a %fOT f1(#) f2(t)dt quan |7| tendeix a zero.

/'»+1 t. 41 f2(t)f1(5)1[0,t](8)dsdt

t,+1 —t

Pero,
q—1 tig1 tit1 .
¢ ¢ / F2(t) fr(s) Lo q(s)dsdt

1=0 o+l t;

T 49— 1 f!

tz
/ Z t. —t [tn .+1)( ))fz( )dt (5.4)
=0 141

Per tant n’hi ha prou provant que per a tota g € L*([0,T1),

T
/0 F™(t)g(t)dt

| . T - ft il (s ds
convergeix cap a %fo fi(t)g(t)dt on F7(t) = 23_01 rryppers Tt 1001) (1)

Ho provarem primer per indicadors, i després veurem que es pot estendre a qual-

sevol funcié de L*([0,T]). Considerem doncs g(t) = Iju ().

T 2! ' fi(s)ds '
/ (Z fti S I[tnt-’+1)(t))I[a,b](t)dt

i—0 tz+1 _ti
[* fu(s)ds T ' fi(s)ds
/ Z —t‘.f_l[t;,tiﬂ)(t)dtﬁ-/ #T_I[a»‘j)(t)dt
ti,tiz1 Ela, b] tiy1 t; 0 tJ t]"l

o
I t)dt
/ t’\. - tk 1 ['k:b)( ) )
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on j ik sén els que compleixen que ¢j_1 < a < tj1t5-1 < b <t Pero el segon terme
és menor o igual que

t,—a /t t;—a 1 /
— ds < ———(¢; 2 ds
2= [ e < P IHE

J

M|"

que convergeix a zero quan || tendeix a zero, i el mateix passa amb el darrer terme.
Pel que fa al primer sumand

T 1
Z _ILI[%%H)( t)dt

0 ti)tl'+1 E[a:b] tz+l - tt
b ti+1 b t]‘ — S
= (3 = Tty (9) fuls)ds — [ 2T y(s) fa(s)ds
a i t1.+1 t Ja tj t]—l
b
s — g1
—/ P (1) (8) f1(s)ds
Novament el segon terme es pot fitar per (¢; — a) ( f ti fi(s )5 que convergeix

a zero i1 de manera semblant es veu que hi convergeix el darrer terme. Mentre que el
primer sumand convergeix a fab 1f1(s)ds quan la norma de la particié tendeix a zero.
Comprovem finalment I’extensié d’aquest resultat a tota funcié g € L?*([0,T7]).
Per linealitat tenim que per a tota funcié h esglaonada, fOT FT(t)h(t)dt convergeix
cap a fo f1(t)h(t)dt quan || tendeix a zero.
Sig e Lz([O,T]), per a tot ¢ > 0 existeix una funcié esglaonada ¢° tal que
lg° — gll2 < €. Llavors

1/0 Fr(t dt——/ fi(Bgt)dt] < |/ Fr(8)g(t)dt — /TF"()e( £)d|
+|/ (g dt——/ oo
+{—/ X dt——/ At

El darrer sumand es pot fitar per 2| fi|l2[|g° — gll2, 1 el segon sumand també es
pot fer tant petit com volguem si |7| és prou petita.

Pel que fa al primer sumand es pot fitar per ||[F7||2||g° — gll2, per tant, si |F™||»
estd uniformement fitada ja haurem acabat. Pero,

/oT( B Z/t‘+1 Lz+1—t)) #
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E/tm tiy1 — & f:'“ fi(s)ds @t
z+1_ - tt)z

- / F2(s)ds

Hem demostrat per tant que pel cas n = 2, f1(¢)I;(¢) és Stratonovich integrable.
En general volem provar que f,(¢)I,-1(t) és Stratonovich integrable, on I,,_; és la
integral iterada de Stratonovich d’ordre n — 1.

Hem de veure que existeix el limit en L2()) quan |7| tendeix a zero de

IA

9-1 1 tig1

— Fa(O) Laa(8)dt) (W (ti1) — W (L))
i=0 *t1 ¢

Pero aquest sumatori es pot escriure com

= 1 tiv1  plitr
Z —/ Fu(t) L1 (t)dtdW,
=0 ti+1 — ti ' £
g-1 1 tig1 tig1 E
D D A A S ENCYARD)E2E
it —t )y s
= tit1
= 5 Z t. 1 — ¢t / fn(t).[ ( )dt’[[t;,f¢+1)( ))
z—O K 7
1 tit1 tig1
- ; e
+§_:; bit1 — ti/t; [‘ fn( )DsIn 1( )dsdt
= A+B.

Veurem que aquests dos termes, convergeixen en L*({1) cap a

/OT Fn(t) Lmy (8)dW, i

% /0 ! Fat) Fae1 () Loz (t)dt

respectivament, quan |7| tendeix a zero.

Usarem arguments inductius per a provar aixo per un n en general. Suposem per
‘tant que per a tot m < n es té que fi,(t)In_1(t) € L'? i que existeix la integral
iterada d’ordre m de Stratonovich i és igual a

= [ 2.+ 5 [ ) () el
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ondefinim I_; =01 [, = 1.

Hem demostrat aixo en el cas m = 2.

Per veure la convergencia de A, n’hi ha prou provant, igual que en el cas n = 2
que fn(t)In__l(t) € LM%, és a dir hem de veure que

/ £2) dt+E/ / (D, fa(8) Ty (1)) 2dtds < oo.

Pero

/ faIi_(tdt < 2 / A E( /OTf2-1(5)I,3_2(s)ds)dt
w3 [ o [ gaes( [ faonaea

i aixo és finit per hipotesi d’induccid. Pel que fa al segon sumand, usant que

Dibocslt) = fos(Vrcalig + 5 [ foms()facalr)Dulocalr)i

+ / s (1) Do Lo (r) AW,

tenim que

2 [ 0Gonaads <k [ s /OT(fn {(6) o)

+K/ F2(¢ dt/ f2_(r)drE // s(fam2(r)n=s(r))) drds)

—I—K/ FAt)dtE( / / o(Fac1 (P)In_a(r)))2drds),

que també és finit per hipotesi d’induccié.
Per veure la convergencia de B, és suficient veure que

q-—-1

%

convergeix en L?(Q2) cap a 1 fo fu(t) fam1(t) e (t)dt.

Recordem que

tig1 tit1
/ fn(t)Ds[n—l(t)det
i

t,+1 —t;

Duloes(t) = as()Toa($) s+ | fora(r)umalr)DuLocalr)ar
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+/Afn-1(7")DsIn—2(7")dWT'

Usant els mateixos arguments que pel cas n = 2 sabem que

L

g-) i+1 tit1
/ Fult) o (5) T (5) Ty sl

tl+1 f’i

1=0 ti

convergeix q.s. cap a %f(;‘r Fr(t) frm1(t) In—a(t)dt.

Usant convergeéncia dominada i que fp,_;[,_, € L2 per hipotesi d’induccid,
aquesta convergencia també la tenim en L*(Q), ja que (1 fo Fa(t) fo1(t) Lnz (t)dt)2
esta dominat per %fOT fi(t)dt fo 2 ()I2_,(t)dt que pertany a L'(f)), i usant la
desigualtat de Schwarz,

q-1 1 tigr pligs 9
(3 / Falt) Fact (8) Inca(s) Ipagrydsdt)
B tg t;

=0 iy — 1

g—1 1 tit1 g—1 tigs 2
S (izo ti+1 . tl(\/t' |fn t)ldt ; tz+1 —t /t' |fn—1(3)1 —Z(S)IdS) )

< [ s [ pLons (5.5)

.que també pertany a L'(Q).
Pel que fa als altres termes,

E|§ / o / S AOIWe / (Fact (7) faea(r) Dy Ins (7)) drdsdi|?

=0 tz+1 _t

T 9-1 tise

/0 (;tz_*_l -—t / [fn(t)an 1( )|I[t,,t,+1] r)dt)z)dr

T 9-1 tig1 X
X/O ZZO: ti1 — t; / 1|fn 2()||Ds 1, _3(r)|ds) )dr].

Pero,

[&w

/0 fﬁ(t)dt/{) f24(r)dr < oo.

ti41
/ O Fas () s tiga 1)) )

tipr — &
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I d’altra banda,

-1

T 9 ti+1
B[ (D[ Sl bstrles) )i

z+1_t

< EE [ GlcaD. st

< K / fr(s)ds

on fr(s) = sup; (E f:'“ s(fr2(r)In=3(r)))%dr) i aixd convergeix a zero quan |r|
tendeix a zero ja que fn_lfn , € L12, :

Per ultim anem a tractar l’altre terme que ens queda. Si tenim un procés u €
L*([0,T)% x Q) fo fo (s,t)dW,dr € L*(Q) aleshores es pot aplicar el teorema de
Fubini i intercanviar 'ordre d’integracié. Aplicarem doncs aquesta propietat 1 usarem
la isometria de la integral estocastica,

EIZ

/~+1 t.w+1 fn(t)I{sSt}/ (et (7) I (7)) AW, dsdit|?

z+1

_ -—T q-1 1 tit1 i1 )
< B[ > / £ () Loriy Titn Dol fcs (1) Lna(r)) dsdtd W, |
B T g9-1 1 tig1 tig1 9
< E/ (Z / / | Fn s <cr<ty Lt i) Ds (frm1 () Inz(r))dsdt) “dr
0 =0 ti’f‘l -t t; t;
-1 ' .
< 2

_ T 4 1 tit1
B[ (D ([ 1o )

-0 ti-{-] - tz
g-1

1
Tiv1 — 15

ney=

([ 1O ot Bt (Decs (1) ) d5)?)

1=0

iigual que abans convergeix a zero quan la norma de la particié |7| tendeix a zero.

5.2.1 Coincidencia entre la integral iterada i la integral mltiple
de Stratonovich.

Veurem a continuacié que aquestes integrals iterades que hem construit, Y, coin-
cideixen amb la integral multiple de Stratonovich Iy o (f). En [SU] es demostra un
teorema de Fubini pel cas k = 2. D’altra banda en [DS] trobem també un resultat
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que ens déna la coincidéncia entre la integral iterada 1 la integral multiple de proces-
sos que poden ser no adaptats, pero cal que les integrals de Skorohod de les traces
compleixin una condici6é de regularitat que no compleixen les nostres funcions. Per
veure-ho en el nostre cas, usarem el resultat de [SU] que hem recollit en el Teorema
4.2.4.

Usant el teorema de Fubini entre la integral estocastica i la de Lebesgue, podem
escriure les integrals iterades que hem construit de la seguent forma

Yie(f)(2)

5]
= 2i > G (| flt,.. te) =t = dsy - ds;),

R J 1 - tlg - Sl
7=0 {ll <<l2J :V‘I‘,lz,.:lz,-_l-}-l}

[N

by = by = 8j

on f(z1,.. . 2n) = fi(21) fa(@a) (o1 <ocan) 1 I;_,; és la integral d’It6 d’ordre k—2j.
Per tant, usant el Teorema 4.2.4 per veure que coincideix amb la integral multiple
de Stratonovich només cal veure que
. k!

= Z (/[\o’t]j f(tla o )tk) tll — tlz = 5 d81 cee dSJ)

{ll <~~-<[2j Vrlop=lop +]}

T f

tl2j—1 = tlzj =35

Considerem la funcié simetritzada de f,

f~(331,...,$k) = ' Zf k))

) O’EPk

= ' Z fl Lo(1 fn(xa k))I{$U(1)< Lzem) b

T aePy

on P denota la col.leccid de totes les possibles permutacions dels k& primers enters.

Llavors,

. 1 |
Tif() = lim S ——— Fltr, o tag, Yty - - dta;
S 2 Tl 8] g oy 0 ol

1 1
Ly /
k! |mls0 ZM 1A |- |Ai,‘| E A% x--x A%,

{1, oy :1r€{1,...,k} Vr}

fl(.’l,'l) e fn(ﬂfk)l{mlssg;k}dxll v d.’Elzj. (56)
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Recordem que en (5.4) hem provat que si hy, hy € L?*([0,T1]), llavors

q—l 1

hi(8)ho(t) 1 s<pdsdt
;IAzI a2 1() 2(){3”‘

convergeix cap a 3 fOT f1(t) f2(t)dt quan |x| | 0.
Provarem per induccié un resultat semblant amb un nombre parell arbitrari de
variables. Considerem per a tot 7, h; € L*([0,T]). Suposem que

Zm

CODVGI’gGlX cap a

hl(xl)hz(xz) fe h2n($2n)1{11§---_<_z2n}d$1 e d:l:zn
11‘ |A1n‘ A2 X xA?

1
2—n 0.1) h1(y1)h2(yl)h3(y2)h4(y2)"‘hzn—1(yn)hzn(yn)f{ylS--Syn}dyl"‘dyn~
0,T)" .
Llavors,
1
hi(z)ho(za) -+ honao(2on
2 BT T Jug oy M) (o)

XI{®”1S"'S®'2n+2}dI1 ce d$2n+2

1
— Z |A h3($3)h4(334) to h2n+2($2n+2)

iz,...,in+1 12| ) |Al"+1| Az X XA? 1

1 /%
XI{waﬁ"'sznn} (5/0 hl( )hZ( )dm) drs- - dTonys

2
|Azn+1| Azx X A2

12, y’n+1 tnt1

hs(fﬁa)h4($4) e h2n+2($2n+2)

XI{x3< LTong2} Z |A | A2 hl(xl)h2($2)1{x1§z2§z3}d$1d$2
21

X .
_E / hl(m)hz(a:)da:)dibs cee d$2n+2'

JO

Del fet que ha(z3) f;° hi(z)ha(z)dz € L*([0,T]) es dedueix per hipotesi d’induccid

que el primer sumand convergeix a

1
on+1 /[ Tt hl(yl)hZ(yl) < hanta (yn+1)th+2(yn+1)I{yls...syn+1 }dy] <o dYnyy -
0,T]"

Hem de veure que el segon sumand convergeix a zero. Observem que

1 i
Z |A; |/ |h2j($2i)|dm2i/ |h2j-1(22j-1)ldz25-1
i; 1 Aij Aij
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(M (o

< 2|Az,| / has(@2s)ldo)”)
< (/0 hgjda,);—(/OThgj dz)*.

(ZTA{_(/A Ith—l($2j_1)|dJ}2]'_l)2)%

—~ Ay
LV

[

Considerem també,

G”T(:L3 Z IA ' hl :Cl)hz(ﬁ()z)]{ml<m2<m3}d$1dmz - = / h1 hz( )dx)
ul Jay
Podem fitar el segon sumand per

1
> a [ etz [ holas)lG7 (as)ldas
iy 22 Agy i

2

n+1

X HZ| AL l/ [hayi( x2])|dx23/A [hoj—1(22j-1)|dz2;-1
2n+42 JT 1 ’ 1
< I ([ #@d)'( / W3 (2)(G"(2))da)

IA

K(/O hi(z)(G™(z) dac)

Sabem que G™(y) convergeix a zero quan |7| tendeix a zero. D’altra banda
hi(y)(G™(y))?* esta dominat ja que

Z xl)h2($2)1{z1<zz<y}d~’61d$z)
|A11| A2

/0 B2 (2)da /0 B2 (2)dz,

(%/y ha(2)ha(w)dz)” < i/oThf(:c)d:v /OT i (z)dz.

0

1 també

Aixi R2(y)(G™(y))?* < Kh3(y) que pertany a L'([0,T]), i s’acaba usant con-
vergencia dominada.
D’altra banda, observem que si tenim un sumatori de la forma

1
Zm/ hi(z1)ha(22)hs(23) [(z) <oy <o} 421023
i il Ja?
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convergeix a zero quan 7|} 0. Aixo és aixi perque si diem [tg, tg—1) U'interval tal que
tr < xg < tg_1, tenim que aquest sumatori és igual a

1 z3 [INT
hz(iBz)—/ hl(:zcl)d:l:1 / h3($3)d$3
tr

tesr — tk -
T2 1 7R 1
S hz(ﬂ?z)( / h%(;l?])dxl) z ( / hg(ﬁg)d$3) 2
- tk x2

que convergeix a zero quan || | 0.
Aixo implicara que sempre que tinguem algun terme d’aquest estil, com que hem
vist que els termes amb dues variables consecutives es poden fitar, el limit sera zero.
Hem vist doncs que en el sumatori (5.6) tots els termes convergiran quasi per tot
a zero tret dels que tinguin ly,...,ly; € {1,...,k} consecutius dos a dos (i.e. que per
atot r € {l,...,75}, lar = ls,—1 + 1). En aquests casos el limit sera, quasi per tot,

1

2 Jioi

f(tl,...,tk) tl _ dS]"'dSJ'.

, =t =85

'tl2j—l = tlzj = 84

Observem que els limits que hem vist quasi per tot, també sén en L2([0, T]F~%),
ja que

(_' 'f(tl,...ftk) . _ dS1---dsj)2

que pertany a L!([0, T]*~%).
I usant la desigualtat de Schwarz, com hem fet anteriorment en (5.5), també es té
que per a tot {l,...,l2;} contingut en {1,...,k}

Z |A11| |Az,| Azx xA2
< H f2 (z;) /fl,

1‘¢11 1 1

fl(:lil) s fﬂ(mk)f{ﬁf'“ﬁwk}dxll te d$12j)2

que pertany a L'([0, T]*~%).
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Si els suposem ordenats, observem que cada {l; < -+ < ly;;Vr, lgp = lor—y + 1}
correspon exactament a 275!(k — 27)! termes del sumatori (5.6). Aix{ doncs,

TIf(-)

g (k= 25)!
T Z flty, o te) R dsy - ds;.

{ll <"'<lzj Vrdop=lor 1+ }[O?t]J

tal 1 com voliem demostrar.
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5.3 Prova de la convergéncia en L*(Q) a zero dels
processos (2.2).

1 t 8 ey
=2 [ [ Ehasg,

on N = {N(z,y), (z,y) € R2} és un procés de Poisson estandard al pla, (s,t) €
[0,S] x[0,T]ie>0.

Volem veure que

Considerem

}/.:t in])) 07

quan € — 0.

Podem considerar que s 1 ¢ sén diferents de zero, ja que en cas contrari no cal
provar res.

Per a provar aixo calcularem alguns limits usant la regla de 1’Hopital. Sovint,
resultara complicat comprovar que s’esta sota les hipotesis del teorema de I’Hopital.
El lema seglient ens permetra evitar aquestes comprovacions:

Lema 5.3.1. Suposem que f : [M,00) = R és una funcid derivable tal que f' és
continua en (M, 00), M > 0 i suposem també que lim,o f'(u) = a < co.

lim fu)

u—=00 Y,

Llavors

La prova d’aquest lema és una simple aplicacié del teorema del valor mitja.
Recordem que hem de veure que,

/ / N8 dady)”

Pero per raonaments semblants als del Lema 2.4.4

/ / NEDdzdy)”
2 2
_2/ / / / ~expl=ays + S ow]derdeydy;dy,
+2_/ / / / exp[__ 1/2 y1)$1 — ——-(‘7/2 — xl)yl]dlld:czdyldyz

Fem el canvi de variables z; = Z ¢/, = 2% per 1 = 1,2 i anomenem u = .
s & &
!

tendeix a zero quan € — 0.

Farem un abis de notacié 1 continuarem anomenant z; i y; a les variables z'; i y';

PR

Tenim que la darrera expressié és igual a
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st U LY2 1 pxy
. / / / / eXP[‘Zszyz + 2$1y1]d$1dx2dyldy2
-|-2—/ / / / eXP yz y1)$1 — 2(:32 — xl)yl]d$1da¢2dy1dy2
43_/ / / / exp[—2(yz — y1)z1 — 2(22 — z1)y1)dzy deadys dys.
u Jo Jo 0 0

Per tant n’hi ha prou veient que

st U Y2 1 T2 v
—/ / / / exp[—2(y2 - yl)wl - 2(562 - xl)yl]d$1d$2dyldy2
U Jo Jo Jo Jo

convergeix a zZero quan u — oo.
Aplicant el lema 5.3.1, el limit d’aquesta darrera expressio, cas d’existir, seria
1gual a

lim st / / / exp[—2(u — y1)z1 — 2(:102 — z1)y1)dz1dzody, .

u—0co

Fent ara un canvi de Varlables tenim

lir / / / exp[—2(1 — y1)z1 — 2(z2 — z1)y1]dz1dzady;

u—00 U

= lim St/ / exp[—2(1 — y1)z1 — 2(u — z1)y1|dz1dy,
0 ]

Uu—00

aplicant de nou el lema 5.3.1. Fent de nou un canvi de variables obtenim

1 1
lim stu / / exp[—2(1 = y)zu — 2(1 — z)yu]dzdy
Jo Jo

U—00

= lim st/o m—iz—y)(exp[—%u] — exp[—2(1 — y)u])dy

_ o stho g (explu(2y — D] - expl=(1 — 2y)ul)dy

u—rco 2 exp|u]

Apliquem ara la regla de 'Hopital,

L S Jo (exp[—u(2y — D)] + exp[-(1 — 2y)u])dy
u—oco 2 explu]
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P
= lim 8—/ (exp[—2yu] + exp[—2(1 — y)u])dy
u—oo 2 [
= lim iél(l — exp[—2u]),
u—oco 2 U

que Obviament convergeix a zero quan u tendeix a infinit, tal i com voliem demostrar.
En general, si considerem

AR sy
ye = — WG H) ded
fm g [ E @y

per poder fer el canvi de variable que ens permet separar E[(Y;,)?] en st per dues
integrals independents de s 1 ¢, cal que p = g. Per tant, no sembla que es pugui
obtenir d’aquesta manera ’estructura del moment de segon ordre d’un drap brownia

per a cap possible valor de p i q.
]
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5.4 Lema d’ajustament.

Passarem tot seguit a provar que en la demostracié de 'ajustament en el capitol
2 d’aquesta memoria n’hi havia prou considerant punts de la forma 0 < (s,t) <
(s',t") < (2s,2t).

Veurem primer ’argument per al cas uniparametric i després passarem a provar
el cas que ens interessa, amb dos parametres.

Lema 5.4.1. Sigut X = {X,;t € [0,T]} un procés continu. Suposem que per a
qualssevol 0 < t < t' tals que t' < 2t,

E(Xy - X)* <K' —t)% (5.7)

Aleshores ezisteiz una altra constant K amb la qual la propietat (5.7) es compleiz per
atot0<t<t.

Prova: Si sabem que es compleix aquesta propietat sempre que t' < 2t, també es
complira, canviant la constant K, sempre que t' < 4¢ ja que podem escriure

Xf/—Xf:X[/—X%Q+X%ﬂ—X%ﬁ+Xt_L£3_¢_—Xt
1 usant que (a + b)* < 8a* + 8b* tenim que
E(Xf,/—Xt)4 S 8E(X11—Xw)4+82E(Xﬂi_Xt_'+ﬂ)4
2 2 4
+83E(XL+3_1: - .Xt)4
4
#—t\? ' —1\? t—t\°
< K[8|— 27— 83

< xp(5) +0 () 4o ()

= 38K(t —t)%

Suposem doncs que (5.7) es compleix sempre que ¢t < 4¢ 1 ho provarem, usant
alxo0, per a qualssevol t < t'. Gracies a la continuitat del procés X, podem escriure

- 4
E(Xf,/ — Xt)4 = E(Z(th,(,;k_l)t - Xt/+(:lz-};ll_1)¢))

k=0 ak

IN

. oo .
! } : k+1 4
8 + E(th+(4k_1)t - -Xt’+(4k+1—1)t)

4k 4k+1

IA
.‘>4\
[
co
2
t
TN
w
-
el Bl
x
o~
SN’
N—
[ %)
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= 9K(¢ —t)%

Vegem ara el resultat pel cas biparametric.

Lema 5.4.2. Sigut X = {X,:;(s,t) € [0,5] x [0,T]} un procés continu. Suposem
que per a qualssevol 0 < s < 8', 0 <t <t tals que s’ < 2s % tf < 2t,

B(AuX (1)) < K(s' = 5)}(t = )% (5.8)

Aleshores ezisteiz una altra constant K amb la qual la propietat (5.8) es compleiz per
atot0<s<s, 0<t<t.

Prova: Si sabem que es compleix la propietat (5.8) sempre que ¢’ < 2t 1 s <
2s, també sabem que es complira, canviant la constant, sempre que t/ < 4t i s’ <
4s, perqué podem dividir l'increment A,,X(s',t') en la suma dels increments en 7
rectangles, tal com mostra el dibuix, i en cada un d’ells podem aplicar la propietat

(5.8).

't/ .........

s'+3s s'+s ’
S TE S

Dibuix 3. Divisié en increments que compleixen la propietat (5.8).

Suposem doncs que la propietat (5.8) es compleix per a qualséevol t<t s<s

tals que s’ < 4s i t' < 4t. Provem que també és certa en general. Usant que el procés
X és continu, podem escriure,

, N — s+ —1)s ¢+ (4= 1)t
A fA S t ZZA I_,_(4k+1__1)‘E tl+(41+1_1) )X ( ( ) ( : ) )

k=0 j=0 EES 4k ’ 47
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Per tant,
E(A X (s,t)*

oo o (s’ + (45 ~1)s t'+ (4 - 1)75) ]4)

IN

§j8’°+1 § ST E[A i okt —ia oracaitt e X .
( [ +(ik+1 2 »t+(:j+1 L 4k ’ 47

k=0 7=0
IR 3(s" —8)\? /3(t' — 1)\ ?
k41 +1
KLX:S (208] ( 4k+1 ) 43+1 )
k=0 1=

o0 1 0 1
. 2 2
81K (s' — s)*(t' —t) Z ok+1 Z 9i+1

k=0 7=0

IA

IN

= 81K(s" — s)*(t —t?)

tal 1 com voliemn demostrar.
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