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Introduction

Classically, integral geometry in Euclidean space deals with two basic questions: the expression
of the measure of planes meeting a convex domain, the so-called Crofton formulas; and the
study of the measure of movements taking one convex domain over another fixed convex
domain, the so-called kinematic formula.

In the Euclidean space R", we denote by L, a totally geodesic submanifold of dimension
r, and we call it 7-plane. We denote the space of r-planes by £,. This space has a unique (up
to a constant factor) density dL, invariant under the isometry group of R™. Given a convex
domain 2 C R™ with smooth boundary, the expression of the measure of r-planes meeting a
convex domain is
/ x(QN Ly)dL, = ¢y M—1(052), (1)
where ¢, , only depends on the dimensions n, r, and M,_1(0€2) denotes the (r — 1)-th mean
curvature integral.

Thus, the mean curvature integrals appear naturally in the Crofton formula. A classical
known property of mean curvature integrals is the following

M09 N L,)dL, = ¢, ;M (%) (2)

n,r
Ly

where c;%m; only depends on the dimensions n, r, ¢, and MZ-(T)(GQ N L,) denotes the i-th mean

curvature integral of Q2 N L, as a hypersurface in L, = R". From (2), it is said that mean
curvature integrals satisfy a reproductive property.
On the other hand, the kinematic formula in R” is expressed as follows. Let €2; and 2 be

two convex domains with smooth boundary, let O(n) := O(n) x R™ denote the isometry group
of R™, and let dg be an invariant density of O(n). Then,

n

/()X(Ql NgQ)dg = cniMi(0Q0) My —i(092). (3)
O(n i=0

The previous three formulas were extended to projective and hyperbolic spaces (cf. [San04]),
i.e. they are known in the spaces of constant sectional curvature k. The generalization of in-
tegral (2) does not depend on k but in the expression (1) for projective and hyperbolic space
appear other terms, depending on k. Moreover, its expression depends on the parity of the
dimension of the planes. If r is even, then

/ X(Q N LT)dLT = cn,r,er,l(GQ) + CnJ,ng,g(aQ) + -+ Cn71M1(OQ) + CnVOI(Q), (4)

T

and if r is odd

/ QO L)ALy = ey 1 My 1 (09) + oMy 5(IQ) + - - + cna Mo (D) + cnvol(DQ), (5)
Ly

1



2 Introduction

where ¢, ; depend on the dimensions n and j, and are multiples of kI,

The facts that the expression depends on the parity, and that we study an integral of
the Euler characteristic, remain us the Gauss-Bonnet formula in spaces of constant sectional
curvature, which also depends on the parity of the ambient space. We recall here this formula
in a space of constant sectional curvature k and dimension n.

If n is even, then

My, —1(09) + en—sMy_3(0Q) + -+ + c1 M1 (99) + k™ *vol(€) = vol(S" 1) x (),
and if n is odd,

vol(S§m—1)

Mpy—1(39Q) + cn—aMy—3(0Q) + - - + caM2(9Q) + k"D 2v01(09) = .

x(€)
where ¢; depend only on the dimensions n and 4, and are multiples of the sectional curvature
k. Now, using the expression (2) and the Gauss-Bonnet formula, we get (4) and (5).

The goal of this work is generalize formulas (1) and (2) in the standard Hermitian space
C"™, in the complex projective space and in the complex hyperbolic space, i.e. in the spaces of
constant holomorphic curvature denoted by CK"(€) with 4e the holomorphic curvature of the
manifold (see Section 1.1).

In order to achieve this goal, we use the notion of valuation in a vector space V, a real-
valued functional ¢ from the space of convex compact domains (V') in V to R satisfying the
following additive property

$(AU B) = ¢(A) + ¢(B) — ¢(AN B)

whenever A, B, AUB € (V).

The first examples of valuations are the volume of the convex domain, the area of the
boundary, and the Euler characteristic. Other classical examples of valuations are the intrinsic
volumes. They are defined from the Steiner formula: given a convex domain  C R”, if we
denote by 2, the parallel domain at a distance r, the Steiner formula relates the volume of (2,
with the so-called intrinsic volumes V;(€2) by

vol(Q,.) = Z i Vi(Q)
i=0

where w,_; denotes the volume of the (n — i)-dimensional Euclidean ball with radius 1 (cf.
Proposition 2.1.3).
If Q C R™ is a convex domain with smooth boundary, then intrinsic volumes satisfy

n
Vi) = a0,
Nnwn—
and they are the natural generalization of the mean curvature integrals for non-smooth convex
domains.

Hadwiger in [Had57] proved that all continuous translation invariant valuations in R"
invariant under the isometry group of R" are linear combination of the volume of the convex
domain, the area of the boundary, and the intrinsic volumes (see Section 2.2). This result has
as immediate consequence formulas (1), (2) and (3).

Alesker in [Ale03] proved that the dimension of the space of continuous translation invariant
valuations in C™ invariant under the holomorphic isometry group of C" is (";2), and gave a
basis of this space. In the recent paper of Bernig and Fu, [BF08], there are given other basis
of valuations in C". In particular, the Hermitian intrinsic volumes are defined (see Section



2.4.2). These are the valuations we will use to work with. The fact that the dimension of the
space of continuous valuations invariant under the isometry group of C" is bigger than the
one of R?" is not surprising if we recall that the holomorphic isometry group of C*, U(n), is
smaller than the isometry group of R?", O(2n).

Hermitian intrinsic volumes are a kind of generalization of mean curvature integrals, but
taking into account that C™ has a complex structure which defines a canonical vector field on
hypersurfaces. Indeed, at each point x of a hypersurface, if we consider the normal vector, and
we apply the complex structure, then we get a distinguished vector JN in the tangent space
of the hypersurface at x. Moreover, the orthogonal space to JIN in the tangent space defines
a complex space of maximum dimension, n — 1.

So, if S is a smooth hypersurface in C", we can consider the integral

/S kn(JN)dz

where k,(JN) denotes the normal curvature in the direction JN, and it defines a valuation
in C". Other valuations related to normal curvature of the direction JIN appear as elements
of Hermitian intrinsic volumes basis.

The notion of valuation can be also defined in a differentiable manifold (see Definition
2.4.1). In real space forms the volume of a convex domain and the area of its boundary are
valuations. But, it is not known an analogous result to Hadwiger Theorem in these spaces.

The definition of the Hermitian intrinsic volumes py , can be extended to other space of
constant holomorphic curvature. The subscript & denotes the degree of the valuation (see
Section 2.4.2).

In order to give a similar expression of (1) and (2) in the spaces of constant holomorphic
curvature, we need to describe the integration space. Note that in spaces of constant sectional
curvature we integrate over the space of r-planes, i.e. totally geodesic submanifold of fixed di-
mension. In spaces of constant holomorphic curvature, complete totally geodesic submanifolds
are classified. If € # 0 they are complex submanifolds isometric to CK"(¢) € CK"(e), with
1 < r < n or totally real submanifolds isometric to RK?(e) C CK"(¢) with 1 < g < n, where
RKY(e) denotes the space of constant sectional curvature e. For € = 0 there are other totally
geodesic submanifolds. We denote the space of complex planes with complex dimension r,
1 <r < n, by L%, and the space of totally real planes of maximum dimension n by £, the
so-called Lagrangian manifolds.

In this work, we obtain a Crofton formula for complex r-planes

/ RCIATCIC AN (” - 1) o (6)

r
n—1 n —1 k—1 (2]]272(1)
( Z e O (k) Z ﬁu?k,q(g) +(k+r—n+1)pwi(2)
k=n—r g=max{0,2k—n}
+ €"(r + 1)vol(Q2)),
and for Lagrangian planes
2zt 1
vol(Gonn)wn o~ (2 — 1\ 4977 e
QNL)dL =————— ———ng() if n is odd,
/LRx< nr) x IV @ ifniso (7)
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and
(G
/ x(QNL)dL = L'?”v”). (8)
[:]5 n.
3 - 3
2g — 1\ 144w i n 27w, g e
qz_% <q—1> 2 + 1 an(Q)+;el<g+i> WM”HL%H(Q) if n is even,

where w; denotes the volume of the i-th dimensional Euclidean unit ball.

Previous formulas have more addends that the corresponding ones in the spaces of constant
sectional curvature, but they are similar. If ¢ = 0, i.e. in C" also appear all the valuations
with the corresponding degree. If € # 0 the notion of degree of a valuation has no sense but
there is a similitude with the expression in spaces of constant sectional curvature comparing
the subscripts of the valuations.

In order to get these expressions we use a variational method. That is, we take a smooth
vector field X defined on the manifold and we consider its flow ¢:;. We prove the following
formula of first variation

4
dt|,—_o

/ X(qbt(Q)”LT’)dLr:/ (X,N) oo (v )dV de
= 20

'n 1 T‘(Dz)

where N is the exterior normal field, D is the distribution in the tangent space at 92 ortho-
gonal to JN, and o2,(Il]yy) denotes the 2r-th symmetric elementary function of the second
fundamental form II restricted to V € GS_; +(Dz), the Grassmannian of complex planes with
complex dimension r inside D,.

On the other hand, we get an expression of the variation of valuations py , using a similar
method as in [BF08].

Comparing both variations and solving a system of linear equations we obtain the result.

Using the same variational method we also obtain a Gauss-Bonnet formula for the spaces
of constant holomorphic curvature. It is known that the variation of the Euler characteristic
is zero. Thus, we can express it as a sum of Hermitian intrinsic volumes such that its variation
vanishes. The obtained Gauss-Bonnet formula is the following

e ws 2 n . C) c—1 (20—2(1
wanX(2) = (n + 1)e"vol(Q Z L Z a q

c ) q:max{O,chn}

H2c,q + (C+ 1)/’[/266 .

9)

In spaces of constant sectional curvature &, Solanes in [Sol06] related the measure of planes
meeting a domain with the Euler characteristic of the domain

2k

NnWnp—1

1
wnx(Q) = ﬁMn—l(ag) —+ /ﬁ X(Q N Ln_Q)dLn_Q.
n—2

In CK"(e), we get

1 " w n
() = Mo 09)+ ¢ [ MO0 L)Ly + 3 S 0).

n—1 ]:1 2]

The analogous expression to (2), it is given when we integrate the mean curvature inte-
gral over complex r-planes. The obtained expression for a compact oriented (possible with



boundary) hypersurface S of class C? is

~1
(r) Won— gvol(Gn 20— )/n €Mr —mn /
M L,)dL, = 2n —1 N,
o 1 (SNLy)d 2@ —1) - 2n—-1)——— - kn(JNy)dx
10)

where k,(JN,) denotes the normal curvature in the direction JN € T,S.

To get this result, first we obtain, using moving frames, the following intermediate expres-
sion (for any mean curvature integral). If 7,4 € N such that 1 <r <mnand 0 <i < 2r — 1,
then

/z;«: M"(S A Ly)dL, (11)

2r—1 I(JN, er>|27" ;
i\D; €r d drd7
< )//IRIP’2”2/GC — (JN,e,)2) - 70i(p;er ® V)dVde,dp

27“1

where e, € T),S is a unit vector, V denotes a complex (r — 1)-plane containing p and contained
in {N,JN,e,,Je,}*, oi(p;e, ® V) denotes the i-th symmetric elementary function of the
second fundamental form of S restricted to the real subspace e, & V' and the integration over
RP2"~2 denotes the projective space of the unit tangent space of the hypersurface.

In order to complete the generalization of equation (1) in CK"(¢), it remains to study the
measure of (non-maximal) totally real planes. These are the other totally geodesic submani-
folds of CK"(e), € # 0. Using the same techniques as in the rest of this work, it does not
seem possible to solve this case since we cannot obtain enough information of the variational
properties of the measures of totally real planes meeting a domain in CK"(e).

On the other hand, it would be interesting to extend formula (10) to ¢ € {2,...,2r — 1}.

Next we explain the organization of the text.

Chapter 1 contains a description of the spaces of constant holomorphic curvature. We
review its definition and describe some of the most important submanifolds, i.e. the totally
geodesic submanifolds, the geodesic spheres, and the complex planes. In this chapter we also
recall the method of moving frames, which will be used along this text. Using moving frames,
we give an expression for the density of the space of complex planes. Finally, we prove that
integral [ e x(2N L, )dL, satisfies a reproductive property.

Chapter 2 is devoted to the study of valuations in C™ and in the spaces of constant holo-
morphic curvature. First of all, we review the concept and the main properties of the valuations
on R™ together with the Hadwiger Theorem (which characterize all continuous valuations in
R™ invariant under the isometry group). An analogous Hadwiger Theorem in C™ is stated.
Finally, we define the used valuations in this work in spaces of constant holomorphic curvatu-
re, and we give new properties and relations with other valuations also important in the next
chapters.

Chapter 3 gives a proof of (10). First of all, we prove some geometric lemmas and we
obtain the expression for the mean curvature integrals over the space of complex planes in
terms of an integral over the boundary of the domain given in (11). This expression will be
fundamental to attain the goal of this chapter. As a corollary of (10) we characterize the
valuations of degree 2n — 2 satisfying a reproductive property in C", and we give the relation
among different valuations defined by Alesker (already reviewed in Chapter 2). The results of
this chapter are contained in [Aba].

In Chapter 4 we obtain the measure of complex planes intersecting a domain in the spaces of
constant holomorphic curvature in terms of the Hermitian intrinsic volumes defined at Chapter
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2. We also give an expression of the Gauss-Bonnet formula in terms of these valuations. In
order to get these expressions we use a variational method. We obtain an expression for the
variation of the measure of complex planes and for the Hermitian intrinsic volumes. In this
chapter, we verify the certainty of (6). A constructive proof, where we find the constants
in the expression is given in the appendix. As a corollary, we express the total mean Gauss
curvature in C" also in terms of the Hermitic intrinsic volumes. Finally, we relate Chapters 3
and 4 obtaining another method to compute the measure of complex lines meeting a domain.
The results of this chapter are contained in [AGS09).

Chapter 5 studies the measure of another type of planes meeting a domain in C”, the so-
called coisotropic planes. These planes are the orthogonal direct sum of a complex subspace
of complex dimension n — p and a totally real subspace of dimension p. Totally real planes of
maximum dimension and real hyperplanes are particular cases of this type of planes. Using
similar techniques as in Chapter 4 we give an expression for the measure of coisotropic planes
meeting a regular domain. For the spaces of constant holomorphic curvature we prove (7)
and (8), which give the measure of totally real planes of maximum dimension, the so-called
Lagrangian planes.

The appendix contains the constructive proof of (6) and (9). That is, we give the method
that allowed us to obtain the constants appearing in these expressions. This proof consists,
at a final instance, to solve a linear system obtained from the study of the variation of both
sides of the expressions, as it is detailed in Chapter 4.
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Capitol 1

Espais de curvatura holomorfa
constant

1.1 Primeres definicions

En aquesta seccié introduim els espais de curvatura holomorfa constant i donem algunes de
les seves propietats que utilitzarem al llarg d’aquest treball. Primer de tot, recordem algunes
definicions basiques.

Definicié 1.1.1. Sigui M varietat diferenciable. Diem que M és una wvarietat complera de
dimensié complexa n si esta dotada d’un atlas tal que els canvis de cartes sén holomorfs, és a
dir, {(Uq, ¢o)} és un atlas amb {U, } recobriment obert de M i ¢, : Uy — C™ homeomorfismes
tals que ¢g o ¢} sém holomorfs en el seu domini de definicié.

Exemples
(i) L’espai vectorial C™ és una varietat complexa de dimensié n.

(ii) L’espai projectiu complex CP™ és una varietat complexa de dimensié n.

L’espai projectiu complex es defineix de manera analoga a I’espai projectiu real. Consi-
derem a C"*1\{0} la relacié d’equivaléncia que identifica els punts que sén I'un miiltiple
complex de Daltre. Llavors, podem prendre com a atlas els oberts {Uy, ..., Uy} tals que

Uj = {(Zo, ...,Zn) S (Cn+1 ‘ Zj 7é 0}

i per a cada U; prendre 'aplicacié ¢;(20, ..., 2n) = (20/%2j, s 2j—1/%j, Zj41/ %js ---» Zn/ %5)
que és homeomorfisme. Llavors, es pot provar que els canvis de cartes sén holomorfs.

Definicié 1.1.2. Sigui M varietat diferenciable. Una aplicacié lineal J : TM — TM és
una estructura quasi-complexa de M si per a cada x € M, la restriccié de J a T, M satisfa
Jp : TuM — T, M, J? = —1d i, a més, J varia diferenciablement punt a punt.

Notem que en qualsevol varietat complexa podem definir de manera natural una estructura
quasi-complexa a partir de la multiplicacié per i. L’espai tangent d’una varietat complexa té
estructura d’espai vectorial complex, per tant, I’aplicacié multiplicar per ¢ hi esta ben definida
i compleix que aplicada dues vegades és —Id. D’aquesta estructura quasi-complexa en diem
estructura complezxa.

Definicié 1.1.3. Sigui V espai vectorial complex i u, v € V. Diem que h: V x V — C és un
producte hermitic de V' si compleix:
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1. és C-lineal respecte la primera component,
2. h(u,v) = h(v,u).

Observacid 1.1.4. De les propietats que verifica un producte hermitic es dedueix que els escalars
complexos de la segona component surten conjugats. En efecte, per definicié se satisfan les
segiients igualtats:

h(u, \) = h(Av,u) = Mh(v,u) = Mh(u,v).

Definicié 1.1.5. Sigui M una varietat complexa amb estructura complexa J i meétrica Rie-
manniana g. Diem que g és una métrica hermitica si és compatible amb ’estructura complexa
de M, és a dir, si satisfa g, (Ju, Jv) = g, (u,v) per a tot x € M iu,v € T, M.

Definici6 1.1.6. Sigui M una varietat complexa amb estructura complexa J i metrica hermitica
g. Definim la forma de Kéhler associada a g com la 2-forma diferencial w que satisfa

w(u,v) = g(u, Jv), Yu,ve T, M.

Observacio 1.1.7. Donada M una varietat complexa amb un producte hermitic definit a T'M,
podem obtenir una metrica hermitica i una forma de Kéhler de la varietat: la part real del
producte hermitic déna una metrica hermitica i la part imaginaria dona la forma de Ké&hler
associada.

Definicié 1.1.8. Diem que una varietat complexa M és varietat de Kdahler si hi ha definida
una metrica hermitica tal que la forma de Kéhler associada a la metrica és tancada.

Proposicié 1.1.9 ([O’N83] p.326). Sigui M una varietat de Kdihler amb connexié V. Llavors,
VIX =JVX, VX eX(M).

Definicié 1.1.10. Diem que un subespai W de T, M de dimensié complexa 1 és una direccid
complexa o seccié holomorfa de 'espai tangent si W és invariant per J, és a dir, JW = W.

Definicio 1.1.11. La curvatura holomorfa es defineix com la curvatura seccional de les secci-
ons holomorfes.

Definicié 1.1.12. Un espai de curvatura holomorfa constant 4e de dimensié n és una vari-
etat de Kahler de dimensié complexa n, completa, simplement connexa tal que la curvatura
holomorfa és constant i igual a 4e per a tot punt i per a tota direccié complexa.

Teorema 1.1.13 ([KN69] teorema 7.9 p. 170). Dues varietats de Kdhler, completes, simple-
ment connexes amb curvatura holomorfa constant igual a 4e son holomorficament isométriques.

Definicié 1.1.14. Denotem tot espai de curvatura holomorfa constant 4¢ de dimensié n com
CK"™(e). Si e > 0 coincideix amb l’espai projectiu complex CP"(e€), si ¢ < 0 amb espai
hiperbolic complex CH"(¢) i si € = 0 amb C" amb la seva estructura hermitica estandard.

Observacio 1.1.15. Els espais de curvatura holomorfa constant generalitzen, en cert sentit, els
espais de curvatura seccional constant, és a dir, les varietats de Riemman completes, simple-
ment connexes amb curvatura seccional constant per a tot punt i per a tota direccid. Els espais
de curvatura seccional constant sén (llevat d’isometria) 1’espai euclidia R™, P’espai projectiu
real RP™ i ’espai hiperbolic real H". Els resultats d’aquest treball estenen alguns dels resultats
classics de geometria integral en espais de curvatura seccional constant als espais de curvatura
holomorfa constant. Santal6 a [San52] i Griffiths a [Gri78], entre d’altres, han obtingut certs
resultats de geometria integral a 1’espai hermitic estandard i a I’espai projectiu complex pero
considerant subvarietats complexes. En aquest treball, considerem dominis de l’espai i, per
tant, tractem amb hipersuperficies reals.
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Definicié 1.1.16. Donats dos plans ITi IT" (de dimensi6 real 2) de I’espai tangent en un punt
d’una varietat de Riemann definim I’angle entre els dos plans com I'infim entre els angles que
formen totes les parelles d'un vector de II i un vector de II'.

Definicié 1.1.17. Sigui II un pla de dimensié real 2 de I'espai tangent en un punt d’una
varietat complexa amb estructura complexa J. Es defineix I'angle d’holomorfia pu(I1) com
I'angle entre IT i J(II).

Proposicié 1.1.18 ([KN69] p. 167). Sigui M varietat de Kdhler amb estructura complexa J
1 metrica hermitica g. L’angle d’holomorfia d’un pla I1 C T, M, x € M, esta donat per

cos u(TT) = |g(u, Jv)|
on u,v €s base ortonormal de II.

Observacid 1.1.19. L’angle d’holomorfia d’un pla pren valors entre 01 7/2. En els casos extrems
tenim les direccions complexes, quan ’angle d’holomorfia és 0; i els plans totalment reals, que
sén per definicié aquells que tenen angle d’holomorfia /2.

En un espai de curvatura holomorfa constant es pot calcular el valor de la curvatura
seccional de qualsevol pla a partir de la curvatura holomorfa i I’angle d’holomorfia del pla.

Proposicié 1.1.20 ([KN69] p. 167). Sigui M una varietat de Kdhler amb curvatura holomorfa
constant 4e. Llavors, la curvatura seccional de qualsevol pla II C T,M, p € M, esta donada
per

K(IT) = € (1 + 3 cos® p(II)) (1.1)
on u(Il) és l’angle d’holomorfia del pla I1.

Corollari 1.1.21. La curvatura seccional de qualsevol pla d’un espai de curvatura holomorfa
constant 4e esta compresa a l'interval [e,4e|, si € > 0 i a Uinterval [4e, €], si e < 0.

1.2 Model projectiu

Al llarg d’aquest treball identificarem CK"(e) amb el model projectiu que descrivim a conti-
nuaci6 (cf. [Gol99)).

Quan € = 0, prenem el model estandard, és a dir, ’espai hermitic C"* amb el producte
hermitic estandard. Aixi doncs, al llarg d’aquesta seccié suposarem e # 0, excepte quan
s’indiqui explicitament el contrari.

1.2.1 Punts

Considerem C"*! amb el producte hermitic

(z,w) = sign(e)zowp + Z 2 W5 . (1.2)
j=1
Definim
H:={zcC"™ | (2,2) = ¢} (1.3)

H és una hipersuperficie real de C"*! (i.e. té dimensi6 real 2n + 1). Definim els punts de
CK"(€e) com
CK"(e) := w(H)

on

7 C"™\{0} — C"T1\{0}/C* = CP". (1.4)
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Observacions 1.2.1. (i) La fibra de m dels punts de m(H) = CK"(¢) és S'. En efecte, siguin
z, w € H tals que 7m(z) = m(w). Per definicié de 7, dos punts projecten en el mateix si i
només si sén multiples a C"1, d’on w = az, perd també cal (z,2) = (az,az) = €. Per
tant, @ = ¢ amb § € Ri 77 1([z]) = S'.

(ii) Quan € > 0, tenim que CK"(€) com a conjunt coincideix amb CP". En canvi, si € < 0,
CK"(€) és un obert de CP".

L’estructura diferenciable i de varietat complexa que prenem a CK"(¢€) és la d’un obert de
CcP™.

1.2.2 Espai tangent

L’espai tangent en un punt z € H és
T.H = {w € C"™ | Re(z,w) = 0}.

Els elements de l'espai tangent en 7(z) € CK"(¢) son la imatge per dr dels elements de I'espai
tangent en el punt z. A més, el nucli de dr té dimensié 1.

La direcci6é que s’anulla per dm és Jz ja que és la direccié tangent a la fibra. (Notem que

Jz € T,H ja que Re(z, Jz) = 0.) En efecte, sabem que la fibra d’un punt [2] és {2 | § € R},
llavors

d(e?z)

50 o =iz=Jz.

Aixi, podem descomposar 'espai tangent en z € H com
T.H = (Jz)® (Jz)*.

L’espai tangent en els punts de CK"(¢) coincideix, doncs, amb la imatge per la diferencial de
la projecci6 dels vectors de (Jz)* a T,H.

Donat un vector v € Ty (,)CK" (¢) hi ha infinits vectors de T,H que per la diferencial de la
projeccié ens donen el vector v, perd podem distingir el que pertany a (.J z)L, que anomenem

aizecament horitzontal i denotem per v”. Tots els altres sén suma d’aquest i un multiple de
Jz.

1.2.3 Metrica
Siguin v, w € Ty, CH". Definim el producte hermitic a CK" () entre els vectors v, w com
(v, w)e == (vl wh), (1.5)

és a dir, el producte hermitic definit a C"*! dels representants canonics dels vectors.
La part real d’aquest producte hermitic déna una metrica hermitica de CK"(e):

(v, w), := Re(v?, wh). (1.6)

Aquesta metrica de CK"(¢e) coincideix amb l’anomenada métrica de Fubini-Study, quan
e > 01 amb la métrica de Bergman, quan € < 0 (cf. [Gol99, p. 74]).

Al llarg d’aquest treball denotarem la metrica hermitica a CK"(¢e) per (,), sense indicar
la dependeéncia de la curvatura holomorfa.
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Notacio 1.2.2. Per tal d’unificar I'estudi dels espais de curvatura holomorfa constant indepen-
dentment del signe de la curvatura holomorfa, definim, tal com es fa classicament, les seglients
funcions trigonometriques generalitzades:
sin(ay/€
M7 sie>0
Ve

sing(a) =<« sie=0

si’nh(a\/je)

cos(an/e), sie>0
cose(a) =¢ 1 sie=0

cosh(ay/[e]), sie<O

cote(a) = cose ()

sine ()

1.2.4 Geodesiques

Les geodesiques de CK"(€) en el model projectiu s’obtenen a partir de la projeccié dels punts
d’interseccié de H amb els punts d’'un pla a C*™!, el qual té com a vectors directors un
representant z a H ¢ C"*! d’un punt 7(z) de la geodesica a CK"(e) i I’aixecament horitzontal
del vector u tangent a la geodesica en el punt 7(z).

L’expressié de les geodesiques a CK"(€) esta donada per [y(t)] = [cose(t)z + sine(t)u] on
u € (Jz)*t C T.H.

La distancia entre dos punts de ’espai projectiu o hiperbolic complex ve donada en termes
del producte hermitic definit a C"*! a partir de:

Proposicié 1.2.3 ([Gol99] p. 76). Siguin x,y € CK"(¢), € # 0 i d la distancia entre els dos
punts. Six’' iy sén dos representants de x iy, respectivament, llavors

2 _ (@), 2")
(@, 2") (Y, y')

on (,) denota el producte hermitic definit a C"*1 a (1.2).

(coscd(z,y))

1.2.5 Isometries

Recordem primer de tot la definici6 del grup de Lie de matrius U(p, q).

Definicié 1.2.4. Sigui (z,y) := — E?;é x5 + >4, ©;J; producte hermitic de Ctlip,qe

N U {0} tals que p + ¢ = n + 1. Definim
Up, @) = {A € Min1yxus () | (Av, Aw) = (v,w) amb v,w € T},

El grup U(n) coincideix amb el grup U(0,n), és a dir, considerant el producte estandard
hermitic de C™.

Les matrius del grup PU(n + 1) = U(n + 1)/(multiplicar per escalar), si € > 0 (resp.
les matrius del grup PU(1,n) = U(1,n)/(multiplicar per escalar), si € < 0) actuen de forma
natural sobre CK"(e). A més, conserven la metrica definida en el model ja que conserven el
producte hermitic definit a C"*!. Llavors, les matrius de PU(n + 1) (resp. PU(1,n)) sén
isometries de CK"(e).
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Proposicié 1.2.5 ([Gol99] p. 68). o Tota isometria de CK"(e) prové d’una aplicacid li-
neal a C"*1,

e El grup d’isometries de CK"(¢) és PUc(n) on

C" x U(n), sie=0,
U(n)=< Un+1)=U0,n+1), sie>0, (1.7)
U(1,n), st e <O.

Per tal de poder unificar I'estudi dels tres espais, representem el grup C" x U(n) a partir
de matrius de C"*! de la segiient forma:

(én U?n) ) (1.8)

Algunes propietats de la transitivitat del grup d’isometries estan recollides a la segiient
proposicio.

Proposicié 1.2.6 ([Gol99] p. 70). El grup d’isometries de CK"(¢) actua transitivament sobre:

e cls punts de CK"(e),

e ¢l fibrat tangent unitari. Es a dir, donat un punt p © un vector v unitari de l’espai tangent
en el punt existeir una isometria que porta p en un altre punt q qualsevol i v en un vector
unitari qualsevol de ’espai tangent en el punt q.

e les direccions holomorfes (veure definicié 1.1.10).

En el segiient lema, donem una base de formes invariants per 'esquerra de U(p, q¢). Prova-
rem que aquestes formes també sén invariants per la dreta.

Lema 1.2.7. Sigui A = (ag,...,a,) € U(p,q), ambp, q, n € NU{0} tals que p+q = n+1. Una
base de formes invariants per l’esquerra del grup U(p, q) esta donada per {Re(pjr), Im(pji), Re(pj;)},

Demostracié. De la definicié 1.2.4 de U(p, q) es prova que una matriu A € U(p, q) si i només

si A7l = 5Zte on
_( -1d, O
€= < 0 1d, ) . (1.9)

Per trobar les formes invariants per I’esquerra de U(p, ¢) calculem A~'dA on A € U(p,q).

Escrivim la matriu A en columnes com A = (ayg, . ..,a,) de manera que
(dag,—ag) ... (dan,—ag)
- o : :
ATldA = eA edA = (dag, —ap—1) ... (dan,—ap—1) | = (ij )ij- (1.10)
(dao,ap) ...  (dap,ap)
(dag, ay) . (day, ay)

Cada entrada de la matriu és una 1-forma donada per ¢;; = £(da;, a;).

Observem que cada a; és una (n + 1)-tupla de nombres complexos, de manera que les
1-formes ¢;; sén a valors complexos. (De totes maneres, el grup de Lie és real, és a dir, la
varietat diferenciable associada a U(p,q) és real. Els valors complexos només s’utilitzen per
simplificar la representacié del grup en matrius.)

Per trobar les relacions entre les 1-formes invariants per l’esquerra anteriors tenim en
compte les segiients igualtats:
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e (aj,a;) = =1 i derivant
0 = (aj,daj) + (daj,a;) = (daj,a;) + (da;,a;) = 2Re(da;, a;)
d’on obtenim que ¢;; = —p;; i ¢;; només pren valors imaginaris purs.
e (aj,ar) =0sik # jiderivant
0 = (daj,ar) + (aj, day)

d’on obtenim

{gojk:gokj si j€{0,....p—1} o ke{0,....,p—1}
Yjk = —Pk; sino.

Com que dimU(p, q) = (p + q)?, les formes invariants {Re(¢;i), Im(pjx), Re(p;;)}, 0 < j <
k < n, j # k, formen una base de 1-formes invariants per ’esquerra ja que generen i n’hi ha
tantes com la dimensi6 del grup. O

Per € = 0, representant els elements A € C" x U(n) com les matrius de (1.8), definim les
formes

vij = (da;, aj)

amb el producte (,) estandard de C**1,

Definicié 1.2.8. Diem que un grup és unimodular si existeix un element de volum invariant
esquerra que és també invariant dreta.

Lema 1.2.9. El grup U(p,q) és unimodular.

Demostracié. El lema 1.2.7 déna una base de formes invariants per l'esquerra de U(p, q). Per
provar que ;; sén també invariants per la dreta, és a dir, que se satisfa

Rppij(Asv) = @i(Asv) YA, B € U(p,q),v € TaU(p,q),

utilitzem l'expressié ¢;; = £(daj, a;) i denotem per ay(A) I'aplicacié que retorna la k-essima
columna de la matriu A. Aixi, per A, B € U(p,q) iv € ToU(p, q) tenim les igualtats segiients:

Rppij(A;v) = ¢ij(Rp(A);d(Rp)(v)) = £(da;(d(RB)(v)), a;(RB(A))) = £(da;(vB),a;(AB))
p

m p—1 m m
= i(— SO witpdty + > 0> kb le)
k,l=0 r=0 k,l=0 r=p
p—1
= :|:( Z 5klv —|- Z 5klv >
k,1=0 k,l=p
p—1 m
= (= ek Y el ) = (o), 0i(4) = s (450)
k=0 k=p

Llavors, el grup U(p, q) és unimodular ja que I’element de volum obtingut del producte de les
formes ;; és invariant esquerra i dreta, per ser-ho cada una de les formes. ]
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1.2.6 Estructura d’espai homogeni

Definicié 1.2.10. Sigui (M, ¢g) una varietat de Riemann. Diem que és homogénia si donats
dos punts z,y € M qualssevol existeix alguna isometria o de M tal que o(z) = y. Es a dir,
una varietat de Riemann és homogenia si és espai homogeni del seu grup d’isometries.

Per la proposicié 1.2.6 tenim, doncs, que els espais de curvatura holomorfa constant sén
varietats de Riemann homogenies. Ens interessara representar-los com a quocients de grups
de Lie.

Proposicié 1.2.11 ([War71] teorema 3.62 p. 123). Siguin : G x M — M una accid transitiva
d’un grup de Lie G sobre una varietat diferenciable M. Sigui mo € M i@ H el grup d’isotropia
de mg. Llavors l’aplicacio
g: G/H — M
gH  —  n(g,mo)

és un difeomorfisme.

El grup de Lie PU.(n) actua transitivament sobre CK"(¢) i el grup d’isotropia d’un punt
de CK"(¢), per a tot €, és isomorf a P(U(1) x U(n)), subgrup de Lie tancat de PU,(n).
Podem representar, doncs, CK"(¢) com a quocient de grups de Lie:

CK"(e) = PU(n)/P(U(1) x U(n)) = Ue(n)/(U(1) x U(n)),

on el primer difeomorfisme ve donat per z — ¢ - P(U(1) x U(n)) on g € PU(n) tal que, si
xo € CK"(e) fixat (com a origen) llavors g(xg) = x.

Definici6 1.2.12. Diem que una varietat de Riemann és un espai 2-punts homogeni si el grup
d’isometries de la varietat actua transitivament sobre el fibrat tangent unitari, és a dir, sobre
les parelles de punt i vector tangent unitari en el punt.

Aixi, els espais de curvatura holomorfa constant sén espais 2-punts homogenis. Els espais
de curvatura seccional constant també ho sén pero, a més, les isometries actuen transitivament
per ternes d’un punt i una parella de vectors ortonormals de I’espai tangent en el punt. Aquests
espais s’anomenen 3-punts homogenis. Els espais de curvatura seccional constant no nulla no
ho sén ja que les isometries conserven la curvatura seccional i aquesta no és constant per a
tota parella de vectors ortonormals.

1.3 Referéencia mobil

Definicié 1.3.1. Sigui U C M un obert d'una varietat diferenciable. Una referéncia mobil
ortonormal a CK"(€) definida a U és una aplicacié gy : U — CK"(e) junt amb una colleccié
gi : U — TCK"(e), i € {1,...,2n}, tal que (gi,g;)e = 0i; 1 m(gi(p)) = g(p) on (,)c denota la
metrica hermitica de CK"(€) (definida a (1.6)).

Definicié 1.3.2. Sigui V' un espai vectorial real de dimensié 2n amb una estructura quasi-

complexa J. Diem que una base ortonormal {vi,v,...,ve,} de V és J-base si vo; = Jvoi—1
per atot i € {1,...,n}.

Denotarem per {ei,ey = Jei,...,en,ex = Jey} les J-bases de I'espai vectorial V' i per
{w1,wy, ... ,wn, wr} la base dual de la J-base.

Observacio 1.3.3. Una J-base és un tipus especial de base ortonormal en un espai vectorial
real dotat d’una estructura quasi-complexa J.

Definicié 1.3.4. Una referencia mobil ortonormal {p; g1(p), ..., g2n(p)} de CK"(€) tal que els
vectors formen una J-base per a cada x € U, 'anomenem J-referéncia mobil ortonormal.
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Les J-referéncies ortonormals de CK"(¢e) juguen un paper important ja que s’identifiquen
amb els elements del grup d’isometries de CK" (e).

Considerem F(CK"(e)) el fibrat de les J-referéncies ortonormals de CK"(e) format per
referéncies de la forma (go; 91, Jg1,- -+, 9n, Jgn) on go € CK"(€) i {g1,Jg1,- .-, gn, Jgn} és una
J-base de T,,CK" (e).

Proposicié 1.3.5. El fibrat de les J-referéncies ortonormals F(CK"(€)) s’identifica amb el
grup d’isometries de CK" (e).

Demostracio. Estudiem només el cas € # 0. Sigui A € Us(n). Per la definicié de U(n) de (1.7)
tenim que A és una matriu (n+ 1) X (n+ 1) amb entrades complexes tals que les columnes a;
satisfan

(ag, ap) = sign(e)l,

(ag,a;) =0, ie{l,...,n}, (1.11)

(ai,aj):éij 1, € {1,...,n},

amb (,) el producte hermitic de C"*! definit a (1.2).

Per la primera de les propietats anteriors, podem considerar que ag correspon a un repre-
sentant a H del punt gy = 7(ag) de CK"(e).

De la segona de les propietats de (1.11) tenim que a; és vector de T,,H (veure seccié 1.2.2).
A més, tenim que també se satisfa Re(Jag, a;) = Im(ap, a;) = 01 Re(Jag, Ja;) = Re(ag, a;) = 0.
Considerem els vectors g; := dn(a;) i Jg; := dm(Ja;) on 7 és la projeccié definida a (1.4).

A partir de la tercera condicié de (1.11) tenim que els vectors {g1, Jg1, ..., gn, Jgn} formen
una J-base (ortonormal) de l’espai tangent en el punt go.

Reciprocament, donada una J-referéncia mobil {go;g1,Jg1,...,9n, Jgn} definida en un
obert, li podem associar una matriu de U.(n) simplement considerant com a primer vector
un representant ap del punt gy amb norma sign(e)l. Per les altres columnes considerem

'aixecament horitzontal del vector g; en el punt ag. Per ser {g1,Jg1,...,gn, Jgn} una J-base i
haver escollit 'aixecament horitzontal tenim que les columnes de la matriu que hem construit
satisfan les condicions de (1.11) i, per tant, sén matrius de U,(n). O

Definicié 1.3.6. Definim el fibrat tangent unitari de CK"(e), que denotem per S(CK"(e))
com
S(CK"(e)) = | J T;CK™(e)

peCK™ (¢)

on T, CK"(¢) denota l'esfera de vectors unitaris de I'espai tangent de CK"(¢) en el punt p.
Al lema 1.2.7 hem definit les formes invariants {¢;;} de Uc(n) com
pij(A;-) = (dai(-), az)

on A = (ap,...,an) € Ufn). Com que les formes {¢;;} prenen valors complexos podem
denotar

ik = i + 10k (1.12)

Per la identificacié de Uc(n) amb el fibrat de les J-referencies F(CK"(¢)) les podem pensar
també com a formes de F(CK"(¢)).
Per altra banda, considerem les projeccions canoniques

F(CK™(e)) 5 S(CK™(e)) =2 CK"(e)
(9591, Jgn) (9.91) — g
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i seccions locals
CK"(e) D U 2 S(CK™(¢)) D V 25 F(CK"(e)).

A partir de les formes ¢;; de F(CK"(¢€)) i les seccions locals anteriors podem definir les
formes locals invariants a S(CK"(¢€)) seglients

sileij),  sileg) 10 s1(Bi)
i les formes locals invariants a CK"(e)
$381(pig),  sasilayy) 1 s3s1(Bij).
Lema 1.3.7. Les formes siao1, 001 © $7011 son globals a S(CK"(e)).
Demostracio. SiV € Tj, ) (S(CK"(¢))) llavors

STO[M(V)(p,v) = Re((dﬂ'z(V), U)) = <d7T2(V),U>6
STﬁOI(V)(p,v) - Im((d”T?(V)7 ’U)),
STﬁll(V)(p,v) = Im((vv7 U))>

on V denota la connexi6 de Levi-Civita definida a V : T(SCK"(¢)) — TCK"(¢), a partir de la
connexi6 de Levi-Civita de CK"(¢). En efecte, un vector V- € T'(SCK"(¢)) és un vector tangent

a una corba de vectors unitaris; en cada un d’ells podem aplicar la connexié de Levi-Civita de
CK"(e). O

Denotarem per «, 3, v la forma sjoo1, s7Bo1, s1B11, respectivament.

Observacio 1.3.8. La 1-forma « coincideix amb la forma de contacte estandard del fibrat
tangent unitari de CK"(e), és a dir, a A (da)™ # 0.

Per altra banda, se satisfa que les formes s3s7(¢;;) coincideixen amb les formes ¢;; de
CK"(€) que definim a continuacié.

Suposem que {g; g1, Jg1, - - -, Gn, Jgn } és una J-referencia ortonormal de CK"(¢). Com que a
I'espai tangent en cada punt g, {g1, Jg1,. - ., gn, Jgn} defineixen una J-base, podem considerar
els vectors {g1,...,gn} com a vectors complexos i aquests formen una base de I’espai tangent
T,CK" (€) pensat com a subespai vectorial complex. Llavors, té sentit considerar les segiients
formes diferencials

¢i() = (dg(-),95)e 1 Bk() = (Vg;(-); gr)e
amb j,k € {1,...,n}, on V denota la connexié de Levi-Civita a CK"(€) (és a dir, considerem
gj com a vector real, apliquem la connexi6 de Levi-Civita i el passem a vector complex).

Observem que tant les formes ¢; com les formes ¢;, prenen valors complexos, per aixo
denotem

¢j = a;j +if;
ik = i + 1Bk
En el capitol 3 ens interessara treballar amb referéncies ortonormals que no sén J-bases. De

manera analoga al cas anterior definim les segiients formes.
Si{g;91,92,---,92n—1,92n} és una referéncia ortonormal de CK"(¢) considerem

wi() =(dg(),g50e 1 wik(-) =(Vg;(-), gr)e (1.13)

amb j, k € {1,...,2n}, on (,)e denota el producte hermitic de CK"(¢) (definit a (1.5)) i V
denota la connexié de Levi-Civita a CK"(e).

Observem que les formes {«;, 3;} es poden veure com un cas particular de les formes {w; }:
les obtenim si considerem una J-referencia mobil.
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Notacié 1.3.9. Alllarg del treball utilitzarem les formes invariants definides a CK"(¢), S(CK" (¢))
o F(CK"(¢)), pero les denotarem totes per ¢;;, a;; i B;; sense el pull-back de la seccié, sempre
que pel context sigui clar on estan definides.

Tot seguit definim el fibrat normal unitari i provem que les formes « i da, descrites a
I’observacié 1.3.7, s’hi anullen.

Definicié 1.3.10. Donat un domini 2 C CK"(€) definim el fibrat normal unitari exterior de
la frontera de €2 com

N(Q) ={(p,v) : p € 9Q,v tal que (v,w) > 0 Vw tangent a una corba per p a Qi ||v||c = 1}.

Observacid 1.3.11. Els resultats principals d’aquest treball, donats als capitols 3 i 4, tenen com
a hipotesi que el domini  C CK"(¢) que considerem és compacte amb vora C2. Anomenarem
domini reqular a un domini que satisfa aquestes hipotesi. Suposar que els dominis sén regulars
ens permet treballar amb teécniques de la geometria diferencial (per exemple, parlar de la
segona forma fonamental en tot punt de la frontera). De totes maneres, es podria evitar
aquesta simplificacié ja que els resultats, principalment de valoracions (veure capitol 2), que
utilitzarem estan estesos per dominis més generals (cf. [Ale07al).

Lema 1.3.12. Sigui Q C CK"(e) domini regular. Les formes o i da s’anullen a N(§2) C
S(CK"(e)).

Demostracié. Sigui V' € T, 2. Llavors se satisfa a(V)(, n) = (dm2(V), N)=0 ja que dm (V)
és un vector tangent a 02 en el punt p.

Per provar que la 2-forma da s’anulla al fibrat normal unitari, considerem la inclusié del
fibrat normal unitari al fibrat tangent unitari ¢ : N(Q) — S(Q2). Utilitzant que la diferencial
commuta amb la inclusié tenim el resultat. En efecte,

dal ) = (i o d)(a) = (doi*)(a) = d(i*a) = d(0) = 0.

1.4 Subvarietats

1.4.1 Totalment geodésiques

Definicié 1.4.1. Sigui M una varietat de Riemann. Diem que una subvarietat N C M és
totalment geodésica si totes les geodesiques de la subvarietat N sén també geodesiques de M.

Com que C" és metricament equivalent a R?", les subvarietats totalment geodesiques de
C™ coincideixen amb les de R??. Pels altres espais de curvatura holomorfa constant, les
subvarietats totalment geodesiques estan classificades.

Definicié 1.4.2. Sigui V' un espai vectorial real de dimensié 2n amb una estructura quasi-
complexa J compatible amb un producte escalar (,). Diem que els vectors {e1,...,em}
generen un subespai complexr si I’espai generat per aquests vectors és J-invariant, és a dir,
J(span{ei,...,en}) =span{er,...,em}.

Diem que una subvarietat d’una varietat complexa és complera si I’espai tangent de la
subvarietat en cada punt és un subespai complex de I'espai tangent de la varietat en el punt.

Definicié 1.4.3. Sigui V un espai vectorial real de dimensié 2n amb una estructura quasi-
complexa J compatible amb un producte escalar (). Diem que els vectors {eq, ..., e, } generen
un subespai totalment real si

(ei, Jej) =0, Vi, je{l,...,m}.
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Diem que una subvarietat d’una varietat complexa és totalment real si ’espai tangent de
la subvarietat en cada punt és un subespai totalment real de ’espai tangent de la varietat en
el punt.

Teorema 1.4.4 ([Gol99] p. 751 80). Sigui z € CK"(e).

1. Si L C T,CK"(e) és un subespai vectorial complex de dimensié complexa r, llavors
existeix una unica subvarietat completa complexa totalment geodésica que passa per z i
l’espai tangent en z és L.

2. Si L C T,CK"(e) és un subespai vectorial totalment real de dimensié real k, llavors
existeix una unica subvarietat completa totalment real totalment geodésica que passa per
z 1 l’espai tangent en z és L.

Definicié 1.4.5. Anomenem r-pla complex a la subvarietat determinada a Dapartat 1 del
teorema anterior. La denotem per L.

Anomenem k-pla totalment real a la subvarietat determinada a I'apartat 2 del teorema
anterior. La denotem per L]}f.

En el model projectiu els r-plans complexos s’obtenen a partir de la projeccié d’un subespai
F c C"*! interseccié CK"(¢). El subespai F és el subespai vectorial complex de dimensi6
r + 1 format per un representant 2z’ del punt z = 7(2’) i els vectors obtinguts de I'aixecament
horitzontal d’una base de vectors de L C T,CK"(¢) (cf. [Gol99, seccié 3.1.4]).

De manera analoga, els k-plans totalment reals s’obtenen de la projeccié de FR ¢ Cnt!
interseccié CK"(¢), on F® és el subespai vectorial de dimensié real k + 1 format per un
representant 2’ del punt z = m(2') i els vectors obtinguts de I'aixecament horitzontal d’una

base de vectors de L C T,CK"(¢), que en aquest cas, és un subespai totalment real de dimensié
k.

Teorema 1.4.6 ([Gol99] p. 82). Les uniques subvarietats completes totalment geodésiques
de CK"(e) son els r-plans complexos, r € {1,...,n — 1} i els k-plans totalment reals, k €

{1,...,n}.
Corollari 1.4.7. A CK"(¢), € # 0, no existeizen hipersuperficies reals totalment geodésiques.

Es a dir, no hi ha I’equivalent als hiperplans dels espais de curvatura seccional constant.
Les hipersuperficies que se solen considerar com a substituts dels hiperplans sén els anomenats
bisectors, que tractem a la pagina 82.

El teorema 1.4.6 sera de gran importancia a la resta del treball ja que ens interessa coneixer
quines subvarietats (totalment geodesiques) podem considerar en els espais de curvatura ho-
lomorfa constant com a substitutes dels plans (totalment geodesics) considerats en els espais
de curvatura seccional constant.

1.4.2 Esferes geodesiques

En una varietat de Riemann les esferes geodésiques es defineixen com el conjunt de punts de
la varietat que estan a la mateixa distancia d’un de fixat que anomenem centre.

En els espais de curvatura seccional constant, les esferes sén hipersuperficies totalment
umbilicals, és a dir, la segona forma fonamental és, en cada punt, multiple de la identitat i el
mateix multiple per a tot punt.

Aquest fet no és cert a l’espai projectiu i hiperbolic complex on, a més, se satisfa que no
hi ha cap hipersuperficie totalment umbilical.

Proposicié 1.4.8 ([Mon85]). Les curvatures principals d’una esfera de radir a CK"(e), € # 0
son
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i) 2cote(2r) amb multiplicitat 1 i direccid principal —JN (on N és el vector normal interior
a lesfera).

i1) cote(r) amb multiplicitat 2n — 2.

Recordem que cose,sin. denoten les funcions trigonometriques generalitzades definides a
1.2.2.

Ens interessara coneixer el valor de les integrals de curvatura mitjana (cf. definicié 2.1.4)
per una esfera de radi R de CK"(¢), e = £1.

A partir de la proposicié anterior tenim que les funcions simetriques elementals sén:

oo =1
o; = (2";1)_1 ((2";2) coti(R) + (*'%)2coti 1 (R) CotE(QR))
oon—1 = 2cot?2(R) cot.(2R).

Per un calcul simple, es prova que les integrals de curvatura mitjana vénen donades per

My = vol(0BRr) = % sin?"~1(R) cos.(R)
M; = #&;1),((271 4+ — 1) cosit1(R) sin?"~*"1(R) — i cosi 1 (R) sin?" " ~1(R))
Moy = ﬁ(cos?”(R) + cos?"2(R) sin%(R))

€

n

vol(Bp) = %(sme(R))%.

1.5 Espai de r-plans complexos

Denotem l'espai de tots els r-plans complexos de CK"(e) per Ef i I'espai de tots els r-plans
totalment reals de CK"™(¢) per £LX (cf. definici6 1.4.5).

La propietat que utilitzarem de ’espai de r-plans complexos és que és un espai homogeni
respecte el grup d’isometries de CK"(¢). Per provar aquest fet utilitzem el concepte de J-base
(veure definicié 1.3.2).

Lema 1.5.1. Les isometries de CK"(¢) actuen transitivament sobre les J-bases.

Demostracié. Estudiem només el cas € # 0. Fixem una J-base {ej, Jey,... ey, Je,} en el
punt eg € CK"(¢). Per provar el resultat, n’hi ha prou en veure que donada una altra J-
base {g1,Jg1,--.,9n, Jgn} de lespai tangent a CK"(¢) en el punt gg, existeix una isometria
p que porta aquesta J-base a la fixada. Perd només cal prendre com isometria p € Uc(n) la
matriu que té per columnes (go, J1,.-.,Gn) On go és un representant de go amb norma € i g;
és aixecament horitzontal de g; en el punt gg. De la mateixa manera que a la demostracié
de la proposici6 1.3.5 tenim que p és del grup d’isometries. A més, porta la J-base fixada a la
donada. O

Del lema anterior tenim:

Lema 1.5.2. L’espai de r-plans complexos és un espai homogeni respecte el grup d’isometries

de CK™(e).

Demostracio. A 'espai tangent de qualsevol punt x d’un r-pla L es pot escollir una base de la
forma {e1, Jey,..., e, Je,} i, per tant, es pot completar a una J-base de tot l'espai. Aplicant
el lema anterior hem acabat. O
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Per estudiar geometria integral amb r-plans complexos a CK"(e) és necessari que 'espai
LS admeti una densitat invariant per les isometries de CK"(¢). En general, diem densitat al
valor absolut d’una forma de grau maxim d’una varietat.

Pel segiient lema, n’hi ha prou en veure que £$ és quocient de grups unimodulars (cf.
definici6 1.2.8).

Lema 1.5.3 ([San04]). Si G i H sén unimodulars, llavors G/H admet una densitat invariant.

El grup d’isotropia d’un r-pla complex és isomorf a

U(r)xUn—r) = {X € Mpns1)x(ne1)(C) : X = (%‘%),A eUcr),BeU(n— 7")}
(1.14)

ja que aquestes matrius (i només aquestes) deixen invariant un r-pla complex i el seu ortogonal.
Llavors,
LE 2 U (n)/(Uc(r) x U(n —r)).

El grup U.(n), pel lema 1.2.9, és unimodular i U(r) x U(n —r) també és grup unimodular
ja que el producte de grups unimodulars és unimodular. Per tant, podem afirmar que existeix
una densitat invariant a l’espai quocient, és a dir, a I’espai de r-plans complexos.

El segiient resultat ens déna un metode per trobar explicitament aquesta densitat a I’espai
quocient.

Teorema 1.5.4 ([San04] p. 147). Sigui G un grup de Lie de dimensié n i H un subgrup
tancat de G de dimensié n —m. Llavors, G/H és espai homogeni de dimensié m. Sigui @ la
m-forma obtinguda del producte de totes les 1-formes invariants de G tals que s’anullen a H.
Llavors existeiz una forma de volum invariant w a G/H si i només si do = 0. En aquest cas,
@ és el pull-back de w per la projeccié canonica de G a G/H (llevat factors constants).

Proposicié 1.5.5. Sigui 7 : U.(n) — Uc(n)/(Uc(r) x U(n — 7)) = LS. Si dL, és densitat
invariant a LS llavors
mdLr = N\ i ATy
1=0,...,7
Jj=r+l1,..n
0, equivalentment,
ﬂ*dLT = /\ Qg5 N\ ﬁij,
1=0,...,r
Jj=r+1,...,n
on {pij, aij, Bij} son les formes definides al lema 1.2.7 i a (1.12).

Demostracié. Per C" el resultat es troba a [San04].

Pels altres espais, primer de tot notem que la dimensié (real) de I’espai de r-plans complexos
coincideix amb el grau de 7*dL, (i és 2(r +1)(n —r)). Aixi doncs, n’hi ha prou en provar que
cada una de les formes ¢;; amb i € {0,...,r}, j € {r+1,...,n} s’anulla sobre U(r) xU(n—r).
Pero, aix0 és directe a partir de la forma de les matrius de Uc(r) x U(n —r) de (1.14). O

Donem un exemple de referéncia mobil a 1’espai de r-plans seguint la definicié 1.3.1. Aquest
I'utilitzarem al segiient apartat.
Prenem com la varietat M (veure definici6 1.3.1) I'espai de r-plans complexos LS. Consi-
derem referencies mobils ortonormals de la forma
g: UcLE — CK"(e) N Uc L — TCK"(e)

1.1
L, — pé€EL, L, = ;€ Tg(L7.)L7‘ ’ ( 5)

i € {1,...,2r}, de manera que (v;,vj)e = 0;;. Ens interessara considerar que Jgor—1(Ly) =
9or(Ly), k€ {1,...,7}, és a dir, els vectors {g1(L;), ..., gor (L)} formen part d’una J-base en
el punt g(L,). Per abis de notacié, denotarem g(L,) per g i g;(L,) per g;.
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Observacié 1.5.6. A partir de la correspondeéncia entre el grup Uc(n) i el fibrat de les J-
referéncies F(CK"(¢€)) i entre U (n)/(Ue(r)xU(n—r)) i LS tenim que {g(L,); g1(Ly), ..., gor (L)}
sén seccions de Ue(n) — Uc(n)/(Us(r) x U(n —r)).

1.5.1 Expressio de la densitat invariant en termes d’una parametritzacio

A vegades és interessant coneixer una expressio per la densitat de r-plans complexos en termes
més geometrics. Per exemple, en espais de curvatura seccional constant, Santalé prova el
segiient resultat:

Proposicié 1.5.7 ([San04]). La mesura invariant de ’espai de plans totalment geodésics en
un espai de curvatura seccional constant k €s

dL, = cosp(p)dzn—r N dL 0]

on dry—, és lelement de volum dins I'(n —r)-pla ortogonal a L, per Uorigen O i dL(,_yj0] €3
lelement de volum de la grassmaniana dels (n — r)-plans per lorigen.

Tot seguit, donem una expressiéo analoga en els espais de curvatura holomorfa constant,
per la mesura de r-plans complexos a CK"(e).

Proposicié 1.5.8. La mesura invariant de l’espai de plans complexos en un espai de curvatura
holomorfa constant 4e és
dL, = COSST(p)dxn_T A dL(n—r)[O] (1.16)

on dxy,—, és l’element de volum dins I’(n — r)-pla complex ortogonal a L, per lorigen O i
dL 0] €s lelement de volum de la grassmaniana dels (n —r)-plans complexos per l'origen.

Demostracid. Per obtenir 'expressié de la densitat invariant de £$ en termes de dL -] 1
dz,—,, seguim la mateixa idea que a [San04] en el cas de 'espai euclidia i I'espai hiperbolic
real: fixem una J-referencia adaptada a I'r-pla complex sobre el punt de distancia minima i
la portem a l'origen pel transport parallel al llarg de la geodesica que uneix els dos punts.
Llavors relacionem les formes en els dos espais a partir del pull-back d’una seccid.

Denotem per G = Uc(n) i per H = U(r) xU(n—r), el grup d’isotropia d’un r-pla complex.

La projeccié m : G — G/H ens déna, respecte una J-referéncia ortonormal adaptada a
I’r-pla complex i les formes definides al lema 1.2.7,

n
7*dL, = /\ o N ,Bj[) /\ Qi N\ ﬂﬂ
j=r+1 i=1,...,r
j=r+1,...n

Sigui O € CK"(¢) l'origen fixat i L, € £E. Denotem per p(L,) el punt de L, a distancia
minima de O.

Sigui 7 una seccio local de 7. Llavors, w o4 =id i i*n*dL, = dL, d’on podrem trobar 'ex-
pressié de dL,. A partir de les identificacions ja comentades (cf. observacié 1.5.6), prenem com
a secci6 ¢ la definida per {p(L;); g1, Jg1, - -, Gn, Jgn}, J-referéncia mobil en un entorn V' de L,
adaptada a L, i tal que g, és el vector tangent a la geodésica que uneix p(L,) i O. Denotem
per {g', Jg',...,g", Jg"} la base dual de la base de l'espai tangent {g1,.Jg1,...,9n, Jgn} en
un punt go. A partir de la proposicié 1.3.5, considerem la matriu de G corresponent a aquesta
J-referéencia. Denotem les columnes de G també per (go, g1,-..,9n), de manera que (g; o 1)
denota l’i-essima columna de la matriu. Aleshores, seguint amb la notacié de (1.12), tenim

n n n
(N eonBio) = J] esoldi)ABjoldiy= T] (dgo(di), g;){dgo(di), Tg;)
j=r+1 Jj=r+1 Jj=r+1
n

= ] (dlgooi),gi)d(gooi), Tg;) = (gooi)"( J\ o AJTg)
Jj=r+1 j=r+1
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pero (go o i) = p(L,) i la forma anterior es pot interpretar com ’element de volum de p dins
del subespai generat pels vectors {gr+1, Jgr+1,---s9n, Jgn}, que és un (n — r)-pla complex.
Per tant,

n
i ( /\ oo A ﬁjo) = dTp—r.
j=r+1
Sigui G’ C G el subconjunt de totes les J-referencies de G tals que g,11 és tangent a la
geodesica que passa per O i gg i sigui Gy C G el subgrup de totes les J-referencies amb punt
base l'origen. Sigui p la distancia de L, a l'origen. Denotem per s, el transport parallel des
de O a p(L,) al llarg de la geodesica. Considerem les aplicacions

m e e4 — Go
(90;917"'agn) = (0;551(91)7”"5;1(971)) ’

m: Gp — £$[O]

Go +~ 7r-pla complex per O generat per gi,...,q,
m3: L& —s L;(;[o}
L, ((Lr)é)é ’
on (Lr)g denota l’espai ortogonal a L, que passa per O.
Llavors el diagrama segilient és commutatiu

G = Gy

”l l” (1.17)

£ = Lfm.

Definim corbes z;; en Gy C G
zij(t) = (0301, .., 9i(1), Jgi (1), - .., g;(t), Jg;(t) - ... Gn, T gn)
on g;(t) = cos(t)g; + sin(t)g; i gj(t) = —sin(t)g; + cos(t)g; i corbes

2l (1) = (0915, 9i(1), Tgi(t), - 95(1), Tg;(1), - - G, Tgn)

on g;(t) = cos(t)g; + sin(t)Jg; i gj(t) = —sin(t)Jg; — cos(t)g;.
A partir de la secci6 local 4, tenim

ity =i (7] 0 87)(ayi)) = (m104)" (sp05:),

B = (1 0 87)(Bji)) = (w1 04) (s,:)-

Cal estudiar, doncs, (sjaj)(Zk) i (spaij)(j:fg) (i el mateix per f3;;). Llavors ens cal coneixer
(91 0 5p)(wi5) ja que

(5p03) (k1) = i (dsp(@rr)) = (G| 09y A9 © 5p)] o (e (Fr0))- (1.18)

Sp
Observem que
(gi 0 8p) (k1) = columna 4 de la matriu s,(zx)

i que sy(xp) € G' I'obtenim del transport parallel al llarg de la geodesica que passa per O i té
vector tangent en O el vector g,11(t). Per tant, per les corbes x;;, zf amb i,j # r + 1 sempre
fem el transport parallel al llarg de la mateixa geodesica, en aplicar s,.

Pero si movem g,41(t) llavors el transport parallel el fem respecte geodesiques diferents
per a cada t. Ara, com que a les corbes x4 j, x3~+1 només mouen el vector g,11(t) en el pla
real generat per {g,+1(0), gj (0)}, {gr+1(0), Jgj(o)} tenim que gO(Sp(errl,j)(t))v gO(SP(l‘i—H)(t))
descriu un cercle a CK"(e) contingut al pla generat per {g,4+1(0),g;(0)} o {gr+1(0), Jg;(0)}.

A partir de les observacions anteriors obtenim:
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e (goos,)(xp): punt a distancia p de O que hi arribem per la geodesica amb vector tangent
en O, gry1-

O Tpg1g, [ >1r+ 1L
(90 © 5p) (Tr41,0) = c0se(p)O + sine(p)(cos(t)gr+1 + sin(t)gr).
oal g, I>r+1.
(90 © 5) (%} 11) = co8e(p)O + sine(p)(cos(t)gr+1 + sin(t) (Jr)).
S T1r+1-
(90 © 8p)(z1,741) = cose(p)O + sine(p)(—sin(t)g1 + cos(t)gri1)

gr1(t) = —grsin(t) + gry1 cos(t).

o x{“.

(90 © 5,)(x71) = cose(p)O + sine(p)(—sin(t)(Jg1) — cos(t)gri1)-
o xp, k<, kl#Er+ 1.
(90 © 8p) (1) = cose(p)O + sine(p)gr1-
ol k<l kl#r+1
(g0 © 8p)(xh,) = cose(p)O + sine(p)gr1.

® (gr+108p)(Tp):

O Tpg1, L >1+ 1.

(gr+1 0 8p)(Tr410) = 5, (cos(t)gr41 + sin(t)gu)

pero el transport parallel coincideix amb el vector tangent a la geodesica en temps
p, és a dir,

s;l(cos(t)gr+1+sin(t)gl) = vector tangent a (cose(p)O+sin(p)(cos(t)gr4+1+sin(t)g;))
= sine(p)O + cosc(p)(cos(t)gr4+1 + sin(t)g;).

oal, I1>r+1.
(9r+1 © 5p)(2741) = sine(p)O + cose(p) (cos(t)gr41 + sin(t)(Jgr)).
S T1r41-
(Gr41 0 8p)(@1,r41) = sine(p)O + cose(p)(—sin(t)gr + cos(t)gr+1)-
r+1.
(9ri1.0 5) (@ 1) = sinc(p)O + cos.(p) (sin(t) (Jgr) + cos(t)gr-1).
o T, k< k) L# g,

(Gr41 0 8p)(xp1) = sine(p)O + cose(p)gri1-
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oxh, k<l kl1+#].
(971 0 55)(h) = sine(p)O + cosc(p)gr1.

o (gjosp)(xw), j>r+1:

o T, l>7.
(gj © sp)(j1) = s, (cos(t)g; + sin(t)gn)-
o a:é., [>7.
(95 0 5,)(a}) = 5, (cos(t)g; + sin(t) (Jgu)).
<o x4, l<j.
(95 0 sp)(a1j) = 5, (—sin(t)gy + cos(t)g;)-
o :1:{, 1 <j.

(950 5p)(x]) = s, (sin(t)(Jg1) + cos(t)g;).
o T, k<, k,l#]
(g5 0 5p)(mrt) = 5, (95).

o mi,kﬁl,k,l;&j.
l -1
(95 0 sp)(xg) =5, (g5)-
Per calcular sja; (i s708;5) en termes de a5, 85, utilitzem (1.18) i evaluem sjav; (i s70i5)
a cada corba xp;, de manera que obtenim:
(SZaﬂ)g = —(ozjl)g/, jg>r+1,

(Szawrl,l)g = —cosc(p)(ar+1,1) g,
(85851)g = (Bj1)g, § > 71 +1,
(5;0‘7’+l,l)g = - COSe(ﬂ)(ﬁr—i—l,l)g’-
Finalment obtenim
8;( /\ (e PTAN le)g = COS?T(IO)( /\ a1 N le)g/- (1.19)
j=r+1,...,n Jj=r+1,...n
i=1,...,7 i=1,...,r

Per coneixer 'expressio per

N\ i AB)
Jj=r+1,..n
i=1,...,r

utilitzem el diagrama (1.17) i el calcul de (1.19) de manera que obtenim:

N\ wiABi)g=iemiosi( \ aiABi)g

j=r+l,..,n j=r+1,..,n
i=1,...,r i=1,...,r
= i*omj(cost (0 /\ @i ABu)g) =i omi(cos? (p)midLy)
j=r+1,..,n
i=1,...,r

= cos?(p)(i* o mf o m3)(dLyg)) = cos” (p)m5(dLyig))
= cos?"(p)dL(y—1)[0)

per 'expressié de la densitat invariant esquerra dels r-plans que passen per un punt (1.20)
i per tenir dualitat entre els r-plans complexos que passen per un punt i els (n — r)-plans
complexos que passen pel mateix punt.
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Aixi doncs, hem provat
dLr = COS?T (P)dfnfrdl/(n—r)[o]-

O]

1.5.2 Densitat de r-plans complexos que contenen un ¢-pla complex fixat

Denotem per Ef[q} I’espai de r-plans complexos que contenen un ¢-pla complex fixat. Denotem
per Hjg := Ue(q) el grup d’isotropia d'un ¢-pla complex fixat a CK"(¢) i per H,[; el grup
d’isotropia d’un r-pla complex que conté el g-pla complex fixat. Observem que H|, actua
transitivament a [,ff[q].

Per altra banda, si L2 és el ¢g-pla complex fixat, llavors podem definir la projecci

Com que els elements de H,[, no poden barrejar vectors del g-pla complex fixat amb els
del seu ortogonal tenim

A 0

0
B|0 |,A€Ulq),BeU(r—q),CelUmn—r)y,,
0

Hrg =4 {0
0 C
W*dLr[q] = /\ Qijj N ﬂ” (1.20)
q+1<i<r
r+1<j<n

(Les formes que s’han anullat respecte el grup d’isometries, en aquest cas H, [q]> SO les que

estan dins la caixa gran remarcada.)

al

1.5.3 Densitat de ¢-plans complexos que estan continguts en un r-pla com-
plex fixat

(r)

Denotem per Ly’ I'espai de ¢g-plans complexos que estan continguts en un r-pla complex fixat.
Fixem un r-pla complex L, i un ¢-pla complex Lgr) contingut dins L,. Considerem la projeccid
m:Uc(r) = Udr)/(Uc(q) x U(r — q)) on Uc(r) denota el grup d’isometries de 1'r-pla complex
fixat 1 Uc(q) x U(r — q) el grup d’isotropia d’un ¢-pla complex contingut a I'r-pla complex.
Llavors,
W*dL((IT) = /\ Qg5 N\ ﬂij /\ ajo N\ ,Bj() = /\ g N\ BZJ
1<i<q q+1<j<r 0<i<q
q+1<5<r q+1<j<r

1.5.4 Mesura de r-plans complexos que tallen una esfera

Per trobar el valor d’aquesta mesura utilitzem ’expressié de la mesura de r-plans de (1.16)
i també ’expressié del Jacobia per 'aplicacié de canvi a coordenades polars, que s’expressa
com (cf. [GraT73])
cose(R) sin?""1(R)
‘d(n—l) /2

Recordem que cose i sine denoten les funcions trigonometriques generalitzades definides a 1.2.2.
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Fixem com a origen el centre de l'esfera. Llavors, expressant l’element de volum de
CK" " (e) (Iespai ortogonal a I'r-pla complex que talla l'esfera) en coordenades polars tenim

(LEﬁC : BRﬂL?éq)) / dL, —/ / COSZT( )dwn 7”/\dG'nn r[O]
BrNL#£D GC BrNL

vol( GC
_ n,n—r 2r+1 n—r 2n-=r)-1
T el-D2 /sz<n - 1/ coel” ) eMpd S5
1(GS
_VO’((W 1( 5201 )/ cos2 1 (p) sin2 ")~ (p)dp
0
VOI(GSH T) n—r)— f i "
= e vels* T /0 cos.(p)(1 + sin?(p))" sin2" )1 (p)
VOl(Gnn 7») n—r)— - r " e
= e velst 1)Z<i>/o cose(p) sing "7 (p)
=0
_ volGrn-y) 01(52(”_T)_1)Zr: e,
‘6’(71 D /2 P 1 2(n—T‘+Z)

Al capitol 4 donarem una expressié general per a la mesura de r-plans complexos que
tallen un domini regular, de manera que l’expressié anterior la podrem interpretar en termes
d’integrals de curvatura mitjana i altres valoracions definides al capitol 2.

1.5.5 Reproductibilitat de les Quermassintegrale

El capitol 3 d’aquest treball esta dedicat a provar que la integral de curvatura mitjana no
satisfa la propietat de reproductibilitat (veure definici6 3.4.1). En aquesta seccié provem que
les Quermassintegrale si que satisfan una propietat de reproductibilitat.

Definicié 1.5.9. Sigui © un domini de CK"(¢). Per r € {1,...,n — 1} definim

(n—r)-Or_y--Oo/
QN L,)dL,
" O O ﬁgx( NL)d

on O; denota 'area de l'esfera de radi 1 a I’espai euclidia estandard. A més, definim

W,(Q) =

Wo(@) =vol(@) 1 Wa(@) = Py ().

Les constants estan triades per analogia als espais de curvatura seccional constant.

Proposicié 1.5.10. Sigui Q un domini de CK"(¢). Llavors se satisfa

Wo(Q) =c [ Wo(QnLy)dL,
L5

peral <r<qg<n-—11c constant que només depén de n, r i q.
Demostracié. La demostracié que seguirem és ’analoga a la donada per Santalé (cf. [San04])

per I'espai euclidia.
Per definici6 es compleix

Wo(Q N Ly)dL, — 4—") / / L9 A dL,.
¢ qO0¢-1-..Og—r—1 £e QnL(q);é@)
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Expressem les densitats dL,(fI) y dLg, ALy, ALy en termes de les formes ;; que hem definit
al lema 1.2.7 (ometen el valor absolut per denotar les densitats).

dLy= N\ @i
g<i<n
0<j<q

dLy = N\ i
1<i<r
r+1<)<q

ALy =N\ »uP5

r1<i<q
g+1<j<n

/\ PijPij

r<i<n
0<j<r

Per tant,

dLY ndLg= N\ ez )\ es®n N\ i@
r+1<j<n r+1<i<n q+1<i<n
1<5<r r+1<j<q

dLggNdLr = N e N\ esws N\ viwo.
r+1<j<q r+1<i<n r+1<i<n
g+1<j<n 1<j<r

Aixi doncs, se satisfa la segiient igualtat de densitats

AL\ NdLg = dLy) A dL,.

qlr

Aplicant-ho a la integral obtenim

/ / dL 2N dL, = / qu[r] AdL,
£8 JanLi?#0 QNLr#0 J Ly

= / qu[T] dL»,» = CWT(Q)
L‘gm QNL,#0






Capitol 2

Introduccio a les valoracions

La nocié de valoracié a R™ va ser introduida per Blaschke al 1955 a [Blab5]. Recentment,
Alesker, entre d’altres, I’ha generalitzat en varietats diferenciables. Un resum sobre la historia
de les valoracions es troba a [MS83] on es donen també diverses referéncies.

En aquest capitol introduim breument la teoria de valoracions, centrant-nos en els conceptes
i resultats que utilitzarem en els segiients capitols.

A T'dltima seccid, donem la definicié de certes valoracions en espais de curvatura holomorfa
constant, generalitzant aixi, en alguns casos, la definicié d’aquestes valoracions a C™. Donem
també noves relacions entre les diferents valoracions introduides.

2.1 Definicio i propietats basiques

Sigui V' un espai vectorial de dimensi6 real n. Denotem per K(V') el conjunt dels dominis
compactes convexos no buits de V.

Definicié 2.1.1. Diem que un funcional ¢ : (V) — R és una valoracid si
$(AUB) = ¢(A) + ¢(B) — ¢(AN B)
sempre que A, B,AUB € (V).

Observacid 2.1.2. El teorema d’extensié de Groemer afirma que tota valoracié estén de manera
Unica al conjunt d’unions finites de convexos.

Els primers exemples de valoracions a R™ sén el volum d’un convex, ’area de la vora
i la caracteristica d’Euler. Els volums intrinsecs, que es poden definir com els coeficients
del polinomi que s’obté a la férmula de Steiner, també sén valoracions. Recordem aquesta
definicié.

Considerem a R™ un domini convex €2 i denotem per €2, el domini parallel a distancia r.
El domini parallel a distancia r consta de tots els punts que estan a distancia menor o igual
que 7 d’un punt del domini inicial.

La férmula de Steiner relaciona el volum del domini parallel amb el volum i altres funcionals
del domini inicial.

Proposicié 2.1.3 (Férmula de Steiner). Sigui Q@ C R™ un domini compacte i S, el domini
parallel a distancia r. Llavors, el volum de ). s’expressa com un polinomi en r i els coefi-
cients son multiples de certes valoracions V; : K(V) — R, i € {0,...,n}, anomenats volums

intrinsecs. Concretament
n

vol() = ) " w, V() (2.1)
=0

on wn—; denota el volum de la bola euclidiana (n — i)-dimensional de radi 1.

29
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Demostracid. (del fet que els volums intrinsecs V; sén valoracions.)
Suposem A, B, AUB € K(V). Llavors se satisfa (ANB), = A,NB, i (AUB), = A, UB,.
Per tant,

vol((AU B),) = vol(A,) + vol(B,) — vol(4, N B,) = vol(A,) 4+ vol(B,) — vol((AN B),) Vr.
Aplicant (2.1) deduim que els volums intrinsecs sén valoracions. O
Alguns volums intrinsecs es corresponen amb termes geometrics coneguts:
o V,(Q) = vol(9),
o V,_1(2) = vol(092)/2,
. 15() = \(Q).

Observem que la férmula de Steiner té sentit per a qualsevol domini convex (independent-
ment de la regularitat de la frontera del domini) pero, sovint, ens interessara considerar dominis
convexos tals que la seva vora és una hipersuperficie orientada de classe C2. Si apliquem la
férmula anterior en aquest cas obtenim les anomenades integrals de curvatura mitjana.

Definicié 2.1.4. Sigui S una hipersuperficie orientada de classe C?> d’una varietat de Riemann
M de dimensié n. Si x € 5, denotem la segona forma fonamental de S en el punt x per II,.
Definim la i-éssima integral de curvatura mitjana de S com

M;(S) = <";1>_1/Sai(ﬂz)dx

on o0;(I1,) denota l’i-éssima funcié simetrica elemental corresponent als valors propis de II,.

Llavors, la férmula de Steiner a R™ s’expressa com:

n—1 n
vol(92,) = vol(2) + Z r"i(;L)Mn_i_l(E)Q).
i=0

Sovint es defineix M_;(0Q) := vol(Q).
Per tant, la relacié entre els volums intrinsecs i les integrals de curvatura mitjana, per
dominis convexos amb vora de classe C?, és:

Vi(Q) = ﬂMn—i—l(am-

NWn—q

Definicié 2.1.5. Una valoracié ¢ es diu continua si és continua respecte la metrica de Haus-
dorff.

Recordem que la distancia de Hausdorff entre dos conjunts compactes A, B esta donada
per:
daus(A, B) = max{sup inf {d(a,b)},sup inf {d(a,b)}}
acAbEB peB a€A

on d(a,b) és la distancia definida a ’espai ambient de A i B.

Exemple 2.1.6. Els volums intrinsecs sén valoracions continues, de totes maneres, hi ha
exemples interessants de valoracions no continues. Per exemple, ’area afi és una valoracio a
I'espai euclidia perd no és continua (cf. [KR97]). L’area afi d’'un domini convex Q C R™ es
defineix com la integral de 'arrel (n 4 1)-éssima de la curvatura de Gauss generalitzada (cf.
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[Sch93] notes de les seccions 1.5 i 2.5) de la frontera del domini convex respecte la mesura de
Hausdorff (n — 1)-dimensional de la frontera:

AS(Q) = / "/ K dz.
o0

Una de les propietats més interessants que satisfa és que és invariant respecte les translacions
i transformacions lineals amb determinant 1.

Definicié 2.1.7. Donada una (2n — 1)-forma w del fibrat tangent unitari de V', S(V'), i una
mesura C>®, 7, considerem, per cada domini regular €2,

L7 o
Q N(Q)

on N(Q) denota el fibrat normal de la vora del domini. El funcional resultant s’anomena
valoracio C*°.

Definicié 2.1.8. Sigui 2 € K£(V). Diem que una valoraci6 ¢ : (V) — R és:

e invariant per translacions si
P(Y2) = ¢(Q)

per a tota 1 translacié de l'espai vectorial V;

e invariant respecte un grup G que actua a V si

P(992) = ¢(Q)
per a tot g € G;

e homogénia de grau k si
d(AQ) = N (Q) per tot A >0, k € R;
e parell (resp. senar) si

P(=1-Q) = (=1)°¢(®)

amb € parell (resp. senar);

e monotona si

d(21) > d(22) per tot Q1,09 € (V) 1 Q1 D Qo.

L’espai de les valoracions continues invariants per translacions es denota per Val(V), el
subespai de Val(V') de les valoracions homogenies de grau k per Valy(V) i el subespai de
Val(V) de les valoracions parells (resp. senars) per Val™ (V) (resp. Val™(V)).

Exemple 2.1.9. El volum intrinsec V; és una valoracié continua invariant per translacions i
homogenia de grau 1.

Observacio 2.1.10. L’espai Val(V') té estructura d’espai vectorial de dimensié infinita.

El segiient resultat de P. McMullen [McM77] déna una descomposicié de I'espai de valora-
cions segons el grau i la paritat:

Teorema 2.1.11 ([McM77]). Sigui n = dim V. Llavors

Val(V) = éVali(V) i Val(V) = Val™ (V) @ Val~ (V).
i=0
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El grup lineal GL(V) de les transformacions lineals invertibles de V' actua de manera
natural a Val(V):

(90)(©) = &9~ () per g € GL(V), ¢ € Val(V), Q2 € K(V).
Aquesta accié és continua i preserva el grau d’homogeneitat de la valoracié.

Teorema 2.1.12 (Teorema d’irreductibilitat). Sigui V' espai vectorial de dimensid n. La
representacid natural de GL(V') a Valf (V) i Val; (V) és irreductible per a tot i € {0,...,n}.
Es a dir, no hi ha cap subespai propi tancat de GL(V) que sigui invariant per l’accié de GL(V').

A partir del teorema anterior es prova el segiient resultat que relaciona les valoracions
continues amb les valoracions C*°.

Teorema 2.1.13 ([Ale01]). En un espai vectorial V', les valoracions C* invariants per trans-
lacions son denses dins de [’espai de valoracions continues invariants per translacions.

Si dotem V' d’una metrica euclidiana, tenim que qualsevol subgrup G del grup ortogonal
actua sobre Val(V) i té sentit considerar I’espai Val®(V) C Val(V) de valoracions invariants
sota l'accié del grup G x V. El seglient resultat d’Alesker déna la condicié perque aquest espai
sigui de dimensio finita.

Proposicié 2.1.14 (Proposition 2.6 [Ale07a]). L’espai Val®(V) és de dimensid finita si i
només si G actua transitivament sobre l’esfera unitat de V.

2.2 Teorema de Hadwiger

Una vegada donades les definicions de 2.1.8 podem enunciar el teorema de Hadwiger que afirma
que totes les valoracions a R™ continues, invariants per les isometries de R" sén combinacié
lineal dels volums intrinsecs.

Teorema 2.2.1 ([Had57)). Sigui Val®™ (R™) Uespai de valoracions a R™ continues, O(n)-
mvariants 1 invariants per translacions. Llavors,

dim Val®™ (R") = n + 1
1 una base d’aquest espai esta donada per
Vo, Vi, ., Vi1, Vi
on V; denota l’i-éssim volum intrinsec.

Observacid 2.2.2. A partir del teorema anterior de Hadwiger tenim que a R" el subespai de
les valoracions de grau k € {0,...,n} té dimensié 1.

L’observacié anterior permet provar de manera senzilla alguns resultats classics de geome-
tria integral a R™ com les férmules de reproductibilitat, de Crofton o la férmula cinematica.

Exemple 2.2.3. o Formula de Crofton. Sigui €2 un domini compacte convex de R™. Un
dels problemes que tracta la geometria integral és ’estudi de la mesura del conjunt de
plans de dimensié r que tallen el convex 2 C R". Si denotem per L, l'espai de tots
els plans de dimensi6 r de R™ i per dL, la (tnica excepte un factor constant) densitat
invariant d’aquest espai (veure secci6 1.1) tenim:

/ XN L)dL, = cV,—r (Q).
Ly
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L’expressio anterior es pot obtenir observant que la integral de ’esquerra és una valoracié
de grau (n —r).

Al capitol 4 d’aquest treball estudiem ’expressié de la mesura de plans complexos que
tallen un domini regular a CK"(¢), i al capitol 5 la mesura de plans totalment reals de
dimensié n que tallen un domini regular.

o Reproductibilitat dels volums intrinsecs. Si 2 és un domini compacte convex a R,
es compleix la segilient igualtat, anomenada férmula de reproductibilitat pels volums
intrinsecs:

/ v (QN L)L, = cVi(Q),

T

on L, denota ’espai de r-plans de R™ i ¢ és una constant que només depen de i, n i r.

Clarament la integral de ’esquerra és una valoracié continua de grau i. La igualtat se-
gueix del teorema de Hadwiger, ja que ’i-éssim volum intrinsec és una valoracié continua
d’aquest grau. Per trobar el valor de ¢ se sol utilitzar 'anomenat template method, que
consisteix en avaluar cada costat de la igualtat en un domini senzill (per exemple, esferes)
i ajustar aixi el valor de ¢. A [San04] es troba una demostracié directa (mitjangant les
integrals de curvatura mitjana) d’aquesta igualtat i es dona el valor de c.

o Formula cinematica. Tot i que en aquest treball no tractarem les férmules cinematiques,
volem donar, per completesa, la classica formula cinematica de Blaschke-Santalé.

Un dels altres problemes d’estudi de la geometria integral consisteix en mesurar els mo-
viments de I’espai que porten un convex a tallar-ne un altre de fix. A R", si denotem per
O(n) el grup de moviments de I’espai, tenim "anomenada férmula cinematica fonamental:

/() X(Q1 N gQ)dg = eni Vi) Vni(Qa). (2.2)
O(n i=0

Aquesta férmula es pot demostrar utilitzant el teorema de Hadwiger dues vegades i
considerant el cas de dues esferes de radis diferents.

Observem que la integral de I’esquerra es pot pensar com a funcional en el primer convex
Q1 o en el segon, 9. Si el pensem respecte el segon convex, a partir del teorema de
Hadwiger tenim

[ (@ gdg =3 ci@viea)
O(n) i=0
on els coeficients ¢;(€21) depenen de ;. Ara bé, la integral que estem estudiant també és

una valoracié respecte el convex €2y, per tant, els coeficients ¢;(€21) han de ser valoracions,
de manera que, altra vegada pel teorema de Hadwiger, obtenim que s’ha de satisfer

/(xml 190y =33 eV Vi().

O(n) i=0 j=0

Per arribar a I'expressi6 (2.2), primer de tot observem que I’expressi6 és simétrica respec-
te €1 i {do, per tant, ¢;; = cj;. Per provar que la majoria de les constants ¢;; s’anullen
utilitzem el template method, és a dir, apliquem la igualtat en convexos concrets, en
aquest cas, a una esfera B, de radi r i a una altra Bg de radi R.

Utilitzant que les esferes sén invariants respecte les rotacions tenim:

/><<BmgBR>dg= / (B 1 (6B + v))dvde (2.3)
O(n) O(n) JR"

= Vol(O(n))/ X(Br N (Br+v))dv =vol(O(n))(r + R)"wy,.

R
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Per altra banda, per ser el volum intrinsec V; una valoracié de grau 7 obtenim

DD ciViBr)Vi(Br) = Y ciyr! R'Vj(B1)Vi(B1). (2.4)

i=0 j=0 4,j=0

De manera que, tant a (2.3) com a (2.4), obtenim un polinomi amb variables r i R.
Comparant els coeficients veiem que en el sumatori de (2.4) cal i + j = n quan ¢;; # 0.

Per acabar de calcular explicitament les constants necessitem el valor dels volums intrinsecs
en el cas d’una esfera de radi arbitrari. Com que el domini parallel a distancia r d’u-
na esfera de radi R és una esfera de radi r + R, podem calcular facilment els volums
intrinsecs a partir de la férmula de Steiner, obtenint

Vi(B,) = (”) ~n

1) Wn—j

2.3 Teorema d’Alesker

Recentment, Alesker ha donat l’equivalent del teorema de Hadwiger per V = C", 'espai
hermitic estandard amb grup d’isometries IU(n) = C" x U(n). Com que el grup d’isometries
de C™ és més petit que el de R?" pot passar que certes valoracions que no sén invariants respecte
el grup d’isometries de R?" si que ho siguin respecte el de C". En efecte, aix0 succeeix.

Teorema 2.3.1 ([Ale03], teorema 2.1.1). Sigui Val’™(C") l’espai de valoracions continues
U (n)-invariants i invariants per translacions de C™. Llavors,

dim ValV ™ (C") = (" ; 2)

in{k,2n — k
min{k, 2n }+ 1
2
Alesker també déna a [Ale03] dues bases de valoracions continues a C". La primera base

consisteix en integrals del volum de projeccid. Sigui €2 un domini convex de C" i k, | dos enters
tals que 0 < k < 2] < 2n, llavors defineix

Ck,l(Q) = A Vk(PrLl(Q))dLl

C
n,l

i la dimensid del subespai de ValV(™ (C™) de les valoracions de grau k és

on Ggl denota l'espai de l-plans complexos de C" per 'origen (veure seccié 1.5), Prr, ()
denota la projecci6 ortogonal de 2 a L; i Vj, el k-éssim volum intrinsec. Les valoracions {C};}
amb 0 < k < 21 < 2n defineixen una base de valoracions continues U (n)-invariants i invariants
per translacions a C". El subindex k coincideix amb el grau de la valoracié.

Els elements {Uy ,}, 0 < 2p < k < 2n, de la segona base estan definits com

Ui p(Q) == /ﬁ _ Vie2p(@N Lup)dLn—y (2.5)
n—p

on £§_p denota ’espai de (n — p)-plans complexos afins de C" (veure seccié 1.5) i Vj_gp €l
(k — 2p)-essim volum intrinsec. El subindex k indica el grau d’homogeneitat de la valoracid.

Exemple 2.3.2. Escrivim explicitament la base de valoracions {Ug,} a C3. A C3 hi ha

(g) = 10 valoracions linealment independents. Per cada grau k tenim tantes valoracions
linealment independents com enters p satisfacin
0<p< min{kz,22n — k}

Suposem que € és un domini convex de C3.
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k =0: Només hi ha un valor de p, p=01i
Uo,0(©2) = Vo(2) = x(9).
k =1: Només hi ha un valor de p, p =01
U1,0(€2) = Vi ().

k = 2: Hi ha dos valors de p, p =0, 1.

Si p = 0 llavors
Uz 0(Q2) = Va(Q).

Si p =1 llavors

UQJ(Q) = / %(Q N L2)dL2 = / X(Q N LQ)dLQ
o g

2

k = 3: Hi ha dos valors de p, p =0, 1.

Si p = 0 llavors
Us () = V3(92).

Si p =1 llavors
U371(Q) = /C Vl(Q N LQ)dLQ.
EQ

k = 4: Hi ha dos valors de p, p =0, 1.

Si p = 0 llavors
Us () = Vi(2).

Si p =1 llavors
U471(Q) = /C VQ(Q N LQ)dLQ.
‘C'Q

k =5: Només hi ha un valor de p, p =01
1
Uso(€) = V5(€2) = 5vol(99).

k = 6: Només hi ha un valor de p, p=01i
Us0(£2) = V5(2) = vol(£2).

Observem que hem obtingut tots els volums intrinsecs V;(K), j € {0,...,6}, igual que en
el cas de R®, perd a C? tenim tres valoracions linealment independents més.

De la mateixa manera que a R™, el fet de tenir una base de ValV () (C™) permet enunciar
una férmula cinematica. El problema és que no sembla possible trobar les constants a partir
del template method. Alesker, en el mateix article [Ale03] enuncia els segiients resultats.

Teorema 2.3.3 ([Ale03] teorema 3.1.1). Siguin Q1, Qo dominis compactes de C" amb vora
C™ a trossos tals que per a tot U € IU(n) la interseccio Q1 NU(Q2) té un nombre finit de
components. Llavors,
151 15]
/ X(Ql N U(QQ))dU = Z Z Z "‘f(klv k27p17p2)Uk1,p1 (Ql)Uk27p2 (92)7
UelU(n) k1+k2=2n p1=0p2=0

on k(k1, ke, p1,p2) son certes constants que només depenen de n, ki, ka, p1,p2.
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Teorema 2.3.4 ([Ale03] teorema 3.1.2). Sigui Q un domini compacte de C"™ amb vora C* a
trossos 10 < ¢ <n, 0 < 2p <k < 2q. Llavors,

[k/2]+n—q
/ﬂ(C Uk,p(Q N L'I‘)dLT’ = Z Tp - Uk+2(nfq),p(9)7

p=0
on les constants v, només depenen de n, q, i p.

Teorema 2.3.5 ([Ale03] teorema 3.1.3). Sigui 2 un domini compacte de C* amb vora C* a
trossos. Llavors,
[n/2]
/E% XN Ly)dLE = Y By - Un (),

p=0

on Eﬂs denota l’espai de plans Lagrangians (és a dir, els plans totalment reals de dimensié
mazima n) de C" i 3, son certes constants que només depenen de n i p.

Les constants del teorema 2.3.3 estan donades per Bernig i Fu a [BF08]. Aquestes
constants van ser calculades utilitzant metodes indirectes i altres bases de valoracions de C”.
En aquest treball donem les constants, en alguns casos, del teorema 2.3.4 (cf. teorema 3.5.2)
i les del teorema 2.3.5 (cf. teorema 5.6.1), respecte una altra base de valoracions.

A [BF08] es donen diverses bases de Val/(™(C"). En aquest treball (als capitols 4 i 5)
utilitzarem una de les bases definides a [BF08] i la seva extensié en els altres espais de curvatura
holomorfa constant CK"(€). La definicié d’aquestes valoracions i la seva extensié a CK"(€) es
déna a la secci6 2.4.2.

Finalment, remarcar que a partir de la proposicié 2.1.14 apareix una altra via de genera-
litzacié de la teoria de valoracions en espais vectorials. Per aquest resultat tenim que per a
qualsevol grup que actua transitivament sobre I’esfera podem trobar un teorema tipus Hadwi-
ger, és a dir, l'espai de valoracions continues invariants per translacions i pel grup té dimensié
finita, per tant, té sentit calcular la seva dimensié i una base. També es pot donar una expressio
per la férmula cinematica en aquesta situacio.

Ara acabem de comentar el cas en que el grup que actua transitivament és U(n) i abans
hem comentat el cas de SO(n), pero hi ha resultats per altres grups.

Els grups que actuen transitivament sobre l'esfera estan classificats i sén (cf. [Bor49,
[Bor50], [MS43]) sis séries infinites

SO(n), U(n), SU(n), Sp(n), Sp(n) - U(1), Sp(n) - Sp(1)

i tres grups excepcionals
G2, Spin(7), Spin(9).

Alesker i Bernig han resolt el problema de donar un teorema tipus Hadwiger, una férmula
cinematica (i 'estructura algebraica) per alguns d’aquests grups (cf. [Ale04] per G = SU(2),
[Ber08a| per G = SU(n) i [Ber08b| per G = G2 i G = Spin(7)).

2.4 Valoracions en espais de curvatura holomorfa constant

En aquesta seccié definim diverses valoracions a CK"(¢) i donem relacions entre elles.
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2.4.1 Valoracions C* en varietats

El concepte de valoracié C* en varietats diferenciables s’ha comencat a estudiar recentment
(cf. [AleO6a], [Ale06b], [AF08], [Ale07b], [AB08]). Després de donar una definicié de valoracié
C® en varietats, s’hi ha definit un producte i s’ha demostrat que se segueixen complint moltes
de les propietats importants per desenvolupar la teoria (com la de dualitat), que en aquest
treball no comentarem.

La definicié 2.1.7 es pot estendre en varietats diferenciables.

Definicié 2.4.1. Sigui M una varietat diferenciable i  un domini amb vora regular (és a
dir, 2 compacte i 92 hipersuperficie regular de classe C*°). Donada una (2n — 1)-forma w de
S(M), i una mesura C*, n considerem, per cada {2,

Lt
Q N(Q)

on N(Q) C S(M) és el conjunt de normals unitaris exteriors de 9. El funcional resultant
s’anomena valoracio C*.

Observacid 2.4.2. Una definicié més general, analoga a la definici6 2.1.1 apareix a [Ale06b] i
s’anomenen funcionals finitament additius.

Als espais de curvatura seccional constant, les valoracions C* invariants sén ben conegu-
des. Aquests espais, tenen el mateix grup d’isotropia que R™ i des del punt de vista d’espais
homogenis es poden tractar de manera semblant. No obstant aixo, un teorema tipus Hadwiger
no hi és conegut, és a dir, no es coneix una base de l'espai de funcionals finitament addi-
tius continus invariants pel grup d’isometries de l’espai. El problema per trobar la dimensié
d’aquest espai és la falta d’un resultat analeg al teorema 2.1.13.

De totes maneres, sén molts els resultats de geometria integral coneguts per aquests es-
pais. Per exemple, Santalé [San04, p.309] ja va provar que també és valida una propietat de
reproductibilitat aixi com ’expressio per la formula cinematica i la mesura de plans totalment
geodesics que tallen un convex.

En vista d’aquests resultats de Santald i el coneixement d’una base de valoracions a C",
en aquest treball estudiem formules classiques de geometria integral en els espais de curvatura
holomorfa constant, és a dir, a I’espai hermitic estandard, a ’espai projectiu complex i a I'espai
hiperbolic complex.

2.4.2 Volums intrinsecs hermitics

Bernig i Fu [BF08] defineixen els volums intrinsecs hermitics a C". En aquest apartat recordem
aquesta definicié i 'estenem a CK"(¢) seguint [Par02].
Bernig i Fu a [BF08, p. 14] defineixen a TC", les 1-formes invariants o, 3 i+ i les 2-formes

invariants 6y, 61, 02 1 65 seglients. Siguin (z1,...,2,,(1,-..,(,) les coordenades canoniques de
TC" ~C" x C" amb z; = x; + vV—1y; 1 § = & + vV —1n;. Llavors

0y := Z?:l dfl AN dm, 01 := Z?:l (da:, A dm — dyi A dfz) ,

0y = Z?:l dx; N dyi, 0, = Z?:l (da:z A dfz + dyi A dm) ,

=y Gdry +midy;, =Y Gidys — nida,

o=y &dny — midé;.

a és la forma de contacte (veure observacié 1.3.8) i 0 és la forma simplectica de TC™. Recordem
que una 2-forma w definida en una varietat de dimensié 2m es diu simpléctica si és tancada,
no-degenerada i w™ # 0.
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Les formes anteriors, perd, només estan definides per ¢ = 0 ja que només a C™ hi ha
coordenades canoniques. De totes maneres, podem expressar les formes en termes d’una
referéncia mobil de S(C™) (i a partir d’aqui estendre-les per a tot € € R). L’expressié en termes
d’una referéncia mobil també permet veure que estan ben definides, és a dir, no depenen de les
coordenades elegides. Sigui (z,v) € S(C") isigui {x;e; :=v, Jey,...,en, Je,} una J-referéncia
mobil definida en un entorn de z. Llavors,

n

o = Z a1 A B,
=2
n

6, = Z(ai A Bri — Bi N ag), (2.6)

i—2
n

0y = Z a; N\ By,
i—2

on «;, B, ajj, Bij son les formes definides a (1.12) pero interpretades com a formes a S(C").

Observacio 2.4.3. A partir de I'expressié de 6g, 61 i 02 en termes d’una referéncia mobil podem
definir aquestes 2-formes a S(CK"(¢)) per a qualsevol e.

Observacio 2.4.4. A [Par02] es consideren 2-formes invariants a CK"(¢) definides de manera

analoga a I'anterior (veure la secci6 2.4.3).

Proposicié 2.4.5 (Proposici6 2.2.1 [Par02]). L’algebra Q*(S(CK"(¢))) de R-formes diferen-
cials invariants definides al fibrat tangent unitari S(CK"(¢)) esta generada per

«, ﬂ7 v 007 017 927 68-

A partir de les formes anteriors Bernig i Fu defineixen les families de (2n — 1)-formes f;, 4
i vkq a S(C"), que s’estenen de manera natural a S(CK"(e)). De la proposicié anterior, tal
com ja s’observa a [Par02], tenim que totes les (2n — 1)-formes invariants de S(CK"(¢)) tals
que no s’anullen sobre el fibrat normal d’un domini Q (és a dir, les que no sén multiples de «
o 05, veure lema 1.3.12) son les donades per (4 i Vx4 que definim tot seguit.

Definicié 2.4.6. Siguin k,q € N tals que max{0,k —n} < g < % < n. Llavors definim les
segiients (2n — 1)-formes a S(CK"(¢))

—k k—2q—1
Brg = CakgBNOL "TINOTHTINGL, K # 2

c ktg— _
'yk,q::n’Tk’q’y/\Og ktq 1/\(9]1C 2q/\@%, n#*k—gq

on
1

gn—k+q)l(k—2q)wop_r

i wa,_k denota el volum de la bola euclidiana de dimensié 2n — k i radi 1.

Cnk,q *=

Definicié 2.4.7. Donat @ C CK"(e) domini regular, les formes [y i 74,4 defineixen les
seglients valoracions C* invariants a CK"(¢) (per max{0,k —n} < ¢ < % <n)

Bugl®) = [ Brg (k#20) i Tpg(®):= / g (M E—q)
N(Q) N()

on N(Q2) denota el fibrat normal unitari de €2 (veure definicié 1.3.10).
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A C" les valoracions anteriors satisfan By, 4(Q) = I'y ,(Q2) ja que dB 4 = dyg,q. Per € # 0
cap de les formes 3 , té la mateixa diferencial que vy 4.

La diferencial de les formes 6y, 6, i 02 esta donada a [BF08] per e = 0. A partir de les
equacions d’estructura de CK"(e) (cf. [KN69]), de la mateixa manera que a [Par02], trobem
la diferencial per a tot €.

Lema 2.4.8. A S(CK"(¢)) se satisfa

da = —0, dfy = —e(a N\ 01 + [36s),
a3 = 6,, 0, = dfs = df, = 0,
dy =200 — 2e(a A\ B+ 02).

A la segiient proposicié donem la relacié entre les valoracions {By4(Q2)} 1 {I'x ()} a
CK"(e).

Proposicié 2.4.9. A CK"(¢), per a tota parella d’enters (k,q) tals que max{0,k —n} < ¢ <
k/2 < n se satisfa

Cnk
Fk,q(Q) = Bk,q(Q) —e——4 Bk+2,q+1(Q)
Cn,k42,q+1

(g+1)(2n —k)

— Bio(Q) —
ka(€) 627r(n—k—i—q)

k+2,q+1(€2).

Demostracié. Denotem per I ideal generat per «, da i les formes exactes a N(€2). Si dues
formes A\ i p de grau 2n — 1 s6n iguals modul I llavors pel lema 1.3.12

[ Lo
N(©Q) N(Q)

Cn,k,q

Per tant, només cal provar

Vg = Br,q — € Br+2,g+1 mod I. (2.7)

Cn,k+2,q+1

Considerem la forma n = (65 — B A7) A 98_k+q_10]f_2q_16?g. Com que dn és exacta tenim
dn =0 mod I. Per altra banda, a partir de les diferencials donades al lema 2.4.8 tenim

dny = —~0) FraTlgF299e 1 oggpFtagiT2 gl _ 9eggp i lgh2amlgatl o 1.
Utilitzant la definici6 de vy 4 i Bk, obtenim la relacié (2.7). O
Observacid 2.4.10. Per n = 2,3, les relacions de la proposicié anterior ja es troben a la tesi
doctoral de Park [Par02].

Tenint en compte les relacions de la proposici6 2.4.9 definim els volums intrinsecs hermitics
a CK"(e).

Definicié 2.4.11. Per max{0,k —n} < ¢ < g < n, definim els volums intrinsecs hermitics
kg @ CK"(e) com

| Brge()) sik#2q
g (€2) = { Togq(Q)  sik=2q.

Per k = 2n definim pi9,, ,(£2) := vol(Q2).

Observacio 2.4.12. A C™ els volums intrinsecs hermitics formen una base de les valoracions
continues invariants pel grup d’isometries de C" (cf. [BF08]).

(2.8)

En la definicié anterior de p 4 hem fet una eleccié en principi arbitraria, tot i que en
vista de la relacié de la proposicié 2.4.9 pot ser més o menys natural. De totes maneres,
seria interessant coneixer si hi ha alguna eleccié millor, que satisfaci propietats geometriques
o algebraiques més naturals.
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2.4.3 Relacié amb les valoracions definides per Park

Donem, per completesa, les valoracions que defineix Park a [Par02].

Definici6 2.4.13. Denotem 0y = —aAB+ 09, 0g1 = —BAv+ 05, 010 = —aAvy+01, 011 = 0.
Sik=o0A{ab,ctonoe{apB}i{abc}=_d=04 A A0S, lavors les integrals

r(Q) = /N o"

sén valoracions C* invariants pel grup d’isometries de CK" ().

La relacié entre aquestes valoracions i els volums intrinsecs hermitics s’obté directament a
partir de la definicié de cada valoracié i esta donada per:

Proposicié 2.4.14. Sigui Q C CK"(¢) un domini regular. Llavors,

1
B, ()= __ —  @hnkteak-2¢-1}((
k/'y(I( ) (k _ 2q)w2n—k ( )’
1
T (Q) = drin—kt+a—1l.a.k—24} )y
k#]( ) 2(n _ k; + q)w2n—k ( )

2.4.4 Altres integrals de curvatura

Sigui M una varietat de Kéhler de dimensié complexa n i suposem que S C M és una
hipersuperficie real. Llavors podem definir de manera canonica una distribucié de dimensié
complexa n — 1 dins del fibrat tangent de S de la segilient manera. Sigui N, el vector normal
unitari de S en el punt x. Sigui J lestructura complexa de M. El vector JN, és un vector
tangent a S en el punt z. Considerem els vectors ortogonals a JN, dins del tangent a §
en el punt x. Aquests formen un subespai complex de dimensié n — 1. Denotem per D la
distribucié formada per aquests subespais. Llavors definim també les integrals de curvatura
mitjana restringides a la distribucié D de la seglient manera:

Definicié 2.4.15. Sigui S una hipersuperficie d’'una varietat de Kéhler M de dimensié com-
plexa n. Si x € S, denotem la segona forma fonamental de S en el punt p per II, i la segona
forma fonamental restringida a la distribucié D per II;|p. Definim la r-éssima integral de
curvatura mitjana de S restringide a D, 1 <r < 2n — 2, com

MP(s) = (2” - 2)1 JRECABEE

r
on o,(II;|p) denota la r-éssima funcié simetrica elemental corresponent a I1,|p.

Al llarg del treball sera important la idea de restringir les integrals de curvatura mitjana a
la distribucié D. Tindra un paper especial la primera integral de curvatura mitjana restringida
a D, és a dir, la integral de la traca de la segona forma fonamental restringida a la distribucié,
aixi com la integral dels elements “complementaris”, és a dir, la integral de la curvatura normal
de la direccié JN:

(2n — 1)M1(89Q) — (2n — 2)MP(9Q) = /8 (TN = 25T 20 201(0). (29)
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2.4.5 Relacié dels volums intrinsecs hermitics amb la segona forma fona-
mental

En aquesta seccié donem una descripicié dels volums intrinsecs hermitics en termes de la
segona forma fonamental.

A la demostracié del teorema 4.3.1 necessitarem coneixer certes propietats, interessants
per elles mateixes, de l'expressié de les (2n — 1)-formes invariants una vegada expressades
en termes de la segona forma fonamental de 92 i no en termes de les formes de connexi6
d’una referencia mobil, tal com estan definides. Per expressar les formes anteriors respecte les
entrades de la segona forma fonamental (respecte una base fixada) cal considerar el pull-back
per 'aplicacié canonica

p: 00 — N(Q)
x = (x,Ng)

Estudiem algunes propietats de ¢*(8iq) 1 ©*(Vk,q)-

Sigui z € 9Q C CK"(¢) i {z;e1 = ¢(z),eyr = Je1,...,en,ex = Je,} una J-referencia
mobil definida en un entorn de x. Considerem les 1-formes {a;, 5;, a1, f1:} 1 les 2-formes
{6o,01,02,0,} donades a (2.6).

Notacié 2.4.16. Per tal de simplificar la notacié de les expressions segiients denotarem [3; com
a; 1 B1; com ay; i utilitzarem el conjunt d’indexs I = {1,2,2,...,n,7}.

(2.10)

Ara, la relacié entre les formes de connexié «q;, ¢ € I, i la segona forma fonamental
(hij = I(e;,ej)) esta donada per

ay =Y hijai, (2.11)

J€el
d’on obtenim el segiient lema.
Lema 2.4.17. En la notacié anterior,
"(B) = of,
*(f}/) = Zhi‘]a‘j7
J€el
n
©*(6o) = Z Z hijhg o A o,
i=2 jlel
n
©*(6h) = Z Z h;jal Ao — Z hijo; Nay |
i=2 \ jel lel
n
P(02) =Y i Nog
i=2

Per altra banda, cada una de les formes ¢*(8tq) és una forma de grau maxim, per tant,
un multiple de I'element de volum dz = a; Aag Aag A --- A an de 02 Aixi doncs, ¢*(Bkq)
queda determinada per aquest multiple, que es pot expressar com un polinomi amb variables
les entrades de la segona forma fonamental h;; (respecte una certa J-referencia que hem fixat).

A [Par02] es calcula explicitament el pull-back de les formes (4 i Y14 per dimensions
n = 2,3. En el lema segiient donem algunes noves propietats generals del pull-back d’aquestes
formes per a qualsevol n.

Lema 2.4.18. Sigui Q C CK"(e) un domini regular i ¢ : 0Q — N(Q) Uaplicacio canonica
definida a (2.10). Fizem un punt x € 0 i una J-referéncia {e; = ¢(x),eg = Jei,...,en, eq =
Jen} ax. Si

¢ (Brg) = Qrqdz, 0" (Yhg) = Prgdx
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on dx és l’element de volum de 0N, llavors

1. Qg €s un polinomi de grau 2n — k — 1 amb variables les entrades a la segona forma
fonamental hij = 11(e;, e), 4,7 € {2,2,...,7};

2. Py 4 €és un polinomi de grau 2n — k — 1 amb variables les entrades a la segona forma
fonamental hi; = 11(e;, e;), 4,7 € {1,2,2,...,1};

3. cada un dels monomis de Py, 4 que conté només entrades de la forma hy; conté el factor hig
i ezactament n+q —k—1 factors de la forma hjjhr, i € {1,2,2,...,7},j € {2,...,n};

4. els polinomis Py, 4 i Q.4 €s poden escriure com a suma de menors de rang r = 2n—k —1
de la segona forma fonamental;

5. entre els menors de Py, 4 (resp. Qr,q) de 4. surten tots els centrats a la diagonal de grau r
que contenen hyy (resp. que no contenen hyy). També surten tots els menors no centrats
a la diagonal tals que els indexs de les files i columnes que formen un menor satisfan:

(a) contenen n — k + q indexs, en el cas de Qiq, i n—k+q—1, en el cas de Py g,
tals que si l'index j forma part de les files (resp. columnes) lindex j també forma
part de les files (resp. columnes) del menor. Direm que l'index j esta aparellat a
les files (o0 a les columnes);

(b) contenen k —2q — 1 indexs no aparellats per Q4 i k — 2q per Py 4;
(c) si Uindex j forma part dels indexs no aparellats de les files, llavors l'index j no
forma part dels indexs de les columnes.
Demostracio. A partir del lema 2.4.17 tenim

n+q—k
n

©* (ﬁk,q) = Cp kg7 N\ Z Z hijhglaj AeY, A (2.12)

i=2 jlel

Z hgjai Nay — Z hiloz;-/\ o

i=2 \ jeI lel

k—2q—1

q
Z oy N ai>

=2

>
3
>
YR
3

n n+q—k—1
Cnk,q
¥ (Tka) = =5 D hpep | A0 highyog Ay A
jel =2 j,lel
n k—2q n q
A Z Zhgjai/\aj—zhiloq/\al A (Zai/\ai> .
i=2 \ jeI lel =2

Per tant, com que ¢*(8iq) 1 ¢*(Vk,q) sén formes definides a 02 de grau maxim, tenim que
©*(Br,q) = Qrqdr 1 ¢*(Vk,q) = Prqdz satisfan que Qy,p 1 Py 4 s6n polinomis de grau 2n—k— 1.
A més a més, el polinomi P, no pot contenir mai hi; ja que aquesta variable es troba
acompanyada de la forma a7 (veure férmula (2.11)), pero aquesta forma és factor comu a
I'expressioé per ¢*(B,q)-

Per provar 3. observem que els termes de I'expressié de ¢*(vx,4) que contenen només en-
trades del tipus h;; sén

n n+q—k—1 n k—2q n q
C 7k7
n2 g hizog A (Z hiihz; o4 N ozi> A (Z hzo N o — hyzog A ozi) A (Z a; A ozi> ,
=2 =2 =2
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d’on obtenim que sempre apareix la variable h{7 i hi ha exactament n 4 ¢ — k — 1 factors de
la forma hjjhzz, els que provenen de (X0, hiihzaq A az)nta—k=1,

Un menor de rang r d’'una matriu es construeix elegint r files i r columnes de la matriu i
fent el determinant de la submatriu quadrada considerada. Per provar les afirmacions 4. i 5.
estudiem amb més detall 'expressi6 (2.12). (Un estudi analeg es pot fer pel cas de ¢*(vx4).)
Primer de tot, observem que els factors ag i ¢*(62) no aporten cap terme de la segona forma
fonamental i, per tant, no influiran en el menor (tot i que si que influiran en quins menors es
podran fer). Aixi doncs, hem de provar que 'expressi6

PN VN (A (2.13)

és una forma de grau 2n — 2q — 2 on cada terme a;; A aj, A -+ A @y, _, esta acompanyat
per una suma de menors.
Desenvolupant (2.13) tenim que aquest és equivalent a

n

n
—k k—2q—
o | O ag Aag)" TR A (a5 Ao — a5 Aagy))F!
i=2 j=2

Per desenvolupar I'expressié anterior, primer de tot, elegim a := n + g — k valors {i1,...,i,}
per I'index i del primer sumatori i b:= k — 2q — 1 valors {j1,...,7s} (amb ig,j; € {2,...,n})
per I'index j del segon sumatori. Notem que es poden repetir indexs. Aixi doncs, obtenim

(ni;ik) (kf;qlﬂ) sumands de la forma

¢ (ag;, Nagp Ao Nag;, Nog A (g, Aagg; —agp ANagy) A Aoy, Aagg, — ag Aagy, ),
que es poden descomposar en sumands de la forma, per exemple,
o (ag, Nogy Ao Nag, Nog; Aoy Aaggr A Aoy, Aaggy)
= oy, /\"'/\ajb‘P*(aL'l Nags A ANag;, /\O‘E/\O‘E/\"'/\O‘E)'

Ara bé, a partir de (2.11) tenim que la forma que estem fent pull-back s’expressa com la
suma dels menors que tenen per files les donades pels indexs Z := {i1,%1, - - -, 4, %a, J1,- -+, Jb} i
per columnes cada una de les possibles permutacions dels elements sense repeticié d’entre, en
principi, el conjunt d’indexs J := I\ {ag, @;j,,...,a;}. Observem que I'index ag no el podem
considerar ja que la forma que estem considerant al final és la de (2.12), que esta multiplicada
per ag. (En el cas de ¢*(7k,4) no tenim aquesta restriccié i, per aixo, també podem sortir
menors amb el terme hyy.)

D’aqui ja tenim que escollint de J els mateixos indexs que els de Z s’obtenen tots els
menors centrats a la diagonal. La condicié 5.(c) s’obté directament del fet que els indexs que
determinen les columnes han de ser de 7, i si j; és index d’una fila, a J s’estd treient 1'index
Jb-

Les condicions 5.(a) i 5.(b) s’obtenen en observar que, en realitat, la forma que estem
estudiant no és la donada per (2.13) siné per (2.12), és a dir, encara hem de fer producte per
ar A (D075 a; A ag)d. La particularitat d’aquest producte és que si conté la forma ay, també
conté la forma ay; (excepte per k = 1). Per tant, per completar la forma de (2.13) a una 2n—1
forma ho hem de fer amb productes aj A af, de manera que, per no obtenir un terme nul,
entre els indexs de les columnes hi ha d’haver el mateix nombre d’indexs aparellats que entre
els indexs de les files i, per conseqiiencia, el mateix nombre d’indexs no aparellats. O

Observacions 2.4.19. 1. Cada un dels menors va acompanyat d’una constant que depen del
nombre de permutacions que permeten obtenir-lo. Per tant, no tots els menors tenen la
mateixa constant pero si (fixada (4 0 Yk,q), Per exemple, tots els menors centrats a la
diagonal.
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2. El grau del polinomi que determina fj 4 0 V4 és el mateix per una mateixa k, no depen
de g, pero el que distingeix un polinomi dels altres és, per exemple, el nombre d’index
aparellats dels menors.

Exemple 2.4.20. Donem la relacié explicita entre alguns volums intrinsecs hermitics i la
segona forma fonamental.

1. ¢*(y00) = 220 (y A1) = (n — 1)!6’“—20’0 det(Il)dz = det(IT)dz.

2 Nnway,

2. ¢*(B10) = cn1,09* (B A 06‘_1) = (n—1)ley1,0det(Il|p)de = det(II|p)dzx.

Wan—1

cn,?n—l,n—l(n -
2
(n—2)!

Cn2n—2,n—1

2

_ 1)!
3. " (Y2n—2.n-1) = e (yNOETY) = ) kn(JN)dx = kp(JN)——.

4. ¢" (62n72,n72) = Cn2n—2,n—2¥" (BAO A 0372) = Twz
dz

5. ¢*(Bon-1,n-1) = Cnon-1,0-19*(BAOT ) = cpop_1n-1(n — Dlar Aag A+ Aag = -



Capitol 3

Promig de la integral de curvatura
mitjana

En els espais de curvatura seccional constant (R™, S™ i H™), és conegut que se satisfa la
propietat de reproductibilitat de les integrals de curvatura mitjana, és a dir, donat un domini
regular  es compleix (cf. exemple 2.2.3)

ME (09N Ly)dL, = eM,(09).
Ls

També hem vist a la secci6 2.3 que aquesta propietat no té perque satisfer-se a C™, considerant
I’espai de plans complexos. Per tant, és natural estudiar el valor a C™ de la integral

M) (99N Ly)dLs.
g

També podem estudiar el valor de la integral anterior pensada en els altres espais de
curvatura holomorfa constant, CP" o CH". Recordem que denotem per CK"(e) l'espai de
curvatura holomorfa constant 4e.

En aquest capitol donarem l’expressié de la integral de Ml(s) (02N Lg) en termes de la
integral de curvatura mitjana del domini regular M;(0€) i la integral de la curvatura normal
en la direccié JN, [q kn(JN) (veure teorema 3.3.2). També donem un resultat parcial per
a la integral de qualsevol altra integral de curvatura mitjana M;s)(aﬁ NLg),0<r<2s—1
(veure proposicié 3.2.2).

3.1 Lemes previs

Primer de tot, donem uns quants lemes que utilitzarem a la demostracié del teorema 3.3.2 i
en altres resultats.

Lema 3.1.1. Sigui V' un espai vectorial real de dimensié 4 amb una métrica (,) compatible
amb una estructura quasi-complexa J i sigui {e1, ea, e3, e4} una base ortonormal de V. Llavors,

(ea, Jep)? = (ec, Jeg)? amb {a,b,c,d} = {1,2,3,4}.
Demostracio. Expressem Jep i Jeg en termes de la base ortonormal de manera que obtenim

Jep = (Jep, ea)ea + (Jeb, ec)ec + (Jep, eq)eq = Aeq + Be. + Ceg,
Jeqg = (Jeg,eq)eq + (Jeq, ep)ep + (Jeq, ec)ec = Deg + Eey, + Feg.

45
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Utilitzant que (Jep, Jep) = (Jeq, Jeq) = 1, (Jep, Jeq) = 01 (Jep, eq) = —(Jeq, ep), obtenim les
equacions

A2+ B2+ C% =1,

D+ E?+F%=1,

AD+ BF =0,
C=-F,
d’on
A*+B*=D*+F* i A’D*=DB*F>
Substituint D? = A? + B2 — F? a la segona equacié obtenim A% = F2, tal com volifem
provar. O

Lema 3.1.2. Sigui v € S?"3. Llavors

/ (u,v)dv =0 3 / (u,v)2dv = way_o.
S2n—3 S2n—3

Demostracid. La primera igualtat se satisfa ja que l'integrand és una funcié senar. Per la
segona igualtat, descomposem v = cos fu + sin fw on w € (v)*. Llavors, utilizant coordenades
polars respecte u obtenim

i @)
. 9 on—442+41
/ (u, v>2dv = Ogn_4/ cos? 0sin2" % 0dl = Oy, 4—22212H 1y o
g2n—3 0 09094

on wy i O, denoten el volum de la bola euclidiana de dimensié n i de radi 1 i el de la seva
frontera. O

El segiient lema déna una versio generalitzada del teorema de Meusnier.

Lema 3.1.3. Sigui S C M una hipersuperficie de classe C*> d’una varietat de Riemann M,
p €S iL CT,M un subespai vectorial. Denotem per Ilg la segona forma fonamental de
S i per Hé la segona forma fonamental de C' = S Nexp, L com a hipersuperficie de exp,, L.
Denotem uw = T,S N L. Llavors,

oi(Ils|,) = cos® O (1I2)

on 60 és l'angle format en p pels vectors normals unitaris escollits a S i a C' dins de exp, L i
0:(Q) denota li-éssima funcio simétrica elemental de la forma bilineal Q.

Demostracié. Si A C B C M sén subvarietats, denotem la segona forma fonamental de A com
a subvarietat de B per hf : T,A x T,A — (T,A)*. Si B = M, escrivim h4 en lloc de h¥.
Per a tot X,Y € T,C se satisfa

ho(X,Y) = h&(X,Y) + h(X,Y) = hE(X,Y)
ja que la segona forma fonamental de L s’anulla en el punt p. A més,
ho(X,Y) = hg(X,Y) + hs(X,Y).

Sigui N vector normal a S. Observem que hg és multiple d’un vector normal a C' dins 5,
per tant (h2(X,Y), N) =0 (per X,Y € T,C).
Aixi doncs, per X,Y € T,,C, se satisfa
II5(X,Y) = (hg(X,Y),N) = (hc(X,Y) — h2(X,Y),N)
= <hC(Xa Y)> N> = <hé(X7Y)v N> = <Hé(X7Y)nv N>
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on n denota el vector normal a C dins L, d’on obtenim

IMA(X,Y) =

Wy s () (3.1)

Finalment, com que o;(IT%) és la suma dels menors d’ordre i de ITZ, substituint per (3.1)
cada entrada de la segona forma fonamental obtenim la relacié de I’enunciat. O

En el segiient lema generalitzem a C™ un resultat de Langevin i Shifrin [LS82] a R™.

Lema 3.1.4. Sigui E un espai vectorial complex de dimensid complexa n i sigui II una forma
bilineal real definida a E. Denotem per GS’S la Grassmaniana dels s-plans complexos de E.
Llavors,

svol(GS )
/G tr(I]y)dV = T’tr(H]E).

C
n,s

Demostracio. Primer de tot, recordem que
Umn—s)xU(s) — U(n) — GSS (3.2)

és una fibraci6 per a cada s € {1,...,n — 1}.
Provem el cas dim¢V < § per induccié a la dimensié de I'espai complex V. EI cas

dimc V' > 5 es pot provar utilitzant argument semblants.
Suposem que dim¢ V' =1, és a dir, s = 1. Llavors,

1
/G tr(IT)y )dV = S CICESNEIO) /U(n) tr(I]y2)dU

C
n,l

ja que tr(II|V11) és constant al llarg de la fibra. Denotem per Vi' l'espai vectorial complex
generat per la primera columna de la matriu U € U(n). En general, per U € U(n), denotarem
per ch el subespai vectorial complex generat per les columnes des de b fins a b4+ a — 1. El
subindex a denota la dimensié de Vab, o equivalentment, el niimero de columnes que considerem;
el superindex b denota des de quina columna comencem a consider-les. Llavors,

1
/ (1T )l = / ((ITly2) + tr(TTy2) + - + tx(U]yy))dU
U(n)

U(n)
1 / (1] p)av = YO .
n Ju(n)
Per tant,
B vol(U(n)) _ VOI(GSJ)
/a;%,1 v )dV = ST — 1) ol ToE) =~ ).

Suposem, ara, que el resultat és cert fins a dim¢cV = r — 1. Provarem el resultat per

dimcV = r < 5. Si R denota el residu de la divisié 7, llavors R < r i podrem aplicar la
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hipotesi d’induccié a la igualtat (%) per R. Utilitzant arguments semblants als anteriors tenim

L ) = ) /U<n ()

c.
/ (tr(U]y2) + tr(ITy2) + - + eI} poorrsr))
U T

(n)

*\3

1
vol(U(n — r))vol(U(r))[ 2]
1

= vol(U(n — r))vol(U(r))| 2] </U(n (Ig) — /U(n) tr(H|V;€R+1)>

vol(U (n))tr(11] ) — Vol(U n— R)VOU(U(R)) [ | tr(ITlvz)
Vol (U (n — r))vol(U (1)) 2]

(vol(U(n)) —vol(U(n — R))vol(U(R))vol(GgR)g) tr(Il|p)
Vol (U (n — r))vol(U () 2]

—wl(GE,) - (17 ) )

= vol(c;g,,)%tr(nm)

—

*

~

i el resultat se satisfa per 2s < n. ]

3.2 Integral de la r-essima integral de curvatura mitjana sobre
I’espai de s-plans

Al llarg d’aquest capitol seguim certes convencions que recollim en els segiients paragrafs.

Denotem per S una hipersuperficie de CK"(¢) de classe C2, compacta i orientada (possi-
blement amb vora). Donat un s-pla complex Ly que intersecta S diem que esta en posicid
geneérica si S N Ly és una subvarietat de dimensié 2s — 1 de CK"(¢). Per hipersuperficies de
classe C? els plans generics (que intersecten una hipersuperficie) tenen mesura plena. Per aixo
suposarem que 1’s-pla complex que considerem esta en posicié generica. Observem que SN Ly
(per L un s-pla complex generic) és una hipersuperficie dins de Ly = CK*(¢).

Suposem que N denota un camp vectorial normal unitari definit a S. En aquest capitol
considerem a S N Ly dins de Ly el vector normal N que forma un angle agut amb N. Al llarg
de les demostracions d’aquest capitol denotarem, per simplicitat, e, := +JN.

Notem que sip € SN Ly i Np és el vector normal unitari elegit de S N Ly dins Ly llavors
JN € T,(SNLg). Aixo es deu al fet que Ly = CK*(e) i, per tant, les hipersuperficies dins L
i dins CK"(¢) tenen la mateixa estructura.

Denotarem per £ C T,CK"(¢), p € SN L, el subespai ortogonal a 'espai generat per
{N,JN,N,JN}. Observem que exp, B = CK" 2(¢) i que queda univocament determinat per
cada Lg icadape SN L.

El fet que recollim a la segiient observacié 1'utilitzarem de manera implicita al llarg d’aquest
capitol, en especial per definir les referéncies mobils ¢g i ¢’ de la demostracié de la proposicié
3.2.2.

Observacio 3.2.1. Siguin V™ un espai hermitic de dimensié complexa n amb estructura com-
plexa J, H C V" un hiperpla real i Wy C V™ un subespai complex de dimensio s.
Considerem el subespai H N Wy i denotem per N’ un vector ortonormal a H N W, dins de
WsiD = (N',JN)nWs.
Considerem també el subespais H N3 i denotem per N” un vector ortonormal a H N
dins de Wi D" = (N" JN")t nW.
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Denotem per N un vector ortonormal a H dins V' i D = (N, JN)L. Llavors,

V" =DL(JN)gL(N)r
=D L(JN" g L(N"\g LD" L(JN")g L(N")g.

En efecte, partir de 'apartat 2.4.4, donat un hiperpla real W dins d’un espai hermitic V'
sempre tenim una descomposicié canonica de V' com

V =DL(JN)rL(N)r,

on N és un vector ortogonal a W dins V. Apliquem aquest fet considerant primer V = W i
després V = Wi

La segiient proposicié sera essencial per demostrar el teorema 3.3.2 i altres resultats.

Proposicié 3.2.2. Sigui S C CK"(¢) una hipersuperficie de classe C?, compacta (possiblement
amb vora), orientada per un vector normal unitari N i siguin r,s € N tals que 1 < s < n i
0<r<2s—1, llavors

25 — 1\ 7! [(JN,es)|?—"
M (SNL)dLs= // / s {p:esDV)dV |des|d
6 r (S ) < r ) S( rp2n—2\ Joc (1 _ <<]]\/'7 68>2)s—10(p7€ S ) €s|ap,

n—2,s—1

on es € T,S unitari, V denota un (s — 1)-pla complex que passa per p i estd contingut a
{N,JN,e,, Jes}*, o,(p;es ® V) denota la r-éssima funcid simétrica elemental de la segona
forma fonamental de S restringida al subespai real e; ® V i la integracid sobre RP*"~2 denota
el projectiu de l’espai tangent unitari de la hipersuperficie.

Observacid 3.2.3. A Penunciat de la proposici6 anterior apareix el producte |(JN, es)| que, per
les consideracions a 'inici d’aquesta seccid, correspon al cosinus de ’angle agut entre el vector
normal a la hipersuperficies S dins CK"(¢) i a SN L dins Ly, és a dir,

‘<JN768>’ = |<N7N>’

Demostracid de la proposicié 3.2.2. Sigui Ls un s-pla complex tal que SN Ly # (0 ipe LgN
S. Denotem per &, la r-essima funcié simetrica elemental de la matriu de la segona forma
fonamental de la hipersuperficie S N Ly dins de Ls. Llavors, per definicid,

2s — 1\
M$(SNLy)dLs = ( 5 > / / &,(z)dz dLs.
L€ r SNLs#0 JSNLs

Utilitzant referéncies ortonormals adaptades a S N Ly, Ls i S provarem el resultat.

Sigui g = {e1, e = Jey,e2,e5 = Jea, ..., €5, Ws, €541, €557 = J€s41..., €, N} una referéncia
mobil ortonormal adaptada a SN Ly i S (cf. observaci6 3.2.1). Es a dir, {e1, e, ..., €5} és una
base ortonormal de T},(S N Ls), {€s11, €537+ €n } és una base ortonormal de T},5 N (TpLs)J-, N
és vector normal unitari a 7,5 i {ws} completa a una base ortonormal de 7,CK"(¢). Denotem
per

{wr,wy, ..., ws—1, Wi, Ws, W3y W1, WepT - - - , W, Wi }

la base dual dels vectors de g i per {w;;}, 4,7 € {1,1,...,s,5,s+ 1,5+ 1,...,n,n}, les formes
de connexié (cf. (1.15)).

/

: : / / / / / / /
Sigui ¢’ = {e}] = el,er = Jei, ey = €, €5 = Jeg,...,es = es, 65 = Jes, e 1 = esq1,¢€

/! =
, s+1
Jesi1, ..., €, = €y, € = Jep} una referéncia mobil ortonormal adaptada a SNLs i Ls. Es a dir,
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{el, e, ..., €5} és una base ortonormal de T),(Ls N S) i {e}, e, ..., e, ex} una base ortonormal
de T}, L. Denotem per
!/ / / /
{w, Wi - Wy, Wi}
la base dual dels vectors de ¢’ i per {w;;} les formes de connexié on i, j € {1,1,...,n,7}.

Com que les bases de g i ¢’ estan formades per vectors ortonormals, trobem la relacié entre
els elements de la referéncia ¢’ i els elements de g expressant els vectors de ¢’ en coordenades
respecte els vectors de g:

elg = Jes = <Jes,ws>ws + <J657N>N
e/ﬁ =Je, = <J€naws>ws + <J€n7N>N

iei=esije{l,1,....s—1,s—1s,s+1,s+1,....n—1,n—1n}

Llavors,
Wi =wj, sij#3,7, (3.3)
wr = (Jen, ws)ws + (Jen, N)wp,
i
wz = (Jes, ws)wiz + (Jes, N)wis, sii# 3,7,
w;ﬁ = <J€n, ws>wi§ + <J€na N>wiﬁa si i 7& 5,1, (34)
wi; = wij, sii,j#3F M0

A partir d’aqui, per tal de simplificar la notacié, ometem el valor absolut en les densitats.
L’expressié de dz (la densitat de SN Lg), dLs i dLgp) en termes de w' és

d:z::wi/\w’T/\---/\wg,

o / / / /
dLs = wgy g Nwog A Awp Awg A /\ Wi
i=1,2,....8
Jj=s+1,s+1,...nn

dLs[p] = /\ ng
1=1,2,...,s

j=s+1,s+1,....n,n

i I'expressié de dp (la densitat de S) en termes de w és dp = w1 Awy A -+ A wp.
Per altra banda, pel lema 3.1.1 se satisfa

[(Jen, ws)| = [(Jes, N)|. (3.5)

En efecte, els vectors {es, ws, €, N} formen una base ortonormal d’un espai vectorial complex
de dimensié complexa 2. Aquest espai és el complement ortogonal del subespai complex generat
per {e1, Je, ...,es—1,Jes_1,€541, J€st1y ey €n—1, JEn_1}.

A partir de les relacions (3.3) i (3.5) obtenim

dx NdLs = |[(Jen, ws)|dLgp A dp = [(JN, es)|dLgp A dp (3.6)

ja que wy s’anulla a T'S.
Llavors, pel lema 3.1.3,

(S) 28 — 1 -1
M®)(S N Lg)dL, =
SNL.#D r SJL,

25 — 1\ ! / I(JN, e,)|
= D 5 (p)dL gy, dp.
( r > 5o, TN, Jegypr 7 P

[(JN, es) |5T(p)dLs[p]dp
[p]

~
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Observem que a I'iltim integrand considerem el valor absolut del denominador per assegurar
que estem considerant el menor angle entre els dos subespais que es tallen. Aix0d no ho podem
assegurar directament ja que es és un vector qualsevol i, per tant, no sempre el vector Jeg
(que és un vector normal de S N Ly dins L) sera el que indueix l'orientacié adequada.

Ara expressem dL,, en termes de dV Ades, on dV denota I'element de volum de Gg—% 1
i de, denota I’element de volum de S?*~2. Per p fixat, definim la varietat

M = {(es, V)|es € T,S unitari, V € L, tal que conté p i és ortogonal a {N, JN, e, Jes}},

que localment és S?7~2 x GS_Q’ s_1- Considerem el fibrat
. C
¢: M — Lg

(es,V) + expyies,Jes,V}

de fibra Ggs. Aquest ens déna un recobriment doble de L(E[p] ja que els vectors e; i —es donen
el mateix s-pla complex.

El pull-back de dL,p, per l'aplicacié anterior ens donara la relacié entre les formes. L’ex-
pressié de deg en termes de w i 'expressié de dV en termes de w’ és

des = /\ Wsjs

j=1,1,....,s—1,5—1,5,s+1,5+1,....n

_ /
dv = A\ w;. (3.7)
i=1,2,...,s—1
j=s+1,s+1,...n—1n—1

Per (3.4) 1 (3.7) tenim

i=1,2,...,8

j=s+1,5+1,....mn

=dV A /\ Wiy A /\ Wiz A /\ Waj-

1=1,2,..,s—1 1=1,2,...;s j=s+1,s+1,...n—1n

Ara, relacionem A wj, A wi- amb Aws;. A partir de (3.4) segueix

/\ wgﬁ=|<Jen,ws>\5 /\ Wi

1=1,2,...,s i=1,2,...,s
. 4 e A ! / / _ / / _ / 3
i també utilitzant que w;, = wi_ ja que w;,, = (dej, e;,) = (dJej, Jey,) = Wi obtenim
r_ I
A e A e A Gewie
i=1,2,0,5—1 i=1,2,0,5—1 i=1,2,..,5—1
s—1
= [(Jen, ws)| Wiz
1=1,2,...,5s—1
Per estudiar
/\ Wis,

11,..
utilitzem la igualtat ez = Jes = (Jeg, ws)ws + (Jes, N)N i obtenim

A e AW AN

i=11,...,s—1,5—1 i=1,1,....,s—1,5s—1 i=11,...,s—1,5—1

2(s—1
= (Jes, ws) (s=1) /\ Wig-
i=1,1,....,s—1,5—1
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Aixi,
/\ wis = (Jes, wg) 2 Wis
i=1,1,...,s—1,5—1 i=1,1,...,s—1,5—1
: 2s—1
N [(Jen, ws)|**~
Utilitzant |(Jen, ws)| = [(JN, es)| i (Jes,ws)? =1 — (JN, es)? obtenim el resultat. O

3.3 Integral de curvatura mitjana

Abans de donar 'expressié per la integral sobre I'espai de r-plans complexos de la integral de
curvatura mitjana, expressem la integral de la integral de la curvatura normal en la direccié
JN (veure (2.9)). Per 'exemple 2.4.20.3 tenim que aquesta integral és una valoracié C*™ a
CK"(e). A més, no és multiple de la integral de curvatura mitjana.

Teorema 3.3.1. Sigui S C CK"(¢) una hipersuperficie de classe C%, compacta (possiblement
amb vora) i orientada per un vector normal unitari N. Llavors per s € {1,...,n — 1}

/cg </ms Fn(JN >dx> drL,

= VUGS ) 2 (Z)l <2S”_SS_” /S kn(JN)+(2n—1)Ml(5)>,

n —

on kn(JN) denota la curvatura normal de S N Ly dins de Ly en la direccié JN, ky(JN) la
curvatura normal en la direccio JN @ won—9 el volum de la bola euclidiana de dimensio n i de
radi 1.

Demostracié. Denotem per e el vector JN.

kn(es)

A partir del lema 3.1.3 tenim la relacié l%n(JN) = m
bl 65

(3.6) i (3.8) tenim

2s
1_/ / 2(JN)dzdL, _// / ICARD) Enl€s) v de dp.
¢ JsnL, RP2 2 JGE_, 1— (JN,es)?)s L [{JN, es)]

Com que lintegrand no depen de V € G

Utilitzant també les igualtats

n—2.s—1 tenim la igualtat

JN e >|2$ 1
= vol(G kn(es)desdp. .
VO n 2,5—1 //RIPQ" 9 17 JN es> )5 1 (6) esap (3 9)

Utilitzant coordenades polars i expressant la curvatura normal respecte les curvatures
principals podem calcular la integral sobre RP?"~2, Aixd és, si {f1,..., fon_1} és una base
ortonormal de direccions principals de 7),S i e; = 22»”_1<es, f) f;, lavors

7=1
2n—1 2n—1
kn(es) = > (esi )2 kn(fi) = Y (e f5)%k
j=1 j=1

Per altra banda, fixat j, utilitzem coordenades polars 01 i 65 respecte JN definides per

[{(JN,es)| =cosfy amb 6; € (0,7/2) (3.10)
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i, utilitzant trigonometria esférica,

(€s, fj) = cos by cos(JN, f;) + sin by sin(JN, f;) cos(es, JN, f;)
= cos ¢ cos a; + sin 01 sin ar; cos B (3.11)
on cos(es, JN, f;) denota el cosinus de l'angle esferic amb vertex JN. Notem que «; sén

constants, una vegada fixat el punt.
Llavors, a partir de les igualtats

I(s)['(n—s) 1 Cv—l , mgrm—s+1)_1cv—i

F(TL+1) _s(n—s) S F(n+1) _8 S
obtenim
[(JN, e5)[*~!
/RP%_2 (1 — <JN >2)571 kn(es)d&s
2n—1 2s-1
s=1g
Z kj / 00823 5 91 cos? 0 cos® aj sin®"? 01d0d a3+
S2n—3 1

2n—4 00528 16, 2 2 2n—3
—I—/ / cos? 0y sin?" 4 9, / 5 7g, sm 61 sin” o sin™"™ 91d91d92d52n—4+0)
SQn 4

N %zzl kjO2n-—s <‘3052 Gt ")F(S)F(” —s)  T(s)l(n—s+ 1))

= A(n — 1)T(n + 1) An — )T(n + 1)

—12n—1

_ wop—2(n 2sn—n—s 9
_25<5) Zk: ( cos ozj+1>.

Integrant sobre S i utilitzant

2n—1 2n—1

kn(JN) = > kj(JN, f;) Z kjcos? a;
j=1

obtenim 'expressié de 'enunciat. ]

Teorema 3.3.2. Sigui S C CK"(¢) una hipersuperficie de classe C2, compacta (possiblement

amb vora) i orientada per un vector normal unitari N, llavors per s € {1,...,n — 1}
(,UQn QVOI(G 2, 1) -1 2ns —
M (SAL,)dL, = no2ss o — 1 /k (JN)
Jos 1 s)dLs 2s(2s — 1) s @n—)—"—— n—s

on k,(JN) denota la curvatura normal en la direccié JN € TS.

Demostracio. Per la proposicié 3.2.2 i pel lema 3.1.4 tenim

(s) [(JN,es) >~ 1
L ) Sy d de
oo M SN LadL 25—1//@2“/6;@25_ T (I, g2y 1713 e V)V desdp

JN€S|251
tr(II II(es, es))dV desd
23—1//P2n2 1— (JN,es)2)" /GC (tr(IT]y ) 4 I1(es, €5))dV desdp

n—2,s—1

VOI n 2,5— 1 JN €8>‘28 1 s—1
- tr (11 kn(es) | desdp,
25 —1 //Pznz (1 — (JN,e,)? )sl(n_2r( |E) + (e)> esdp

on E = (N,JN, e, Jes)*t.
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Observem que si s = 1 llavors dim V' = 0, per tant no hi hauria d’haver la integral
Joc tr(II|V)dV. Pero si s=Ltr(Il|g) = 0 i I'expressi6 té sentit.
n—2,5s—1

po
Per tant, hem de calcular les dues integrals segiients

vol(Gy 5 1) 5 — 1 [(JN, eg)] 2!
Jg = ptr(Il| g)desd
F 2s—1 n-—-2 //R]pznz — (JN, es)?)5~ r(ll)descp

vol(Gyy 1) (N, eg) |25
= el k(€5 desdp.
J 25 — 1 //sznz T— (JN, g7y 1 inles)desdp

La segona integral coincideix, llevat del factor constant, amb la integral (3.9) de la proposicié
3.3.1, d’on

Jy = Oj:(;’svil(f)?n 2_51)1) <S> - (23”n__38_ n /S kn(JN) + (20 — 1)M1(S)> .

Per estudiar la integral Jg, utilitzem coordenades polars de la mateixa manera, i amb la
mateixa notacié que a la demostracié del teorema 3.3.1. Sigui {e1, Je1,...,es_1,Jes_1} una
J-base de ENT,Ls i {€s41,J€s41,..,6n—1,Jen—1} una J-base de £ N (TpLS)L. Respecte
aquesta base ortonormal obtenim

n—1

tr(lg) = Y (knles) + kn(Jei)).

i=1,i#s
Si denotem per {fi,..., fon—1} una base de direccions principals de S en el punt p tenim
2n—1 2n—1
kn(ei) = Z kn(f3)(eis f5)% = Z kjei, f5)?

J=1 Jj=1

d’on, utilitzant coordenades polars respecte JIN, obtenim

2n—1 n—1
tr(l|g) = Z kil D0 (e £i)* + (Jei, £)?)
i=1,i#s
2n—1 n—1
= Z k; Z (cos?(e;, JN, f;) + cos*(Jei, N, f;)
= i=1,i#s

Denotem per (u, v, w) 'angle esferic amb vertexs v i costats sobre uiw, cos ¢;; = cos(e;, JN, f;)
icos %j = cos(Je;, JN, fj). Per estudiar Jg cal tractar la integral segiient:

2s—1
2 cos 01 . om—
Sm2a~sm2" 30,
g2n—3 25 2 J

. (cos qblj “o+ 4 cos® pg T;+ cos® i1, + -+ - + cos® Gr= ;) d01dSon 3
) L(s)I'(n —s)
= Sln2 O[]T(n)

. /2 3(cos2 ¢1j+ - - + cos® 5=, + cos® Psy1,j + -+ - + cos? $r=1 )dS2n—3,
S2n—

on 61 i a; estan definits com a (3.10) i (3.11).
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Denotem per S27—1 el subconjunt de $?"~! C C" format per tots els punts que no sén de
span{N, JN}. Considerem l'aplicaci6

Im: S1 — {N,JN}*
pI‘Oj{N“]N}L(U) .

v -
5703 vy O]

Notem que H(e,) =eq, sia e {1,1,...,s —1,s—1,s+1,s+1,...,n—1,n—1}.
Llavors, E+ dins de {N, JN}+ és

ELN{N,JNYt = ({N,JN,eg, Je,} D) N {N, IN} = {TI(ey), JTI(e)}. (3.12)

Com que cos(¢qj) = cos(eq, JN, f;) denota el cosinus de I’angle esferic amb vertex JN i cos-
tats que contenen, un cada un, els punts e, i f;, per definicié, coincideixen amb (II(e,), II( f;)) =
(eq,II(f;)). Llavors, per ser II(f;) un vector unitari contingut en el subespai vectorial que té
com a base {e1,Jey, ..., es_1,Jes—1,1(es), JTI(es)} es compleix

1= (I(f;), 11(f))?
= (e, TL(f))? + - + (Jes—1, T(f))? + (H(es), T(f))? + (JT(es), TL( 7))

i, per tant,
/52"3(0052 o1+ ...+ cos? $i1; + cos? Gor1j+ o+ cos? qu’j)dS

= /SM_S(l — (I(es), TI(f;))? — (JT(es), TI(f;))?)dS.

Per calcular la integral de la dreta passem a coordenades polars 6, 63 respecte II( f;) de manera
que
(I(es), II(f;)) = cos by, 62 € (0,7),

(J1L(es), I1( f;)) = sin(Il(es), I(f;)) cos(I1(es), IL( f;), JII(f;)) = sin Bz cos O3, O3 € (0, )

1 obtenim

/ / / (1— cos? 05 — sin® 0y cos? 03) sin?"4 05 sin®" 7% H5d03dh2d.S;
52n75 0 0

s T -
= O2p—3 — cos? fg sin®" 1 0y — cos? 03sin*" 203 [ sin**"2 6,
S2n—4 JQ S2n—=5 /(0 0

Oap—3 _ 2\/7?F(n—2) Vrl(n — %)
-2 7T ar(n-1)  T(n)

= OQn—?) -

= Ogp—5 <n_ 9 2(n —1)(n —2) N 2(n—1)(n— 2))
O2n— ™

= 2(n—1)(iz—2)(2n_4)

_ Omosm

2(n—1)

on hem utilitzat el lema 3.1.2 i la relacié
T
—9

O2p—3 = O2—5
n

Per tant,

T — O;r;ézci(ig(jj;)&(i—l)l) <Z> - <(2n —1)M;(S) — /Skn(JN)>
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i sumant les dues integrals obtenim el resultat de '’enunciat:

O2p—3vol(Gly_g 1) (n) "
Tetds = e T Dm0 <s> '

(e I L 29)

OQn—:sVOl(Gg—zs—l) n\ !
4s(2s —1)(n—1) \s .
o — 1 2n —mn — 5 —
( i (n—s+ns—n)M(S)+ monTs n8+n/k‘n(JN)>
S

n—s n—s

o::(;;vil(gégn_i 51)1) <Z> ! (S(Qn —1)(n—1)

M;(S) +/

S

k:n(JN)> .

n—s
O

Una pregunta natural és quin funcional cal integrar sobre ’espai de s-plans complexos per
obtenir la integral de curvatura mitjana de la hipersuperficie inicial.

Teorema 3.3.3. Sigui S C CK"(¢) una hipersuperficie de classe C%, compacta (possiblement
amb vora) i orientada. Si definim

n—s

v(S) = (2ns —n —s)Mi(5) — 55— 1 /Skn(JN)dm,

llavors c
won—ovol(G- o . 1)2(n—1)(2n —1)(s —1
[ iz, = G 2 a1
¢ (25 —1)
Demostracio. Utilitzant els teoremes 3.3.1 1 3.3.2 obtenim directament el resultat. O

3.4 Valoracions reproductives

Definicié 3.4.1. Suposem donada, per a cada s € N, una valoracié ¢®) de CK"(e). Diem que
la colleccid {cp(s)} satisfa la propietat de reproductibilitat si per a qualsevol domini ) regular

/L(c SO(S)(Q NLs)dLs = Cn,S‘P(Q)u

per alguna constant ¢, s que depen de les dimensions n i s.

Observacio 3.4.2. Recordem que la integral de curvatura mitjana de convexos regulars estén a
tot IC(C™). També [, kn(JN) estén a K(C") ja que coincideix amb ', 2 ,—1(Q) (cf. exemple
2.4.20).

Veient que ni la integral de curvatura mitjana, M 1(5) (02N Lg), ni la integral de la curvatura
normal | 00NL. kn(J N )dx, satisfan la propietat de reproductibilitat, és natural preguntar-se si
hi ha alguna combinacié lineal d’elles que si que la satisfaci. Considerem una combinacié lineal
d’aquestes ja que, a C", aquestes formen una base de Valg,_2(C").

Teorema 3.4.3. Sigui Q@ C CK"(e) un domini regular, s € {1,...,n — 1}. Considerem les
valoracions C*° definides per

(pl(Q) = Ml(aQ) — /BQ kn(JN)
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£2() = (25— 1)(2n — )M, (9) + /BQ Fn(JN).

Llavors,

wan—2vol(GF o, 1)(s = 1)(2n — 1) (n\ 7'
/z:ag ©1(QNLy)dL, = Bs D7) < > ©1(Q)

wan—avol(G 5o 1) (n—2\ !
QN L.)dL, = ’ Q).
OIS (172 )

A C", les dues valoracions ¢1(Q) i p2(2) generen el subespai de valoracions reproductives de
grau 2n — 2.
Demostracid. Sigui

Q) = a1 (00) + b/{m ko (JN).

Busquem les relacions entre a i b per tal que v sigui una valoracié reproductiva, és a dir, que
satisfaci

/ v(QN Lg)dLs = \v(R2).
Lg

A partir dels teoremes 3.3.1 1 3.3.2 tenim

/ v(QN Ly)dL, :/ (aMl(c‘?Q N L) + b/ kn(JN)>
LS ¢ O0NLs

:an—;:E);(SGSI?S—l) <n> 1((@ I b(2s — 1)75252_ n=- S)>/as) kn(JN)+

(M +b(2s — 1)) (2n — 1)M1(89)>.

n—s
Aixi, v és reproductiva si i només si per algun A € R es compleix

a(2ns —n —

(2n—1)( e s)+b(23—1)> — \a,

n b(2s —1)(2sn —n — s)

= Ab.
n—s
2s5(s—1)(2n—1
Resolent el sistema obtenim dues solucions, {a = —b, A = s(s - )_(Sn )} i{a=0(2s—
2n(n —1)
H@2n—-1),A\= ————}. O
)2n - 1), 4= 212D,

Observacio 3.4.4. El teorema anterior dona totes les valoracions continues de grau 2n — 2
invariants pel grup d’isometries que satisfan la propietat de reproductibilitat. Per que aquestes
valoracions sén reproductives? Sén especials en algun sentit? Seria interessant tenir una
resposta a aquestes preguntes i coneixer el seu significat geometric.

3.5 Relacié amb certes valoracions definides per Alesker

A la seccié 2.3 hem recordat la definici6 dels elements Uy, ), de la base de valoracions continues
invariants per translacions i per U(n) a C". A partir d’aquesta base es pot enunciar el teorema
2.3.4, que estableix Alesker a [Ale03]:
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Teorema 3.5.1. ([Ale03], teorema 3.1.2) Sigui Q@ C C™ domini regular i 0 < ¢ < mn, 0 < 2p <
k < 2q. Llavors,

[k/2]+n—q
/Lc Urp(2N Lg)dLq = Z W Ukt2(n—q)p (),
q p=0

on les constants v, només depenen de n, q i p.
En el segiient teorema donem les constant -, amb n, ¢ qualsevol i k = 2¢ — 2.

Teorema 3.5.2. Sigui 2 C C"™ domini regular i 0 < ¢ < n. Llavors,

w2 _ngn_Qvol GS? _ vol G(C, —p—
/ U2q72,p(QﬂLQ)qu = ! ( = l)n—Q( qq—2’2q . 1)'
LE (q - p)(2q —2p— 1)(q—1) (q—p—l)
2n—3)(n—1)(n—q+
. <( )( s )2( 4 p) U2n_2’1(Q) — (2n — 1)TL(TL —(q —I—p — 1)U2n_2,0(9)> .

Abans de demostrar-lo expressem [, kn(JN) (que és una valoracié continua invariant per
translacions) com a combinaci6 lineal dels elements de la base de valoracions {Uj p}.

Proposicié 3.5.3. Sigui Q C C" domini reqular. Llavors

2n — 3)(2n — 2)?
/ i (JN)dp = "2 w)( n=2)ws Usn—2.1(9) — 2n(2n — 1)(2n2 — 4n + 1)woUz_2,0(Q).
o0 2n—2

Demostracio. A partir de la relacié entre les valoracions {Uy,} i les integrals de curvatura

mitjana (veure (2.5)) tenim
1

n—20(0) = M1 (082 1
Uzn—2,0(2) Sy 1(09) (3.13)
! 1
Usp91(2) = ——— Mi(0Q2N Ly_1)dL,_1.
2n—2,1(£2) (21— 2)ws o 1( 1) 1
Utilitzant la proposicié 3.3.2 amb s = n — 1 obtenim el resultat. ]

Demostracié del teorema 3.5.2. A partir de la definicié de Uy, tenim

1

D=
Uka() 2(n — p)wan—k

/G Mgy (@0 Lyy)dLa-y

n,n—p
i a partir del teorema 3.3.2:
_r
2(q = pwa Jeg
OQQ—3V01(G§72,q7p71) ( q >_1‘
8(q —p)%(¢ —1)(2¢ = 2p — Vw2 \qg — p

: ((Qq—1)2q<q_p)_2Q+pM1(8QﬂLq)—|—/69 ; kn(JN)>

Uzq—2,p(2N Lg) = My ((92N Lg) N Lg—p)dLg—p

p

on N denota el vector normal interior a QN L, com a hipersuperficie a L,. Ara integrem
sobre Eg els dos costats de la igualtat anterior. Utilitzant altra vegada els teoremes 3.3.1 i
3.3.2, expressem les integrals sobre Eg: com una integral sobre 9. Finalment, a partir de la

relacié de la proposicié 3.5.3 i (3.13) obtenim el resultat.
O
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3.6 Exemple: esfera a CK’(¢)

En aquesta seccié comprovem el teorema 3.3.2 en el cas d’una esfera de radi R a CK?>(e).
A la pagina 18 hem donat ’expressié per les curvatures principals d’una esfera de radi R
a CK"(e). Utilitzant aquesta expressié obtenim

B _cos?(R) — esin?(R) 73
/833 kn(JN) = 2cote(2R)V(0BR) = 2 3sin () cosc (R) 3 —6sin’(R) cosc(R)

= 73(cos?(R) — esin?(R)) sin? (R) = m3(—2esin®(R) + sin?(R))
= 713(2cos®(R) — 5cost(R) + 4cos?(R) — 1)

2 3
M,(8Bg) = 17; (6 cos?(R) sin*(R) — sin?(R)) = %( Gesin®(R) + 5sin’(R))
1 1
= :—2(2 cos®(R) — ; cost(R) + %cosz(R) — 5)
Per tant, la part dreta del teorema 3.3.2 és
O 3
117; ((42 +2) cos®(R) — (13- 7+ 5) cost(R) + (56 + 4) cos?(R) — (7 + 1))
11 2 1
=270 (36 cos®(R) — 3 cost(R) + % cos?(R) — 18> .
La part esquerra del teorema 3.3.2 és
MP (OB N Ly)dLs.

L5

Calculem primer M 1(2) (0BrNLg), fixat un 2-pla complex Ls tenint en compte que la interseccié
és una esfera dins Lo de radi r amb cos(R) = cosc(r) cos¢(p) on p la distancia del centre de
Vesfera Bp al pla L (cf. [Gol99, lema 3.2.13]). Llavors,

MP @B Ly) = / (2cotc(r) + 2 cote(2r))
3 JoBg

2
= 2(cot6 (r)+ Cot6(2r))4— sin (1) cose (r)

3 2!
1
12(4 cost(r) — 5cos?(r) + 1)
11
= T2 cosiry) (he0st (R) — 5 cosi(R) cos( (p) + cos (p)).
Per tant,
M (OBg N Ly)dLs

/G(C /Sl / coS (p) 4cosf(R) - 5cos§(R) cosf(p) + cosf(p))Q cose(p) sine(p)

cos4 (p)

21V (GS ) ) \
= 12/ (4cost(R) — 5 cos?(R) cos?(p) + cosg(p))2 cose(p) sine(p)
0
WV(Ggl) 1]. 6 4 5 9 1
=— |75 —2 - _Z
3 <12 cos. (R) cos, (R) + 1 cos: (R) 6)

i obtenim el mateix resultat en els dos costats de la igualtat del teorema 3.3.2.






Capitol 4

Teorema de Gauss-Bonnet i
féormules de Crofton per a plans
complexos

En aquest capitol donem una expressié per la mesura de r-plans complexos que tallen un
domini compacte a CK"(¢). Més concretament expressem

/ X(QN L,)dL, (4.1)
g

per tot domini regular Q@ C CK"(e) com a combinacié lineal de les valoracions de CK"(e)
anomenades volums intrinsecs hermitics (veure definici6 2.4.11). El meétode utilitzat consisteix
en calcular la variacié de (4.1) quan el domini es mou al llarg d’un flux diferenciable. Gracies
a la teoria de valoracions a C" sabem que l’expressié que busquem és combinacié lineal dels
volums intrinsecs hermitics. Calculant també la variacié d’aquestes i resolent un sistema
d’equacions lineals obtenim el resultat (cf. teorema 4.3.5).

Utilitzant el mateix meétode donem una expressié (cf. teorema 4.4.1) de la caracteristica
d’Euler d’un domini compacte en termes de la integral de la curvatura de Gauss de la frontera
del domini, el volum del domini i altres volums intrinsecs hermitics - en analogia al teorema
de Gauss-Bonnet en espais de curvatura seccional constant (cf. [San04, p. 309]).

Relacionant els dos resultats anteriors obtenim una expressié simplificada per la carac-
teristica d’Euler en termes de la mesura d’hiperplans complexos que tallen el domini (cf.
teorema 4.4.5).

4.1 Variacio dels volums intrinsecs hermitics

Estudiar la variacié d’una valoracié quan el domini es mou pel flux d’'un camp és 1til per
coneixer propietats sobre la valoracié que s’esta estudiant. A Darticle [BFO08] s’estudia la
variacido de valoracions a C™ per caracteritzar-hi les monotones. Aqui estudiem la variacié
de certes valoracions a CK"(¢) i I'utilitzem per donar l'expressié de (4.1) en terme de les
valoracions {yy } i també una expressié de la férmula de Gauss-Bonnet.

Per trobar la variacié d’aquestes valoracions seguim el metode donat pel corollari 2.6 de
[BF08]. Recordem primer de tot la definicié de derivada de Rumin, que va ser introduida a
[Rum94].

Definicié 4.1.1. Sigui u € Q?"1(S(CK"(¢))), a la forma de contacte de S(CK"(¢)) i a A& €
Q2=1(S(CK"(¢))) I'inica modul un multiple de a (cf. [Rum94]) forma tal que d(p + a A &)

61
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és multiple de «. Llavors, es defineix 'operador de Rumin D com
Dp:=d(p+aN§).
Recordem també la definicié de camp de Reeb sobre una varietat de contacte.

Definicié 4.1.2. Sigui M varietat de contacte i « la forma de contacte. Es defineix el camp
de Reeb T' com 'inic camp vectorial sobre M que satisfa

’iTOé = 1,
{ Lra = 0. (4.2)

Quan la varietat de contacte és el fibrat tangent unitari d’una varietat de Riemann llavors
el camp de Reeb coincideix amb el flux geodesic (cf. [Bla76, p.17]). En el nostre cas, és aquesta
la situacié que tenim (cf. lema 1.3.7 i observacié6 1.3.8).

Observem que la condicié Lo = 0 és equivalent a irda = 0. En efecte,

ﬁTOé = deOé + d(iTOé) = deOt = dOé(T).

En el segiient lema recollim el valor de la contraccié amb T de les formes «, 5, v i 6;
definides a la seccié 2.4.2 ja que els utilitzarem sovint al llarg d’aquest capitol.

Lema 4.1.3. A S(CK"(¢€)) se satisfa

’iTOz = 1, iT91 =,
ity = 3, i3 =ity = i7by = irfs = 0.

Demostracid. La primera igualtat és una de les caracteritzacions de camp del Reeb. A més a
més, irhs = —ipda = dipa — Lra = 0.

Per ser T el flux geodesic se satisfa «;(T) = Bi(T) = 0i a1y = f1; = 0,4 € {2,...,n}.
Obtenim el resultat directament de la definicié de (2.6) estesa a CK" (). O

A [BF08] es déna el segiient resultat que permet calcular la variacid d’una valoracié donada
a partir de la integral d’una forma invariant sobre el fibrat normal unitari. El resultat es prova
a C" pero el metode que s’utilitza també és valid per € # 0 i, més en general, per una varietat
de Riemann. Recordem aqui la demostracié.

Lema 4.1.4 (Lema 2.5 [BF08]). Suposem que Q C CK"(€) és un domini reqular, N el camp
normal unitari exterior a O i u una valoracid continua donada per una (2n — 1)-forma 3

llavors

d .
|, ) =) = [ N0

on X és un camp diferenciable de CK"(€) amb flur Fy, Fy(Q2) és el domini obtingut a partir
del flur de X aplicat a Q, T és el camp de Reeb de S(CK"(¢)) i DB denota la derivada de
Rumin de la forma (.

Demostracid. Sigui X un aixecament de X a S(CK"(¢)) tal que preserva a, és a dir, L;(a)=0.
Llavors, denotant per F el flux de X,
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d

d
8=
=0 </N(Ft(m) ) dt

:/ LB

N(©Q)

O igapraign)® [ igas
N(Q) N(Q)

3 . .
(:)/ igDB —igd(aAn)
N(Q)

@ / ix DB
N(Q)

2 istann
N(Q)

© / (iga)p
N(Q)

@ iT(c
i /N o o)

= / (X, N)irDp
N(Q)

Primer de tot, observem que la segona igualtat és conseqiiencia de N (F}(€2) = Fy(N(f)). Per
(1) i (2) utilitzem I'expressié de la derivada de Lie, L3 = igdB + d(igf3), i que el segon
sumand és una forma exacta, de manera que la seva integral s’anulla.

Per (3) utilitzem la definicié de la derivada de Rumin.

Per (4), la igualtat

igdlaAn)=Lg(ann) —dig(aAn))

i que el segon sumand és una forma exacta. El primer sumand el podem reescriure com
Li(ann)=(Lya)A\n+anLzn

d’on obtenim que la seva integral s’anulla ja que X preserva « i « s’anulla sobre el fibrat
unitari (cf. lema 1.3.12).

Com que la derivada de Rumin és, per definicié, una 2n forma multiple de « definida al
fibrat normal unitari, tenim (5).

Ara, per (6), utilitzant la definici6é de contraccié tenim

ig(anp)=(iga) A\p+aAl(igp)

i el segon sumand s’anulla sobre N(£2).

Per obtenir (7), utilitzem el mateix raonament que a (4) amb T al lloc de X per poder
tenir la forma a A p, que és la diferencial de Rumin de g.

Finalment, recordem la definicié de « i que la integral es restringeix al fibrat normal unitari
de manera que els punts (z,v) sén de la forma (x, N) amb x € 9Q i N vector normal unitari
de 092 en el punt x. O

El lema anterior ens permet, doncs, calcular la variacié de qualsevol valoracié donada a
partir de la integral d’una forma, una vegada coneixem la derivada de Rumin. En aquest
treball donem la variacié dels volums intrinsecs hermitics a CK"(¢) (a [BFO08] es donen per
e=0).
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En el segiient lema donem la diferencial de les formes (3, 4 1 v, (definides a 2.4.6) utilitzant
les diferencials del lema 2.4.8. Aquestes diferencials ens serviran pel calcul de la derivada de
Rumin.

Lema 4.1.5. A CK"(¢)
ABrg = cnpqO0 "TINGTTPINOL —e(n — k+ q)a ABAGY T AGFT A 98)
i

Vg =Cn g (00 TN QTN 0L — e FTITEAGTT2IA QT —ca ABAGYTFTITE AT 6

—ktq—1 Chbe2 e

_ —2|rq )oz/\v/\ﬁg Fra=2 ) gh=20t1 5 oo
—k4q—1 kg e

_ ;q )5 Ay A By A OITI2 20 5 o)

A partir del lema anterior i seguint el metode utilitzat per [BF08] podem trobar la variaci6
de les valoracions By 4 i I'y ; a CK"(e).

Notacio 4.1.6. Denotem

th = th(Q) = /

20 <Xa N)ﬁk,q i f‘k,q = fk,q(Q) = / <X7 N>’Yk,q-

o0

Proposicié 4.1.7. Sigui X un camp diferenciable definit a CK"(¢) i Q@ C CK"(e) un domini
reqular. La variacio a CK"(€) de les valoracions By, 4 i 'y 4 respecte el camp X esta donada
per

dx B q(Q) = 2cn7k7q(c;}€717q(k‘ — QQ)ka:—l,q — C;}%Lqil(n +q-— k‘)qfk_qu_l
JrC;}f—l,q—l(n tg—k+ %)qu‘—17q—1 - 67;}6—1,q(k —2q)(k —2q — ]')Bk‘—l,q
by ga(k — 20)(k 20~ DBinger — erhir g — -+ 0)a + 2)Brrg)

1
OxTkq() = 214 (C,_L}g,l,q(k —2¢) Tj_1,4 — Crho1.q1(N+q— k)qT—1,4-1
+C;}c—1,q—1(” +q—k+ %)qékfl,qfl - c?’:}i}—l,q(k‘ —2q)(k —2q — 1)Bk71,q

_ - _ 3.1 -
e (Cpk1,ge12(k = 20)(k = 20 = 1) Bry1gi1— ¢ g (0 =k + )20+ 5) =5 (4 + 1)) Briag

~Cpir1qr1 (k= 29)*Thr1041 + Crbrtgm—k+q—1)(g+ DT jt1,4
_ - _ 3. A
_E(Cn}g+3,q+2(k —2q)(k — 29 — 1)Bjy3,g+2 — Cn}g+37q+1(n —k+q-1)(¢+ i)Bk+3,q+1)>>'

Demostracié. Considerem primer la valoracié donada per S 4.

Al lema 4.1.4 donem una expressié de la variacié d’una valoracié definida per una forma
en termes de la derivada de Rumin de la forma. Per tant, si coneixem la derivada de Rumin
de B4 tindrem la variacié de la valoracié By .

De totes maneres, n’hi ha prou trobant irDf 4 i i7Dvge modul « i da ja que després
integrem sobre el fibrat normal unitari i les formes a i da s’hi anullen (cf. lema 1.3.12).

De la demostracié de la proposicié 4.6 de [BF08] tenim que, per max{0,k—n} < g < % <mn,
existeix una forma invariant &, € Q*"~1(S(C")) tal que

da A &q = —987]”(10’1{72(103 mod(a), (4.3)
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gk‘,q = /8768+Q*k7191f72q729(2171 (44)
A((n+q—k)gb7 — (k —2q)(k — 2q — 1)806-) mod (o, dav).

Per trobar dx By, per € qualsevol, prenem una forma £ € Q2" 1(S(CK"(¢))) tal que ffp’v) =
£ o) quan identifiquem T(;, ,yS(CK"(€)) i T(, )C", per cada (p,v) € S(CK"(¢)), (p',v) €
S(C™). Dit d’'una altra manera, en ser £ invariant, es pot expressar com a combinacié de
productes de les formes «, 3,7, 6g, 01, 02,0s. Prenem aquesta expressiéo com a definicié de &°.
Llavors, a partir del lema 4.1.5 i (4.3) tenim que d(8k 4 + cn kg A EF) = 0 modul a.

Pel lema 2.4.8, la diferencial exterior de £¢ per a € qualsevol és

dee=0p Mg 22087 (n—k4-q) 07 — (k—2q) (k—2q—1)0002 (01 —2800+2¢02) mod(a, da)
i la contraccié de dfB , amb el camp 7', pels lemes 4.1.5 i 4.1.3, és
irdBy g = cmk’q@g_kﬂ_lelf_2q_10‘2]_l((k —2q)v0002 + qB0001 — €(n — k + q)[360102) mod a.

Substituint els resultats anteriors a i7 D0y 4 = i7dBk,q — CnkqdE" (mod a, dar) obtenim la
variacié de 'enunciat.

Per donar la variacié de la valoracié I'y , amb k # 2q utilitzem la relacié entre I'y , 1 By, 4
donada a 2.4.9 i la variacié de la valoracié By, 4.

Per calcular la variacié de I'yq 4, notem primer de tot que dyzgq t€ 3 termes que no sén
multiples de « (cf. lema 4.1.5). De la mateixa manera que per trobar la variacié de By, 4, consi-
derem &5, &5 € Q?"~1(S(CK"(¢))) corresponents a €24 4 1 €2412,4+1 respectivament. Considerem
també

&= "1 gy 0L (4.5)
Llavors, I'operador de Rumin de 244 és Dy2q,q = d(V2¢,q + Cn,2¢,q N (§ — €£5 — €£5)). En
efecte, da A& cancella el primer terme de dryaq , modul a i da A& cancella el segon. El tercer
és cancellat exactament per da A 5.
Ara, utilitzant els lemes 4.1.5 i 4.1.3 obtenim

o . g1
irdyag.q = qB00 909 — e(q +2) 807164 —e%wg 129,07 mod(a, da)
i a partir de (4.4) i (4.5)

de§ = (n — q)qfy 97017 (401 — 2800 + 2¢62)  mod(a, da),

g5 = (n—q—1)(q+ 1)05 7205(v01 — 2800 + 2¢36;)  mod(a, dar),

e _n—q—1
W=

Substituint aquestes expressions a irDYaq ¢ = i7dV2q,q — Cn,2q,q(dE] — €dES — €d&S) mod(cv, dov)
obtenim el resultat.

0~ T203(v01 — 2860 + 2¢463)  mod(a, da).

O

Observacio 4.1.8. Per € = 0 la variaci6é de By, coincideix amb la variacié de I'y 4 i recuperem
el resultat de la proposicié 4.6 de [BF08].

A partir de la proposicié anterior podem trobar de manera senzilla la variacié de la integral
de la curvatura de Gauss. Aquesta variacié sabem, per la férmula de Gauss-Bonnet, que és
nulla a C” pero no als altres espais de curvatura holomorfa constant.
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Corollari 4.1.9. A CK"(¢) la variacid de la integral de la curvatura de Gauss ve donada per
- - 3 -
6XM2n,1(OQ) = 26(4)271,1(2(71 — 1)1‘130 — (3n — 1)31’0 + %€(2n — 1)B371).

Demostracid. Primer de tot relacionem la integral de la curvatura de Gauss amb I'go(2) a
partir de 'exemple 2.4.19.1:

20;1
Mgn_l(aQ> = (n _VOi(ilro’O(Q) = QTLWQNFQVO(Q). (46)

Per tant, a partir de la proposicié 4.1.7 i utilitzant que CT_L}LO = (n — 1)wap_1, cgéjl = (n—
2)wop—3 1 wop—1 = (2n — 1)way,—3/27 tenim Pexpressié de ’enunciat:

2¢ _ ~ _ ~ _ ~
Sx My, _1(09) = m(—cnie(?’" 1)Bio+2c, 5 o(n — DI+ ¢, 5 13¢(n — 1)Bs 1)
= 26(—W2n_1(3n — I)BI,O + QWQn_1<TL — 1)]?1’0 + 36&12”_333’1)
- - 3 -
= 26(4}2”,1(—(371 — 1)B170 + 2(n — 1)F1’0 + %E(Qn — 1)3371).

O

4.2 Variacié de la mesura de r-plans complexos que tallen un
domini regular

Proposicié 4.2.1. Sigui Q C CK"(e¢) domini regular, X un camp diferenciable definit a
CK"™(€) i ¢ el flur associat al camp X. Denotem Q = ¢(2). Llavors,

4
dt|i—g

/ X(QtﬂLr)dLT:/ <X,N>/ oor (Hy)dVdp
Jo 00 GE_, ,(Dy)

on N és el camp normal unitari exterior, D és la distribucid tangent a 0§ i ortogonal a JN 1
o9 (Iy) denota la 2r-éssima funcié simétrica elemental de II restringida a V € GS_ 1+-(Dp)-

Demostracié. La demostracié és analoga a la de [Sol06, teorema 4] pel cas de curvatura secci-
onal constant. Cal fer pero alguna modificacié.

Denotem GC (D) ={(p,) |l CT,00, dimg l = 2r i Jl =1} = ,cpq GS?LT(DP).

Per cada V € GS_ 1,+(Dp), considerem el transport parallel V; de V' al llarg de ¢:(p).
Recordem que el transport parallel preserva l'estructura complexa en varietats de Kéhler (cf.
[O’N83, p. 326]). Llavors, la projeccié ortogonal de Vi a Dy, (,) és un r-pla complex V/ (al
menys per valors petits de t). Aixi, podem definir I’aplicaci6

i GE,(D)x (e — LE

(( , ‘/')7 t) — equst (p) ‘/t/- (47)

La proposicié 3 de [Sol06] és valida sense canvi en el cas d’espais de curvatura holomorfa
constants. A partir d’aquesta i raonant com a [Sol06, teorema 4] tenim

d / 06
il x(QNLy)dL, = lim — / sign(—, N sign(ca, (I1I|v))y*dL,
dt t=0 £§ ( ¢ h—0 h GS L 70(,D % (0,) Z <at > ( ( | ))
= [ Gy sn(on (1) (asnd L)
G(TI’:L 1 T(D)
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on la suma dins la segona integral és sobre les tangéncies de L, amb les hipersuperficies 02
amb 0 <t < h.

Considerem, ara, una J-referéncia mobil {g; g1, Jg1, ..., gn, Jgn } tal que g((p,1),t) = ¢(p, 1),
v =1{9;91,Jg1, s gr, Jgr)NCK" (€) 1 Jgn((p,1),t) = N; (vector normal a 9 en el punt ¢(p,t)).
Suposem que la referéncia esta definida en un entorn de £S ja que només estem interessats en
els punts regulars de ~.

Considerem també la corba L, (t) definida a partir del transport parallel de L, al llarg de la
geodesica donada per NV, el vector normal exterior a 0{2yg. Recordem que el transport parallel
conserva l'estructura complexa (cf. [O’N83, p. 326]). Sigui P € Ty, LS el vector tangent a
L,(t). Llavors en t = 0 tenim

wi(P) = (dg(P), gi) = (%g(Lr(t)),gi) —0, ie{r+LrFL.un—1Ln_1)
Wﬁ(P0::<dg(Fv7pJ>::17 (4.8)

D , — S - _
wij(P) = (Vgi(P),gj) = (5, 0i(Le (1)), 95) = 0, je€{r+Lr+1,.,nn} i €{l1...,n7}

La mesura de r-plans complexos a CK"(¢) és (cf. proposicié 1.5.5)

n

dL, = /\ wi A\ ws /\ Wijw;s| -
i=r+1 i=1,...,7r

Per les igualtats anteriors es compleix
dL, = |wg|tpdL,
ja que a partir de (4.8) tenim ¢pdL, = | /\Z;}qJrl wp, AW A wp, \wij|. Per tant,
Layotd Ly = |wr(dyot)|tpdL, + |wrltayoit pd Ly

amb

¢
EﬁW
Yo (wi)(v) = (dg(dyo(v)), Ny =0 Vv € T(pyl)G(c (T,08),

n—1,r

wn(dydt) = (dg(dydt), N) = (52, N),

d’on obtenim

9¢
ot’
Finalment, utilitzant que ~§(¢pdL,) = |K(1)|dV dp obtenim el resultat de I’enunciat.

'YS(Ld'YatdLr) = |( Ny (epdLy).

O]

Observacio 4.2.2. La integral

/ oo (1| )dV
GC¢C

n,r

sembla dificil de calcular directament. De totes maneres, a partir d’'un metode indirecte la
calcularem. Recordem que la integral analoga en els espais de curvatura constant és igual a
un multiple d’una integral de curvatura mitjana.

Pel cas r = n — 1, pero, podem calcular la integral facilment a CK" ().
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Corollari 4.2.3. Sigui Q@ C CK"(e) domini regular, X camp diferenciable definit a CK"(€) 1
o el flux associat al camp X. Denotem Q = ¢4(2). Llavors,

4
dt

/ X(Ln—1 N Q)dLp—1 = wap—1B10(9).
t=0/LE

Demostracid. A partir de la proposicié 4.2.1 tenim directament el resultat ja que només hi ha
un hiperpla complex tangent a un punt d’una hipersuperficie i llavors es compleix

t=0 /ﬁ‘ﬁ

d

dt

C

n—1n—1

X(Qt N Ln—l)dLn—l - /

(0¢/0t, N) / oon—2(Il|y)dVdx
Qo

1

_ / (06/0t, N) o2 (I1|p)dz
Qo

_ BAG!

—1
Cn,l,O

T (-1
= wan_1B1,0(Q).

Bio(Q)

4.3 Mesura de r-plans complexos que tallen un domini

4.3.1 A l’espai hermitic estandard

Utilitzant que la mesura de r-plans complexos a C" que tallen un domini regular és combinacié
lineal dels elements de la base dels volums intrinsecs hermitics i les proposicions 4.2.1 i 4.1.7
trobem explicitament aquesta combinacié lineal.

Teorema 4.3.1. Sigui 0 C C" convex regular, X un camp diferenciable definit a C™ i ¢y el
flux associat al camp X. Denotem y = ¢(£2). Llavors,

d 1\ ! -1
n / X(Qt N LT)dLr = VOl(GS_l T)Ld27~+1 (7" + 1) (n ) <TL> .
dt t=0J LS ) r r
n—r—1
2n —2r —2q -1 1 -
Z < n—r—gq ) WBQTL—QT—I,Q(Q) (49)

g=max{0,n—2r—1}

-1 -1
/ X(QN Ly)dL, = vol(GE_, , Jws, (” - 1> (”) :
[/;g ’ T T

— 1 2n —2r — 2
Z gn—r—q ( q) M2n72r,q(ﬂ) . (410)

n—r—gq

g=max{0,n—2r}
Demostracio. Per tal de simplificar els calculs, considerem
—1 —1
B;C’q = B,’c,q(Q) = Cn,k,qﬂk,q<9)7 '2q7q = F’quq(Q) = 2cn72q7q,u,2q7q(Q). (4.11)
De la mateixa manera denotem

~ 1A ~ =
B’/ﬁq = Cn,k,qu7Q’ F?f,q = 2Cn,]€,q1—‘k,q- (412)
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L’expressi || e x(Q@N L,)dL, a C" és una valoraci6 homogenia de grau 2n — 2r. Per
I’observacié 2.4.12, es pot expressar com a combinacié lineal dels elements de grau 2n — 2r de
la base de valoracions {pon—2rq| max{0,n —2r} < g <n —r} (cf. definici6 2.4.11) també de
grau 2n — 2r. Llavors,

n—r—1

/[:C X(Q N L’/‘)dLT = Z CqBén727“,q + DF/2n72r,n7r7 (413)

g=max{0,n—2r}

per a certes constants Cy i D, que volem determinar. Fent variacié a banda i banda i comparant
les expressions obtindrem aquestes constants i ’expressié de ’enunciat.

A partir d’ara suposem 2r < n. El cas 2r > n es pot tractar de manera semblant (cf.
observaci6 4.3.2).

De la proposicié 4.1.7 tenim que la variacié de la banda dreta de (4.13) és una combinaci6

lineal del tipus
n—r—1 n—rl

Z cqéénfw‘fl,q_‘_ Z dqf\/2n72r71,q (414)

q=n—2r—1 q=n—2r

on les constants ¢, i dg es poden posar com a combinacié lineal amb coeficients coneguts de
les variables Cj; i D, que encara no han estat determinades.
La variacié de la banda esquerra de (4.13), per la proposici6 4.2.1 és

4
dt

/ X(QﬂLr)dLr:/ <a¢/at,N>/ oor(I1|y )dVdz. (4.15)
t=0/LE Q0 S 1. (D)

n—1,r

A partir del lema 2.4.18, quan considerem el pull-back de la forma ~;, des de N(Q) a
02, obtenim un polinomi Py, de grau 2n — k — 1 en els coeficients h;; de II amb 7,5 €
{1,2,2,...,n,m}. A més a més, per cada ¢ els monomis de Py, que només contenen entrades
de la forma h;; contenen el factor hyy = II(JN, JN) i cada un d’aquests monomis no apareix a
cap altre Py, o amb ¢’ # ¢. Per tant, cada combinaci6 lineal no trivial de { Py 4}, ha de contenir
la variable hi7. Per altra banda, la integral IGS » o9, (II]y)dV és un polinomi de la segona

forma, fonamental II restringida a la distribucié D = (N, JN)*, aixi doncs, un polinomi que
no conté hyy. Comparant les expressions de (4.14) i (4.15), obtenim que cal que d; = 0 per a
tot ge{n—2r,....,n—r—1}

Com que ¢4 i dy depenen de Cy i D tindrem el valor de ¢, una vegada coneguem el de C
i D, que els trobarem a partir de les equacions {d, = 0}. Observem que en aquest sistema hi
ha r equacions ja que ¢ € {n —2r,...,n —r — 1} a (4.14). De variables n’hi ha r + 1: hi ha r
constants Cj i la constant D, (comparar amb (4.13)).

Per tant, tenim una incognita més que equacions. Podem afegir una equacié considerant
II|p = AId i escrivint la igualtat que s’obté d’igualar (4.15) a (4.14) en aquest cas. Llavors,
per a qualsevol parella (n,r) tenim un sistema amb tantes equacions com incognites, que sera
compatible perque les constants de (4.13) existeixen. Tot seguit resolem el sistema.

Expressem, primer de tot, les constants ¢4 i d4 en termes de Cy i D.

Per simplificar el rang de I'index ¢ en d i ¢4 escriurem dy,—y_q amb a € {1,...,7} i cpr_q
amb a € {1,...,r+1}.

Constant d,_,_1. A partir de I’expressié de la variaci6 de B,’Cy ! C™ (proposici6 4.1.7 amb
€ = 0) tenim que el coeficient de fl2n72r71,nfr71 'obtenim de la variacié de By, ., , ;ide
Aixi queda,

/
2n—2rn—r-*

dpyr1==2r(n—7)D+ (2n —2r —2(n — 7 —1))2Cp_,_1
=4Cy_r_1 —2r(n—r)D. (4.16)
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Constants dp—r—q, a € {2,...,7}. El coeficient de Iy, , ., lobtenim de la variacié
/ : / -2
de B2n—2r,n—r—a ide BQn—2r,n—r—a+1 1es

dp—r—q=02n—=2r—2(n—r— a))2Cn,r,a —2r+n—r—a+1l—-n)(n—r—a+1)Cph_r_qs1
=4a*Cprg—(r—a+1)(n—r—a+1)Cp_r_qr1. (4.17)
Constant cp_p_1. El coeficient de BY, 5.y ,_._; Pobtenim de la variacié de Bj, 5., .,
idely, 9., ,1i6s
Cnor—1=4(r+1/2)(n—r)D — 4Cp_r_1
=22r+1)(n—7r)D —4C),_,_1. (4.18)
Constants cp—r—q, a € {2,...,7 — 2}. El coeficient de Bgén_%_l’n_r_a I'obtenim de la
variacié de By, o, ,1de By, 5., , .. 16s
Cn-r—a=—2(2a)2a—1)Cp—yp_qg+2(r—a+3/2)(n—r—a+1)Cp_r_qt1
=—4a(2a —1)Cp—p_qg + 2r—2a+3)(n—r—a+1)Cp_r_at1- (4.19)
Constant cp_sr—1. El coeficient de B, s, ,,_o._; I'obtenim de la variacié de B, ., o,
iés
Cn-or—1=2r=2r+1)+3)(n—r—(r+1)+1)Ch_or
= (n—2r)Ch_2. (4.20)
Una vegada hem escrit les constants de la variacié en termes de les constants de (4.13) ja

podem resoldre el sistema {d,,—,—, = 0} per a € {1,...,7}. A partir de les equacions (4.16) i
(4.17) tenim que el sistema que cal resoldre és:

rin—r)D = 2C,_,_1
40%Cr_ypqg = (n—r—a+D(r—a+1)Chr_ar1.
Per induccié obtenim totes les constants en termes de D:

o (n—r—a+1l)(n—r—a+2)----- n—r)r—a+)(r—a+2)----- "
n—r—a = 2-4“71(12(0,—1)2 ..... 12

B (n—r)lr!
- 220-1(p —r —a)l(r — a)lala!

_ % <” B r) (2) : (4.21)

Per determinar el valor de la constant D calculem [,c D)) oo (p)AV 1 B 0r 1 m—r—a
n—1,r ’

per II|p(p) = AId, que és el cas quan €2 és una esfera geodeésica. Per una banda tenim,
/ oo (p)(AId|y)dV = A*"vol(GS_, ,.)
Gr_1,(Dp)

i per altra banda, si II|p = AId, les formes de connexié satisfan «1; = Aw; 1 f1; = Awj, per
tant, 61 = 2\ i 6y = A\26 d’on obtenim

/Bén72rfl,nfr7a(p) = )‘ZT(ﬁ A GS_Q—H A H%G_Q A Hg_r_a)(p)

= 2202\ (5 7 0 )
— 22&—2)\2r(n _ 1)'
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Aixi doncs, s’ha de satisfer

r+1
vol(GE_ 1) E Cnr—a2? % (n = 1)\,

Substituint les equacions (4.18), (4.19) i (4.20) a l'expressié anterior obtenim

vol(G5_ ;)
ﬁ =(2(2r +1)(n—7)D - 4Cp_,_1)
+ Z 2272((2r —2a+3)(n — 1 + a4+ 1)Cpr_qt1 — 4a(2a — 1)Cpy_,)

+ 22T(n — QT)Cn_QT
=22r+1)(n—7r)D+4(2r—1)(n—r—1)—=1)Ch—r_1

+ Z(—22a724a(2a —1)+222r —2a+1)(n—7—a))Cpn_r_q
+ (2% (n — 2r) — 22" 24r(2r — 1))Cy_ay

=2(2r+1)(n—r)D+ i 220((2r —2a 4+ 1)(n — 7 —a) —a(2a — 1))Cp_r_a
a=1

(421) o (2(n—r 'T'Z 2r—2a+1)(n—r—a)—a(2a—1))

s (n—r—a)l(r—a)lala!

_ D 2n!
ri(n —r—1)!

d’on obtenim

 vol(GE_y ) <n - 1)‘

- 2n! T

VOI(Gn 1 T) n—1\"1Y/n—r\/r
Cn—r—a D .
4an! T a a

Per tant, 'expressié de la mesura de r-plans complexos, 2r < n, que tallen un domini regular
a C" ve donada per

r
/ﬁc X(Q N Lr)dLr = Z CnfrfaBén—Qr,n—r—a + DF,QR—QTJI—T
r a=1

vol(GC ) (n=1\"T S =\,
= () (B et T

i la variaci6 de la mesura de r-plans complexos, 2r < n, que tallen un domini regular a C" ve
donada per

d
d / M@ N L)ALy = (22 + 1)(n— 1)D — 4Cn—y—1) Bl v 111
dt 1=0 J £C ’

s
+ Z((ZT —2a+3)(n—r+a+1)Chpgt1 —4a(2a — 1)Cn—r—a)Bén—2r—1,n—r—a
a=2
+ (TL - 2T)Cn—2TBén—2r—l,n—2r—l

VOl(Gn 17’) n—1 -1 /rtl n—r r41 a -
- n'( r > Z ( a ) ( a )4@—1Bén—2r—1,n—r—a . (422)
. a=1
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Finalment, apliquem el canvi de (4.11) per obtenir el resultat respecte les valoracions { By 4, I'x ¢}
O

Observacio 4.3.2. El cas 2r > n també es pot trobar directament a partir de la relacié entre
les diferents bases de valoracions de C" i la férmula de Gauss-Bonnet a C". De [Ale03] tenim

1
Ogr—1 Jc

/C X(Q N LT)dLT M2T73(8Q N Lr)dLr = CUQ(n—r),n—r(Q)
pae
per a certa constant ¢ que ve de les diferents normalitzacions de dL,.

A la secci6 3 de 'article [BF08] es relacionen les valoracions Uy, , amb els volums intrinsecs
hermitics. Utilitzant aquestes relacions s’obté la mateixa expressié que al teorema anterior pel
cas 2r > n.

Corollari 4.3.3. Sigui Q C CK"(¢) domini reqular, X un camp diferenciable definit a CK" (¢)
i ¢¢ el flur associat al camp X. Denotem Q = ¢4(2). Llavors,

d -1 —1 —1
At / x(@NLy)dL, = VOI(GSfl Pwarg1(r+ 1) " " .
dt t=0 E(S ’ r r
n—r—1
2n —2r —2q —1 1 -
Z ( n—r—gq ) WBQn—%‘—l,q(Q) . (423)

g=max{0,n—2r—1}

Demostracié. Comparant ’equaci6 (4.9) i la proposicié 4.2.1 en el cas e = 0 tenim que per (2

convex regular
/ (X,N) / oor(II|y)dV | dx
o0 GGy (T:09)

és igual a la banda dreta de I'’equacié anterior. Prenent un camp X tal que s’anulla fora d’un
petit entorn d’un punt fixat x € 9€, es dedueix la segiient igualtat entre formes

(],

n—1,r

JQT(11|V)dv> dr = —2FL_vol(GE_, ) (r +1)- (4.24)
(1.09) ("))

n—r—1
2n—2r—2q¢—1 Cn2n—2r—1,n—r—q —qg+1 20—2 o
z < n—r-—gq > 4n—r—q-1 ﬁ/\% ! /\91q /\93 e

g=max{0,n—2r—1}

L’equacié anterior es pot escriure P(II)dz = Q(II)dz on P i @ sén polinomis en les entrades
de la segona forma fonamental. Aquests polinomis coincideixen per qualsevol forma bilineal
definida positiva. Per tant, P = @Q i (4.24) és valida per dominis regulars (no necessariament
convexos). A més, és certa a CK"(e) per tot e. Aplicant la proposici6 4.2.1 tenim el resultat.

O

Corol'lari 4.3.4. L’equacid (4.10) és valida per Q C C" domini regular no necessariament
CONVEL.

Demostracié. Considerem € = ¢4(€2) per un cert flux ¢.

A partir del corollari anterior coneixem la variacié del costat esquerre de (4.10).

Per la proposicié 4.1.7, la variacié del costat dret és combinaci6 lineal de {By, 4, s 4}. Pel
teorema 4.3.1 aquesta combinacié lineal coincideix amb el costat dret de (4.23).

Per tant, la variacié dels dos costats de (4.10) és la mateixa. Aixi, la diferéncia dels dos
membres de (4.10) és constant.

Prenem ¢ tal que ¢4(£2) convergeixi a un punt per t — co. Els dos costats de (4.10) tenen
limit nul quan ¢ — oo, per tant la seva diferéncia és nulla per a tot ¢. O
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4.3.2 En espais de curvatura holomorfa constant

Teorema 4.3.5. Sigui Q C CK"(¢) un domini reqular. Llavors,

1\ !
/ X(QN L)L, = vol(GS_, ) <” > : (4.25)
LE r

k-1

n—1 —1
_(n—r n 1 [2k—-2
(3 <k> > 4k_q< ' q) kg () + 7 — 1+ ()

g=max{0,2k—n} q

k=n—r

+ €' (r+ 1)vol(Q2)).

Observacio 4.3.6. Tot seguit donem una demostracié del teorema suposant conegut el resultat.
A l'apendix detallem els calculs que ens han permes obtenir-lo.

Demostracio. Si els dos costats de 'expressio tenen la mateixa variacié dx respecte qualsevol
camp X, llavors ’expressio és valida. En efecte, prenem una deformacié €2; de 2 tal que €
convergeixi en un punt. Llavors, els dos costats de (4.25) tenen la mateixa derivada i s’anullen
en el limit.

La variaci6 del costat esquerre de (4.25) esta donada al corollari 4.3.3. La variacié del
costat dret es pot calcular utilitzant la proposicié 4.1.7 i dxvol(Q2) = 232,1_17”_1(9). Per tal
de simplificar els calculs reescribim el costat dret de (4.25) com

vol(GE — 1\t
Cr(Q) = y <n > {e"(r + 1)nlvol(Q)
n! r
n jondr+1 ! 1 (n—4\ /(7
j—n-+ _ ! - /
+ oy dm Iyt > 4j—q<'_ >< >B2j,q }-
— _ ) J—4q q
j=n-r gq=max{0,2j—n}
A partir de la proposici6 4.1.7 tenim
1(GE_ -\t _
SxCr(Q) = %’:1) (” } ) [ n(r + 1)00 Bl 1 s (4.26)
n—1 .
g d —nF+r+1 g . ) ~,
+ Z et f{*%” = )iT% qjo1 +2e(n—j = 1)+ 1%,
j=n-—r

1. jt1 3 - 3
+4(n —j + §)JB§j—1,j—1 +4e (2 —(n—j)(25 + 2)) Byiiq i+ 4(n—j—-1)(j + §)B§j+3,j+1}]

n—1 Jj—1 . . .

M AV FAYS :

P Xy (G () e
j=n—r g=max{0,2j—n} J q q

N o1~ . . -~
—(n+q—2j)ql%; 1 41 +2(n+q—2j+ i)qBéjqufl —2(2j —2q)(2j — 29— 1)By;_,,

. . ~ . 1 -
+26(25 —2)(2) — 29 — 1) By 11 g41 — 2¢(n — 25 + q)(q + §)B§j+1,q}-

Provem que 'expressié anterior és independent de €; és a dir, tots els termes que contenen €
es cancellen. D’aqui obtenim que 0xC,(€2) coincideix amb (4.23) ja que aquest fet és conegut
€ = 0. Aix0 demostra el teorema.

Estudiem primer els termes amb B,’a ¢ Reagrupant els termes semblants, la tercera linea
de (4.26) s’escriu com

= —n+r 1 h 1
h:;Jrleh 2{(h—n+r+1)(n—h+ §)h~l—(h—n—|—r)(§—(n—h+1)(2h—§)) (4.27)
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1
+h—n+r+1)(n—h+1)(h-— 5)}B§h—1,h—1

_GT{(T + 2)” - 1}Bén—l,n—l + (QT + 1)(” - T)Bén—2r—l7n—r—1'

Reagrupant els termes semblants, el doble sumatori de (4.26) (oblidant per un moment els
termes amb I", q) s’escriu com

n—1 h—2 h—n4r
¢ n—h h 3 ,
> > pre—— <h_a_ 1) <a+1>2(n+a2h+2)(a+1)32h_m

h=n—r a=max{—1,2h—n—1}

n—1 h—1 h—n+r
€ n—nh h »
D D SR (h - a) <a>2(2h —2a)(2h — 20— 1)Bly 4,

h=n—r a=max{0,2h—n}

n h—1 h—n+r
€ n—h+1\/h—-1 -,
+ Z Z 4ha< b )(a_1)2(2h—2a)(2h—2a—l)BQh_La
h=n—r+1a=max{1,2h—n—1}
n h=2 h—n+r
€ n—h+1\/h-1 1, =,
_ Z Z 4h—a—1<h—a—1>< " )2(n—2h+a+2)(a+2)B2hLa.

h=n—r+1 a=max{0,2h—n—2}

Observem que els termes amb a = —1 0 a = 2h — n — 2 s’anullen, si surten en el sumatori.
Llavors, es pot verificar que tots els termes de ’expressié anterior es cancellen excepte aquells
amb h = n —r,n, i aquells amb a = h — 1. Clarament els termes corresponents a h = n —r
sén independents de e. Els termes amb h = n sumen €"(n — 1)35571_1,“_1, i junt amb el terme
semblant que apareix a (4.27) anullen el primer terme de (4.26). Finalment, els termes amb
a = h — 1 s6n cancellats amb la suma a (4.27).

Amb un analisis semblant, perd més curt, es pot verificar que els miltiples de f‘z’ g s’anullen
completament. Aix0 prova que (4.26) és independent de ¢, i acaba la demostracié. O

4.4 Férmula de Gauss-Bonnet a CK"(¢)

Teorema 4.4.1. Sigui Q un domini reqular a CK"(€). Llavors

warX(2) =(n + 1)e"vol(Q) + (4.28)
n—1 c—1
(n — ¢)wap—2c€° 1 [2c—2q
+ Z n(n_l) Z Ac—q c—q /"L2C,Q(Q) + (C + 1)”20,0(9)
c=0 c g=max{0,2c—n}

Observacid 4.4.2. Per € = 0 estem considerant el teorema de Gauss-Bonnet a C"* 22 R?" on és

conegut:
1

Q) = My, 1(09) = 110.0(9).
x(©2) L 1(092) = p10,0(2)

que és precisament l'expressié que s’obté de la férmula de ’enunciat.

Com en el teorema 4.3.5, donem aqui una demostracié a partir de suposar conegut el
resultat i a 'apendix detallem els calculs que ens han permes obtenir el resultat.

Demostracio. La demostracié és analoga a la del teorema 4.3.5. En efecte, els mateixos calculs
que a la demostraci6 del teorema 4.3.5 mostra (en el cas r = n) que la variaci6 de la part dreta
de (4.28) s’anulla.

Per ¢ = 0, I'equacié (4.28) és la coneguda férmula de Gauss-Bonet a C* = R?". Per
e # 0, prenem una variacié diferenciable de 2 per obtenir un domini contingut en una bola de
radi 7. La part dreta de (4.28) es manté constant sota aquesta deformacié. Prenent r prou
petit, la diferencia entre els dos costats de ’equacié es fa arbitrariament petita. Per tant,
coincideixen. O
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Tot i que en 'expressié del teorema anterior no apareix explicitament la integral de la
curvatura de Gauss, es pot fer apareixer trivialment.

Corollari 4.4.3. Sigui Q un domini regular a CK"(¢€). Llavors,

2nwan X (€2) =May,—1(09) + 2n(n + 1)€"vol(2)+

n—1 -1 c—1
ofn 1 [(2c—2¢q
+3 2 (") > (D2 el + (et D)

c—q

c=1 g=max{0,2c—n}
Demostracié. Apliquem la relaci6 (4.6) al resultat del teorema anterior. O
Observacions 4.4.4. 1. Recordem 'expressi6 de la formula de Gauss-Bonnet-Chern per un

domini regular €2 en un espai de curvatura seccional constant k de dimensié parell:
OZm—lX(Q) = Mgn_l(aQ) + Cn_gMQn_g(aQ) 4+t My (89) + (|k")n/2V01(Q),

on c¢;j son certes constants conegudes que depenen de la curvatura seccional de ’espai.

Observem que a l'expressié surten totes les integrals de curvatura mitjana d’index senar
i el volum. A la férmula que hem donat per CK"(¢), € # 0, també hi ha tots els volums
intrinsecs hermitics de CK"(¢) amb primer index senar.

2. A [Sol06] es dbna una expressié de la férmula de Gauss-Bonnet-Chern per espais de
curvatura seccional constant k£ utilitzant la mesura de plans de codimensié 2 que tallen
el domini. La férmula alla obtinguda per Q C RK"(e) és la segiient:

2k

Wnp—1

nwpx(2) = M,—1(0Q) + / X(QN Lp_2)dLy,—s2. (4.29)
Ln—2

Una pregunta natural és si en els espais de curvatura holomorfa constant també podem
trobar una expressiéo que relacioni la integral de la curvatura de Gauss amb la carac-
teristica d’FEuler mitjancant la mesura de plans complexos que tallen el domini, és a dir,
si per CK"(e€) existeix una férmula de estil:

cox(Q) = Moy_1(99) +Zcq/ (N Ly)dL,

o bé

cox(Q) = Mop_1(99) +ZM2q+1 Q) +Zcq/ (2N Ly)dL,.
q=0

Utilizant també variacié a banda i banda de les expressions anteriors es pot veure que cap
de les dues férmules anteriors és possible en general (per n = 2 i n = 3 si que es poden
ajustar les constants). Es pot obtenir perd una aproximacid, que donem al teorema
4.4.5. Potser seria possible una férmula similiar a les anteriors si també coneguéssim la
mesura dels plans totalment reals que tallen un domini regular. Aquesta és una qiiestio
que queda pendent d’estudi.

3. Per n = 2 la férmula de Gauss-Bonnet-Chern a CK"(¢) ja era coneguda de [Par02]. A
partir del resultat general anterior obtenim la mateixa expressio, que es pot escriure com:

1 /1 1
x(Q) = = (2 00T € (435,0 + F’m) + 6e2v01(9)> .
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Dues altres maneres equivalents d’escriure la férmula anterior sén

x@)l(m@m+f<m@m+/

_ 2
=25 » k:n(JN)> +12¢ vol(Q)) (4.30)

(@) = 1 <M3(asz) 42 /

» @nzyde+ g [
T ﬁ(gl 2

En(JN) + 126%01(52)) .
o0

En el segiient resultat expressem la caracteristica d’Euler en termes de la integral de la
curvatura de Gauss, el volum, la mesura d’hiperplans complexos i les valoracions pio. .. Aquesta
férmula ve a generalitzar (4.29) en espais de curvatura holomorfa constant.

Teorema 4.4.5. Si Q és un domini reqular a CK"(¢) aleshores

EC(UQn

wanx(Q) = € / o X(@N Ly1)dLn_1 + > f126.¢(9)
£ c=0

n—1

W2e

6Cw2
= 2e,c(€2).-
W2e

1
— My, 1 (09
Mo, 1 (0 >+e/£C

n—1

X(Q N Lnfl)dLnfl + Z
c=1

Demostracio. A partir dels teoremes 4.3.5 i 4.4.1 tenim la igualtat d’aquest teorema:

n—-1 . | n—1 n
€ c! 1 (2c—2q €"(n+1)!
X(Q) = : Z = ( e g >B2c,q(Q) + (c+ 1o e(2) | + TVO](Q)
c=0 g=max{0,2c—n}
n—1 . ' n—1 n
e c! 1 [2c—2q €"(n+1)!
= FO,O(Q) +Z c Z Ac—q < c—gq >B26,C(Q) + (C + 1)F207C(Q) +TV01(Q)
c=1 g=max{0,2c—n}
enl T2 el elgne = 1 [2c—2q
=Too(Q) + > — > = ( c—q )BQC,C<Q) + Do e(Q) | +
c=1 g=max{0,2c—n}
enl e e Lelgn—e €"(n+1)!
+ o — Coce(Q) + TVOI(Q)
c=1
en! el €'(n+1)!  €'nln
=T0,0(2) + n/ X(Q2N Ly_1)dLy 1 + Z —Tocc() + < ( - ) -— ) vol(Q).
™ Jcc =7 i s

O]

4.5 Un altre metode per calcular la mesura de rectes complexes
que tallen un domini

A partir del teorema 4.3.5 podem donar una expressié de la mesura de rectes complexes que
tallen un domini regular (només cal prendre r = 1). En aquest apartat, pero, volem donar
una altra manera d’arribar a ’expressié a partir dels resultats del capitol 3.

4.5.1 Mesura de rectes complexes que tallen un domini a C"

Proposicié 4.5.1. Sigui 2 domini regular de C™. Llavors,

_ Wop—4 n—

k:n(Jn)> .
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Demostracié. Recordem que cada recta complexa és isometrica a C. El teorema de Gauss-
Bonnet és conegut a C™ per hipersuperficies 0€) i afirma

Manl(GQ) = QRLUQHX(Q).

Aplicant el teorema de Gauss-Bonnet a C i la proposicié 3.3.2 amb s = 1 tenim

1 Won—2
QNL dL:// k,dpdL| = <2n—1M 8Q+/ k:an>,
/L‘1CX( )dly 21 J e Joonr, g 4nws ( JM(0%) a0 (/)

tal com voliem provar. O

Tot i que tenim Gauss-Bonnet a C™ per a tot n > 1 no podem trobar la mesura de s-plans
que tallen un domini seguint el mateix meétode ja que no coneixem la integral [ o Mo 1 (092N

L,)dL,. De fet, a la segiient seccié obtenim una expressié6 d’aquesta integral a partir de la
férmula de Gauss-Bonnet i la mesura de r-plans complexos que tallen un domini.

4.5.2 Mesura de rectes complexes que tallen un domini a CP" i CH"

El segiient resultat es troba, per exemple, a [APFO4].

Proposicié 4.5.2 ([APF04]). Sigui Q domini regular de CP™ o CH". Llavors,

/ volas (2N Lg)dLs = Cvolay, (£2).
LS

El valor de la constant, C, pero no és conegut. Ara ens interessa coneixer explicitament el
valor de la constant per tal de poder aplicar el resultat al calcul de la mesura de rectes i plans
complexos que tallen un domini.

Proposicié 4.5.3. Sigui Q domini reqular de CP"™ o CH"™. Llavors,

/ volas(Q N Ly)dLs = vol(GE ., )volg, ().
LS

n,n—s

Demostracio. Per trobar la constant apliquem la proposicié anterior a una bola de radi R.
Sigui Lg un s-pla complex que interseca Br a distancia p del centre de la bola. A partir del
lema 3.2.13 de [Gol99], tenim que la interseccié Br N Ly és un bola de dimensié complexa s
amb radi r tal que

cose(R) = cos¢(r) cose(p).

L’expressié del volum d’una bola geodesica de radi R de CK"(¢) és (cf. [GraT73])

vola, (BRr) = sin?"(R).

le|rn! €

Utilitzant aquesta expressié obtenim

volas(Ls N Br) = ( u >s 1 (COS?(R) - cosf(p)>5

[el) s! cos2(p)

Per altra banda, l'expressié del Jacobia per 'aplicacié de canvi a coordenades polars és (cf.
[Gra73])
cose(R) sin?""1(R)
le[—1/2
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Llavors, utilitzant ’expressié de la proposicié 1.5.8, obtenim

T vol(Gr 1 s)Oa(n—s)-1 < i1 (S
/L;C volys(Ls N Br)dLs = le|r—1725 Z(il) <z>

=0

R . .
[ ) costiR) st )

o 7-‘—SVOI(CTY(C )OQ(n—s)—l )

€e[n=172
. i i i(_l)i—i—l <5> (S — Z) <2) Sinz(n_s+k+j)(R)
i=0 j=0 k=0 i J k) e(n—s+37)

De la proposicié 4.5.2 sabem que aquesta expressié és multiple de

n

™ .
volo, (Br) = el sin?"(R).

Aixi, tots els termes de la suma sén zero excepte quan 2(n — s + k + j) = 2n, és a dir, per
k+j=s. Aixo junt amb j < s—1, kK <+ implica j = s — i, k =i i tenim

/ VO]QS(LS N BR)dLs
LS

_ 7"-SVOI(GYS,n—S)02(”—8)—1 Zs:(_l)iJrl <S> Slngﬂ

' . —
le|s! P i) 2(n—1)

TVOl(Gh - )02(n-s)-1 . o i em (—1)7H!
- 2efn Sifle (R)Zi!(s—i)!(n—i)

75vol(GS ) Os(n_s—1(n —s—1)! "
= : 2|6(|"n') sin?"(R).

Ara, a partir de la igualtat

ik WSVOI(G(C )Og(n_s)_l(n —s—1)!

_ n,n—s
le|™n! 2|e|™n!
i utilitzant que Oy(p_g)—1 = 2(n — 8)wan_s) = 2% obtenim el valor de C.

Corollari 4.5.4. Sigui Q domini reqular a CK"(€). Llavors

_M n — TEVO .
/E (I:X(Q NLy)dLy= Y <(2 1) M, (9Q) + /8 Fn(IN)+8 1(9))

on ky(JN) la curvatura normal en la direccio JN.

Demostracié. Utilitzant la férmula de Gauss-Bonnet a H?(—4) tenim (veure [San04, p.309])

1 2
/ X(Q N Ll)dLl = — Ml(aﬁ N Ll)dLl - / VOI(Q N Ll)dLl
¢ 2 s

T ﬁ? T

i utilitzant la reproductibilitat pel volum (proposicié 4.5.3) amb s = 1 i la proposici6 3.3.2
obtenim el resultat. O
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Corollari 4.5.5. Si Q és un domini regular de CK?(¢), € # 0, aleshores

2
/ QN L)Ly = © (Ml(é?Q) — L0y (09) + devol(Q) + 27Tx(sz)) .
ONL1£0 4 3€ €

Demostracio. Del corollari anterior, amb n = 2, obtenim

/L Xx(@nLydLy zé <3M1(8Q) + /8 an(JN) + 16€V01(Q)) ,

Ara, aillant [, kn(JN) de 'expressi6 (4.30) obtenim el resultat de I’enunciat. O

Observem que el corollari anterior no té sentit per e = 0 ja que 'expressié (4.30) no té el
terme [y, kn(JN).

4.6 Formules de Crofton per a la curvatura total a C"

Teorema 4.6.1. Si Q) C C™ és un domini reqular aleshores

L 1
MgrmamLT)dLr=2mérvol<GS_1,r><nr ) <:f> :

n—r
1 2n — 2r — 2q
Z An—r—q < n—r—gq >M2”—2T7¢I(Q)

g=max{0,n—2r}

Ly

Demostracio. Per una banda, utilitzant la férmula de Gauss-Bonnet a C™ i la relacié (4.6)
tenim

Mo,—1(0Q2N Ly )dL, = 2rwr/

. x(QN Ly)dL, = 27‘w2r/
Ly

e MO,O(Q N Lr)dLr. (4.31)

Ly

Per altra banda, utilitzant el teorema 4.3.1, tenim

-1 -1
/ (N L)AL, = vol(GE_, , Jws, <” 1) (”)
LS ’ r r

n—r

1 2n —2r — 2q
Z gqn—r—q ( n—r—gq )/‘2n—2r,q(9) ’

g=max{0,n—2r}

i obtenim 'expressié de I'enunciat. ]






Capitol 5

Altres formules de Crofton

En el capitol anterior hem donat una expressié per la mesura de plans complexos que tallen
un domini regular en un espai de curvatura holomorfa constant. Els plans complexos de
CK"(e) s6n subvarietats totalment geodesiques, perd no sén les tniques, sind que els plans
totalment reals també sén subvarietats totalment geodesiques a CK"(e) per a qualsevol e
(cf. teorema 1.4.6). A més a més, per ¢ = 0, hi ha moltes altres subvarietats totalment
geodesiques, d’aquestes ens interessen els plans afins que sén holomorficament isometrics a
CP @ RF=2P. Observem que els plans complexos i els totalment reals en sén casos particulars,
per (k,p) = (2p,p) i (k,p) = (k,0), respectivament.

En aquest capitol donem l’expressié de la mesura dels plans de tipus (2n — p,n — p) que
tallen un domini regular a C", els anomenats plans coisotropics, i pels plans Lagrangians a
CK"(e).

5.1 Espai de (k,p)-plans
Primer de tot, donem la definici6 de (k,p)-pla a C", seguint [BF08].

Definicié 5.1.1. Suposem que V' és un espai vectorial real de dimensi6 n i L}}(V') denota I’espai
de tots els subespais afins de dimensié k£ de V. Si V' = C", considerat com a espai vectorial
real, llavors Uespai dels (k, p)-plans, Ly ,(C") C L2"(C™) es defineix com el conjunt de tots els
subespais de dimensié (real) k que es poden expressar com a suma ortogonal d’un subespai
complex de dimensié complexa p i un subespai totalment real de dimensié real (k — 2p).

Denotem per Ly, els elements de Ly, ,(C") i la Grassmaniana de tots els (k, p)-plans en un
espai vectorial V' que passen per l'origen per Gap i »(V).

De la definicié anterior tenim que Ly, ,(C™) és 'orbita de C? @& RE=2P sota 'acci6 del grup
C™ x U(n), isometries holomorfes de C".

La nocié de (k, p)-pla es pot estendre a CH". A [Gol99] i [Hsi98], es consideren a CH" les
anomenades subvarietats lineals que definim a continuacio.

Definicié 5.1.2. Anomenem subvarietat lineal a la imatge per I'aplicacié exponencial en un
punt z € CH" d’un subespai vectorial de T,CH".

Anomenem (k,p)-pla lineal a la imatge per I'aplicacié exponencial en un punt z € CH"
d’un (k,p)-pla de T,,CH".

La definicié anterior es podria considerar també a CP™ pero fent-ho s’obtenen subvarietats
singulars. KEls tnics casos en que obtenim una subvarietat regular sén els casos en que també
obtenim una subvarietat totalment geodesica, és a dir, pels plans complexos, que serien els
(2p, p)-plans i els pels plans totalment real, que serien els (k, 0)-plans.

81
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A CH", les subvarietat lineals no sén sempre totalment geodesiques. Les uiniques subvari-
etats totalment geodesiques sén també els plans complexos (Lap, € Lopp, p € {1,...,n —1}) i
els plans totalment reals (Ly o € Lk, k € {1,...,n}) (cf. teorema 1.4.6).

5.1.1 Bisectors

Tot seguit mostrem algunes propietats dels bisectors a CH™, la majoria d’elles recollides a
[Gol99]. Els bisectors sén considerats (cf. [Gol99, p. 152]) com els substituts naturals dels
hiperplans (reals) ja que sén hipersuperficies minimes i estan generades per 'aplicaci6 expo-
nencial.

Definicié 5.1.3. Siguin 21, z2 punts diferents de CH". Definim el bisector de {z1, 22} com
E(z1,22) = {z € CH" | d(21,2) = d(22,2)}
on d(z,z;) denota la distancia a CH" entre z; i z (veure proposicié 1.2.3).

Observacio 5.1.4. La definicié anterior a CP", déna lloc a una subvarietat amb singularitats.
Definicié 5.1.5. Siguin z1, 2o punts diferents de CH".

e La geodesica complexa > determinada per z; i z3 s’anomena espina complexa del bisector
@(2’1, 252).

e L’espina real del bisector €(z1, z2), 0(z1, 22) és la intersecci6 del bisector i I’espina com-
plexa, és a dir,

o(z1,22) = €(21,22) N XE(21,22) ={z € ¥ | d(z1,2) = d(22,2)}.

e Una llesca del bisector €(z1, 22) és un hiperpla complex II.' (s) on IT : CH" — ¥ denota
la projeccié ortogonal sobre 3.

Observacid 5.1.6. 1. El conjunt de llesques d’un bisector donen una folliacié del bisector
amb hiperplans complexos.

2. L’espina real és una geodesica (real) dins de CH" ja que ¥ és totalment geodesic i
isometric a H? on la mediatriu de dos punts és una geodesica.

3. Tota geodesica v de CH" és espina d’un unic bisector. En efecte, considerem la geodesica
complexa Y que conté v i la projeccié ortogonal a . Llavors Hil(y) determina un
bisector.

Exemple 5.1.7. A CH? amb el model del disc, el bisector respecte els punts z; = [(1,0,4)] i
zo = [(1,0,—1)] és

E(z1,22) = {[(1,2,t)] e CH" | z € C,t € R}.
Es pot obtenir I’expressié directament utilitzant 1’expressié per la distancia entre 2 punts

donada a la proposicié 1.2.3.

A\ —
L’espina complexa és { [(1, 0, lﬂ>:| amb A, € C no nuls a la Vegada} i ’espina re-

A+
al {[1,0,t]}.
Proposicié 5.1.8. Les isometries de CH" actuen transitivament sobre el conjunt de bisectors.

Demostracio. Per la correspondeéncia entre bisectors i geodesiques tenim que les isometries
actuen transitivament sobre els bisectors ja que actuen transitivament sobre les geodesiques.
O
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Sabem que no hi ha cap isometria no trivial que fixi punt a punt un bisector per no ser
una hipersuperficie totalment geodesica (per € # 0). De totes maneres, podem considerar la
reflexié respecte una llesca S del bisector. Aquesta reflexi6 fixa punt a punt la llesca S i deixa
el bisector invariant. A més, cada una d’aquestes reflexions és una reflexié de l'espina o del
bisector, i fixa el punt de o N S. Per tant, els bisectors sén hipersuperficies de cohomogenitat
1. Es a dir, 'drbita d'un punt d’un bisector (excepte pels punts de o, que tenen mesura nulla
dins del bisector) per les isometries que fixen el bisector és una subvarietat de codimensié 1
dins del bisector; una subvarietat de codimensi6 2 de CH" (cf. [GGO00]).

Per tant, els bisectors no sén hipersuperficies homogénies. Per definicié una hipersuperficie
és homogenea si I'orbita de cada punt, respecte el subgrup d’isometries que deixen la hipersu-
perficie invariant, és tota la hipersuperficie.

Estudiem l’orbita d’'un punt d’un bisector. Primer de tot observem que una geodesica
v(t) € CH" determina de manera dnica un tub T'(r) de radi r (format per tots els punts a
distancia r de ) i un bisector € amb espina real ~.

Volem estudiar la relacié entre aquestes dues hipersuperficies. En concret, donem ’orbita
d’un punt del bisector en termes del tub que passa pel punt.

Proposicié 5.1.9. Sigui p € €. Considerem r tal que p € T(r) N & on T(r) denota el tub de
radi v al voltant de l’espina real v de €. L’orbita de p per les isometries que fixen € coincideix
amb T'(r) N €.

Demostracio. Tot punt de I'orbita O), de p esta contingut a T'(r) ja que les isometries que fixen
el bisector han de fixar 'espina i conservar distancies. Llavors, O, C T'(r) N €.

Tot punt de T'(r) N € és de l'orbita de p. En efecte, si ¢ € T(r) N & llavors d(q,v(t)) =
d(p,~(t)), condici6 necessaria per tal que un punt ¢ sigui de I’orbita de p. Tenim dues situacions
diferents pels punts p, g segons la projeccié d’aquests punts a ¥ sigui el mateix punt o no.
Provem que en ambdés casos existeix una isometria que fixa el bisector i porta p a q.

Suposem que p, ¢ projecten a X al mateix punt x, és a dir, x = Ilxp = IIxngq, llavors p i ¢
estan a la mateixa llesca de €. Construim g una isometria que fixi el bisector i . Denotem
per v el vector director de ’espina real v en . Com que les isometries que fixen el bisector
fixen v, g satisfa dg(v) = +v i, per conservar g l’angle d’holomorfia tenim dg(Jv) = £Jv, de
manera que g fixa el pla complex generat per -, és a dir, I’espina complexa ¥. Per altra banda,
pero, g també fixa el subespai ortogonal a > en x, que és isometric a CK”_l(e) i coincideix
amb la llesca que conté els punts p i g. Ara bé, a CK" ! (e) existeix una isometria § que porta
p a q (per ser CK" !(¢) un espai homogeni). Per tant, g definida com g(z) = x, dg(v) = =+,
dg(Jv) = +Jv i dg(u) = dg(u), per a tot u € (v, Jv)*, determina una isometria de CK"(e)
que fixa el bisector € i porta p a q.

Suposem que p i ¢ no projecten a X al mateix punt. Sigui z = lIyp i y = I[Ixq. Observem
que z, y € v ja que p i ¢ sén punts del bisector. Llavors existeix una reflexié p tal que p(x) =y
i deixa ~y invariant. Per tant, dp porta 'espai ortogonal de {v., Jv.} a l’espai ortogonal de
{7y Ty} A més, § = p(q) satisfa IIxg = Ixq. Si considerem els punts G i ¢ estem en el cas
anterior i sabem que existeix una isometria que porta ¢ a q. ]

De la proposicié anterior tenim que el conjunt de bisectors que passen per un punt és un
subconjunt no acotat, dins de I’espai de bisectors. A la segiient proposicié veiem que, de fet,
la mesura de bisectors que tallen un domini és infinita.

Observacid 5.1.10. Denotem per dL la densitat invariant de ’espai de bisectors % i per dl
la densitat invariant de I'espai de geodesiques reals a CH"™. Per la correspondéncia entre
geodesiques i bisectors tenim

dL = dL;.
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Si denotem per ¥ la geodésica complexa que conté una geodeésica real -y, llavors la densitat
de l'espai de geodesiques reals s’expressa com

dL, = dLYdY,

on dY denota la densitat de 1’espai de rectes complexes i alLlE la densitat de l’espai de ge-
odesiques reals contingudes a X. Ara bé, utilitzant coordenades polars p,# a ¥ tenim

dLYdY = cosac(p)dpdfdy. (5.1)

Proposicié 5.1.11. La mesura de bisectors que tallen un domini reqular a CK"™(e) amb e < 0
€s infinita.

Demostracié. Provem que la mesura de bisectors que tallen una bola B de radi R de CK"(¢)
és infinita, és a dir,

/ (BN L)L = +oc.
B

Denotem 1’element de volum de CK"(¢) per dz. Aquest es pot expressar com dz = dzdxy,
on dzry denota l’element de volum del bisector i dx; ’element de longitud de la direccié N,
ortogonal al bisector en el punt z.

Sigui Ny el vector normal al bisector en el punt y = IIx(z) i u el vector tangent a la
geodesica que uneix y i z. Llavors el pla generat per u i N, (que coincideix amb el vector
normal a I’espina real dins de X) és totalment real i conté N,.

Per tant, el pla exp, (span{Ny,u}) és isometric a H?(¢). Sir denota la distancia entre y i
x, llavors dxy = cos(r)dy; on dy; denota ’element de longitud en la direcci6 Ny.

A D'observacié anterior donem una expresié per dLq. Ara, I'utilitzem prenent coordenades
polars respecte y € X, de manera que p = 0. Llavors, dy; = dp i

1
drrdL; = ddeledE = dxrdfdpdY = dfdxdy;d¥ = ———dbfdXdx.

cos¢(r)

Per altra banda, observem que fixat un domini regular Q@ C CK"(e) se satisfa, per una
certa constant C' > 0, vol(€2) < &x(9).
Llavors,

/ (BmL)dL>C/voleL)dL C// dadL
B

BNL

2m
—C’// / dede—QwC// dz
Py cose(r L€ cose(r
(116) ,, C// / cos? T)dpn_1dG;Cm,1da?
e, cose(r) ’

—1)[«]
= 27vol(B) / cose(r)dx = 4o0.
CH" ()

5.2 Variacié de la mesura de plans que tallen un domini

Al capitol 4 hem donat una expressié per la mesura de r-plans complexos que tallen un
domini regular a CK"(¢). Tot seguit donem una generalitzaci6é d’aquest resultat per I'espai de
(2n — p,n — p)-plans a C™ i per l'espai de n-plans totalment reals a CK"(e).

Primer de tot, necessitem coneixer I'expressié per la densitat de I'espai de (k,p)-plans en
termes de la formes w;; definides a (1.13).
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Lema 5.2.1. 1. AC", l’espai Ly, és un espai homogeni ¢
Lip = U(n) x C"/((U(p) x O(k —2p) x U(n — k + p)) x R¥).

Sigui {g; 91,92, -, 92n—1,92n} amb go; = Jgoit+1 una J-referéncia mobil adaptada a un

(k,p)-pla a g de manera que {gla Jg1, s 9ps I Gp, G2p+15 G2p+3, ---792k—2p—1} genera l’espai
tangent a aquest (k,p)-pla. La densitat invariant de Ly, esta donada per

de,p == /\wi /\wji (52)

7 758

oni € {2p+22p+4,..,2k—2p,2k —2p+ 1,2k —2p+2,....2n} i j € {1,3,...,2p —
1,2p+1,2p+3,...,2k — 2p — 1}.

2. A CK"(e), € # 0, lespai de p-plans complexos Cg i lespai de k-plans totalment reals EIE
son espais homogenis 1

L
L

Sle!
1

Ue(n)/(Ue(p) x U(n = p)),
Ue

=5
1

on
_JUQ+n), sie>0, . _J O(1+E), sie>0,
Ue(n) = { U(l,n), sie<0, Oc(k) = { O(1,k), sie<O.

A més a més, firada una J-referéncia ortonormal de la mateira manera que al punt
anterior, l'expressid (5.2) sequeir sent valida.

Demostracio. 1. Com que el grup d’isometries actua transitivament sobre les J-bases (cf.
lema 1.5.1) tenim que també actua transitivament sobre les parelles de (k,p)-plans.
Llavors Ly, és un espai homogeni.

El grup d’isotropia d'un (k,p)-pla a C" és isomorf a U(p) x O(k — 2p) x U(n — k + p)
ja que els (k,p)-plans a C™ sén subvarietats totalment geodesiques i l’espai tangent en
qualsevol dels seus punts és isometric a CP @ RF~2P,

La densitat es pot obtenir utilitzant la teoria de les referéncies ortonormals que hem
comentat a la seccié 1.3.

2. Pel cas de subvarietats totalment geodesiques, sén valids els mateixos arguments que en
el punt anterior.

O]

La segiient proposicié és una generalitzacié de la proposicié 4.2.1 per a qualsevol (k, p)-pla
a C". La seva demostracié és completament analoga a la demostracié de 4.2.1.

Proposicié 5.2.2. Sigui 0 C C™ un domini reqular, X un camp vectorial diferenciable definit
a C" amb ¢y el flux associat i Qy = ¢4(2), llavors per Uespai de (k,p)-plans Ly, a C* es té

d
< / (@4 N Liy)dLn, = / (06/0t, N) / o (1) dV dz
t=0 ‘Ck:,p [%9] G2n71,k,p(TzaQ)

on N és el vector normal exterior a OS2 i o (1l]y ) denota la k-éssima funcid simétrica elemental
de II restringida a V' € Gap—11p(T0N), la Grassmaniana dels (k, p)-plans continguts a l’espai
tangent de 0S) en x.

També se satisfa la seglient generalitzacié de la proposicié 4.2.1 pels plans totalment reals
de CK"(e).
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Proposicié 5.2.3. Sigui Q@ C CK"(e¢) un domini regular, X un camp vectorial diferenciable
definit a CK"(e) amb ¢, el flur associat i Q0 = ¢4(QY), llavors per Uespai de k-plans totalment
reals E]}f es té

d

G [ xunzoarg = [ @sjonn) [ 0wy )V da
t=0 EE o0N G2n—1,r,O(Tzaﬂ)

on N és el vector normal exterior a OS2 i oy (Illy) denota la k-éssima funcid simétrica elemental
de II restringida a V € Gap—11,0(T0R), la Grassmaniana dels k-plans continguts a l'espai
tangent de 05 en x.

Demostracio. La demostracié és analoga a la demostracié de la proposicié 4.2.1 ja que ens
restringim a plans totalment reals, fet que ens permet assegurar que I'expressié per la densitat
de l'espai pren la forma de (5.2). L'inic pas que cal modificar és la construccié de laplicacié
v alla definida (cf. (4.7)).

Per a cada x € 0% considerem la corba c(t) = ¢i(z). Per a cada t, sigui D,y =
<Nc(t),JNc(t)>L C dp¢(T,09) I'hiperpla complex tangent a ¢:(0€2) en c(t). Si Vg, denota
la derivada covariant de CK"(¢) al llarg de ¢(t), definim

VEX () = m(VarX (1))

on m; : ToyCK"(e) — D,y denota la projeccié ortogonal. Donat un vector X € T,09,
existeix un tnic camp X (¢) definit al llarg de c(¢) que compleix V5 X () = 0 (es demostra
exactament igual que l'existencia del transport parallel habitual). Aixo defineix una aplicacié
lineal ¢ : Dy — De(y), que preserva l'estructura complexa J ja que

VEJIX(t) = m(VarJX (1) = m(JVa X (1) = Jm(Var X (t)).

Finalment, extenem ¢ linealment a v : 7,090 — dp;(T,08) de manera que ¢ (JN;) = J Neg)-
Aquesta aplicacié lineal, porta plans totalment reals a plans totalment reals, i podem definir
la nova aplicacié v com

Vi Gupp(TOQ) x (—€,6) — Liy
((x,V),1) = eXPg,(z) Yt (V)

O]

5.3 Mesura de geodésiques reals que tallen un domini a CK"(¢)

El segiient resultat, que s’obté directament de la proposicié anterior, ens diu que, en els espais
de curvatura holomorfa constant, la mesura de geodesiques reals que tallen un domini regular
coincideix, igual que en els espais de curvatura seccional constant, amb un miltiple de 'area
de la frontera del domini.

Teorema 5.3.1. Sigui @ C CK"(e) un domini regular. Llavors

4
dt

/R X(Q N L)LY = Ogyy1(Ban—2.51-2(Q) 4+ Tan_2.,-1())
t=0 < L}

w
/ x(@n L1)dLY = wonpion-1.0-1(9) = %VQI(@Q).
‘Cl
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Demostracio. A partir de la proposicié 5.2.3 tenim

d
4 / (9 O Ly)dLE = / (06/0t, N) / o1 I}y )dV da.
dt |, ck o0 Gon—1,1,0(Tx002)

Estudiem la integral respecte la Grassmaniana de geodeésiques reals de 1’espai tangent en cada
punt z € 9. Denotem per {fi,..., fon—1} les direccions principals en z. Llavors,

2n—1

1 1
/ o1(I]y)dV = / kn(v)dv = = ) / (, i) kidv
Gan—1,1,0(Tz00Q) 2 Jgn—1 2 i—1 YS!
2n—1 2n—1

sy, 2 312 Osn '~ Oa(2n—1)
== z_: kz/ (v, fi)“dv = n ; ki = ™ tr(II).

Llavors, a partir dels exemples 2.4.20.3 i 2.4.20.4 tenim

d Ogn_1(2n + 1)

— XQﬂleLR:/ X, Ntr(I1)dz
il LX) o [ v

_0271*1 1 n—1 1 n—2
= o /N(Q)<X7N><(n_1)!7/\02 AL

_ Qo / (X, N)y A 62 4 (n — 1)/ (X, N)3 A 6y A G2
Ant \Un@ N(Q)

- % (~l2n_27”_1(9) +(n - 1>Bén—2,n—2(ﬂ))

= O2n+1(Ban—2n-2(Q) + Ton_2n-1(Q)).

A C", la valoracié ‘[L]}f X(QNLy)dL; és de grau 2n—1, per tant, és multiple de pg,—1,n—1(€2),

que té variacié (cf. proposicié 4.1.7)

xtan—1,n-1(2) = n2n—10-1(200 by 0 p 1L 20-20-1(Q) + €1 by o o(n — 1) Ban-2.0-2())

= C”,2n—2,n—1(f‘l2n—2,n—1(g) + (n - 1)Bén—2,n—2(ﬂ))
1

= m(Néan,nfl(Q) + (n - 1)Bén72,n72(9))‘

Comparant les dues variacions obtenim el resultat per C". Pero, el mateix és cert per € # 0
ja que la variacié de p2,—1,,—1 no depen de e.

La relacié amb el volum de la frontera la trobem a partir de la relacié de B2,—1,—1 amb
la segona forma fonamental donada a I’exemple 2.4.20.5. O

5.4 Mesura d’hiperplans reals que tallen un domini a C"

L’altre cas particular que podem obtenir directament de la proposicié 5.2.2 és el dels hiperplans
reals a C". Aquest cas particular també té interes per ell mateix ja que els hiperplans reals
sén de codimensié 1.

Teorema 5.4.1. Sigui Q C C" un domini reqular. Llavors

d

dt

/ X(Q% N Lap—1.1-1)dLan 111 = O2,1100,0(Q)
t=0JLon—1,n-1

/ X(Q N LQn_Ln_l)dLQn_l’n_l = w2n—1M1,0(Q).
£2n—1,n—1
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Demostracié. A partir de la proposicié 4.2.1 tenim

d
o / X (8% N Lop—1n—1)dL2p—1,n-1 =/ (X, N)/ oon—1(Illy)dVdx
t t=0 Y Lon—1,n—1 00 Gan—1,2n-1,n—-1(Tz00)

_ / (X, N)oon_1(IT)dz
oN

207%)0 -
= ﬁrop(@).

A C", la valoraci6 fﬁ% . X(Q2NLap—1pn—1)dLop—1,n-1 és de grau 1, per tant, és multiple

—1,n—1

de 11,0, que té variacié
—1 ad
Ox 11,0 = n,1,02¢, 0 0L 0,0-
Aixi, igualant les dues variacions obtenim el resultat. O

Observacid 5.4.2. A partir de 'exemple 2.4.20 tenim la igualtat

1 1
i10(Q) = / det(Il|p) = —— MP,_,(09),
Woan—1 .J o0 Woan—1

pero per haver-hi una tnica valoracié linealment independent a ’espai de valoracions continues
invariants per isometries de C" de grau 1 tenim

Nl,O (Q) = cMgn,g((?Q).

Aixi doncs, la mesura d’hiperplans reals de C™ que tallen un domini coincideix amb un multiple
de “'amplada mitjana”, com a I'espai euclidia.

5.5 Mesura de plans coisotropics que tallen un domini a C"

Els subespais de C" tals que el seu ortogonal és un pla totalment real s’anomenen plans
co1sotropics.

Lema 5.5.1. Els (2n — p,n — p)-plans de C™ coincideizen amb els plans coisotropics.
Demostracid. Sigui L € Lop—pn—p llavors Lt té dimensié 2n — (2n — p) = p. La dimensié del
subespai maximal complex contingut a L+ és n — (n — p) — p = 0. Aixi doncs, L és un pla
totalment real.

Reciprocament, si L és un p-pla totalment real, llavors L és un pla de dimensi6 2n — p i
I’espai complex maximal té dimensié n — p. ]

Lema 5.5.2. Sigui S C C" una hipersuperficie i L € Lop—pp—p, p € {1,...,n}, un (2n —
p,n — p)-pla tangent a S en x. Si N és vector normal a S en z, llavors JN € T, L.

Demostracié. Per ser L un (2n — p,n — p)-pla, podem considerar, en cada punt, una base

ortonormal del seu espai tangent de la forma {eq, Je1,...,en—p, Jen—p, €n—pt1,€n—p+2,.-.,€n}t,
de manera que Je; LT, L perai € {n—p+1,...,n}. Podem completar aquesta base ortonormal
a una base ortonormal de T,C" amb els vectors {Je,—py1,...,Je,}.
Per altra banda, si x € L NS, se satisfa T,,L C T,.S. Per tant, N1T,L, és a dir,
(N,e;) =0, Vie{l,...,n}, (5.3)

(N,Jej) =0, Vje{l,...,n—p}.
Ara, si JN = Y0 aue; + Y i Bide;, Navors N = = >0 o Je; + >, Biei. Utilitzant

(5.3) obtenim JN = Z:-L:n_pﬂ aje;, d’on JN € T, L. O
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A partir del lema anterior, podem provar el segiient resultat.

Teorema 5.5.3. Sigui @ C C™ domini regular, X un camp vectorial diferenciable definit a
C™, ¢y el flur associat a X i Qy = ¢4(Q). Llavors,

d VOI(G%—p n—p(cn))u}?n—p-&-l (2n_p+1)
= QN Lon—pnn)dLon—pn_p = ’ n_J.
dt|,_, /Ezn_p,n_f( t 2n—pn—p)dL2n—pn—p op—2 (zj)
Lz ) (2n—p+2)(n—p+1) (2n—2p+2¢+ 2\ =
> Lp1,4(9) (5.4)
2n —2p+2q+3 n—p+qg+1

g=max{0,p—n—1}

vol(G2n—p,n—p(C"))wan—p (Qniqfﬂ) )
()
L]

3 20n —p+1) on —2p+2¢+1\ " )
4r=4(n—p+q+1) n—p+q Hpaa®):

/ X(2 0 Lop—pn—p)dLon—pn-p =
L"anp,nfp

g=max{0,p—n}

Demostracio. Primer de tot, cal provar que pels espais de plans coisotropics la variacié de la
mesura només té part en I';, ;. De la proposicié 5.2.2 tenim

/ (Q: O L)AL = / (06/0t, N) / o (1| )V da:
t=0 EQn—p,n—p o0 G2n—1,2n—p,n—p(Tzaﬂ)

icada V € Gon—12n—pn—p(Tx0Q), pel lema anterior, conté la direccié JN (on N denota el
vector normal unitari a 92 en x), de manera que II|;; conté sempre I’entrada corresponent a
la curvatura normal en la direccié JIN, pero al lema 2.4.18 hem vist que només els polinomis
provinents de ¢*(7x ) contenen aquesta entrada de la segona forma fonamental.

Per trobar les constants, resolem un sistema lineal. Primer de tot, observem que el funcional
i) Conpmos X(Q N L)dL és una valoracié a C" amb grau d’homogeneitat p. Per tant, es pot

d

dt

expressar com a combinacié lineal dels elements d’una base de valoracions amb el mateix grau
d’homogeneitat com

2]
[ x@ennii= Y Apa@ (55)
2n—p,n—p

g=max{0,p—n}

per certes constants A, , que volem determinar.
Prenent variacié a les dues bandes, trobarem el valor d’aquestes constants. Per la proposicio
4.1.7, la variaci6 de la banda dreta de (5.5) és

L5]-1

Z (Ap,q%n,p,qcﬁ,;—m(p —2¢)? (5.6)
g=max{0,p—n—1}

- p7q+120n,p,q+lcr:;afl,q(” —p+q+1)(g+1)p14
+ (Ap,q-ﬁ-l20n7p7q+lcr_z,}g—17q(n —p+q+3/2)(¢+1)

- Apﬁqzcn,p,qcr:;—m(p —2q)(p =29 —1))Bp-14
Pyat
+ AP,LgJ 2cn,p,l_§J Cn,P—LLgJ (p - 2 |~§J ) Fp_lvth :
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Ara, imposant que no hi ha variacié en Bj,_1, obtenim certes equacions que ens donen la
segiient relacio:

A _ n—p+qg+1
P,q+1 (n—p—+q+3/2) D,q>

(5.7)

de manera que, cada Ay, 441 és multiple de A}, ac(0,p—n}- Per trobar aquest valor, necessitem
una altra equacié, que obtenim prenent II|p = AId, A € R, i igualant la variacié donada a
(5.6) amb la variacié de la proposicié 5.2.2. Llavors, per cada parella (n,r) tenim un sistema
lineal compatible determinat ja que les constants a (5.5) existeixen. A més, sén iniques per la
relacié (5.7). Fent aix0 obtenim, de la mateixa manera que a la demostracié de la proposicié
4.3.1, el resultat que voliem provar. Finalment, per obtenir la variacié només cal substituir els
valors obtinguts de A, a I'expresié (5.6). O

Un cas particular interessant del teorema anterior és el dels plans Lagrangians. Aquest és el
cas que proposa Alesker a [Ale03] com a cas destacable a estudiar. A partir del teorema anterior
podem donar explicitament les constants d’un dels teoremes d’Alesker que hem reproduit a
2.3.5 pero respecte la base dels volums intrinsecs hermitics definida per Bernig i Fu i no pas
directament respecte la base donada per Alesker.

Corollari 5.5.4. Sigui 2 C C™ un domini reqular. Llavors,

L25%] —1
VOl(GQn_17n7()(R2n))wn Z <2q—1) 49="n

n! qg—1 2¢+1

/L x(QNL)dL = ———lin,q(2).

q=0

on LX denota espai de plans Lagrangians de C".

5.6 Mesura de plans Lagrangians que tallen un domini a CK"(¢)
Utilitzant les mateixes tecniques que a la seccié 4.3.2 del capitol 4 obtenim el segiient resultat.

Teorema 5.6.1. Sigui Q C CK"(e) un domini reqular, X un camp diferenciable definit a
CK"(€), ¢+ el flux associat a X i = ¢+(Q). Llavors,

n—1
(n+2) L& qamn <2q +1

d n
Q LYdL = vol(G n—1.n ]R2 W+
/:RX( ¢ ) (Gon—1n0(R)) Yl 2g+3\qg+1

dt|—o

)_lfm,qm

sl n €s senar:

n—1

vol(Gap— 1n0 R2n wn 2 2g—1 -1 49—
[ x@nna =% S0 mrima® 69
q=

n
1 8t €s parell:

vol(Grn0(R?"))

x(QN L)L =

n!

A
q—l 4_”wn
Q
(q q—l g1 M)+

w3

—16—
. n 2 n—l—lw _9

s.
I Mm:
I,
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Demostracio. De la mateixa manera que a la demostracié del teorema 4.3.5, n’hi ha prou en
veure que la variacié de cada costat coincideix.

La variaci6 del costat esquerre de (5.9) i (5.8) coincideix i és independent de €, de manera
que és la mateixa que la donada a (5.4). La variacié del costat dret, la calculem a partir de
la proposicié 4.1.7. En aquesta demostracié reproduim els calculs només per n senar. Per n
parell, podem fer un estudi semblant, perd més llarg per verificar 'expressié de (5.9).

Denotem &,(Q2) la part dreta de (5.8). Llavors, per la proposici6 4.1.7 tenim

1 4a-n
9 .
(q_1> 2 + 1 Cnyn,q

) (C;,izfl,q(n - QQ)2fn—Lq - C;,izfl,qfquf‘n—Lq—l
+ C;,:bl,fl,qflq(q + 1/2)Bn—17q—1 — Cnn—1,4(n —2q)(n — 2q — 1)Bn—17q

et (=200 =20 = DBt =l 1/2)Bui1g))

VOl(Gn n, 0 R2n

SxEn() =

M

VOI nnO U—)n Cnnq n(n - 2(1)2 Cnnq+14q_n+1(q + 1)2 -1 =
=9 " WWTR E L c | .
{ {< (2¢ +1)(*7)) (2 +3)(*H) monha

(cn,n,q+14q—"+l<q+ 1)(g+3/2)  cangdd " (n —2q)(n —2q — 1)) .

(2 +3)(*H) (2¢+ 1) (%))

cn,nfl,qBTL—lyq}

n—1

2 —n—1 g—n 1

}: Cn,n,q—147 (n—2¢+2)(n—2¢+1) Cangd® "a(qg+3)\ ~

6 ( (2¢ - 1)(2%23) a (2q + 1)(2q 1) Cn,n—f—l,an-f—l,q}-
q—

q=1

Per provar el resultat, n’hi ha prou en veure que aquesta expressio és independent de €. Com
que per € = 0 sabem que dx&, () coincideix amb (5.4), obtenim el resultat.

Ara bé, per provar que 'expressié és independent de e agrupem els coeficients per cada
anl,q i BnJqu i veiem que s’anullen. ]






Apendix

En aquest apendix incloem la demostracié que ens permet obtenir les constants donades a
I’expressi6 dels teoremes 4.3.5 1 4.4.1.

Demostracio del teorema 4.3.5

Comprovarem si és possible trobar constants «ay 4 tals que

[n/2]

/EC x(QN Ly)dL, = Z Qs q B q( Z a2;,;12;,5 () + aan,nvol(Q) (A.10)
T k,q

on max{0,k —n} < ¢ < k/2<n.

Observem que a diferencia del cas € = 0, no podem assegurar 1’existéncia d’aquestes cons-
tants ja que no se sap si les valoracions {4} sén base de les valoracions C* a CK"(e). Tot
i aix0, trobarem els valors de les constants que fan que la variacié dels dos costats de (A.10)
coincideixi. Aixo és suficient per demostrar (A.10). En efecte, prenem una deformacié €, de §2
tal que ; convergeixi en un punt. Llavors, els dos costats de (A.10) tenen la mateixa variacié
i s’anullen en el limit.

La variaci6 del costat esquerre de (A.10) esta donada al corollari 4.3.3. La variaci6 del
costat dret es pot calcular utilitzant la proposisicié 4.1.7 i dxvol = 2352”_1771_1.

Ara bé, observem que a la variacié del costat esquerre només apareix {Bgn,gr,m}q, de
manera que la variacié de la part dreta només ha de tenir també aquests termes. Per altra
banda, recordem que quan considerem la variacié d'un volum intrinsec hermitic By, amb k
parell (resp. senar) obtenim només termes Bab i Fa/ p amb a,a’ senars (resp. parells) (cf.
proposici6 4.1.7). Aixi doncs, com que la variaci6 del costat esquerre només té termes no nuls
amb primer index senar, podem considerar que al costat dret només hi ha les valoracions amb
primer index parell, de manera que l’expressié de (A.10) queda reduida, si també fem el canvi
donat a (4.11),

n—1 k—1

/ _X(@NLy)dL, = S D CongBhyy(Q) + Doplhy 1 (Q)) + dvol().  (A.11)
Ly k=1 g=max{0,2k—n}

Ens proposem, doncs, trobar constants Cy, 4, Dag 4, d tals que

n—1 k—1
YO D CougOBh o (Q) + Doj 6T, 1, () + dovol(Q)
k=1 g=max{0,2k—n}
~ vol(Gry Jwaria (7 + 1) i o —2r—2¢—1 1 -,
= ") Z ( n—r—gq >W32n2r1,q(9)
r r g=max{0,n—2r—1}

93
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Gracies a la proposicié 4.1.7, I'equacié anterior déna lloc a un sistema d’equacions lineals.
Escriurem aquest sistema en forma matricial Az = b. Considerem el vector de les incognites
com

= (C2,0,D2,1,C1,0,C11, Da2, - - -, Cocmaxf0,2c=n}s - - - s D2ces - - s Con—2.n—2, Don—2.n-1,d).

Les entrades del vector b contenen el coeficient de B’;g @ f‘;c q de la férmula del corollari 4.3.3
pero amb el canvi de notacié de (4.11), és a dir, els coeficients de 1’expressié (4.22), de manera
que

bie vol(Gr_ 1r)0 o(m—T r+1\ (n—r\r+1\1 n—r\/r+1 r+10 0
n!(" ) A | 1 )\ 2 2 )27 \r+1 ) \r+1) 40 )
Observem que b té totes les entrades nulles excepte les corresponents a Bén 9r—1,q

Les entrades de la matriu A codifiquen la variacié de cada By, , i FQq q respecte B T,

de la segiient manera. Si denotem per (6B, @ B, s), €l coeficient de Br s quan cons1derem la
variacio de la valoracio Bk , llavors a partir de la proposicié 4.1.7 tenim

2qn+q—k+1/2), sir=k—-1,s=q—1
—2(k—2q)(k—2¢—1), sir=k—-1,s=¢q
)

(0B, 4 Bl.,) = 2k —2q)(k—2¢—1), sir=k+1,s=q+1
—2e(n—k+4q)(g+1/2), sir=k+1,s=¢q
0, sind,

(k—2¢)2, sir=k-1,5=¢q

(532,(1;1:;,5): —(n—i—q—k)q, sir=k—1,s=q—1
0, sind,
4qn—q+1/2), sir=2¢q—1,s=q—1
(5T B ) = —46((71—(])(2(]4-3/2) (q+1)/2), sir=2¢+1,s=¢q
e de (”_q_l)(Q+3/2), sir=2¢+3,s=q+1

0, sind,

—2(n—q)q, sir=2¢q—1,s=q—1
(6Thq ) = 2e(n—g—1)(g+1), sir=2¢+1,5=¢
0, sind.

Cada columna de la matriu A conté la variacié d’una valoracié B} kg Féq ¢ 0 del volum. L’ordre

en que colloquem les valoracions B, 2 FQq g ¢s Panaleg al del vector b. (El volum es correspon

a 1"iltima columna.) Es a dir, les columnes de la matriu A donen, en l'ordre indicat, les
segilents variacions:

(635’0, (5F/2717 5B4170, 6B4/1’1, 6]._‘21’2, ey 5Bén72’n72, 611/2”72,”71, 6V01)
Si denotem

6B£k, = (5Bék,max{0,2k—n}7 5Bék,max{0,2k—n}+17 s ’6Bék,k—1)7

oY, = 0T%; 1.,

'/ (D! '/ /! t
B2l~c+1,. - ( 2k+1,max{0,2k—n+1}> BQk+1,max{O,2k—n+1}+17 s aB2k+1,k) )

™/ s ™/ / t
2k+1,- — ( 2k+1,max{0,2k—n+1}> F2k+1,max{0,2k—n+l}+17 T 2k+1,k) )
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llavors la matriu A té la seglient estructura de caixes.

/ / ! ! / / ! / ! / ! !
5B2" ory . | 6By, oIy | dBg. &T'g. | 6Bg. 6F8,» s | 0BG,y 615, _, . | 6BS, o 0I5 5 | dvol
Bj . * *
Bé . *e *e * *
f"s ) *e * *
B . *e *e *e * *
P e | =
15
Bé’, *e *e *e * *
1‘/7 ) *e * *
Bé!‘ *e *e *e
Ty . *e
!
?Qn—S,- *e *e * *
/
I, 3. *e * *
Bén—h *e *e *e *

Hem denotat per * les caixes de la matriu que tenen entrades no nulles indepenents de € i per
*¢ les caixes de la matriu que tenen entrades no nulles per € # 0 pero nulles per € = 0.

L’estructura del sistema ja ens suggereix l’estrategia per a la resolucié: comencant per
dalt, anirem resolent d’un en un els blocs de files corresponents a, B,’C’,, f’;c Un cop resoltes les
variables involucrades en cada un d’aquests blocs d’equacions, substituirem els valors trobats
en les altres equacions on apareguin i les passarem canviades de signe al terme independent.
D’aquesta manera, ens reduirem a un sistema més petit que conservara ’estructura de caixes
del sistema inicial.

Recordem que el terme independent b d’aquest sistema lineal té tots els termes nuls excepte
els corresponents a By, 5. ;.. Per tant, el sistema lineal és homogeni per les primeres equaci-

ons fins a Bén_%_zq; té la soluci6 trivial. Prenem C}, , = Doy 4 = 0 sempre que k < 2n—2r —1.

Pel teorema 4.3.1 coneixem una solucié del sistema anterior per € = 0. En aquesta solucié
s’anullen totes les variables llevat de Coj,—2.4 1 D2j—2r,n—r. Per tant, aquesta solucié complira
les equacions fins al bloc donat per les files By, o, , T, .. també en el cas e # 0.

Per tant, considerem, per a tot € € R i per a tot a € {1, ..., min{n — r,r}},

c B vol(GS_LT) n—1\""/n—r\/r
2n—2r,n—r—a — Aan) r a al’

vol(Gy_y,) (n—1\""
D2n72r,nfr = 50 .
2n! r
Per seguir resolent el sistema a CK" (¢) estudiem per cada ¢ € {n—r+1,...,n} la submatriu

de A formada per totes les files Béc_lyq, I, 1, Aquesta matriu té per columnes no nulles
les de 0T, 4 . 9, 0B5. 54, 019, 5. 1, 085, 1 0, ., on q pren, en cada cas, tots els valors
possibles.

Suposem que coneixem el valor de les variables Da._4 .2, Coc—24 i Dac—2.—1. Llavors
podem substituir-los a les equacions donades per les files corresponents a Bgc,l,q,fgc,m de
manera que, a cada una d’aquestes equacions, només queden per determinar les variables Ca 4
i Dacc. Sidenotem i = max{0,2c — n}, la matriu dels coeficients d’aquestes equacions (que
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correspon a un dels blocs de A que no depenen de €) és

0Bac,i 0Bac,it+1 0Bac,it2 .. | 0B2c,c—2 0Bac,c—1
BQC_l,i —46(2(} — 1) 2(71 — 2c + 3/2)
Boc_1,i41 —2(2¢—2)(2¢—3) | 4(n—2c+5/2)
32571’142 —2(20 — 4)(2C — 5)
Bac—1,c-2 —24 20c=1)(n—c—3)
Bye_1,e-1 —4 de(n —c+ 3)
FQC,L-L' (20)2 —(n — 2c + 1)
Toco1,it1 (2¢ —2)? —2(n — 2c+2)
Tac_1,i42 (2¢ —4)?
Toc 1,e—2 42 —(c=1)(n—-1)
Tac—1,e-1 4 —2¢(n —¢)

El terme independent I'obtenim a partir del terme independent inicial b, que en aquests
casos sempre és nul, i de la part que hem substituit el valor de les variables Da._4 c—2,Coc—2,4
i Dyc—2c—1. Mirant a la matriu que déna lestructura de caixes de la matriu A, donada
a la pagina 95 i les entrades de la matriu A donades a la pagina 94, tenim que el terme
independent del sistema lineal té nuls els termes f‘écfl,q amb ¢ € {max{0,2c —n},...,c — 2}
i el terme I’ 2c—1,c—1 6s igual a 2¢(n — ¢)cDac—2.—1. A continuacié considerem el subsistema
amb equacions les files de fl2071,q ila fila de BQC,LmaX{O’Qc,n} que és un sistema compatible
determinat. El terme independent de la fila Bgc_l,max{ogc_n} és €(n—2¢+2)Coe—9 max{0,2c—n—2}-
Resolent aquest sistema quedaran les variables en funcié de Cy._g max{0,2c-n—2} 1 D2c-2,c-1,
que suposem que sén conegudes.

Per evitar haver de considerar el maxim max{0,2c —n — 2} distingim dos casos.

Primera etapa: 2c <n. Aquest cas només es dénasi2r >n (jaquec € {n—r+1,...,n}).
Si tenim 2r < n no és necessaria la part segiient de la demostracio fins que considerem 2¢ > n.
El sistema que cal resoldre és

—4c(2¢—1) 2(n—2c+3/2) e(n —2c+2)Cac—2,0
(2¢)? —(n—2c+1)
(2¢c — 2)? —2(n —2c+2)

—(c=1)(n—c—1)

4 —2¢(n —¢) | —2ec(c —n)Dac—2,c-1

que té per incognites {02070, 02071, ce 02070_1, DQQC}.
A partir de les dues primeres equacions obtenim

e(n—2c+2)(n—2c+1)

Coco = Coc—
26,0 40(77, —c + 1) 2c 2,07
e(n —2c+2)c
Coe1 = ————Ca_20.
2C,1 (n —c + 1) 2c 2,0

Posem les altres variables respecte Ca.—20. Per a cada ¢ € {0, ...,c — 2} es compleixen les
relacions

(2¢ — 29)?Coey = (g + 1)(n — 2+ q + 1)Coc gs1,
4020’071 - 26(71 - C)D207C = _2ec(n - C)D207270717
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d’on obtenim

e44(n — 2c + 2)!cl(c — 1)!
Cocgr1 = ( el ) ] Ce—2,0,

(n—c+1)(g+D!(n—=2c+q+ 1) (c—qg—1Dl(c—q—-1)!

2(n — 2¢+2)!(c — 1)14¢72
Doce = €(Dac—2,c-1 + ( (n— 2_5_ ol ) Cc—2,0)- (A.12)

(Observem que el casos Cac 1 Cac1 es poden incloure al cas general Coc 1)
Com que les constants que coneixem sén Coy,—2r ¢ 1 D2,,—2,n—r posem les anteriors en termes
d’aquestes a partir de la recurrencia que acabem de donar.

e(n—2c+2)(n—2c+1)

Coco = Jeln—ct 1) Coe—2,0
e — 2+ 2)(n —2c+1)-o-(n— 20+ 2r — 24 2)(n — 20+ 2r — 2+ 1)0
de==nelc—1) - -(n—r+1)n—c+Dn—c+2) -(n—m—r)) 20
(A.13)
=) (2r —n)!(n —7)!(n — ¢)vol(GE_, s (n—1 A
- ge=(n=r)(n — 2¢)lelr!4n—rp) ( r ) <n - r>
e~ vol(GS_y,) fn—1\ "V n—c
- 4¢n) < r ) ( c >’
n—2c+2)4%n —2c+ Dlc!(c—1
Creg1 = (n—c+ 1)((q +1)(n —)2c(+ g+ 1)! (c)— ; - 1))(0 —q— 1)!026‘2’0 (A-14)

e(n —2c+2)49(n — 2¢ + 1)lel(c — 1)lee= 1= Nyol(GC_, An—c+ 1)!(”;1)71
- (n—c+1)(g+1)!(n—2c+qg+ 1) ((c—q—1)H24Inl(c — 1)(n — 2¢ + 2)!
e~ el(n — ¢)vol(GC_ 1) n—1\"

4 g+ D) (n—2c+ g+ Dlc—qg—1)(c—q—1)n! < >

O NGE ) 1\ \( e
N 4e—a—1p) r g+1)\c—q—1)’

2(n — 2c+ 2)!(c — 1)!14°72
Do =€ <D2c—2,c—1 + ( i ) C2c—2,0>

r

(n—c+1)!
(e 22 e D € ONGE )0 e+ D - 1Y
I e (n—c+1)! 4e=Inl(c — 1)l(n — 2¢ + 2)! r
c—(n—r) I(G ) . -1
€ vO n—1,r n 1
= 6-D2072,cfl + ol ! ( . >
c—(n—r) I(G ) 1\~
_ c—(n—r) _ _ € VOlGy 1) (10
= € D2n—27‘,n—r + (C (n 7’)) 2n' ( ” ) (A15)

T 2n! r

) co—(n— r);,(;jl(an 1) (n - 1> -1 e (n-m)

c—(n—r) 1(GC . —
_ € vol (G- ”)(c—i-r—n%-l)(n 1)

2n! r

e (n— T)VOI(Gn 1 T) (n — 1) -1

Tenim doncs determinades les entrades del vector incognita x fins a la posicié Dy, /2], (n/2]
inclosa.
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Segona etapa: 2c > n. Notem que Béc,q té sentit si ¢ satisfa ¢ > 2¢—n > 0. En aquest cas,
2¢ > n, el sistema que cal resoldre té la mateixa forma que el cas anterior (2¢ < n) perd amb
menys equacions i incognites. Considerant com a equacions per resoldre el sistema descrit al
paragraf precedent al cas 2¢c < n tenim que la matriu ampliada del sistema lineal a resoldre és

la segiient

(20 — n) E((4C —2n — 1)C2c72,2c7n71_
—4(n —c+1)(2n —2¢+1)C2c—2,2c-n—2)

(2n—2¢)®> —(2c—n-—1)

4 —2c(n—c) —2ec(c —n)Dac—2,c—1
A partir de la primera equacié obtenim

€

020720_71 = ((46 —2n— 1)CQC_27QC_n_1 - 2(2n —2c+ 2) (2n —2c+ 1)020_2720_,1_2). (Alﬁ)

2c—n
Per a € {0,...,n — ¢}, a partir de la relacié

(2n —2c—2a + 2)2028,20_714_,1_1 = a(2c —n+ G/)CQC,QC_n_i_a

obtenim

4n—c—a+ 1)
a(2c—n+a)
49n—c—a+1)*(n—c—a+2)%...(n—c)?
ala—1)...22c—n+a)(2c—n+a—-1)...(2c—n+1

4%(n — c)l(n — ¢)!(2¢ — n)!
alln—c—a)lln—c—a)!(2c—n+ a)!026’2c_n (A.17)

C2c,20—n+a = CQC,Qc—n+a— 1

) 020,2c—n

i a partir de

4C9¢c—1 — 2(n — ¢)cDacc = —2€(n — ¢)(¢)Dac—2,c-1

i de (A.17) obtenim

2
D2c,c = 6-DZC—Q,C—l + 7020,0—1
c(n—c)
24" n—c)l(n—c)(2c —n)!
=€Doe_o Coe.90—
€P2e-2,e-1 cn—c)(n—c—1)(c—1)! 2e,2c—n
gr=c=l(p — )(2¢ — n)!
= 61320—2,5—1 +2 ( ) ( ) C2c,2c—n- (A-18)

c!

Per trobar el valor de Cac2.—, utilitzem que coneixem el valor de Coc_2920—p—1 1 de
: : _ | nt2
Coc22c-n-2sice{n—r, .., [n/2]}. Considerem ¢y = ["5=].
A partir de I'estudi previ del cas 2¢ < n coneixem el valor de les variables Cocy—2 2¢—n—1,
Cocp—2,2¢0—n—2 1 Dacy—2.¢o—1, que per n parell és (sin és senar ometem el calcul, que és analeg):
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Cacp—2,2¢0-n—1 = Cp1 = (A.19)

/2= =vol(GEy ) (n/2))(n/2)! (n— 1\ !
272 Tnl((n — 2)/2)1(n — 2)/2)! ( )

e“”/%ol(GS_LT) ) <n — 1> -1
n b

r

2nn! r

€ 2vol(GE

n—l,r) n—1 !
2nn) r ’

n/2—(n—r) I(GC ) . -1
€ vol(G,y_1 n n—1
: — =41 .
(r 5 + )( )

Cocy—2,2c0—n—2 = Cpo =

Dacy—2,c0-1 = D2 =

2n! r
Llavors
Chi22 = 5o ((4e—2n—1)Cor—22c-n—1 —2(2n —2c¢ +2)(2n — 2¢ + 1)Coc—2.2c—n—2)
_ er—n/2-;l\j_(117i!G£17r) (3n2 —9n(n—1)) (n ; 1> -1
_ e”"/zgl\;oll?(lfg—u) n(n+2) (n ; 1) 71‘

Una vegada coneixem l’expressié de Cp422 podem trobar la de Co.2.—n per a qualsevol ¢ €
{|n/2],...,n} utilitzant la recurrencia trobada per Coc 2c—n 1 Coc—2,2¢—n—1. Primer de tot tenim

A.16 €
Chozen 27 5 ((4e =20 = )Chc-gpn1 = 2(2n — 2+ 2)(2n = 26+ 1)Cacs2e-2)

(A7) 6C2c—2,2c—n—2

2c—n
de—2n—1)4d(n—c+ Dl(n—c+ 1)1(2¢ —n — 2)!
<( (ifc)!(n—c))!(@c—n—)lg! ) —4(n—c+ 1)(2n—2c+1b
_de(n—c+1) ((de—2n—1)(n—c+1)—(2n—2c+1)(2c—n—1)
N ( (2c—n—1)

Cy— > Coe—2,2¢—n—2
de(n —c+1)c

= Corr99p—n—2.
(2¢ —n)(2c—n—1) 2e-2,2¢-n—2

n+2

Si seguim aquesta recurrencia fins que Cy «—p tingui * < 3= ja estarem al cas que sabem el

valor de la constant i podrem trobar el valor de Cac2c—p.

(4e)cf(n+2)/20(c 1) ((n+4)/2)(n—c+1)(n—c+2) ... (n/2 — I)C
(2c—n)(2c—n—1)-...-4-3 n+2,2
 (4e) (D20 ((n — 2) /2)12
((n+2)/2)!(n—c)!(2c —n)! n+2,2
e)e—(n+2)/293 ¢ er—n/2+15,0] GS, . n— 1
:(4)+2< ) ( 1’)n(n+2)< 1)

(n+2)n 2c—n 2ntlpl

e~ vol(GE L ) fn—1\ "'/ ¢
= e L ( . ) < > (A.20)

020,20771 =

2c—n
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Finalment,

C2c,2(:7n+a =

4%(n — &)l(n — )!(2¢ — n)! e elvol(Gy,_y ) <n - 1) -
T

alln —c—a)l(n —c—a)l(2c —n+ a)! 47=¢(2¢c — n)l(n — ¢)!n!
_ Eci(nir)VOI(GS_LT) n—1 -1 n—c Is
N gn—c—an) r n—c—a/\2c—n+a

4n=eL(n — ¢)l(2c — n)! € elvol(GS_ ) (n - 1> -

A.17)1 (A.20
DQc,c ( );( ) 6-D20—2,c—1 +2

c! 4n=¢(2c — n)l(n —c)Inl \_ r
c—(n—r) I(G(C ) . -1
€ vol(G,,_1,) (n—1
= Dae-ze-1 2n! - < r )
c—(n—r) l(GC ) _ -1
c—n € VO TL—].,T‘ n 1
= € /2Dn’n/2+(c—n/2) 2n' ( r )
c=(n—=7)y0l GC¢ 1 -1
€ o)
= ( n_l’T)(c—i—r—n—f—l) " .
2n! r

Per determinar la constant d de dvol considerem 1’dltima equaci6 del sistema.

= —2¢2(2n — 1)Dap—an—2 — 460292 + 26(3n — 1) Day—2n—1

vol(Gy_y,) (n - 1> !

2n! T

(n—1)!

=2 (—2n—-1)(r—=1)—(n—1)+ (Bn—1)r)

r IG(C B -1
€ vol( n_l’r)n(r—i— 1)<n 1)

n! r
de manera que

1
d= ervol(GS_Lr)(T +1) <n . 1) )

Fent el canvi de variable donat a (4.11), trobem l’expressié de ’enunciat respecte les
valoracions {By, 4,k }-

Com que no podem assegurar que ’equacié plantejada a (A.10) tingui solucié i que sigui
unica hem de comprovar que la solucié que hem trobat satisfa totes les equacions que no hem
considerat per resoldre el sistema.

Estudiem primer el cas 2¢ < n. Considerem la matriu de la pagina 96. Les files que no hem
tingut en compte en resoldre el sistema es corresponen a Béwl’ PRNVES {1,...,¢ — 1}. Suposem

q # ¢ — 1. L’equacié que determina la fila Béc_Lq és

—(2¢—29)(2¢ =29 — q)Cocq+ (g +1)(n —2c+ g+ 3/2)Cocg+1
= —€(2c —2¢)(2¢ = 2¢ — 1)Cac 241+ €(n —2c+ ¢+ 2)(¢ + 1/2)Coc24.

Per ¢ = ¢ — 1, 'equacié que s’ha de complir és:

26> (n — e+ 1)(c = 1/2)Dae—ge2 + 26Coe_2.c—9 — 2e((n — e+ 1)(2¢ — 1/2) — ¢/2) Dae—2.¢1
= —202070_1 + 20(71 -2 + 1/2)D2c,c~

Substituint el valor de cada Ci . i D, . que hem donat a la pagina 97 podem comprovar que se
satisfan les equacions.

De la mateixa manera podem veure que les equacions que no hem considerat del cas 2¢ > n
també es compleixen.



Demostracié del teorema 4.4.1 101

Demostracio del teorema 4.4.1

La idea de la demostracio és analoga a la del teorema 4.3.5: si els dos costats de I’expressié
tenen la mateixa variacié dx respecte qualsevol camp X, llavors ’expressi6 és valida.

A partir de 'expressié de Gauss-Bonnet-Chern sabem que x(€2) s’escriu com la integral
sobre N(€2) d’una forma diferencial O(2n)-invariant i, per tant, U(n)-invariant. Aixi doncs,
per la proposicié 2.4.5 tenim que existeixen constants Cy, 4, Dy 4, d tals que

15]
X(Q) =) ChgBr () + ) DajTh; () + dvol () (A.21)
k,q j=1
on max{0,k —n} < ¢ < k/2 < niB il son les valoracions definides a (4.11). Fent
variacié a banda i banda de la igualtat anterior tenim:

0= Z(Ckvqéllc,q(g) + d2q7qf/2q,q(9))
k.q
amb cj, 4 1 di 4, combinacié lineal de Cy, 4 i Dag g
Cal imposar, doncs, ci 4 = dj 4 = 0.
La variacié de I'y , a CK"(¢) és (cf. corollari 4.1.9):

0T0(€2) = 2¢(—(3n — 1)B1 4(Q) + (n — )T o(2) + 3e(n — 1) B3, (2)).

Cal cancellar la variaci6 en els termes Bf ,, B5, i I’} ;. Per la proposicié 4.1.7 tenim que la
variacié d’una valoracié By, a CK"(e) amb k parell (resp. senar) només té termes By, , i

I, o amb k' senar (resp. parell). Per tant, a Pexpressié (A.21) podem restringir la suma als
valors de k parells, de manera que (A.21) es redueix a

n—1 k—1
Z Coeg B o () + Do Ty, 1(Q) | + dvol(Q). (A.22)
k=0 \ g=max{0,2k—n}

x(9)

La banda dreta de la igualtat anterior és la mateixa que la de la igualtat (A.11) més el terme
D070I’6,0. Per tant, la seva variacié sera molt semblant: només cal sumar la variacié del terme
de I') y a la variacié de (A.10) en el cas r = n. Aixi doncs, respecte el sistema d’equacions lineal
que obteniem a la demostracié del teorema 4.3.5 només cal canviar les equacions referents a
By, B3y i F/LO' Resolem primer de tot aquestes equacions (és a dir, ¢19 = 0, djo = 01
C31 = 0):

—6(3TL — 1)D0,0 — 202,0 + 2(” — 1/2)D2’1 = 0,
6(’rl — 1)D0,0 + 202,0 — (’I’L — 1)D271 = 0,
3€*(n — 1)Dog + 2eCag — €(Tn — 9) D1 — 2C41 + 2(2n — 3)Dy g = 0. (A.23)

El valor de Dg g el podem trobar en el cas de € = 0, és a dir, a C", on sabem que

1 1 n! 1

D = = = = .
0.0 Ogp—1(n =1 2nwo,(n—1)!  2nlgn 277

Aquesta eleccié del valor de Dy garanteix que les dues bandes de (A.21) coincideixen quan

Q collapsa a un punt.
De les dues primeres i del valor anterior de Dy ¢ obtenim

€ e(n—1)
Ca0 2(71 )Do o e
Doy = 2eDgp = —

o’
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Per trobar el valor de Cy 1 i Dy 2 considerem el sistema d’equacions {c30 = 0,¢31 = 0,d3 0 =
0,ds31 = 0}. L’equacié c3 1 = 0 és la donada a (A.23), les altres estan donades per:

—6(’[’L — 2)02’0 — 240470 + (Qn - 5)6'4,1 = 07
16C470 — (TL — 3)0471 = 0,
e(n — 2)D2,1 +Cy1 — (n— 2)D4,2 = 0.

(Notem que coincideixen amb les del teorema 4.3.5.) Resolent el sistema determinat per les
3 equacions lineals anteriors i I'equacié (A.23), obtenim que és compatible determinat amb
solucio

€ € 3e?

(n—2>(n—3), 04’1 = 7(?’&—2), D4’2: ﬁ

Cu 5o

T 32qm

A partir de les segiients caixes, és a dir, de les variables Cy. 4, Dac . amb ¢ > 3, tenim
exactament les mateixes equacions que en la demostracié del teorema 4.3.5. Per tant, podem
utilitzar totes les relacions que hem obtingut si tenim en compte el segiient fet. A la demos-
traci6 del teorema 4.3.5 hem posat cada Ca. 4 i cada Dy com a multiple de Cog i D2 1. Aqui
per trobar els valors de Cyp, Cy1 i Dy2 hem utilitzat un altre sistema. Per tant, podria ser
que els valors que hem obtingut no complissin (A.12). Podem comprovar facilment que si que
es compleixen aquestes equacions.

Aixi doncs, a partir de les igualtats (A.13), (A.14), (A.15), (A.17) i (A.18), prenent r = n—1
i del calcul de Cy 1, Cpo, Dy |n/2) de la mateixa manera que a les tres equacions de (A.19)
tenim ’expressid

n—1 c—1
€ 1 [(e\[(n—c c+1 €"(n+1)!
@@= 5 X () (I B+ @ |+ S o),
c=0 g=max{0,2c—n}

Fent el canvi de variable de (4.11) obtenim l’expressié de Ienunciat:

n—1 c—1
€ 1 [e\[n—c c+1 €"(n+1)!
@-5 Y HO (D) s+ o s T a)
c=0 g=max{0,2c—n}
e - 1 c(n—c)lg(n—2c+ q)!(2¢c — 2¢)\wan—2¢
“2w 2 G q(c = q)l(c = @)l(n = 2c + q)! 2o F
c=0 g=max{0,2c—n} ) ’ ’ :
2 1 n 1)!
+ <c;_)c'(n —2c+ C)!(QC - 20)!w2n—20F20,c(Q)) + @VOI(Q)
7r
n—1 c—1
€ 1 <20 - Qq) cl(n — )¢
=2 w2 e Bacy(Q)
n c— —_ _ | »q
=0 " g=max{0,2c—n} TN e—q (n C)'
(e Dl — o)l Ty (@) + Dy
: . (TL — C)! 2c,c n
n—1 c—1
ecc! 1 [2c—2q €'(n+1)!
- B c Q 1)r c,c Q 1()
e Z c—q<c_q> 2¢,q(2) + (¢ + D)T2cc(Q) |+ s vol(Q2)

c=0 g=max{0,2c—n}
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