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Introduccién

La teoria algebraica de niimeros tiene sus inicios en los trabajos de Kummer
sobre la ecuacién de Fermat. En los anillos ciclotémicos deja de ser cierto
el teorema fundamental de la aritmética: los elementos descomponen en
producto de elementos “primos”, pero no de manera dnica. Kummer, en
una intuicién genial, apunté que esta dificultad podia salvarse considerando
la existencia de nimeros ideales que permitirian recuperar la unicidad en la
descomposicién en producto de nimeros ideales primos. Estas ideas las cul-
mind Dedekind en 1878 fundando la teoria de ideales tal como la conocemos
hoy en dia. Los anillos de enteros de los cuerpos de nimeros son dominios
de Dedekind, es decir, todo ideal descompone de manera tinica en producto
de ideales primos.

No obstante, la teoria de Dedekind no es efectiva. Cuando nos en-
frentamos a un problema concreto, como por ejemplo resolver una ecuacién
diofantica, que exige considerar un cuerpo de nimeros K, de anillo de en-
teros (O, necesitamos resolver en general dos cuestiones fundamentales:

(a) Determinar el tipo de descomposicion:
pO =pi'pgf

de los primos racionales en K. Es decir, para cada primo p € Z
determinar el nimero de ideales primos distintos p; de O que divi-
den al ideal generado por p, y calcular los indices de ramificacidn
e(pi/p) := e; y los grados residuales f(p;/p) :=[O/p; : Fp).

(b) Determinar generadores de los ideales p;.

Usualmente querremos computar estos datos a partir de una ecuacién
definidora del cuerpo K, es decir de un polinomio ménico irreducible F(X) €
Z[X] tal que K ~ QX]/(F(X)).
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Este aspecto efectivo lo cubre parcialmente Dedekind, usando ideas

de Kummer, con el siguiente resultado:

0.1. Teorema. (Teorema de Kummer-Dedekind) Sea F(X) € F,[X] el
polinomio obtenido reduciendo mddulo p los coeficientes de F(X); sea

F(X) =9 (X)™ 9 (XY,

la factorizacién de F(X) en Fp[X) en producto de polinomios irreducibles
distintos. Sean ¢;(X) € Z[X] polinomios mdnicos arbitrarios que reduzcan

a los ¥i(X) y consideremos el polinomio

G(X) = %}(F(X) — $1(X)% - $o(X)*) € ZIX].

Supongamos que para cada 1 < i £ 1 se tiene:

a;i=1 6 P(X)1G(X) enF,p[X]. 1)

Entonces,
po = p‘;l "'pg"

con:
flpi/p) =gr(¥:) v pi=pO0+4:(0)0,

donde 8 es una raiz cualquiera de F(X).

En la préctica este resultado permite resolver las dos cuestiones para
todos los primos p excepto un nimero finito, los que dividen al indice
ind(F) := (O : Z[6]), que son exactamente los primos para los cuales falla
la condicién (1).

El siguiente paso, extraordinariamente importante tanto desde un
punto de vista conceptual como de la efectividad, lo da Hensel, con la in-
troduccién de los cuerpos p-adicos. Esta idea revolucionaria permite “des-
componer” los problemas aritméticos globales en una suma de problemas
locales, donde se focaliza la atencién en los fenédmenos que afectan a un
primo concreto p. Esta filosofia, en el problema que nos atafie, se traduce
en el siguiente resultado:
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0.2. Teorema. (Hensel) Sea
F(X) = Fi(X) - Fy(X),

la factorizacion de F(X) en producto de polinomios irreducibles de Q,[X].
Para cada 1 < i < g sea K; el cuerpo local Qp[X]/(Fi(X)) y denotemos por
e(K;/Qp), f(Ki/Qy) el indice de ramificacidn y el grado residual locales.
Entonces, hay eractamente g ideales primos p; en O dividiendo a pO y
para cada uno de ellos se tiene:

e(pi/p) = e(Ki/Q) v f(pi/p) = f(Ki/ Q).

Después de este resultado, el problema de la efectividad puede re-
solverse mediante técnicas locales que comportan esencialmente la facto-
rizacién de polinomios en cuerpos p-ddicos (que se traduce en la prictica
en factorizar médulo una potencia suficientemente alta de p) y la determi-
nacion de bases de enteros de érdenes locales. Utilizando distintas variantes
de estas ideas se han obtenido diversos algoritmos para hallar la descomposi-
cién en producto de ideales primos. Destaquemos los de Pohst-Zassenhaus,
Boffgen-Reichert y Buchmann-Lenstra.

El objetivo principal de la memoria es el de desarrollar un nuevo
algoritmo, basado en la técnica del poligono de Newton. El poligono de
Newton se utilizé en el siglo pasado para estudiar las singularidades de
curvas planas. En 1907 Bauer reconvirtié la técnica para su aplicacién a
cuestiones aritméticas. Si dibujamos en el plano los puntos de coordenadas
(i,vp(a;)), donde los a; son los coeficientes del polinomio F(X), la envoltura
convexa inferior de esta nube de puntos es un poligono abierto, cuyos lados
marcan una factorizacién de F(X) en Q,[X] en producto de polinomios
coprimos dos a dos (no necesariamente irreducibles) y las pendientes de
los lados determinan el valor p-adico de las distintas raices de F(X) en la
clausura algebraica de @, . Si esos lados no contienen puntos de coordenadas
enteras (aparte de los vértices) se obtiene una solucién completa a la cuestién
(a) mencionada anteriormente. '

Por ejemplo, FI(X) = X% + X? — 2X + 8 factoriza como X?(X + 1)
médulo p = 2 y el lema de Hensel no basta para determinar su factorizacién
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en Q;[X]; habria que factorizar médulo 4 para detectar que ese polinomio
descompone completamente en Q.. En cambio, una simple ojeada a su
poligono de Newton:

3

!
+

b
T  {
0 1 2 3

nos hace ver que F(X) tiene tres raices en @ {con valor 2-ddico 0, 1 y 2
respectivamente) y que por tanto el primo 2 descompone completamente en
el cuerpo cibico determinado por F(X). Este cuerpo cibico lo introdujo
el propio Dedekind para ilustrar las limitaciones de su método. Se puede
probar facilmente que para cualquier polinomio F(X) generador de este
cuerpo se tiene 2 | ind{F), con lo que el teorema de Kummer-Dedekind no
puede nunca proporcionar la informacién que nos interesa.

Las ideas de Bauer fueron extensamente ampliadas por Ore, quien en
una serie de articulos en los afios 20, introduce un concepto mdas general de
poligono, el ¢{X )-poligono, que permite tratar el caso en que los factores
irreducibles de F(X) no son necesariamente lineales. Este punto de vista
permite incluir el teorema de Kummer-Dedekind como un caso particular;
mds precisamente, la condicién (1) se traduce en que el ¢;{X)-poligono
de F(X) tenga un solo lado de pendiente negativa, con alguna de las dos
proyecciones sobre los ejes de longitud 1. También, Ore asocia a cada lado
del poligono un polinomio sobre un cuerpo finito, cuya factorizacién en
producto de irreducibles permite acabar de determinar la descomposicién
de los primos en numerosos casos no cubiertos por la técnica anterior.

En la terminologia clasica (cf. [Be 27]) la aplicacién estricta del poli-
gono (Bauer-Ore) es conocida como la “segunda aproximacién”, mientras
que la informacién extra que obtiene Ore de cada lado se bautizé como la
“tercera aproximacién” (el teorema de Kummer-Dedekind era la “ primera
aproximacién”). Esas aproximaciones han sido mejoradas y generalizadas
por distintos autores; por ejemplo, Ore puso en un contexto més general
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la segunda aproximacién inicial de Bauer, 6 Montes-Nart en [Mo-Na 92]
refinan la tercera aproximacién. Ahora bien, los autores cldsicos ya eran
conscientes de que por mucho que se refinaran esas aproximaciones, siem-
pre quedarian polinomios para los cuales todavia no se obtiene la respuesta,
definitiva (cf. [Be27], [Or28]). También intuian que deberia ser posi-
ble introducir aproximaciones de mas alto nivel que permitieran resolver la
cuestién para cualquier polinomio en un proceso iterativo finito. Esa es pre-
cisamente la cuestién que resolvemos en la memoria con nuestros poligonos
de orden superior.

Estd muy claro que la técnica del poligono aventaja en simplicidad
y rapidez a cualquier otro método iterativo conocido. La segunda aproxi-
macidn, por ejemplo, es un cdmputo directo que no requiere ningin proceso
algoritmico y el numero de casos que cubre es espectacularmente grande;
la sensacién que se tiene es que se obtiene la mayor cantidad posible de
informacién con el minimo de trabajo. Para la tercera aproximacién ya. se
requiere un proceso de busqueda: factorizar polinomios sobre un cuerpo
finito; atn asi, hay que tener en cuenta que se dispone de algoritmos muy
eficientes (mucho miés eficientes que los que se precisan para factorizar mo-
dulo una potencia de p, donde no hay factorizacion tinica). Intuitivamente,
la posibilidad de aplicar la técnica del poligono a distintos niveles con un
control de la finitud del proceso tiene que dar forzosamente un algoritmo
mucho mis eficiente que los algoritmos no basados en el poligono. En el
algoritmo que presentamos, ademads, se mantiene el hecho de que en cada
nivel el dnico proceso de bisqueda necesario sigue siendo la factorizacién
de polinomios en cuerpos finitos. Sin haber hecho un estudio tedrico de la
complejidad de nuestro algoritmo, la experimentacién con casos practicos
muestra con creces la eficiencia del algoritmo (véase capitulo 3).

Pasamos a describir brevemente el contenido de los distintos capitulos
de la memoria. En el capitulo 1 se exponen los principales resultados de
Ore sobre el poligono de Newton trasladados al contexto de cuerpos locales.
Se distinguen cuatro fases distintas, cada una culminando con un resultado
clave que denominamos respectivamente teorema del producto {de caracter
instrumental), del poligono (segunda aproximacién}, del polinomio asociado
(tercera aproximacién) y del indice. El conjunto de estas fases constituye lo
que llamamos el nivel 1 o0 orden 1. Cada fase marca los distintos obstaculos
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que sera necesario superar en cada nivel con los poligonos de orden superior.
Este es el objetivo del segundo capitulo, que constituye el niicleo principal
de la memoria.

Dentro del segundo capitulo merecen mencién especial las definiciones
del poligono y del polinomio asociado en orden r. La definicién correcta de
“poligono a otro nivel” requiere considerar extensiones adecuadas de la va-
loracién p-ddica al anillo de polinomios, marcadas por datos proporcionados
por el poligono de orden anterior. Valoraciones de este tipo fueron intro-
ducidas por MacLane ([Ma 36a], [Ma 36b]) también con el propésito de
obtener un algoritmo para determinar la descomposicién de los primos en
cuerpos de nimeros; no obstante, sus métodos no son efectivos. La defini-
cién del polinomio asociado en orden r es el obsticulo cuya superacién
presenté mayores dificultades. En el fondo su construccién se reduce a -
encontrar “buenos” representantes de ciertas clases residuales médulo las
valoraciones que acabamos de mencionar; ahora bien, la eleccién correcta
(es decir, que funcione) de esos representantes pasa por un delicado trabajo
con fracciones racionales. Finalmente, el teorema del indice es el resultado
clave en el control de la finitud del proceso iterativo. Mencionemos también
que cada vez que el proceso permite aislar un factor irreducible en Q,[X] del
polinomio inicial F(X), el método permite explicitar una base de enteros
del correspondiente anillo local (cf. 11.12).

En el tercer capitulo se desarrolla el algoritmo para resolver las cues-
tiones (a) y (b) del principio de esta introduccién, basado en la sucesiva
consideracién de poligonos de Newton. Las técnicas expuestas en el capitulo
anterior ya proporcionan, sin mds, un algoritmo para resolver la cuestién
(a). En este capitulo se describe un proceso de obtencién de “representantes
optimales”, que permiten recoger toda la informacién posible que se puede
obtener a un nivel determinado antes de verse obligado a pasar al nivel su-
perior. Con esta técnica se obtiene una implementacién mucho més 4gil del
algoritmo que la que se obtendria con una aplicacién ciega de los resultados
del capitulo 2. En el capitulo se resuelve también la cuestién (b) explici-
tando generadores de los ideales primos que dividen a p© en término de los
datos (las pendientes de los lados y los polinomios asociados) del poligono
de orden r + 1, si ha sido necesario llegar hasta orden r para resolver (a).
En este capitulo presentamos varios ejemplos con una doble finalidad; por
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un lado, ilustrar la estructura general del algoritmo (en particular como
intervienen las aproximaciones de nivel superior), y por otro, mostrar su
eficiencia en general con polinomios de grado muy alto. Los calculos con
estos polinomios se han llevado a término usando el paquete Newton, la
implementacién que ha hecho J. Guardia del algoritmo.

En el cuarto capitulo se usan las técnicas del capitulo 2 para de-
terminar de manera no algoritmica el discriminante absoluto y el tipo de
descomposicién de los primos en un cuerpo cuértico arbitrario. Evidente-
mente, no se puede obtener este resultado mediante una simple aplicacién
del algoritmo al polinomio genérico X* + aX? 4+ bX + ¢, con a,b, ¢ inde-
terminados, pues nos podria pasar que estuviéramos distinguiendo casos
indefinidamente. Destaquemos que los resultados para el primo 2 son ex-
cepcionalmente enrevesados debido a los numerosos casos de ramificacién
salvaje que presenta.

Al acabar la presente introduccién, quiero expresar mi agradecimiento
a todos los que han contribuido a que este trabajo veala luz: a mi familia; al
Seminari de Teoria de Nombres de Barcelona, en especial a la Profesora Pilar
Bayer por su continuo estimulo; al Departament d’Algebra i Geometria.
Y quiero dar las gracias al Profesor Enric Nart por su eterna paciencia

conmigo, y por haberme ensefiado a conocer la regularidad del poligono
aritmético.






CAPITULO 1

Poligonos de Newton (de orden uno)

En este capitulo se agrupan los principales resultados de Ore relativos a las
aplicaciones aritméticas del poligono de Newton (cf. [Or 23] y [Or 28]) en
cuatro teoremas: del producto, del poligono, del polinomio asociado y del
indice; los cuales se enuncian ya en el contexto mds general de los cuerpos
p-ddicos que permite su aplicacién al caso relativo (cf. [Mo-Na 92]).

La exposicién de estos resultados sigue un patrén que facilita su ex-
tensién y completacién en el contexto de poligonos de orden superior en el
préximo capitulo. Por ello introducimos también en este capitulo el con-
cepto de desarrollo admisible de un polinomio que, ademéas de reducir la
demostracién de los teoremas anteriores al caso del poligono de Newton
clasico, nos permitird demostrar €l teorema del producto de orden superior.

Asi mismo, se expone el teorema de la resultante (cf. §1 y §2 del
capitulo 2 de [Na 83]), que permite dar una prueba del teorema del indice
radicalmente més corta que la original de Ore; ya que esta via también la
utilizaremos para probar el teorema del indice en orden superior.

§1. Notaciones y definiciones

A lo largo de todo este capitulo p denotard un primo racional fijado, y Q;’
y F;l denotaran clausuras algebraicas fijadas de Q, y F,, respectivamente.
Para cualquier extensién finita L de Q,, L C Qg', denotamos por vz, la
valoracién standard de Q;’ normalizada de forma que v (L*) = Z, por
Op := {z € L : vp(z) > 0} su anillo de valoracién en L, por py su ideal
maximal, y por Fr, := Op/pp su cuerpo residual, el cual lo supondremos
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inmerso en FZ‘ de manera que todas las aplicaciones de reduccién O — Fr,
denotadas por a —> @, sean compatibles. |

Tomamos una extensién finita K de Q,, K C Q;’,’, como cuerpo basey
ponemos v := vk, O = Ok y p := pk. Ademas, fijamos un uniformizante
7 € O de v, y denotamos por g := p/{¥/Q) 3] nimero de elementos del
cuerpo finito Fg; asi, es Fx = F;. Nétese que si L C Qg‘ es una extensién
finita de K, entonces para cada 6 € Q3 es vr(6) = e(L/K)v(8).

A continuacién, extendemos la valoracién discreta vjx de K a una
valoracién de K (X), denotada también por v, de forma que v(X) = 0. Para
un polinomio P(X) = 5 A; X* € O[X], definimos

v(P) := minv(A;) € NU {+o0}.

Asi, el valor v(P) = 0 si y sélo si el polinomio P(Y') € F,;[Y] es no nulo.
Ademds, para cada par de polinomios P(X), Q(X) € O[X] tenemos

uW(PQ)=v(P)+v(Q), v(P+Q)2>min{v(P),v(Q)}.
Para una fraccién racional R(X) € K(X)*, definimos ahora
v(R):=v(P)—-v(Q)€eZ.

donde P(X), Q(X) € O[X] son polinomios no nulos cuyo cociente es R(X).
La aplicacién v : K{X)* — Z determina también una valoracién discreta de
K(X), cuyo anillo de valoracién, denotado por O,, es el localizado del anillo
O[X] en el ideal primo p[X], y cuyo cuerpo residual, denotado por k., es
isomorfo al cuerpo Fy(Y').* Mas concretamente, puesto que la interseccién
del ideal maximal de O, con O es igual a p, podemos pensar el cuerpo F,
como un subcuerpo de £,; ademsds, si la aplicacién de reduccién O, — k,
la denotamos por R(X) — R(X), tenemos que el cuerpo k, = F, (X) y que
el elemento X es trascendente sobre Fy, ya que P(X) = P (—X) para cada

polinomio P(X) € O[X].

Fijamos un polinomio ménico e irreducible 4(Y') € Fy[Y], y ponemos
m = gr($) y @1 := ¢™. Fijamos también una rafz ¢ € F¥' de ¢(Y), y un

* La utilizacién de la indeterminada Y cuando se pasa a trabajar con
polinomios con coeficientes en F; se debe a Ore. Hemos mantenido esa
tradicién para distinguir en cada momento el lugar donde se trabaja.
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polinomio ménico arbitrario ¢(X) € O[X] tal que ¢(Y) = ¢(Y) en F,[Y].
Asi, es Fy(¢) = F,, . Denotaremos por vg (resp. vy) la valoracién de K(X)
(resp. Fq (Y)) asociada al polinomio irreducible ¢(X) (resp. ¥(Y)).

Para un polinomio no nulo P(X) € O[X], definimos ahora
Po(X) :=P(X)/n*P) € O[X], w(P):=vy (F)€N.

De esta forma, w(P) = 0 si y sélo si el elemento Py(¢) € F,, es no nulo.
Ademds, para cada par de polinomios no nulos P(X), Q(X) € O[X] se tiene

w(PQ) =w(P) +w(Q),
lo cual nos permite extender w a K (X)* definiendo
W(P/Q) = w(P) —w(Q) € Z.

Desgraciadamente, la aplicacién w : K(X)* — Z asi definida no es una
valoracién de K(X); por ejemplo, para ¥(Y) = Y tenemos w(X +7) =
"w(X) = 1 y en cambio w(X + 7 — X) = 0. Sin embargo, satisface las
siguientes propiedades

(i) w es un homomorfismo de grupos.

(i) Si P(X),Q(X) € O[X] son dos polinomios no nulos tales que el valor
v(P) =v(Q) =: u y w(P) # w(Q), entonces el valor v(P + Q) =uy
w(P + Q) = min{w(P),w(Q)}.

Diremos entonces que la aplicacién w es una pseudo-valoracién de K(X)
respecto de la valoracién v (o que el par (v,w) es un par de valoracidn).

Sea P(X) € O[X] un polinomio no nulo. Vamos a definir ahora
e} poligono de Newton y el polinomio asociado del polinomio P(X). Por
sucesivas divisiones por el polinomio ¢(X), podemos escribir, y en forma
tinica,
[gr(P)/m)]

PX)= Y A(X)e(X) (1.1.1)

i=0
con los 4;{X) € O[X] de grado menor que m. A esta expresién la llamare-
mos el desarrollo ¢-ddico del polinomio P(X).

1.1. Definicién. Llamaremos poligono de Newton del polinomio P(X)
respecto de la valoracién v y del polinomio ¢(X), y lo denotaremos por
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Ny,¢)(P) o abreviadamente por N(P), a la envolvente conveza inferior del

conjunto de puntos del plano euclideo
D(P) = Dy, (P) := {({,w) : 0 <4 < [gr(P)/m], Ai(X) # 0},
donde u; := v(A;). Al conjunto D(P) le llamaremos el diagrama de Newton

del polinomio P{X') respecto de la valoracién v y del polinomio ¢{X).

Llemaremos parte principal del poligone N(P), y lo denotaremos por
NO(P), al poligono obtenido al considerar sélo los lados con pendiente ne-
gativa de N(P). Cuando el poligono N(P) no tenga lados con pendiente
negativa, entenderemos que su parte principal se reduce al primer vértice
(vértice con menor abscisa) del poligono.

El siguiente lema nos indica cdmo es la forma tipica del poligono
N(P), la cual es mostrada en la figura 1.1. En este poligono se pueden leer
los valores vg(P), v(P) y w(P) de la siguiente manera.

1.2. Lema. Con las notaciones anleriores, tenemos
(a) v¢(P) = mln{z : A;(X) «‘,{-‘ 0}
(b) v(P) = min{u,; : i}.
(¢) wP)y=min{i:u; =v(P)}. O

L

0 | v(P) w(P) [ex(P)/m)

Figura 1.1. D(P), N(P) y N°(P).
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1.3. Observaciones. (1). En este capitulo veremos que la parte principal
contiene la informacién que nos interesa del polinomio P{X)} con respecto a
P(Y) (cf. teoremas de 3.1, 3.5, 4.5 y 4.8). En la préctica esto significard que
solamente habremos de trabajar con los polinomios A;(X) para i < w(P),
el resto ni siquiera necesitaremos calcularlos.

(2). El poligono N, 4)(P) depende del polinomio ménico ¢(X) € O[X] que
reduce a ¢¥(Y) fijado. Por ejemplo, consideremos el polinomio

P(X):=¢(X) + 7(r +2) $(X) + n¥(n® + 7+ 1) € O[X].

Entonces el poligono Ny, 4)(P) consta de un solo lado de pendiente —1;
mientras que para el polinomio ménico ¢'(X) := ¢(X) +n € O[X], que
también reduce a ¥(Y’), el poligono N, 4)(P) consta de dos lados, como
muestra la igualdad

P(X) = ¢'(X)? + 7%¢'(X) + n°.

Con el teorema del poligono (cf. 3.1) veremos que el polinomio ¢'(X) nos
proporciona mas informacién sobre el polinomio P(X) que ¢(X). En el §2
del capitulo 3 se verd un método general para hallar con el poligono un
“buen representante”.

‘ Sean h,e > 1 enteros primos entre si y S cualquier segmento del plano

euclideo con pendiente —h/e, de origen (a, 8) y final (o + de, 8 ~ dh) con
a,,d > 0 enteros. Asi, los puntos con coordenadas enteras del segmento
S son exactamente los d + 1 puntos

(a+j€,,@—jh), ]’—"'0,,d

Para poder definir el polinomio asociado al polinomio P(X) y al segmento
S necesitaremos que se satisfaga la siguiente condicién:

Para todo entero j, 0 < j < d, el punto (¢ +j e, ua+je) estd por encima, del
segmento S o tocando a este segmento (es decir, cada ug+je > 8 — jh).

La condicién anterior se satisface para los segmentos con pendiente —h/e
que contienen al segmento con pendiente —h/e del poligono N°(P). Cuando
este poligono no tenga lados con pendiente igual a —h/e, entenderemos que
su segmento con pendiente —h/e estd formado por el vértice que se obtiene
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al levantar paralelamente la recta con pendiente —h/e que pasa por el origen
hasta que toca a este poligono.

El polinomio asociado tendra sus coeficientes en el cuerpo finito K, .
Asociamos a cada término A4;(X) ¢(X) cona <i < a+de, i = a {mod ¢),
un elemento de I, , definiendo el polinomio

B;i(X) 1= A (X)/xB—limh/e ¢ OfX]

y considerando el elemento B;(¢) € Fy,; el cual es no nulo si y sélo si el
punto (i,u;) € S.

1.4. Definicién. Definimos el polinomioc asociado al polinomio P(X)} y al
segmento S como

Ps(Y) := }: Bi(Q) Yt~/ e, [Y].
ii{i,ui)ES

1.5. Observaciones. (1). El polinomio asociado es independiente, a me-
nos de un cambio lineal de la indeterminada Y, del uniformizante = € O.de
v fijado. En efecto, el polinomio asociado construido con un nuevo unifor-
mizante 7' € O de v es igual a ¢~ Ps(c"Y), donde ¢ := n'/7 € Fy- '

{2). El polinomio asociado también es independiente, salvo conjugacién, de
larafz ( € Fg' de ¥(Y") fijada. En efecto, el polinomio asociado construido
con otra raiz (' € F;f de ¥(Y") es igual a PZ(Y) donde o € Gal(F,, /F,) es
el inico automorfismo tal que o(¢) = ¢'.

(3). El coeficiente en Y(i—%)/¢ del polinomio asociado es no nulo si y sélo si
el punto (i,u;) € S. Por tanto, si S es el segmento con pendiente —h/e del
poligono N°(P), Ps(Y) es un polinomio de grado d y con término constante
no nulo; pero, si S estd por debajo de la recta que contiene al segmento con
pendiente —h /e del poligono N°(P), el polinomio Ps(Y) = 0.

(4). Supongamos que el segmento S contiene al segmento con pendiente
—h/e del poligono N°(P). Si § es un segmento con pendiente —h/e con-
teniendo a S de origen (o', 8'), entonces Ps (Y) = Y{(e=)/e Po(Y), ya que
la parte S \ S no contiene ningin punto (4, u;).

(5)- SiQ(X) € O[X] es un polinomio no nulo distinto de — P(X )’\para el cual
podemos definir el polinomio asociado @s(Y), entonces para P(X) + Q(X)



§ 1. Notaciones y definiciones 15

también podemos definir el polinomio asociado (P + Q)s(Y) y se tiene
(P+Q)s(Y) = Ps(Y) + Qs(Y).

(6). Si A € O, entonces N(AP) = N(P) y (AP)s(Y) = APs(Y).

A continuacién, introducimos un polinomio de K[X], también aso-

ciado al polinomio P{X) y al segmento S, y que de hecho motiva la definicién
del polinomio Ps(Y) € Fy, [Y].

1.6. Definicién. Definimos el polinomio P5(X) := ¢1(DX()f)ﬁ € K[X],
donde P°(X):= Y AdX)$(X)' e (’){X}
i:{i,u:} €S

1.7. Observaciones. (1). Por definicién, los polinomios P(X) y P°(X)
tienen el mismo polinomio asociado; es decir, Ps(Y) = (P°)s(Y) en F,, [Y].

(2). Si ponemos y(X) := ¢(X)¢/7" € K[X], entonces tenemos la igualdad

PS(X)= 3 Bi(X)4(X)t-)e,
i(i,u:)ES

(3). Sea f € Q%' un entero algebraico tal que el valor v(¢(6)) = h/e, y
ponemos L := K(6). Entonces el elemento § € Fy, es también una rafz de
B(Y), v(7(6)) = 0, v(P3(8)) > 0 y

F5() = Pg (v(8)) en Fy,
donde ¢ € Gal(F,, /F,) es el dnico automorfismo tal que o(¢) = 4.

Terminamos esta primera seccién, definiendo de forma andloga el

poligono de Newton y el polinomio asociado para un ¢-desarrollo arbitrario
de nuestro polinomio P(X),

P(X) =) A((X) (X} (1.1.2)

i>0
con los polinomios A;(X) € O[X] casi todos nulos (no necesariamente de

grado menor que m).

1.8. Definicién. Llamaremos poligono de Newton del ¢-desarrollo (1.1.2)
del polinomio P(X) respecto de la valoracién v y del polinomio ¢(X), y



16 1. Poligonos de Newton (de orden uno)

lo denotaremos por N, 4)(P, {A4}}) o abreviadamente por N(P,{4}}), a la
envolvente convexa inferior del conjunto finito de puntos del plano euclideo

D(P,{4}}) = De) (P {4i}) = {(i,w) : 1 2 0, 4;(X) # 0},

donde u} := v(Al). Al conjunto D(P,{A;}) le llamaremos el diagrama de
Newton del ¢-desarrolle (1.1.2) del polinomio P(X) respecto de la valoracién
v y del polinomio ¢{X).

Liamaremos parte principal del poligono N(P, {A}}), y lo denotare-
mos por N°(P, {AL}), al poligono obtenido al considerar sélo los lados con
pendiente negativa de N(P, {A}}).

Sea S un segmento con datos {«, 8),d, e, h con el mismo significado

!

que antes. Suponemos ahora que el punto (& + j €,uy, ;) estd por encima

de o tocando a S para 0 < j < d.

1.9. Definicidén. Definimos el polinomio asociado ol ¢-desarrolle (1.1.2)
del polinomio P{X) y al segmento S como “

(P{ADs(Y) = Y BiQ YU e, [v),
i:(i,u})ES

donde cada BIX) := A{(X)/=B-l-a)k/e ¢ O[X).

1.10. Observacién. Ahora, el coeficiente en Y(i~2)/¢ del polinomio aso-
ciado (P,{Aj})s(Y) es no nulo si y sélo si (i,u}) € S y w(4}) =0.

§2. Desarrollos admisibles. Teorema del producto

Para los propositos que perseguimos, serd bésico y crucial saber obtener,
para un producto de un nimero finito de polinomios, la parte principal de
su poligono de Newton y el polinomio asociado a cada uno de sus lados a
partir de los de cada uno de los factores. El problema principal que nos
encontramos entonces es que cuando tenemos desarrollos ¢-adicos de cada
factor y hacemos su producto el ¢-desarrolio que nos sale no es necesaria-
mente el ¢-ddico. Por consiguiente, para un polinomio de O[X], estamos
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interesados en conocer con qué desarrollos ya obtenemos la parte principal
de su poligono de Newton y el polinomio asociado a cada uno de sus lados.

2.1. Proposicién. Sea P(X) € O[X] un polinomio no nulo. Consideramos
los enteros (eventualmente +00) u; := v(A;) y u} := v(A}) correspondientes
a los ¢-desarrollos (1.1.1) y (1.1.2), respectivamente, del polinomio P(X).
Sean iy < ig4 las abscisas del primer y iltimo vértice, respectivamente, del
poligono NO(P, {A!}). Sean h,e > 1 enteros primos entre si, S el segmento

con pendiente —h/e de N°(P,{4.}), y (o, B), (a+de, B~ dh) los extremos
de S. Entonces

(a) El poligono N(P) estd “por encima” del poligono N°(P,{Al}); es
decir,
(i) Ai(X) =0, para 0 <1 < 1p,
(ii) (7, u;) estd por encima de o tocando ¢ S, para a <i < a-+de,
Y
(i) wi > uj, para todo i > 0.

(b) Para todo i, a < i< a+de, se tiene la equivalencia
(t,u;) € S <= (i,u}) € S yw(4)) =

ademds, en tal caso, se tiene la igualdad B;(¢) = E(() en Iy, , donde
Bi(X) = Ai(X)[xf~(=elh/e y BI(X) = AY(X)/nP=Cimalbe,

DEMOSTRACION. Sea A5(X) =Y A} 1(X) ¢(X)* el desarrollo ¢-adico del
k>0

polinomio A3(X), j > 0. Asi, por la unicidad del desarrollo ¢-adico, obte-
nemos que

At(X ZAJ 1,—-](X)7 120 (*)

i<i
por tanto, teniendo en cuenta que A}(X) = 0 para j < 1o, tenemos (i) de la
parte (a). Ademds, por la parte (b) del lema de 1.2 aplicado al pohnomlo

Aj(X), se tiene que

uj Sv(dji-;), 0<j <3 (%)

de donde se deduce (iii) de la parte (a), teniendo presente la igualdad de
(¥) ¥ que uj > u}_paratodo j > 0.
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Abora, consideremos un entero i tal que o € ¢ € a + de, y ponemos
i = 8- (i —a)hjfe € Q. Entonces, por la igualdad de (x), podemos
escribir 4;(X) = Al 4(X) + Ri(X) con Ri{(X) € O[X]} y (&) > pi, por
la desigualdad de (**) y puesto que u; > y; para j < ¢. Por consiguiente,
como v(A; 5) > uj 2 pi, Obtenemos que u; > p; y las equivalencias

=g <= v(djp) =up = <> ui= g yw(d) =0,

la tltima equivalencia por la parte (c) del lema de 1.2. Ademas, si u; = p;,
tenemos B;(Y) = w{:;(Y) en F, [Y], donde B o(X) = A} o(X) /7 € O[X];
pero, como el polinomio ¢(X) divide a B{(X) — B 4(X) en O[X], entonces
Bl{¢) = éf;(g} = B;(¢) en F,, . Con esto hemos visto (ii) de la parte {(a) y
la parte (b}, que era lo que nos faltaba para probar la proposicién. 0

La proposicién anterior nos lleva a la siguiente

2.2. Definicién. El ¢-desarrollo (1.1.2) de un polinomio no nulo P{X) €
O[X] diremos que es admisible cuando w(A]) = 0 pare tode entero i tal que
el punto (i,u}) pertenece ol conjunto de vértices del poligono NO(P, {4}}).

Desde luego, el desarrollo ¢-ddico de un polinomio siempre es admisi-
ble. Pues bien, de la proposicién anterior y la observacién de 1.10 se deduce
¢l siguiente corolario, que responde a la pregunta que nos formuldbamos al
comienzo de la seccidn.

2.3. Corolario. Sea P(X) = S A{(X) ¢(X)} un ¢-desarrolio admisible de
i>0
un polinomio no nule P(X) € O[X]. Entonces

(a) NO(P, {4}}) = NO(P).
(b) (P.{A;}DNs(Y) = Ps(Y) para cada segmento S del poligono N°(P}.[3

2.4. Observacién. Cambiando de cuerpo base y, en ocasiones, de poli-
nomio con los que estamos trabajando, siempre podemos suponer, tanto
conceptualmente como a la hora de hacer demostraciones, que el grado m
de nuestro polinomio ¥{Y) es igual a uno. En efecto, sea K' C @g‘ ia ex-
tensin no ramificada de X de grado m. Entonces la valoracién vg: =v y
el cuerpo residual Fx = Fy, ; luego, la valoracién v' de K'(X) que extiende
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a vk de forma que v'(X) = 0 (cf. §1) restringida a2 K(X) coincide con v.
Descomponemos el polinomio %(Y) en Fy, [Y] en la forma

(V) =¢'V) oY), ¢'¥):=Y-CeF,[Y], o)eF,[Y];

asi, ¢ := ¢({) € F;, y la pseudo-valoracién w’ de K'(X) respecto de v'
asociada al polinomio ¥'(Y) (cf. §1) restringida a K(X) coincide con w.
Podemos escribir entonces (por el lema de Hensel)

con ¢'(X), p(X) € Ok:[X] ménicos, ¢'(Y) = ¢'(Y) y p(Y) = (Y); por
tanto, v'(p) =0y w'(p) = 0.

Sea P(X) € O[X] un polinomio no nulo. Si P(X) =Y 4;(X) ¢(X)*
es el desarrollo ¢-addico de P(X), y substituimos en él ¢(X) por ¢'(X) p(X),
entonces se tiene que

P(X) =) AX)¢(X), AUX):=AX)p(X)! € Ox[X],

y que este ¢'-desarrollo de P(X) es admisible, puesto que cada w'(A4}) = 0.
Ademds, cada v'(A]) = v(A;). Aplicando el corolario de 2.3 (en K'), vemos
entonces que se satisfacen las propiedades

(a) N‘()v,’q,,)(P) = N(()v,(p)(P)-

(b) Para cada segmento S del poligono N(()v’, ¢')(P)’ de origen (o,8) ¥
pendiente —h/e, su polinomio asociado en K', denotado por P¢(Y),
es igual a Pg(Y) = ¢*Ps(cY).

En algunas ocasiones se habrd de demostrar cierta propiedad para un
polinomio irreducible de O{X]. Entonces al cambiar de cuerpo base de K
a K’ se perderd la irreducibilidad del polinomio, pero podremos reducirnos
a demostrar la propiedad para uno de sus factores irreducibles en K’[X].
En efecto, sea ahora P(X) € O[X] un polinomio ménico. Ponemos a :=
w(P) = w'(P), entonces podemos escribir

P(X) = Q(X) R(X)

con Q(X),R(X) € Og:/[X] ménicos, Q(Y) = ¢'(Y)* y A := R({) € F;

3% )
asi, v/(R) = 0 y w'(R) = 0. Trabajando con el ¢’-desarrollo admisible de
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P(X) obtenido al introducir R(X) dentro del desarrollo ¢'-adico de Q(X), y
aplicando de nuevo el corolario de 2.3 (en K'), vemos ahora que se satisfacen
las propiedades

(c) N{y 4 (P) =Ny g1 (Q).
(d) P5(Y) = AQ%(Y) para cada segmento S del poligono anterior.

Queda justificada pues la afirmacién del principio de esta observacidn;
y que podemos suponer incluso que nuestro polinomio ¢{X) es igual a X
(cambiando el anterior Q(X) por Q(X + A), donde ¢'(X) =: X — A).
Sin embargo, es importante hacer notar que la idea de Ore de considerar el
poligono de Newton respecto de (v, ¢) es indispensable en la préctica para
obtener algoritmicamente los resultados que nos interesan {descomposicidn
de primos en cuerpos de nidmeros) trabajando a partir del polinomio original
de partida.

A continuacién, pasaremos a enunciar el teorema del producto, para
lo cual nos serd conveniente definir antes la “suma” de las partes princi-
pales de los poligonos de Newton de dos polinomios. Sean h,e > 1 enteros
primos entre si. En el conjunto I" de los segmentos (orientados) del plano
euclideo con pendiente —k/e, al cual entenderemos que pertenecen todos
los segmentos formados por un solo punto, definimos la suma S; + S; de
dos segmentos S;, Sy € T' de la manera usual. Si (o, 8,) v (&), 5]) son el
origen {extremo con menor abscisa) vy final (extremo con mayor abscisa),
respectivamente, de S, (v = 1,2), definimos S; + .53 como el segmento de I'
de origen (o + a2, 6 + B2) y final (o} + a}, 8] + 8;). Con esta operacién
+ el conjunto I" tiene estructura de monoide conmutativo, cuyo elemento
neutro es el segmento {(0,0}}.

Si N°(P,) y N°(P;) son las partes principales de los poligonos de
Newton de dos polinomios no nulos Py (X}, Po(X) € O[X], definimos ahora
su suma, y la denotaremos por N°(P;) + N%(P,), como el poligono que
se obtiene al sumar los segmentos con pendiente —h/e de cada parte, al
recorrer —h/e el conjunto de las pendientes de los lados de las dos partes.
(Recordar que si un poligono N°(P,) no tiene lados con pendiente igual a
~h/e, entendemos que su segmento con pendiente —h/e estd formado por
el vértice que se obtiene al levantar paralelamente la recta con pendiente
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—h/e que pasa por el origen hasta que toca a este poligono.) Si las dos
partes principales estdn formadas por un solo punto, N®(P,) = {(a,,5.)}
(v = 1,2), entenderemos que N°(P;) + N°(P) := {(a1 + a2, 61 + B2)}-

Resumiendo, la suma N°(P;) + N°(P,) es el poligono obtenido al
pintar el punto (w(P) + w(P),v(P1) + v(P2)) y a continuacién los lados
trasladados de cada poligono N°(P,) en orden decreciente de pendientes
(cf. lema de 1.2).

2.5. Teorema. (Teorema del producto) Sean P,(X),...,Py(X) € O[X]
polinomios no nulos y P(X) := Py(X)---Py(X) su producto. Sean h,e >1
enteros primos entre si, S, el segmento con pendiente —h/e del poligono
NoP,),1<v<g,yS:=8S1+---+S,. Entonces

(a) S es el segmento con pendiente —h/e del poligono NO(P).
Por tanto, N°(P) = N°(P;) + -+ + N°(P,).
(b) Ps(Y) = (P1)s,(Y) - (Py)s,(Y) enFp [Y]. O

Teniendo en cuenta la observacién (4) de 1.5, se deduce ahora el

siguiente resultado, que serd utilizado en el préximo capitulo.

2.6. Corolario. Sean h,e > 1 enteros primos entre si. Sea S (resp. T)
el segmento con pendiente —h/e del poligono N°(P) (resp. N°(Q)) de un
polinomio no nule P(X) (resp. Q(X)) de O[X], y sea S’ un segmento con
pendiente —h/e conteniendo a S. Si Q(X) divide a P(X) en O[X], entonces
Qr(Y) divide a Ps/(Y) enFg [Y]. O

§3. Teoremas del poligono y del polinomio asociado

El teorema del producto de la seccidn anterior muestra que si se tiene un
polinomio que es producto de g polinomios de O[X], cuyas partes principales
de sus poligonos de Newton tienen un solo lado y cuyas pendientes son
distintas, entonces su parte principal consta de g lados; mientras que si
todas las pendientes coinciden y sus polinomios asociados son primos entre
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si dos a dos, entonces su parte principal consta de un solo lado y su polinomio
asociado descompone en producto de g polinomios primos entre si dos a dos.
Mas itiles para nuestros propositos son los reciprocos de Ore de estos dos
hechos, que se expondrén en esta seccién.

Sea P(X) € O[X] un polinomio ménico tal que a = w(P) > 1,
entonces, por el lema de Hensel, P(X) descompone en O[X] de la forma

P(X) = Q(X) R(X)

con Q(X), R(X) € O[X] ménicos, Q(Y) = 9(Y)* y w(R) = 0. Por el
teorema del producto, N°(P) = N°(Q) = N{Q) v para cada segmentc S
de este poligono es Ps(Y) = cQs(Y) en Fy, [Y], para algin c € F, .

Si 6 € Q¢ es una raiz de Q(X) y ponemos L := K(6), entonces el
entero m divide al grado residual f(L/K); ademds, si a = 1, entonces el
polinomio Q(X) es irreducible en K[X], la extensién L/K es no ramificada
de grado m, el ideal py = 7Oy y el anillo O = O[F]. Por tanto, estamos
interesados en saber descomponer Q(X) en O[X] cuando a > 2.

El préximo teorema nos proporciona una ulterior descomposicién de
este factor Q(X) de P(X) correspondiente al polinomio ¥(Y'), a partir de
la descomposicidén en lados de su poligono de Newton N(Q) = N%(P).

3.1. Teorema. (Teorema del poligono) Ses P(X) € O[X] un polinomio
ménico tal que el poligono N°(P) no se reduce a un solo punto; es decir,
tal que el valor v4(P) < w(P). Sean Si,...,8Sy los lados de N°(P) y sean
d;, €;, h; los dates asociados a S; (1 < i < g). Entonces el factor Q(X)
de P(X) correspondiente al polinomio ¥(Y) admite una factorizacién de la
forma

QX) = ¢(X)* P - By(X) - By(X),

donde cada P(X) € O[X] es un polinomio ménico, no divisible por $(X),
de grado me;d;, cuyo poligono N(F;) consta de un solo lado Si, con datos
di, e, hi, y cuyo polinomio asociado a este lado es (FP;)s)(Y) = ¢;Ps,(Y),
para algin elemento ¢; € F, . Ademds, para todoi,1 <i<g,sif¢ Q! es
una reiz de Py(X), tenemos

o(6(6)) = 5‘—- 0
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3.2. Definicién. Al polinomio P;(X) le llamaremos el factor de P(X) co-
rrespondiente al polinomio ¢(Y) y a la pendiente —h;/e;.

De la definicién de la valoracién v y del teorema del producto se sigue

ahora el siguiente corolario, que nos proporciona la informacién que mas nos
interesa sobre el polinomio P;(X).

3.3. Corolario. Con las mismas hipétesis y notaciones que en el teorema
anterior. Para cada i, 1 <1i < g, se tiene

(a) El ndmero de factores mdnicos e irreducibles del polinomio P;(X) en
K[X) es menor o igual que d;. Cada uno de estos factores tiene grado
multiplo de me; y su poligono de Newton consta de un solo lado, cuya
pendiente es igual a —h;/e;.

(b) Sea 0 € Q‘;l una raiz de Py(X) y ponemos L := K(6). FEntonces
el entero e; divide al indice de ramificacién e(L/K) de la extensién
L/K. Ademds, si d; =1, entonces el polinomio P;(X) es irreducible
en K[X), e(L/K) = e;, f(L/K) = m y pr = (¢(8)7 /7*)OL, donde
j, k son enteros cualesquiera tales que jh; — ke; =1. O

3.4. Observacién. En el caso d; = 1, Ore ve, cuando prueba el teorema
del indice, que el conjunto

{67 ¢(0)7 Jxlinhi/e) 1 0 < Go < m, 0< 1 <e;} C O

es una base del @-mdédulo libre Of.

Después del teorema del poligono y del corolario de 3.3, nuestro in-
terés estd en saber descomponer el factor P;(X) en O[X] cuando el entero
d; > 2. El préximo teorema nos proporciona una ulterior descomposicién de

este factor, a partir de la descomposicién en Fy, [Y] de su polinomio asociado
(P)si(Y) = ciPs, (Y).

3.5. Teorema. (Teorema del polinomio asociado) Sea P(X) € O[X] un
polinomio ménico tal que el poligono N°(P) no se reduce a un solo punto;
es decir, tal que vy(P) < w(P). Sean S un lado de N°(P) y d, e, h sus
datos. Sea

Ps(Y) =ctp1(Y)® -9y (Y)?, ceTF,

qQ1?
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la factorizacidn del polinomio asociado Ps(Y) en producto de potencias de
distintos polinomios ménicos irreducibles de Fg, [Y] con grado f; = gr{v:).
Entonces el factor de P(X) correspondiente al polinomio ¥(Y) y a la pen-
diente —h/e, dado por el teorema del poligono (cf. 3.1 y 3.2), admite una
factorizacién de la forma

Q1{X) -+ Qqg(X),

donde cada Q;(X) € O[X] es un polinomio mdnico, de grado me fn;, cuyo
poligono N(Q;) consta de un solo lado T;, con datos fia;, e, h, y cuyo
polinomio asociado a este lado es igual a (Q;)1,(Y) = ey (Y)*, para algin
elemento c; € F}, . Ademds, para todo i, 1 <i < g, si6 € Qf es una
rafz de Q;(X) y ponemos v(X) := ¢(X)¢/n* € K[X], tenemos que el valor

v(¥(8)) = 0 y que %I (Y) = Irr (»y(e)),rx‘«"q1 ,Y), donde o € Gal(F,, /F,) es el
dnico automorfismo tal que o(¢) =8. O ’

3.6. Definicién. Al polinomio Q;(X) le llamaremos el factor de P(X) co-
rrespondiente al polinomio ¥(Y'), a la pendiente —h/e y al polinomio ;(Y")
(0, pensando en el prozimo capitulo, correspondiente al tipo (¥; h/e,¢¥:)).

De nuevo con la ayuda del teorema del producto se obtiene la infor-
macidn que nos preocupa de este factor Q;(X).

3.7. Corolario. Con las mismas hipdtesis y notaciones que en el teorema
anterior. Para cada i, 1 <1 < g, se tiene

(a) El ndmero de factores mdnicos e irreducibles del polinomio Q;{X)
en K[X] es menor o igual que a;. Cada uno de estos factores tiene
grodo miltiplo de me fi, su poligono de Newton consta de un solo
lado, con pendiente —h/e, y su polinomio asociedo a este lado es,
salvo constante de Fy , igual a una potencia de ¢;(Y).

(b} Sea 6 € Qg‘ una raiz de Qi(X) y ponemos L := K(6). Entonces el
entero m f; divide al grado residual f(L/K) de la extension L/K.
Ademds, si a; = 1, entonces el polinomio Q;(X) es irreducible en
K{X], e(L/K) = e, f(L/K) = mf; y pr = ($(6) /x*)Or, donde
J,k son enteros cualesquiera tales que jh—ke=1. O
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3.8. Observaciones. (1). En el caso a; = 1, Ore también ve, al probar el
teorema del indice, que el conjunto

{670 (@) [P/l 0 < jo < m, 0< j1 < efi} C O

es una base del O-médulo libre Oy,

(2). El teorema del polinomio asociado y el corolario de 3.7 no son suficientes
para nuestros fines, ya que no siempre tenemos que el exponente a; es igual
a uno. En efecto, consideremos el polinomio

P(X) 1= ¢(X)* + 27 ¢(X)? + 77 A(X) (X)) + % € O[X],

con v > 2 entero, y A(X) € O[X] de grado menor que m y v(A4) = 0. En-
tonces el poligono de Newton N(P) consta de un solo lado S, cuya pendiente
es —1/2, y su polinomio asociado es Ps(Y) = (Y + T)Z.

A la vista del ejemplo dado en la observacién (2} de 1.3, uno podria
pensar que cambiando ¢(X) por un adecuado “representante” de ¥ (Y)

¢'(X)=¢(X) +mM(X), M(X)eOlX], g(M)<m,

se nos podria arreglar la situacién para poder aplicar el teorema del poli-
nomio asociado y el corolario de 3.7. Pero, es ficil comprobar en este mismo
ejemplo que, para cualquier representante ¢’ (X)) que elijamos, el nuevo poli-
gono Ny, 4y (P) sigue siendo el mismo que antes y que su polinomio asociado

también es (Y + T)z‘ Nos quedamos pues sin poder aplicar los teoremas de
Ore.

En cambio, los resultados del préximo capitulo nos permitiran deducir
en el acto de la igualdad '

P(X) = ¢2(X)’ + " AX) $(X), ¢2(X) = ¢(X)? + 7,

que el polinomio P(X) es siempre irreducible en K[X]; ademés, si 6 € Q&
es una rafz cualquiera de P(X) y L := K(8), con ellos se obtendré que el
valor v(¢2(8)) = (2v + 1)/4, e(L/K) = 4, f(L/K) = m, el ideal

_ (¢2(8)/=¥/%) OL si v es par,
- { (6(8)p2(8) /x+1/2) O si v es impar,
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y que el conjunto
{6726(6)71 62(8)%2 [nlCAF@ANIIN 0 < jo <m, jr, 2 € {0,1}} C O

es una O-base de Oy.

{3). Fijado el primo p, Ore también demuestra que todo cuerpo de nimeros
tiene un elemento entero, primitivo sobre , tal que para su polinomio
irreducible sobre Q (trabajando en K := Q) siempre se obtiene que todas
las a; son uno (cf. [Or 24]). Por tanto, después de los trabajos de Hensel, con
este polinomio podriamos encontrar la descomposicién del primo p en este
cuerpo. Desgraciadamente, esta demostracién no es constructiva cuando
uno parte de un polinomio arbitrario definidor de dicho cuerpo.

(4). En [Mo-Na92] se obtiene una condicién computable, mds débil que
la condicién anterior a; = 1, bajo la cual todavia es posible obtener la
informacién que nos interesa sobre el polinomio @;(X).

(5). Sea P(X) € O[X] un polinomio ménico, irreducible, con @ 1= w(P) > 1
y distinto de ¢(X). Entonces P(Y) = ¥(Y)?, y el teorema del poligono nos
dice que el poligono N(P) consta de un solo lado S, cuya pendiente —h/e es
negativa, y que v(¢(6)) = h/e para cadaraiz § de P(X). Ademis, el teorema
del polinomio asociado nos dice que el polinomio asociado Ps(Y') es (salvo
constante} una potencia, ¥1{Y )%, de un polinomio mdnico e irreducible
Ui (Y) €F, [Y], y que 91 (Y) = Inr (—@, Far s Y) para cada rafz  de P(X)
tal que 8 = ¢, donde y(X) := ¢(X)¢/n*. De hecho, podemos dar una
descripcién explicita de todas las raices del polinomio asociado a partir de
las de P(X'). Concretamente, se tiene la igualdad

Psvy=c ][ (Y"W) ,
0€21(P)

para algilin elemento ¢ € I},

o » donde el conjunto

Zl(P) ={fe @gf :P(@)=0,6=(}.

En efecto, observemos que el cardinal # 27 (P) = a = gr(P)/m y que, por el
lema de 1.2, también a = e f; a1, donde f; := gr(¢y). Fijemos un elemento
6 € Z,(P), y pongamos L := K(f). Sea K; la extensién no ramificada de
‘K de grado m; asf, el cuerpo K; C L, el grado [L: K1] = a vy el cuerpo
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residual Fg, = F,;. Ponemos ahora F(X) := Irr(y(8), K1, X) € Ok, [X]
y n:= gr{F). Entonces se tiene que el grado [L: K,(v(6))] = a/n, y que
FY) = ¢ ()t y F(Y)¥/™ = 9, (Y)¢*. Por consiguiente, para ver la
igualdad que antes hemos afirmado se ha de probar que

Fyyim= I (v-7@).
6'€Z1(P)
Para ello, consideremos las a K;-inmersiones, oy, ...,04, de L = K;(f) en
Qg’ . Cada 0(0) es unaraiz de P(X) y ademss o;(6) = ¢, ya que el polinomio
irreducible Irr(8, K1, X) € Ok, [X] reduce a (Y — ¢)? en F,, [¥]. Por tanto,
el conjunto {o1(f),...,04(0)} = Z1(P) y obtenemos que

FY)/" = H(Y —oi{(y()) = _H(Y -y = [ & -76;

8'eZ(P)

con lo cual se prueba lo que se queria.

Después de la segunda observacién anterior, en el préximo capitulo
nuestro interés se centrard en descomponer por completo en O[X] el factor
Q:(X) del teorema de 3.5, cuando a; > 2, a partir de informacién contenida
en nuestro polinomio original P{X).

§4. Teoremas de la resultante y del indice

Estamos interesados también en determinar con el poligono la valoracién
p-ddica del discriminante absoluto de un cuerpo de ndmeros, a partir de
cualquier ecuacién definidora de dicho cuerpo. Para ello es 1itil introducir

la nocién de “indice local” de un polinomio mdnico y sin raices mdltiples
de O[X] (cf. [Na83)). '

Sea P(X) € O[X] un polinomio modnico e irreducible. Sean 8 € Q;’
una raiz de P(X) y L := K(6). Trabajando con los factores invariantes de
Olf] en O (ambos considerados como O-médulos), y teniendo en cuenta

que para todo elemento A € O, A # 0, el anillo cociente O/AO es finito
con ¢*(4) elementos, obtenemos la igualdad

(Or: 0f6) = ¢,
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para algtin entero i(P) = ig(P) > 0. Ademds, tenemos también la relacién
v(A(P)) = 2i(P) +v(A(L/K)),

donde A(P) (resp. A(L/K)) denota el discriminante del polinomio P(X)
(resp. el discriminante de la extensiéon L/K).

Ahora, sea P(X) € O[X] un polinomio ménico y sin raices miltiples,
9
y sea P(X) = HP,-(X ) su factorizacién como producto de polinomios

i=1
ménicos e irreducibles de O[X].

4.1. Definicién. Definimos el entero no negativo

g

i(P) =ik(P):=Y i(P)+ »_ uv(Res(P;,P))€N, (1.4.1)

i=1 1<i<j<g

donde Res(P;, P;) denota la resultante de los polinomios P;(X) y P;j(X).

4.2. Observaciones. (1). Teniendo en cuenta la bilinealidad de la resul-
tante respecto del producto, la igualdad de (1.4.1) es vélida a posteriori para
cualquier descomposicién de P(X) como producto de polinomios ménicos
de O[X] (no necesariamente irreducibles).

(2). Si P(X) € Z[X]es un polinomio ménico e irreducible, entonces el entero
i, (P) (pensando P(X) € Z,[X]) coincide con la valoracién p-ddica del
indice usual, ind(P), del polinomio P(X) (cf. [Or 26], [Se 79]). Recordar
que el entero ind(P) := (R : Z[f]) > 1, donde # es una raiz cualquiera de
P(X) y R es el anillo de enteros del cuerpo de nimeros Q(), y que se tiene
la relacién

A(P) = ind(P)*A(Q(9)),
donde A(Q(f)) denota el discriminate absoluto de Q(4).
(3). i(¢) = 0, ya que ¢(Y) = ¢(Y) es irreducible en F,[Y].
Después de la segunda observacién anterior, estamos interesados en
calcular con el poligono el entero i(P). Por la definicidn de 4.1 para hallar

este entero necesitamos calcular los enteros i(P;) y los valores v(Res(B;, P;)).

Aunque en la practica no conoceremos explicitamente una factorizacién de
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P(X) en O[X], podemos obtener informacién de i(P) a partir del poligono
de P(X). En esta linea se encuentran dos resultados fundamentales que
exponemos seguidamente; uno de Nart, sobre el cdlculo de la valoracién de
la resultante de dos polinomios, y otro de Ore, sobre el célculo del entero
i(P). Para cada polinomio ménico e irreducible ¥(Y’) € F,[Y], fijamos un
polinomio ménico ¢(X) € O[X] que reduzca a ¥(Y).

Sean P(X),Q(X) € O[X] dos polinomios ménicos y sin raices co-
munes. Nos interesa calcular con el poligono el entero v(Res(P,Q)). Re-
cordemos que dados explicitamente los dos polinomios, sabemos calcular
directamente la resultante Res(P, Q) (por ejemplo, usando la idea del algo-
ritmo de Euclides); pero, en general, éste no serd nuestro caso, ya que tan
solo tendremos informacién de sus poligonos y de sus polinomios asociados.
Recordemos también que se tiene la equivalencia

v(Res(P,Q))=0 <= P(Y) y Q(Y) no tienen factores comunes (en F,[Y]).

Consideremos ahora un polinomio ménico e irreducible ¢(Y) € F,[Y].
Sean Si1,...,S, (resp. Si,...,S; ) los lados del poligono N?v“b)(P) (resp.
N?U, (@), y sean E;, H; (resp. Ej, H) las longitudes de las proyecciones
sobre los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, de cada lado S;
(resp. S;).

4.3. Definicién. Definimos el entero no negativo

Ry(P,Q) :=m | ) min{E:H}, EjH;} +£4(P,Q) | €N,

2

donde el entero

g g
ew(P,Q) :=v4(Q) - D Hi+vy(P)- Y Hj €N,
v i=1 J=1

4.4. Observaciones. (1). Sialguna de las dos partes principales N‘(’v, 6 (P)
y N?U, 4) (@) se reduce a un solo punto (lo cual pasa cuando alguno de los dos
polinomios es de la forma ¢(X)*R(X), con & > 0 entero y R(X) € O[X] tal
que R(Y) no es divisible por ¢(Y)), entonces entenderemos que el entero
Ry(P,Q) :=m - ey(P, Q).
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(2). En nuestras aplicaciones, el entero e (P, Q) serd siempre nulo, ya que
tendremos vy (P} = v4(Q) = 0.

4.5. Teorema. (Teorema de la resultante) Sean P(X),Q(X) € O[X] dos
polinomios mdnicos y sin raices comunes.

(a) Tenemos

v(Res(P,Q)) > > Ry(P,Q),

w(Y)
donde la suma anterior estd extendida sobre todos los factores moni-
cos e irreducibles Y(Y') € F,[Y] comunes a P(Y) y a Q(Y).

(b) La igualdad vale en {a) si y sdlo si pare cada factor ménico e irre-
ducible comin ¢ P(Y) y a Q(Y) no hay dos lados, S y S, de los
poligonos NY, ,»(P) y NP, ,,(Q) con la misma pendiente y polinomios
asociados, Ps(Y) y Qs/(Y), con factores comunes (en F,, [Y]). O

Pasemos ahora a interesarnos de nuevo por el indice local, i(P), de
un polinomio P(X) € O[X] ménico y sin raices miltiples. Consideremos
otra vez un polinomio ménico e irreducible ¢(Y) € F,[Y]. Sean Si,...,S,
los lados del poligono N‘(),v, 6 (P), y sean d;, e;, hi, E; := dse;, H; = d;h; los
datos asociados a cada lado S;. Suponemos ordenadas las pendientes de
forma que —h;/e; <--- < —~hg/e,.

4.6. Definicién. Definimos el entero no negativo
tp(P) = m(i%(P) +ey(P)) €N,

donde los enteros

1 g
i?p(P) b 3 Z(EiHi - B - H;+d;) + Z E,H; €N,
=1 1<i<i<y

g
€s(P) :=vg(P)- Y H; €N.

gzl

4.7. Observaciones. (1). Si el poligono N‘(’M)(P} se reduce a un

solo punto (es decir, v4(P) = w(P)), entonces entenderemos que el entero
iw(P) = 0; an, iw(gﬁ) =0.
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(2). El entero i?l,(P) es igual al nimero de puntos de coordenadas enteras
del recinto acotado delimitado por el poligono N?m #)(F), el eje de abscisas
y la recta vertical de ecuacién x = vy (P), incluyendo los puntos que estdn
sobre los lados del poligono N‘()v‘ #)(P), excepto el origen del primer lado y
¢l final del dltimo lado, y excluyendo los puntos que estin sobre estas rectas
{ver figura 1.2).

(3). En nuestras aplicaciones, el entero £4{F) serd siempre nulo, va que
tendremos que nuestro polinomio P(X} no serd divisible por ¢(X).

]
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Figura 1.2. i?i,(P}

El siguiente teorema de Ore, por una parte, nos muestra lo que nos
“comemos” del entero i{P) con el poligono de primer orden y, por otra, nos
proporciona una condicidn suficiente para asegurar que ya hemos terminado
de calcularlo con éL

4.8. Teorema. (Teorema del indice) Sea P(X) € O[X] un polinomio
ménico y sin rafces malltiples.

{a} Tenemeos
(P) > Y iy(P),
w(Y}
donde la suma anterior estd extendida sobre todos los factores moni-
cos e irreducibles Y(Y) € F,[V] de P(Y).

{b) Si para cada factor ménico e irreducible de P(Y) todos los polinomios
asociados al polinomio P(X) y a los lados del poligono N‘(’v, ¢)(P) no
" tienen raices maltiples, entonces vale la igualdad en (a). O
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4.9. Observaciones. (1). En general, el teorema del indice no es suficiente
para calcular el valor exacto del entero i(P) para cualquier polinomio P(X).
En el ejemplo dado en la observacion (2) de 3.8, el teorema nos dice sélo
que i(P) > 2m, puesto que la condicién de la parte (b) no se satisface.

(2) En el teorema 2 de [Mo-Na92] se da una condicién necesaria y sufi-
ciente para que valga la igualdad en la parte (a) del teorema de 4.8. Esta
condicién también es computable en términos del polinomio P(X). Asi, en
el ejemplo citado anteriormente nos dice que i(P) = 2m si y s6lo si v = 2.
De hecho, de los resultados del préximo capitulo se deducird que en ese
ejemplo el entero i(P) = vm.



CAPITULO 2

Poligonos de Newton de orden
superior

En este capitulo, desarrollamos inductivamente la teoria de los poligonos
de Newton de orden superior. Esta teorfa imita, generaliza y completa la
teoria del poligono de Newton (de orden uno) de Ore expuesta en el capitulo
anterior. Ademds, esta teorfa nos permitird extraer un algoritmo eficiente
para obtener la descomposicién de los primos racionales en cualquier cuerpo
de nimeros, dado por una ecuacién definidora arbitraria, y el valor del
discriminante absoluto de dicho cuerpo (cf. capitulo 3).

81. Notaciones, hipodtesis de induccién y tipos

A lo largo de todo este capitulo p denotard un primo racional fijado, y Q‘;‘
v }Fg’ denotardn clausuras algebraicas fijadas de Q, y Fp, respectivamente.
Para cualquier extensién finita L de Q,, L C Q}‘,’, denotamos por vr la
valoracién stgnda,rd de Qg‘ normalizada de forma que v {(L*) = Z, por O,
su anillo de valoracién en L, por gz su ideal maximal, y por Fr su cuerpo
residual, el cual lo supondremos inmerso en IF;‘ de manera que todas las
aplicaciones de reduccién Oy — Fr, denotadas por a — @, sean compati-
bles. Para un polinomio irreducible ¢(X) € OL[X] (resp. (V) € FL[Y])
denotaremos por vy (resp. vy) la valoracién del cuerpo L(X) (resp. Fi(Y))
asociada a este polinomio.

Tomamos una extensién finita K de Q,, K C %‘, como cuerpo base
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y ponemos v := vk, O := Og y p := px. Ademds, fijamos un uniformizante
7 € O de v, y denotamos por gq al nimero de elementos del cuerpo finito
Fr =TF,,.

Fijamos un entero r > 2 y un tipo de orden r — 1

tr1 = (Yo; ha/en, ¥1i s hro1/€ro, Yra1)

donde ¢o(Y") € Fy, [Y] es un polinomio ménico irreducible de grado fo y para
cadai, 1< i<r—1,h;e; > 1son enteros primos entre siy ¥;(Y) € Fy, [Y]
es un polinomio ménico irreducible de grado f; con término constante no
nulo, donde g; := (gi—1)f~' = (o) fi-1.* Ademaés, ponemos ey := 1y
gr = (gr—1)f=1 = (go)o"fr-1. Asf mismo, fijamos una raiz o € F2' de
Yo(Y) y para cada i, 1 <7 <r —1, fijamos una raiz {; € ]F‘;’ de 1/1,~(Y) y un
entero !; tal que h;l; = 1 (mod e;). Nétese que cada cuerpo Fy, (G;) = Fy,,, -
Al tipo t2_, := (Yo; h1/e1,¥1; .. s hr—2/€r_2,¥r_2; hrr /er_1) (qui-
tamos el polinomio ¥»—1(Y) del tipo t,_;) le llamaremos tipo reducido de
orden r — 1.

Denotaremos por v; a la valoracién discreta vjx de K extendida a
K(X) de manera que v, (X) =0, y por w; a la pseudo-valoracién de K(X)
respecto de la valoracién v; que proviene del polinomio ¥(Y) (cf. §1 del
capitulo 1). Ponemos ¢o(X) := X, mg := 1, y fijamos un polinomio ménico
arbitrario ¢;(X) € O[X] con grado igual a my := moegfo = fo y tal que
$1(Y) = o(Y) en Fy, [Y]. Nétese que el valor vi(¢1) = 0y que wi(¢1) = 1.

En el capitulo anterior se ha expuesto la teoria de Ore del poligono
de Newton (de orden uno) a partir del tipo (1) de orden 0, del par de
valoracién (vy,w;) y del polinomio ¢; (X). La teoria del poligono de Newton
de orden r se desarrollard inductivamente a partir del tipo t,._;, de un par
de valoracién (vr,w,) asociado a tr_i, que serd construido en la §2, y de
un polinomio ¢,(X) “representante” de grado minimo de t,_j, que serd
construido en la §3.

Algunos de los resultados (resp. las definiciones) de este capitulo serdn
probados por induccién sobre r (resp. serdn dadas inductivamente). En

* Cuando se trabaja en orden r con un tipo t,—; de orden r—1 que tiene

s eslabones (hi/e;, ;) que satisfacen e; f; > 1, de hecho se est4 trabajando
en nivel s + 1 (cf. §2 del capitulo 3).
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orden uno estos resultados (resp. estas definiciones) son debidos a Ore y
han sido expuestos en el capitulo anterior. Por tanto, hacemos la siguiente
hipétesis de induccién:

Suponemos que todos los resultados (resp. las definiciones) de este capitulo
son vilidos (resp. han sido dadas) en orden ¢, paral1 <i < r - 1.

Sir > 2, paracadai, 1 <1 < r-—2, denotamos por v;4.; ala valoracidén
de K(X) asociada inductivamente a la terna (v;, ¢, hife;) y por wiey a la
pseudo-valoracién asociada inductivamente a la cuaterna (v;, ¢;, hi/es, ¥;)
(cf. §2), y fijamos un polinomio ménico arbitrario ¢;11(X) € O[X] de grado
mip1 1= mie;fi = eofo- - eif; que satisfaga las propiedades siguientes {cf.
§3 y §4):

(a) El poligono Ni(¢i+1) := Ny, 4,)(¢i+1) consta de un solo lado, cuya
pendiente es igual a —~h;/e;.

(b) El polinomio asociado {en orden i) al polinomio ¢;41{X) y a este lado
es ¢;¥;(Y), para alglin elemento ¢; € F, .

Ademds, ponemos my := Myp.1€p—1 fre1 = €0f0 " €pml frei-

A partir de ahora, pensaremos el tipo t,..1 junto con una eleccién de
los polinomios ¢;(X), 1 <i<r—1. '

Para cada i, 1 € ¢ < r ~ 1, definimos recurrentemente las siguientes
fracciones racionales de K(X) asociadas al tipo t,_;

Pu(X) := X, Y (X) = X,
m(X):=1, m(X)=m,
. $iX) e 710,90
QZ(X) . Hz(X)’ ’Y‘L(X) o 7T~;,(X)hi 3
) , L
M} (X) i= IL(X)5H m(X)MF, o (X) 1= %—%

donde I} := (h;l; — 1)/e; € Z. Observemos que cada una de estas fracciones
racionales puede ser escrita en la forma

B(n)(X) =10 (XY™ - -+ ppy (X)0,

para cierto n := (no,n1,...,Mr—1) € Z™. Ademds, tenemos que cada

Wi (X) = [ mi(x)eifseidibiles,
j=1
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y también que cada

(X)) =---0:i(X), wu(X)=--- (X)),
Mg (X)) ==+, mi(X) = - ¢a(X)H,

donde los puntos suspensivos a continuacién de una igualdad indican un
producto de potencias enteras de 7 y de los ¢;(X)4 con 1< j <.

A continuacién, introducimos una definicién que usaremos con fre-
cuencia en el resto de este capitulo.

1.1. Definicién. Sea P(X) € O[X] un polinomio mdnico. Diremos que
P(X) tiene tipo de orden r —1 igual a {t._1} cuando P(X) no sea divisible
por ningin polinomio ¢;(X) (1 <i<r —1), satisfaga la propiedad
(0.b) P(Y) = (Y% en Fy, [Y], para algiin entero ap > 1.
y para cada i, 1 <1 < r -1, satisfaga las propiedades siguientes
(i.a) El poligono N;(P) consta de un solo lado, cuya pendiente es igual a
—hi/ei.

(2.b) El polinomio asociado (en orden i) al polinomio P(X) y a este lado
es ¢; Yi(Y)% en Fy, (Y], para algin elemento ¢; € Fy, y para algin
entero a; > 1.

Diremos que un entero algebraico 6 € Q‘;’ tiene tipo de orden r — 1

igual a {t,—1} cuando lo tenga su polinomio irreducible sobre K.

Acabamos esta seccién viendo una caracterizacién de los polinomios
que tienen tipo de orden r — 1 igual a {t,-1}.

1.2. Proposicién. Sea P(X) € O[X] un polinomio mdnico. Entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:
(1) P(X) tiene tipo de orden r — 1 igual a {t,—}.

(2) P(X) no es divisible por ningin polinomio ¢;(X) (1 <i<r—-1),
tiene grado muiltiplo de m,_, y satisface las propiedades (r — 1.a) y
(r — 1.b) de la definicion de 1.1.

Ademds, cuando alguna de las dos condiciones anteriores se satisface, te-
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nemos las relaciones

ao=-erfi--er—yfr10r-1,
gr(P) = my_10r—9 = mra,_y,

V=1 (P = ($r=1)*"2) > v,1(P).

DEMOSTRACION. Comenzamos suponiendo que se satisface la condicién (1).
Veamos entonces que el entero ag = ey fy - - €,—3 fr—16r-1 ¥ que el grado
gr(P) = my_10r—2 = Myar-1, con lo cual quedard probada la condicién
(2). Puesto que gr(P) = gr (P) = foao, por la propiedad (0.b), entonces
nos bastara con probar que a;—; = e; f;a; para cada entero i, 1 <1< r -1,
Pero, por la propiedad (i — 1.b) es wy(P) = a;—1, y por el lema de 4.2 en
orden i y las propiedades (i.a) y (i.b) tenemos

wi(P) = vy, (P) + e; fia; = e;fia; .
De ahi la igualdad a;-1 = e; f;a;.

Ahora, supongamos que se satisface la condicién (2). Probemos que
entonces se satisface la condicién (1) y que vp—1 (P — (¢r-1)°"~2) > vr—1(P);
con lo cual quedard demostrado el resto de la proposicién. Ponemos gr{P) =
mr_1a, con ¢ > 1 entero. Asi, por la propiedad (r — 1.a) y el lema de 4.2
en orden r — 1, podemos escribir

P(X) = ¢r_1(X)* + R(X),

donde el polinomio R(X) € O[X] tiene grado menor que m,._.lal y satisface
que el valor v,—1(R) > vr—1(P). Si r = 2, entonces v;(R) > 0y P(Y) =
¥o(Y)%; con lo cual hemos acabado. Supongamos, por tanto, que r > 3. Por
las propiedadés (a) y (b) que satisface el polinomio ¢,-1(X) y el teorema
del producto (cf. 6.1) en orden r — 2, tenemos que el polinomio ¢,_;(X)?
satisface las propiedades (r — 2.a) y (r — 2.b) de la definicién de 1.1, para
ar—2 = a. Porla parte (e) de la proposicién de 2.2 en orden r—1, obtenemos
entonces que el polinomio P(X) también satisface las propiedades (r — 2.a)
y (r — 2.b) de la definicién de 1.1, para ar,—s = a. Aplicando esta misma
proposicién en orden r — 1, se tiene entonces que P(X) tiene tipo de orden
T —2igual a {{tho; h1/e1,¥1;...; hr—2/€r—2,¥r-2)}. Con esto vemos que se
satisface la condicién (1) y la desigualdad que queriamos. O
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Del hecho que cada polinomio ¢;(X) es irreducible en K[X] (cf. parte
(a) del corolario de 3.4 en orden 7) y del teorema del producto (cf. 6.1) en
orden r — 1, se deduce el siguiente

1.3. Corolario.

(a) SiP(X),Q(X) € O[X] son dos polinomios mdnicos que tienen tipo de
orden T —1 igual a {t,_1}, entonces su producto P(X) Q(X) también
lo tiene.

(b) Si P(X) € O[X] es un polinomio mdnico que tiene tipo de ordenr—1
iqual a {t,—1} y Q(X) € O[X] es un polinomio mdnico de grado > 1
que divide a P(X), entonces Q(X) también lo tiene. O

§2. El par de valoracién (v,, w,)

Comenzamos esta seccién definiendo con el poligono de Newton una valo-
racién discreta v, de K(X) asociada al tipo reducido t2_, (o si se quiere,
asociada a la terna (vr—i,®r—1,hr—1/€r—1)) y una pseudo-valoracién w,
respecto de v, {cf. §1 del capitulo 1) asociada al tipo t._; (o si se quiere,
asociada a la cuaterna (vp—i1, @r—1, Rr—1/€r—1,¥r-1)}). Valoraciones de este
tipo fueron introducidas, y estudiadas sus propiedades, por MacLane (cf.
[Ma 36a]). Después calcularemos los valores de los polinomios ¢;(X) y de
las fracciones racionales, definidas en la seccién anterior, asociadas a nues-
tro tipo de orden r — 1; en particular, veremos que v.{m} = 1, lo cual nos
dird que el grupo de valores de v, es Z y que n.{X) es un uniformizante
para v,. Finalmente, calcularemos explicitamente el cuerpo residual de esta
valoracién; en particular, recuperaremos con el poligono la estructura del
cuerpo residual dada por MacLane (cf. corolario 12.2 de [Ma 36a]).

Denotamos por I';,_; al monoide formado por los segmentos del plano

euclideo con pendiente —h,_;/e,—; (cf. §2 del capitulo 1). Consideramos el
homomorfismo de monoides

Hr«l : I‘,_l — R

definido por H,1(S) := hr_ja+e-_1 5, donde (e, 8) es un punto cualquiera
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del segmento § € T'_3. De esta forma tenemos que la recta con pen-
diente —h,_;/e-—1 que contiene a S corta al eje de ordenadas en el punto
(0,H,_1(S)/er—1), y que H._1(S) € Z si y sélo si esta recta contiene al
menos un punto (y por tanto infinitos puntos) con coordenadas enteras.

Dado un polinomio no nulo P(X) € O[X], denotamos por S,_;(P)
el segmento con pendiente —h,_;/e,_1 del poligono N,_;(P) {cf. §4), por
L,_;(P) la recta con pendiente —h,_;/e,.; que contiene a S,_;{P), cuya
ecuacion es

L,-_l(P) thpiz 4 ep1y = HT—]_(S;;—]_(P)) N

y por F,_,(P) el polinomio asociado (en orden r — 1) al polinomio P(X)
y al segmento S,._;(P) (cf. §4). Por el teorema del producto (cf. 6.1) en
orden r — 1, tenemos definidos entonces dos homomorfismos de monoides

Sr-1: OX]N {0} = Try, F,1: OX]N {0} = F,,_, Y]~ {0},
con la imagen Im(H,_; 0S,_;) CN.
2.1. Definicién. Para un polinomio no nulo P(X) € O[X], definimos
ur(P) i=He1(8ra(P) €N, we(P) =y, (Froa(P)) €N,

donde recordemos que vy, -, denota la valoracion de ¥y, _, (Y') asociada al

polinomio irreducible ¥,.1(Y). Para una fraccidn racional R(X) € K(X)*,
definimos

vr(R) = v.(P) — v, (Q) € Z, wr(R) := wr(P) —w-(Q) € Z,

donde P(X),Q(X) € O[X] son polinomios no nulos tales que R(X) =
P(X)/Q(X). Ademds, convenimos que v.(0) := +oo.

De este modo tenemos que las aplicaciones v,,w, : K(X)* — Z estdn
bien definidas y son homomorfismos de grupos.

2.2. Proposicidn.

(a) El homomorfismo v, : K(X)* — Z determina una valoracién discreta
de K(X) que extiende a la valoracién vk de K con indice ey -+ er_1.
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(b) SiP(X) =3 Ai(X) ¢r—1(X)* es el desarrollo ¢,.,-ddico de un poli-
nomio P(X) € O[X] (cf. §4), entonces

ve(P) = min{e,—1vr-1(4:) + i(er—1vr—1(¢r-1) + hr=1) : 4 > 0}
En particular, se tiene que

v(P) = er—10r—1(P) si gr(P) < mr-1,
Ve (@r-1) = er-1Vr—1{br-1) + hr-1,
v (P) = min{v,(4; ¢r-1%) : i > 0}.

(c) Si P(X) € O[X] es un polinomio no nulo, entonces

vr(P) > er—lv'r——l(P)a ‘
vr(P) = er—1vr—1(P) <> wr-1(P)=0.

(d) Sea m := wO[X]+ ¢1(X)O[X] el ideal mazrimal de O[X] generado
por w y por ¢1(X). Para todo polinomio P(X) € O[X] tenemos que

v(P)=0 < 1»(P)=0 < P(X)¢m.
En particular, se tiene que

(X)) =0 &= wi(X)=0 &= (YY) #£Y.

(e) Si P(X),Q(X) € O[X] son polinomios no nulos, entonces

v1(P-Q) > v:(Q) <= Sr-1(P) =8,1(Q) y Fri(P) = Fr1(Q).

DEMOSTRACION. Por hipétesis de induccién, sabemos que v,—1 €s una va-
loracién de K (X) que extiende a la valoracién v de K con indice €1 -+ -€,—2.
Para todo 4 € O, 4 # 0, tenemos que S,_1(4) = {(0,v,—1(4))}; de donde,
vr(A) = er1vr~1(A) = €1+ - erqv(4).

Sean P(X),Q(X) € O[X] polinomios no nulos y supongamos que
v (P) € v.(Q). Entonces los puntos del diagrama D,_;(P + Q) (cf. §4)
estan por encima de o sobre larecta L,_; (P); por tanto, v.(P+Q) > v.(P).
Con esto terminamos de probar la parte (a).
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Para la parte (b) basta con observar que para cada ¢ la recta con
pendiente —h,_;/e-—1 que pasa por el punto (i,v,—1(A; ¢r-1%)) estd por
encima de o coincide con la recta L,_1{P), y hay coincidencia cuando el
punto pértenece al segmento S, (P).

La parte (c) es una consecuencia inmediata de las partes (b) y (c) del
lema de 4.2 en orden r — 1.

Veamos la parte (d). Aplicando reiteradamente la parte (c), obtene-
mos que

(P)=0 <> v,1(P) =0y wr1(P)=0
= n(P)=0ywi(P)= - =wr1{P)=0.

Pero, por la parte (b) de la proposicién de 2.3 en orden < r — 1, sabemos
que

wi(P) 2 -+ 2w (P).

Por consiguiente, se tiene que

(P =0 &> v y(P)=0yw(P)=0
= %o(Y)1P(Y) en F,,[Y]
< P(X)¢m.

Finalmente, vamos a demostrar la parte (e). Escribimos P(X) =
Q(X)+R(X), con R(X) € O[X]. Supongamos primero que v.(R) > v,(Q).
Entonces, por la parte (b), todos los puntos del diagrama D,_,(R) es-
tdn por encima de la recta L,_1{Q). Por tanto, tenemos que S,_1{P) =
Sr-1(Q) =: S y, por las observaciones (6) y (4) de 4.4 en orden r — 1, que
F,_1(P) = Ps(¥) = Qs(¥) + Rs(¥) = Qs(¥) = F,_1(Q) en Fy,_,[Y].
Reciprocamente, supongamos ahora que S,_;(P) = §,.1(Q) =: S y que
F,_1(P) = F,~1(Q). Entonces tenemos v,(P) = v.{Q) =: u, v,(R) > u,
Ps(Y) = Qs(Y)+ Rs(Y) y Rs(Y) = 0. Hemos de ver que v.(R) > u.
Si fuera v.(R) = u, entonces tendriamos que S,_1(R) C S; luego, por la
observacién (3) de 4.4 en orden r — 1, para cierto s € N tendria que ser
Rs(Y) = Y*F,_1(R) #£0. O
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2.3. Proposicidn.

(a) El homomorfismo w, : K(X)* — Z es una pseudo-valoracion de
K(X) respecto de la valoracidn v, (cf. §1 del capitulo 1) que satisface
wr(K*) = {0}.

(b) Para todo polinomio no nulo P(X) € O[X] tenemos la desigualdad

wr—1(P) > U¢r-1(P) + er-—lf'r-—lwr{P)-

(c) Si P(X) € O[X] es un polinomio no nulo, entonces
wr(P) =0 < PS(CT-—l) ‘_Ié 01

donde Ps(Y) € Fy,_, [Y] es el polinomonio asociado (en orden r—1)
al polinomio P(X) y al segmento S := S,_1(P). Ademds, tenemos

wr(P) =0 st gr(P) < my.

DEMOSTRACIGON. Si 4 € O, A # 0, entonces, como el segmento S,_1(4) =
{(0,v,-1(A))}, el polinomio F,_;(4) = c € F;_ _ ; por tanto, w.(4) = 0.
Esto prueba que w,(K*) = {0}.

Sean ahora P(X),Q(X) € O[X] polinomios no nulos y supongamos
que v-(P) = v,(Q) =: u y que wr(P) < w,(Q). Para acabar de demostrar
la parte {a) de la proposicién hemos de ver que v (P + Q) = u y que
wp{P + Q) = w(P). Consideremos el minimo segmento S que contiene a .
Sq—1(P) y a S,_1(Q); entonces tenemos que H,_;{S) = u y que la abscisa o
(resp. a+de,_1) de su origen (resp. final) es igual al minimo (resp. maximo)
de las abscisas de los origenes (resp. finales) de S,_1(P) y S,-1(Q). Los
puntos del diagrama D,_1(P+ Q) (cf. §4) con abscisa menor que a o mayor
que o +der—; estdn por encima de la recta con pendiente —h,—1/e,—1 que
contiene a S. Si fuera v.(P + Q) > u, tendriamos S,—;(P) = S,_1(—Q)
y F.1(P) = F,—1(—Q), por la parte (e) de la proposicién anterior; de
donde, obtendriamos que w.(P) = w,(—Q) = w,(Q). Por consiguiente,
v, (P+Q) =uy S1(P+Q) CS. Ademds, como claramente (por las
observaciones (3) y (6) de 4.4 en orden r — 1) tenemos que

YF,_1(P+Q) = (P+Q)s(Y)
= Ps(Y) + Qs(Y)
=Y F,_1(P) +Y*'F,_1(Q),
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para ciertos s,s',s” € N, entonces w.(P + Q) = w.(P).

La parte (b) es consecuencia de la partes (a) y (c) del lema de 4.2
en orden 7 — 1, y del hecho que la longitud de la proyeccién sobre el eje de
abscisas del segmento S,_; (P) siempre es > e,—y fr—1wr(P).

Por iltimo, la parte (c) se obtiene teniendo en cuenta que el poli-
nomio ¥,—1(Y) = Irr(¢r-1,Fy_;,Y), v que, si el grado gr(P) < m, =
Mr-1€r-1 fr—1, la longitud de la proyeccién sobre el eje de abscisas del seg-
mento S es < eq—1fr—1 ¥ el grado gr(Ps) < fr-1 = gr(¥r-1). O

A continuacién, vamos a calcular la valoracién v, de los polinomios
#:(X} y de las fracciones racionales ®;(X), 7;(X), IIi+1(X) y w41 (X), para
1<i<r~1(cf §1). Antes veremos el siguiente

2.4. Lema. Seani,j enteros tales que 1 <i<j<r~1.
(a) Sim; =mis1, entonces vig1(Piv1 = $i) = vir1(Biv1) = vi(d) + b

(b) Sim; = m;, entonces v;(P) = v;(P) para todo polinomio P(X) €
O[X] de grado menor que m;.

(c) Sim;=my;, entonces v;(¢; — ¢i) = Vig1(Dis1).

DEMOSTRACION. Comenzamos probando la parte (a). Si m; = mjy, el

polinomio ¢;41(X) — ¢;(X) tiene grado menor que m; y el desarrollo ¢;-
adico del polinomio ¢;+1(X) es

$i+1(X) = ($i1(X) = ¢:(X)) + ¢:(X).

El poligono de Newton N;(¢;+1) consta, pues, de un solo lado con extremos
0,v:(dir1~¢:)) v (1,v;(¢:)). Porla propiedad (a) que satisface el polinomio
dir1(X) (cf. §1), este lado coincide con S;(¢i+1); por tanto, vip1{diy1) =
ei¥i{¢ir1 — ¢i) = viy1(dir1 — ¢:). Por otra parte, como la pendiente de este
lado tiene que ser —h;/e;, tenemos también que v;(¢iy1 — ) —vi{ds) = hi /e
Y, como e; = 1, que viy1(Pis1) = vi(Pi1 — ¢i) = vi(ds) + hs.

Para demostrar la parte (b), es claro que podemos reducirnos al caso
en que j = ¢+ 1. Por hipétesis, se tiene que m; = mj+1; en particular,
e; = 1. Pero, por la parte (b) de la proposicién de 2.2 en orden i + 1,
tenemos que vi41(P) = e;v;(P) = v;(P).
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Probemos shora la parte (¢). En primer lugar, observemos que pode-
mos escribir -
j—
83 (X) = 6:(X) = (dr+1(X) = ¢x(X))-
k=i
Por hipétesis, sabemos que my = mg4+1 = mj, para cualquir entero k con
i € k < 7~ 1. Por las partes (b) y (a) anteriores, entonces obtenemos
que v;{Prt1 — k) = Ukt1(Pr+1 — O&) = Ury1{Pk+1). Pero, para k > i
sabemos que Vgt (@r+1) > vir1(Pi+1), también por el apartado (a). Por
consiguiente, v;(¢; — #i) = vj(@i+1 — ¢i) = vig1(Piv1). O

2.5. Proposicién. Sea i un entero tal que 1 < i <r — 1. Entonces
i
(@) vr(¢:) =) ejqr---er1-€ifj eim1fim1 - hj, ywe(g) =0.
J=1
(b) v (®:) = €1 €r—1hy, vo(7:) =0, vemig1) = €1 c€rm1 ¥
i
v(lliyy) = Zej_H --er-1-€;fj---eifi-h;. En particular, tenemos
J=1

que vr(®r—1) = hr—1, Ur(Yr-1) = 0 y vp(my) = 1.

DEMOSTRACION. Primeramente observemos que, por la parte (c) del coro-
lario de 3.3 en orden i, para demostrar la primera igualdad de la parte (a)
nos bastard con ver que vr(¢;) = €i41 - - - er—1(€;v;(d;) + hy).

Comenzemos por probar la parte (a) en el caso i = r—1. Ya sabemos,
por la parte (b) de la proposicién de 2.2, que v, (¢r—1) = er—1Vp-1(Pr-1) +
h.—1. Ademds, como el diagrama D, _1{¢,_1) solamente contiene el punto
(1,v,—1(¢r-1)), el segmento S,_;(¢r—1) se reduce a este punto; por tanto,
wr(¢r-1) = 0.

Ahora, probemos la parte (a) por induccién sobre r. Para r = 2
ya estd probada. Supongamos que el resultado es cierto para r ~ 1, con
r > 3. Consideremos un i tal que 1 < i <r-2. Sim; < m,_1, él dia-
grama D._,(¢:) solo contiene el punto (0,v,-1(¢;)); por tanto, v.(¢;) =
er—1Up-1(¢i) y wr(¢;) = 0. La férmula para v,.(¢;) se deduce de la hipétesis
de induccién. Si m; = my_; (es decir, ;= fi=-+- =€,z = froa = 1),
entonces, por la parte (c) del lema anterior, vr—1(¢r-1 — ¢;) = Vi1 (div1);
por tanto, el diagrama D,_;(¢;) consta de los puntos (0, vi1(dis1)) ¥
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(1,vr-1(¢r-1)) y €l segmento S, _;(¢;) se reduce al primero de estos puntos
(pues, por la parte {a) del lema anterior, vit1(¢i+1) < Vrw1(gr_1)). Asi
pues, tenemos vr(¢i) = €r—1Vit1(@it1) = er—1(vi(di) + hy) v wr () = 0.

La primera y la tercera igualdad de la parte (b} las demostraremos
a la vez por induccién sobre i, De la parte (a) y del hecho que v-(m) =
vr(m) = ey --er-1, deducimos que v-(®1) = v.(¢1) = e2+--e,_1h1 y que
vr(me) = Lo @) —lu{m) = lihiea - erm1 —lleres cery =€+ - €pg.
Supongamos ahora que estas dos igualdades son ciertas hasta ¢ — 1, con
i > 2. Entonces, teniendo en cuenta la parte (a), se tiene que

i1
h.
(®:) = ve(pe) = D _vr(m) €5 fi - esmi firy - -é-Jj
=1 I

i—1
ur($e) — Y ej1--eroy-eifjee-eiyfioy by

j:l
= €41 er—1h;,

Y, por tanto, que

vp(mig1) = Live(®;) — Lve(m;)
= Lihieipr - -ere1 — leseipy - erg

= €ig1c€ro1-

Finalmente, de las dos igualdades ya probadas obtenemos entonces
que v-{v;) = e;v.(®;) — hiv. (7)) =0,y que

i ;
A h.
vr(lliy1) = Zvr(ﬂj)'ejfj'“eifi‘ﬁ = ejy1cepr-eifieeeifiohy;
: j=1 J j=1

con lo cual terminamos de probar la parte (b). O

Denotamos por Oy, , m,_ ¥ ky, 2l anillo, al ideal maximal y al cuerpo
residual, respectivamente, de la valoracién v,. La aplicacién de reduccién
O, — ks, la denotaremos por R(X) — R(X )T.

2.6. Corolario. El grupo de valores de la valoracidn v, es Z, y su ideal
mazimal es m,, = 7.(X)0,.. O
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A continuacién, vamos a calcular el cuerpo residual k,_ de v,. Prime-
ramente observemos que m, N O = p, lo cual nos permite pensar el cuerpo
finito F,, = O/p como un subcuerpo de k,, . Ademds, por la parte (b) de la
proposicién de 2.5, sabemos que v.{~y;) = 0 para todo ¢, 1 <7 <r—1. Por

tanto, los elementos 7;(X) ,...,¥—1(X) € k,, son no nulos. El siguiente
teorema nos dird que de hecho estos elementos, junto con y(X) = X,

generan k,, sobre Fy,; es decir, que k= Fy, ('yo(X)' yeons Yr1(X) )

2.7. Teorema.

(a) La aplicacidn

Tr : F‘Ir—l = qu (CO) ey Cr—2) — kv,.

definida por 7(p(Go, -+ Gr-2)) = ¢ (0(X) 5., H—2(X) ), pera
cualquier o(Xo,...,Xr—2) € Fyo [Xo, ..., Xr-2], estd bien definida y

determina una Fy, -inmersidn. En adelante, pensaremos F, _, como

r—-1
un subcuerpo de k,, .

(b) k,, = F,,_, ('yT_I(X ) ) y el elemento v._1(X) es transcendente
sobre Fy,_, .

Demostraremos este teorema junto con el siguiente

2.8. Teorema. Sea s un entero tal que 1 < s <7 —1. Sean P(X) € O[X]
un polinomio no nulo y S un segmento con pendiente —hs/es para el que
podemos definir el polinomio asociado (en orden s) Ps(Y) € F, [Y] (cf.
definicion de 4.3). Sea P3(X) € K(X) la fraccion racional asociada (en
orden s) a P(X) y a S (cf. definicidn de 4.5). Entonces v,(PS) >0y

P5(X) = Ps (W) en k. .

Para demostrar estos dos teoremas necesitaremos ver antes dos lemas
sobre fracciones racionales. El primero de ellos hace referencia a las frac-
ciones racionales de la forma ®(n)(X), n € Z" (cf. §1).

2.9. Lema. Sean = (ng,ny,...,n,—1) € Z" tal que v, (®(n)) = 0. Entonces
podemos escribir, y en forma tnica,

dm)(X) = (X)) -y (X)L,
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conty,...,tr—y € Z. Ademds, cada entero t; depende sélo de ni,...,nr—1.

DEMOSTRACION. Veamos primeramente la existencia por induccién sobre
r > 1. Parar = 1, la hipdtesis nos dice np = 0; asi, #(n)(X) = 1.
Supongamos que r > 2. Por la parte (a) de la proposicién de 2.5, tenemos

r—1 i
vr(®(n)) = noey - er—1 + Zni Z€j+1 rer-1-€fjcccei1fii1-hy
i=1 j=1
= nr—1hr—1 (mod e,—1);

luego, por la hipétesis, tenemos n,_; = e,_1t,_1 para algin t,_, € Z. Con-
sideremos la fraccién racional R(X) := &(n)(X) - v,—1(X) ™1 € K(X).
Como vr—1(X) = -+ - ¢r~1(X)* 1, entonces R(X) = ®(n’)(X) para algilin
n' = (nf,...,nl._,,0) € Z", donde cada entero n; depende sélo de n; y de
n,-1; ademds, como v-(y,—1) = 0 (por la parte (b) de la proposicién de 2.5),
seguimos teniendo v,.(R) = 0. Aplicando la hipétesis de induccién a R(X),
obtenemos la existencia y que cada entero t; depende sélo de n;, ..., np_1.

Para ver la unicidad, bastard con ver que si tenemos ¢y,...,t—1 € Z
tales que

NX)* (X =1, (*)

entonces t; = +-- = t,—; = 0. Como cada 1;(X) = -+ ¢;(X)* y como los
polinomios ¢;(X) sén irreducibles y distintos (cf. parte (a) del corolario de
3.4 en orden i), entonces de la igualdad de () se deduce que t,—1 =0y,
por induccién, que t,_o =---=t; =0. O

2.10. Lema. Sean n},...,n. > 1 enteros, y sea m > 0 un entero. Entonces
ezisten r enteros ni,...,n, tales que para todo entero j, con0< j<m, la
T
fraccidn racional H (X))~ € O[X].
s=1

DEMOSTRACION. Para cada entero s, 1 < s < r, sabemos que la fraccién
racional ms(X) = w0y (X )1 ™et o .. ps_1(X)ls—1"ss-1, para ciertos enteros
Tis0y---,Ms,s=1, Y QUE Mg s~1 = 1. Sean ny,...,n,; € Z, entonces para todo.
J, 0 < j < m, el producto

H s (X)ns"j n, — Y30 b (X)"’"‘ . ¢r—1(X)Vj"'1,

s=1
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T
donde v;; :=1; Z nsi(ns — jn.) € Z,para 0 <t <r —1, y convenimos

s=t+1
que lp := 1. Afirmamos que existen r enteros ny,...,n, tales que para cada

J y paracadat es v;; > 0. En efecto, es claro que podemos elegir un entero
n. tal que v;,_1 > 0 para cada j, después un entero n,..; tal que vj -2 >0
para cada 7, y asi sucesivamente., [

DEMOSTRACION (de los teoremas de 2.7 y de 2.8). Consideremos un entero
stal que 1 < s <r —1. Veamos por induccién sobre s que se satisfacen las
siguientes propiedades

(is) ®s(X) =51 951 ('75_1(X) ) en ky,, para algin c;1 € &} .

(tis) La aplicacidn

Tr,s * Fq, = qu (CO’ .. -a(s—l) - kv,.

definida por Trs((Go, -+ o-1)) = @ (0(X) 5+, %o 1(X) ), para
cualquier ¢(Xo,...,Xs-1) € Fy, [Xo,...,Xs-1], estd bien definida y
determina una F,, -inmersién. En adelante, pensaremos F;, como un
subcuerpo de k,, .

(iiis) v,(PS) >0y PS(X) = Ps (WS(X)’) en k,., para todo polinomio
P(X) y para cualquier segmento S como en el enunciado del teorema
de 2.8.

Una vez hayan sido demostradas estas tres propiedades, quedardn entonces
probados la parte (2} del teorema de 2.7 y el teorema de 2.8.

Por la parte (b) de la proposicién de 2.5, sabemos que v,(®s) > 0;
por tanto, la propiedad (ii;) se obtiene de (i;) y (ii;—1) (si s > 2).

Para P(X) y S como antes, usaremos las notaciones, en orden s,
Ai(X), wi, (o, B) v, para cada ¢ con (4,u;) € S, S(2), ts(¢,1),...,8,(4,5s— 1),
P°(X), Ty(X) vy Bi(X), que utilizamos en la §4. Supongamos que s = 1.
Es claro que ®;(X) = ¢; (T) = o (X.T), lo que prueba (i;). Por la
observacion 2 de 1.7 del capitulo 1, tenemos que

PS(X)= ) BiX)m(X)t-o/e.
(i, ui JES

Pero, como cada Bij(X) = Ai(X)/af~(ime)m/er ¢ O[X] y como cada
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B:(X) = Bi({o) (via identificar F,, a un subcuerpo de k., por (ii1)),
entonces también es clara la propiedad (iiiy).

Supongamos que las propiedades (i;) y (iii;) son clertas para todo ¢,
1<t < s~1. Comenzemos viendo la propiedad (is). Por el corolario de 3.3
(en orden s), el punto (0, fs—1vs(¢s—1)) es el origen del tnico lado, T, del
poligono N,_1(¢s). Entonces, por las definiciones del polinomio {(¢,)°(X) y
de la fraccién racional (¢5)7 (X), tenemos que (¢5)°(X) es ménico de grado
igual a m;s y que

$5(X) = (¢5)°(X) + Ro(X) = m—1 (X) o= 00-1)(8)T (X) + Ro(X),

donde R(X) € O[X] es de grado menor que m; y vs(Rs) > vs(ds); asi,
por la parte (b) de la proposicién de 2.2 y la proposicién de 2.5, obtenemos
que v-(Rs) = e5--- er-1Vs(Rs) > €5+ -ep-1Vs(¢s) = vr(Ils). Ademds, por
la propiedad (ilis—1), es

Ao

@) = (81 (61 (X)) = oo (),

para algiin elemento c;—y € Fy,_, . Por consiguiente, se tiene que

— ¢5(X) — —€sw1fs—1 T RS(X)
2,00 = F5 = (D) B 0T +
con ps—1 (X )H = 11 (X) € K(X), y entonces, tomando clase

Ts—1 (X)'Mv—l(‘bs—l)
médulo m,,_, que

@s(X), = (Ps—»l (X)')_e“‘f”l Com1WPs—1 (73~1(X) )

Como v,(ps—1) = 0, entonces la propiedad (is;) queda demostrada.

Veamos ahora la propiedad {iiis}). Por la proposicién de 4.6 en orden
s, se tiene que

PS(X)= Y TuX)Bi(X)ys(X) e, (+)
i:(%,u;)ES

con cada Iy(X) = 1 (X))« .y, (X))t (45=1); por consiguiente, es cada
LX) = (f’(i’l) :,_(;‘,3-1) (via la identificacién propiciada por (iis)).

Ademis, por la definicién de las fracciones racionales B;(X) y (A;)50(X)
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y por la propiedad {iii;—1), tenemos que el valor v,.(B;) = 0 y las igualdades
Bi(X) = (4:)SO(X) = (Ai)s((¢s-1)- Como también ve(y;) = 0, tene-
mos en particular v.(P°) > 0. Tomando ahora clases médulo m,, en la

igualdad de (x) se obtiene la propiedad (iiis).

Sean P(X),Q(X) € O[X] dos polinomios no nulos tales que v,(P) =
v(Q) =: u, veamos que P(X)/Q(X)r e F,_, (7,-1(X) ); lo cual de-
mostrard que k,, =Fy__, ('yr_l(X) ) Para P(X) y S := S,.1{P) seguire-
mos usando las notaciones anteriores en orden s := r — 1. Por la definicién
de la fraccién racional PS(X), tenemos que

P(X) = &,-1(X)*mr-1(X)PP3(X) + R(X)

con R(X) € O[X]y v+(R) > u. Como v, (®82_,7°_) = hyra+e,m1f=u,

entonces v,(P°) = 0; ademds, por el teorema de 2.8 ya probado, obtene-
e —T" ———

mos que PS(X) € F,, _, [%-1()() ] Ponemos ahora §' := S,_1(Q), vy

denotamos por (o', 8') el origen de este lado. Repitiendo lo anterior para

Q(X)y &, se llega a que 0 # Q5 (X) €F,,_, [7,_1()()'] v que

P(X)/Q(X) =®(X) PS(X)/Q5(X),

donde ®(X) := &,_1 (X))~ 7._1(X)?~# € K(X). Pero, como la fraccién

®(X) = ®(n)(X) para algin n € Z" y v,(®) = 0, entonces, por el lema de
vETI e

2.9, obtenemos que ®(X) € F,,_, ('yr..l(X ) ) Por consiguiente, ya hemos

visto que P(X)/Q(X) €F, _, (7,-1(X) )

Finalmente, veamos la transcendencia del elemento v,_;(X) . Serd
suficiente ver que este elemento es transcendente sobre el cuerpo Fy,. Sea
QX)) = ijXj € O[X] un polinomio tal que v(by) = 0, hemos de probar

j=0
o [ e—T
que Q (7-1(X)") # 0. Ponemos n := e,f+*er1 frorhs/(esfro1) € Z,
para 1 < s £ r — 1. Entonces, por el lema de 2.10, existen r — 1 enteros

ni,...,nr-1 tales que para todo j, 0 < j < m, se tiene que el producto

r—1
H 75(X)™ 7™ € O[X]. Consideremos ahora el polinomio

s=1

Q1 00) = ([ 7 (0™) Qr (XN = 3 By (K)poa (XY, (1)

=0
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. r—1

donde Bj.,_, (X )= b; - H re(X ) ~d ™o O[X] (no necesariamente de
=1

grado menor que my_1); entonces lo que se ha de demostrar es que el valor

r—1
v(Q1) = Znsvr(ws). Ponemos ahora u} := vp—1(Bje,_, $r-17 =), para

0<i< nzletilizando las proposiciones de 2.5 y de 3.3 (en orden r — 1),
obtenemos que cada u; = v,r-1(b;) + u, + (m — j)h,—1. De aqui se sigue
que los puntos del diagrama D,_;(Q1,{B;}) (cf. definicién de 4.7) estdn
por encima de o tocando a la recta con pendiente —h,_;/er~; que pasa por

[ ]
el punto (0,8), con B := up, + mhr—y = up — vr_1{bo) = Znsv,_l(ws),

sz=1
y que al menos uno (el correspondiente a j = m) toca a esta recta. Pero,

como wy(b;) = wr(ms) = 0 para todo j,s (cf. proposiciones de 2.3 y de 2.5),
entonces es wr(Bj.,) = 0 para todo j y, por tanto, el ¢._,-desarrollo (x*)
de @1 (X) es admisible (cf. definicién de 5.2). Por consiguiente, aplicando el

corolario de 5.3 en orden r—1, obtenemos que el segmento S,_1(Q;) también
-1

estd sobre dicha recta; luego, el valor v,.(Q1) = e,_18 = Z nsur(ms). O
EESY

§3. Construccién de ¢.(X)

En esta seccidén, vamos a construir con el poligono un polinomio ménico de
O[X] con tipo de orden r — 1 igual a {t,—1} y de grado minimo. Por la
proposicién de 1.2, sabemos que este grado debe ser igual 2 un mailtiplo
positivo del entero m,.

3.1. Teorema. Podemos construir un polinomio mdnico ¢,.(X) € O[X] de
grado m, que satlsfaga las propiedades siguientes

By
(a) El poligono N,.1(¢,) consta de un solo lado, con pendiente — er L
1
(b) El polinomio asociado (en orden r — 1) al polinomio ¢.(X) y a este

lado es cyr—1(Y'), para algin elementoc € Fy .

Para la demostracion de este teorema necesitaremos la siguiente
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3.2. Proposicién. Sea V > er—i fr-1v-(¢r—1) un entero, y sea p(Y) €
F,._.[Y] un polinomio no nulo de grado menor que fr.;. Denotamos por
T al segmento mds largo con extremos de coordenadas enteras no negativas,
con pendiente —h,_,/e,—; y con H._1(T) = V. Entonces podemos cons-
truir un polinomio P(X) € O[X] de grado menor que m, tal que v,(P) =V
y tal que el polinomio asociado (en orden r — 1) al polinomio P(X) y al
segmento T es Pr(Y) = oY) en F,,_, [Y].

DEMOSTRACION. Denotamos por (a,3) al origen de T'; asi, se tiene que
hrora+er18=Vyque o < e,—;. Podemos escribir
p¥)= Y clG-2)Y7,
j<fr—1
con los ¢;{X) € F,._,[X] polinomios de grado menor que fr_2 y con

cjo (X) # 0 para algiin jo < fr-1.
La demostracién la haremos por induccién sobre r > 2. En el caso
r = 2, veamos que el polinomio
P(X) = 3 78R C(X) gy (X)7H
i<h
satisface las propiedades requeridas, donde C;(X) € O[X] tiene grado
menor que m; y satisface C;(X) = ¢;(X) en Fy, [X]. En primer lugar, como
a < e, paratodo j < fi es a+je; < eyfi; asi, el polinomio P(X) € K[X]
tiene grado menor que mie; fi = ma. La hipdtesis V' > ey fih;, prueba que
paratodoj < fres B~ jhy = E(V — (a+jei)h1) > hi/ey; por tanto, el
polinomio P(X) € O[X]. Por construccién, es claro que v2(P) = V y que
Pr(Y)=¢(Y) en F, [Y].
Supongamos ahora que la proposicién es vélida en orden r — 1. Para
J< fre1,8€aVji=B—jhey ~(a+jer—1)vr_1(dr—1), sea T; el segmento
més largo con extremos de coordenadas enteras no negativas, con pendiente
~h,2/er—2 y con H,o(T;) = V;, sea (a5, ;) el origen de este segmento,
y sea p;(Y) € F,,_, [Y] el tnico polinomio de grado menor que f,_; tal que
@i(Gr2) = (T TG,
donde los enteros t(j, s) estdn definidos por

(7, 3) = "(a +jer-1)er—2fr-2 e 'ea-{»lfs-{-llsfs(esvs(qf’s) + hs)a s<r—2,
. 1 .
ir =) = ——(a; = Loa(B = hy-))

r—




§ 3. Construccién de ¢,(X) 53

En primer lugar, observemos que es V; > e,—2fr—2vr_1(¢r-2) para todo
entero j < fr—1. En efecto,

V=

1__1 (V = (@ +j ere1)(rm1tro (@r1) + ho1))

r

1 .
=5 (V~{a+je—1)v-(dr-1)) (por (b) de la proposicién de 2.2)
el
1 .
2> P (kV - (er—-lfr—l - I)Ur(ér—l)) (Puesa a+jer.y < er—lfr—-l)
-
> vr(¢r—1) (por hipétesis)
€r—1
hr.
= Vpe1 (Bro1) + ——
€r_1
> Vpe1(Pr-1)

= er—2fr_2Ur_1(¢r—2) (por (b) del corolario de 3.3 en orden r — 1),

Si ¢;(X) = 0, entonces ponemos P;(X) := 0. Si ¢;(X) # 0 (es de-
cir, ;(Y) # 0), entonces, por la hipétesis de induccién, podemos cons-
truir un polinomio P;(X) € O[X] de grado menor que m,..; que satisfaga
ve—1(Py) = V; y (Pj)1; (Y) = ¢;(Y) en Fy._,[Y]. Ahora, es claro que el
polinomio

P(X):= Y Pi(X)$r_1(X)*H e € O[X],
J<fry
es de grado menor que m, y que los puntos del diagrama de Newton
D,_;{P) estdn por encima de o tocando a T'; ademss, el punto correspon-
diente a un j estd sobre T si y sélo si ¢;(X) # 0. Por tanto, v.(P) = V.
Finalmente, tenemos que

PT(Y) - Z C:r-x(a-f-j er-1,1) ::-21(&4-3' er-lﬂ""2)(Pj)Tj (Cr—z) Yj
j<fv'-‘-1

D D SR A (A

i<frm1

= > c(G2) Y

j<fr—1
= @(Y)r

pues, por definicién (cf. 4.3), t,—1(a+] er-1,8) = (4, s) para todo j, 5. Esto
termina de probar la proposicién. O
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DEMOSTRACION (del teorema de 3.1).  Consideramos el entero V :=
€r1 fr—1Vr(®r—1), vy denotamos por T al segmento mads largo con extremos
de coordenadas enteras no negativas, con pendiente —h,_;/e,-1 y con
H,_1(T) = V; asi, el origen del segmento T es el punto (0, fr—1v-(¢r-1))-
Consideramos ahora el polinomio ¢(Y) := c(r—1(Y) = Y¥-1), donde

r—2
¢:= H C:(S) € F;r—z !

s=1

t(s) := —€ep—1fr~1-- ‘€s+1fs+1lsfs(es'us(¢s) -+ hs), 1<s<r -3,

1
tr—2):= = lr_g€r_1 fra1Vr-1(¢r-1).

-2

Asi, el polinomio ¢(Y) € F, _,[Y] tiene término constante no nulo y es
de grado menor que fr,_;. Por la proposicidén anterior, podemos construir
un polinomio P{X) € O[X] de grado menor que m, tal que v, (P) =V y
Pr(Y)=¢(Y) en F,__, [Y]. Ahora, ponemos

6r(X) == $r1 (X)o-1F1 4 P(X).

Por construccién, se tiene que el polinomio ¢,(X) € O[X] es ménico de
grado m,. Ademds, el lado S := S,_1(¢,) C T tiene el mismo origen que
T y final el punto (e,—1fr—1,€r~1fr-1vr-1(¢r-1)); por tanto, el poligono
Ny..1{¢r) consta de un solo lado, S. Finalmente, observemos que ¢l poli-
nomio asociado (en orden r — 1) (¢r—15~/1)p(Y) = ¢Y -1, pues, por
definicién (cf. 4.3), tr—1(er—1 fr—1,8) = t(s) paratodo s,1 < s < r-2. Por
consiguiente, tenemos que

(6r)s(Y) =(8-)7(Y)
=(¢r—1"" 1) (Y) + Pr(Y)
=cY1 4 oY)
=cYp-1(Y).

Con esto se acaba la demostracién del teorema. [J

Es interesante remarcar que las demostraciones anteriores, de la pro-
posicién y del teorema, nos ensefian a construir de manera efectiva y fcil de
implementar un polinomio ¢,(X) que satisface las condiciones requeridas.
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En el resto de este capitulo consideraremos fijado un polinomio ar-
bitrario ¢.(X) cumpliendo las condiciones del teorema anterior, aunque
_ no necesariamente construido como antes, Definimos la fraccién racional

8.(X) = g(gf)) € K(X).

Terminamos esta seccién viendo tres corolarios, que nos proporciona-
ran mas informacién sobre el polinomio ¢,(X).

3.3. Corolario.

(a) El lado S,—1(¢r) tiene por origen el punto (0, fr—1vr(¢dr-1)) y por
final el punto (er—1 fr—1,€r—1 fr1vr-1{gr-1))-

(b) vr(@r) = er—1fra1Vr(br-1) = erc1fro1(er—1r-1(¢pm1) + hro1) ¥
Wr((br) = 1.

r—1

(€} vr(¢r) = Zei-i-l ooepey-€ificccerayfoor-hi = ().
i=1

(@) v(®,) = 0.

DEMOSTRACION. Como el grado del polinomio ¢,{X) es igual al grado del
polinomio ¢, {X)e -1/~ entonces, por la propiedad (a) del teorema, el
final del lado S,_;{¢,) ha de ser el punto {er—1 fr—1;€r—1 fr—1Vr—1{@r-1))-
Ademds, como el polinomio ¥,-1(Y) tiene grado igual a fr—; ¥ su término
constante es no nulo, entonces, por la propiedad (b) del teorema, el origen
del lado S;..1(¢») ha de ser el punto (O,er—-lfr—l'vr—l(qsrwl) + hr-—lfr—l) =
0, fr—1vr(¢r-1)). Queda probada la parte (a).

La parte (b} se obtiene ahora aplicando las definiciones de v, y wr.

Para probar la primera igualdad de la parte (c), por induccién sobre
r, basta con observar que el sumatorio de la derecha satisface la misma
relacién de recurrencia que la obtenida en la parte {(b) para v.{¢-), y que
para r = 2 dicho sumatorio coincide con e; fih1 = va(¢2). La segunda
igualdad ya fue probada en la parte (b) de la proposicién de 2.5.

La parte (d) es consecuencia directa de la parte (c) anterior. [

Del corolario de 9.3 en orden r — 1 se sigue el siguiente
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3.4. Corolario.

(a) El polinomio ¢,(X) es irreducible en K[X] y tiene tipo de orden r—1
tgual a {t._1}.

(b) Sine Qe es una raiz de ¢(X), entonces e(K(n)/K) = e -er—1
y f(Km)/K)=fo- fr-1. O

Del hecho que el polinomio ¢.(X) tenga tipo de orden r — 1 igual a
{t.—1} se sigue ahora el siguiente

3.5. Corolario. Sea s un entero tal que 1 < s < r. Entonces se tiene

s—1
Us(¢r) = D eip1- - €so1 - €ifir - €rm1frmr hiy ws(dr) = €sfs - erm1fro1.
i=1

DEMOSTRACION. Demostraremos las dos igualdades por induccién sobre s.
Como v;(¢r) = 0y m, = gr (¢-) = fow1(4r), las igualdades son claras para
s = 1. Supongamos ahora que las dos igualdades son ciertas para un s,
conl<s<r—1 Porellemade 4.2 en orden s, tenemos que los enteros
ws(@r), ws(¢r)hs/es son las longitudes de la proyeccién del dnico lado del
poligono N{¢,) sobre los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, y
que el valor vs41(¢r) = es(vs(dr) + ws(dr)hs/es). Por tanto, se tiene que
ws(@r) = esfsws+1(¢r). Aplicando la hipétesis de induccién, se obtienen las
dos igualdades para s+ 1. O

§4. Definicién del poligono y del polinomio asociado

A partir de nuestro tipo de orden r — 1, t,—1, en las dos secciones anteriores
hemos definido una par de valoracién (v,,w,), y hemos construido de manera
efectiva un polinomio ménico ¢-(X) con tipo de orden r — 1 igual a {t,—1}
y de grado minimo, m,. Se recuerda que dicho polinomio estd fijado y
que no se supone necesariamente construido como en la demostracién del
teorema de 3.1. De la misma forma que en la §1 del capitulo 1 se definié el
poligono de Newton respecto de la valoracién v, y del polinomio ¢;(X), de
un polinomio de O[X], ahora definimos el poligono de Newton respecto de
la valoracién v, y del polinomio ¢.(X). El valor v.(¢,), que fue calculado
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en la parte (c) del corolario de 3.3 y que en orden uno es nulo, actda ahora
como un “normalizador” del poligono. La definicién clave del polinomio
asociado (en orden r) que se dard estd inspirada en los teoremas de 2.7 y
de 2.8 y en la proposicién de 4.6.

Sabemos que dado un polinomio no nulo P(X) € O[X] hay una
manera, y sélo una, de escribir

(ex(P)/m.] ‘
PX)= Y A(X)e(X) (2.4.1)
i=0
con los 4;(X) € O[X] de grado menor que m,. Recordemos que a esta
expresién la llamamos el desarrollo ¢--ddico del polinomio P(X).

4.1. Definicién. Llamaremos poligono de Newton del polinomio P(X) re-
specto de la valoracion v, y del polinomio ¢.(X), y lo denotaremos por
Ny, .6.)(P) 0 abreviadamente por N.(P), a la envolvente conveza inferior
del conjunto de puntos del plano euclideo

D;(P) = Do, ,6.)(P) := {(i,u) : 0 < i < [gr(P)/my), Ai(X) # 0},

donde u; = v, (A; ¢.%) = v (Ai) +ive(d,). Al conjunto D, (P) le llamare-
mos el diagrama de Newton del polinomio P(X) respecto de la valoracion
vy y del polinomio ¢(X).

Llamaremos parte principal del poligono N.(P), y lo denotaremos
por NO(P), al poligono obtenido al considerar sélo los lados con pendiente
negativa de N,(P).

El poligono N2(P) contiene la informacién sobre el polinomio P(X),
correspondiente al tipo t._i, en la cual estamos interesados en orden r
(cf. teoremas de 8.1, 9.1, 10.6 y 11.4). A continuacién, calcularemos las
proyecciones de este poligono sobre los ejes de coordenadas; en particular,

veremos que la longitud de su proyeccién sobre el eje de abscisas es igual a
wr(P) = v, (P).

El siguiente lema nos indica cédmo es la forma tipica del poligono
N.(P), que es mostrada en la figura 2.1. En este poligono podemos leer los
valores vy, (P), vr(P) y wr(P) de la misma manera que en el poligono de
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orden uno se lefan los valores vy, (P), v1(P) y wi(P) (cf. lema de 1.2 en el
capitulo 1).

4.2. Lema. Con las notaciones anteriores, tenemos
(2) v, (P) = min{i : 4;(X) # 0}.
(b) v-(P) = min{u; :i}.
(¢) wp(P) = min{i: u; =v.(P)}.

En particular, w.(P) =0 si y sdlo si v.(P) = v,(Aop).
DEMOSTRACION. La parte (a) es evidente. Consideremos ahora el polinomio

QX)) =) AX)¢.(X)', I'={i:wi=v}, u:=min{u;:i};
iel

asi, el valor v.(P — @) > u. Puesto que cada w,(4;) = 0 (cf. parte (c) de la
proposicién de 2.3) y wq(¢.) = 1 (cf. parte (b) del corolario de 3.3), entonces
cada wr(A;b,") = wr(Ai) + iwr(é,) = i. Aplicando la segunda propiedad
que satisface w, por ser pseudo-valoracién respecto de la valoracién v, (cf.
§1 del capitulo 1), deducimos que v,.(Q) = v y que w,(Q) = min I. Luego,
también es v,.(P) = u y w,(P) = min[I (cf. parte (e) de la proposicién de
2.2); con lo que quedan probadas las partes (b) y (¢). OO

0| v, (P) wr(P) (ex(P)/ms]

Figura 2.1. D,(P), N,(P) y NO(P).
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Sean h,e > 1enteros primos entre si y S cualquier segmento del plano
euclideo con pendiente —h/e, de origen (o, 8) y final (a +de,8 —dh) con
a, B,d > 0 enteros. Para poder definir el polinomio asociedo (en orden r) al

polinomio P(X) y al segmento S necesitaremos que se cumpla la siguiente
condicion:

Para todo entero j, 0 < j < d, el punto (@ +j e, uqatj.) estd por encima, del
segmento S o tocando a S (es decir, cada ug4;. > 8~ jh).

Desde luego, esta condicién se cumple para los segmentos con pendiente
—h/e que contienen al segmento con pendiente —h/e del poligono NO(P).

El polinomio asociado (en orden r) Pg(Y') va a tener sus coeficientes
en el cuerpo finito F,, . Vamos a asociar a cada término 4;(X) ¢.(X)?, con
a<i<a+de, i =a (mod e), un elemento de Fy, . Si el punto (i,u;) estd
por encima de S, le asociamos el elemento 0 € ¥, . Por tanto, nos fijamos
en un ¢ tal que el punto (i,u;) € S; asi, es

vr(ds) = B~ (i — a)h/e — iv. ().

Consideramos la recta L(#) con pendiente —h,..; fe,—; que pasa por el punto
(0,v,(4;)/er-1), cuya ecuacién es Bp1z + er.1y = vr{4;). Entonces, por
la definicién de la valoracién vy, el segmento S,.1(A;) estd sobre esta recta.
Ahora, sea S(i) el segmento mds largo sobre la recta L{i) con extremos
de coordenadas enteras no negativas. Si (a(i), (%)) es el origen de este
segmento, entonces es

hro10(i) +e,180) = v-(4i), 0<ali) <er-q.

Por tanto, a(i) = b _1v-(4;) = L,-1(8 ~ (i — a)h/e)) (mod e,—1), ya que
vr{¢,) es un entero miltiplo de e,..;. Por dltimo, podemos considerar,
por induccidn, el polinomio asociade (en orden r — 1) al polinomioc 4; y
al segmento S(i), (A:)s:)(Y) € Fy._, [¥]. Sustituyendo en este polinomio
la indeterminada Y por {,—; obtenemos un elemento no nulo (por la parte
(¢) de la proposicién de 2.3 y la observacién (3) de 4.4 en orden r — 1)
del cuerpo finito F,_ , que convenientemente “torzido” serd el coeficiente
(i — a)/e-ésimo.
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4.3. Definicién. Definimos el polinomio asociado (en orden r) al polinomio
P(X) y al segmento S como

Ps(Y) := Z QiDL D (A (G YOOV € Fy Y],
i:(1,u;)€S

donde

tr(i, 5) = —ter_1fro1- €s+lfs+1£sfs(esvs(¢s) + hs)v 1<s<r-2,

L (@) = L2 (B~ (i - a)h/e)) € 2.

r—1

tr(t,r —1) =

4.4. Observaciones. (1). El segmento S(i) y el entero t.(i,r—1) dependen
tnicamente del punto (i,u;) € S y no dependen ni de la pendiente del
segmento S ni de su origen ni de su final.

(2). Sea s un entero con 1 < s < 7 — 1. Entonces el signo de cada t.(i, s)
es el opuesto del signo de I;. Ademds, si e, = 1, podemos tomar I, =0y
entonces cada t.{i,s) = 0.

(3). Supongamos que el segmento S contiene al segmento con pendiente
—h/e del poligono N2(P). Si S’ es un segmento con pendiente —h/e con-
teniendo a § de origen (o', 8'), entonces Ps:(Y) = Y(@~a')/e Po(Y), ya que
la parte S’ \. S no contiene ningin punto (4, u;).

(4). El coeficiente en Y i=2)/¢ del polinomio asociado es no nulo si y sélo si
el punto (i,u;) € S. Por tanto, si S es el segmento con pendiente —h/e del
poligono NY(P), Ps(Y') es un polinomio de grado d y con término constante
no nulo; pero, si S estd por debajo de la recta que contiene al segmento con
pendiente —A/e del poligono N%(P), el polinomio Ps(Y) = 0.

(5). Supongamos que Ps(Y) # 0, y sea d’ := gr(Ps). Entonces para todo
7,0<j <d, larecta L(a + je) de ecuacién h,_12 + e,_1y = Vj, donde
Vi =8 =jh—(a+ je)v-(¢r) £ vr(Aatje), contiene al menos un punto
con coordenadas enteras no negativas, pues V; > Vg + v.(¢r) > €r—1hr-1
para j < d'. Por tanto, podemos definir como antes el segmento S(a + je)
y los enteros t.(a + je,s), para 0 < j < d', y entonces tenemos que

d’
PS(Y) = Z Cltr{a_i—] «1)... Cr-ltr{a.” er=1) (Aa—i-j e)S(oz+j e) (Cr—l) Yj )

=0
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ya que el polinomio (Aa+je)s(a+je)(Y) = 0 siel punto (a+je, uatje) € S.

(6). SiQ(X) € O[X] es un polinomio no nulo distinto de —P(X) para el cual
podemos definir el polinomio asociado Qs(Y'), entonces para P(X) + Q(X)
también podemos definir el polinomio asociado (P + Q)s(Y) y se tiene
(P+Q)s(Y) = Ps(Y) + Qs(Y).

(7). Si0# A € O, entonces tenemos N.(4) = {(0,e; ---er—1v(4))} =: &'
y As(Y) = Cl-hu(A) . ;i’i”lel"'e’_zy(A}E € }F;’, con B := A/,n.v(A) c O,
Ademds, si A € O*, entonces es N.(AP) = N.(P) y (AP)s(Y) = A Ps(Y).

A continuacién, veremos una propiedad clave del polinomio asociado
(en orden 7), que nos permitird entender su definicién. Para esto, intro-
ducimos una fraccién racional asociada al polinomio P{X) y al segmento S,
que desempefiara el papel que hacia el polinomio P5(X) € K[X] en primer
orden (cf. definicién de 1.6 en el capitulo 1).

4.5. Definicién. Definimos P5(X) := ﬁ%ﬁé

Po(X):= ) AiX)én(X) € OX].
u(i,ui)€S

€ K(X), donde

Observemos que, por definicién, Ps(Y) = (P°)s(Y) en F,_[Y].

o .(X)e .
m € K(X},y, para

cada i tal que (i;u;) € S, consideramos también las fracciones racionales

Consideramos la fraccién racional v, (X) =

&1 (X)*Or,_1 (X)POIL(X)
Tor (X)ﬁ—(i—a)h/e

. Ai(X)
Bl(X) ? QT—I(X)a(i)ﬂ'r—l (X)ﬁ(i)

Ti(X) =

€ K(X),

€ K(X).

4.6. Proposicién. Con las notaciones anteriores, tenemos que

PS(X)= > Tu(X)Bi(X)p (X)),
:(4,u;)€S

cada Ti(X) = 7 (X)GV ooy (X)Em~1) o cada Bi(X) satisface que
v(Bs) =0 y que Bi(X) = (Ai)sq) (7,“1()()’) en ks, .

DEMOSTRACION. La primera igualdad es clara por las definiciones dadas.
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Consideramos un 7 tal que (Z,u;) € S. Entonces sabemos que
ve(A;)) =8 - (i — a)h/e —iv(dy) = hr1a(i) + e,_1 B(3).

Por la parte (b) de la proposicién de 2.5 y la parte (c) del corolario de
3.3, sabemos también que v (®r-1) = Are1, Vr(Tr—1) = €ro1, Up(7r) =1y
vr-(Il;) = v.(¢,). Por tanto, v.(I';) = v,(B;) = 0.

Veamos ahora la igualdad entre las fracciones racionales I';(X) y
P (X))t g (X)) Por el lema de 2.9, sabemos que I';(X) se
puede expresar, y en forma tnica, como un producto de potencias enteras de
los vs{X) con 1 € s <r~1. Vamos a calcular estas potencias. Expresando
I;(X) en funcién de ®,-1(X), II,_1(X) y mr—1(X), tenemos que

Fi(X) — ‘pr_l(X)e"'lt'(i’r_l)nr..1(X)ie"lf”flﬂr-l(X)"" ,
donde

ni = BE) +ihrorfra + 11 (8- (i — a)h/e)
= i(hr—1 fro1 = Ur(¢r)/er-1) — hpat (i, 7 — 1)
—ter—1fre1Vp-1(r—1) — hr_yt.(i,7 — 1) (por 3.3 (b)).

i

Luego, se tiene que
Li(X) = prog (X)) er-tor=iq,_y (X)t(or=1), ()

donde ps(X) = H(X)me(X)~¥(¢) ¢ K(X), paral < s <r-1. Si
r = 2, entonces p,—1(X) = 1 y hemos terminado. Supongamos que es
r > 3. Expresando ahora p,41(X) en funcién de &,(X), I;(X) y n:(X), ¥y
aplicando de nuevo la parte (b) del corolario de 3.3, tenemos que

por1(X) = ps(X)osToqy (X)TleSoleavsl@)tha) 1 <5 <r -2,

Procediendo recurrentemente, llegamos entonces a obtener una expresién
explicita de pr—;(X) como producto de potencias enteras de las ;(X) con
1 < 5 <7~ 2. Substituyendo después en (*) obtenemos nuestras tes.

Finalmente, observemos que Ai(X) = (4;)°(X) + R;(X), donde
Ri(X) € O[X] y v-(Ri) > v.(A;). Dividiendo por &,_;(X)*@x,_; (X))
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cada miembro de la anterior igualdad y tomando después clases mddulo el
ideal m,,, obtenemos Bi(X) = (A:)50(X) = (As)se (7,_1(}{)’), por el
teorema de 2.8. Con esto queda probado el resto de la proposicién. O

Para terminar esta seccién, vamos a definir, de forma aniloga, el
poligono de Newton y el polinomio asociado para un ¢.-desarrollo arbitrario
de P(X),

P(X) = 4(X) 6,(X)’ (2.4.2)

i>0

con los polinomios A(X) € O[X] casi todos nulos (no necesariamente de
grado menor que m.,).

4.7. Definicién. Liamaremos poligono de Newton del ¢,-desarrollo (2.4.2)
del polinomio P(X) respecto de la valoracién v, y del polinomio ¢.(X), ylo
denotaremos por Ny, 4.)(P, {A}}) o abreviadamente por N.(P,{4}}), a la
envolvente conveza inferior del conjunto finito de puntos del plano euclideo

DT(P, {Ai}) = D(Ur>¢r)('p’ {A:}) = {(ia u;,) 4 P Oa A;(X) # 0}7

donde v} := v,.(A} ¢.%). Al conjunto D.(P,{AL}) le llamaremos el diagrama
de Newton del ¢,-desarrollo (2.4.2) del polinomio P(X) respecto de la va-
loracidn v, y del polinomio ¢.(X).

Llamaremos parte principal del poligono N, (P, {4}}), y lo denotare-
mos por NO(P,{A}}), al poligono obtenido al considerar sdlo los lados con
pendiente negativa de N.(P, {A}}).

Sea S un segmento con datos (a, 8),d,e, h. Suponemos ahora que
para todo entero j, 0 < j < d, el punto (a + je, u! ) estd por encima de

a+je
otocando a S.

4.8. Definicién. Definimos el polinomio asociado (en orden r) al ¢-desa-
rrollo (2.4.2) del polinomio P(X) y al segmento S como

(PAANs() = 3 GOV Gy ™ D (A s (Gon) Y2,
{,ul)esS

donde el segmento S(i) y los enteros t,(i,s) estén definidos como antes.
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4.9. Observacién. Ahora, el coeficiente en Y (i=2)/¢ del polinomio asociado
(P, {Ai}s(Y) € F,.[Y] es no nulo si y s6lo si (3,u;) € Sy wr(A4]) =0 (cf.
parte (c) de la proposicién de 2.3 y observacién (3) de 4.4 en orden r — 1).

§5. Desarrollos admisibles

En esta seccién compararemos el poligono de Newton de un ¢,.-desarrollo
arbitrario de un polinomio con el del desarrollo ¢.-ddico. Como en primer
orden (cf. §2 del capitulo 1), ello nos conducird a definir, con la ayuda de
nuestra pseudo-valoracién wy, el concepto de ¢.-desarrollo admisible. Estos
desarrollos tendran la misma parte principal y el mismo polinomio asociado
(en orden r) a cada lado; lo cual serd utilizado en la seccidn siguiente para
demostrar el teorema del producto.

5.1. Proposicién. Sea P(X) € O[X] un polinomio no nulo. Consideramos
~ los enteros (eventualmente +00) u; := vp(A; ¢,°) y ul = v, (4% ¢,*) corres-

pondientes a los ¢.-desarrollos (2.4.1) y (2.4.2), respectivamente, de P(X).
Sean iy < iy las abscisas del primer y dltimo vértice, respectivamente, del
poligono NP, {A!}). Sean h,e > 1 enteros primos entre si, S el segmento
con pendiente —h/e de NO(P, {Al}) y (o, B), (a +de, B —dh) los extremos
de S. Entonces

(a) El poligono N.(P) estd “por encima” del poligono NO(P, {AL}); es
decir,

(i) Ai(X) =0, para 0 < i < i,
(i) (2, u:) estd por encima de o tocando ¢ S, paraa <i< a+de, y
(iii) w; > u;,, para todo i > 0.

(b) Para todo i, o <i < a+de, se tiene que
(i,u) €S <= (4,u;) € S ywr(4]) =0,
Y, en tal caso, que (A:)s()(Gr-1) = (A} 5(5y(Cr-1) en By, , donde S(i)

es el segmento mds largo sobre la recta hy_ 1z + e,_1y = v.(4;) con
ertremos de coordenadas enteras no negativas.
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DEMOSTRACION. Sea A (X)) =) A (X)) 6r(X)F el desarrollo ¢,-adico
k>0

del polinomio A;(X), j > 0. Asi, por la unicidad del desarrollo ¢.-ddico,
obtenemos que

= Al (X)), i20; (*)

J<i
por tanto, teniendo en cuenta que A}(X) = 0 para j < ip, tenemos (i) de la
parte (a). Ademds, por la parte (b) del lema de 4.2 aplicado al polinomio
( ¢T(X Y= ZA z—-J(X ) 6 (X ) y 5¢ tiene que
2]

wj <or(ds 6., 0<5<4 (x%)

de donde se deduce (iii) de la parte (a), teniendo presente la igualdad de
(¥) y que v} > uj , baratodo j > 0.

Ahora, consideremos un entero 7 tal que a < i < a + de, y ponemos
pi = B—(i—a)h/e € Q Entonces, por la igualdad de (), podemos escribir

Ai(X) $r(X) = Ap(X) (X)) + Ri(X), Ri(X) € O[X], wr(Ri) > pi,

por la desigualdad de (**) y puesto que u} > y; para j < i. Por consiguiente,
como U,.(A;;'qur‘f) > u} > p;, obtenemos que u; > p; ¥ que

ui = p; = up= i ¥y vr(Ajp) = vr(4]) = up=pi y we(4y) =0,

la dltima equwalenma por la parte {c) del lema de 4.2. Hemos probado (i1)
de la parte (a), y la equivalencia de la parte (b).

Finalmente, consideremos un £ tal que (i,u;) € S. Hemos visto que
vr(As = ALg) > Vi i= p — i0:(6r) = v:(As) = v, (Ah0) = vr(A]);
asi, por las observaciones (6) y (4) de 4.4, obtenemos las igualdades
(A:)s(iy (V) = (Al 0)sn(Y)+(Ai— Al 0)si)(Y) = (A ) sy (Y) en Fy,_, [Y].

Por consiguiente, para acabar de demostrar la proposicién, hemos de probar
ahora la igualdad

(A s (Gr-1) = (Ai0)s(y (Gr=1), en Ty, .
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Si v, (A} — A} y) > Vi, entonces, procediendo como antes, tenemos que
(ADs@Y) = (4io)dsw (), enFo ,[¥],

y hemos acabado. Si v.(A}~ 4]} = V;, el segmento S,_1(Al — Al o) € S(2)
¥, como el polinomio ¢.(X) divide a 4j(X) — A; 4(X) en O[X], entonces

Yra (V) | (A} = Alp) s (V) = (ADsy(¥) ~ (Aip)se(Y), enFo ,[Y],

por el corolario de 6.2 en orden r — 1 y por la eleccién de ¢.(X) (cf. §3),
con lo cual también se acaba. O

5.2. Definicién. El ¢,-desarrollo (2.4.2) de un polinomio no nulo P(X) €
O[X] diremos que es admisible cuando w.(A}) = 0 para todo entero ¢ tal que
el punto (i,u’) pertenece al conjunto de vértices del poligono NO(P, {AL}).

Por la parte (c) de la proposicién de 2.3, el desarrollo ¢.~ddico del
polinomio P(X) siempre es admisible. Pues bien, con la definicién que
acabamos de dar, de la proposicién de 5.1 y la observacién de 4.9 se deduce
el siguiente

5.3. Corolario. Sea P(X) = Z AYX) ¢-(X)} un ¢p-desarrollo admisible
i>0
de un polinomio no nule P(X) € O[X]. Entonces

(a) NP, {4i}) = N2(P).
(b) (P,{Al})s(Y) = Ps(Y) para cada segmento S del poligono NO(P).0)

§6. Teorema del producto

En esta seccién vamos a ver que, al igual que para primer orden (cf. §2 del
capitulo 1), en orden r también la parte principal del poligono de Newton
de un producto de un ndmero finito de polinomios se obtiene sumando las
partes principales de cada factor, y que el polinomio asociado al producto
es igual al producto de los polinomios asociados a cada factor. Para la
demostracién de este resultado, veremos que si tenemos ¢,-desarrollos ad-
misibles de cada factor, entonces al hacer su producto el ¢,-desarrollo que
nos sale también es admisible; después, aplicaremos el corolario de 5.3.
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6.1. Teorema. (Teorema del producto) Sean Pi(X),...,P(X) € O[X]
polinomios no nulos y P(X) := Pi(X)---Py(X) su producto. Sean h,e > 1
enteros primos entre si, S, el segmento con pendiente —h/e del poligono
NYP,),1€v<g,yS:=8 +---+8, Entonces

(a) S es el segmento con pendiente —h/e del poligono N2(P).
Por tanto, NO(P) = NO(Py) + -+ + NO(P,).
(b) Ps(Y) = (P1)s,(Y) -+ (Po)s, (Y) en Fy, [Y].
DEMOSTRACION. Por induccién sobre g, podemos suponer que g = 2. Sea

P(X) =Y 4,i(X) ¢+(X)" un ¢,-desarrollo admisible de P, (X) y ponemos
Uy = ve(Ay i) (v =1,2). Asi, tenemos

PX) =) AwnX ¢T(X AX) = ) Ara(X) Az 5(X) € O[X],
i+j=k

Y U+ ug; = vr(Al,,-Ag,jzﬁ,.“"j ). Por el corolario de 5.3, para probar el
teorema nos bastard con ver que

(a’) S es el segmento con pendiente —h/e del poligono N2(P, {Ax}).

Por tanto, NO(P,{4}) = NO(P}) + NO(B,).
) (P {4e})s(Y) = (P1)s, (V) (P2)s,(Y).
(c") El ¢p-desarrollo P(X) = ZAk(X ) ¢-(X)¥ es admisible.

Sean (ay,8,) v (o +due, B, —duh) €l origen y final, respectivamente,
del segmento S, y ponemos a 1= a1 +ag, f:= 61 + B2 y d := di +ds. Asi,
los puntos (@, 8) y (e +de,3 —dh) son el origen y final, respectivamente,
del segmento S. Pues{o que

Upi > By = (i—as)hfe, uyi=p8,—(i—ay)hfe & i€,
donde I, = {¢ : (¢,u, ;) € S, }, entonces, si k =i + 7, tenemos que
upitug; 2 B—(k—a)h/e, uy+ugj =B~(k—a)hfe < i€ yj€l.
Por tanto, para todo & > 0, podemos escribir

AX) =Y ALa(X) 42,5(X) + Ri(X), (+)
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donde la suma anterior ¥ ° est4 extendida a todas las parejas de indices
(4,7) € [ x Iy tales que ¢ + § = k, y Rx(X) € O[X] es un polinomio que
satisface v.{Rr) > 8 — (k — a}h/e — kv, (¢ ); de aqui obtenemos que

v (Ardr*) 2 B = (k= a)h/e,
v (Ardt) = B = (k= ab/e &= v (3" Arida o) = B (k— ah/e.

Esta ditima igualdad se satisface si £ = @ 0 51 £ = o + de, ya que entonces
la suma 3 ° tiene un dnico sumando,

Al,m (X) AQ.M (X) 4 Al,m'f'éle (X) A2,ag+c£ge (X)s

respectivamente; pero, es falsa si & < a0 si £ > a+de, puesto que en estos
casos la suma ¥.° carece de sumandos. Por consiguiente, hemos probado
que el segmento con pendiente —h/e del poligono N%(P, {A4;}) es S; con lo
cual queda demostrado {a”).

Ahora, probemos la admisibilidad del anterior ¢,-desarrollo del poli-
nomio P(X). Hemos de ver que w,(Ay) = 0 para k¥ = a,a + de. Por
la igualdad de (x) y la parte (e) de la proposicién de 2.2, obtenemos que
we(Aa) = wr(A1,60A42,6:) = Wr(A1,0,) + wr(A2,e,) = 0, pues los desarro-
llos anteriores de cada polinomio P, (X)) son admisibles. Analogamente se
obtiene que wr{Ayege) = 0.

Por tltimo, veamos la afirmacién referente a los polinomios asociados.
En primer lugar, recordemos que

(P)s, (¥) = D GOV G RO DL, g 6y (Gror) YO
iel, ,

donde S, (i) es el segmento mds largo sobre la recta de ecuacién
Bra1Z + €y = By ~ (i ~ ay )b /e — iv,.(;)

con extremos de coordenadas enteras no negativas,

tr(d,8) = —ter_1fre1 - srr foqals folesvs(ds) + hs), 1< s <7 2,
£2(i,r = 1) i= —— (e (0) = o1 (B — (i — aw)h/e),

€rl
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y a, (1) es la abscisa del origen del segmento S, (2); y, por la observacién (5)
de 4.4, que

(P{ADs(Y) = D G5B Gy BB (4 5 (Groy) YR,
kel

donde I'={k:a <k <a+dek=a (mode)}, S(k) es el segmento més
largo sobre la recta de ecuacién

hr—1z +er—1y =B — (k —a)h/e - kv (¢,)
coﬁ extremos de coordenadas enteras no negativas,

t,(z’c,s) = —keryfro1-- 'es+1fs+llsfs(esvs(¢s) + hs)v 1<s<r—2,
b (kr = 1) 1= ——(a(k) = L1 (8 — (k — a)h/e)),

€r—1

y a{k) es la abscisa del origen del segmento S(k).

Para un i € I, v j € L5, si ponemos

£; -*--{ 1 si al(i)+a2(j)ZeT"1y
v 0 si al(i)+a2(j)<er—1’

vy k=1+j €I, tenemos que
S1() + Sa(f) C S(k),
a1(8) + a2(f) = alk) + €560,
tr(i,s) + 2(j,s) = t.(k,s), paral<s<r -2,
td,r =)+ 20, r = 1) = to(k,r = 1) + &4,

¥, por la observacién (3) de 4.4 y por este teorema en orden r — 1, que

G BTV (AL A ) sy (o) =
Crmg TR (A 545 )5 (4 5205) (Grmt) =
Y LY.
G P4 ) 500 (Grmt)  Grmd T (A ) 5000 (G s
es decir, el entero £.(k,r — 1) corrige la no compatibilidad para el producto

del origen {a(k), B(k)) de S(k). Por consiguiente, para probar la parte (b’),
hemos de ver que para todo k € I se satisface la igualdad

(Ar) sy (Gr-1) = Zo(Al,iAz,j)S(k) (Gr—1)-
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Pero, por la igualdad de () y la observacién (6) de 4.4, se tiene que

o a
(A)sw(Y) = (Z Az,iAz,j)S(k) (V)= (A1) s ()
y, por tanto, la igualdad deseada. O

Teniendo en cuenta la observacién (3) de 4.4, del teorema del pro-
ducto se deduce el siguiente

6.2. Corolario. Sean h,e > 1 enteros primos entre si. Sea S (resp. T)
el segmento con pendiente —h/e del poligono NO(P) (resp. N2(Q)) de un
polinomio no nulo P(X) (resp. Q(X)) de O[X], y sea S' un segmento con
pendiente —h/e conteniendo a S. Si Q(X) divide a P(X) en O[X], entonces
Qr(Y) divide a Ps:(Y) en ¥ [Y]. O

§7. Célculo del valor v(R(6)) con el poligono

En esta seccién, consideraremos fijado un entero algebraico 8 € Qg’ con tipo
de orden r — 1 igual a {t,—;} (cf. §1). Sean F(X) :=Irr(f, K, X) € O[X]
el polinomio irreducible de & sobre K, y L := K(#). Entonces tenemos que
(0.b) F(Y) = 9o(Y)% en Fo, [Y]. Asi, %o(Y) = Irr (§,F,,,Y). Luego,
existe un dnico automorfismo o € Gal(F,, /F,, ) tal que o((o) = 8.

Y paracadai, 1 <i<r -1, se tiene que
(i.a) El poligono N;(F) consta de un solo lado S;, cuya pendiente es igual
a —h;fe;. Asi, F(X) # ¢:(X) y, por la proposicién de 8.4 en orden i,

i

v(¢:(0)) = g;jj%z—i_—; (ve(qﬁg) + %) =3 eifi--eifi Ry

eifi e

=1
Ademds, es facil comprobar inductivamente que

VBL6)) = g, V() = 0, omins (9) =

-y

%
h;
elnnnej

v(ILi+1(0)) = Zejfj coeeific

j=1
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(i.b) Fs,(Y) = c;9hi(Y)* en Fy, [Y], para algin elemento ¢; € F;, y para
algin entero a; > 1. Asi, por la proposicién de 9.4 en orden i,
PI(Y) = Ir (f—y,-—@_).,Fq,.,Y), donde o € Gal(F,, /F,,) es el tnico
automorfismo tal que o({;) = m paracada j, 0 < j < i - 1.
Luego, existe un tnico automorfismo o € Gal(F,,., /Fy, ) que satis-

face 0(¢;) = v;(f) paracada j,0< j < i.

Por tltimo, notemos que gr{F) = mear-1, por la proposicién de 1.2,

7.1. Proposicién. Sean P(X) € O[X] un polinomio no nulo. Entonces
(a) e1---er—1v(P(8)) = vr(P).
(b) €1+ er10(P(6)) = vr(P) si sdlo si w,(P) = 0.
En particular, ey - - - er—1v(P(8)) = v.(P) si gr(P) < m,.

DEMOSTRACION. Si r = 1, la parte (a) es inmediata y la parte (b) se sigue
de que %o(Y) =Trr (,F,,,Y), por la propiedad (0.b).
Sea P(X) = > Ai(X)¢r_1(X)" el desarrollo ¢,_;-4dico de P(X).

Para un i tal que 4;(X) # 0, por induccién y las conclusiones de (r —~ 1.a),
se tiene que

€y - '6r-1'U(Ai(9) ¢r-—1(0)i) = er—1‘0r—1(Ai) +iep--- 6r~1’0(¢r—1 (9))
= er—l'Ur-—l(Ai) + i(er—lvr—1(¢r—1) + hr-—l)
> v,.(P}) (por la parte (b) de 2.2);

ademds, la desigualdad anterior es una igualdad si y sélo si ¢ € I, donde
I:={i:(,vr-1(Ai ¢r-1")) € S} y S :=S,_1(P). Por tanto, tenemos que
€1 er10(P(8)) > v (P) y que ey - - e,—1v(P(8)) = v,.(P) si y sélo si

Y (Z A;(6) ¢,.._1(9)"> = v, (P).

iel

Pero, por los célculos de (r — 1.a), el miembro de la izquierda de la anterior
igualdad coincide con e; - - - ,—1v(P5(#)) + v, (P). Por consiguiente, si ¢ es
el tnico F,,-automorfismo de Fy. que satisface o((;) = vs(f) para cada s
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con 0 < s <r—1 (cf. conclusiones de (r — 1.b)), obtenemos que

er - er10(P()) = v, (P) <> v(P5(8)) =0
= P§ (%) #0
<> Ps(¢-1)#0
< wr(P) =0,

donde la segunda equivalencia se obtiene aplicando el corolario de 7.4 en
orden r — 1. Con esto ha quedado probada la proposicién. [J

7.2. Corolario.
(a) er - er10(6:i(8)) = v.{¢;) para cade enteroi con1 <i<r—1.

(b) 1+ erm1v(¢r(6)) > vr(¢r).

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la proposicién teniendo en
cuenta que wy{¢;) = 0 para 1 <1 < r—1 {(cf. parte (a) de la proposicién de
2.5), mientras que w,(¢,} = 1 (cf. parte (b) del corolario de 3.3). O

Consideremos ahora el subanillo 0, de K(X) definido por

P(X
9, = (g * PXLQUX) € OLX], QUX) #0, 01(Q) = 0} € K(X);
es decir, O, es el anillo de fracciones de O[X] con respecto al subconjunto
multiplicativamente cerrado ‘

{Q(X) : Q(X) € O[X]~ {0}, wr(Q) = 0} C O[X] \ {0}

Notemos que, por las proposiciones de 2.3 y de 2.5, el anillo O, contiene
al anillo K[X] y a las fracciones racionales de la forma ®(n)(X), n € Z~7
(cf. §1). Ademads, para cada fraccién racional R(X) € 9,, tenemos bien
definido el elemento R(F) € L, ya que Q(8) = 0 implica que w(Q) > 1.
En efecto, si G(X) € O[X] es un polinomio no nulo, entonces se tiene
wr(FG) = wp(F) + we(G) 2 we(F) = a,-1 > 1, por (r - 1.b).

La proposicién de 7.1 la podemos extender entonces a las fracciones
racionales de O,.
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7.3. Corolario. Con las notaciones anteriores, sea R(X) € O, una fraccién
racional no nula. Entonces

(a) e1---er—1v(R(0)) 2 v, (R).

(b) €1 er~1v(R(0)) = v-(R) si y sdlo si w.(R) =0.

Luego, e1 -+ e,—10(®(n){(8)) = v.(®(n)) para cadean € Z7. I

Por este corolario, tenemos definido un homomorfismo de anillos

9,n0,, =01
R(X) = R(8)

tal que la imagen del ideal m,,_ N O, estd contenida en el ideal py. Consi-
deramos el subanillo ¥, de k,, definido por

—_—

Fr={R(X) :R(X) €D, NO, } Cky,.

Observemos que Fy _, ['yr_.l(X ) ] C 3r, via la inmersién de F,,_, en k,,
dada por la parte (a) del teorema de 2.7. En efecto, es claro que Fy, C F»
y que para cada s, 0 < s < 7 — 1, la fraccién racional v,(X) € O, N O,_;
luego, ¢ = 75(X) €Frpara0<s<r—2y%1(X) €3Fr.

" El homomorfismo anterior nos induce entonces un homomorfismo de
anillos

§-—Fr
RX) » RO (R(X)€D,N0O,),
cuya imagen contiene a I, _, [7,..1 (9)] =y, ; ademds, la restriccién de este
homomorfismo a Fy,_, es igual al dnico automorfismo ¢ € Gal(F,,_, /F,,)

que satisface o((;) = 7,(6) para cada s, 0 < s € r — 2. De esta forma
tenemos un diagrama conmutativo

5 —— [

I I

T
qu—x B Fq'r-»l

donde las flechas verticales denotan las respectivas inclusiones.
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Ahora, estamos en condiciones de probar el siguiente

7.4. Corolario. Supongamos que F(X) # ¢.(X). Ponemos (cf. (b) de 7.2)

1o eer1v(6: (@) ~velr) =i 2,

3,.(X)

con h,e > 1 enteros primos entre si, y v (X) := ()

€ K(X). Entonces

h
(a) v(®.(6)) = P yv(-(0)) =0
(b) Si P(X) € O[X] es un polinomio no nulo y S es un segmento con
pendiente —h/e para el cual podemos definir el polinomio asociado

(en ordenr) Ps(Y), entonces v(P5(6)) >0 y

PS(6) = P§ (%) enFy,

donde o € Gal(F,, /Fy,) es el dnico automorfismo tal que o((s) =
~vs(8) para cada 5, 0 <s<r—1.

DEMOSTRACION. Por los célculos de (r — l.a) y la parte (c) del corolario

de 3.3, tenemos que el valor e; - - - e,10(I1.(8)) = v.(II;) = v.(¢r) ¥y que
(s (6)) = ———le——l Ask, o(2:(6) = v(6,(6)) — o(IL.(6)) =

87-_.16
y v(7+(8)) = ev(®,(8)) — hv(m-(6)) = 0; lo cual prueba la parte ( )

Por la proposicién 4.6, tenemos que

PS(@)= > Tu6) Bi(6) 7 () e, (*)
(4, u;)€S

cada I';(8) = m (e)tr(i,l) . ")’r—l(g)t'(i’r“l)’ y cada Bi(X) € D, N0y, y
E-U(_)T = (Ai)s() (7,-_1(){ ) ) en §r. Aplicando el homomorfismo de ani-
llos definido anteriormente, §- — Fr, a los dos miembros de la anterior
igualdad, obtenemos que m = (A,')g( 9 (m) en Fr. Tomando ahora
clases médulo py, en la igualdad de (x) se obtiene la parte (b). O

Nétese que mientras el teorema de 2.8 hacia referencia a una igualdad
en ¥, donde intervenian la fraccién racional y el polinomio asociados en
orden s, 1 < s <r —1, la parte (b) del corolario anterior hace referencia a
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una igualdad andloga en Fy en la que intervienen la fraccién racional y el
polinomio asociados en orden r.

7.5. Observacién Tanto conceptualmente como a la hora de hacer de-
mostraciones, siempre podemos suponer que los grados de los polinomios
Po(Y), 1Y), ..., 01 (Y) del tipo t._; son todos iguales a 1; es decir,
siempre podemos suponer que fo = f; = --- = f,; = 1. En efecto, sea
K'C Qg’ la extensién no ramificada de K de grado fo - -- fr—1. Por la parte
(b) del corolario de 9.2 en orden r — 1, sabemos que el entero fo«-- fr_1
divide al grado residual f(L/K); luego, el cuerpo residual Fg =F, CFp
y K' C L. Entonces el polinomio F(X) factoriza en K'[X] de la forma

Fx)= [ &, (x)

reGal(K'/K)
donde G(X) :=1Irr(8, K', X) € O [X].

A continuacién, veremos que el polinomio G(X) tiene, sobre K’, tipo
de orden r — 1 igual a {t!._,}, donde t!_; es un tipo de orden r — 1 definido
sobre K’ con los correspondientes grados fy = f{ = --- = fl_; = 1. Des-
pués, se verdn las relaciones que existen entre el poligono y el polinomio
asociado (en orden r) de F(X) sobre K y los de G{X) sobre K'. Se aplicara
el superindice prima (') a las notaciones que utilizamos sobre K, asociadas
al tipo t,_;, para referirnos a las correspondientes notaciones sobre K’,
asociadas al tipo t,._;.

Por induccién sobre 7, 1 € ¢ < r, veamos que el polinomio G{(X)
tiene, sobre K’, tipo de orden ¢ — 1 igual a {t;_,}, donde

i = (Wi hafen, ¥is . s hicy feie1, ¥iy)

es un tipo que serd construido y que satisface gr(¢j_;) = 1y ¢}(X) divide
a ¢;(X) (1 < j < i), y que para cada polinomio no nulo P(X) € O[X] se
satisfacen las propiedades siguientes

(fa) Ny g1y (P) = N, 6 (P)-

(i) Para cada segmento S del poligono N?v{, ¢y (P), con origen (o, B)
y pendiente —h/e, su polinomio asociado (en orden i) es igual a
PL(Y) = X\; PE(1:Y) en Fy, [Y], para ciertos elementos A; = Ai(a, ),
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pi = pi(h/e) € Fy,, donde o € Gal(F,, /Fy, ) es el tinico automorfismo
tal que 6(¢;) = v:(f) paracada 5,0 <s <r~1.

Puesto que el polinomio %o(Y) = Irr (8, Fy,,Y) (cf. conclusiones de
(0.b)), el elemento 8 € F,, y el polinomio G(Y) = (¥ —-9’)‘16 en F,, [Y],
con afy := gr(G). Luego, hemos de tomar ¢4(Y) := ¥ — 8 € Fp,[Y] y
podemos elegir el polinomio ménico ¢;(X) € Ok+[X] de forma que sea el
factor de ¢;(X) que satisface ¢, (Y) = 94(Y) (lema de Hensel). Ademss,
como la extensién K'/K es no ramificada, la valoracién v = v; por tanto,
la valoracién v} y la pseudo-valoracién wi de K'(X) restringidas a K(X)
coinciden con v; y w;, respectivamente. Trabajando con el desarrollo ¢~
adico de P(X) y con el ¢!-desarrollo admisible obtenido al substituir en él
$1(X) por (1(X)/¢1(X)) - ¢1(X), se ven entonces (1) y (1b)-

Consideremos ahora un entero ¢ con 1 < ¢ < r — 1. Supongamos
construido el tipo t;_,; y elegidos los polinomios ¢ (X), ..., #i{X) € Ok [X]
de forma que G(X) tenga (sobre K') tipo de orden ¢ — 1 igual a {t]_,},
cada ¢}(X) divida a ¢;(X) y v;,w; restringidas a K(X) coincidan con v;,w;,
respectivamente; y supongamos que se satisfacen las propiedades (¢.) y (ib)-
Por la parte (b) del corolario de 3.3 es wi(¢i/¢}) = wi(d:) — wi()) = 0.
Entonces por la parte (b) de la proposicién de 7.1, aplicada al polinomio
¢i(X)/d(X) € Og/[X], y las conclusiones de (i.a) obtenemos las igualdades

1+ ei-1 ((61(6)) = w(B) = wi(82) = ol(6})
= e-eian(6i(0) - = — ol(d)),

que muestran la relacién

i=1

e GO

en particular, es G(X) # ¢(X). Por la proposicién de 8.4 en orden i, se
tiene entonces que el poligono Nw,g; y(G) consta de un solo lado T}, con
pendiente igual a —h;/e;. Luego, la valoracién v, restringida a K(X)
coincide con w41 (por la propiedad (i,)). Ademds, se tiene definida la
fraccién racional v{(X) € K'(X) y, expresando v;(X) en funcién de v{(X)
y de las correspondientes fracciones racionales asociadas a los polinomios
$;(X)/¢3(X) € Ok [X] (1 €7 <1)y aplicando el corolario de 7.4, tenemos
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la igualdad
7i(0) = pihi/es) - 7i(0); (xx)

en particular, v(f) € Fy,_ , pues v;(8) € F, 41 (por las conclusiones de
(i.b)). Aplicando la proposicién de 9.4 en orden i, obtenemos entonces que

el polinomio asociado (en orden i) G, (Y) = ¢} (Y - :Z@) " en F,. Y],
para algin elemento ¢} € F, y para a] := gr(G)/(eo---e;). Por con-
siguiente, hemos de tomar ¥;(Y) := Y ~ 4}(0) € Fy,,,[Y]; de esta forma,
la pseudo-valoracién w;,, restringida a K(X) coincide con w;iy; (por las
propiedades (i,) y (iv), las conclusiones de (i.b) y la igualdad de (%))
y el valor wj,i(#it1) = wit1(#iy1) = 1. Podemos elegir el polinomio

i+1(X) € Ok [X] de forma que sea el factor de ¢;;1(X) correspondiente
al tipo t} = (t;_,; hi/ej,¢;), dado por el teorema del polinomio asociado en
orden i (cf. 9.1 y 9.2). Trabajando como antes (en el caso i = 1) y utilizando
el teorema del producto (cf. 6.1) y la propiedad (ip), se obtienen ahora las
propiedades (i + 1,) ¥ (¢ + 1p).

Finalmente, aplicando las propiedades (r,) y (rp) a nuestro polinomio
F(X) y el teorema del producto sobre K’ a la factorizacién de F(X) dada
por la igualdad de (), y teniendo en cuenta que w,(F) = w.(G), se obtienen
las relaciones

(@) Ny, ,6,)(F) = Ny g0y (G) + {(0, )}, donde v := v,.(F) — v.(G).

(b) Para cada segmento S = T + {(0,7)} del poligono N,_s y(F), es
Fs(Y) = A (G7)"(nY) en Fy [Y], para ciertos elementos A\, 4 € F;_,
donde 7 := 071 € Gal(F,, /Fy, )-

Queda justificada entonces la afirmacién del comienzo de esta observacién.

§8. Teorema del poligono

En esta seccién vamos a probar el teorema del poligono en orden r. Este
teorema nos proporcionar una descomposiciéon del factor @.—1{(X) de P(X)
correspondiente al tipo t,.;, dado por el teorema del polinomio asociado
enordenr —1 (cf. 3.5y 3.6 del capitulolsir=2,y9.1y9.2sir > 2),a
partir de la descomposicién en lados de su poligono de Newton N.(Qy-1),
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el cual coincide (salvo una traslacién vertical) con el poligono N2(P).

8.1. Teorema. (Teorema del poligono) Sea P(X) € O[X] un polinomio
ménico tal que el poligono N2(P) no se reduce a un solo punto; es decir,
tal que vy (P) < wr(P). Sean S.1,...,Srg los lados de NO(P) y sean
dri, €ri, hey los datos asociedos a Sy (1 < i < g). Entonces el factor
Qr-1{X) de P(X) correspondiente al tipo t._;, dado por el teorema del
polinomio asociado en orden v —1 (cf. 9.1 y 9.2), admite una factorizacién
de la forma

Qr-1(X) = ¢r(X)*r P - Pry(X) - Prg(X),

donde cada P, (X)) € O[X] es un polinomio mdnico, no divisible por ¢,(X),
de grado myre, ;d;, con tipo de orden r — 1 igual @ {t,—1}, cuyo poligono
N.(Py;) consta de un solo lado S} ;, con datos dr;, eri, hri, y cuyo poli-
nomio asociado (en orden r) a este lado es (Pri)s: (Y) = ¢;Ps, ,(Y), para
algin elemento ¢; € Iy . Ademds, para todo i, 1 < i <g, si6¢€ Q;I es unae
raiz de P, ;(X), tenemos que el valor

v(¢r(6)) = ;1__1;""' (Ur(¢r) + %ﬁl) .

Pl 7

8.2. Definicién. Al polinomio P ;(X) le llamaremos el factor de P(X)
correspondiente al tipo reducido de orden v

tr; = (Yos ha/en, 15 - s her/eran, Yr1; hrifers).

8.3. Corolario. Cen las mismas hipdtesis y notaciones que en el teorema
anterior. Para cada i, 1 <1 < g, se tiene

(a) El nimero de factores ménicos e irreducibles del polinomio P, ;(X)
en K[X)] es menor o igual que d,;. Cada uno de estos factores tiene
grado miltiplo de myer,; y tipo reducido de orden r igual a {t2;}.

(b) Sea 6 € Q2! una raiz de P, 3(X) y ponemos L := K(§). Entonces
el entero eg - - - €r—1€r,; divide al indice de ramificacion e(L/K) de la
extension L/K . Ademds, sid,; = 1, entonces el polinomio P, ;(X) es
irreducible en K[X), e(L/K) =eo---er—1er; y F(L/K) = fo -+ fro1.
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DEMOSTRACION. Las afirmaciones de la parte (a) son consecuencia directa
de la parte (b) del corolario de 1.3 y del teorema del producto (cf. 6.1).

Probemos ahora las afirmaciones de la parte (b). Sabemos, por in-
duccién, que el entero ep- - e,—; divide a e(L/K) y, por el corolario de 9.3
en orden r — 1, que el entero fy--- fr—; divide al grado residual f(L/K).
Ademds, por el teorema de 8.1, el grado gr(P, ;) = mrer;d,; y la fraccién

UL(¢1'(9)) _ _
eL/K) (eo ery) — o rermiv(4:(9)) =

Er,i¥r (d)r) + hr,i

4
Por consiguiente, como el mcd(ey ;v-(¢r) + hr i, eri) = med(hrs,e05) = 1,
entonces e;; divide a e(L/K)/(ep---er-1) y tenemos
e(L/K) fIL/K) \ _ (I8, K)) _ gr(Prs) _
= < = dr,i-
e er—1eri/) \for  fra1 Mreri Mrer

Supongamos ahora que dr; = 1. Por lo anterior obtenemos que P, ;(X) es
irreducible en K[X], e(L/K) =eq---erc1€ri ¥y F(L/K)Y=fo-+  fre1. O

En el caso d.; = 1, con la parte (b) del corolario anterior podemos
calcular, a partir del tipo reducido t7 ;, el indice de ramificacién y el grado
residual correspondientes a la extensién L/K definida por el polinomio irre-
ducible P, ;(X). Més adelante, veremos que también podemos hallar en este
caso, a partir del tipo reducido t7 ;, una base del O-médulo libre Op y un

generador del ideal primo pp (cf. 11.12).

A continuacién, probaremos el teorema de 8.1 en el caso particular
de un polinomio irreducible de O[X].

8.4. Proposicién. Sea P(X) € O[X] un polinomio mdnico, irreducible, con
tipo de orden r -1 igual a {t._1} y distinto de ¢,(X). Entonces el poligono
N.(P) consta de un solo lado, cuya pendiente es negativa. Ademds, si
6 € Q¢ es una raiz de P(X }, entonces

v(¢r(9)) = S - (vr(qs,) + ﬁz) =3 eifi--erfr hi ,

€1 €r—1 r erfr €1 "€

i=1

donde —h, /e, es la pendiente de este lado.

DEMOSTRACION. En primer lugar, observemos que los poligonos N,.(P)
y N9(P) coinciden y no se reducen a un solo punto. En efecto, por las
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hipétesis sobre el polinomio P(X), se tiene que vy (P) = 0 < w.(P) v,
por la proposicién de 1.2, que gr(P) = m,w.(P); lo cual prueba lo que
queriamos aplicando el lema de 4.2.

Observemos también que €; - - e,-10(¢,(8)) > v:(¢.), por la parte
(b) del corolario de 7.2; en particular, v(¢.(6€)) > 0.

Consideremos entonces el polinomio irreducible de ¢,.(8) sobre K,

Q(X) = Irr(¢r (), K, X) = i@ixi €O[X], bm=1, bo#0.

i=0
Por el teorema del poligono en primer orden (cf. 3.1 del capitulo 1), el
poligono Ny, x)(Q) consta de un solo lado, cuya pendiente es igual a
—~v(bg)/m = —v{¢.(8)). Por tanto, el valor v(b;) > (m — i)v(¢-(#)) para
cada entero 2, 0 < i < m.

Consideremos ahora el polinomio ménico
Qi(X) = Q- (X)) = ) _ bi $,(X)* € O[X].
$=0

Observemos gque para todo 7 se tiene

v (bidr') = vo(bi) + ivr(dr)
= ey epmyU{bi) +iv.(¢r)
> €1+ ey (m = i)v(8,(6)) +ivr ()
= (¢ ™) + (m— i) (e1 -+ - er10(¢r(8)) = v:(¢4))

y que la anterior desigualdad es una igualdad si ¢ = Q 0 si i = m. Por tanto,
el poligono N(Q,) consta de un solo lado, cuya pendiente es igual a

—(e1- - er-10(¢+(6)) — vr(8r)) < 0.

Por otra parte, como @1(8) = 0, el polinomio P(X) ha de dividir al poli-
nomio (1(X) en O[X] y entonces, por el teorema del producto (cf. 6.1),
el poligono N,(P) = N2(P) ha de constar también de un s6lo lado, con la
misma pendiente.

Por 1ltimo, aplicando la férmula explicita que calcula el valor v, (¢}
(cf. parte {c) del corolario de 3.3), obtenemos la dltima igualdad de la
proposicién, 3



§ 8. Teorema del poligono 81

Pasemos ahora a demostrar el teorema de 8.1 en general; es decir,
para cualquier polinomio de O[X] (no necesariamente irreducible).

DEMOSTRACION (del teorema de 8.1). Por el teorema del polinomio asocia-

do en orden r — 1 (cf. 9.1), sabemos que nuestro polinomio P(X) factoriza,
en la forma

P(X) = Qr1(X) R(X),

donde Q,-1(X) € O[X] es un polinomio mdnico, de grado m,w,(P) =
mrwr(Qr-1) y con tipo de orden r—1 igual a {t,_; }, y donde R(X) € O[X].
Luego, w,(R) =0, el poligono N2(R) = {(0,v,(R))} =: T, el polinomio aso-
ciado (en orden r) Rp(Y) = c € F}_ y el poligono N(Q,-1) = N%Q,_1),
por el lema de 4.2. Por el teorema del producto (cf. 6.1), obtenemos entonces
las igualdades

Ng(P) = Nr(Qr—l) + {(0: UT(R))} )
PS,»,;(Y} z‘c'(Qr—l)Ti(y): 1<:i<y,

donde (Qr-1)7,(Y) es el polinomio asociado (en orden r) al lado, T;, con
pendiente —h, ;/e,; del poligono N,(Qr_1).

Consideremos ahora un polinomio Q(X) € O]X] ménico, irreducible,
que divida a @,-1(X) y distinto de ¢,(X). Por la parte (b) del corolario
de 1.3, el polinomio Q(X) ha de tener tipo de orden r — 1 igual a {t,._;}.
Por la proposicién de 8.4, el poligono N,(Q) ha de constar de un solo lado
y para cada rafz 8 de Q(X) ha de ser e; -+ e,_1v(¢-(6)) = v (¢r) + h/e,
donde —h/e es la pendiente de este lado. Ademss, esta pendiente —h/e ha
de ser igual a —h,;/e,; para algin unico i, de nuevo por el teorema del
producto.

Finalmente, para cada 7 definimos el polinomio
PaX)= [[ QXx)e@-)eolx],
: Q(X)EC;

donde C; denota el conjunto formado por todos los polinomios Q(X) € O[X]
monicos, irreducibles, que dividen a Q-1 (X), distintos de ¢,(X) y tales que
la pendiente del nico lado del poligono N, {(Q) es igual a —h, ;/e, ;. Porlo
anterior se tiene que

Qr_1(X) = ¢ (X)) P) . Py (X) - Prg(X),
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y que cada polinomio P, ;(X) satisface las propiedades del teorema, por la
parte (a) del corolario de 1.3 y, otra vez, por el teorema del producto. O

89. Teorema del polinomio asociado

Veremos ahora el teorema del polinomio asociado en orden r, que nos facili-
tard una ulterior descomposicién del factor P, ;(X) de P{X) correspondiente
al tipo reducido t2; (cf. 8.1 y 8.2) a partir de la descomposicién en Fy, {Y]
de su polinomio asociado {en orden r) (P ;) st ') = ¢:Ps, [(Y).

9.1. Teorema. (Teorema del polinomio asociado) Sea P(X) € O[X] un
polinomio mdnico tal que el poligono N%(P) no se reduce a un solo punto;
es decir, tal que vy, (P) < wq(P). Sea S, un lado de N2(P) y sean dr, e,
ke sus datos. Sea

Ps. (V) = ety (V)2 -ty o(Y)o9, c€ F

la factorizacion del polinomio asociado (en orden r) Ps,(Y) en producto de
potencias de distintos polinomios mdnicos irreducibles de Fy [Y] con grado
fri = gr{tr:). Entonces el factor P.{X) de P(X) correspendiente ol tipo
reducido de orden r

tﬁ = (1/’03 h1/€13¢1; ey hrml/er-l"‘;br-l; hr/er) y

dado por el teorema del poligono (cf. 8.1 y 8.2), admite una factorizacion
de la forma

P}"(X> = Qr,l(X) N ‘Qr,g(X)»

donde cada Q,;(X) € O[X] es un polinomio mdnico, de grado mee, fri0ri,
con tipo reducido de orden r igual a {t2}, cuyo poligono N,(Qr ;) consta de
un solo lado T, ;, con datos fr;a,i, er, hy, ¥ cuyo polinomio asociado (en
orden r) a este lado es (Qri)z, . (Y) = eitpri(Y)*, para algin elemento
c; € F; . Ademds, para todo i, 1 <i < g, si0 € Q¢ es una raiz de Qri(X)
&, (X)*r
e (X )Bm
y que Y7, (Y) = Irr (m,qu,Y), donde o € Gal(F,, /F,,) es el dnico
automorfismo tal que 6((s) = 7:(8) para 0< s <7 ~ 1 (cf. §7).

y ponemos v (X) = € K(X), tenemos que el valor v(v.(0)) =0
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9.2. Definicién. Al polinomio Q,;(X) le llamaremos el factor de P(X)
correspondiente ol tipo de orden r

tri = (Yo;hi/er, ¥1;.. s Rem1/ero1, Yra1; hrfer, ri).

9.3. Corolario. Con las mismas hipdtesis y notaciones que en el teorema
anterior. Para cada 1,1 <1 < g, se tiene

(a) El nimero de factores mdnicos e irreducibles del polinomio Q:(X)
en K[X] es menor o igual que a,;. Cada uno de estos factores tiene
- grado miltiplo de mre,fr; y tipo de orden r igual a {t,;}.

(b) Sea 6 € Q¢ una raiz de Q,:(X) y ponemos L := K(§). Entonces
el entero fo -+ fr—1fr: divide al grado residual f(L/K) de la ezten-
sion L/K. Ademds, st ar; = 1, entonces el polinomio Q,:(X) es
irreducible en K[X), e(L/K)=ey---e, y f(L/K)= fo-* fre1fri-

DEMOSTRACION. La parte (a) se sigue de la parte (b) del corolario de 1.3
y del teorema del producto (cf. 6.1).

Pasemos a ver la parte (b). Por el corolario de 8.3, sabemos que el
entero eg - - - ¢, divide al indice de ramificacién e(L/K). Por induccién, el
entero fo - - - fr-1 divide a f(L/K); o equivalentemente, el cuerpo F,, C Fy.
Entonces, por el teorema de 9.1, obtenemos que el cuerpo F,, (m) CFy

y que el grado [Fq, (7,(9)) :Fq,,} = fr;. Por consiguiente, se tiene que f,;
divide a f(L/K)/(fo:- fr—1) ¥ que

eL/K)\ (_IL/K) \ _ gln@.K) _ gr(Qrd
(520) (F557) :

€g - €r fo-- fr—lfr‘i mrerfr,i - mrerfr,i
E

= a,,.,,-.

Ahora, supongamos que a,; = 1. Es claro por lo anterior que entonces
el polinomio Q,;(X) ha de ser irreducible en K[X], e(L/K) = ey ---e, ¥
fL/K)= fo- - fre1fri. O

En la parte (b) del corolario anterior hemos visto que en el caso
ar; = 1 podemos calcular, a partir del tipo t, ;, el indice de ramificacién y
el grado residual de la extensién L/K definida por el polinomio irreducible
Qr,i(X). En la §11, veremos que en este caso (a,; = 1) también podemos
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hallar, a partir del tipo t,;, una base del O-médulo libre Oy y un generador
del ideal primo pz, (cf. 11.12).

Pasemos a probar el teorema de 9.1 en el caso particular de un poli-
nomio irreducible de O[X].

9.4. Proposicién. Sea P(X) € O[X] un polinomio ménico, irreducible,

con tipo de orden r— 1 igual @ {t,—1} y distinto de ¢,(X). Sean S, el dnico

lado del poligono N(P) (cf. 8.4), dr, er, hr sus datos y Ps (Y) € F, [V] su
er

%’:’%E € K(X).

Por iltimo, sean 6 € Q¢! una raiz de P(X) y o € Gal(F,, /Fy,) el dnico

automorfismo tal que o{(() = 7,(8) para 0 < s <r — 1. Entonces tenemos

(2) v(1(6) =0y PE (7(0) =0,
(b) Ps,(Y) = c¢r(Y)% en F,, [Y], para algin elemento c € F, y para
algin entero a, > 1, donde ¥2(Y) = Irr ('yr 6),F,,, Y) .

polinomio asociado (en orden r), y ponemos vy.(X) :=

DEMOSTRACION. Como ) + - - er—19(¢r(6)) = vr(dr)+hr/er {cf. proposicidn
de 8.4), entonces el valor v(y,(6)) = 0 y Pg. (%(a)) = P5-(§), por el
corolario de 7.4. Veamos que v(P57()) > 0, lo cual probaré la parte (a).
Sea P(X) = Z Ai(X) ¢-(X)* el desarrollo ¢,-adico de P(X) y sea (0, 8,)
el origen del lado 5,. Por la proposicién de 7.1, se tiene entonces que

e+~ er-19(4i(0) 6,(8)") = ve(Ai 6% +1i %ﬁ > br

para cada 1 tal que (i,v,(4; ¢.°)) € S». Por tanto, tenemos que
P(X) = m(X)7 P (X) + R(X),

donde R(X) € O[X] y ey -e,—1v(R(§)) > Br. Substituyendo ahora la
indeterminada X por 6 en la anterior igualdad y teniendo en cuenta que
;- e v{mr(8)) = 1 (cf. cdlculos de (r — 1.a) en la §7), obtenemos que el
valor v{P5~(8)) > 0.

Pasemos a demostrar la parte (b). Por la observacién de 7.5, podemos
suponer que los grados fo = --- = fo_; = 1; asi, ¢, = qo. Consideremos el
polinomio irreducible de 4,{§) sobre K

QX) = Trr(y-(8), K, X} = iijj €0[X], bn=1.

=0
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Entonces v(bo) = mv(y-(8)) =0y Q(Y) = ¥.(Y)® en Fy, [Y], para algin

entero b > 1. Ponemos n), := e;fs---e.frhs/{esfr) € Z,paral < s < r.

Por el lema de 2.10, existen r enteros ny,...,n, tales que para todo j,
r

0 < j € m, la fraccién racional Hm(X yre=ine g 0O[X]. Consideremos
s=1
ahora el polinomio

Q1(X) = (H ws<X>"«> QX)) = 3 Byer (X) 0(X) 7,
s=xl Jj=0

donde cada Bj,, (X) 1= b; - ﬁ 75(X)™ =7 € O[X] (no necesariamente de
grado menor que m,). =

En primer lugar, veamos que el poligono N-(Q1, {B;}) consta de un
solo lado T, cuya gendiente es igual a —h,/e, y cuyo origen es el punto
(0, 8), donde 3 := Z nsv-{ms). En efecto, para todo j tenemos que el valor

s==1

Ur(Bje®r? ) = vr(b;) + D (Ms —  n)vr(ms) + j e (¢r)

sl
T

2> (ns — jng)ve(ms) + j erve(gr)

donde la ltima igualdad se obtiene aplicando la parte (b) de la proposicién
de 2.5 y la parte (c) del corolario de 3.3; ademas, la anterior desigualdad es
una igualdad si j =0 osij =m.

En segundo lugar, veamos que el polinomio asociado (en orden r)
(@1, {B:))r(Y) = cQ(Y) en Fy, [Y], para algiin elemento ¢ € F}, . Recorde-
mos que el polinomio

(Qu{BNr(¥) = arUer D G 7T (B Yrg e (Gra1) Y
i=0

donde el segmento T(je,) y los enteros t.(jer,s) (1 < s <7 —1) estdn
definidos como siempre (cf. §4). Consideremos un entero j con 0 < j <m,
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ponemos 1 := je, y denotemos por (a(z), 8(¢)) el origen del segmento T'(3).
Por la proposicién de 4.8, se tiene que la fraccién racional
&, (X)*Omr,_1(X)PONI(X)!

Ti(X):= )i = (X)ED- gy (X))

y que la fraccién racional

B;(X)

Ci(X) = 3, ()0, (X)F@

€ K(X)
satisface la igualdad

GX) = B)r(2), Z:=%a(X) €ku,-
Por las definiciones dadas, tenemos que el producto

I4(X) CilX) = p(X) b5, Q)

donde p(X) := mn(X)™? [] ms(X)™ € K(X) es independiente de j. Ade-
s==1
més, como el valor v.(p) = 0, podemos escribir

p(X) = (X)) - g (X))

para ciertos enteros t1,...,t,..; {cf. lema de 2.9). Tomando clases médulo
m,, en la igualdad de (x), obtenemos entonces la igualdad

glt"(i’l) e Cr-_zt"(i)r"'z) Ztr(i,r—l)(Bi)T(i) (Z) = Cltl e Cr_‘ztv‘—2 Ztr—ei 5;,

via la inmersién de F,, _, en k,  dada en la parte (a) del teorema de 2.7.
Substituyendo en esta iltima igualdad el elemento Z, transcendente sobre
Fy._, (cf. parte (b) del teorema de 2.7), por el elemento {,.;, obtenemos
que el coeficiente j-ésimo de (Q1, {B.})7(Y) es

gltr(i»l) . Crﬁlt’(i’rml)(Bi)T(i) (Gr=1) = cg;:

para ¢ = (11 Gt € I

7 independiente de j; lo cual prueba lo que

querfamos ver.

Observemos ahora que el anterior ¢.-desarrollo de Q;(X) es admisi-
ble. En efecto, si el polinomio By, (X) es no nulo, entonces w,(Bj,,) = 0,
puesto que wr(K*) = (0) y que we(¢1) = -+ = wr(¢y—1) = 0.
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Finalmente, como Q:(f) = 0, entonces P(X) divide a @1(X) en
O[X], ¥, por el corolario de 6.2, el polinomio asociado Ps, (Y) dividird al
polinomio asociado (Q1)7(Y) = (Q1,{B: 1Y) = cQY) = c¢n(Y)® en
Fgo [Y). Con esto queda probada la parte (b). O

El siguiente corolario, valido también cuando r = 1 {cf. observacién
(5) de 3.8 en el capitulo 1), nos dice como podemos obtener explicitamente
todas las raices del polinomio asociado (en orden r) Ps, (Y) a partir de las
raices del polinomio irreducible P(X).

9.5. Corolario. Con las notaciones e hipdtesis de la proposicidn anterior,
se tiene le igualdad

Pawyee=c J[ (Y-%®),
9eZ,(P)

para algin elemento c € F; , donde

Z.(P)y={0€ Q' :P(#) =0, 7(0) =( para 0< s < r—1}.

DEMOSTRACION. Haciendo uso de este mismo corolario en orden r —~ 1, de la
propiedad (r — 1.b) (cf. definicién de 1.1) que por hipétesis satisface P(X)
y de la proposicién de 1.2, obtenemos que el cardinal

ti=#Z.(P)=ep €rw1ar-1 = gt(P)/(fo - fr1)-

Fijemos un elemento ¢ € Z.(P) (siempre existe al menos uno). Pone-
mos L = K(8), (YY) :=Inr (7—,.(-5')_, F,. ,Y) y fr = gr(¢,). Entonces, por
la proposicién de 9.4, sabemos que el polinomio Pg (Y) = cy,(Y)*" para
algiin elemento ¢ € Iy para algtin entero a, > 1; ademas, por el lema de
4.2, es ar_1 = wy(P) = e;d, = e, fra,. Sea K, la extensién no ramificada
de K de grado fo- - fr—1; asi, el cuerpo K. C L, el grado [L: K,;]=tyel
cuerpo residual Fg, = F, . Para cada entero s, 0 < s < r, ponemos ahora
Fo(X) := Irr(vs (), K, X) € Ok, [X], ns = gr(F) y nj = [L : Kr(75(6))].
Entonces Fy(Y) = (Y — ()™ para0 < s <7 -1 (va que 7,(8) = ¢ € F,.),
y F(Y) = ¢ (Y)/ I, ‘

Veamos a continuacion la igualdad entre los conjuntos

ZT(P) = {01(9)1'“7015(9)} = C,
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donde 01, ..., 0¢ son las ¢t K,-inmersiones de L en Qg’ . Como los elementos
de C son exactamente los conjugados de 8 sobre K., entonces el cardinal
#C =t = #2Z.(P). Por tanto, nos bastard con probar que ¢;(8) € Z,(P)
paracadai, 1 < ¢ < t. Esclaro que cada P{o;(8)) = 0;(P(6)) = 0. Ademds,
para cada s, 0 5 s < r -1, se tiene que el polinomio

t

IRERZNE I (v -7 ®)) = @)™ = (¥ - &)

i=1 i=

lo cual demuestra que cada vs(0:(6)) = (s para 0 < s < r~ 1. Luego, queda
probado que cada 0:() € Z,.(P) y que Z.(P) =C.

Finalmente, veamos la igualdad afirmada en el corolario. De lo visto
anteriormente se obtienen las igualdades

Ps (Y)o0 e = ¢ (V)20 r = ¢ (V) Ir = ¢ Fr(Y)™,

para algin ¢’ € F,_, asi como las igualdades

las cuales prueban el corolario. O

Ya estamos en condiciones de poder probar el teorema de 9.1.

DEMOSTRACION (del teorema de 9.1). Recordemos (cf. 8.1) que el poli-
nomio P(X) € O[X] es mdnico, de grado m,e,d., con tipo reducido de
orden r igual a {t?} y cuyo polinomio asociado (en orden r) al tnico lado
lado, S;, del poligono N,(P;) es igual a
(P)s(Y)=¢Ps (Y), ceF .

gn

Ademas, e; - -+ e,_10(#:(8)) = vr(¢r) + k. /e, para cada raiz § de P(X).

* Ahora, consideremos un polinomio Q(X) € O[X] ménico, irreducible
y que divida a P.(X). Por la parte (b) del corolario de 1.3 y por el teorema
del producto (cf. 6.1}, el polinomio @(X) tiene tipo reducido de orden r
igual a {t2}. Por la proposicién de 9.4, su polinomio asociado (en orden r)
al tinico lado del poligono N(Q) es (salvo constante de F; ) igual a una
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potencia de ¥(Y), donde ¥7(Y) = Irr (m,Fq,,Y), 6 € Q¢ es una raiz
cualquiera de Q(X) y o € Gal{F, /F,,) es el dnico automorfismo tal que
o{s) = 7+(6) para 0 < s < r — 1. Ademds, por el corolario de 6.2, el
polinomio (Y = ¢, ;(Y) para algin unico <.

Para cada i definimos entonces el polinomio

Qu(X)= [ Q)™ eopx,
QAUX)eC;

dondé C; denota el conjunto formado por todos los polinomios Q(X) € 0O[X]
ménicos, irreducibles, que dividen a P-(X) y tales que el polinomio asociado
(en orden r) al tnico lado del poligono N.(Q) es (salvo constante de F )

igual a una potencia del polinomio ¥,;(Y). Por lo visto anteriormente
tenemos que '

P‘!‘(X} = Qr.l(X) i “QT,Q(X) 3

¥ que cada polinomio Qr;{X) satisface las propiedades del teorema, por la
parte (a) del corolario de 1.3 y por el teorema del producto. [

§10. Teorema de la resultante

En esta seccidén y la siguiente volveremos a interesarnos por el problema
de determinar con el poligono el indice local de un polinomio ménico y
sin raices multiples de O[X], el cual resuelve el problema de determinar Ia
valoracién p-adica del discriminante absoluto de un cuerpo de nimeros (cf.
§4 del capitulo 1). En esta seccién veremos que en orden r también es vilido
un teorema de la resultante, andlogo al de Nart para €} poligono de orden 1.
Este teorema seréd utilizado en la préxima seccién para probar un teoremsa
del indice en orden r, andlogo a su vez al de Ore para primer orden.

Sea P(X) € O[X] un polinomio ménico. Comenzamos definiendo
recurrentemente el conjunto, t,.—; (P), de tipos de orden r — 1 del polinomio
P(X). Pensamos cada tipo de orden s, 0 < s < r—1, junto con una eleccién
de los correspondientes polinomios ¢;(X), 1 <4 < s+1, que mantendremos
al alargar el tipo.
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10.1. Definicién. Definimos to(P) come el conjunto de todos los tipss (o)
de orden 0, para los cuales el polinomio 1o(Y) divide a P(Y).

Supongamos ahora definido el conjunto t..2{(P) (r > 2). Defini-
mos tr.1(P) como el conjunto de todos los tipos (tp—2;hr—1/Cr—1,%r-1)
de orden r — 1, para los cuales el tipo t,—o € tr.z(P) y satisface que el
poligono N?W_h 6o (F) no se reduce o un solo punto, el nimero ractonal
whre1fer.; es lo pendiente de un lado S de este poligono, y el polinomic

Pr-1(Y) es un factor de su polinomio asociado (en orden r — 1) Ps(Y').

Podemos imaginar el conjunto t,_;(P) como todos los caminos de
longitud 2(r — 1) de un drbol que empieza con los factores irreducibles de
P(Y). A cada uno le asignamos tantas ramas como lados tiene la parte
principal del poligono, a cada rama le “salen” tantas ramas como factores
irreducibles tiene el polinomio asociado, etc. Por lo que hemos visto (cf. 9.1)
a cada uno de esos caminos le corresponde un factor de P(X) en O[X].

10.2. Observaciones. (1). Observemos que el conjunto t,-1(P) es finito
(eventualmente igual al vacio) y coincide con el conjunto de los tipos de
orden r — 1 para los que la correspondiente pseudo-valoracién w, cumple
wr(P) > 0 (recordar que wy(P) < wr—1(P), por la parte (b) de la proposi-
cidn de 2.3).

{2). Si Q(X) € O[X] es otro polinomio ménico, entonces
tr1(P- Q) = tr—1(P)U t,—1(Q) .

(3). Si P(X) es irreducible en K{X], entonces €l conjunto t,_;(P) tiene
a lo sumo un elemento, por el teorema del poligono y el teorema del poli-
nomio asociado. Asi, por ejemplo, el conjunto tr.;(¢,—1) = {8} para el
correspondiente polinomio ¢, (X) de un tipo de orden r — 1.

(4). Sea t,_; un tipo de orden r — 1. Si P(X) tiene tipo de orden r — 1
igual a {t,—1} (cf. definicién de 1.1), entonces, por definicién, el conjunto
tr~1(P) = {tr-1}. Pero, el reciproco no es cierto en general, como muestra
claramente el polinomio ¢-(X) ¢-1(X) (cf. parte (a) del corolario de 3.4).
Sin embargo, por el teorema del polinomio asociado, tenemos que el conjunto
tr—1(P) = {t,_1} si y sdlo si P(X) = Q(X) R(X), donde Q(X) € O[X]
es un polinomic ménico que tiene tipo de orden r — 1 igual a {t,.1} ¥
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R(X) € O[X] es un polinomio ménico con t,—;(R) = {0}. En particular,
si P(X) es irreducible en K[X], entonces el conjunto t,_;(P) = {t,—1} si
y s6lo si P(X) tiene tipo de orden r — 1 igual a {t,-1}.

Fijados un tipo t,_; de orden r—1 y un polinomio ¢.(X) € O[X] que
satisface las condiciones del teorema de 3.1 {r > 1), vamos a definir ahora
un entero Re__, (P, Q) > 0 para cada par de polinomios P(X), Q(X) € O[X]
monicos y sin raices comunes. Sean Sri,..., Sy (resp. S;4,...,8; ) los
lados del poligono NP (P) (resp. N)(Q)), y sean E,.;, H,; (resp. E}. ;, H,. ;)
las proyecciones sobre los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, de
cada lado S; (resp. Sy ;).

10.3. Definicién. Definimos

R, (P,Q):=fo- - fr—1 (Z min{Er,iH,',,j, E:.’jHr,i} +Et._, (P, Q)) €N,
1,3
donde el entero

g g
€1 (PQ) = v6,(Q) - Y Hrs +vp,(P)- Y _Hy; €N.

ju=] - §=1

10.4. Observaciones. (1). Si alguna de las dos partes principales N2(P)
y NY(Q) se reduce a un solo punto, entonces entenderemos que el entero
Re, (P, Q) := fo--- fr=1-&._, (P, Q). Por consiguiente, se tiene que

Rt (P,Q) >0 &= w(P)wr(Q) >0 <= t,1 €t,1(P)Nt,_1(Q)

(cf. lema de 4.2 y observacién (1) de 10.2).

(2). En nuestras aplicaciones, el entero ey, _, (P, Q) serd siempre nulo, ya

que tendremos que los polinomios P(X) y Q(X) nunca serdn divisibles por
el polinomio ¢,(X).

A continuacién, para cada par de polinomios ménicos y sin raices
comunes P(X),Q(X) € O[X], definimos un entero R.(P,@) > 0 (r > 1),
que medird lo que nos “comemos” del entero v(Res(P,Q)) con el poligono
de orden r.
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10.5. Definicidén. Definimos

R(P,Q) =Y Re.i(PQ) = > Ri,,(P,Q) €N,
tr-1 tpm1 Etpn1 {P)NE 1 (Q)
donde la primera suma se extiende a todos los tipos t,—y de orden v — 1,
mientras que la segunda solamente se extiende e aguellos que pertenecen al
conjunto finito t,—1{P)Nt._1(Q).

Ya podemos enunciar ahora el teorema de la resultante en orden r.

10.6. Teorema. (Teorema de la resultante) Sean P(X),Q(X) € O[X]
dos polinomios mdnicos y sin raices comunes.

(a) Tenemos
v(Res(P,Q)) =2 Ra(P, Q) +--- +Re(P, Q).

(b) Laigualdad vale en (a) siy sdlo si para cada tipo t.—1 que pertenece al’
congunto t.-1 (PYNt,~1(Q) no hay dos lados, S y S’, de los poligonos
NYP) y NYQ) con la misma pendiente y polinomios asociados (en
orden r), Ps(Y) y Qs (Y), con factores comunes (en Fy [Y]).

Notemos que para dos polinomios concretos cualesquiera con este
teorema tambien podemos calcular el entero v(Res(P,@)) en un niimero
finito de pasos (sin necesidad de calcular toda la resultante Res(P, @)). En
efecto, por induccién, sabemos que no habiamos acabado de calcularlo en
orden r — 1 si y sdlo si el conjunto t,.1{P) N t,—1{Q) es no vacio, si y sdlo
si el entero R.(P,Q) > 0 (cf. observacién 1 de 10.4).

Ahora, comenzamos probando el teorema en el caso de dos polinomios
irreducibles con C := t,—1(P) = t,~1(Q) # {0}. En este caso, hay un solo
tipo en el conjunto C, un solo lado en los respectivos poligonos N (P) y
N,(Q), con la misma pendiente H,/E; = H./E., y el entero

RS(P:Q) = fO‘”fs—l 'E;Hs

para todos =1,...,7— 1.

10.7. Proposicién. Sean P(X),Q(X) € O[X] dos polinomios mdnicos,
irreducibles, con el mismo tipo, {t,_1}, de ordenr—~1y distintos de ¢-(X).
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Para cada entero i, 1 <i <1, sea S; (resp. S}) el unico lado del poligono
Ni(P) (resp. Ni(Q)) (cf. 8.4) y sean E;, H; (resp. El, H!) las longitudes de
su proyeccidn sobre los ejes de abscisas y de ordenadas, respectivamente.

(a) Tenemos

r—1

v(Res(P,Q)) 2 Y fo-++ for - BLHy+ fo - fro1-min{ B, H., ELH,}.

s=1

(]
(b) La igualdad vale en (2) si y sdlo si o bien —g—r # % o bien los
~ polinomios Ps (Y),Qs (Y') no tienen factores cgmunesr{ en Fy [Y]).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la pen-
Hl
diente —— < —-. Recordemos que la resultante
E. — E!

Res(P,Q)=+ [] P®),

ez(Q)

donde Z(Q) denota el conjunto de las raices de Q(X) en Qg’; por tanto,

v(Res(P,Q)) = ) v(P(8) =gr(Q)v(P(8"),
eZ(Q) ’
para cualquier 8’ € Z(Q) (pues los elementos P(8') son conjugados sobre K).
Recordemos también que, por la proposicién de 8.4, para cada 8’ € Z(Q) es

1 H
—"""'—el e ('Ur(ér) + ’E;) .

Fijemos un elemento §' € Z(Q) cualquiera. Consideremos los enteros
u; = vr(A; ¢, correspondientes al ¢,-desarrollo (2.4.1) de P(X). Entonces
para cada i tenemos que e; - e,~10(4;(8')) = v,(A;), por la parte (b) de
la proposicién de 7.1, y que

v(¢r(67) =

i

b(4i(8) $:(0)) = ——— (“*' e E‘)

ey - epy E:‘
1  H.
2 €1 8r_1 (ui +1 E) (*z)
1
2

- rP Hr;
e e (P)+ H)
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ademas, la pentltima desigualdad (;) es una igualdad si y solamente si
H

i=00 E{ = :5:_’ y la dltima desigualdad es una igualdad si y sélo si
T ™
el punto {{,u;) € S,. Por consiguiente, teniendo en cuenta que el grado

r—1

gr(Q) = eofo - er—1fr-1E, (cf. 1.2), que el valor v, (P) = Zes cevepny He

=1
{pues, v (P) = 0 y cada vs41{P) = es(vs(P) + H;)) y que para cada s,
1<s<r-—1,el entero Ef = esfs -+ epy fr—1 B} {cf. 4.2), se tiene que

wRes(P.Q) 2 L u(P) + )

=for--fr1 By Zes “+rerm1 H

s=1

=" forr fo-1 By H;
s=1

ademads, la desigualdad anterior es una igualdad si y sélo si

€
i:{i,u: JES. :

v( ) A,»w')ma*}*‘) =@ +H). @)

Hemos demostrado la parte (a) y puesto los cimientos para la parte (b). -
()

. . H H
La igualdad de {(*) se satisface siempre si — < ~E—§—, puesto que
ka r

entonces la desigualdad de (x;) s6lo es igualdad para un ¢ (i = 0).
Supongamos, por tanto, que %ﬂ = E'é; asi, la correspondiente frac-

cién racional y,.{X) € K(X) (cf. 9.4) :es la misma para los dos polinomios.

Puesto que ey ---e,1v(m(8")) = 1 {cf. célculos de {r — 1.2) en la §7), el

miembro de la izquierda de la igualdad de (%) coincide exactamente con
, 1
U(Psr(e )+ (v-(P) + H,).
€1 €ral

Entonces, por la proposicién de 7.4, obtenemos que la igualdad de (%} se
satisface si y sélo si P (m) # 0, donde 7 € Gal(F,, /F,,) es el Gnico
automorfismo tal que 7((;) = 7,(8") para cada s, 0 < s < r—1. Finalmente,
por la proposicién de 9.4 aplicada a los polinomios P(X) y Q(X), se tiene

la equivalencia

Pg, (%(9’)) #0 <> Ps.(Y),Qs:(Y) no tienen factores comunes.
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Luego, hemos acabado de probar la parte (b). O

10.8. Observaciones. (1). Sea t,.—; un tipo de orden r — 1. Por el
teorema del producto, la proposicién anterior es vélida a posteriori para
dos polinomios ménicoes, no necesariamente irreducibles, con tipo de orden
r—1ligual a {t._1} (el mismo para los dos), no divisibles por ¢,(X) y cuyos
poligonos en orden r consten de un tdnico lado.

(2). Sea P(X) un polinomio como en la proposicién anterior. Por una
parte, como para cada s, 1 < s <7 —1, es vy, (¢,) =0 (cf. (a) de 3.4) y
ws(@r) = esfs -~ er-1fr—1 (cf. 3.5), tenemos las igualdades

Rs(Pvfﬁr):fO"v'fs“l esfs - eroifre1-Hs, 1<s&r—1,
Rr(Py¢r) =for fre1€t,,(Pydr) = foror fror Hr.

Por otra, procediendo como en la demostracién de la parte (a) de la proposi-
cién anterior (cambiando en ella los polinomios P(X) y @(X) por ¢-(X) y
P(X), respectivamente), obtenemos la igualdad
H,
v(Res(P, ¢r)) = for - fr1Er 'Ur(¢r} + "E-' .
Por consiguiente, utilizando la férmula para v,(¢,) dada en la parte (c) del
corolario de 3.3 y que cada H; = esfs -~ er—1 fr—1Er-hs/es, vemos que

v(Res(P, ¢,)) = R1(P,¢:) +---+ R (P, ¢,).

Ademas, a posteriori, la igualdad anterior sigue siendo vilida para cualquier
polinomio ménico P(X) € O[X], no necesariamente irreducible, con tipo de
orden r — 1 igual a {t,~1}, no divisible por ¢(X) y cuyo poligono N,(P)
conste de un unico lado.

Ya estamos en condiciones de poder probar el teorema de la resultante
en orden r para dos polinomios cualesquiera.

DEMOSTRACION (del teorema de 10.3). La demostracién se hace por in-
duccién sobre el cardinal del conjunto finito C := t,_1(P) N t,—1(Q). Si
C es el conjunto vacio, entonces sabemos que R.(P,Q) = 0, y acabamos
aplicando la parte (b) de este mismo teorema en orden r ~ 1.
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Supongamos pues que el conjunto C es no vacio, y que el teorema
es vilido para cualquier par de polinomios cuyo correspondiente conjunto
interseccion de tipos de orden r — 1 tenga cardinal menor que C. Elegimos
entonces un tipo t.~; € C. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que 0 = vy (P) < v4,.(Q) =: a. Por el teorema del poligono, sabemos que
nuestros polinomios admiten en O[X] factorizaciones de la forma

P(X) = Pra(X) - Prg(X) - R(X),
Q(X) = ¢r(X)* - Qra(X) -+ Qr (X) - RI(X),

donde los polinomios P, ;(X) y Qr ;{X) son ménicos, con tipo de orden r—1
igual a {t,—1}, no divisibles por ¢,(X), cuyos poligonos en orden r constan
de un tnico lado, con los mismos datos que S;; ¥y S;,
asociados en orden r coinciden (salvo constante) con Ps, .(Y) vy Qs,;(Y),
y donde los polinomios R(X) y R'(X) satisfacen que w,(R) = w,(R') = 0;

ast, tr1 ¢ tr_1(R) Ut,_y(R').

4» ¥ cuyos polinomios

Teniendo en cuenta la bilinealidad de la resultante respecto del pro-
ducto, descomponemos v(Res(P, @)) en varios sumandos, de acuerdo con
las factorizaciones anteriores de los dos polinomios. Conocemos cada uno
de los sumandos v(Res(P,;, R')), v(Res(R, ¢,)) y v(Res(R,Qr;)), ya que
los correspondientes conjuntos interseccién de tipos de orden r ~ 1 son
vacios. Por las observaciones de 10.8, tambien conocemos cada sumando
v(Res(Pr,i,9r)), ¥y tenemos la informacién que buscamos de cada sumando
v(Res(Pr;,Qr;)). Por tanto, de los sumandos de v(Res(P,Q)) tan sélo
nos resta por analizar a v(Res(R, R')). Pero, como el conjunto interseccién
tr—1(R)Nt,—1(R') = C < {tr~1} tiene un elemento menos que C, entonces,
por la hipétesis de induccién, sabemos que e} teorema es vdlido para el par
de polinomios R(X) y R'(X). Ahora, sélo es cuestién de comprobar. [

§11. Teorema del indice

Con la ayuda del teorema de la resultante de la seccién anterior, vamos a
ver ahora un teorema del indice en orden r, andlogo al de Ore para primer
orden, que nos permitira calcular el indice local de cualquier polinomio. En
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el préximo capitulo este teorema se utilizard para ver que el algoritmo de

descomposicién de primos que se obtiene termina en un nimero finito de
pasos.

Fijados un tipo t.—; de orden r — 1 y un polinomio ¢.(X) € O[X]
que satisface las condiciones del teorema de 3.1 (r > 1), vamos a definir
un entero i _,(P) > 0 para cada polinomio P(X) € O[X] ménico y sin
raices miltiples. Sean S;,,...,Sr¢ los lados del poligono N2(P), y para
cada lado S;; sean d,;, eri, hri, Eri = drieri, Hp; = dr;hy i los datos
asociados. Supohemos ordenadas las pendientes de forma que se satisfaga
~hrifery <-or < —hrg/er,.

11.1. Definicién. Definimos

ity (P) = fo- - fro1 (B, (P) + et (P)) €N,

donde

: 13
ip _(P):= 5 Z(Er,iHr,i —Eri— Hri+dri) + Z E.iHr; €N,
i=1 1<i<i<o

9
€., (P) : = vy, (P)- Y Hri €N,

i=1

11.2. Observaciones. (1). Siel poligono N2(P) se reduce a un solo punto
(es decir, vy, (P) = wr(P)), entonces entenderemos que i, _, (P) := 0; asi,
it,_,(¢») = 0. Por tanto, i¢,_, (P) = 0 si y sélo si o bien el poligono N%(P)
se reduce a un solo punto o bien este poligono consta de un solo lado con
alguna de sus dos proyecciones sobre los ejes igual a 1 y P(X) no es divisible
por ¢-(X). Luego, el entero ig:_l (P) # 0solamente para tipos t,_; de orden
7 — 1 del conjunto finito t._;(P) (cf. observacién (1) de 10.2).

(2). El entero 12,_1 (P) es igual al nimero de puntos de coordenadas enteras
del recinto acotado delimitado por el poligono N%(P), la recta horizontal de
ecuacién y = v,(P) y la recta vertical de ecuacién z = vy, (P), incluyendo
los puntos que estdn sobre los lados del poligono N9(P), excepto el origen
del primer lado y el final del 1dltimo lado, y excluyendo los puntos que estdn
sobre estas rectas.



98 2. Poligonos de Newton de orden superior

Ahora, para cada polinomio P(X) € O[X] ménico y sin raices milti-
ples, vamos a definir un entero i.(P) > 0 (r > 1), que medird lo que nos
“comemos” del indice i{P} con el poligono de orden r.

11.3. Definicién. Definimos

PP =Y i, (P)= Y. i, (P)EN,

tro1 tra1Eteny {P)

donde lo primera suma se extiende a todos los tipos t._y de orden r — 1,
mientras que la segunda solamente se extiende a aquellos que pertenecen al
conjunto finito t.—1{P).

Ahora, ya podemos enunciar el teorema del indice.

11.4. Teorema. (Teorema del indice) Sea P(X) € O[X] un polinomio
ménico y sin raices miltiples.

{a) Tenemos
i(P) > i1 (P) + -+ - + 1, (P).

(b) Sipara cade tipo t,..; de ordenr—1 que pertenece al conjunto t,—, (P)
todos los polinomios asociados (en orden r) al polinomio P(X) y a
los lados del poligono N2(P) no tienen raices miiltiples, entonces vale
la igualdad en (a).

Con este teorema también podemos obtener una condicién compu-
table, necesaria y suficiente para que valga la igualdad en (a) en un orden
menos.

11.5. Corolario. Sea P(X) € O[X] un polinomio ménico y sin raices
mailtiples. Entonces i(P) = i1 (P) + -+ - +i,—1(P) si y s6lo sii.(P) = 0.

DEMOSTRACION. La necesidad se obtiene de la parte (a) del teorema. Para
ver la suficiencia basta con observar que, por la observacién (1) de 11.2, si
i.(P) = 0 se satisface la condicién de la parte (b) del teorema anterior. O

Este corolario y el teorema anterior nos permiten computar el indice
i(P) para cualquier polinomio concreto P(X) en un nimero finito de pasos.
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En efecto, por el corolario sabemos que no habiamos terminado de computar
i{ P} en orden 7 — 1 si y s6lo si i, {P} > 0.

Pasemos a probar el teorema de 11.4 para el caso de un polinomio
irreducible cuyo conjunto de tipos de orden r — 1 sea no vacio. En este
caso, hay un solo tipo en el conjunto t,..; (P), un solo lado en el poligono
N{P), cuyos datos los denotaremos por ds, 85, hs, B 1= dees, Hs 1= dihyg,
v ¢l entero

(P) = 3o fos(BaH,y ~ By~ Hy +45),

paratodo s = 1,...,7r - L,

11.6. Proposicién. Sea P(X) € O[X} un polinomio mdnice, irreducible,
con tipe de orden v — 1 dgual o {t,—1} y distinto de ¢.(X). Para cada s,
1 < s <r, sean ds, €, hy, E;, H; los datos del inico lado del poligono

N;(P), y sea Y5 (V)2 la potencia de 1s(Y") que coincide (salvo constante)
con su polinomio asociado en orden s {cf. 8.4 y9.4).

(a} Tenemos

: 1¢
l(P) a §Zf0."f3“l(E3H3 "‘Es "'""Hs“"l"ds)w

s=1

(b) Sia, =1, entonces vale lo igunldad en {(a).

La demostracién de esta proposicién requiere algunos preliminares.
Sead € @;‘ una raiz fijada de nuestro polinomio irreducible P(X), y pone-
mos L = K{(8). Para todo j = (Jo,1,---,Jr) € N*! ponemos
_ $o(0)P¢1(8) - - o (8)"

W) = —ponmmr €O

donde v = v(¢s(f)) (1 £ s £ r). Consideramos el sub-O-médulo Of de
O, generado por el conjunto {&{j) : j € J}, donde

Ji={eNT:0<j <efs para0< s <0< jr < erfrar}

Es claro que O[f] C O} y que O} es un O-médulo libre de rango
igual al grado del polinomio P{X). Adema4s, tenemos la igualdad

0 1 0f8 .,
v(([{?:@p{}}))zfo T {th{l'

(0.1,05dn)EJ Ls=1
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v((O1 : O[f)))

Por otra parte, puesto que i(P) = , entonces tenemos

K G,]
py > L, yp) - B s 0, - 0,

Por consiguiente, si vemos las afirmaciones

(a’) fO Z [Z]S Vs] =i1(P)+"'+ir(P).

(ovjlv---vj")e'] s=1
(b’) a, =1 implica que Op = 0.
quedard probada la proposicién de 11.6.

Parala demostracién de (2’) necesitaremos el siguiente lema de partes
enteras.

11.7. Lema. Sea ¢ > 1 un nidmero entero, y sea = > 0 un nimero racional. -

iy g |
Entonces Z [E +- x} = [z].
k=0
. " a
DEMOSTRACION. Escribimos £ = —, con a > 0, b > 1 enteros. Para cada

entero k, 0 < k < e, escribimos kb+ e = ireb+ 3¢ con 0 < sp < eb; asi,

g1
[E + l E} = ix. Sumando para k se tiene ea = Zik eb + s, donde
€ eb k=0

e—~1
§:= z(sk — kb). Para probar el lema nos bastard con ver que 0 < s < eb;
=0 :

g1
R a
ya que entonces tendremos Z i = [—]
k=0 b

Veamos pues que 0 £ s < eb. Ponemos ahora a = o' (mod b) con
0<a <b Puestoqueparatodo0 < k<eessy=a=a (modb),y
dado que la igualdad s; = sgr para 0 < k, k' < e implica k = &', entonces -
{sk :0<k<e} ={a"+kb:0<k <e} (tal vez en distinto orden). Por

e-1 e~1

e-1 e-1
consiguiente, s = Zsk - Zkb = Z(a’ + kb) — Zkb = ea, lo que

k=0 k=0 k=0 k=0
prueha que0 < s<eb O

Parala demostracién de (b’) necesitaremos el siguiente resultado fun-
damental.
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11.8. Proposicién. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, Oy es un
subanillo (y, por tanto, un orden) de Of,.

Para demostrar esta proposicién necesitaremos a su vez otros dos
lemas mas.

11.9. Lema. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, sea Q(X) € O[X]
un polinomio de grado menor que m,.

(a) Podemos escribir, y en forma dnica,

QX) = > Qs Go(X )0 -+ pry (X )2,

=00y dr—1,0)€J
con los Q5 € O.

(b) Si v.(Q) > ey ---er—14, donde p es un numero racional, entonces
v(Q;) > p—(irr+- -+ jr—1vr—1) para cada j = (jo,- .., jr-1,0) € J.

DEMOSTRACION. La parte (a) es clara, considerando recurrentemente de-

sarrollos @.—»2-4dicos de los coeficientes del desarrollo ¢,..;-ddico de Q(X),
etc.

Veamos por induccién sobre » > 1 la parte (b). El casor = 1 se
obtiene directamente de la definicién de la valoracién v;. Supongamos ahora
que el resultado es cierto para r — 1. Para cada jr—1, 0 < jr—1 < €p—1fr-1,
consideramos e} polinomio, de grado menor que m,_;,

Q;._.(X) = > Q5 do(X ) - -~ pra(X)"-2 € OIX];

(jOy---vjr—2»010)€J

er—1fr—1—1

asi, Q(X) = Z Qjo_1(X) $r—1(X)-1 es el desarrollo ¢,_,-adico

Jre1=0
de Q(X). Como v.(Q) > e1---er—14, entonces los puntos del diagrama
D, _1(Q) estan por encima de la recta con pendiente —h._;/er,—; que corta
al eje de ordenadas en el punto (0,e; - - -e,—2). Por tanto, para todo jr-1,

0 < jr—1 < €r—1fr-1, se tiene

hp_
L 4 1 (Br-1))
€r-1

=ey- -ep—2(ft — jr—1¥r—1) (por la proposicién de 8.4).

Vr-1(Qj._y) 2 €17 er2p — Jro1(
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Ahora, se termina aplicando la hipétesis de induccién a los @;._,(X). O

11.10. Corolario. Continuamos con las hipdtesis y notaciones anteriores.

(a‘) ¢1‘('X) = ¢1‘-1('X)er-1f"'1+ Z Oj ¢0(X)]° ...¢r_1(X)jr—-1’
,in(j()r-“;}‘r-l yO)EJ
donde cada Cj € O yv(C;) 2 erm1 frat¥ro1— (12 + - -+ fr1¥r-1).

(b) P(X) = ¢ (X)B + Y Ajo(X) - $.(X)7, donde cads A€ O y
jeJ
U(Aj) > Ev — (leI + o +err)'

DEMOSTRACION. Consideramos el polinomio (de grado menor que m,)
Q(X) = ¢+(X) = ¢r-1(X)*1 -1 € OX].

Por el corolario de 3.3 y la proposicién de 8.4, obtenemos la igualdad
v (Q) = €1+ -er—1€r1 fr-1¥r—1. Aplicando el lema anterior al polinomio -
Q(X) deducimos la parte (a}.
E.-1
Escribimos P(X) = ¢,(X)E + z A; (X) ¢-(X)¥, con los poli-
nz=0 S
nomios A;, (X) € O[X] de grado menor que m,.. Entonces, de nuevo por la

proposicién 8.4, tenemos que v-(4;.) > e1 - er—1 (Epvyr — jrvp). Aplicando
ahora el lema anterior a los polinomios 4;, (X} obtenemos la parte (b). O

11.11. Lema. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, consideramos un
elemente j = {(Jp,...,Jr) € NT1,

(a) Sea s un entero tal que 0 < s <r — 1. Entonces

D (Jos- -y Js—10Ts + €sfss Fstlye - ’jr) =

“T% @(jO; s $j$)js+1 + 1:js+23' s sj?') -+ Z: Gy @(j +j'}§ -
F={dh il 80060

con & > 0 entero ylos ¢;5 € O.

(b) Tenemos que

B(jose - rdr-ts Br + 3y = D 055 B(G + 1),
yet

con los a;5 € O.
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DEMOSTRACION. Ponemos Vj := jivg + -+ + jrvp. Por la parte (a) del
corolario anterior podemos escribir

$(X)*F* = o1 (X) - > Cy do(X)%o -+ $5(X)%  (x)
’ 3= eesds 105, 0) €J

con cada Cy € O y v(Cy) > esfsvs — (jia + -+ + jivs); por tanto, cada
¢y = —Cy [lesfsvstVil=liimit+5v+Vil ¢ O, Ahora, remplazando en la
definicién de ®(jo,..-,Js~1,€sfs + Js»Jst1s--+>7-) €l factor ¢s(8)%% por
el segundo miembro de igualdad (*) substituido en X = 8, y teniendo en
cuenta que el entero 6}‘ = [vs41 + V] — [esfsvs + Vj] no es negativo (pues,
por 8.4 es vsy1 > esfsvs), obtenemos la parte (a).

- La parte (b) se demuestra de la misma manera teniendo en cuenta la
parte (b) del corolario anterior. O

DEMOSTRACION (de la proposicién de 11.8). Como ®(3)@(j') = 7*@( +j"),
con § = 0 o 1, para demostrar que O} es un subanillo serd suficiente ver
que ®(j) € O, para todo j € N'*+1.

Sea s un entero tal que 1 < s < r. Comenzamos demostrando
por induccién sobre s que, para todo (jo,...,js—1) € N°* y para todo
0,...,0,7s,...,73r) € J, se satifacen las propiedades

(ls) Q(jOa'-'sjs—lija“-)j‘r) € OfL
(lls) é(jo,---;js—l,esfsajs-f-l)"')jr) € 05_’,7 sil S s S r—1.
(ii,) ®(o,.--,jr-1,Er) € OF.

Supongamos que s = 1. Por la parte (b) del lema anterior, tenemos
®(0,...,0,E,;) € O}. De aqui, aplicando reiteradamente la parte (a) del
lema anterior, obtenemos que ®(0,e; f1,72,...,jr) € O, O es un O[f]-
moédulo, (1) y (ii1)- :

Supongamos ahora ciertas (is—1) y (iis—1). Si js—1 < e€s—1fs—1,
entonces (is) es cierta por (is—1). Veamos, por induccién sobre jos_; >
es—1fs—1, que (is) es clerta. Si js—1 = es—1fs—1, entonces (i) es cierta por
(ii;—1). Supongamos que (is) es cierta cambiando el entero js—; por un
entero § con 0 < j < js—1. Entonces, por la parte (b) del lema anterior,
®(jo,...,Js-2,Js—1 — €s—1fs-1,0,...,0,E;) € Op, y, aplicando la parte (a)
del lema anterior, ®(jo,...,Js—2,Js—1 — €s—1fs—1,€sfs, Js+1s---2Jr) € OF
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{sts <r~1)y (is). Ademss, hemos demostrado también (ii).

Finalmente, demostremos que ®(j,...,jr-1,4r) € Of, para todo
(os- -1 Jr-1.4r) € N"*. Si j, < E,., entonces ya estd por (i,). Veamos
la propiedad anterior por induccién sobre jr > E,. Si j, = E,, entonces
hemos acabado por (ii,-1). Supongamos que la propiedad anterior es cierta
cambiando el entero 7. por un entero 7, 0 € 7 < j-. Entonces, por la parte
(b} del lema anterior, (jo,...,jr—-1,7-) € 0. O

Ya estamos en condiciones de probar las afirmaciones (2’) y (b’) alas
gue habiamos reducide la demostracién de la proposicién de 11.6.

DEMOSTRACION (de la proposicién de 11.6). Por la proposicién de 8.4,
para todo s, 1 < s < r, tenemos que

8
v wzeifi”“asfs hi |
. = .
esfs ey---e;
por tanto, ¥, es un nimero racional que depende de ey, ... 8q, fi,- s Fols
hi,..., Bs. :
Para cada entero s > 1, introducimos ahora la funcién V;, de 3s~1
variables, definida por

XY XY 7
Vi(Xs, Yawbzs} = E - X,Y. = X1 ..1.X"
5 1

i=1

R Z
donde T = {T1,...,T%); asi, Vi(X1,21) = X—z Observemos que v, =
1

Vi(es,foo1,b;) para 1 < s < r. Claramente, para s > 1, tenemos

Z
Vs+1(xs+lastzs+1) = XsYs V:ﬁ(XmYs—l, Zs) o “'—'-——ﬁ-l-—'*;
Xy X

o equivalentemente, para ¢ > 2, tenemog

’ : Z
Va(XG Y1, 25) = XY Verr (Xiy, Yoo, 20y + X, s§ +1
§

donde, para s > 1, T, = (T%,..., Tes1).

Veamos ahora que, para 2 < s < r, tenemos

m 1
Vs(emfs—dahs) - ;;;:’flhl = :3"; V-1 (engvfémmhgq)' (*)



§ 11. Teorema del indice 105

h 1
En efecto, para s = 2 tenemos V;(ez, fi,h2) — fih; = ﬁ = Vi(ez, ko).
1€2 1
Supuesto cierto para un s, 2 < s < r, entonces
Ms+1
Vs+1 (es+11fs: hs+1) - ot flhl
m2
h +1 m
= esfs Vs(es, f—1,hg) + m —esfs —m_:

1 ' ’ ' hs+1
= esfs - Vs—l(es—l’ fs—2’ s—l) +
€1 €1 €541

1
= — Vi(e,, fo_y, h).
€1

- Para probar la afirmacién (a’), veamos por induccién sobre r > 1,
para todos ey, f., h, (con los hs,e, > 1 primos entre si) y para todo a, que

r.
o ), [stmes,fs_l,hs)}=il(P)+---+ir(P).
(0,31 ,e-rjir ) €T Ls=1

Parar = 1 ya lo sabemos (cf. observacién (2) de 4.7 en capitulo 1). Supon-
gamos ahora que la igualdad anterior es valida para r — 1, para todos e,_1,
f._1, hy_1 y para todo a,—1. Escribimos j1 = je; +k,con 0 < j < fi,
0 <k < e, yponemos khy = s (mod e;), con 0 < s < e;. Entonces
la parte entera que aparece en la igualdad que queremos probar se puede
escribir como

]h1+k—+2]s esafs lyh)}

§=2

= st"_“flhl +jh+ [k———-+2]s(V (es,fs-1,h;) — '—:'flhl)]

s=2 s=2
—Zas——flh1+ah1+ lk-+—213 ERICARE 4PN 1)]
s=2 2
hy
—ZJs_flhl +jh + [k 1] + [el +—z.73 s-1 (es 17 s 21 1)]
s=2

donde la peniltima igualdad se obtiene de la igualdad (*) anterior. Por
consiguiente, nos bastard con ver las igualdades

Y ng—flhlﬂhw["])—u(f’) ®

Jrkag2eende §=2
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el

fo 3 |E+ -Zas-n Vi(el £y, W) | =ia(P) + - +i(P), (2)
kg2 eudn
donde las sumas anteriores estdn extendidas sobre los indices 7,k, 2, , jr
tales que 0< j < f1,0< k< ey, (0,0,72,:+- ,7-) € J.
Para ver la igualdad de (1), observemos primeramente que para cada
(0,0,72,-+,3r) € J se satisface

0< st — < —e,fra,. =ezfa- - erfrar = ag;

s=2
y reciprocamente, cualquier entero I, con 0 < | < a3, puede ser escrito
r
, . ., m . .
en forma tnica en la forma [ = 27‘ ;—;’-, con (0,0, 72, ,7-) € J. Por
2

s
consiguiente, el primer miembro de la igualdad de (1) es igual a

fi-lez—ley~1
‘fozzzlf1h1+.7h1+[ })

=0 k=0 =0
fi~lay-1 e1—1 hl
= foeshs 3 > Wh+ )+ fofan 3 [ 'é‘{]

1 1
=3 foerhy frar(fray — 1) + §f0f101(€1h1 —-ey—h+1)
=i1(P).

Veamos la igualdad de (2). Como el conjunto {s; : 0 < k < e1} =
{0,1,...,e1~1} (tal vez en distinto orden), el primer miembro de la igualdad
de (2) es igual a

ey -1

= fOfl Z Z [91 '—1' ZJS-H Vs (es7 lshg)}

(0,0,42,...,5~)€J k=0

=ffi Y, [ZJ.H-IV(GS: 515 )}

(O,Udz,...,jr)e.} s=1
=ip(P) +--- +i,(P),

donde la pentltima igualdad se obtiene por el lema de 11.7 y 1a tltima por
la hipétesis de induccién, parae)._;, f/_;, hl._; y para a,. Con esto queda
probado la afirmacién (a’) y, por tanto, la parte (a) de la proposicién.
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Antes de demostrar la afirmacién (b’), veremos algunas propiedades
de los enteros ®(j), j € J.

Consideramos el conjunto Jp := {j € J : v(®(j)) = 0}. Nos interesara
tener una descripcién explicita del conjunto Jo. Sea j = (jo,-.-,Jr) € J.
Definimos el entero

T T T
Aji=e "‘eijtVt = Z(theifi o-eg—1ft—1)€it1 - erhy,
t=1 i=1 t=i
y ponemos Aj = uj (mod e ---e,), con 0 < pj < ey ---ep; asi, v(®()) =
%. Para cada entero s, con 1 < s < r, definimos el entero
L er :

T T
Ao 1= Jshsesy1-ent Y O deeifi---erm1fimr)eisr - -erhi
i=s+1 t=i

por tanto, Aj,s depende sélo de js,...,jr, ¥ Aj = Aj,s (mod e5---e,). Ob-
servemos que

r
)‘j,s = jshses+1 ter er+( Z jtes+1 fs+1 te et—lft—l)es+2 c erhs+1 +Aj,s+1
t=s+2

para cada s, 1 < s < r. Por consiguiente, tenemos que

jeJy <= X\ =0 (mode ---e),
<> Aj,s =0 (mod e;---er), paral <s <,
Ajys
€s+1° " €
<= j satisface el sistema A,

= =0 (mod e;), paral <s<r,

donde
jrhr =0 (mod e,),

i
r

. ’ . h A
AQ Gshs + (D Grestrforr--er-1feo1) stl p Dt =0 (mod e)
tm— -2 €541 €s41°""€Er

paral<s<r.

En particular, tenemos que #Jy = fo... frar.
Consideramos ahora los subconjuntos de J

K:={keN*":0<ks< fspara0< s <70 <k < frar},
J:={je Nt :0<j <es;para0<s<r}.
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Claramente #X = fo...frar, #J' = e1...er y J' NS = {{0,...,0)}.
Analizando ¢l sistema anterior A, vemos que para todo k € X existe un tnico
§(k) = G, -, 72(K)) € J' tal que (Gh(K) + eoho, . ., 51 () +erkr) € Jo;
ademds, ji(k) = j.(k) = 0, y ji(k) depende sélo de koy1,...,kr, para
1 € s < r~1. Y reciprocamente, cualquier § € Jp se puede escribir
en la forma j = j/(k) + e - k (con las operaciones definidas coordenada a
coordenada} para algin (dnico) k € K. Por tanto, tenemos la igualdad
Jo={j'k)+e-k:keK}.

Veamos ahora las propiedades siguientes

(i) Para todo j = j'(k) + e-k € Jp existen r — 1 enteros i,--- ,ih_y,
donde cada entero i} depende sélo de ks11,..., ks, tales que

3(5) = 10(0)% -7 (0)* - 11 ()% -+ - yper (B)-1.

1 gy reep—1

) {u(@@) ' € J'} = {0, B Ty

ey e ey Ep

Comenzemos viendo la propiedad {i). Observemos que el elemenio
clbkay ... kr) = B(§)vo(8) %0 - - 4.(8)~% € O tiene valor cero, y puede
ser escrito en la forma 7y (8)% -« ¢p—1(8)¥r~1, para ciertos enteros i =
ko, o ke ),y = d3{kaye. . ke )y oy irm1 = dr-1(kr). Por induccidn ve-
mos que c(ks, ..., kr) = m (0 --~'yr..1(6)£i-1, para ciertos enteros i} =
(ke k) eyt =iy (k)

Para ver la propiedad (ii), desde luego bastara con ver que si tenemos
v(®(3)) = v(®("), con j,j’ € J', entonces j = j. La hipétesis nos dice
5 = pj; es decir, A; = Ay {mod e, ---e,). Por tanto, j — j' ha de satisfacer
el sistema A; o cual nos dé j; — j. =0 paratodo s, 1 <s <.

Para terminar, demostremos la afirmacién (b’); con lo cual quedara
probada la parte (b) de la proposicién. Supongamos que a, = 1, y veamos
que O = O}. Por la parte (b) del corolario de 9.3, tenemos las igixai«
dades e(L/K) = ey ---er, f(L/K) = fo--- fr. Las propiedades (i) y (ii)
anteriores nos dicen que el conjunto {®() : j € Jo} es una Fy,-base de

Fr =Fy (7%‘(@_)-, e ,%(0)), y que se tiene la igualdad
{vr(®(G)) i e I} ={0,1,...,e(L/K) - 1}.
Entonces ¢l sub-O-médulo OF de Of, generado por el conjunto
{®G)®():j€ Jo, i’ € J'}
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ha de ser todo Or.. Por otra parte, puesto que O} es un subanillo de O
(cf. proposicién de 11.8), tenemos O C O}. Por consiguiente, Or = O},
que es lo que queriamos probar. O

De la demostracién anterior se obtiene una base de enteros de Or y
un generador del ideal primo p; cuando el exponente a, es uno.

11.12. Corolario. Con las mismas hipdtesis y notaciones que en la proposi-
cién de 11.6. Supongamos que a, = 1. Sean 6 € Qg’ una raiz del polinomio
P(X), y L := K(8). Definimos los nimeros racionales

s

Vs;:v(qss(e)):Ze"f"e'"eSf’- h’ -, s=1,...,r (cf. 84),

g=1

los elementos

$0(0)70 ¢y (6)7 - - - b, (6)7r

aliwit - +irve]

@(j) = GOL, j=(j0,j11"'aj1‘)€Nr+1’

y el conjunto

J:={(jo,j1,---,Jr) ENT1 :0< js < esfs para 0 < s < 7}

Entonces

(a) El conjunto {®(j) : j € J} es una O-base de O,.

(b) Si la extension L/K es ramificada (es decir, si e;...e, > 1), se
tiene que pr = ®(j) Or para cualquier j € N1 que satisfaga la
igualdad e; - - - e,v(®(§)) = 1 (en la demostracién de 11.6 se ha visto
que siempre eziste al menos un j de estos). O

3

Finalmente, probemos el teorema del indice en orden r para cualquier
polinomio.

DEMOSTRACION (del teorema de 11.4). Procedemos por induccién sobre
el cardinal del conjunto finito t,—_; (P). Supongamos primero que t,—;(P)
es vacio. Entonces el entero i,(P) = 0 y para cada tipo t,_g € t,—2(P) el
poligono N9_, (P) se reduce a un solo punto. Aplicando la parte (b) de este
teorema en orden r — 1 se obtiene que i(P) =i;(P) + - + i,—1(P), lo que
prueba el teorema.
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Supongamos ahora que t._; (P) es no vacio, y que el teorema es vilido
para cualguier polinomio cuyo conjunto de tipos de orden r—1 tenga menos
elementos que t.—1(P). Sean t,—y € t,1(P), y a =v4, (P)=061. Por
el teorema del poligono, tenemos una factorizacién de la forma,

P(X) = ¢T(X)apr,1(X)"‘Pr,g(X)‘R(X)’

donde cada polinomio P, ;(X) € O[X] es ménico, con tipo de orden r — 1
igual a {t,—1}, no divisible por ¢,(X), cuyo poligono en orden r consta de
un nico lado 57 ;, con los mismos datos que S;;, y cuyo polinomio asociado
(en orden r) es (Pri)s: (Y) = ¢iPs, (Y) {ci €y, ), y donde el polinomio
R(X) € O[X] y wr(R) = 0; luego, t,—1 ¢ t,_1(R).

Descomponemos el indice i{P) en sumandos segin nos marca la fac-
torizacién anterior (cf. observacién (1) de 4.2 del capitulo 1). Por el teo-
rema de la resultante de la seccién anterior tenemos calculados los sumandos
donde interviene ésta. Por la parte (b) del presente teorema en orden r — 1,
tambien tenemos computado i{@,). Del teorema del polinomio asociado, la
proposicién de 11.6 y la parte {b) del teorema de la resultante, se deduce
que para cada polinomio P, ;(X) se satisface la desigualdad de la parte (a),
y que si Ps, ,(Y') no tiene raices miltiples entonces hay igualdad. Ahora ya
sélo nos queda por mirar el indice i{R). Por nuestra hipétesis de induccién,
sabemos que para R(X) el teorema es cierto, puesto que en t,_;(R) hay
un tipo menos que en t,_1(P) (a saber, {t,~1}). Una simple comprobacién
nos proporciona ya el teorema. O >'



CapiTUuLO 3

Descomposiciéon de niimeros primos

En este capitulo aplicamos la teoria de los poligonos de Newton de orden
superior, expuesta en el capitulo anterior, a desarrollar un algoritmo efi-
ciente que permite computar la descomposicién de los primos racionales en
un cuerpo de nimeros dado por una ecuacién definidora arbitraria.

§1. Introduccién

A lo largo de este capitulo consideraremos fijado un primo p € Z, y deno-
taremos por Q* y Qg’ a clausuras algebraicas fijadas de Q y Q,, respecti-
vamente. Sean F(X) € Z[X] un polinomio ménico e irreducible, § € Q¢
una raiz de F(X), K := Q(8) y O su anillo de enteros.

Partiendo del polinomio F(X) y del primo p, nuestros objetivos en
este capitulo son los siguientes:

(a) Determinar el tipo de descomposicién de p en K
‘pozpil ...p;n R

(b) Determinar generadores de los ideales primos p;.

(c) Determinar la valoracién p-adica del discriminante absoluto A(K)
del cuerpo de nimeros K.

En la seccién 3 daremos un algoritmo para determinar el tipo de
descomposicién de p en K, que nos permitird obtener también la valoracién
p-adica de A(K). En la seccién 5 determinaremos dos generadores de cada
ideal primo p;. La tltima seccidén estd dedicada a ejemplos.
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§2. Determinacion de buenos representantes

En esta seccién denotaremos provisionalmente por K a una extensién finita
de @, y por O a su anillo de enteros. Usaremos las notaciones introducidas

en el capitulo anterior.

Dado un tipo t,—; de orden r — 1 y un polinomio P(X) € O[X],
sabemos que el poligono de Newton Ny, 4.(P) depende del “representante”
#-(X) € O[X] que hayamos elegido del tipo t,_;; por tanto, la informacién
que nos proporcionan los teoremas del poligono y del polinomio asociado
depende de esta eleccién (cf. observacién (2) de 1.3 en capitulo 1). En esta
seccién estudiaremos un procedimiento para elegir este representante ¢, (X)
de manera optimal. La filosofia de esta estrategia es la de obtener en un
determinado nivel la méxima informacién posible antes de verse obligados
a cambiar de nivel. Con eso se consigue evitar en gran parte la recursividad
del algoritmo y agilizar su rendimiento.

Consideremos un polinomio ménico P(X) € O[X], un enteror > 1y
un tipo t, = (tr-1; hr/er, %) € t.(P). Se tiene pues elegido un polinomio
¢-(X) € O[X] ménico, de grado m, y con tipo de orden r — 1 igual a
{t,_1}, y los datos —h,/er, ¥,(Y") corresponden a la pendiente de un lado
del poligono N(()v,-, ‘M(P) y a un factor irreducible de su polinomio asociado
(en orden r), respectivamente. Sean Q(X) € O[X] el factor de P(X) corres-
pondiente al tipo t,. dado por el teorema del polinomio asociado, 8 € Q‘;,’
una raiz cualquiera de Q(X), y ¢ = o¢ € Gal(F,, /F,,) el tinico automorfimo
tal que o((s) = 7s(0) para 0 < s <7 — 1 (cf. §7 del capitulo anterior). Por
3.3 (c) del capitulo 2, sabemos que v := v,(¢,) sélo depende del tipo t,_;.
Por 9.1 y 8.1 del capitulo anterior, sabemos que el poligono N, 4 1(Q)
consta de un solo lado T', con pendiente —h,/e,, cuyo polinomio asociado
(en orden r) Qr(Y') es (salvo constante) igual a ¢.(Y)%", y que

h _—
€1 er—lv(¢r(0)) = U+-6-L’ U('Yr(e)) = O’ "p: (Y) = Irr (’)’T(G),]qu ) Y) .
T
Adem3s, también sabemos que 6 tiene tipo de orden r — 1 igual a {t,_;},
por 1.3 (b) del capitulo 2.

A continuacion, vamos a ver que si e, f; > 1, entonces no hay ningiin
otro representante del tipo t._; que dé mayor informacién para este orden
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sobre el polinomio Q(X). Sea ¢.(X) € O[X] otro polinomio ménico, de
grado m, y con tipo de orden r — 1 igual a {t,—;}. Escribimos

¢.(X) = ¢ (X) + M(X), M(X)e€O[X], gi(M)<m..
Por 7.1 (b) del capitulo 2, sabemos que
e1 - er—19(M(8)) = v (M).
Para este representante ¢! (X) aplicaremos el superindice prima (') a las
notaciones que utilizamos para ¢,(X).
2.1. Teorema. Con las notaciones anteriores, supongamos que e, fr > 1.

Entonces tenemos

(a) El poligono N, 4:(Q) consta de un solo lado T', con pendiente
—hl /el > —h.[e.

(b) El polinomio asociado (en orden r) Qr:(Y), obtenido a partir del
desarrollo ¢!.-ddico, es (salvo constante) una potencia YL(Y)% de un
polinomio ménico e irreducible ¥, (Y') € Fy, [Y].

(c) Sihl/el < h;/e, entonces e, = fl = 1.

Si h./e;. = h./e., entonces €. = e,, f = fr (luego, a,. = a,).

Para la demostracién de este teorema necesitaremos el siguiente re-
sultado fundamental.

2.2. Proposicién. Sie,f, > 1, entonces v(p-(6)) > v(4.(9)).

Para la demostracién de esta proposicién necesitaremos a su vez un
lema en el que intervienen las fracciones racionales del tipo ®(n)(X), con
n = (ng,Nn1,...,Nr-1) € Z" (cf. §1 del capitulo 2).

2.3. Lema. Continuamos con las notaciones anteriores. Sean € Z" tal
que v(®(n)(8)) = v(M(8)), y ponemos R(X) := M(X)/®(n)(X) € K(X).
Entonces R(0) € F;. y el elemento oy ! (T%—(_éj) € F;_ es independiente de
la raiz 6 de Q(X).

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto

J:={i=Go,J1,--rJr-1) EN :0< js < esfs para0 < s<r—1}.
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Por la proposicién de 11.9 del capitulo 2, podemos escribir
M(X) =3 X X*2(0,51,...,5r-2)(X),
jeJ

con los ) € O tales que v(};) > v(M(8)) — v(®(0,71,...,5r-1)(0)) =: ;.
Notemos que el niimero racional §; no depende de la rafz 6 de Q(X) (cf. §7
del capitulo 2). Consideremos ahora el subconjunto

Jo={jeJ:v(N)=6}CJ,
y ponemos /\J? := X;/7% € O* para cada j € Jp. Entonces podemos escribir
M(X) =3 2§ X% (8,1, .., r1 M X) + N(X),
i€Jo

con N(X) € O[X] y v(N(8)) > v(M(0)) = v(®{n)(8)). Dividiendo en la
anterior expresién de M(X) por #(n)(X) obtenemos la igualdad

— 0 yio 53 N(X) -
R(X) = jg‘o X X" pB) (X0 + gy (*

donde para cada j € Jy es

. L @(6_,,] ’-“xjr—l)(X)
= &(6; — no, J1 — N1y oy Jra1 = e )(X).

Puesto que v(p(§)(9)) = & + v(®(0, j1,. .., Fr-1)(8)) — v(®(n)(#)) = 0, en-
tonces v-(p(j)) = 0 (por 7.3 (b) del capitulo 2); por tanto, la fraccién p(j)(X)
puede expresarse como un producto de potencias enteras de las fracciones
vs{X) con 1 < s <7 —1 (cf. 2.9 del capitulo 2). Substituyendo ahora
la indeterminada X por € en la igualdad (%) y tomando después clases,
obtenemos entonces el lema. O

DEMOSTRACION (de la proposicién de 2.2). Demostraremos la proposicién
por contrarreciproco. Supongamos que v(¢-(8)) < v(¢.(6)), y veamos que
er = fr = 1. En primer lugar, tenemos que v(M(6)) = v(¢,(8)) y, multipli-
cando por e; - - -er—1, qQue v, (M) = v + h,/e,; luego, e, = 1, ya que h,, e,
son primos entre si.
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Veamos ahora que v.(6) € F,, , con lo cual quedard probado que
fr = 1. Recordemos que por definicién es

& (X)r e (X)* __ #(X)

&)= 2R = e (ORI (X (X0

y que la fraccién racional II.(X )7, (X)* puede ser expresada en la forma
®(n){X) para cierto elemento n € Z" (cf. §1 del capitulo 2); ademds, ha de
ser v(®(n)(8)) = v{¢,(8)), ya que v(v-(6)) = 0. Por tanto, tenemos que

¢ (X)

M(X)
&(n)(X)

=71 (X)+R(X), R(X):= )00
Substituyendo en esta igualdad la X por € y tomando clases, obtenemos
que (6} = —~R(8), el cual pertenece a F,, por el lema de 2.3. O

DEMOSTRACION (del teorema de 2.1). En primer lugar, veamos que el valor
v(¢..(6)) es el mismo para todas las raices 6 de Q(X); con lo cual quedard
probada, por 8.1 del capitulo 2 y la proposicién de 2.2, la parte (a) del
teorema. En efecto, si para alguna raiz 6 de Q(X) es v(¢}.(6o)) < v(#-(6o)),
a la fuerza v(¢L(60)) = v(M(6o)) y el resultado es claro, puesto que ya
sabemos que los valores v(¢,{8)) y v(M(f)) no dependen de la raiz 8 de
@Q(X). En caso contrario, por la proposicién de 2.2, ha de ser v(¢.(8)) =
v(¢-(0)) para cada raiz 8 de Q{X), y el resultado también es claro por la
razén anterior.

En segundo lugar, observemos que ahora tenemos
/ hy :
e-erv{@n (@) =v+ =, (%) =0,
T

donde —h; /e, es la pendiente del tnico lado del poligono N, 4:)(Q), ¥
&, (X)" gL(X)*r
d 1 — T — kal
donde ’YT(X) ’R’,—(X)h:‘ T, (X)ei'ﬂ'r (X)h'v
racional obtenida a partir de ¢..(X).

es la correspondiente fraccién

Pasemos a probar la parte (b). Por 9.1 del capitulo 2, nos bastara

ver que el polinomio irreducible, 9.(Y'), obtenido al aplicar el automorfismo

o~ a los coeficientes del polinomio Irr (7{,(9),1F‘q,,Y) es el mismo para
cada raiz § de Q(X). Para ello distinguiremos dos casos, segin que A/ /e;.

sea menor o igual que h,/e,, y demostraremos también la parte (c).
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Supongamos primero que hl/e. < h,/e.; es decir, que v{¢,(6)) <
v(¢-(6)). Procediendo como en la demostracidén de la proposicién de 2.2
(intercambiando los papeles de ¢,.(X) y ¢,.{(X)), obtenemos que e} = 1,
7.(6) € F,, y el elemento o~* (:y_{,-(—é.).) es independiente de la raiz 6 de
Q(X) (por el lema de 2.3). Con esto queda pues probada la parte (b) y
que YY) =Y — o1 (m), en particular, es f. = 1, lo que acaba de
demostrar la parte (c).

Supongamos ahora que Al /e, = h,/e,; es decir, que v(¢.(8)) =
v(¢.(0)). Entonces hl. = h,, €. = e, y v,(M) > v+ h./e,. En este
caso distinguiremos a su vez dos subcasos, segin que el valor v.(M) sea
igual o mayor que v + h, /e,.

Si v.(M) = v + h,/e,, entonces e, = 1y, procediendo de nuevo
como en la demostracién de 2.2 y aplicando 2.3, obtenemos la igualdad
YL(6) = 7.(8) + ¢(8), para algin elemento c(d) € F;, tal que 071(c(8)) es
independiente de la raiz § de @(X). Por tanto, obtenemos

It (0), Fa,, ¥ ) = It (3,0, By, Y = c(6)) = 42(Y = c(6));

lo cual demuestra la parte (b) y que ¥L(Y) = ¥.(Y — 0~ (c(8))). Asi,
fI = fr ¥ se termina de probar (c).

Finalmente, si v.(M) > v + h,/e, (es decir, si v(M(8)) > v(o-(8))),
entonces podemos escribir

¢ (X)) = ¢ (X)*" + N(X),

con N(X) € O[X] tal que v(N(8)) > v(¢-(F)°"). Entonces, procediendo
como antes, obtenemos que v.(6) = v-(6); con lo que se obtiene la parte (b)
y que ¥ .(Y) = . (Y). Luego, f; = f y se acaba de ver (c).

En todos los casos han quedado pues demostradas las partes (b) y
(¢} del teorema. O

En cambio, veremos a continuacién que cuando el polinomio P(X)
no tiene raices miltiples, a, > 2y e, = f, = 1, el propio polinomio @3 (X)
que construimos a partir del tipo t, nos proporciona mas informacién en
orden r sobre el polinomio Q(X) que ¢,.(X). Veremos, més concretamente,
que el poligono y los polinomios asociados de orden r +1 se pueden expresar
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en términos del poligono y los polinomios asociados de orden r obtenidos con
el polinomio ¢,+1{X). Tendremos pues que los eslabones cone, = f, = 1
no suben el nivel. En la prictica esto supone, ademds de ahorrarse algunas
operaciones, eliminar en gran parte la recursividad del algoritmo, ya que
este caso se da siempre antes de saltar de nivel (cf. teorema de 2.1).

Supongamos ahora que ¢, = f, = 1. Entonces el polinomio
$,(X) = $rs1(X)

es un polinomio mdénico, de grado m,41 = m, y tiene tipo de orden r - 1
igual a t,..;; es decir, este polinomio también es un representante de grado
minimo del tipo t._;." En este caso tenemos pues definido el poligono de
Newton (en orden r} Ny, ¢:)(P), y podemos considerar el poligono, que
denotaremos por N?;h o )(P), obtenido al quedarse sélo con los lados con
pendiente menor que —h, de N, 4)(P). Ademds, el entero fijado . es
arbitrario (luego, podemos tomar !, = 0 cuando convenga), y el polinomio
P (Y) =Y — ¢ (cf. §1 del capitulo 2).

Sea $ : R2 — R? la afinidad del plano euclideo definida por
5(35;:?) = (:z:,y - hrx): (m:y) € R .

Observemos que la afinidad $ deja fijas las rectas verticales y que su res-
triccién a cada una de estas rectas es una traslacién.

2.4. Proposicién. Supongamos gque e, = fr = 1. Sean h,e > 1 enteros
primos entre si, y S el segmento con pendiete —h/e del poligono (en orden
T+ 1) Ny, ,1,0.+0){FP). Entonces

(a) 8§ = H(S) es el segmento con pendiente —(h, + h/e) del poligono
Niu.¢4)(P)-

Por tanto, N?;r,os’,)(P) = H(N? (P)) (ver figura 3.1).

(vr41 :¢r+l)
(b) Psi(Y) = (#PPs(¢I"Y), en F, [Y], donde Ps:/(Y) (resp. Ps(Y))
indica el polinomio asociado en orden r (resp. en ordenrt+1) y f es
la ordenada del origen de S.
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(c) El entero i (P), definido a partir de los datos de los lados del poli-
gono N?vr+1,¢r+1)(P) (cf. definicién 11.1 del capitulo 2}, es igual al
numero de puntos de coordenadas enteras del recinto acotado deli-
mitado por el poligono N?de,,r)(P), la recta con pendiente —h, que
pasa por el punto (0,v,41(P)) (es decir, la recta que contiene al lado
con pendiente —h, de N?u,,¢,)(P} ) y la recta vertical de ecuacidn
z = vy (P), incluyendo los puntos que estdn sobre los lados de este
poligono, excepto el origen del primer lado y el final del dltimo lado, y
excluyendo los puntos que estdn sobre estas rectas. Ademds, el entero
e, (P) es igual a vy (P) veces el nimero de puntos de coordenadas
enteras de este recinto que estan sobre esta recta vertical excluyendo
el punto de menor ordenada.

Urs1 {P)"

0

Figura 3.1. Nfy_ oy (P) y N? (P).

(Vr41.0n41)
DEMOSTRACION. Sea P(X) = 3 Ai{(X) ¢r+1(X)! el desarrollo ¢r.;-adico
de P(X) Por 2.2 (b) y 3.5 del capitulo 2 tenemos v,11(4;) = v, (4;) ¥
Urt1(Br41) = vr(4;) + hr. Luego, vr41(A; ¢r+1i) = v (4; ¢;—£) + ih; es de-
cir, el diagrama de Newton Dy, 4:)(P) = 3(D(y,,1,¢.,,)(P)). Ademds, si
(o, 8), (a+de, 5~ dh) son el origen y final, respectivamente, del segmento
S, entonces {a, 8 - hra), (a+de, —h.a—d(hre+h)) son el origen y final,
respectivamente, del segmento S’. Por tanto, S* es el segmento con pen-



§ 2. Determinacidén de buenos representantes 119

diente —(hr + h/e) del poligono Ny, 4)(P), por la propiedad mencionada
anteriormente de la afinidad %; con lo que obtenemos la parte (a).

A partir de la definicién del polinomio asociado (cf. 4.3 del capitulo
2) se comprueba ahora sin dificultad la parte (b).

Finalmente, la parte (c) se obtiene de la propiedad anterior de 9,
observando que un punto {(r,y) € R? es de coordenadas enteras si y sélo si
su imagen H{x,y) también loes. O

Supongamos finalmente que P(X) no tiene raices multiples, ar > 2
v ¢, = fr = 1. Entonces por la proposicién anterior queda claro que el
A polinomio ¢1.{X) nos da mas informacién sobre Q(X) que ¢.(X). En efecto,
en el peor de los casos en que se tenga vy (P) = 0, el poligono Nf‘;ﬂ " )(P)
conste un solo lado, cuya pendiente sea entera, y su polinomio asociado sea
potencia de un polinomio irreducible de grado uno, tendriamos que el entero
i, (P) = fo--- fr—1-if,(P) es positivo (cf. 11.2 (1) del capitulo 2), y por el
teorema del indice estariamos mas cerca de factorizar Q(X) (cf. 114y 11.5
del capitulo 2).

Ademds, en el peor de los casos citado anteriormente, tenemos que el
polinomio ¢..(X) nos proporciona un tipo t,. = (t,~1;hl./el,¥.) de orden r
con hl. > h,, e, = fl =1y el correspondiente entero a. = a, > 2. En este
caso, de nuevo podemos obtener més informacién en orden r sobre Q{X),
remplazando ahora el polinomio ¢,.(X) por el polinomio ¢; (X) := ¢/, (X)
que construimos a partir del tipo t!., y pasando a trabajar con el poligono
N‘E‘é‘ﬂ é’;)(P)' Pues bien, por el teorema del indice, no podemos permanecer
indefinidamente en el peor de los casos al repetir el proceso anterior. Por
consiguiente, en un niimero finito de pasos con este procedimiento llegamos a
obtener, si no hemos acabado de factorizar @Q(X), al menos un representante
de grado minimo del tipo t,_;, un lado de su poligono de Newton y un
factor irreducible de su polinomio asociado para los cuales se tiene a, 22y
e-fr > 1. Asi, para el correspondiente factor de @(X) dado por el teorema
del polinomio asociado, ya no podremos obtener mas informacién en orden
r con otro representante (cf. teorema de 2.1).
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§3. Determinacién del tipo de descomposicién

En esta seccién presentamos el algoritmo obtenido con el método de los
poligonos de Newton de orden superior para computar el tipo de descom-
posicién de primos racionales en cuerpos de ntmeros. Para ejecutar este
algoritmo debe usarse un algoritmo de factorizacién de polinomios sobre
cuerpos finitos; por ejemplo, el deterministico de Berlekamp dado en [Be 70]
o el probabilistico de Cantor y Zassenhauss de [Ca-Za 81].

Este algoritmo no necesita tener calculada de antemano una base p-
minimal (siendo p el primo a descomponer) del cuerpo con el que se trabaja,
como, en cambio, si necesita para su ejecucién el algoritmo obtenido con
¢l método de Buchmann y Lenstra (cf. [Bu-Le}, [Co95]). Desde luego,
una tal base puede ser computada, por ejemplo, con una combinacién de
las rutinas 2 y 4 de Zassenhauss (cf. [Po-Za 89], [Po93}). Sin embargo,
en general esta obtencidén es costosa en la practica cuando se trabaja con
cuerpos de mimeros de grado alto. ‘ '

El algoritmo fue implementado por J. Guardia en el paquete Newton
para Mathematica, basandose en el paquete FF (Finite Fields) del mismo
autor. Los detalles de la implementacidn se encuentran en [Gu98]. Am-
bos paquetes se pueden obtener mediante ftp andénimo en las direcciones
drac.mat.ub.es/pub/Newton y drac.mat.ub.es/pub/FF.

Aunque no se ha hecho un estudio de la complejidad del algoritmo,
experimentalmente se ha comprobado la eficiencia del mismo con polinomios
de grado alto (cf. §6).

3.1. Algoritmo. Sea K = Q(f) un cuerpo de niimeros dado por un entero
algebréico # que es raiz de un polinomio ménico e irreducible F(X) € Z[X],
y sea O el anillo de enteros de K. Sean p € Z un ndmero primo y

PO =pit-pSe,

su descomposicién en O. El algoritmo descrito a continuacién computa el
numero g de ideales primos de O que dividen a p, los indices de ramificacién
e; = e(p;i/p) y los grados residuales f(p;/p).
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Paso 0 (nivel 0)

Sea F(Y) = 10,1 (Y)?01 -+ - g, (Y')®090 la factorizacién de F(Y) en Fy[Y].
Para cada i, 1 £ i < go, sea ¢1,;(X) € Z[X] un polinomio ménico tal que
61,:(Y) = 0,i(Y), y pongamos fo; := ,:(Y). Sea G(X) el polinomio
definido por G(X) = + (F(X) = ¢1.1(X)% gy 4o (X)%030) € Z[X]. De
los resultados de Kumrﬁer, Dedekind y Hensel se obtiene una primera des-
composicién del ideal p@. Concretamente, se tiene

(a) pO = bp, -+ bo,g, donde cada bq,; := pO + ¢;,:(0)% 0. Ademss,
los ideales b ; son coprimos dos a dos, y el grado fq; divide a f(p/p)
para cada ideal primo p de O que divide al ideal by ;.

(b) Consideremos un i fijo. Si ag; = 1 0 si ¥;(Y) no divide 2 G(Y) en
Fp[Y'], entonces el ideal by ; es una potencia de un ideal primo p;, con
e(pi/p) = a0 y f(pi/P) = foi- Ademds, p; =p O+ ¢1,:(6) O.

Por tanto, hemos de seguir y descomponer el ideal by ; en O cuando
la condicién anterior de la parte (b) no se satisface.

Paso 1 (nivel 1)

1.1 Fijemos un i tal que ag; > 2 y 1,:(Y") divida a G(Y) en F,y[Y]. Sim-
plifiquemos las notaciones escribiendo by, %o (Y), ¢1(X), a0, fo en lugar de
bo.i, ¥0,i(Y), 1,:{X), a0, fo,;, respectivamente.

Sea vy la extensién a Q(X) de la valoracién p-ddica de Q de forma
que v1(X) = 0. Construimos la parte principal, N?vum)(F)’ del poligono
de Newton de F(X) respecto el par (vi,¢y) (cf. 1.1 del capitulo 1). Sean
S1,1,...,51,4, los lados de esta parte principal, y dy,i,e1,5,h1,; los datos
asociados a cada lado Si,;. Del teorema del poligono de Ore (cf. 3.1 y 3.3
del capitulo 1) se obtiene la descomposicién del ideal bg siguiente

(a) by = affi‘ e a:j;‘ , donde los ideales a; ; son coprimos dos a dos.

(b) Consideremos un ¢ fijo. Si d;; = 1, entonces a3 ; es un ideal primo
pi, con e(pi/p) = e1i y f(pi/P) = fo.

Hemos de descomponer pues el ideal ay ; si el entero dy; > 2.

1.2 Fijemos un i tal que d; ; > 2. Escribimos a3,51,d1,€1, b en lugar de
a1,i, S1,i,d1,i, €1,4, h1,i, TESPectivamente, y ponemos ¢; := pfe. Construimos
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el polinomio asociado, Fg, (Y) € F,,[Y], al polinomio F(X) y al lado S
(cf. 1.4 del capitulo 1). Sea F5,(Y) = c1¥1,1(Y)* -9y g (V)1 la
factorizacién de Fs, (Y) en Fy, [Y], y ponemos f ; := gr(3y,;). Del teorema
del polinomio asociado de Ore (cf. 3.5 y 3.7 del capitulo 1) se obtiene ahora
una descomposicién del ideal a;. Se tiene

(a) ay = b1,1--*by,g, donde los ideales b;; son coprimos dos a dos, ¥
fofi,i divide a f(p/p) para cada ideal primo p de O que divide a by ;.

(b) Consideremos un i fijo. Si a1,; = 1, entonces by ; es un ideal primo
pi, con e(pi/p) = e1 y f(pi/p) = fofr,-

Se ha de descomponer ahora b; ; cuando el exponenete a3 ; > 2.

Fijemos un entero 7 tal que a3 ; > 2. Escribimos by,91(Y),a1, f1 en
lugar de by ;,%1,i(Y),a1,4, f1,;- Construimos un polinomio ¢2(X) € Z[X]
ménico y de grado minimo con tipo de orden 1 igual a ty := (vo; h1/e1,¥1)
(cf. §3 del capitulo 2).

1.3 Si e; = fi1 = 1, entonces para obtener la descomposicién del ideal b;
(como hemos visto en la seccién anterior) remplazamos el polinomio ¢;(X)
por el polinomio ¢; (X) := ¢2(X) y volvemos al principio del paso 1 pasando

h

a trabajar con el poligono N( o o )(F). En caso contrario, continuamos el

v
algoritmo.

Paso r (nivel r)

r.1 Sea r > 2 un entero, y supongamos realizado el paso r — 1 y definido
todos los datos. Por tanto, tenemos un exponente a,..; > 2, un ideal b,.;
a descomponer, y un tipo de orden r — 1

tr—1 = (Yosha/er, ;.. s hee1 /ey, ¥ro),
conesfs >1paras=1,-.-,7r— 1. Ponemos eg := 1.

Sea v, la valoracién de Q(X) asociada al correspondiente tipo re-
ducido tJ_; (cf. 2.1 del capitulo 2). Construimos un polinomio ménico
¢-(X) € Z[X) de grado minimo con tipo de orden r — 1 igual a t,_; (cf. §3
del capitulo 2). En este paso el par (v,, #,) desempefiaré el papel que hacia
el par (v1,¢;) en el paso 1.

Construimos la parte principal, N?v,, ¢r)(F), del poligonc de Newton
de F(X) respecto del par (vr, ¢-) (cf. 4.1 del capitulo 2). Sean S, ..., Sr.gn
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los lados de esta parte principal, y d,;, ey, hr;i los datos de cada lado S;;.
Por el teorema del poligono en orden r (cf. 8.1 y 8.3 del capitulo 2) se obtiene

» er . .
(8) brey = a‘:‘f -~ aps”, donde los ideales a, ; son coprimos dos a dos.

(b) Consideremos un ¢ fijo. Si d,; = 1, entonces a,; es un ideal primo
pi, con e(pi/p) =eo - er—18r; ¥y f(Pi/P) = fo- - froa-

Por tanto, tenemos que descomponer a,; cuando d,; > 2.

r.2 Fijemos un i tal que d,; > 2. Escribimos a,, Sy, dr, €, by en lugar de
Gr iy Srisdr iy €ri, Rri, TESPECtivamente, y ponemos ¢, := pfof-1. Cons-
truimos el polinomio asociado (en orden r), Fg (Y) € F,. [Y], a F(X) y
S, (cf. 4.3 del capitulo 2). Sea Fs5 (Y) = ¢ 1 (Y)%1 -+ 4 g (Y) o7 la
~ factorizacién de Fs, (Y) en F, Y], y ponemos fri == gr(r:). El teorema
' del polinomio asociado en orden r (cf. 9.1 y 9.3 del capitulo 2) muestra

(a) o = bpy++- b4, donde los ideales b, ; son coprimos dos a dos, y

for+* fr—1fr: divide af (p/p) para cada ideal primo p que divide al
ideal br,z’-

(b) Consideremos un i fijo. Si a,; = 1, entonces b,; es un ideal primo
pi, con e(p;/p) =eo-- e,y f(p:i/p) = fo -+ fr-1fra.

Todavia nos queda descomponer b, ; cuando a,; > 2.

Fijemos un i tal que a,; > 2. Escribimos b,,¥,(Y),a,, f- en lugar de
bris Yri(Y), @ryi, fr,i- Construimos un polinomio ¢,4+1(X) € Z[X] ménico y
de grado minimo con con tipo de orden r igual a t, := (t,_1;h./er, ¥r).

r.3 Si e, = f, = 1, entonces para obtener la descomposicién del ideal b,
{como hemos visto en la seccién anterior) remplazamos el polinomio ¢,(X)
por el polinomio ¢,.(X) := ¢r4+1(X) y volvemos al principio del paso r

trabajando con el poligono N?er & )(F). En caso contrario, continuamos el

algoritmo ejecutando el paso r + 1.

El proceso iterativo anterior permite computar el tipo de descom-
. posicién de p en K en un numero finito de pasos. En efecto, por una parte,
-al final de la seccién anterior hemos visto que, para un determinado nivel
r > 1, en ndmero finito de pasos se llega o bien a descomponer completa-
mente el ideal b,, o bien a obtener al menos un ideal que divide a b, para
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el cual es ar > 2 y e fr > 1; en este 1iltimo caso para descomponer el ideal
se debe saltar de nivel y ejecutar el paso r + 1. Por otra, es claro que cada
vez que saltamos de nivel, del nivel r al paso r + 1, se tiene

2<a, <erfrar < erdr < ar—y  (cf. 4.4 (4) y 4.2 del capitulo 2);
por tanto, no podemos estar indefinidamente saltando de nivel. O

3.2. Observaciones. (1). Por el teorema del indice (cf. 11.4 del capitulo
2) y la proposicién de 2.4, cuando se acaba de ejecutar este algoritmo se
conoce el valor p-ddico del discriminate absoluto del cuerpo K, una vez se
ha calculado la valoracién p-adica del discriminante del polinomio F(X).

(2). Para ejecutar este algoritmo necesitamos factorizar cada polinomio
asociado sobre el cuerpo finito correspondiente. Los cardinales de estos
cuerpos estdn controlados por el primo p y el grado del polinomio F(X), ya
que son de la forma p, con f > 1 diviendo al grado residual f(p/p) de un
ideal primo p de O que divide a p O.

§4. Profundidad de un polinomio

En esta seccién de nuevo denotaremos por K a una extensién finita de Q,
y por J a su anillo de enteros, y usaremos las notaciones introducidas en el
capitulo 2.

Sea P(X) € O[X] un polinomio ménico e irreducible. Partiendo de
P(X), podemos ejecutar también el algoritmo de 3.1 y obtener, en este caso,
un entero r > 0 y un tipo de orden r

tr = (do; ha/er, ;. s hefer, ¥r),

cone;f; > 1lparai=1,...,r,y conel correspondiente exponente a, = 1 (cf.
8.4y 9.4 del capitulo 2). Para ello ha sido necesario construir en cada nivel
i del algoritmo un buen representante del tipo t;_;; es decir, un polinomio
¢:(X) € O[X] ménico, de grado minimo (igual a m; = egfo---ej-1 fi-1)
con tipo de orden i — 1 igual a {t;_1}, y tal que para los correspondientes
datos —h;/e;, ¥;(Y) (pendiente del Gnico lado S; de su poligono de Newton
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Ny, ,4;)(P), y tnico factor ménico e irreducible de su polinomio asociado
Ps, (V), respectivamente) se satisface la condicién anterior e;f; > 1. La
teoria desarrollada en la §3 del capitulo 2 y en la §2 nos ensefia un pro-
cedimiento para construir de manera efectiva tales representantes; pero, ya
sabemos, por el capitulo anterior, que para poder ejecutar el algoritmo no
nos importa como hayan sido construidos estos representantes.

Si elegimos ahora otro buen representante ¢;(X) en cada nivel, ob-
tendremos, en principio, un entero s > 0 y un tipo de orden s

con e;fj > 1paraj =1,...,s, y con el exponente a; = 1 (para el tipo
t) aplicamos el superindice prima a las notaciones que utilizamos para t;).
Pues bien, de la demostracién del teorema de 2.1, se obtiene el siguiente

4.1. Corolario. Con las notaciones anteriores, tenemos

s=T, h’1=h1,€’1 =31,f1’=f1,---,h;.=hr,€;.=€1-, f1’~=f7‘

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que se tiene
1< s <. Puestoque gr(P) = eofoer f1- - - fr = eofoe} f1 - - - €5 fi, bastard
con ver por induccién sobre i, 1 < 7 < s, que se tienen las igualdades
hife; = hifei, fi = fi. Si i = 1, las igualdades se obtienen aplicando
directamente el teorema de 2.1, ya que e; fi, e} fi > 1.

Consideremos ahora un 7 con 2 < ¢ < s, y supongamos que para
1< j <i-1sedan las igualdades h}/e; = hj/e;, f; = f;. Entonces, por
3.3 (c) del capitulo 2, es v}(¢;) = vi(¢:); ademds, por 7.1(b) del capitulo
2, es vi(M) = v;(M) para cada polinomio M(X) € O[X] de grado menor
que m;. Procediendo ahora como en la demostracién del teorema 2.1, y
teniendo en cuenta que e; f;, e f/ > 1, se obtiene h}/e} = h;/e; y fi=fi. O

El corolario anterior nos permite dar la siguiente definicién.

4.2. Definicién. Llamaremos profundidad del polinomio P(X) al nivel r
que hemos de llegar para ejecutar el algoritmo de 3.1 con P(X); es decir,
hasta llegar a que el exponente a, = 1.
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4.3. Observacién. Okutsu define también un concepto de profundidad
para un polinomio irreducible con coeficientes en un anillo de valoracién
discreta completo (cf. [Ok 82]). Aunque no se ha llegado a demostrar, -
pensamos que en nuestro caso los dos conceptos deben ser equivalentes.

Con la definicién que acabamos de dar es claro ahora el siguiente

4.4, Corolario.

(a) Sigr(P) = p{*---pt es la factorizacién del grado de P(X) en Z,
entonces la profundidad de P{X) es menor o igual gue o + -+ + 0.

(b) Si F(X) € Z{X] es un polinomio ménico e irreducible, y
F(X) = F(X)--- Fo(X),

es su factorizacién en producto de irreducibles en Q,[X], entonces
el nimero total de niveles a ejecutar en el algoritmo de 3.1 para el
polinomio F(X) es menor o igual que uno mds la suma de lus pro-
fundidades de los polinomios Fi(X) en Q,. O

§5. Generadores de los ideales primos

Sean F(X) € Z[X] un polinomio ménico e irreducible, & € Q% una raiz
cualquiera de F(X), K := Q(#) y O su anillo de enteros. En esta seccién
nuestro objetivo serd determinar para cada ideal primo p de © diviendo a
pO un elemento o € p tal que p y a generen el ideal p; es decir, tal que

p=pO0+a0.

Utilizaremos las notaciones del capitulo 2 tomando como cuerpo base
el cuerpo Qp; asi, v denotard la valoracién p-ddica de Qg‘ normalizada de
forma que v(p) = 1. Para un ideal primo no nulo p de O, denotaremos por
O, al localizado de O en p, y por v, 2 la valoracién de K determinada por
el anillo de valoracion discreta O,. Ademés, para un ideal fraccionario no
nulo a de O, denotaremos por vp{a) al exponente de p en la descomposicién
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de a como producto de potencias enteras de ideales primos no nulos de O.
Recordemos que se satisfacen las propiedades '

vp(a- b) = vp(a) + vp(b),

vp(a+ b) = min{v,(a),vp(b)},
vp(aO) =vp(a) (a€ K*).

Por comodidad en la exposicién haremos las hipétesis (H1) y (H2)
siguientes.

{H1) Imaginamos que ejecutamos el algoritmo de 3.1, partiendo del poli-
nomio F(X) y del primo p, sin realizar los pasos .3 (correspondientes
a la obtencién de representantes optimales en cada nivel).

Entonces obtenemos igualmente el tipo de descomposicién de p en K
0O _ pi(m/p) ,_.p;(pg/p) ,

y g tipos t} ,... ,t¢_, con cada tipo

tj‘,- = (wé;h;/e;’wi’ e ;hig/ej‘i"‘/):;)‘

tal que los correspondientes exponentes satisfacen a%,_; > 1 = af (uti-
lizamos el superindice ¢ para los datos del tipo ti‘.).

(H2) Suponemos que r, = --- = r, =: r; es decir, que las “ramas” del
algoritmo correspondientes a los g ideales primos acaban en el mismo
orden.

5.1. Observacién. Las hipdtesis Gnicamente han tenido por finalidad sim-
plificar la exposicién del método para hallar para cada ideal primo un ele-
mento que, junto con p, genera el ideal. En la prictica, hallamos un tal
elemento sin modificar la estructura del algoritmo tal como la hemos des-
crito en la seccién 3 (cf. observaciones (1) y (2) de 5.7).

Para cada par i,s con1 < i < g, 1 < s < r, tenemos por tanto
definidos el correspondiente par de valoracién (vi, w?), y elegido un poli-
nomio ménico ¢%(X) € Z[X] de grado minimo con tipo de orden s — 1 igual
a {ti_,}. Observemos que la igualdad de tipos t_, = ti_, (es decir, las
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mismas pendientes y los mismos polinomios 1(Y")’s) implica las igualdades
vi = i, Wl = Wl y ¢5(X) = ¢1(X); adem4s, observemos que la igualdad

t = ti solamente se da para j = 1.

Consideremos ahora la factorizacién de F(X)
F(X) = FR(X)-- Fy(X),

en producto de polinomios ménicos e irreducibles en @,[X], y sea §; € Q;‘
una raiz cualquiera de F;(X) (1 < ¢ < g). Aunque no conocemos los poli-
nomios F;(X), s que sabemos que cada F;(X) tiene tipo de orden r igual
a {ti}, y que su grado es gr(Fy) = eb---eifi-- fi = e(pi/p) f(ps/p) (cf.
§9 del capitulo 2). Ademds, para cada polinomio G(X) € Q[X] tenemos
definidos los elementos G(6) € K, G(6;) € Q%, y se tiene la igualdad

v (G(6)) = e(pi/p) v(G(6:)) .

Fijamos un entero ¢ con 1 < ¢ < g. Para realizar nuestro objetivo sers
suficiente que construyamos un elemento ¢; € O satisfaciendo las igualdades

vp, (@) =1, wvp(e) =0 paraj#i.

En efecto, las igualdades anteriores nos dicen que el ideal o; O tiene una
descomposicién de la forma,

;0= pi-a;,
para algun ideal a; de O coprimo con p O; de donde se obtiene
p O+a; 0= pi.

5.2. Observacién. A partir de los polinomios ¢(X),...,¢i(X), el coro-
lario de 11.12 del capitulo 2 nos proporciona un elemento de la forma

%’gi)—el{, ®;(X)eZ[X], veN,

que satisface la igualdad

up; (2:(6)/p") =1.
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Si g = 1 (es decir, si nuestro polinomio F(X) es irreducible en Q,[X]),
este elemento ya es suficiente para nuestros propésitos. Sin embargo, este
elemento no nos sirve cuando g > 1.

Para obtener un elemento @; como antes, construimos ahora un poli-
nomio ¢¢,;(X) € Z[X] ménico, de grado e} fi---elfi = gr(F;) y con
tipo de orden r igual a {ti} (cf. §3 del capitulo 2). Observemos que el
poligono de Newton N, 4 +x)(F‘) consta de un solo lado, con extremos
(0,vi, 1 (Fs — ¢i0)) y (3,0841(dk,,)); luego, la longitud de su proyeccién
sobre el eje de ordenadas es Hi ; :=vi, (F; — ¢i ;) —vi  (¢i,,) > 1.

Para realizar nuestro objetivo, tendremos que “estropear” antes el
representante ¢&,,(X) del tipo t}..

5.3. Lema. Con las notaciones anteriores, podemos construir el polinomio
¢i,1(X) de forma que Hiy ) = 1.

DEMOSTRACION. En primer lugar, sabemos que el poligono N, eBisy) (Fy)
coincide (salvo una traslacién vertical) con el poligono N?vi oot +1)(F) (cf.
§8 del capitulo 2); por tanto, podemos calcular H, i+1 a partir de este iltimo
poligono.

Si nos hemos encontrado con HLH > 1, remplazamos el polinomio
¢L,,(X) por el nuevo representante

r+1(X) + M(X),
donde M(X) € Z[X] es un polinomio que construimos de grado menor que

gr(F;) y tal que vl (M) = vi,;(¢i,,)+1 (cf. 3.2 del capitulo 2). Entonces
obtenemos

U:H(Fi - ¢i+1 -M)= Ui+1( j-+1) +1= U:+1(¢:+1 + M) +1;

asi, la longitud de la proyeccién sobre el eje de ordenadas del nuevo poligono
N<”i+v¢i+x+ ) (Fi) es uno. Con esto queda probado el lema. O

Suponemos pues que hemos contruido el polinomio ¢i , (X) de forma
que la H,, = 1. Tenemos entonces el siguiente resultado.
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5.4. Proposicién. Con las notaciones e hipdtesis anteriores, definimos el

elemento .
()
ARFTOLE

Entonces el ideal fraccionario 5; O descompone de la forma

€ K*.

B:0=p;- [ p;™ - bi,
jecC:

donde C; es el conjunto (eventualmente vacio) definido por
Ci={j:1<j<gtI_;=ti_,, hi/el > hi/fel},
los enteros n; j, para j € C;, estdn definidos por
nij = fi(eihl —elhi) > 1,

y donde b; es un ideal fraccionario de O tal que vy(b;) = 0 para cada ideal
primo p de O que divide a pO.

Para demostrar la proposicién anterior necesitaremos un lema.

5.5. Lema. Con las notaciones anteriores, tenemos

vi(diy,) =elfivl(di) (1<i<g1<j<yg).

DEMOSTRACION. Para probar el lema, veremos por induccién sobre s, con
1 < s < r, que se satisface la igualdad vi(¢i,,) = eifivi ().

Si s = 1, ambos miembros de la igualdad son nulos (ya que los dos
polinomios son ménicos) y hemos acabado.

Consideremos un entero s, con 1 < s < r — 1, y supongamos que la
igualdad es cierta para s. Vamos a ver que también es cierta para s + 1.
Distinguiremos dos casos, seglin que los tipos t 13 ti_l coincidan o sean
diferentes.

Supongamos primero que tJ_, = ti_,. Entonces vJ = vi y (X)) =
¢:(X). Aplicando el lema de 4.2 del capitulo 2, la igualdad supuesta para s
v que gr(¢i, ) = el fZgr(¢l), vemos que las coordenadas de los extremos del
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tinico lado del poligono Ny: 4iy(¢%,,) se obtienen multiplicando por € f}
las coordenadas de los extremos del dnico lado del poligono Ny ¢: y(L).

La definicién de la valoracién v, ,, muestra entonces la igualdad para s+ 1.

Supongamos ahora que t/_, # ti{_,. Entonces, por 2.2 (c) del capi-
tulo 2, tenemos vl (¢%) = elvi(¢}) para v = r,r + 1, ya que al tener
¢} (X) tipo de orden s — 1 igual a {t{_;} es wi(¢?) = 0. Por consiguiente,

aplicando la igualdad para s obtenemos
U£+1 (¢i+1) = e{;vﬁ(¢i+1) = eieif:v’; (¢:~) = eifivi+1(¢i);
lo que prueba la igualdad para s+ 1. O

DEMOSTRACION (de la proposicién de 5.4). En primer lugar, observemos
que B; estd bien definido, ya que ¢i(6) # 0. En efecto, en caso contrario,
. tendriamos F(X) = ¢i(X) y g = 1, ya que ¢i(X) es irreducible en Q,[X]
{(por 3.4 (a) del capitulo 2); luego, habriamos acabado el algoritmo de 3.1
en orden 7 — 1, y no en orden r como suponemos. Ademds, observemos *
que ¢% () # 0. En efecto, en caso contrario, como antes tendriamos
F(X) = ¢¢,,(X), g = 1; luego, seria F;(X) = ¢i,,(X), en contradiccién
con la construccién de ¢%, (X).

En segundo lugar, veamos que para cada entero j, con 1 < j < g,
tenemos .
elvi(¢i) + hi sitl., = ti_g,
eivi(%) sty #th,.
Recordemos antes que vy, (¢4(6)) = e(p;/p) v(¢:(6;)) = el - -- el v(¢i(6;)).
Sit/_, =ti_,, entonces vi = vi, ¢I(X) = ¢i(X) y

Up; (¢:~(9)) = {

Pl (6l (0:)) = v () + T
S er—lv(q&i(ejl))_vr(#)'*’ ]

e’

por 8.4 del capitulo 2. Sit/_; # ti_;, entonces wi(¢i) = 0y, por 7.1 (b)
del capitulo 2, tenemos

ef - el_1u(9}(8;) = vi(e}).-

En tercer lugar, probemos que para cada entero j, 1 < j < g, el valor
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Vp, (6141(0)) = €] -+ el v(¢i, 1 (85)) es igual a
el fi(elvi(@l) +hi) +1 sitd =ti (es decir, si j =1),
el fi(ebvi(4) + hy) sitl_; =ti_;, hi/el = hifel, $i(Y) # $i(Y),
el fi(elvi(g) + Rl sit]_, =ti_y, hi/ef < hi/el,
el fieivi(gi) + hi) sitl_, =ti_;, hi/el > hi/ei,
e; frelvl(et) si ti-l #ti g

Si ti = ti, entonces j =14y, por 8.4y 3.3 (b) del capitulo 2, obtenemos
eb el u(giy () = vigy(dhyy) + 1= elfi(elvi(d)) + hi) +1

(recordar que hemos construido el polinomio ¢! ,,(X) con la Hi ; = 1).
Supongamos pues que tf # ti. Entonces es w’ +1(¢, +1) =0y por 7.1 (b)
del capitulo 2, es '

e] el 0(¢h41(67)) = vy (Bhia) -

Por tanto, ahora estamos interesados en el valor v/ +1(#iyy). Si tﬁ_l =ti_,,
entonces v) = vi, ¢2(X) = ¢i(X) y, aplicando la definicién de la valoracién
Ui+17 obtenemos en cada caso la igualdad que nos interesa. Si tJ pF g,
entonces wi (gt ,,) = 0y, por 2.2 (c) del capitulo 2 y el lema de 5.5, tenemos

'Ui+1(¢i+1) = ei”i(‘ﬁi-{-l) = eieifivi(tﬁi)-

Por 1ltimo, aplicando los resultados anteriores, calculamos ahora el
valor v, (B;) = vp, (#3141 (8)) — ek fvp,; (42(6)), para j = 1,...,g; de donde
se sigue la proposicién. O

A continuacién veremos que, a partir del elemento 8; y de los elemen-
tos B; para j € Ci, podemos construir un elemento a; con las propiedades
que deseamos.

5.6. Teorema. Continuamos con las notaciones e hipdtesis anteriores. Por
induccidn sobre el cardinal del conjunto finito C;, definiremos un elemento
o; € K* de la forma siguiente. Si C; = {8}, definimos o, := B;. Suponga-
mos que C; # {0}, y que para cada j € C; (al estar C; G C;) ya tenemos
definido el elemento o; entonces definimos

al:=pf;- H CALED

Jj€C;
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Tenemos -

(a) El ideal fraccionario o) O descompone de la forma

’

i
a; O =p;-ag,

donde a} es un ideal fraccionario de O tal que vp(a;) = 0 para cada
ideal primo p de O que divide al ideal p O.
(b) Ezpresamos el elemento o} en la forma

G:(9
a;= 40,
con G;(X) € Z{X] de grado menor que el grado de F(X) yb; € Z no
nulo (utilizando, por ejemplo, el algoritmo de Euclides), y definimos

o = Gi(6) .
pv(bi)
Entonces el elemento o; € O ¥
p=pO+a; 0.

DEMOSTRACION. La parte (a) se obtiene por induccién sobre el cardinal del
conjunto C;, utilizando la proposicién de 5.4.

~ Pasemos a ver la parte (b). Calculemos el valor v,(a;) para un ideal
primo p de O. Si p divide a p O, por la parte (a) tenemos

1 si p=pi
;) = Y =
vpla) = vp(oy) { 0 sip#ps

Si p no divide a pO, vp(as) = v,{Gi{#)) 2 0. Por tanto, o; € (10, = Oy
pi=pU+0;0. O

'5.7. Observaciones. (1). La hipétesis (H2) anterior no es necesaria
suponerla para obtener los a;. En efecto, si definimos en general {es decir,
cuando los ordenes ry,...,r, son cualesquiera)

T - . i T 3
81, (8)7: T
Cit={j:1<j<gry2r,tl_ =t _;, ki fel >BL[el},

g gt = eg‘j nT 'eg'i-f-lf::;(eigh{‘; - ei,’hf‘i) Z 1 (j € Cz) 3
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entonces obtenemos el mismo resultado en la proposicién de 5.4 y, por tanto,
en el teorema de 5.6.

(2). Tampoco es necesario suponer la hipétesis (H1) para obtener los a;.
En efecto, si ejecutamos el algoritmo de 3.1 tal como se ha descrito en la
seccién 3, entonces, por la proposicién de 2.4, también conocemos los datos
que nos interesan de los tipos tiﬁ asi, podemos obtener los ; como antes.

{3). Enelcasory,---,ry <1, Ore halla con otro método una familia finita
de generadores de cada ideal primo (cf. [Or 23)).

§6. Ejemplos

En la presente seccién daremos ejemplos que ilustran la aplicacién y eficencia
del algoritmo de 3.1. Los célculos se han llevado a cabo usando el paquete
Newton con un ordenador personal Pentium II a 300 Mhz.

6.1. Ejemplo 1. Construccion de polinomios con tipos prefijados. Dadoun
enteror > 0y un tipo t,. de orden r con gy = p, la teoria desarrolladaen la §3
del capitulo 2 nos ensefia a construir un polinomio ¢,4+1(X) € Z[X] ménico,
irreducible, de grado m,41 y con tipo de orden r igual a {t,}. (Pensamos
cada tipo t, con una eleccién fija de los correspondientes polinomios ¢4(X)
paras=1,...,7+1.)

Mi4s generalmente, dado un nimero finito de tipos t}l,,..,tgg, de
ordenes respectivos 7y,...,Ty, y con g§ = --- = ¢§ = p, entonces podemos

construir un polinomio F(X) € Z[X] ménico, irreducible, de grado n :=
mp, 1+ +ml )y tal que

6(F) = {t1,,..., 82},

donde t(F) denota el conjunto de tipos que obtenemos al imaginar que,
partiendo del polinomio F(X) y del primo p, ejecutamos el algoritmo sin
ejecutar los pasos *.3. En efecto, nos basta tomar

F(X) = ¢p,01(X) 7, 1 (X) + p" M(X),

con v € Z suficientemente grande para que t(F) = t(ol o8 L)y
g
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con M(X) € Z{X] de grado menor que n elegido de forma que F(X) sea
irreducibleen Q. O

6.2. Ejemplo 2. El siguiente ejemplo ilustra como funciona el algoritmo.
Consideremos el polinomio

F(X):=X'? — 588X +476X° + 130095X® — 172872X7 — 12522636 X °+
24745392X5 + 486721116 X* — 1583408736 X3 — 641009376 X %+
10978063488X + 59914669248 .

Con el Mathematica, por ejemplo, obtenemos que el polinomio F{X) es
irreducible en Q y que su discriminante es

A(F) =28 .3%4. 752 . 79% . 14159° - 6441732 . 33520737

Ejecutamos el algoritmo para obtener la descomposicién del primo
p =2 en el anillo de enteros O del cuerpo de nimeros K, definido por una
raiz 6 de F'(X). En primer lugar, vemos que

FY)=( +1)*'Y®, enR[y].

El paso 1.1 nos permite acabar ya para el factor ¥ + 1, puesto que
la parte principal del poligono Ny, x+1)(F) consta de dos lados, con pen-
dientes —3/2 y —1/2. Con este factor obtenemos pues dos ideales primos,
P1 ¥ P2, diviendo a 2 O, ambos con indice de ramificacién 2 y grado residual
igual a 1.

Sin embargo, para el factor Y la parte principal N(()u,, X)(F) consta de
dos lados, con pendientes —1 y —1/2, y con polinomios asociados (Y + 1)*
y (Y + 1)?, respectivamente. Por tanto, para el tipo (Y;1,Y + 1) hemos
de volver al paso 1.1 remplazando el polinomio X por un representante del
tipo anterior, por ejemplo X + 2; mientras que para el tipo (Y;1/2,Y + 1)
hemos de seguir con el paso 2. Una vez remplazado X por X + 2, el nuevo
poligono N %‘01, X+2) (F) consta de un unico lado, con pendiente —3/2 y con
polinomio asociado (¥ + 1)%; asi, hemos de continuar ahora con el paso 2
para el nuevo tipo (¥;3/2,Y + 1).
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Aplicamos primero el paso 2 al tipo (¥Y';3/2,Y +1). Empezamos cons-
truyendo un representante de este tipo; por ejemplo, el polinomio ¢3(X) =
(X + 2)® + 8. Entonces el poligono de segundo orden correspondiente
N(()vz,m)(F) consta de un solo lado, de pendiente —4 y su polinomio aso-
ciado es (Y + 1)%; por tanto, hemos de volver al paso 2.1 y remplazar el
polinomio ¢2(X) por un representante del tipo (Y;3/2,Y + 1;4,Y + 1),
por ejemplo ¢5(X) = ¢2(X) + 32 = (X + 2)% + 40. Puesto que el nuevo
poligono N‘(‘vz‘ o1) (F) consta de dos lados, con pendientes —9 y —5, entonces
hemos acabado para ese tipo, y obtenemos otros dos ideales primos, p3 y
p4, diviendo a 2 O con indice de ramificacién 2 y grado residual 1.

Aplicamos ahora el paso 2 al tipo (Y;1/2,¥ +1). Empezamos toman-
do el polinomio ¢9(X) = X2 +2 como representante de este tipo. Entonces
el poligono N'(Jvz, 62) (F) consta de un solo lado, con pendiente —4 y con poli-
nomio asociado (Y +1)?; por tanto; hemos de volver al paso 2.1 sustituyendo
el polinomio ¢2(X) por un representante del tipo (Y;1/2,Y + 1;4,Y + 1);
por ejemplo, ¢5(X) = ¢2(X)+8 = X? + 10. El nuevo poligono N‘(‘vz,%)(F)
consta de un solo lado, con pendiente ~5 y con polinomio asociado (Y +1)%;
luego, hemos de volver de nuevo al paso 2.1 remplazando ¢5(X) por un
representante del tipo (Y;1/2,Y + 1;5,Y + 1); por ejemplo, el polinomio

(X)) = ¢5(X) +8X = X2 + 8X + 10. Puesto que el nuevo poligono
N(5v2,¢’2’
terminado, obteniendo también dos ideales primos, ps ¥ ps, diviendo a 20

)(F) consta de dos lados, con pendientes —8 y —7, entonces hemos

con indice de ramificacién 2 y grado residual 1.

De lo anterior, obtenemos que 20 = (p; ---pg)%. El tiempo que se
tarda con el ordenador en calcular esta descomposicién es de 1, 87 segundos.

Por otra parte, utilizando el procedimiento descrito en la seccidén
anterior, obtenemos que cada ideal primo p; estd generado por el 2 y el
elemento a; € O obtenido como en la parte (b) del teorema de 5.5 a partir
del elemento o} € K siguiente

, (0 +1)2+40+1)+8 (B+1)2+20+1)+2

= /= . ’4
* (6 +1)? o ® 6 +1)2 ()*,
oo OF2°+646+2)+40 :(9+2)2+16(9+2)+40_(a,)4
3 (0+2)2+40 T (0 +2)%2 +40 37
2 2
a'5=6 +406 +42. ag=9 +246+10
62 +86+10 62+86+10 O’
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asi, por ejemplo,

oy =(—7745402847023433068 + 11936731852894431472 6+
2408925593604709648 2 — 1397663438300544528 65—
15483873086627356 8 + 32343278396987828 6% —~ 69087017194464 65—
323347524815768 67 + 1101879587101 6% + 1436408393889 6°—
3865496711 01° — 2425598303 61) /4.

Ademaés, el valor 2-adico del discriminante absoluto del cuerpo es
v(A(K)) = 18, ya que v(ind(F')) = 21 + 12 = 33 por el teorema del indice.

Con este polinomio para los primos 3 y 7 también necesitamos llegar
a nivel dos, mientras que para el resto de los primos que dividen al discri-
minante de F(X) acabamos en nivel uno. En la tabla 3.1 siguiente se da
el tipo de descomposicién de p en K, el valor p-ddico v del discriminante
absoluto de K, y el tiempo T en segundos necesario para obtener el tipo de
descomposicién de cada uno de estos primos.

Tabla 3.1.

D pO v | T
(p1---pa)® | 16 | 4,56
(p1---pa)® | 8 [0,66

79 pi---p12 | 0 | 1,15

14159 pr-o-p12 | 0 1,16
644173 | pr---p2 | 0 | 7,57
3352073 | py---p12 | 0 [8,02

Para los dos dltimos primos de la tabla anterior la mayor parte del tiempo
se consume factorizando el polinomio F(Y) en F,[Y].

6.3. Ejemplo 3. El siguiente ejemplo pone de manifiesto la potencia del
poligono. Consideremos el polinomio

F(X):= (X3 + X +5)% + 28(X3 + X +5)% 4+ 2178,
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En principio, no sabemos que este polinomio sea irreducible en Q. Ejecu-
tamos igualmente el algoritmo con este polinomio para el primo 2. De la
expresién del polinomio obtenemos que el poligono Ny, xs4 x+5)(F) consta
de un solo lado, con pendiente —89/25, y su polinomio asociadoes Y2+Y +1.
Los resultados de Ore nos dicen ya que este polinomio es irreducible en @,
luego en Q, y que el primo 2 descompone en la forma p?®.

El tiempo que se tarda en el ordenador con el paquete Newton es de
11,21 segundos (tener presente que lo primero que se hace es expandir el
polinomio y que al comenzar se toma el polinomio X2 + X + 1 como repre-
sentante). Si hubiéramos procedido con el método de Buchmann-Lenstra,
habriamos necesitado calcular previamente una base 2-minimal; lo cual es
verdaderamente costoso con este polinomio de grado 150 teniendo en cuenta
que el valor 2-4dico del indice del polinomio es 13011.

6.4. Ejemplo 4. Consideremos ahora el polinomio 3-Eisenstein
F(X) = X200 4. 3.920x200 4 3. 940
Al ejecutar el algoritmo para el primo 2 obtenemos la descomposicién

(p1p2p3)*® (paps)*,

con los grados residuales

f(p1/2) = f(p2/2) = f(pa/2) =4, flps/2)=2, flps/1)=1.

Los ideales primos p; y p2 se obtienen en nivel 2, y los restantes en nivel 3.
El tiempo de cdlculo es de 535, 9 segundos. De nuevo tenemos un polinomio
con grado muy alto y valor 2-ddico del indice muy grande (a saber, 24650);
por lo tanto, para este polinomio se tardaria mucho tiempo en hallar el tipo
de descomposicién anterior computando previamente una base 2-minimal.

El algoritmo ha necesitado llegar hasta el tercer nivel para el 2 porque
este ejemplo ha sido elegido con ese propdsito. Sin embargo, si escogemos
un primo p al azar, lo mds probable es que terminemos en el paso cero o en el
nivel uno. Por ejemplo, para el primo 5, que también divide al discriminante
del polinomio, en el paso cero ya obtenemos la descomposicién

(pr---p7)%,
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con grado residual 3 para cuatro ideales prinios, 6 para otros dos, y 56 para
el restante. El tiempo en calcularla es de 122, 4 segundos.

Guardia en [Gu 98] usa el paquete Newton, con polinomios de grado
muy alto y coeficientes muy grandes, para obtener el tipo de descomposi-
ci6én de los primos de mala reduccién de una superficie aritmética concreta
sobre el cuerpo de mimeros donde tiene reduccién estable. De este cuerpo
no se dispone de un polinomio definidor, y sélo se conocen los polinomios
irreducibles de seis elementos algebraicos que lo generan sobre Q.






CapiTULO 4

Ramificacion en cuerpos cuarticos

La determinacién del tipo de descomposicién de los primos racionales en
el anillo de enteros de un cuerpo de nimeros K y el cdlculo del valor del
discriminante de K, en terminos de un polinomio definidor de K, son dos
problemas clasicos de la teoria algebraica de nimeros que, como se ha visto
en los capitulos anteriores, estan estrechamente relacionados. La solucién
completa a estos problemas, en forma no algoritmica, es bien conocida para

el caso de un cuerpo cuadrético y para el caso de un cuerpo cibico (cf.
[Wa 22], [LI-Na 83)).

Usando las técnicas del poligono de Newton (de primer orden), Llo-
rente-Nart-Vila en [LI-Na-Vi84] y [LI-Na-Vi91] obtienen en forma no
algoritmica la solucién completa a cada problema en los cuerpos de nimeros
definidos por trinomiales (salvo para unos pocos casos especiales en cuerpos
de grado mayor que cinco). Roberson, usando el caricter aditivo de Weil
del anillo de Witt racional, obtiene un criterio para decidir cuando el primo

2 ramifica en los cuerpos cudrticos definidos por polinomios bicuadriticos
(cf. [Ro93]).

Utilizando las técnicas del poligono de Newton (hasta segundo orden),
en este capitulo daremos la solucién completa, en forma no algoritmica, a
estos dos problemas para el caso de cualquier cuerpo cudrtico.

§1. Introduccién

Sea p € Z un nimeroc primo fijo. Sean K un cuerpo cudrtico y O el anillo
de los enteros de K. Sea F(X) € Z[X] un polinomio ménico, irreducible y
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de grado 4 definiendo K; es decir, K = Q(6) donde 6 es una raiz de F(X).
Denotaremos por A = A(F) (resp. A{K)) al discriminante del polinomio
F(X) (resp. al discriminante absoluto de K). Tenemos la relacién

A = ind(F)2A(K),

donde ind(F) := (O : Z[6]) es el indice de F(X).

Denotaremos por v, a la valoracién p-ddica de Q,. Para un entero
p-4dico u € Zp, u # 0, denotaremos por u, a la unidad p-adica u/p*™ y
por T a la clase de u {mod p).

El objetivo de este capitulo es obtener el tipo de descomposicién de
pen Oy calcular v,(A(K)), en terminos de los coeficientes del polinomio
F(X). Para un polinomio F(X) “concreto” (es decir, donde sus coeficientes
son ndmeros enteros dados) esto puede ser hecho usando, por ejemplo, el
algoritmo de 3.1 del capitulo 3. Sin embargo, en nuestro caso F(X) es un
polinomio “genérico” (es decir, donde sus coeficientes son parametros), lo
cual presenta una dificultad adicional. En efecto, en este caso v,(A) puede
ser arbitrariamente grande; por tanto, si aplicamos sin més el algoritmo, nos
podria pasar que estuvieramos distinguiendo casos indefinidamente. Esta
dificultad la solucionaremos, principalmente, eligiendo representantes ade-
cuados de los distintos tipos que nos saldran. También nos serd 1til para
resolver esta dificultad una serie de resultados previos que daremos en la
siguiente seccién.

Fl estudio de estos problemas para el primo 2 esta hecho en las sec-
ciones 3 y 4. El excepcional comportamiento de este primo, debido sobre
todo a sus diversos casos de ramificacién salvaje, hace su estudio mucho
mas complejo que para el resto de los primos.

La seccidn 5 esta dedicada al estudio del primo 3, con un tinico caso
de ramificacién salvaje; mientras que la seccién 6 esta dedicada al estudio
de los primos p > 3, siempre moderadamente ramificados.
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§2. Resultados previos

Teniendo en cuenta, para nuestro caso, la férmula

Zepf,, =4,

plp

donde ey ¥ f; denotan, respectivamente, el indice de ramificacién y el grado
residual de un ideal primo p | p, vemos que p puede descomponerse en O en
una de las once formas siguientes

p, 9%, P*, P1)dce), P(2)d(2), PA°, PO, P47, par, par’, pars,

donde p,q,t,s son ideales primos de @ distintos, y entre paréntesis como
subindice figuran los grados residuales en las descomposiciones en que estos
no quedan determinados por el nimero de primos que dividen a p y sus
respectivos indices de ramificacién.

A continuacién, vamos a calcular los posibles valores de v,(A(K)) a
partir del tipo de descomposicién de p en ©. Después de los resultados de
Dedekind, Hensel y Ore, sabemos que, para cualquier cuerpo de nimeros
K, el valor

vp(A(K)) = pr(eu -1l+g),

plp

donde la componente salvaje ¢, es un entero que verifica
epvp(l) < ¢ < epup(ep),

siendo [ el dnico entero tal que 1 <1 < e, yI = ¢, (mod ep) (ef. [Nar 90],
[Tr 85]). En particular, para nuestro caso, obtenemos el siguiente lema.
2.1. Lema. Con las notaciones anteriores, tenemos que
(a) 5t ;bO =P, P1)4(3)» P(2)9(2), Pat o pqrs, entonces vp(A(K)) =0.
(b) SipO =pq? o pqr® y p # 2, entonces v,(A(K)) = 1.
Si pO = p? 0 p2q2 yp # 2, entonces vp(A(K)) = 2.
SipO = pg® y p # 3, entonces v(A(K)) = 2.
SipO =p* yp # 2, entonces v,(A(K)) = 3.
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(¢) Si20 = pq® o par?, entonces v2(A(K)) =2 6 3.
Si 20 = p?, entonces v2{A(K)) =4 6 6.
Si 20 = p°q?, entonces v2(A(K)) = 4,5 6 6.
Si 20 = p*, entonces v2(A(K)) = 4,6,8,9,10 4 11.
(d) Si30 = pq®, entonces v3(A(K))=3,4465. O

Por tanto, sélo necesitamos conocer vp(A(K)) cuando p ramifica sal-
vajemente en K; es decir, para p = 2 cuando 20 = p2, p*, pg?, p?q? o pqr?
y para p = 3 cuando 30 = pg®.

El tipo de descomposicién de p en O no determina, en general, si A
es o no un cuadrado en Q, ; sin embargo, ciertos tipos de descomposicién
si lo hacen, lo cual nos serd 1itil posteriormente.

2.2. Lema. Con las notaciones anteriores, tenemos que

(a) SipO = payds), P(2)d(2) 0 Pars, entonces A € (Q;)2~
(b) SipO =p, pqr o pqr?, entonces A ¢ (@)

DEMOSTRACION. Si pO = pqr?, entonces F(X) = (X - 6)(X - ) H(X),
con 8,0 € Q, y H(X) € Q,[X] irreducible y de grado 2. Por tanto,

A=(O-0)VHEO)HE)AH) ¢ (@)

En los restantes casos, p no ramifica en O; por tanto, en nuestro caso,
AK) e (@;)2 si y sélo si g = 4 (mod 2), donde g es el nimero de primos
de O que dividen a p (cf. [Sw62]). O

Dado un entero 2-ddico u € Zs, u # 0, recordemos que u € (Q5)?
si v2(u) es par y u2 = 1 (mod 8), y que @ (v/u)/Q es una extensién
cuadritica no ramificada (resp. totalmente ramificada) si vo(u) es par
y u2 = 5 (mod 8) (resp. wg(u) es impar o up = 3 (mod 4)). Cuando
20 = p o pgr, por ejemplo, el lema anterior tan sélo nos dice que Ay # 1
(mod 8). Para el primo 2, nos interesard refinar y ampliar el lema de 2.2.
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2.3. Lema. Con las notaciones anteriores, tenemos que
(a) Si20 =pg® o pqr? y v2(A) es par, entonces Ay =3 (mod 4).
(b) Si20 =p, pqr o pg°, entonces Ay =5 (mod 8).

DEMOSTRACION. Si 20 = pg® o pqr?, entonces F(X) = Hy(X)H2(X), con
los polinomios H;(X) € Q:[X] de grado 2, y tales que va(A(H1)) es par,
A(Hp)2 = 1 (mod 4) y la extensién @ (v/A(H2))/Q: es de grado 2 y to-
talmente ramificada. Como

A = A(Hy) A(Hz) Res(Hy, Hy)?,
entonces tenemos que

va(B) = va(A(HL)) + va(A(H)) (mod 2),
Ag = A(Hy)2 A(Hz)2 (mod 8).

Por tanto, si ademas v2{A) es par, entonces vo(A(Hz)) es par, A(Hz)a =3
(mod 4) y Az = 3 (mod 4). Esto prueba la parte (a).

Si 20 = p, entonces F(X) es irreducible en Q» y @ (6)/Q: es una
extension no ramificada y, por tanto, ciclica. Por consiguiente, la extensién
@ (v/A)/Q; es de grado 2 y no ramificada y, por tanto, Ay = 5 (mod 8).

Si 20 = pqr, entonces F(X) = Hy(X)H2(X), con los H;(X) € Q[ X]
polinomios de grado 2 tales que A(H;); = 1 (mod 8) y A(Hz)y = 5
(mod 8). Por tanto, A2 =5 (mod 8).

Finalmente, si 20 = pq?, entonces F(X) = (X —8)H(X), conb € &
y H(X) € G:[X] irreducible y de grado 3; ademds, si 8’ € Q% es una rafz
de H(X), entonces la extensién cibica @ (§') /@ es totalmente ramificada.
Como
A= AH)HEP,

entonces Ay = A(H), (mod 8). Por otra parte, del teorema 1 de [Ll-
Na 83] se deduce, utilizando el lema de Krasner, que A(H), =5 (mod 8).
Por consiguiente, tenemos que también A; = 5 (mod 8), lo que acaba de
probar la parte (b). O

Para nuestros propésitos también nos serd 1til el siguiente lema sobre
la resolvente cibica formulado en un contexto general.
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2.4. Lema. Sea F(X) = X* + a3 X% + a; X2 + a1 X + ap € L[X] un poli-
nomio sin rafces miltiples, con coeficientes en un cuerpo L de caracteristica
diferente de 2. Suponemos que F(X) tiene al menos una raiz 8 € L. Con-
sideramos el polinomio (una resolvente cibica de F(X))

G(X) = X% - 200 X% + (a1a3 + @} — 400) X + a0l — aja203 + a? € L{X].

Entonces

(a) G(X) no tiene raices maltiples, y el nimero de raices de F(X) en L
ezcede en una unidad al nimero de raices de G(X) en L.

(b) Si G(X) es irreducible en LX), entonces pare cada raiz §' de F(X),
8" # 8, existe una reiz n de G{X) tal que L{#") = L(n).

(c) Si G(X) tiene una tnica raiz en L, entonces el cuerpo de descom-
posicion de F(X) sobre L coincide con el cuerpo cuadrdtico L(v/A),
donde A indica el discriminante del polinomio F(X).

DEMOSTRACION. Sean 61,65, 83,0, = 6 las raices de F/(X) en una clausura
algebraica fijada del cuerpo L. Entonces los elementos

m = (61 + 62)(0s + 84), n2 1= (61 + 63)(02 + 64), n3 := (61 + 04)(62 + 63)

son las raices de G(X) (esto se puede ver expresando con el método de
Waring los coeficientes del polinomio (X — m )(X — 7,)(X — n3) en funcién
de los a;). Ademds, puesto que

m = N2 = —(61 — 04)(62 — 63),
m =1z = — (61 — 83)(62 — 84),
m — N3 = ~(01 — 02) (03 — 64),
entonces A(G) = A; en particular, G(X) no tiene raices miltiples.

En primer lugar, es claro que si F(X) tiene las cuatro raices en L,
entonces G(X) también tiene las tres raices en L.

Supongamos ahora que 63 € L, pero 8,0, ¢ L. Veamos entonces

que i € L, m2,m3 € L'y que L(6,,62,65,05) = L(VA). En efecto, como el
polinomio

(X = 0:1)(X = 02) = F(X)(X ~ 63)""(X — 64)"" € L[X]
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y no tiene raices en L, entonces 6, + 6, € L'y 6, — 6, ¢ L. Por tanto,
tenemos m € L, e +m3 =202 —m € Ly nz —m3 = (61 ~ 02)(04 — 03) ¢ L;
asi, 2,73 & L. Ademas, L(6),02,683,04) = L(61,62) = L(6; — ;) = L(VA).

Por iltimo, supongamos que 6;,02,83 ¢ L. Veamos entonces que
L(8;) = L{ns-;) para cada i, 1 € © < 3; lo cual probard también que
M, 2,73 ¢ L. Puesto queny—; = —{az+6;+64)(8;+0,), entonces obtenemos
L(ns—;) € L(6;) y [L(6:) : L(ns—:)] = 1 6 2. Pero, de la hipétesis se deduce
[L(8:) : L] = 3; por consiguiente, ha de ser [L{#;) : L(m-:)]=1. O

Este lema serd, aplicado al cuerpo L = @, y cuando nuestro polinomio
F(X) € Z[X] tenga una (lnica) raiz simple (mod p); asi, por el lema de
Hensel, F(X) tendra al menos una raiz en Q,.

§3. Ramificacién diddica (primera parte)

Esta seccién y la préxima estan dedicadas al estudio de la ramificacién 2-
ddica en el cuerpo cuértico K; por tanto, suponemos que p = 2.

Por comodidad, denotamos por v a la valoracién 2-idica extendida
a u{X) de forma que v(X) = 0, y ponemos v := v(A(K)). Ademsis,
recordemos que dado un entero 2-adico u # 0 denotamos por us a la unidad
2-4dica u/2"*) y por % a la clase de u (mod 2).

En esta seccidn suponemos que el polinomio F(X) es de la forma
F(X)=X*+aX?+bX +¢,
con a,b,c € Z. Ademads, suponemos también que las condiciones
v(a) 2 2,v(b) 23, v(c) 2 4,

no se dan simultaneamente {en caso contrario, remplazamos ¢l polinomio
F(X) por el polinomio F(2X)/16). El discriminante del polinomio F(X)
es :

A = 16ac — 4a®h® — 128a%c? + 144ab’c — 27b* + 256c°.

El siguiente teorema nos da la respuesta, excepto en un caso que
serd estudiado en la siguiente seccién, a las dos problemas en que estamos
interesados.
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3.1. Teorema. Con las anteriores hipbtesis y notaciones, suponemos ade-

mds que no estamos en el caso
a,b pares, c impar.

Entonces el tipo de descomposicion del primo 2 en O y, cuando 2 ramifica
salvajemente en K, el valor 2-ddico del discriminante absoluto de K, v,
vienen dados en las siguientes tablas:

Tabla 4.1. p= 2.

Condiciones 00 ”
v(a) | v(b) | v(c)
0 P(1)d(3)
0 >1 0 Ver tabla 4.2
>1 Ver tabla 4.3
0
0 >1 ;
>1 2 pqr .
>1 0 Ver §4
>1 Ver tabla 4.4

* Antes cambiar F(X) por F(X +1)

Tabla 4.2. p = 2; a,c impares, b par.

v(—a+b+1)jv(-a+c) 20 v
1

2
1 L

5 > 9 v(3a—c+2)=2 p

v(@Ba—c+2) >3 | piayqea)
>3 2 B
>3

P2)4(2)
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Tabla 4.3. p = 2; a impar, b, c pares.

v{cy) *| v(A) 20 v
impar p’q® |5
. v(Az~1)=1]| p%*q® |4
par **¥ 1 (A, -1)=2| pqg® |2
v(6Ay;—1) >3 | pge® |2
impar pg? 3
0 v(Ay—1)=1 pg® |2
par | v(Ay—1)=2 pqr
v(Az — 1) >3 | pyde)
impar pge2 |3
>3 v(As—1) =1 | pqe? |2
- par | v(Ay—1)=2 pqr
v(Az—-1)>3 | pqrs
*c0:={c st v(b) =1,

a+b+c+1 siv(d)>

*¥*¥§:=5—agco, ap := {

2.

a siv(b) =1,
a+6 siv(b)>2.
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Tabla 4.4. p=2; a,b,c pares.

v(a) | v(b) | v(c) | 20 | Otras condiciones | v
v(b) =1 4
1 t v(b) = 2 8
v(ig)=1,v(b) >3 | 9
v(a) > 2,v(b) >3 |11
1 | >2]p
1 | >22] 2 | p? v(b) =2
v(b) > 3 6
>212>2] 2 Ver tabla 4.5
1 2 3 | pd® 2
1 2 | >4 |pg?
1 {>3|2>3 Ver tabla 4.7
>21 2 | >3] p
v(b) =3 6
Sol>3] 3 ot vig)=2,v(b) >4 9
v(a) > 3,v(b) =4 { 10
v(a) > 3,v(b) > 5 {11
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Tabla 4.5. p = 2; v(a),v(b) > 2, v(c) = 2.

v(a) | v(b) | v(ic—4) 20 v
2 pt 4
0 3 3 v(2a+c—4) =4 | p3q® 4
v(2a+c—4)>5| p? 4
>3 3
p* 6
3| >4
5 | >4 3 p v(b) =4 |11
v(b) > 5|10
— 2
>3 | >4 5 v2a+c+4)=4 ;212 6
v(2a+c+4)>5 | pq 6
2 >4 >4 Ver tabla 4.6
t=8 p? 6
>3 >4| >4* t=9 p? 4
> 10 p’q® 4

4
*t = v(4(a +4)? — b* — 16¢) (> 8)
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Tabla 4.6. p=2; v(a) = 2, v(b),v(c—4) > 4.

*

T, $ 20 v
r=4 8
r=5,8=7 1

r<s—2 p* |6<r<s-3

= >

r=55>8 10

6<r=s-2
v(az +dz) =1 p“ 8
r=6,5=7 viag +dy) =2 p? 6
v(az +d3) >3 | p°¢° 6
v{as +dy ~2)=1 p4 8
r=s—1,8>7 impar| v(az +dy ~2)=2 | p? 6
v(as +d2—~2)>3 p2q2 6
vigg +dp ~2)=1 | p* 8
r>s=17 v(ag +dz ~2) =2 | p2g? 6
v(ag + dg ~2)2>3 p2 6
’U(az+d2)=l p“ 8
T >s,8> 7T impar v(ag +dp) =2 p? 6
viap +do) >3 | p’q? 6
v(2a2 + do -1) =1 p4 8
r=25,s=6 v(2a2 +d2 — 1) =2 p2q2 6
v(2aa +d2 = 1) >3 | p? 6
v(2a2 +da—-1)=1] p* 8
r=s-1,8>6par |v2a2+dp~1)=2]| p? 6
v(2a2 +dy - 1) > 3 | p3q® 6
v(da-1)=1 p? 8
r>s,s par v{ds — 1) =2 p? 6
v(d2 —1) >3 p’q? 6

*p o= o(b) (> 4), s:=v(d) (>6),d:=a%-4c
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Tabla 4.7. p = 2; v(a) =1, v(b),v(c) > 3.

v(A) 20
v(6Az —1) =1 p’q®
impar * | v(6As ~1) =2 | pq®
v(§Az — 1) > 3 | pgr?
par p’q’
*§:=2(b/8)% — ax(c/4+1)

;jwljwjoriv

DEMOSTRACION. Primero de todo observemos que A = b (mod 2). Parala
demostracién de este teorema distinguiremos inicialmente cuatro casos:

I: b impar.
II: q,c impares, b par.
III: @ impar, b, ¢ pares.

1V: a, b, ¢ pares.

Caso I: b impar. En este caso A es impar y terminamos con el lema
de Kummer, teniendo en cuenta que F(X) factoriza (mod 2) en la forma

(X +e)(X3+ceX?+(c+1)X +1) siaimpar,
FX)=<{ X'+ X+1 si @ par, ¢ impar,
X(X+D(X2+ X +1) si a,c pares.

Caso 1I: @,c impares, b par. En este caso F(X) = ¢(X)? (mod 2),
donde ¢(X) :== X2+ X + 1,y v(A) = 4. Como

F(X)=¢(X)?+(-2X +a—-1)¢(X) + (~a+b+ )X —a+c

y como v(—2X +a — 1) = 1, el andlisis del poligono Ny, ¢4)(F) nos permite
acabar este caso. En efecto, sea ¢ € F3' una raiz de ¢(X) y ponemos
t := min{v(—a + b+ 1),v(—a + ¢)}, entonces tenemos que:

Si t = 1, el poligono consta de un solo lado, cuya pendiente es —1/2;
por tanto, 20 = p? y v(ind(F)) = 0.

Si t = 2, entonces el poligono consta de un solo lado S, cuya pendiente
es —1, v el polinomio asociado a este lado es

Fs(V)=Y2+({(+(@=-1/2)Y +(—a+b+1)/4(+ (—a+)/4,
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el cual no tiene raices miiltiples. Ademds, si v(—a+b+1) = 2, el polinomio
F5(Y) es irreducible en F4[Y] si y sélo si v(3a — ¢+ 2) = 2; por tanto,
20 = p 0 p(a)¢2) segin que v(3a —c+ 2) = 26 > 3, respectivamente.
Mientras que si v(~a+b+1) > 3, el polinomio Fs(Y’) es siempre irreducible
en Fy[Y]; por tanto, 20 = p.

Si t > 3, el poligono consta de dos lados; por tanto, 20 = p(s)q(y)-

Caso III: a impar, b,c pares. En este caso F(X) = X3(X + 1)?
(mod 2), pero el valor v(A) puede ser arbitrariamente grande. Entonces
tenemos que F(X) = G(X)H(X) con G(X),H(X) € Q[X] de grado 2
tales que G(X) = X? (mod 2) y H(X) = (X +1)? (mod 2).

Supongamos que v(b) = 1, y consideremos el poligono N, x)(F).
Si v(¢) = 1, entonces la parte principal del poligono consta de un solo
lado, cuya pendiente es ~1/2; por tanto, 20 = pq?, p%q® o pqr®. Ademds,
tenemos que G(X) = X2 +2UX +2V donde U € Z,, V € Z} satisfacen las
igualdades '

b=2U(a+4U% —4V), c=2V(a+4U%-2V).

De aquf se deduce que v(U) = 0 y que 2V = ac+ 4 (mod 8), con lo que se
obtiene que
v(A(G)) =2, A(G)2=5-ac (mod 8);

por tanto, se tiene que
v(A(H)) =v(A) {(mod 2), A(H):=(5-ac)A; (mod 8),

lo que nos permite acabar. Si v{c) = 2, entonces la parte principal del poli-
gono consta de un solo lado, cuya pendiente —1, y su polinomio asociado es
irreducible en F2 [Y; por tanto, 20 = p2)q(2), pg° 0 pqr, y terminamos con
los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3. Si v(c) > 3, entonces la parte principal del poli-
gono consta de dos lados; por tanto, 20 = pqr, pqe? o pqrs, y terminamos
de nuevo con los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3.

Cuando v(b) > 2, acabamos de forma andloga considerando el poli-
gono Ny, x-1)(F)-

Caso IV: a,b,c pares. En este caso F(X) = X* (mod 2). El anélisis
del poligono Ny, x)(F) y, cuando 2 ramifica salvajemente en K, el cilculo
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explicito del valor v(A) nos permiten terminar excepto en dos nuevos casos:

V.1 v(aﬁ,v(b) >2,v{c) =2
IV.2: v(a) = 1, v(b),v(c) > 3.

En ambos casos el valor v(A) puede ser arbitrariamente grande.

Subcaso IV.1: v{a),v(b) > 2, v{c) = 2. En este caso el poligono
N, x)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es —1/2, y su polinomio
asociado es (Y + 1)?; por tanto, 20 = p?, p* o p°q® y debemos continuar
con el poligono en segundo orden.

El anélisis del poligono (de segundo orden) Ny, 4,)(F) (cf. capitulo
2}, donde vy indica la valoracién asociada a la terna (v,X,1/2) y ¢2(X) es
el polinomio dado, en cada caso, en las tablas 4.5.0 y 4.6.0 siguientes, nos
permite acabar. En efecto, es ficil comprobar que entonces sélo se pueden
dar tres casos:

(i) El poligono Ny, ¢,)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es
entera, y su polinomio asociado es Y2 +Y + 1.

(i) El poligono Ny, ¢,)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es no
‘entera. ’

(iii) El poligono Ny, 4,)(F) consta de dos lados.

En el primer caso 20 = p?, en el segundo 20 = p* y en el tercero 20 = p2q°.
Ademds, el célculo, en cada caso, del valor v(ind(F)) nos proporciona el
valor de v. '

Por ejemplo, cuando v(a) = 2, v(b),u(c—4) >4y r < s— 3, donde
r = v(b), s := v(d) y d := a® ~ 4c, entonces seglin la tabla 4.6.0 tomamos
$2(X) = X? + a/2. Puesto que

F(X) = ¢2(X)? + bX ~ d/4,

vz(2) = 2y va(bX —d/4) = 2r + 1, entonces el poligono Ny, 4,)(F) consta
de un solo lado, de origen el punto (0,2r +1) y de final el punto (2,4). Por
tanto, estamos en el caso (ii) y tenemos que 20 = p*. Ademss, v(ind(F)) =
24r—2=r; asi, como v(A) = 16,206 11 + 2r segin que r = 4,56 > 6
respectivamente, obtenemos que v = v(A) — 2v(ind(F)) = 8,10 6 11 segtn
que r =4,56 > 6 respectivamente.
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Tabla 4.5.0. p = 2; v(a),v(d) > 2, v(c) = 2.

v(a) | v(b) | v(c—4) $2(X)
2 X222
3 v(2a+c—4)=3 X2 -2
v(2a+c—4)>4| X2-2X-2
2 >4 3 X?2-2X -2
>3 >4 3 X2 -2
2 4 >4 Ver tabla 4.6.0

v2atc—4)=4| X2_2X -2
v(2a+c—-4)>5| X?~2X-6

Tabla 4.6.0 p = 2; v(a) = 2, v(b),v(c — 4) > 4.

r,$§ * ¢2(X)
r<s—3 X2+a/2
r=gs—2, s impar X2 496-3)/2x 4 a/2
. ‘U(az + d2) =1|X2+ o(s=-8)/2 x + 0,/2 4 2(s—1)/2
r>s—1, simpar
v(ag +d2) > 2 X2 4206-3/2X 4 q/2
r=s-— 2, s par X2+ a/2+ 9(s—2)/2
v(dz—1)=1 | X2 4+206-2/2x 4 a/2 + 2(s-2/2
r>s—1,s par
v(da—1) > 2 X2 + a2+ 206272

* =) (> 4), s:=v(d) (> 6),d:=a® - 4c

Subcaso IV.2: v(a) = 1, v(b),v(c) > 3. En este caso el poligono
Ny, x)(F) consta de al menos dos lados, y uno de ellos tiene pendiente
~1/2; por tanto, 20 = pq®, p%q® o pqr®. Ademds, F(X) = G(X)H(X)
donde G(X), H(X) € Q:[X] de grado 2, y el poligono N, x(G) consta de
un sélo lado, cuya pendiente es —1/2. Entonces obtenemos que

v(A(G)) =3, A(G)2 =46 (mod 8),
donde § := 2(b/8)% — as(c/4 + 1); por tanto, tenemos que
v(A(H)) #v(A) (mod 2), A(H); =6A; (mod 8),

lo que nos permite acabar.
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Esto termina la demostracién del teorema. [

3.2. Observacién. En el caso que todavia nos falta por estudiar en el
teorema de 3.1,
a, b pares, ¢ impar,

tenemos que F(X) = (X —~ 1)* (mod 2) y que
FIX+1) =X +4X3+d'X?+ VX + ¢,
donde
d:=a+6,b:=2a+b+4,c:=a+b+c+1

son enteros pares. Por consiguiente, nos queda por estudiar el caso, equiva-
lente al anterior, en que el cuerpo K viene definido por un polinomio de la
forma

X4 +4X3+aX?+bX +¢,

con a,b, ¢ € Z pares; el cual serd estudiado en la siguiente seccién.

§4. Ramificacién diddica (segunda parte)

Mantenemos las notaciones de la seccién anterior. En esta seccién estu-
diaremos la ramificacién 2-adica de un cuerpo cudrtico K definido por un
polinomio F(X) de la forma

F(X)=X*+4X% +aX? +bX + ¢,

con a,b,¢c € Z pares. Como ya hemos mencionado anteriormente en la
observacién de 3.2, esto completaré el estudio de la ramificacién 2-ddica de
cualquier cuerpo cuértico.

En este caso, el discriminante del polinomio F(X) es
A =16ac — 403V - 64a3c + 16a2h? — 320a%be — 128ac®+

72ab® + 144ab’c — 27b* + 1152abc + 2304ac? — 25653 —
96b%c — 768bc? + 256¢% — 6912¢2.
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El teorema siguiente nos proporciona la respuesta a las questiones en
que estamos interesados excepto en un caso, el cual serd estudiado mas ade-
lante {cf. observacién de 4.2, teorema de 4.3, observacién de 4.4 y teorema
de 4.5).

4.1. Teorema. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, suponemos ade-
mds que no estamos en el caso

v(a) 2 2, v(b) 2 3, v(c) 2 4.

Entonces el tipo de descomposicidn del primo 2 en C y, cuando 2 ramifica
salvajementie en K, el valor 2-ddico del discriminante absoluto de K, v,
vienen dados en las siguientes tablas:

Tabla 4.8. p = 2; a,b, ¢ pares.

v{a} | v(b) { v(c} | 20 v
v(b) =1 4
1 pt v(b) =2 8
v(e)=1v(0)>3| 9
via) >2,v(b) >3 | 10
1 |>2] pg
NEE 2 v(b) =2 4
v(b) >3 6
>212>2) 2 Ver tabla 4.9
1 2 3 pg?
1 ] 2 |>4]pg?
1 | >23[>3 Ver tabla 4.11
>21 2 >3] pg’
>ol>3] 3 pt v(b) =3 6
v(b) >4 8
>2({>3|2>4 Ver teorema de 4.3 *

* Antes cambiar F(X) por F(2X)/16
(cf. observacion de 4.2)
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Tabla 4.9. p = 2; v(a),v(b) > 2, v(c) = 2.

v(a) | v(b) | v(c—4) 20 v
2 p? 4
2 | 3 3 p* 8
— 2
>3] 3 3 v2a+c+4) =41 p 6
» v(2a+c+4)) >5 | p?q? 6
t'=8 pt 9
2 3 >4 % =9 p? 6
t' > 10 p2q? 6
>3 3 >4 Ver tabla 4.10
—4) = 2
2 | >4 3 v(2a+c—4)y=4] p 4
v(2a+c—4) >5 | p2q? 4
>3 >4
= z p4 6
>4 >4

* 4= v{dab — b ~ 16¢) (> 8)
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Tabla 4.10. p = 2; v{a) > 3, v(b) =3, v(c —4) > 4.

'TJ,S* 20 v
=418

I< -3 4
= p r>4(9
via+4dy —4) =3 | p* 6
U(btz—l)zl v{a+4ds —4) =4 p2 4

4dy — 4) > 5 | p°q?
s sm oatdd—4) 2 5 | o 1
'U(G.+4d2+4)=3 p4 6
vty —1)>2 lv(a+4da+4) =4 | p° 4
v(a+4dy +4) > 5 | p’q° 4
vie+4dy +4)=3| p? 6
v(blz“l)=1 v(a+4d2+4)::4 pzqz 4

2
r'=5-2,5>7 impar v(ia+4dy+4)>5] p 4
v{a+4dy —4) =3 pt 6
w(by—1)>2 | v(a+4dy —4) =4 | p? 1
viat+4dy—4) >5 | p’g’ 4
' >s—1,s impar o4 3
1::4 9

' =s5-2, 5 par 4 1T

’ P r”>4|8
r=s-1, s par pt 5
r>s=6 U((d2 - 1)(a+2d2 +2)) =4 p2 4
_ o((d=D(a+2d2+2) >5 | pPq? 2
r'>s, 5> 6 par v({dz — D)(a+2d; - 6)) =4 p 4
v((d2—D(a+2d2—6))>5 | pq® 1

*ri=o(b)(>4),0 :=-2a+b+8,s:=v(d)(>6),d:=(a—-4)?-4c

Tabla 4.11. p=2; v(a) = 1, v(b),v(c) > 3.

v(A) 20 v
v(0As~1)=1|p%¢® | 5

impar * | v(6A2 ~1)=2| pg? | 3
v(6A2~1) >3 | pac? | 3

par P’ |6

*§:=2(b/8+ 1) —ax(c/4+1)
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DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema es andloga a la del caso
IV de la demostracidn del teorema de 3.1. De nuevo, el andlisis del poligono
Ny, x)(F) v, cuando 2 ramifica salvajemente en K, el cdlculo explicito del
valor v(A) nos permiten acabar excepto en dos casos:

1: v(a),v(b) > 2, v(c) = 2.
2: v{a) = 1, v(b),v{c) > 3.

También en ambos casos el valor v(A) puede ser arbitrariamente grande.

Caso 1: v(a),v(b) > 2, v(c) = 2. En este caso el poligono N, x)(F)
consta de un solo lado, cuya pendiente es —1/2, y su polinomio asociado
es (Y + 1)2; por consiguiente, 20 = p?, p* o p?q® y hemos de seguir con el
poligono en segundo orden.

Al igual que en el subcaso IV.1 de la demostracién del teorema de
3.1, el andlisis del poligono (de segundo orden) Ny, 4,)(F), donde v indica
la valoracién asociada a la terna (v, X,1/2) y ¢2(X) es el polinomio dado,
en cada case, en las tablas 4.9.0 y 4.10.0 siguientes, nos permite terminar.

Tabla 4.9.0. p = 2; v(a),v(b) > 2, v(c) = 2.

v(a) | v(b) | v(c—4) $2(X)
2 X2-2
2 3 3 X2-2X -2
237 3 3 X?-2
5 3 >4 v(2a+c+4)=4 X2—-6
v(2a+c+4)>5 X2-2
>3] 3 >4 Ver tabla 4.10.0

v(2a+c—-4)=3 X222
v2a+c—-4)>4| X?2~-2X-2
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Tabla 4.10.0 p = 2; v(a) > 3, v(b) =3, v(c—4) > 4.

rs* $2(X)
r'<s—3 X2 4+2X +a/2-2
via+4d; —4) =3 | X2+ (2066792 L )X 4 /24 26-1)/2 2
r' =s5—2, s impar
v(a+4ds —4) > 4 X% 4 (26-3/2 £ 9)X +a/2 -2
' >s—1, s impar X2+ (2632 L X +a/2 -2
v =s—2, spar X% 42X +a/2+26-2/2 -2
, vido —1) =1 X2+ (206-D/2 £ )X +a/2 +20-2/2 2
r">s—1,spar
v(dp — 1) > 2 X2 42X +a/2+206-2/2_2

*rli=o()(>4),b = -2a+b+8,s:=v(d)(>6),d:=(a—4)% -4c

Caso 2: v(a) = 1, v(b),v(c) > 3. Aquf el poligono N, x)(F)
consta de al menos dos lados, uno de ellos con pendiente —1/2; luego,
20 = pq?, p%q® o pqr?. Ahora, el célculo de los datos (la clase (mod 2)
del valor 2-adico del discriminante y la clase (mod 8) del impar obtenido
al dividir el discriminante entre su valor 2-4dico) del factor local correspon-
diente al lado de pendiente —1/2, nos permite obtener los datos del otro
factor local y, por tanto, finalizar. O

4.2. Observacién. En el caso que nos falta todavia por cubrir en el
teorema de 4.1,
v(a) > 2, v(b) >3, v(c) > 4,

se tiene que .
Fex) = X4 42X+ d X2+ VX + ¢,
donde

1
a = !

, €=

=

ol o

a ¢
4 16
son enteros.

Nos interesara estudiar el caso mds general en que el cuerpo K viene

definido por un polinomio de la forma
X4 +2mX3 +aX? +bX +e,

con a,b,c € Z y con m € Z impar, supuesto igual a 1 siempre que sea
a impar y b par. Ademds, para el estudio de este iltimo caso podemos
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suponer que las condiciones
a, b pares, ¢ impar

no se dan simultaneamente. En efecto, si las condiciones anteriores se dan
ala vez, entonces cambiando la indeterminada X por X +1 en el polinomio’
anterior se obtiene el polinomio

Xt +2om' X3 +d X2+ b X+,
donde
a":=a+6m+6, Vi=2a+b+6m+4,c:=a+b+c+2m+1
son enteros pares y m’ := m + 2 es un entero impar.

Después de la observacién anterior, el teorema siguiente nos cubre el
caso que nos falta por estudiar en el teorema de 4.1, excepto en un ulterior
caso que trataremos mds adelante (cf. observacién de 4.4 y teorema de 4.5).

4.3. Teorema. Supongamos que el cuerpo K viene definido por un poli-
nomio F{X) de la forma

F(X)=X*+2mX3+aX?+bX + ¢,

con a,b,¢c € Z tales que ¢ es par siempre que sean a,b pares, y con m € Z
impar, supuesto igual a 1 siempre que sea a impar y b par. Supongamos
ademds que no estamos en el caso

v(a) 2 2, v(b) 2 3, v(c) 2 4.

Entonces el tipo de descomposicidon del primo 2 en O y, cuando 2 ramifica
salvajemente en K, el valor 2-ddico del discriminante absoluto de K, v,
vienen dados en las stguientes tablas:
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Tabla 4.12. p= 2.

vig) jv(b) lvie) i m 20 v
0 impar p(l)q(g)
0 0 1 Ver tabla 4.13
>1

>1 1 Ver tabla 4.15
g | impar p

>1 | impar par
- 51 0 | impar | Ver tabla 4.17 *
- >1 | impar | Ver tabla 4.17
* Antes cambiar F(X) por F(X + 1)

Tabla 4.13. p =2; m =1, a,c impares, b par.

t* jv(a-3) 20 v
i p? v(b)=1 ,6
v(b)>2]4
] v(—a+b+1)=2 p
>2 v(—a+b+1) 2> 3| pi2)9.2)
>2 Ver tabla 4.14

*t:=min{v(~a+ b+ 1),v(~a+c+2)}



§ 4. Ramificacién diddica (segunda parte) 165

Tabla 4.14. p=2;m =1, v(a—3),v(c-1) > 2, v(b) = 1.

r, s * 20 v
min{r', s — 2} impar p? 6
t'=2 p2 4
! -2, 7 * Ay —1)=2
v’ <s-~2,r" par #>3 v(Ag — 1) p
v(A2 —1) >3 | p2)aez)
tt‘l - 2 p2 4
' =s5-2,7" par ¥ >3 (A —-1)=2 p
v(Az - 1) > 3 | piy)g(2)
tm =1 pz 4
r>s~2 s par® 1> 9 (A -1)=2 p
~ {v(A2~1) >3 i pe)de)

Frimol), b i=—a+b+1, s:i=v(d), d:=(a 1) —4c

% ¢ = min{o(bh + 1 —277/2) + 1,0(d/27 +! + a — 3 + 2(7+2D)/2))
2 ¢ = min{v(by — 1 - 2" /2) + 1,v(2d; +a — 1)}

% ¢ .= min{v(¥'/2572),v(d2 — 1)}
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Tabla 4.15. p=2; m = 1, a impar, b, ¢ pores.

v(b) [v(c) {v(a—-1) | wv(A) 20 v
v(c') =1 p%q? 4
1 v(c) =2 nq? 2
v(c') >3 pqc? 2
v(cd)=1 pq? 2
1+ 2 v(c) =2 P22
v(c') >3 pqr
v(c) =1 pqr? 2
23 v(c) =2 pqr
v(c') >3 paces
v(§'Ay—-1) =1 p?q® 5
) impar ® | v(§'Ay —1) =2 pq? 3
v(§'Ay—1)>3 | pgr? 3
par p’e> | 6
>2 v(§"Ay ~1) =1 p?¢? 5
) impar ® | v(§"Ay—~1)=2| pg® 3
>2 v(6"Ay —1) >3 | pgc? 3
par p?q? 6
>2 Ver tabla 4.16

*d:=a+b+c+3
# ¢ = 2(b/4 + 1)? — a(co + 2)
2§ .= 24+ 1)2 —(a—b—c+3)/2
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- Tabla 4.16. p=2; m =1, v(a — 1), v(b),v(c) > 2.

', s ¥ v(A) 20

v(d'A;—-1)=1] p?q?

. . impar ® | v(0'Dy—-1)=2| pg?
r'<s—2,r impar

v(8'Ay —1) >3 | pgr®

par p’q’

impar p2q?

v(6"As ~1)=1] p2q?

£ =1
par | v(d"Ay—1)=2| pq?

v(6"Az ~1) >3 | pgr?
impar pq>
v(dz~1)=1 pq’

plwliwivinlamioiwliwiogw

M<s—2, " par |t =2

par v(Ao—-1)=2 pqr

v(dz —-1) >3 | pnydee)
impar pgr? |3

’U(Az - 1) =1 pqtz 2

t:’l _>- 3

par v(Qd2—-1)=2 pgr

v(A2—1)2>3 pqrs
' >s—1, s impar p?q® |6
=3 2 2

r'=s5-—1, s par B L

t" >4 pae® |2
4

vd-1)=1 | p°¢°

=8, s par
v(dz —1)>2 pgr

v(de-1) =1 p’q% |4

r'>s+1, s par vida—-1)=2 |p@a@

vide —1) >3 pots

Fri=ol), b = —a+b+1,5:=v(d), d:i=(a - 1)? - 4c
L
g = d/2f1+2 -+ bgao + 2"'—2, ag 1= { (a+ /2 S% r<s-2,
, (1-a)/2 sirt/=5-2.
w2 0(5" -1), 8" = { d/16,+ bz(l - ao) +'1 sir' =2,
’ dj2r+? £ bhag + 2772 sir' > 2.
0= u((dy — 1)% + 265 (dz + a + 272 - 2))
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Tabla 4.17. p = 2; m impar, a,b,c pares.

v{a) | v(b) | v{c) | 20 v
1 e v(b)=1| 4
v(b)>21 6
1 | >2]p¢
1 | >2] 2 | p? 4
>2 122 2 Ver tabla 4.18
1 2 3 | pg? 3
1 2 | >4 | pqr? 3
1 >31 23 Ver tabla 4.19
>2| 2 {>3]pg
>2 (23| 38 pt 4
>2 >3] >4 | Verteorema de 4.5 *

* Antes cambiar F(X) por F(2X)/16

Tabla 4.18. p = 2; m impar, v(a),v(b) > 2, v(c) = 2.

v(b) 20
v(2a+c+4)=3]| p?
v(2a+c+4) >4 | p?q?
>3 p!

2

EoNE RVLE NN

Tabla 4.19. p = 2; m impar, v(a) = 1, v(b),v(c) > 3.

v(A) 20
impar p2q®
v(0As —1) =1 | p?q
par * | v(Ax - 1) =2 pq®
v(As — 1) > 3 | pqr?
*§i=1-2ax(cf/4+1)

[
NI O
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DEMOSTRACION. En primer lugar, observemos que el discriminante del poli-
nomio F(X) es

A =16a‘c ~ 4a°b® — 16m2aic + 4m?a2b? — 160mabe — 128a%c*+
36mab® + 144ab%c — 27b* + 144m3abe + 576m2ac® — 32m3b3 —
24m2b%c — 384mbe? + 256¢% — 432mAc?;

en particular, tenemos que A = b (mod 2). Comenzamos distinguiendo
cuatro casos:

I: m, b impares.
II: m = 1, a,c impares, b par.
III: m = 1, a impar, b, ¢ pares.

IV: m impar, a, b, ¢ pares.

Caso I: m,b impares. En este caso A es impar y acabamos con el
lema de Kummer.

Caso II: m = 1, a, ¢ impares, b par. En este caso tenemos que FI(X) =
(X2+X+1)? (mod 2) y que el valor v(A) puede ser arbitrariamente grande;
concretamente

4 si v(b) > 2, ‘

6 siv(d) =1,c=a (mod 4)
osiv(b)=1,cFa=1 (mod 4),

4+ 2min{r',s -2} siv(b) =1,cFa=3 (mod4),

donde r' :=v(V'), ¥ :=—a+b+1, s:=v(d) y d:= (a—1)? - 4c.

El anilisis del poligono Ny, ¢)(F), donde ¢(X) es el polinomio dado,
en cada caso, en la tabla 4.13.0 siguiente, nos permite terminar. En efecto,
es facil comprobar gue entonces s6lo se pueden dar tres casos:

(i) El poligono N(y,¢)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es
entera, y su polinomio asociado es de la forma Y2 4 oY + 3, con
a,B eF;.

(i) El poligono N, 4)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es no
entera.
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(iii) El poligono N, ¢)(F) consta de dos lados.

En el primer caso el polinomio asociado no tiene raices miltiples. Ademas,
este polinomio es irreducible en Fy[Y] si y sélo si 8 # a?; por tanto, 20 =
P O P2)d(z) segin que 8 # oo B = a?, respectivamente. En el segundo
caso 20 = p? y el célculo del valor v(ind(F)) nos da el valor de v. En el

tercer caso 20 = p(2)q(2)-

Tabla 4.13.0 p = 2; m =1, a,c impares, b par.

t* |v(a-3) $(X)
1
I X2+X+1
min{r', s — 2} impar X2+ X +(a-1)/2
ol > r<s—2,r'par | X2+ (272 4+1)X+(@~1)/2+27/2
- r =5-2, 1 par X2+ @224+ 1)X +(a-1)/2
' >s -2, s par X2+ X+ (a—-1)/2+206-2/2

*t = min{r',v(—a+c+2)}

Caso III: m = 1, a impar, b,c pares. En este caso tenemos que
F(X) = X*(X +1)? (mod 2) y que el valor v(A) puede ser arbitrariamente
grande. Por tanto, tenemos que F(X) = G(X)H(X) con G(X),H(X) €
Q@ [X] de grado 2 tales que G(X) = X%y H(X) = (X +1)2.

Si v(b) = 1, entonces v(A) = 4 y el anélisis simultaneo de los poli-
gonos N, x)(F) y Ny, x-1)(F) nos permite acabar.

Si v(d) > 2y v(c) = 1, entonces la parte principal del poligono
N(y,x)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es —1/2; por tanto, 20 =
pa?, p2q? o pqr?. Ademss, es ficil ver que

v(A(G)) =3, A(G); =6 (mod 8);
donde ¢’ := 2(b/4 + 1) — a(cz + 2); por tanto, se tiene que

o(A(H)) 2 v(A) (mod 2), A(H),=8A, (mod 8),

lo que nos permite terminar.
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Siv(a—1) =1y v(d),v(c) > 2, entonces acabamos de forma andloga
que en ¢l caso anterior considerando ahora la parte principal del poligono
N(v,x-1)(F) y calculando los datos del correspondiente factor local.

Por 1iltimo, supongamos que v{a — 1),v(b),v(c) > 2. La principal
obstruccién en este caso es que no sélo el valor v{A) = v(A(G)) + v(A(H))
puede ser arbitrariamente grande, sino que también los valores v(A(G)) ¥
v(A(H)) pueden ser arbitrariamente grandes simultaneamente. Para solu-
cionar este caso ponemos b’ = —a+b+ 1,1 = v(¥'), d := (a - 1)? ~ 4¢,
s :=v(d), vy distinguimos dos subcasos:

Ll 7' <s-—2.
L2+ >s—1.

Subcaso I11.1: r' < s~2. Elegimos (siempre lo podemos hacer) enteros
M y N tales que v(8M? +4M +a—1)> v y v(8N2 4+ 12N +a+3) > r,
y definimos los polinomios

o X —2M sir’ imparor =2,
¢ (X) = ! 2 “ !
X —(2M +27/?) sir' >2par,
1 X~-(2N+1) sir’ imparor' =2,
¢(X)= -,-’/2 . N
X—-QN+2"7%4+1) sir’ > 2par.

Entonces el andlisis de uno de los poligonos N, 4:)(F), y el célculo de
los datos del correspondiente factor local {cuando ya sabemos que 20 =
pa?, p%q% o pqr?) o los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3 (cuando ya sabemos que 20 =
p2)92)» pg® o pgr, o que 20 = pqr, pqr’ o pqrs) nos permiten terminar en
este subcaso. Concretamente, cuando 2 =+ < s—2ocuando2<r' =s5~2

procedemos con el poligono Ny, 40y (F), mientras que en el resto de los casos
lo hacemos con el N, ¢1)(F).

Subcaso IIL.2: ' > s — 1. Aqui v(A) = 2s. Elegimos enteros M y N
tales que v(8M2 +4M +a—1) > s/2 y v(8N?+ 12N +a +3) > 5/2, ¥
definimos los polinomios

: X —-2M st s impar
O(X) = ’
¢°(%) { X —(2M +2(-9/2) si s par,
H(X) = { X~(2N+1) si s impar,
Tl X - (2N +26-9/2 1) i s par.
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Entonces es ficil comprobar que el andlisis simultaneo de los poligonos
Ny 60)(F) ¥ Ny ¢1y(F) nos permite terminar.

Caso IV: m impar, a,b,c pares. En este caso F(X) = X* (mod 2).
Como siempre, el andlisis del poligono N, x)(F) ¥, cuando 2 ramifica sal-
vajemente en K, el célculo explicito del valor ¥{A) nos permiten terminar
excepto en dos subcasos:

IV.1: v(a), v(b) > 2, v(c) = 2.
IV.2: v(a) = 1, v(b),v(c) > 3.

Subcaso IV.1: v{a),v(b) > 2, v(c) = 2. En este caso tenemos que

8 siv(b) >3
v(A) =< 10 siv(d) =2, v(2a+c+4) =23,
11 siv(d) =2, v(2a+c+4) > 4,

y que el poligono N, x)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es —1/2,
y su polinomio asociado es (Y +1)?; por tanto, 20 = p?, p* o p?q® y hemos
de continuar con el poligono en segundo orden.

Consideramos la valoracién v; asociada a la terna (v, X,1/2) y defi-
nimos el polinomio ¢2(X) := X2 — 2. Entonces el anlisis del poligono (de
segundo orden) Ny, 4,)(F) nos permite acabar.

Subcaso IV.2: v(a) = 1, v(b),v(c) > 3. En este caso el valor v(A)
puede ser arbitrariamente grande y tenemos que el poligono Ny, x)(F) cons-
ta de al menos dos lados, uno de ellos con pendiente —1/2; por tanto,
20 = pq?, p%q® o pqr®. Ademds, si G(X) € Qu[X] es el factor de F(X)
correspondiente al lado con pendiente —1/2, entonces obtenemos que

WAG) =2, AG),=6§ (mod8),

donde § := 1 - 2ax(c/4 + 1); por tanto, si ponemos H(X) := F(X)/G(X),
tenemos que

v(A(H)) =v(A) (mod 2), A(H)2=6A; (mod 8),

con lo que acabamos en este subcaso.
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Con esto queda terminada la demostracién del teorema. [

4.4. Observacién. En el caso que nos falta todavia por estudiar en el
teorema de 4.3, m impar y
u(a) > 2, v(b) 2 3, v(c) 2 4,
se tiene que
1
I—GF(ZX) =X'+mX3+d X2+ VX + ¢,
donde ;
! a / / 4
==, b ==, d ==
PEDP TR T e
son enteros. Por consiguiente, ahora nos queda por estudiar el caso, equi-
valente al anterior, en que el cuerpo K viene definido por un polinomio de
la forma

Xt+mX®+aX?+bX +¢

con a,b,c € Z y m € Z impar.

Ijespués de la observacion anterior, con el préximo teorema comple-
tamos, sin excepciones, el caso que nos falta por estudiar en el teorema de
4.3. Por consiguiente, quedard cubierto finalmente el caso que nos faltaba
en el teorema de 4.1.

4.5. Teorema. Supongamos que el cuerpo K viene definido por un poli-
nomio F(X) de la forma

F(X)=X*+mX® +aX? +bX +e,

con a,b,c € Z ym € Z impar. Entonces el tipo de descomposicion del
primo 2 en O v, cuande 2 ramifica salvajemente en K, el valor 2-ddico del
discriminante absoluto de K, v, vienen dados en las siguientes tablas:

Tabla 4.20. p = 2; m impar.

a,b,c 20 v
a =b (mod 2) e 2
c par | Ver tabla 4.21

aFb=c (mod 2) Ver tabla 4.22
aZbzc(mod2) |pau)qes
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Tabla 4.21. p =2; m impar, a = b (mod 2), ¢ par.

v(U), v(V), v(A) *

20 v
3v(U) < 2v(V), v(A) impar

pg? |3

’U(Az - 1) =1 pqr2 2
3v(U) < 2u(V), v(A) par |v(As—1)=2 pqr

v(A2—1) >3 paes

30(U) = 20(V)

P1)4(3)
3v(U) > 2u(V), 31 v(V) pqe
3v(U) > 2v(V), 3| v(V) pqt

*U := 3(a® — 3mb + 12¢),
V := 2a% — 9mab — T2ac+ 27b% + 2Tm2c

Tabla 4.22. p=2; m impar, a # b = ¢ (mod 2).

v(A) 20
impar pg? |3
(A —1)=1] pg |2
par |v(Ay=1)=2| pqe
v(Ay —1) >3

P2

DEMOSTRACION. Primero de todo, observemos que el discriminante del poli-
nomio F(X) es
A =16a%c — 4a3b% — 4m2a3c + m2a?b? — 80ma’be — 128a2c2+
18mab® + 144ab?c — 27b* + 18m3abe + 144m?ac® — 4m3b3 -
6m2b2c — 192mbc? + 256¢® — 2Tm4c?;

en particular, tenemos que A = ab + b + ¢ (mod 2). Para la demostracién
del teorema distinguimos tres casos:
I: ab + b + ¢ impar.
II: a = b (mod 2), ¢ par.
III: a # b = ¢ (mod 2).

Caso I: ab + b + ¢ impar. En este caso A es impar y, por tanto,
se acaba con el lema de Kummer, teniendo presente que F(X) factoriza
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(mod 2) en la forma

X '+ X3 +aX?+aX +1 sia=b (mod 2),

FX) = { (X+a)(X3+(a+1DX2+aX+1) sia?b (mod 2).

Caso II: @ = b (mod 2), ¢ par. En este caso tenemos que F(X) =
(X +a)¥ (X +a+1) (mod 2) y que el valor v(A) puede ser arbitrariamente
grande. Entonces F(X) = (X -§)H(X) con 8 € @ y H(X) € @ {X] tales
quefd=a+1 (mod2)y H(X) = (X +a)® (mod 2).

Para el estudio del factor H(X), consideramos la resolvente cibica
del polinomio F(X)

G(X) := X3 —2aX? + (a® + mb— 4¢) X — (mab — b — m?c)
(cf. lema de 2.4} y el polinomio
Go(X) == 2TG((X +22)/3) = X} -UX +V,

donde U := 3(a% — 3mb+12c), V := 2a® ~ 9mab — 72ac + 27b% 4 27m%c son
ambos enteros pares. Notemos que A(Gg) = 3°A(G) = 35A. El andlisis
del poligono Ny, x)(Go) junto con la aplicacién del lema de 2.4 (al cuerpo
L =@,) y de los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3 nos permitirdn terminar este caso.

Supongamos que 3v(U) < 2v(V'). Entonces el poligono N, x)(Go)
consta de dos lados; por tanto, el polinomio Go(X) tiene al menos una raiz
en (. Entonces, por la parte (a) del lema de 2.4, F(X) tiene al menos dos
raices en ; por consiguiente, 20 = pqr, pgr’ o pqrs y acabamos con los
lemas de 2.1, 2.2 y 2.3.

Ahora, supongamos que 3v(U) = 2u(V) (resp. que 3u(U) > 2u(V) y
34 v(V)). Entonces el poligono N, x)(Go) consta de un solo lado, cuya
pendiente es entera {resp. es no entera), y su polinomio asociado es irre-
ducible en F2[Y]; por tanto, la extensién Qx(n0)/Q:, donde 7¢ es una rafz
de Go(X), es cibica y no ramificada (resp. es cibica y totalmente ramifi-
cada). Entonces, por la parte (b) del lema de 2.4, la extensién Q; (6')/Q:,
donde ¢’ es una raiz de H(X), es cibica y no ramificada (resp. es cibica y
totalmente ramificada); luego, 20 = p(1)q(s) (resp. 20 = pq®).

Finalmente, supongamos que 3v(U) > 2vu(V) y 3 | v(V). Entonces
el poligono N, x)(Go) consta de un solo lado, cuya pendiente es entera,
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y su polinomio asociado es Y3 + I = (Y + I)(Y2 + Y + 1) en R [Y); por
consiguiente, Go(X) tiene una tnica raiz en (& y la extensién cuadritica
Qz(m)ﬂ@z es no ramificada. Entonces, de nuevo por la parte {a)
del lema de 2.4, F(X) tiene exactamente dos raices en » y la extensién
cuadritica @ (vVA)/Q: es no ramificada; asi, 20 = pqt.

Caso 1II: a #b = ¢ (mod 2). En este caso se tiene en cambio que
F(X) = (X +a+ 1)’)(X2+ X +1) (mod 2). Por tanto, tenemos que
20 = p(2)d(2)> P4° 0 pqr y acabamos con los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3.

Queda, por tanto, terminada la demostracién del teorema. O

Desde luego, para ciertas familias de cuerpos cuérticos (como, por
ejemplo, los cuerpos cudrticos definidos por polinomios bicuadraticos o los
procedentes del estudio de los puntos de 3-torsidén de una curva eliptica
definida sobre Q) la divisién anterior de casos se simplifica extraordinaria-
mente. Finalizamos esta seccién poniendo un ejemplo de ello.

Supongamos que partimos de una curva eliptica E definida sobre Q@
de ecuacién y? = 2% — Az + B, con A, B € Z. Entonces las abscisas de los
puntos de 3-torsién de E han de satisfacer la ecuacién

Xt +aX?+bX +¢c=0,

con a := —184, b := 108B, ¢ := —274%. Observemos que tenemos que
a? + 12¢ = 0. De los resultados de la seccién anterior y de ésta, obtenemos
el siguiente criterio simple para decidir cuando el primo 2 descompone en la
forma p2q? en el cuerpo cudrtico obtenido al adjuntar a Q la abscisa de un
punto de 3-torsién de la curva eliptica E, supuesto irreducible el polinomio
X4+ aX?+bX +cen QX].

4.6. Corolario. Supongamos que el cuerpo K viene definido por un poli-
nomio de la forma X* +aX? +bX +c¢, dondea,b.c€ Z cona® +12c =0
y tales que las condiciones

v(a) > 2, v(b) > 3, v{c) > 4,
no se dan simultaneamente. Entonces
2(’)=p2q2 = v(a—4)>4 yv(b) =5

ademds, en tal caso, el valor 2-ddice del discriminante del cuerpo es 6. 0
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§5. Ramificacién triddica
Dedicamos esta seccién al estudio de la ramificacién 3-ddica en el cuerpo
cuartico K; luego, suponemos que p = 3.

Denotamos por v, en esta seccidn, a la valoracién 3-adica extendida
a Q3(X) de forma que v(X) = 0, y ponemos v := v(A(K)). Recordemos
que dado un entero 3-adico u # 0 denotamos por u3; a la unidad 3-adica
u/3"“) y por % a la clase de . (mod 3).

En esta seccién suponemos (siempre lo podemos hacer) que el poli-
nomio F(X) es de la forma

F(X)=X*+aX?+bX +ec,
con a, b, ¢ € Z tales que las condiciones

v(a) > 2, v(b) > 3, v(c) > 4,
no se dan a la vez. Ademads, definimos el entero

d:=d® -4e.

El primo 3 sélo tiene un tipo de ramificacién salvaje en K; a saber,
30 = pq®. El siguiente teorema nos da, en todos los casos, la respuesta a
las dos questiones en que estamos interesados.

5.1. Teorema. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, el tipo de des-
composicién del primo 3 en O y, cuando 30 = pq3, el valor 3-ddico del
discriminante absoluto de K, v, vienen dados en las siguientes tablas:
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Tabla 4.23. p=3.

v(a) | v(b) | v(c) 30 v
a=c=1 (mod 3) p
0 |a=c= -1 (mod 3) | Ver tabla 4.24
0 agc(modd) |pade)
>1 a =1 (mod 3) pqr
0 a=-1 (mod 3) P1)4(3)
a=c=1 (mod 3) | Ver tabla 4.25
0 aZzc=1 (mod3) | Ver tabla 4.26
>1 c= -1 (mod 3) p
51 a=1 (mod 3) Ver tabla 4.24
- a = -1 (mod 3) Ver tabla 4.27
0 ¢=1 (mod 3) P)4(3)
0 ¢= -1 (mod 3) p
> .
>1 >1 Ver tabla 4.28
0 c=1 (mod 3) P2)4(2)
>1 ¢= -1 (mod 3) pqe
>1 Ver tabla 4.30

Tabla 4.24. p=3; o biena =c = ~1 (mod 3), v(b) =0
o biena =1 (mod 3), v(b),v(c) > 1.

v(A) 30
impar pq’

par Az =1 (mod 3) P2)9¢)
Az = -1 (mod 3) pqr
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Tabla 4.25. p=3;a=c=1 (mod 3), v(b) > 1.
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r, s * v(A) 30
r < s, T impar p2q2
r<s, T par pqr
= 2
impar d3Az =1 (mod 3) pq
r=s impar d3A3 = —1 (mod 3) pqr?
par p’e
= 2
impar ds =1 (mod 3) pq
d; = —1 (mod 3) pqr’
r =8 par As=1 (mod 3) dz =1 (mod 3) | p2)q(2)
par d; = -1 (mod 3) | pqrs
Az = -1 (mod 3) pqe
T > 8, S impar p?q?
r>s, s par d3 =1 (mod 3) pars
d; = ~1 (mod 3) P2)q(2)

*r=o(b), ‘s = v{d)

Tabla 4.26. p=3;a= -1 (mod 3), v(b) > 1, c=1 (mod 3).

H* 30

impar p?

o 2O =v@ ]| b
v(b) #v(d) | p)d2)

* H := min{v(b), v(d)}

Tabla 4.27. p=3; a = -1 (mod 3), v(b),v(c) > 1.

v(A) 30
impar pqr?
par Az =1 (mod 3) | pges

Az = -1 (mod 3) | par
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Tabla 4.28. p = 3; v(a),v(c) > 1, v(b) = 0.

i, % 30 v
3i < 27,1 impar pqt?
=1 d
3i < 2§, 7 par Us (mod 3) pacs
Us = -1 {(mod 3) pgr
3i = 2 Us; =1 (mod 3) P 4¢s)
Us; = -1 (mod 3) pqr
3i=2j+1|3
3i>27,3%7 pg® | 3i=2+2|4
3i>2i+215
t<2| pg =l 24
A =3 (mod 9) t=2 3
3i>25,315 % t>3 Ver tabla 4.29
= 3
A3 (mod9) M=l P9 3
t>21 pg®

*i:= o), U :=3(a® + 12¢), j := v(V), V := 2a% — T2ac + 27b*
** A= U/3%0/%) Bi=V;, t:=v(B*~A~1)

Tabla 4.29. p = 3; v(a),v(c) > 1, v(b) =0,
3i>2j,3]j, A=3 (mod 9), B2= A+1 (mod 27) (cf. tabla 4.28).

v(A) 30

impar pgr?
Az =1 (mod 3) U =27 | Py

par v(A) > 25| pgrs

Az = —1 (mod 3) pgr
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Tabla 4.30. p = 3; v(a), v(b),v(c) > 1.

v(a) | v(b) | v(c) 30 v
1 p*
v(a) =1 3
1 | >2 pq® | v(a) > 2, v(c)=2
v(ia) >2,v(c) >3 |5
L s2] 2 ¢3 =1 (mod 3) Ver tabla 4.31

c3 = —1 (mod 3) | p? [ ]

1 >27>3 Ver tabla 4.32
Sals2| 2 ¢z =1 (mod 3) p?
c3 = -1 (mod 3) | p2¢®
v(e) =3 3
>2] 2 | 23 pq® | v(a) =2, v(c) > 4
v(a) > 3,v(c)>4 |5
>2|>3]| 3 p*

Tabla 4.31. p=3; v{a) =1, v(d) > 2, v(c) = 2, c3 =1 (mod 3).

v(b), v(d) 30
v(b) < v(d) pt

az*9d; =1 (mod 3) | p2q®
a3 @ds = -1 (mod 3) | p?

v(b) 2 v(d)

Tabla 4.32. p=3; v(a) =1, v(b) > 2, v(c) > 3.

v(A) 30
azA3 =1 (mod 3) | pg?
a3A3 = -1 (mod 3) | pge?
par p’q®
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DEMOSTRACION. Primeramente, observemos que A = a2¢® +a2c —ab? + ¢
(mod 3). En funcién de las diferentes factorizaciones de F(X) (mod 3),
comenzamos distinguiendo siete casos:

I: v(a®c? + a’c — ab® +¢) = 0.
I a =c¢= -1 (mod 3), v(b) =0 o bien a =1 (mod 3), v(b),v(c) > 1.
Ill:a=c=1 (mod 3), v(b) > 1.
IV:a= -1 (mod 3), v(b) > 1, ¢c=1 (mod 3).
V:a = ~1 (mod 3), v(b),v(c) > 1.
VI: v(a),v{c) > 1, v(b) = 0.
VIL v(a),v(b), v{c) > 1.

Caso I: v(a®c® + a’c — ab? + ¢) = 0. En este caso v(A) = 0y,
por tanto, acabamos con el lema de Kummer, teniendo en cuenta que el
polinomio F(X) factoriza (mod 3) en la forma

( X4+ X2 +bX +1 sia=c=1 (mod 3),
(X +b)(X3-bX%2+(@a+1)X —ab) sia=-c=£0 (mod 3), v(d) =0,
X(X -b){(X2+bX —1) sia=1 (mod 3), v(c) > 1,

X(X?*-X+1b) sia=~1 (mod 3), v(c) > 1,

{ Xt +aX?-1 siv(a) =0, v(b) > 1, c= ~1 (mod 3),
(X ~b)(X3+bX2+X-b) siv(a)>1,v(b)=0,c=1 (mod 3),
X4+bX -1 siv(a) > 1, v(b) =0, c= —1 (mod 3),

(X2+X-1)(X2-X-1) siv@)>1,v(d)>1,¢c=1 (mod 3),
L (X - )X +1)(X2+1) siv(a) >1,v(b) > 1, ¢c= -1 (mod 3).

Caso II: @ = ¢ = -1 (mod 3), v(b) = 0 o bien a = 1 (mod 3),
v(b),v(c) > 1. En este caso tenemos que F(X) = (X - b)3(X? - bX - 1)
(mod 3) o bien que F(X) = X?(X? + 1) (mod 3), respectivamente; por
tanto, 30 = p(2)q(2), P4* 0 bqr y terminamos con los lemas de 2.1 y 2.2.

Caso III: @ = ¢ = 1 (mod 3), v(b) > 1. Aqui tenemos que F(X) =
(X = 1)*(X +1)% (mod 3); luego, F(X) = G(X)H(X) con G(X),H(X) €
Qs [X] de grado 2 tales que G(X) = (X -1)? y H(X) = (X +1)2. Ademds,
no sélo el valor v(A) = v(A(G)) + v»(A(H)) puede ser arbitrariamente
grande, sino que también los valores v(A(G)) y v(A(H)) pueden ser ar-
bitrariamente grandes a la vez.
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Para resolver este caso ponemos r = v(b), s 1= v(d), y distinguimos
dos subcasos:

Ll r =s.
IIL.2: r # 5.

Subcaso IIL.1: r = s. En este primer subcaso elegimos {siempre lo
podemos hacer) un entero M tal que v(M? +a/2) > r/2 y M #d3/(4b3)
(mod 3); asi,

v(F(M)) = v((M? + a/2)? + bM — d/4) = r,
F(M):; =03 M — d3/4 =ds (mod 3).

Entonces es facil comprobar que con el andlisis del poligono Ny, x—an(F),
y el calculo de los datos del correspondiente factor local (cuando r es impar)
o los lemas de 2.1 y 2.2 {cuando r es par) acabamos en este subcaso.

Subcaso Y11.2: r # s. En este segundo subcaso elegimos un entero M
tal que v(M? + a/2) > min{r,s}/2. Entonces también es ficil comprobar
que el andlisis simultaneo de los poligonos Ny, x—am)(F) ¥ Ny, x40 (F)
‘nos permite de nuevo terminar.

Caso IV: a = —1 (mod 3), v(d) > 1, ¢ = 1 (mod 3). En este caso
tenemos que F{X) = ¢(X)? (mod 3), donde ¢(X) := X +af2 € Z3[X], y
que v(A) puede ser arbitrariamente grande.

Con el andlisis del poligono Ny, 4)(F) acabamos este caso. En efecto,
como

F(X) = ¢(X)? +bX — d/4

y v(bX ~ d/4) = min{v(b),v(d)} =: H, entonces el poligono consta de un
solo lado, de origen el punto (G, H) y de final el punto {2,0). Si H es impar,
30 = p2. Supongamos por tanto que H es par, y sea { € F¥ una rafz de
#(X). Entonces el polinomio asociado a este lado es

Y2 +b/3H ¢ - d/3H e Ky [Y],

el cual no tiene raices miltiples. Ademds, este polinomio es irreducible en
Fo[Y] si y sélo si v(b) = v(d); por consiguiente, 30 = p 0 p(2)d(2) seglin que
v(b) = v(d) o v(b) # v(d), respectivamente.
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Caso V: a = —1 (mod 3), v(b),v(c) > 1. Aquf tenemos que F(X) =
X2(X - 1){(X +1) (mod 3); luego, 30 = pqr, pqe? o pqrs y terminamos de
nuevo con los lemas de 2.1y 2.2. '

Caso VI: v(a),v(c) > 1, v(b) = 0. En este caso tenemos que F(X) =
(X + )X (mod 3) y que el valor v(A) puede ser arbitrariamente grande.
Por tanto, F(X) = (X - 0)H(X) con § € Q3 y H(X) € Q[X] tales que
v(@) >0y H(X) = (X +b)® (mod 3).

Para el estudio del factor H(X) procedemos como en el caso II de
la demostracién del teorema de 4.5. Consideramos la resolvente cibica del
polinomio F(X)

G(X) := X% - 2aX% + (a® — 40) X + b°
y el polinomio
Go(X) =2TG((X +2a)/3) = X3 -UX +V,

donde U := 3(a? +12¢), V := 2a® — 72ac+27b? son ambos enteros divisibles
por tres. Ponemos 7 := v(U) y j := v(V).

El andlisis del poligono Ny, x)(Gs) junto con la aplicacién del lema
de 2.4 (al cuerpo L = (3) nos permiten terminar si 3i < 2j.

Supongamos que 3¢ > 2j y 31 j. Entonces el poligono N, x)(Go)
consta de un solo lado, cuya pendiente es no entera; por tanto, la exten-
sién Q3{(10)/Qs, donde 7y es una raiz de Go(X), es ctubica y totalmente
ramificada. Ademds, si denotamos por ¢ al discriminante de esta extensién,
entonces, como v(ind(Gy)) = j — 1, tenemos que

3 si3i=2j+1,
v(8) = v(A(Go)) - 2v(ind(Go)) ={ 4 si3i=2j+2,
5 si3i>2+2

Entonces, por la parte (b) del lema de 2.4, la extensién Qs (6')/Qs, donde ¢

es una raiz de H(X), es cibica y totalmente ramificada; luego, 30 = pq®.
Ademads, el valor de v = v(d) ya lo tenemos calculado.

Por 1ltimo, supongamos que 3¢ > 2j y 3 { j. Entonces el poligono
N(»,x)(Go) consta de un solo lado, cuya pendiente es entera, y su polinomio



§ 5. Ramificacién triddica 185

asociado es (Y + V3)® en Fy [Y]. Esta informacién nos lleva a considerar el
polinomio
G1(X) :=379Go(39/°X) = X® - AX + B,

donde A := U/32(/3 es un entero miltiplo de 3 y B := V3 es un entero
no divisible por 3, y a proceder como en el caso III de la demostracién del
teorema 1 de [LL-Na 83]. El analisis del poligono N, x4 58)(G1) junto con
la aplicacion del lema de 2.4 nos permiten acabar si A # 3 (mod 9) o si
B*# A +1 (mod 27). Por tanto, supongamos ademés que A = 3 (mod 9)
y B = A+ 1 (mod 27), y consideremos el polinomio

Gy(X):=3%G1(83X -B)=X*-BX2+A'X - B,

donde A’ := (3B?-A)/9€ Z,B' := B(B?—A-1)/27 € Z. Observemos que
A = A(G) = 378A(Go) = 3*U-3IA(G,) = 3¥A(G2), v que el polinomio
G2(X) no puede tener una raiz triple ni tres raices simples en F3. Ahora, la
aplicacién del lema de 2.4 y de los lemas de 2.1 y 2.2 nos permite también
acabar.

Caso VIL v(a),v(b),v(c) > 1. Aqui es F(X) = X* (mod 3). El
andlisis del poligono N, x)(F') y, cuando 30 = pq3, el calculo explicito del
valor v(A) nos permiten acabar excepto en dos nuevos casos:

VIL.L: v{a) =1, v(b) > 2, v(c) =2, c3 =1 (mod 3).
VIL2: v(a) =1, v(b) > 2, v(c) > 3.

En ambos casos el valor v(A) puede ser arbitrariamente grande.

Subcaso VIL1: v(a) = 1, v(b) > 2, v(e) = 2, 3 = 1 (mod 3). En
este subcaso el poligono N, x)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente
es —1/2, y su polinomio asociado es (Y — @3)? en [F3[Y]; por tanto, hemos
de seguir con el poligono en segundo orden.

Consideramos la valoracién vy asociada a la terna (v, X, 17_2) y el

polinomio ¢2(X) := X2 + a/2 € Z3[X]. Entonces el analisis del poligono
(de segundo orden) Ny, 4,)(F) nos permite terminar este subcaso.

Subcaso VIL2: v(a) = 1, v(b) > 2, v{c) > 3. En este subcaso el poli-
gono N, x)(F) consta de al menos dos lados, y uno de ellos tiene pendiente
—1/2. Por consiguiente, FI(X) = G(X)H(X) donde G(X),H(X) € Q[X]
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de grado 2, y el poligono N, x)(G) consta de un sélo lado, cuya pendiente
es —1/2. Entonces obtenemos que

v(AG)) =1, A(G)s =-az (mod 3)
y, por tanto,
v(A(H)) Z v(A) (mod 2), A(H)s = -asAs (mod 3),

lo que nos permite acabar.

Queda por tanto probado el teorema. O

§6. Ramificacién de los primos mayores que tres

Esta tiltima seccidn estd dedicada al estudio del resto de la ramificacién p-
adica en el cuerpo cudrtico K; por tanto, suponemos que tenemos dado un
primo p > 5. Entonces p es moderadamente ramificado en K y, por tanto,
nuestro interés se centra en obtener el tipo de descomposicién de p en O.

En esta seccidén denotamos por v a la valoracién p-ddica extendida a
Qp(X) de forma que v(X) = 0. Recordemos que dado un entero p-adico
u # 0 denotamos por u, a la unidad p-ddica u/p*™ y por @ a la clase de u
(mod p).

Si p=1 (mod m) para algtin entero m > 2, entonces para un entero
a no divisible por p definimos el simbolo (a/p)m, como

(a/p)m = aP-/m ¢ Hm ,

donde pm C F; denota el grupo de las raices m-ésimas de la unidad. Note-
mos que (a/p)m =1siysélosiae (F;)m. Utilizaremos este simbolo sélo
para m = 2, en cuyo caso coincide con el simbolo de Legendre (a/p), para

m =3,y param =4y (a/p) =1, en cuyo caso (a/p)s =16 — 1.

Suponemos que el polinomio F(X) es de la forma

F(X)=X*+aX?+bX +c,



§ 6. Ramificacién de los primos mayores que tres

con a,b, ¢ € Z tales que las condiciones

v(a) 2 2, v(b) 2 3, v(c) 2 4,
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no se dan simultaneamente. Ademas, definimos los enteros

d :=a? — 4c, u := 2ad + 9%, § := —2b%(a® + 12¢)% — au’.

6.1. Teorema. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, el tipo de des-

composicion del primo p en O viene dado en las siguientes tablas:

Tabla 4.33. p > 5.

v(a) | v(b) | v(c) | v(A) pO
0 Ver tablas 4.34
0 v(u)‘= 0 (6/p) =1 Ver tabla 4.35
0 >1 (6/p) = ~1 | Ver tabla 4.36
v(u) >1 Ver tabla 4.37
51 0 Ver tablas 4.34
0 - >1 Ver tabla 4.35
0 Ver tablas 4.34
0 51 (—2a/p) =1 Ver tabla 4.38
>1 - (-2a/p) = -1 Ver tabla 4.39
51 (-a/p) =1 Ver tabla 4.35
- (—a/p) = - Ver tabla 4.36
0 Ver tablas 4.34
0 0 51 p=1463 (mod 8) Ver tabla 4.35
51 - p=-16 -3 (mod 8) | Ver tabla 4.36
- >1 Ver tablas 4.34
>1 0 Ver tablas 4.34
- >1 Ver tabla 4.40
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Tablas 4.34. p > 5; v(A) = 0.

v(b) = v(c) = 0; v(A) =0 O
F(X) no tiene raices (mod p) P@4(2)

(A/p)=1 | F(X) tiene una tnica raiz (mod p) | pa)d(s)

F(X) tiene mds de una ratz {(mod p) | pqrs

F(X) no tiene raices (mod p) p
(A/p) = -1 - -
F(X) tiene alguna reiz (mod p) pqe
v{a) =v(b) =0, v(c) > 1; v(A)=0 pO
(A/p) =1 X3 +aX 4 b no tiene raices (mod p) | p1)4s)
F X34 aX + b tiene alguna rafz (mod p) | pars
(Afp)=-1 pac
v{a) =v(e) =0, v(b) > 1; v(A) =0 p0O
(d/p) =1 F(X) no tiene raices (mod p) | p2)9(2)
(e/p)=1 P F(X) tiene alguna raiz (mod p) | pqrs
(¢/p) = -1 P2)4(2)
(c/p) = —1 9P =1 pqr
(d/p) = -1 p
v(a),v(c) 2 1, v(b) =0 pQO
b =1
(b/p)s #1 | pydez)
= -1 (mod 3) pge
v(a),v(b) > 1, v(c) =0 pO
3 (C/p) =1 ("C/p)4 =1 pqrs
p=1 (mod 4) (=c/p)a # 1| pydes
(c¢/p) = -1 p
p= -1 (mod 4) (c/p) =1 P@)ae
(¢/p) = -1 pgr
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Tabla 4.35. p > 5; v(A) > 1, v(u) =0, (§/p) = 1.

v(A) pO
impar pqr?
par [ (Be/P)=1 | pars
(Ap/p)=~1| pgc

Tabla 4.36. p > 5; v(A) > 1, v(u) = 0, (§/p) = —1.

v(A) pO

impar pq®
sar (Ap/p) =1 | p2)a(2)

(Ap/p) = —1 pqr

Tabla 4.37. p > 5; v(a) = v(b) = v(c) =0, v(A),v(u) > 1.

v(U), v(V), v(A) * pO
3w(U) < 2v(V), v(U) impar pqc?
. (Up/p) =1 pagrs
30(U) < 2u(V), v(U) par Un/p) = —1 -
3w(U) = 2v(V), v(A) impar pqre?
1 n=0 |prn)ie
3u(U) = 20(V), v(A) par (Bofp) =17 n>1 pqrs
(Ap/p) = -1 pqe
3u(U) > 2v(V), 31 v(V) pq®
p=1 (mod 3) (Vo/p)s=1| pqs
3u(U) > 20(V), 3| w(V) |~ — (Ve/p)a 1| Byag)
p= -1 (mod 3) pqr

*U := 3(a® + 12¢),V := 2a® — T2ac + 27b?
** n = ndmero de raices de X3 — Up,X + V, (mod p)
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Tabla 4.38. p > 5; v(a) = v{c) =0, v(b),v(A) > 1, (—2a/p) = 1.

el o) pO
T < 8, T impar ey
p=1 (mod 4) (~8a/p)s = (by/p) | Pqrs
.r < §, r par (-8&/}?)4 # (bp/p) p(2)q(2)
p=~-1 (mod 4) pqr
impar (2dsAp/p) =1 pqc?
r = § impar (2d,A,/p) = ~1 o
par p2g2
= 2
impar (2d,/p) =1 pqr
r=$ par T =1 -
b (Ap/p) =1 ** (, /p) pq
par (&'/p) = ~1 P2)d(2)
(Bp/p) = -1 pqe
T > 8§, s imper oy
r>s, s par (dp/p) =1 qcs

*r= (b)), s:=v(d)

¥*§ = dp - 2bpv/—20 # 0 (mod p)

Tabla 4.39. p > 5; v(a) = v(c) = 0, v(b),v(A) > 1, (~2a/p) = ~1.

H* p0

impar p?

par (Bp/p) =1 | P2)402)
(Bp/p)=-1] »

* H := min{v(b),v(d)}
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Tabla 4.40. p > 5; v(a), v(b),v(c) > 1.

v(a) | v(b) | v(c) pO
1 p*
1| >2 pg’
u(d) = 2 (dp/p) =1 pzqz
1 >2 2 (dp/p) = -1 p®
v(d) >3 Ver tabla 4.41
1 >21 >3 Ver tabla 4.42
sols2| 2 (—e/p)=1 p’q’
(—cp/p) = ~1 p?
>21 2 | >3 pq®
22123 3 p*

Tabla 4.41. p > 5; v(b) > 2, v(c) =2, v(d) > 3.

ORT) -
v(b) < v(d) >
G4 /m) =1 [ o
v(b) > v(d) &9, /p)= -1 p?
* {1 := —ap/2 (mod p)

Tabla 4.42. p > 5; v(a) = 1, v(b) > 2, v(c) > 3.

v(A) P p0

(—apl,/p) =1 pqr?
(—apAy/p) = -1 pq’
par p’q?

impar
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DEMOSTRACION (del teorema de 4.1). En funcién de los diferentes tipos
-de factorizacién de F(X) (mod p) distinguimos siete casos:

I v(A) = 0.

II: v(A) > 1, v(u) =0, (§/p) = 1.
IIL: v(A) > 1, v(u) =0, (§/p) = —1.
1V: v(a) = v(d) = v{c) = 0, v(A),v(u) > 1.

V: v(a) = v(c) =0, v(b),v(A) > 1, (—2a/p) = 1.
VI: v(a) = v(c) =0, v(b),v(A) > 1, (—2a/p) = -1.
VIIL: v(a),v(b),v(c) > 1.

a

I

Més adelante veremos que cuando v(A) > 1yvu) =0,esv() =0
(cf. Casos 11 y TII). Entonces, con la ayuda de la tabla 4.33, vemos que
la distincién anterior cubre todos los casos, una vez hemos comprobado los
“seguimientos” que indica esta tabla. La comprobacién de estos seguimientos
no ofrece dificultad.

Caso I: y(A) = 0. En este caso acabamos con el lema de Kummer.
Notemos que el lema de 2.2 nos permite reducir el estudio de la factoriza-
¢ién de F(X) (mod p), y que en algunos casos particulares podemos incluso
determinarla (cf. tablas 4.34).

Casos Il y IIT: v(A) > 1, v(u) = 0. En los dos casos tenemos que
F(X)= (X -0*(X?+2¢X +8¢*+a) (mod p),

donde ¢ := —b(a® + 12¢)u~! (mod p). Ademss, tenemos también que el
factor X2 +2¢X +3¢? +a (mod p) no tiene raices miltiples. En efecto, en
caso contrario se tendria que

FX)=(X-Q¥X+0)?=X*-2¢*x2+ 4 (mod p),
lo cual nos diria que
a=-2% (modp), =0 (modp), c=¢* (mod p);

luego, tendriamos d = a% — 4¢ = 0 (mod p) y u = 2ad + 95 = 0 (mod p),
lo cual contradirfa la hipétesis v(u) = 0. '
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Como el discriminante de este factor es —4(2¢%+a) = 46u~? (mod D),
ha de ser v(8) = 0; ademsds, si (6/p) =1 (resp. (6/p) = —1), entonces
pO = pqr, pqr? o pgrs (resp. pO = p2)q(2), pq? o pqr) y terminamos con los
lemas de 2.1y 2.2.

Caso IV: v(a) = v(b) = v(c) = 0, v(A),v(u) > 1. Observemos

primero que tenemos que v(a? + 12¢),v(8a% + 27b%) > 1. En efecto, de la
condicién v(u) > 1 se sigue que

9A = —4d(a® +12¢)* (mod p);

luego, como v(A) > 1, es v(d) > 1 o v(a® + 12¢) > 1. Si fuera v(d) > 1,
entonces tendriamos que v(b) > 1, en contradiccién con una de nuestras
hipétesis. Por consiguiente, ha de ser v(a? + 12¢) > 1 y, por tanto, también
v(8a® +27b%) > 1.

Ahora, es facil ver que F(X) = (X - ()3(X + 3¢) (mod p), donde
¢ := ~3b(4a)~! (mod p). Entonces este caso se termina procediendo de la
misma manera que en €l caso II de la demostracién del teorema de 4.5.

Casos V y VI: v(a) = v{c) = 0, v(b),v(A) > 1. En ambos casos
tenemos que v(d) > 1 y, por tanto, F(X) = (X? + a/2)? (mod p). Ahora
concluimos procediendo de la misma forma que en los casos III y IV, res-
pectivamente, de la demostracién del teorema de 5.1.

Caso VII: v(a),v(b),v{c) > 1. Aqui F(X) = X* (mod p) y ter-

minamos de la misma manera que en el caso VII de la demostracién del
teorema de 5.1. O
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