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Introducción 

La teoría algebraica de números tiene sus inicios en los trabajos de Kummer 

sobre la ecuación de Fermat. En los anillos ciclotómicos deja de ser cierto 

el teorema fundamental de la aritmética: los elementos descomponen en 

producto de elementos "primos", pero no de manera única. Kummer, en 

una intuición genial, apuntó que esta dificultad podía salvarse considerando 

la existencia de números ideales que permitirían recuperar la unicidad en la 

descomposición en producto de números ideales primos. Estas ideas las cul­

minó Dedekind en 1878 fundando la teoría de ideales tal como la conocemos 

hoy en día. Los anillos de enteros de los cuerpos de números son dominios 

de Dedekind, es decir, todo ideal descompone de manera única en producto 

de ideales primos. 

No obstante, la teoría de Dedekind no es efectiva. Cuando nos en­

frentamos a un problema concreto, como por ejemplo resolver una ecuación 

diofántica, que exige considerar un cuerpo de números K, de anillo de en­

teros O, necesitamos resolver en general dos cuestiones fundamentales: 

(a) Determinar el tipo de descomposición: 

de los primos racionales en K. Es decir, para cada primo p e Z 

determinar el número de ideales primos distintos p¿ de C que divi­

den al ideal generado por p, y calcular los índices de ramificación 

e(p¿/p) := Cj y los grados residuales / ( p i / p ) := [O/pi : Fp]. 

(b) Determinar generadores de los ideales pj. 

Usualmente querremos computar estos datos a partir de una ecuación 
definidora del cuerpo K, es decir de un polinomio mónico irreducible F{X) € 
Z[X] tal que K ~ Q [ X ] / ( F ( X ) ) . 



2 Introducción 

Este aspecto efectivo lo cubre parcialmente Dedekind, usando ideas 

de Kummer, con el siguiente resultado: 

0 . 1 . T e o r e m a . (Teorema de Kummer-Dedekind) Sea F{X) 6 Fp[X] el 
polinomio obtenido reduciendo módulo p los coeficientes de F{X); sea 

F{x)=xPx{xr---Mxr^, 

la factorización de T{X) en Fp[X] en producto de polinomios irreducibles 
distintos. Sean (pi{X) G Z[X] polinomios mónicos arbitrarios que reduzcan 
a los '4>iiX) y consideremos el polinomio 

G(X) •.= -(F{X)-Mxr'---Mxr'-) e z[X]. 
p 

Supongamos que para cada 1 < i < r se tiene: 

ai = l ó i)i{X) \ G{X) en ¥p[X]. (1) 

Entonces, 

con: 

fiPi/p) = gr(^i) y Pi=pO + <j>i {6) O, 

donde 9 es una raíz cualquiera de F{X). 

En la práctica este resultado permite resolver las dos cuestiones para 
todos los primos p excepto un número finito, los que dividen al índice 
ind(F) := {O : que son exactamente los primos para los cuales falla 
la condición ( 1 ) . 

El siguiente paso, extraordinariamente importante tanto desde un 
punto de vista conceptual como de la efectividad, lo da Hensel, con la in­
troducción de los cuerpos p-ádicos. Esta idea revolucionaria permite "des­
componer" los problemas aritméticos globales en una suma de problemas 
locales, donde se focaliza la atención en los fenómenos que afectan a un 
primo concreto p. Esta filosofía, en el problema que nos atañe, se traduce 
en el siguiente resultado: 
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0 .2 . T e o r e m a . (Hensel) Sea 

F{X) = F,{X)---F,{X), 

la factorización de F(X) en producto de polinomios irreducibles de Qp[X]. 
Para cada 1 < i < g sea Ki el cuerpo local Qp[X]/{Fi{X)) y denotemos por 
e{Ki/Qp), f{Ki/Qp) el índice de ramificación y el grado residual locales. 
Entonces, hay exactamente g ideales primos p, en O dividiendo a pO y 
para cada uno de ellos se tiene: 

e{pilp) = e{KilQp) y / (p , /p ) = / ( fCi /Qp) . 

Después de este resultado, el problema de la efectividad puede re­
solverse mediante técnicas locales que comportan esencialmente la facto­
rización de polinomios en cuerpos p-ádicos (que se traduce en la práctica 
en factorizar módulo una potencia suficientemente alta de p) y la determi­
nación de bases de enteros de órdenes locales. Utilizando distintas variantes 
de estas ideas se han obtenido diversos algoritmos para hallar la descomposi­
ción en producto de ideales primos. Destaquemos los de Pohst-Zassenhaus, 
Boffgen-Reichert y Buchmann-Lenstra. 

El objetivo principal de la memoria es el de desarrollar un nuevo 

algoritmo, basado en la técnica del polígono de Newton. El polígono de 

Newton se utilizó en el siglo pasado para estudiar las singularidades de 

curvas planas. En 1907 Bauer reconvirtió la técnica para su aplicación a 

cuestiones aritméticas. Si dibujamos en el plano los puntos de coordenadas 

{i,Vp{ai)), donde los ÜÍ son los coeficientes del polinomio F{X), la envoltura 

convexa inferior de esta nube de puntos es un polígono abierto, cuyos lados 

marcan una factorización de F{X) en Qp[X] en producto de polinomios 

coprimos dos a dos (no necesariamente irreducibles) y las pendientes de 

los lados determinan el valor p-ádico de las distintas raíces de F{X) en la 

clausura algebraica de Qp. Si esos lados no contienen puntos de coordenadas 

enteras (aparte de los vértices) se obtiene una solución completa a la cuestión 

(a) mencionada anteriormente. 

Por ejemplo, F{X) = X^ + X^-2X + 8 factoriza como X^iX + 1) 

módulo p = 2 y el lema de Hensel no basta para determinar su factorización 
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nos hace ver que F{X) tiene tres raíces en Q2 {con valor 2-ádico O, 1 y 2 
respectivamente) y que por tanto el primo 2 descompone completamente en 
el cuerpo cúbico determinado por F{X). Este cuerpo cúbico lo introdujo 
el propio Dedekind para ilustrar las limitaciones de su método. Se puede 
probar fácilmente que para cualquier polinomio F{X) generador de este 
cuerpo se tiene 2 | ind(F), con lo que el teorema de Kummer-Dedekind no 
puede nunca proporcionar la información que nos interesa. 

Las ideas de Bauer fueron extensamente ampliadas por Ore, quien en 
una serie de artículos en los años 20, introduce un concepto más general de 
polígono, el ^{X)-polígono, que permite tratar el caso en que los factores 
irreducibles de F{X) no son necesariamente lineales. Este punto de vista 
permite incluir el teorema de Kummer-Dedekind como un caso particular; 
más precisamente, la condición (1) se traduce en que el ^i(J'í)-polígono 
de F{X) tenga un solo lado de pendiente negativa, con alguna de las dos 
proyecciones sobre los ejes de longitud 1. También, Ore asocia a cada lado 
del polígono un polinomio sobre un cuerpo finito, cuya factorización en 
producto de irreducibles permite acabar de determinar la descomposición 
de los primos en numerosos casos no cubiertos por la técnica anterior. 

En la terminología clásica {cf. [Be 27]) la aplicación estricta del polí­
gono (Bauer-Ore) es conocida como la "segunda aproximación", mientras 
que la información extra que obtiene Ore de cada lado se bautizó como la 
"tercera aproximación" (el teorema de Kummer-Dedekind era la " primera 
aproximación"). Esas aproximaciones han sido mejoradas y generalizadas 
por distintos autores; por ejemplo, Ore puso en un contexto más general 

en <Q2[X]; habría que factorizar módulo 4 para detectar que ese polinomio 
descompone completamente en Q2. En cambio, una simple ojeada a su 
poh'gono de Newton: 
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la segunda aproximación inicial de Bauer, ó Montes-Nart en [ M o - N a 92] 
refinan la tercera aproximación. Ahora bien, los autores clásicos ya eran 
conscientes de que por mucho que se refinaran esas aproximaciones, siem­
pre quedarían polinomios para los cuales todavía no se obtiene la respuesta 
definitiva (cf. [Be 27] , [Or28] ) . También intuían que debería ser posi­
ble introducir aproximaciones de más alto nivel que permitieran resolver la 
cuestión para cualquier polinomio en un proceso iterativo finito. Esa es pre­
cisamente la cuestión que resolvemos en la memoria con nuestros polígonos 
de orden superior. 

Está muy claro que la técnica del polígono aventaja en simplicidad 

y rapidez a cualquier otro método iterativo conocido. La segunda aproxi­

mación, por ejemplo, es un cómputo directo que no requiere ningún proceso 

algorítmico y el número de casos que cubre es espectacularmente grande; 

la sensación que se tiene es que se obtiene la mayor cantidad posible de 

información con el mínimo de trabajo. Para la tercera aproximación ya se 

requiere un proceso de búsqueda: factorizar polinomios sobre un cuerpo 

finito; aún así, hay que tener en cuenta que se dispone de algoritmos muy 

eficientes (mucho más eficientes que los que se precisan para factorizar mó­

dulo una potencia de p, donde no hay factorización única). Intuitivamente, 

la posibilidad de aplicar la técnica del polígono a distintos niveles con un 

control de la finitud del proceso tiene que dar forzosamente un algoritmo 

mucho más eficiente que los algoritmos no basados en el polígono. En el 

algoritmo que presentamos, además, se mantiene el hecho de que en cada 

nivel el único proceso de búsqueda necesario sigue siendo la factorización 

de polinomios en cuerpos finitos. Sin haber hecho un estudio teórico de la 

complejidad de nuestro algoritmo, la experimentación con casos prácticos 

muestra con creces la eficiencia del algoritmo (véase capítulo 3). 

Pasamos a describir brevemente el contenido de los distintos capítulos 

de la memoria. En el capítulo 1 se exponen los principales resultados de 

Ore sobre el polígono de Newton trasladados al contexto de cuerpos locales. 

Se distinguen cuatro fases distintas, cada una culminando con un resultado 

clave que denominamos respectivamente teorema del producto (de carácter 

instrumental), del polígono (segunda aproximación), del polinomio asociado 

(tercera aproximación) y del índice. El conjunto de estas fases constituye lo 

que llamamos el nivel 1 o orden 1. Cada fase marca los distintos obstáculos 



6 Introducción 

que será necesario superar en cada nivel con los polígonos de orden superior. 

Este es el objetivo del segundo capítulo, que constituye el núcleo principal 

de la memoria. 

Dentro del segundo capítulo merecen mención especial las definiciones 
del polígono y del polinomio asociado en orden r. La definición correcta de 
"polígono a otro nivel" requiere considerar extensiones adecuadas de la va­
loración p-ádica al anillo de polinomios, marcadas por datos proporcionados 
por el polígono de orden anterior. Valoraciones de este tipo fueron intro­
ducidas por MacLane ( [ M a 3 6 a ] , [Ma36b]) también con el propósito de 
obtener un algoritmo para determinar la descomposición de los primos en 
cuerpos de números; no obstante, sus métodos no son efectivos. La defini­
ción del polinomio asociado en orden r es el obstáculo cuya superación 
presentó mayores dificultades. En el fondo su construcción se reduce a 
encontrar "buenos" representantes de ciertas clases residuales módulo las 
valoraciones que acabamos de mencionar; ahora bien, la elección correcta 
(es decir, que funcione) de esos representantes pasa por un delicado trabajo 
con fracciones racionales. Finalmente, el teorema del índice es el resultado 
clave en el control de la finitud del proceso iterativo. Mencionemos también 
que cada vez que el proceso permite aislar un factor irreducible en Qp [X] del 
polinomio inicial F(X), el método permite explicitar una base de enteros 
del correspondiente anillo local (cf. U.12) . 

En el tercer capítulo se desarrolla el algoritmo para resolver las cues­

tiones (a) y (b) del principio de esta introducción, basado en la sucesiva 

consideración de polígonos de Newton. Las técnicas expuestas en el capítulo 

anterior ya proporcionan, sin más, un algoritmo para resolver la cuestión 

(a). En este capítulo se describe un proceso de obtención de "representantes 

optimales", que permiten recoger toda la información posible que se puede 

obtener a un nivel determinado antes de verse obligado a pasar al nivel su­

perior. Con esta técnica se obtiene una implementación mucho más ágil del 

algoritmo que la que se obtendría con una aplicación ciega de los resultados 

del capítulo 2. En el capítulo se resuelve también la cuestión (b) explici-

tando generadores de los ideales primos que dividen a pO en término de los 

datos (las pendientes de los lados y los polinomios asociados) del polígono 

de orden r -(-1, si ha sido necesario llegar hasta orden r para resolver (a). 

En este capítulo presentamos varios ejemplos con una doble finalidad; por 



Introducción 7 

un lado, ilustrar la estructura general del algoritmo (en particular como 

intervienen las aproximaciones de nivel superior), y por otro, mostrar su 

eficiencia en general con polinomios de grado muy alto. Los cálculos con 

estos polinomios se han llevado a término usando el paquete Newton, la 

implementación que ha hecho J. Guardia del algoritmo. 

En el cuarto capítulo se usan las técnicas del capítulo 2 para de­
terminar de manera no algorítmica el discriminante absoluto y el tipo de 
descomposición de los primos en un cuerpo cuártico arbitrario. Evidente­
mente, no se puede obtener este resultado mediante una simple aplicación 
del algoritmo al polinomio genérico X'^ + aX"^ + bX 4- c, con o, h, c inde­
terminados, pues nos podría pasar que estuviéramos distinguiendo casos 
indefinidamente. Destaquemos que los resultados para el primo 2 son ex-
cepcionalmente enrevesados debido a los numerosos casos de ramificación 
salvaje que presenta. 

Al acabar la presente introducción, quiero expresar mi agradecimiento 

a todos los que han contribuido a que este trabajo vea la luz: a mi familia; al 

Seminari de Teoría de Nombres de Barcelona, en especial a la Profesora Pilar 

Bayer por su continuo estímulo; al Departament d'Álgebra i Geometría. 

Y quiero dar las gracias al Profesor Enric Nart por su eterna paciencia 

conmigo, y por haberme enseñado a conocer la regularidad del polígono 

aritmético. 





CAPÍTULO 1 

Polígonos de Newton (de orden uno) 

En este capítulo se agrupan los principales resultados de Ore relativos a las 
aplicaciones aritméticas del polígono de Newton (cf. [Or 23] y [Or 28]) en 
cuatro teoremas: del producto, del polígono, del polinomio asociado y del 
índice; los cuales se enuncian ya en el contexto más general de los cuerpos 
p-ádicos que permite su aplicación al caso relativo (cf. [ M o - N a 9 2 ] ) . 

La exposición de estos resultados sigue un patrón que facilita su ex­
tensión y completación en el contexto de polígonos de orden superior en el 
próximo capítulo. Por ello introducimos también en este capítulo el con­
cepto de desarrollo admisible de un polinomio que, además de reducir la 
demostración de los teoremas anteriores al caso del polígono de Newton 
clásico, nos permitirá demostrar el teorema del producto de orden superior. 

Así mismo, se expone el teorema de la resultante (cf. §1 y §2 del 
capítulo 2 de [Na 83]) , que permite dar una prueba del teorema del índice 
radicalmente más corta que la original de Ore; ya que esta vía también la 
utilizaremos para probar el teorema del índice en orden superior. 

§1. Notaciones y definiciones 

A lo largo de todo este capítulo p denotará un primo racional fijado, y í^' 

y F '̂ denotarán clausuras algebraicas fijadas de Qp y Fp, respectivamente. 

Para cualquier extensión finita L de Qp, L C í^' , denotamos por VL 

valoración standard de í^' normalizada de forma que VL{L*) = Z, por 

OL '•= {x £ L : VL{X) > 0} su anillo de valoración en L , por px, su ideal 

maximal, y por FL := OL/PL SU cuerpo residual, el cual lo supondremos 
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inmerso en F^' de manera que todas las aplicaciones de reducción OL —>• FÍ, , 
denotadas por o »-> 5, sean compatibles. 

Tomamos una extensión finita K deQp, K C <¡^', como cuerpo base y 
ponemos v := VK, O := OK y P pK- Además, fijamos un uniformizante 
- G O de V, y denotamos por q := pí^^l^p') al número de elementos del 
cuerpo finito FK ; así, es ¥K = F , . Nótese que si L C Q^' es una extensión 
finita de if, entonces para cada í e d^' es viid) = e(L/K)v{e). 

A continuación, extendemos la valoración discreta de K a una 
valoración de K{X), denotada también por v, de forma que v{X) = 0. Para 
un polinomio P{X) = Y^AiX' G OIX], definimos 

viP) := min v{Ai) e N U {+00} . 

Así, el valor v{P) = O si y sólo si el polinomio P{Y) € Fg[F] es no nulo. 
Además, para cada par de polinomios P(X),Q{X) e 0[X] tenemos 

v{P Q) = v[P) + v{Q), v{P + Q)> mm{v{P), v{Q)} . 

Para una fracción racional R{X) G K{X)*, definimos ahora 

v{R) := v{P) - viQ) e z : 

donde P[X),Q{X) G 0[X] son polinomios no nulos cuyo cociente es R{X). 
La aplicación v : K{Xy —>• Z determina también una valoración discreta de 
K{X), cuyo anillo de valoración, denotado por 0 „ , es el localizado del anillo 
0[X] en el ideal primo p[X], y cuyo cuerpo residual, denotado por kv, es 
isomorfo al cuerpo Fg{Y).* Más concretamente, puesto que la intersección 
del ideal maximal de C„ con O es igual a p, podemos pensar el cuerpo F , 
como un subcuerpo de k^; además, si la aplicación de reducción —> ky 
la denotamos por i?(X) R{X), tenemos que el cuerpo ky = F, (X) y que 
el elemento X es trascendente sobre F , , ya que P{X) = P (X) para cada 
polinomio P{X) € 0[X]. 

Fijamos un polinomio mónico e irreducible ip(Y) G Fg[Y], y ponemos 
m := gr(?/') y qi := q'^. Fijamos también una raíz ( G í^' de ipiY), y un 

* La utilización de la indeterminada Y cuando se pasa a trabajar con 

polinomios con coeficientes en se debe a Ore. Hemos mantenido esa 

tradición para distinguir en cada momento el lugar donde se trabaja. 
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polinomio mónico arbitrario (j){X) € 0[X] tal que (f){Y) = rp{Y) en fq[Y]. 
Así, es ¥g{Q = F^i. Denotaremos por (resp. v^) la valoración de K{X) 
(resp. ¥q{Y)) asociada al polinomio irreducible (p{X) (resp. ipiY)). 

Para un polinomio no nulo P{X) € 0[X], definimos ahora 

PoiX) := P ( ^ ) / 7 r " ( ^ ) e , a;(P) := {P^)eN. 

De esta forma, w(P) = O si y sólo si el elemento PQ{0 £ F ĵ es no nulo. 

Además, para cada par de polinomios no nulos P{X),Q{X) G 0[X] se tiene 

u;iPQ)=u;{P)+üJÍQ), 

lo cual nos permite extender UJ a K{X)* definiendo 

co{P/Q) := üj{P) - u{Q) € Z . 

Desgraciadamente, la apHcación UJ : K{X)* —> Z así definida no es una 
valoración de K{X); por ejemplo, para tp{Y) = Y tenemos u{X + n) = 

• üj{X) = 1 y en cambio LO{X + TT - X) = 0. Sin embargo, satisface las 
siguientes propiedades 

(i) Lü es un homomorfismo de grupos. 

(ii) Si P{X),Q{X) G 0[X] son dos polinomios no nulos tales que el valor 
v{P) - v{Q) =: uy üj{P) ^ w((5), entonces el valor v{P + Q) = u y 
w(P + Q) = min{w(P) ,w(Q)} . 

Diremos entonces que la aphcación w es una pseudo-valoración de K{X) 
respecto de la valoración v (o que el par {v,ui) es un par de valoración). 

Sea P{X) G 0[X] un polinomio no nulo. Vamos a definir ahora 
el polígono de Newton y el polinomio asociado del polinomio P{X). Por 
sucesivas divisiones por el polinomio (l>{X), podemos escribir, y en forma 
única, 

[gr(P)/H 
P{X)= MX)<P{Xy ( 1 . 1 . 1 ) 

i=0 

con los Ai{X) G 0[X] de grado menor que m. A esta expresión la llamare­

mos el desarrollo (?í>-ádico del polinomio P{X). 

1 . 1 . Def in ic ión . Llamaremos polígono de Newton del polinomio P{X) 
respecto de la valoración v y del polinomio (p{X), y lo denotaremos por 
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N(t,,(^)(P) o abreviadamente por N ( P ) , a la envolvente convexa inferior del 
conjunto de puntos del plano euclideo 

D ( F ) = D(, ,^)(P) := {{i,Ui) : O < i < [gr(P)/m], .4.(X) # 0 } , 

donde u,- := v{Ai). Al conjunto D ( P ) le llamaremos el diagrama de Newton 
del polinomio P{X) respecto de la valoración v y del polinomio 4>i^)-

Llamaremos parte principal del polígono N ( P ) , y lo denotaremos por 
N ° ( P ) , al polígono obtenido al considerar sólo los lados con pendiente ne­
gativa de N ( P ) . Cuando el polígono N ( P ) no tenga lados con pendiente 
negativa, entenderemos que su parte principal se reduce al primer vértice 
(vértice con menor abscisa) del polígono. 

El siguiente lema nos indica cómo es la forma típica del polígono 
N ( P ) , la cual es mostrada en la figura 1.1. En este polígono se pueden leer 
los valores v^{P), v{P) y u/{P) de la siguiente manera. 

1.2. Lema. Con las notaciones anteriores, tenemos 

(a) v^{P) = mm{i:AiiX)yéO}. 

(b) v(P) = min{tí i: ¿}. 

(c) w(P) = min{i : w, = v(P)}. O 

MP) UJ{P) 

F i g u r a 1 .1 . D ( P ) , N ( P ) y N ° ( P ) . 

fer(P)/m] 
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1.3. Observac iones . (1). En este capítulo veremos que la parte principal 
contiene la información que nos interesa del polinomio P{X) con respecto a 
ip{Y) (cf. teoremas de 3.1, 3 .5, 4 . 5 y 4 . 8 ) . En la práctica esto significará que 
solamente habremos de trabajar con los polinomios Ai{X) para i < w ( P ) , 
el resto ni siquiera necesitaremos calcularlos. 

(2). El polígono 'N{v,if,){P) depende del polinomio mónico <í>{X) € 0[X] que 
reduce a ^IJ{Y) fijado. Por ejemplo, consideremos el polinomio 

P{X) := <PiXf + 7r(7r + 2) 4>iX) + 7r2(7r^ + TT + 1) S 0[X]. 

Entonces el polígono N ( „ , 0 ) ( P ) consta de un solo lado de pendiente - 1 ; 
mientras que para el polinomio mónico (f>'{X) := 4>{X) + -rr € 0[X], que 
también reduce a V'(^)) el polígono N ( „ _ ^ Í ) ( P ) consta de dos lados, como 
muestra la igualdad 

P ( X ) = # ( X ) 2 + X 2 , ^ ' ( X ) + 7^^ 

Con el teorema del polígono (cf. 3.1) veremos que el polinomio <I>'{X) nos 
proporciona más información sobre el polinomio P{X) que 4>{X). En el §2 
del capítulo 3 se verá un método general para hallar con el polígono un 
"buen representante". 

Sean h,e>\ enteros primos entre si y S cualquier segmento del plano 
euclideo con pendiente -hfe, de origen (a,/3) y final {a + de,^ - dh) con 
a, d > O enteros. Así, los puntos con coordenadas enteras del segmento 
S son exactamente los d + 1 puntos 

(a + i e , / 3 - j / i ) , j = 0 , . . . , d . 

Para poder definir el polinomio asociado al polinomio P{X) y al segmento 
S necesitaremos que se satisfaga la siguiente condición: 

Para todo entero J, O < j < d, el punto (a + j e, u^+j e) está por encima del 

segmento S o tocando a este segmento (es decir, cada Ua+je > P — j h). 

La condición anterior se satisface para los segmentos con pendiente —h/e 
que contienen al segmento con pendiente —h/e del polígono N ° ( P ) . Cuando 
este polígono no tenga lados con pendiente igual a -h/e, entenderemos que 
su segmento con pendiente -h/e está formado por el vértice que se obtiene 
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al levantar paralelamente la recta con pendiente -hje que pasa por el origen 

hasta que toca a este polígono. 

El polinomio asociado tendrá sus coeficientes en el cuerpo finito Fgj. 
Asociamos a cada término Ai{X) <p{XY con Q < i < a + de, i = a (mod e), 
un elemento de F , , , definiendo el polinomio 

BiiX) := A .(X)/7r^-í'- ' '" '/ ' e 0[X] 

y considerando el elemento B¡iO € F , j ; el cual es no nulo si y sólo si el 

punto (i,ti¿) € S. 

1 . 4 . Def in ic ión . Definimos el polinomio asociado al polinomio P{X) y al 
segmento S como 

PsiY):= Y, B¡iOY^'-°'^/'eW,,[Y]. 

1.5. Observac iones . (1). El polinomio asociado es independiente, a me­
nos de un cambio lineal de la indeterminada Y, del uniformizante jt € O, de 
V fijado. En efecto, el polinomio asociado construido con un nuevo unifor­
mizante 7r' € O de u es igual a Ps{c'^ Y), donde c := T T ' / T T € . 

(2). El polinomio asociado también es independiente, salvo conjugación, de 
la raíz C € F^' de Tp{Y) fijada. En efecto, el polinomio asociado construido 
con otra raíz C € de tp{Y) es igual a P§{Y) donde a € Gal(F,i / F , ) es 
el único automorfismo tal que (t{Q = 

(3). El coeficiente en del polinomio asociado es no nulo si y sólo si 
el punto (i, Ui) € S. Por tanto, si S es el segmento con pendiente -h/e del 
polígono N ° ( P ) , P s ( y ) es un polinomio de grado d y con término constante 
no nulo; pero, si S está por debajo de la recta que contiene al segmento con 
pendiente -h/e del polígono N ° ( P ) , el polinomio Ps(Y) = 0. 

(4). Supongamos que el segmento S contiene al segmento con pendiente 
-h/e del polígono N ° ( P ) . Si S' es un segmento con pendiente -h/e con­
teniendo a 5 de origen {a', ¡3'), entonces Ps- (Y) = Y^°-°''y'Ps{Y), ya que 
la parte 5 ' \ S no contiene ningún punto {i, ni). 

(5). Si Q(X) € 0[A'] es un polinomio no nulo distinto de -P{X) para el cual 

podemos definir el polinomio asociado Qs{Y), entonces para P{X) + Q{X) 
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PS{9) = P | (7 (^) ) en F i , , 

donde a € Gal{Fgj /Fg) es el único automorfismo tal que a{Q = 0. 

Terminamos esta primera sección, definiendo de forma análoga el 
polígono de Newton y el polinomio asociado para un (/^-desarrollo arbitrario 
de nuestro polinomio 

Pm = YlA\{X)4>{Xf ( 1 . 1 . 2 ) 
i>0 

con los polinomios A\{X) G 0[X] casi todos nulos (no necesariamente de 

grado menor que m). 

1.8. De f in i c ión . Llamaremos polígono de Newton del ^-desarrollo (1.1.2) 

del polinomio P{X) respecto de la valoración v y del polinomio (f){X), y 

también podemos definir el polinomio asociado ( F + Q)siY) y se tiene 

iP + Q)siY) = PsiY)+QsiY). 

(6). SiAe 0 \ entonces N ( 4 P ) = N ( P ) y {AP)s{Y) = APs{Y). 

A continuación, introducimos un polinomio de K[X], también aso­
ciado al polinomio P{X) y al segmento S, y que de hecho motiva la definición 
del polinomio Ps{Y) € \Y]. 

1.6. Def in ic ión . Definimos el polinomio P^{X) := ^^y^l^ ^ ^l^]' 

donde P°iX) := AtiX) (^{Xf € 0[X\. 

1.7. O b s e r v a c i o n e s . (1). Por definición, los polinomios P{X) y P°{X) 
tienen el mismo polinomio asociado; es decir, Ps^Y) = {P°)s(Y) en F ĵ [Y]. 

( 2 ) . Si ponemos j{X) := (piX^/rt^ € K[X], entonces tenemos la igualdad 

P^{X)= J2 BiiX)j{Xf-°^/^. 

( 3 ) . Sea # € un entero algebraico tal que el valor v{(f>{9)) = hfe, y 
ponemos L := K{9). Entonces el elemento ^ 6 Fz, es también una raíz de 
^ ( r ) , í;(7W) = O, v{P^{d)) •> O y 
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§2. Desarrollos admisibles. Teorema del producto 

Para los propósitos que perseguimos, será básico y crucial saber obtener, 
para un producto de un número finito de polinomios, la parte principal de 
su polígono de Newton y el polinomio asociado a cada uno de sus lados a 
partir de los de cada uno de los factores. El problema principal que nos 
encontramos entonces es que cuando tenemos desarrollos j a d i e o s de cada 
factor y hacemos su producto el (^desarrollo que nos sale no es necesaria­
mente el #-ádico. Por consiguiente, para un polinomio de 0[X], estamos 

lo denotaremos por N(„,^)(P, {^4^}) o abreviadamente por N ( P , {^'¿}), a la 
envolvente convexa inferior del conjunto finito de puntos del plano euclideo 

D(P, {.4'J) = D(„,^)(P, {A!i}) := m tij) : i > O, A!¿X) ^ 0}, 

donde u- := v{A'^. Al conjunto D{P,{A\}) le llamaremos el diagrama de 
Newton del 4>-desarrollo (1.1.2) del polinomio P ( X ) respecto de la valoración 
V y del polinomio (p(X). 

Llamaremos parte principal del polígono N ( P , {^í}) , y lo denotare­
mos porN°{P, {A'i}), al polígono obtenido al considerar sólo los lados con 
pendiente negativa de N ( P , {A¿}). 

Sea S un segmento con datos {a,^),d,e,h con el mismo significado 

que antes. Suponemos ahora que el punto (o: + i e , u á + j e ) está por encima 

de o tocando a S para O < j¡ < d. 

1 .9 . Def in ic ión . Definimos el polinomio asociada al é-desarrollo (1.1.2) 
del polinomio P(X) y al segmento S como 

{P,{A'i})s{Y):=^ Y, B¡(C)y( ' -") /^eF, ,[y] , 
r.(i,u'.)€S 

donde cada B'^X) := ^;.(Z)/7r^-('-'*^^/^ € 0[X]. 

1.10. Observac ión . Ahora, el coeficiente en y(»-")/« del polinomio aso­
ciado (P, {A'i})s{Y) es no nulo si y sólo si (t .uí) € 5 y w(^'¿) = 0. 
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interesados en conocer con qué desarrollos ya obtenemos la parte principal 

de su polígono de Newton y el polinomio asociado a cada uno de sus lados. 

2 .1 . P r o p o s i c i ó n . Sea P{X) € 0[X] un polinomio no nulo. Consideramos 

los enteros (eventualmente +oo) Ui := v{Ai) yu\ :— v[A\) correspondientes 

a los (¡¡-desarrollos (1.1.1) y (1-1.2), respectivamente, del polinomio P{X). 

Sean i'o < ig las abscisas del primer y último vértice, respectivamente, del 

polígono N° (P , {A¿}). Sean h,e>l enteros primos entre si, S el segmento 

con pendiente -h/e de N°(P,{A'j}) , y (a,/3), {a + de,P-dh) los extremos 

de S. Entonces 

(a) El polígono N ( P ) está "por encima" del polígono N ° ( P , {A¿}); es 

decir, 

(i) Ai{X) = O, para O < i < •¿o, 

(ii) {i,Ui) está por encima de o tocando a S, para a < i < a + de, y 

(iii) Ui > u\^, para todo ¿ > 0. 

(b) Para todo i, oi<i <a + de, se tiene la equivalencia 

{i,Ui)eS ii,u'i) e s yoj{A'i)=0; 

además, en tal caso, se tiene la igualdad Bi{Q = B¡(Q en F , j , donde 

Bi{X) := A i (X ) /7r^- ( ' -" ) ' ' /« y BÍ(X) := A'i( ; t) /7r'5-('-°)' ' /«. 

DEMOSTRACIÓN. Sea A'j{X) = ^ A'^^iX) (p{X)'' el desarrollo (fhádico del 
í;>0 

polinomio A'j{X), j > 0. Así, por la unicidad del desarrollo fli-ádico, obte­

nemos que 

A , ( X ) = ^ A ; . , _ , . ( X ) , i > 0 ; (*) 

por tanto, teniendo en cuenta que A'j{X) = O para j < ¿o, tenemos (i) de la 

parte (a). Además, por la parte (b) del lema de 1.2 aplicado al polinomio 

Aj (X) , se tiene que 

" í < ^ K - , i - i ) ' O (**) 

de donde se deduce (iii) de la parte (a), teniendo presente la igualdad de 

(*) y que u'j > i t p a r a todo j > 0. 
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2 . 3 . Coro lar io . Sea F ( X ) = ^ 4 Í ( X ) (^{Xf nn 4-desarrolh admisiik de 
i>0 

un polinomio no nulo P{X) € 0[X]. Entonces 

(a) NO(P , {^a) = N ° ( P ) . 

(b) (P, { A a ) s { F ) = Ps(Y) para cada segmento S del polígono N ° ( P } , O 

2 . 4 , Observac ión . Cambiando de cuerpo base y, en ocasiones, de poH-
nomio con los que estamos trabajando, siempre podemos suponer, tanto 
conceptualmente como a la hora de hacer demostraciones, que el grado m 
de nuest.ro polinomio ^ ( Y ) es igual a uno. En efecto, sea K' C la ex­
tensión no ramificada de K de grado m. Entonces la valoración v¡c> = v y 

el cuerpo residual Fíf- = F ,̂; luego, la valoración v' de K'{X) que extiende 

Ahora, consideremos un entero i tal que a <i < a + de, y ponemos 
tu •= 0 - (i - a)h/e € Q. Entonces, por la igualdad de (*), podemos 

escribir Ai{X) = AÍQ(X) + Ri{X) con Ri{X) € ülX] y i'(J?i) > ta, por 

la desigualdad de (**) y puesto que u'j > m para j < i. Por consiguiente, 
como v{A'i o) > 2: M»> obtenemos que Ui> my las equivalencias 

Ui = ^i í>(4.o} = = Mi «í = íí. y ^{A'i) = O, 

la última equivalencia por la parte (c) de! lema de 1.2, Además, si Ui = p,i¡ 
tenemos 5^(7) = B¡^iY) en F, [Y], donde B^^iX) := A'Í^O{X)/IT''< € 0[X]; 
pero, como el polinomio <piX) divide a B¡iX) - B|^o{X) en 0[X], entonces 

B T ( 0 ~ BloiO = 5J(C) en . Con esto hemos visto (ii) de la parte (a) y 

la parte (b), que era lo que nos faltaba para probar ia proposición. O 

La proposición anterior nos lleva a la siguiente 

2 . 2 . Def in ic ión . El (p-desarrolle ( 1 . 1 , 2 ) de vn polimmio- m nulo P{X) € 
0[X] diremos qm es admisible cnaniú ÜJ{AI) = O para todo entero i tal que 
el punto (ijul) pertenece al conjunto de vértices del polígono N ° ( P , {^^}). 

Desde luego, el desarrollo Radico de un polinomio siempre es admisi­
ble. Pues bien, de la proposición anterior y la observación de 1 .10 se deduce 

el siguiente corolario, que responde a la pregunta que nos formulábamos al 

comienzo de la sección. 

http://nuest.ro
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a de forma que v'{X) = O (cf. §1) restringida a K{X) coincide con v. 
Descomponemos el polinomio ÍJÍY) en Fg^ [Y] en la forma 

rP{Y) = Íj'{Y)cp{Y), xP'{Y):=Y-CeFg,[Y], v ' ( y ) e F , J F ] ; 

así, c := ip{0 £ IP̂ i y la pseudo-valoración u' de K'{X) respecto de v' 
asociada al polinomio ip'{Y) (cf. §1) restringida a K{X) coincide con u. 
Podemos escribir entonces (por el lema de Hensel) 

4>iX) = cl>'{X)p{X) 

con <p'iX),piX) e OK'[X] mónicos, WiY) = rp'{Y) y p{Y) = ^{Y); por 

tanto, v'{p) = O y u'{p) - 0. 

Sea P{X) e 0[X] un polinomio no nulo. Si P (X) = E ^ i ( ^ ) 4>{XY 
es el desarrollo (p-ádizo de P{X), y substituimos en él (i>{X) por 0 ' (X) p{X), 
entonces se tiene que 

p{x) = Y. ^í(^) ^ ' ( ^ ) ' ' ^í(^) == ^ i ( ^ ) ^ ( ^ ) ' ^ ' 

y que este ^'-desarrollo de P{X) es admisible, puesto que cada u}'{A'^ = 0. 
Además, cada v'{A\) = v{Ai). Aplicando el corolario de 2.3 (en K'), vemos 
entonces que se satisfacen las propiedades 

(a) N° , , , , , ) (P )=:NO , , ,^ (P) . 

(b) Para cada segmento 5 del polígono N°^, ^i){P), de origen {a,¡3) y 
pendiente - / i / e , su polinomio asociado en K', denotado por Ps{Y), 
es igual a P ¿ ( r ) = c^'Psic'Y). 

En algunas ocasiones se habrá de demostrar cierta propiedad para un 
polinomio irreducible de 0[X\. Entonces al cambiar de cuerpo base de K 
a K' se perderá la irreducibilidad del polinomio, pero podremos reducirnos 
a demostrar la propiedad para uno de sus factores irreducibles en 
En efecto, sea ahora P{X) € 0[X] un polinomio mónico. Ponemos a := 
ui[P) = w ' (P), entonces podemos escribir 

PiX) = Q{X) R{X) 

con Q{X),RiX) e OK'[X] mónicos, Q{Y) = ^ ' ( 7 ) " y A := P(C) G í^,; 

así, v'{R) = O y u)'{R) = 0. Trabajando con el (;/)'-desarrollo admisible de 
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P{X) obtenido al introducir R{X) dentro del desarrollo ^'-adico de Q ( X ) , y 
aplicando de nuevo el corolario de 2.3 (en K'), vemos ahora que se satisfacen 
las propiedades 

(c) NO^-,,.)(^) = %- ' .* ' ) (0 ) -

(d) P s ( y ) = XQ'siY) para cada segmento S del polígono anterior. 

Queda justificada pues la afirmación del principio de esta observación; 
y que podemos suponer incluso que nuestro polinomio 4>{X) es igual a X 
(cambiando el anterior Q(X) por Q{X + Á), donde 4>'[X) =: X - A). 
Sin embargo, es importante hacer notar que la idea de Ore de considerar el 
polígono de Newton respecto de {v, 4>) es indispensable en la práctica para 
obtener algorítmicamente los resultados que nos interesan (descomposición 
de primos en cuerpos de números) trabajando a partir del polinomio original 
de partida. 

A continuación, piaremos a enunciar el teorema del producto,,para 
lo cual nos será conveniente definir antes la "suma" de las partes princi­
pales de los polígonos de Newton de dos polinomios. Sean h,e>l enteros 
primos entre si. En el conjunto V de los segmentos (orientados) del plano 
euclideo con pendiente —h/e, al cual entenderemos que pertenecen todos 
los segmentos formados por un solo punto, definimos la suma St + S2 de 
dos segmentos 81,82 € F de la manera usual. Si (a^,,i3„) y (ai,/3{,) son el 
origen (extremo con menor abscisa) y final (extremo con mayor abscisa), 

respectivamente, de 5y {v = 1,2), definimos Si + 82 como el segmento de F 
de origen {ai + a2,0i + 02) y fina! {a[ + O j . ^ í + ^2)- Con esta operación 
+ el conjunto F tiene estructura de monoide conmutativo, cuyo elemento 
neutro es el segmento { (0 ,0 ) } . 

Si N ° ( F i ) y N°(P2) son las partes principales de los polígonos de 
Newton de dos polinomios no nulos Pi{X),P2{X) € 0[X], definimos ahora 
su suma, y la denotaremos por N ° ( P i ) + N^ÍPa), como el polígono que 
se obtiene al sumar los segmentos con pendiente ~h/e de cada parte, al 

recorrer -h/e el conjunto de las pendientes de los lados de las dos partes. 
(Recordar que si un polígono N'^(Py) no tiene lados con pendiente igual a 

-h/e, entendemos que su segmento con pendiente ~h/e está formado por 
el vértice que se obtiene al levantar paralelamente la recta con pendiente 
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- h / e que pasa por el origen hasta que toca a este polígono.) Si las dos 
partes principales están formadas por un solo punto, N°(Pv) = {(a^,/?!/)} 
(í̂  = 1,2), entenderemos que N ° ( P i ) + N°(P2) := {{ai + a2,0i +/?2)}-

Resumiendo, la suma N ° ( P i ) + N°(P2) es el polígono obtenido al 
pintar el punto (w(Pi) + w(P2),?;(Pi) + v{P2)) y a continuación los lados 
trasladados de cada polígono N°(Pj,) en orden decreciente de pendientes 
(cf. lema de 1.2). 

2.5. T e o r e m a . (Teorema del producto) Sean P j ( X ) , . . . , Pg{X) e 0[X] 
polinomios no nulos y P{X) :— Pi{X) • • • Pg(X) su producto. Sean h,e>l 
enteros primos entre si, Si, el segmento con pendiente —h/e del polígono 
N°(P,.) , l<i^<g, y S := Si + -- - + Sg. Entonces 

(a) S es el segmento con pendiente -h/e del polígono N ° ( P ) . 

Por tanto, N°{P) = -N°{Pi) + • • • + -N°{Pg). 

(b) Ps{Y) = (Pi)s, {¥)••• {Pg)sAy) F,, [Y]. • 

Teniendo en cuenta la observación (4) de 1.5, se deduce ahora el 

siguiente resultado, que será utilizado en el próximo capítulo. 

2 .6. Coro lar io . Sean h,e > 1 enteros primos entre si. Sea S (resp. T) 
el segmento con pendiente -h/e del polígono N ° ( P ) (resp. N ° ( Q ) j de un 
polinomio no nulo P{X) (resp. Q{X)) de 0[X], y sea S' un segmento con 
pendiente -h/e conteniendo a S. Si Q{X) divide a P{X) en 0[X], entonces 
QT{Y) divide a Ps' {Y) en Fg, [Y]. • 

§3. Teoremas del polígono y del polinomio asociado 

El teorema del producto de la sección anterior muestra que si se tiene un 
polinomio que es producto de g poünomios de 0[X], cuyas partes principales 
de sus polígonos de Newton tienen un solo lado y cuyas pendientes son 
distintas, entonces su parte principal consta de g lados; mientras que si 
todas las pendientes coinciden y sus polinomios asociados son primos entre 
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si dos a dos, entonces su parte principal consta de un solo lado y su polinomio 
asociado descompone en producto de g polinomios primos entre si dos a dos. 
Más útiles para nuestros propósitos son los recíprocos de Ore de estos dos 
hechos, que se expondrán en esta sección. 

Sea P{X) e 0[X] un polinomio mónico tal que a := tü{P) > 1, 
entonces, por el lema de Hensel, P{X) descompone en 0[X] de la forma 

PiX) = QiX)RiX) 

con QiX),RiX) € 0[X] mónicos, Q{Y) = V(F)'' y u{R) = 0. Por el 
teorema del producto, N ° ( F ) = N° (Q) = N(<3) y para cada segmento S 
de este polígono es PsiY) = cQsiY) en F,i [Y], para algún c € I^,. 

Si S e es una raíz de Q(X) y ponemos L ~ K{9), entonces el 
entero m divide al grado residual f{L/K); además, si a = 1, entonces el 
polinomio Q{X) es irreducible en KlX], la extensión L/K es no ramificada 
de grado m, el ideal pi = -KOL y el anillo Oi = 0[6]. Por tanto, estamos 
interesados en saber descomponer Q{X} en 0\X] cuando o > 2. 

El próximo teorema nos proporciona una ulterior descomposición de 
este factor Q{X) de P{X) correspondiente al polinomio tpiY), a partir de 
la descomposición en lados de su polígono de Newton N((3) = N ° ( P ) . 

3 . 1 . T e o r e m a . (Teorema del polígono) Sea P{X) € 0[X] un polinomio 
mónico tal que el polígono N ° ( P ) no se reduce a un solo punto; es decir, 
tal que el valor v^{P) < a;(P). Sean Si,...,Sg los lados de N°{P) y sean 
di, ei, hi los datos asociados a Si (1 < i < g). Entonces el factor Q{X) 
de P(X) correspondiente al polinomio tp{Y) admite una factorización de la 
forma 

Q{x) = <í>ixr*^^^-p^{x)---Pg{x), 

donde cada PÍ(X) € 0[X] es un polinomio mónico^ no divisible por # ( X ) , 
de grado meidi, cuyo polígono N(P¿) consta de un solo lado S¡, con datos 
di, ei, hi, y cuyo polinomio asociado a este lado es iPi)s'.{Y) = CÍPSÍ{Y), 
para algún elemento q e F^j. Además, para todo i, 1 <i <g, si0 e<[^^ es 
una raíz de Pi{X), tenemos 

vim) = - - • 
ei 
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3 .2 . Def in ic ión . Al polinomio Pi{X) le llamaremos el factor de P{X) co­

rrespondiente al polinom.io ^|J{Y) y a la pendiente —hi/ei. 

De la definición de la valoración v y del teorema del producto se sigue 

ahora el siguiente corolario, que nos proporciona la información que más nos 

interesa sobre el polinomio Pi{X). 

3 .3 . Coro lar io . Con las mismas hipótesis y notaciones que en el teorema 

anterior. Para cada i, 1 < i < g, se tiene 

(a) El número de factores mónicos e irreducibles del polinomio Pi{X) en 

K[X] es menor o igual que di. Cada uno de estos factores tiene grado 

múltiplo demci y su polígono de Newton consta de un solo lado, cuya 

pendiente es igual a —hi/ci. 

(b) Sea ^ e í^' una raíz de Pi{X) y ponemos L := K{9). Entonces 

el entero e¿ divide al índice de ramificación e{L/K) de la extensión 

L/K. Además, si di = 1, entonces el polinomio Pi{X) es irreducible 

en K[X], e{L/K) = ei, f{L/K) = m y PL = {<i>{6yITI>')OL, donde 

i, k son enteros cualesquiera tales que j hi — kei = l. • 

3.4. O b s e r v a c i ó n . En el caso di = 1, Ore ve, cuando prueba el teorema 

del índice, que el conjunto 

{9^°4>{ey^/7r^'''^^''^ : o < jo < m, o < i i < e¡} C OL 

es una base del C-módulo libre OL-

Después del teorema del polígono y del corolario de 3.3, nuestro in­

terés está en saber descomponer el factor Pi{X) en 0[X] cuando el entero 

di>2. El próximo teorema nos proporciona una ulterior descomposición de 

este factor, a partir de la descomposición en Fgj [Y] de su polinomio asociado 

{Pi)s¡{Y) = CiPsAY). 

3.5 . T e o r e m a . (Teorema del polinomio asociado) Sea P{X) 6 0[X] un 

polinomio mónico tal que el polígono N ° ( P ) no se reduce a un solo punto; 

es decir, tal que v,f,{P) < LÜ{P). Sean S un lado de N ° ( P ) y d, e, h sus 

datos. Sea 

PsiY)^cMYr---Myr'^ < ^ ^ K ^ 
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3 .6 . Def in ic ión . .4/ polinomio Qi{X) le llamaremos el factor de P{X) co­
rrespondiente al polinomio i{}{Y), a la pendiente -h/e y al polinomio ipi{Y) 
(o, pensando en el próximo capítulo, correspondiente al tipo {xpjh/cttii)). 

De nuevo con la ayuda del teorema del producto se obtiene la infor­
mación que nos preocupa de este factor Qi{X). 

3.7 . Coro lar io . Con las mismas hipótesis y notaciones que en el teorema 
anterior. Para cada i, l < i < g, se tiene 

(a) El número de factores mónicos e irreducibles del polinomio QiiX) 
en K[X] es menor o igual que aj . Cada uno de estos factores tiene 
grado múltiplo de mefi, su polígono de Newton consta de un solo 
lado, con pendiente —h/e, y su polinomio asociado a este lado es. 
salvo constante de I ^ j , igual a una potencia de ipi{Y). 

(b) Sea # € Q g ' una raíz de Qi{X) y ponemos L : = K(9). Entonces el 
entero m fi divide al grado residual /(L/K) de la extensión L/K. 
Además, si Oj = 1, entonces el polinomio Qi{X) es irreducible en 
K{Xl e{L/K) = e, f{L/K) = m / i y = h^Wi, donde 
j , k son enteros cualesquiera tales que j h- ke = 1. O 

la factorización del polinomio asociado PsiY) en producto de potencias de 
distintos polinomios mónicos irreducibles de Fgj [Y] con grado fi ~ gr(#s). 
Entonces el factor de P{X) correspondiente al polinomio t|í(F) y a la pen­
diente -h/e, dado por el teorema del polígono (cf. 3 .1 y 3.2), admite una 
factorización de la forma 

donde cada QiiX) € 0[X] es un polinomio mónico, de gradóme fiüi, cuyo 
polígono N{Qi) consta de un solo lado Ti, con datos fiUi, e, h, y cuyo 
polinomio asociado a este lado es igual a {Qí)TÍ (Y) = c#j(F)***, para algún 
elemento c¿ € . Además, para todo i, l < i < g, si & € es una 
miz de Qi(X) y ponemos •y{X) := 4)(XY/TT^ € tenemos que el valor 

= Oyque ^f{Y) = Irr ( ^ F , , , f ) , donde o € Gal(F,, / F , ) es el 
único automorfismo tal que cr{Q = 0 . 0 



§ 3. Teoremas del polígono y del polinomio asociado 25 

{(t>{e)(i)2{e)l-K^''+^^l^) OL si V es impar. 

3 .8 . O b s e r v a c i o n e s . (1). En el caso Oj = 1, Ore también ve, al probar el 
teorema del índice, que el conjunto 

{e^°<^(e) '̂V7rl̂ ''̂ /«l : O < io < m, O < i i < e / i } C OL 

es una base del C-módulo libre OL. 

(2). El teorema del polinomio asociado y el corolario de 3.7 no son suficientes 
para nuestros fines, ya que no siempre tenemos que el exponente o» es igual 
a uno. En efecto, consideremos el polinomio 

PiX) ~ + 27r <i>{Xf + T''AÍX) <PiX) + n^€ 0[X], 

con 1/ > 2 entero, y A{X) € 0[X] de grado menor que m y v{A) = 0. En­
tonces el polígono de Newton N ( P ) consta de un solo lado 5 , cuya pendiente 
es - 1 / 2 , y su polinomio asociado es PsiY) = {Y + T)^. 

A la vista del ejemplo dado en la observación (2) de 1.3, uno podría 
pensar que cambiando (p{X) por un adecuado "representante" de fpiY) 

4>'{X):=(f>{X) + TTM{X), M{X)eO[X], g r ( M ) < m , 

se nos podría arreglar la situación para poder aplicar el teorema del poli­
nomio asociado y el corolario de 3.7. Pero, es fácil comprobar en este mismo 
ejemplo que, para cualquier representante (í>'{X) que elijamos, el nuevo polí­
gono N(^,0í) (P) sigue siendo el mismo que antes y que su polinomio asociado 
también es (Y -I- T) . Nos quedamos pues sin poder aplicar los teoremas de 
Ore. 

En cambio, los resultados del próximo capítulo nos permitirán deducir 
en el acto de la igualdad 

PiX) = Mxf + iT''Aix)4>{x), MX)~<t>{xf + ̂ > 

que el polinomio P{X) es siempre irreducible en K[X]; además, si ^ € <!̂ ' 

es una raíz cualquiera de P{X) y L ~ K{6), con ellos se obtendrá que el 

valor v{<t>2{e)) = (21/+ l ) / 4 , eiL/K) = 4, f{L¡K) = m, el ideal 

{(Í>2{B)h'''^)0L s i l / e s par. 
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y que el conjunto 

{0io4>i9y'4>2i6yy^^^^''^^^'"^^^'^^^*^ : o < io < TO, Ji,J2 € { 0 , 1 } } C Oi 

es una 0-base de Oi. 

(3). Fijado el primo p, Ore también demuestra que todo cuerpo de números 
tiene un elemento entero, primitivo sobre Q , tal que para su polinomio 
irreducible sobre Q (trabajando en K :=Qp) siempre se obtiene que todas 
las Oj son uno (cf. [Or 24]) . Por tanto, después de los trabajos de Hensel, con 
este polinomio podríamos encontrar la descomposición del primo p en este 
cuerpo. Desgraciadamente, esta demostración no es constructiva cuando 
uno parte de un polinomio arbitrario definidor de dicho cuerpo. 

(4). En [ M o - N a 9 2 ] se obtiene una condición computable, más débil que 
la condición anterior a¿ = 1, bajo la cual todavía es posible obtener la 
información que nos interesa sobre el polinomio Qi{X). 

(5). Sea P{X) € 0[X] un polinomio mónico, irreducible, con a := w(P) > 1 
y distinto de 4>iX). Entonces PiY) = "^(F)", y el teorema del polígono nos 
dice que el polígono N ( P ) consta de un solo lado 5 , cuya pendiente -h/e es 
negativa, y que v{(p{6)) - h/e para cada raíz 9 de P ( X ) . Además, el teorema 
del polinomio asociado nos dice que el polinomio asociado P s ( F ) es (salvo 
constante) una potencia, i)i(Yy\ de un polinomio mónico e irreducible 
i^i {Y) € F,, [Y], y que (Y) = Irr F „ , f ) para cada raíz 6 de P(X) 

tal que ^ = C. donde 7 ( X ) := 4>{Xy/iT'^. De hecho, podemos dar una 
descripción explícita de todas las raíces del poünomio asociado a partir de 
las de PiX). Concretamente, se tiene la igualdad 

Ps{Yr = c n (y-W)), 
seZiiP) 

para algún elemento c 6 i ^ j , donde el conjunto 

ZiiP):={0eírp •.Pi9) = 0,e = Q. 

En efecto, observemos que el cardinal # 2 i ( P ) = a = g r ( P ) / m y que, por el 
lema de 1.2, también a = efi ai, donde fi := gr(i/)i). Fijemos un elemento 

0 € 2 i ( P ) , y pongamos L := K{0). Sea Ki la extensión no ramificada de 
K de grado m; así, el cuerpo Ki C L, el grado [L : Ki] = a y el cuerpo 
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§4. Teoremas de la resultante y del índice 

Estamos interesados también en determinar con el polígono ia valoración 

p-ádica del discriminante absoluto de un cuerpo de números, a partir de 

cualquier ecuación definidora de dicho cuerpo. Para ello es útil introducir 

la noción de "índice local" de un polinomio mónico y sin raíces múltiples 

d e O [ X ] (cf. [ N a 8 3 ] ) . 

Sea P{X) € 0[X] un polinomio mónico e irreducible. Sean 6 € 

una raíz áe P{X) y L := K{d). Trabajando con los factores invariantes de 

0{6] en Ol (ambos considerados como 0-módulos) , y teniendo en cuenta 

que para todo elemento A € O, A ^ O, el anillo cociente O/AO es finito 

con q^^^'' elementos, obtenemos la igualdad 

[OL : 0[e]) = q 

residual F^i = F^^. Ponemos ahora F{X) := 1ITÍJ{0),KUX) 6 ORAX] 

y n := gr(F) . Entonces se tiene que el grado [L : Ki{j{9))] = o / n , y que 

F ( F ) = y F Í F ) " / " = ^ i ( r ) " ' . Por consiguiente, para ver la 

igualdad que antes hemos afirmado se ha de probar que 

F(Yr/n^ N {y~W)). 
e'eZi(P) 

Para ello, consideremos las a /íi-inmersiones, ai,...,aa, áe L = Ki{0) en 

. Cada ai{9) es una raíz de P{X) y además ai(9) = ya que el polinomio 

irreducible lxi{e, Ki,X)eOK,[X] reduce a. (Y - en F„ [Y]. Por tanto, 

el conjunto {(Ti{6),...,(7a(0)] - Zi{P) y obtenemos que 

con lo cual se prueba lo que se quería. 

Después de la segunda observación anterior, en el próximo capítulo 

nuestro interés se centrará en descomponer por completo en 0[X] el factor 

Qi{X) del teorema de 3.5, cuando a¿ > 2, a partir de información contenida 

en nuestro polinomio original P{X). 
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donde A(Q(^)) denota el discrimínate absoluto de 

(3). i{(i>) = O, ya que 0 ( 7 ) = ip{Y) es irreducible en F, [Y]. 

Después de la segunda observación anterior, estamos interesados en 

calcular con el polígono el entero i (P) . Por la definición de 4.1 para hallar 

este entero necesitamos calcular los enteros i(Pi) y los valores í;(Res(Pi, P , ) ) . 

Aunque en la práctica no conoceremos explícitamente una factorización de 

para algún entero i (P) = ÍK{P) > 0. Además, tenemos también la relación 

v(A{P)) = 2i{P)+v{A{L/K)), 

donde A(P) (resp. A{L/K)) denota el discriminante del polinomio P{X) 

(resp. el discriminante de la extensión L/K). 

Ahora, sea P{X) € 0[X] un polinomio mónico y sin raíces múltiples, 
3 

y sea P(X) — JJPi(JÍ) su factorización como producto de polinomios 
i= l 

mónicos e irreducibles de 0[X]. 

4 . 1 . Def inic ión. Definimos el entero no negativo 

i ( P ) = i ^ ( P ) : = ¿ i ( P , ) + E K R e s ( P i , P , ) ) € N , ( 1 . 4 . 1 ) 
i= l l < i < j < S 

donde Res(Pi ,P,) denota la resultante de los polinomios PiiX) y PjiX). 

4 .2 . Observac iones . (1). Teniendo en cuenta la bilinealidad de la resul­
tante respecto del producto, la igualdad de (1.4.1) es válida a posteriori para 
cualquier descomposición de P{X) como producto de polinomios mónicos 
de 0[X] (no necesariamente irreducibles). 

(2). Si P(X) e Z[X] es un polinomio mónico e irreducible, entonces el entero 
ÍQp(-P) (pensando P{X) € 1p[X]) coincide con la valoración p-ádica del 
índice usual, ind(P), del polinomio P{X) (cf. [ O r 2 6 ] , [Se 79]). Recordar 
que el entero ind(P) := {R : Z[9]) > 1, donde 9 es una raíz cualquiera de 
P{X) y i2 es el anillo de enteros del cuerpo de números Q(^), y que se tiene 
la relación 

A ( P ) = ind(P)2A(Q(^)), 
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R^{P,Q) : = m 

donde el entero 

( \ 
Y,mm{EiH'pE'^Hi}+e^{P,Q) G N , 

9 S' 
e^{P, Q) := vM • E + • E ^ i ^ ^• 

i=i i=i 

4.4 . O b s e r v a c i o n e s . (1). Si alguna de las dos partes principales N^ ,̂ (P) 

y N^^ (Q) se reduce a un solo punto (lo cual pasa cuando alguno de los dos 

polinomios es de la forma (p{X)°'R{X), con a > O entero y R{X) G 0[X] tal 

que R{Y) no es divisible por ip{Y)), entonces entenderemos que el entero 

R^(P,Q) ~m-e^{P,Q). 

P ( X ) en 0[X], podemos obtener información de i (P) a partir del polígono 
de P ( X ) . En esta línea se encuentran dos resultados fundamentales que 
exponemos seguidamente; uno de Nart, sobre el cálculo de la valoración de 
la resultante de dos polinomios, y otro de Ore, sobre el cálculo del entero 
i(P). Para cada polinomio mónico e irreducible IIJ{Y) £ FglY], fijamos un 
polinomio mónico 4>{X) G 0[X] que reduzca a.tp{Y). 

Sean P{X),Q{X) e 0[X] dos polinomios mónicos y sin raíces co­
munes. Nos interesa calcular con el polígono el entero v{Res{P,Q)). Re­
cordemos que dados explícitamente los dos polinomios, sabemos calcular 
directamente la resultante Res(P, Q) (por ejemplo, usando la idea del algo­
ritmo de Euclides); pero, en general, éste no será nuestro caso, ya que tan 
solo tendremos información de sus polígonos y de sus polinomios asociados. 
Recordemos también que se tiene la equivalencia 

t)(Res(P,Q)) = 0 P ( F ) y Q{Y) no tienen factores comunes ( e n F j F ] ) . 

Consideremos ahora un polinomio mónico e irreducible tpiY) 6 F?!!^]. 
Sean Si,... ,Sg (resp. S'i,... ,S'g,) los lados del polígono N^^ (P) (resp. 
N°^^^j((5)), y sean Ei, Hi (resp. Ep H'j) las longitudes de las proyecciones 
sobre los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, de cada lado Si 
(resp. S'j). 

4 .3 . Def in ic ión . Definimos el entero no negativo 
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(2). En nuestras aplicaciones, el entero e^(P,<3) será siempre nulo, ya que 

tendremos % ( P ) = %(<3) = 0. 

4 . 5 . T e o r e m a . (Teorema de la resultante) Sean P(X), Q{X) 6 0[X] dos 

polinomios mónicos y sin raíces comunes. 

(a) Tenemos 
viRes{P,Q))> ^ R , , , ( P Q ) , 

donde la suma anterior está extendida sobre todos los factores móni­
cos e irreducibles ^ ( F ) e F^fF] comunes a P ( F ) y a Q ( F ) . 

(b) La igualdad vale en (a) si y sólo si para cada factor mónico e irre­
ducible común a P ( F ) y a Q{Y) no hay dos lados, S y S', de los 
polígonos N°j,^^^(P) y ,^j(Q) con la misma pendiente y polinomios 
asociados, P s ( F ) y Q s ' ( F ) , con factores comunes (en Wg^lY]). • 

Pasemos ahora a interesarnos de nuevo por el índice local, i (P) , de 
un polinomio P(X) € 0[X] mónico y sin raíces múltiples. Consideremos 
otra vez un polinomio mónico e irreducible V'(F) € F5[F]. Sean Si,...,Sg 
los lados del polígono N^„_^)(P), y sean di,ei,hi,Ei := die^Hi := dihi ios 
datos asociados a cada lado Si. Suponemos ordenadas las pendientes de 
forma que —hi/ei < ••• < —hg/cg. 

4.6 . Def in ic ión . Definimos el entero no negativo 

HiP) :=m( iO (P) + € ^ ( P ) ) € N , 

donde los enteros 

iUP)--=lÍ^iEiHi-Bi-Hi + di)+ J2 EiHj^V, 
i= l 1<»<J<S 

e ^ ( P ) : = M P ) - ¿ i í i € N . 
i= l 

4 .7 . O b s e r v a c i o n e s . (1). Si el polígono N^ .̂ (P) se reduce a un 

solo punto (es decir, % ( P ) = u;(P)), entonces entenderemos que el entero 
i^(P) := 0; así, i^(^) = 0. 
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(2). El entero i^(P) es igual al número de puntos de coordenadas enteras 
del recinto acotado delimitado por el polígono N | ^ ¿ j ( P ) , el eje de abscisas 
y la recta vertical de ecuación a: = t;^(P), incluyendo los puntos que están 
sobre los lados del polígono N^^ ,^)(P), excepto el origen del primer lado y 
el final del último lado, y excluyendo los puntos que están sobre estas rectas 
(ver figura 1.2). 

(3). En nuestras aplicaciones, el entero €^(P) será siempre nulo, ya que 
tendremos que nuestro polinomio P{X) no será divisible por <f}{X). 

F i g u r a 1 . 2 . i | ( P ) 

El siguiente teorema de Ore, por una parte, nos muestra lo que nos 
"comemos" del entero i (P) con el polígono de primer orden y, por otra, nos 
proporciona una condición suficiente para asegurar que ya hemos terminado 
de calcularlo con él. 

4 .8 . T e o r e m a . (Teorema del índice) Sea P{X) € 0[X] un polinomio 

mónico y sin raíces múltiples. 

(a) Tenemos 

i ( p ) > EMP). 
donde la suma anterior está extendida sobre todos los factores móni-

cos e irreducibles i^{Y) e W¿Y] de 7{Y). 

(b) Si para cada factor mónico e irreducible de P{Y) todos los polinomios 

asociados al polinomio P{X) y a los lados del polígono N°^, ,jj^(P) no 

tienen raíces múltiples, entonces vale la igualdad en (a). • 
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4 .9 . Observac iones . (1). En general, el teorema del índice no es suficiente 
para calcular el valor exacto del entero i(P) para cualquier polinomio PiX). 
En el ejemplo dado en la observación (2) de 3.8, el teorema nos dice sólo 
que i(P) > 2m, puesto que la condición de la parte (b) no se satisface. 

(2) En el teorema 2 de [ M o - N a 9 2 ] se da una condición necesaria y sufi­
ciente para que valga la igualdad en la parte (a) del teorema de 4.8. Esta 
condición también es computable en términos del polinomio PiX). Así, en 
el ejemplo citado anteriormente nos dice que i (P) = 2m si y sólo si v = 2. 
De hecho, de los resultados del próximo capítulo se deducirá que en ese 
ejemplo el entero i (P) = um. 



CAPÍTULO 2 

Polígonos de Newton de orden 
superior 

En este capítulo, desarrollamos inductivamente la teoría de los polígonos 
de Newton de orden superior. Esta teoría imita, generaliza y completa la 
teoría del polígono de Newton (de orden uno) de Ore expuesta en el capítulo 
anterior. Además, esta teoría nos permitirá extraer un algoritmo eficiente 
para obtener la descomposición de los primos racionales en cualquier cuerpo 
de números, dado por una ecuación definidora arbitraria, y el vador del 
discriminante absoluto de dicho cuerpo (cf. capítulo 3). 

§1. Notaciones, hipótesis de inducción y tipos 

A lo largo de todo este capítulo p denotará un primo racional fijado, y ^ 
y I^' denotarán clausuras algebraicas fijadas de % y Fp j respectivamente. 
Para cualquier extensión finita L de Qp, L C , denotamos por vt la 
valoración standard de normalizada de forma que VL{L*) = por OL 
su anillo de valoración en L, por pi, su ideal maximal, y por Fx, su cuerpo 
residual, el cual lo supondremos inmerso en ¥ ^ de manera que todas las 
aplicaciones de reducción OL —> FX,, denotadas por o i-> a, sean compati­
bles. Para un polinomio irreducible <A(Jf) £OL[X] (resp. i¡){Y) € F ^ Í F ] ) 

denotaremos por (resp. v^,) la valoración del cuerpo L{X) (resp. F i ( F ) ) 
asociada a este polinomio. 

Tomamos una extensión finita K" de Q, , X C como cuerpo base 
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Y ponemos v:= VK , O := OK Y P •= PK • Además, fijamos un uniformizante 

TT E O de u, Y denotamos por qo al número de elementos del cuerpo finito 

Fijamos un entero r > 2 Y un tipo de orden r — 1 

t r _ i : = {ipo;hi/ei,^i;.. .•,hr-\/er-i,ipr-i), 

donde ipoiy) 6 ^go 1̂ 1 es un polinomio mónico irreducible de grado fo Y para 

cada i, l < i < r- 1, hi,ei > 1 son enteros primos entre si Y xpiiY) e ¥q. [Y] 

es un polinomio mónico irreducible de grado / , con término constante no 

nulo, donde QÍ := (?¿_i)-^*-' = (90)-^° ••̂ '" •̂* Además, ponemos eo := 1 Y 

Qr := (q-r-i)^"""^ = {qQy°"'-^'"'^• Así mismo, fijamos una raíz Co £ de 

ipo{Y) y para cada ¿, 1 < ¿ < r - 1, fijamos una raíz Q 6 IF '̂ de ipi{Y) Y un 

entero h tal que hiU = 1 (mod e¿). Nótese que cada cuerpo F , ¡ (Ci) = F , ; ^ ; . 

Al tipo t ° _ i := {tpo;hi/ei,ipi;...;hr-2/er-2,Í'r-2;hr-i/er-i) (qui­

tamos el polinomio ipr-iiY) del tipo t r - i ) le llamaremos tipo reducido de 

orden r — 1. 

Denotaremos por vi a la valoración discreta V\K de K extendida a 

K{X) de manera que i>i(X) = O, Y por ui a la pseudo-valoración de K{X) 

respecto de la valoración vi que proviene del polinomio ipo{Y) (cf. §1 del 

capítulo 1). Ponemos (¡)oi^) '•= ^, "^o '•— fijamos un polinomio mónico 

arbitrario (f>i{X) e 0[X] con grado igual a m i : = m o C o / o - fo y tal que 

^ ( Y ) = tpo{Y) en Fga [Y]. Nótese que el valor vi{^i) = O Y que u)i{^i) = 1. 

En el capítulo anterior se ha expuesto la teoría de Ore del polígono 

de Newton (de orden uno) a partir del tipo (tpo) de orden O, del par de 

valoración {vi, lji) Y del polinomio (f>i {X). La teoría del polígono de Newton 

de orden r se desarrollará inductivamente a partir del tipo t ^ - i , de un par 

de valoración {vt,u>t) asociado a t j — i , que será construido en la §2, Y de 

un pohnomio (l)riX) "representante" de grado mínimo de t r - i , que será 

construido en la §3. 

Algunos de los resultados (resp. las definiciones) de este capítulo serán 

probados por inducción sobre r (resp. serán dadas inductivamente). En 

* Cuando se trabaja en orden r con un tipo t ^ - i de orden r— 1 que tiene 

s eslabones {hi/e^xpi) que satisfacen ej/j > 1, de hecho se está trabajando 

en nivel s + 1 (cf. §2 del capítulo 3). 
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orden uno estos resultados (resp. estas definiciones) son debidos a Ore y 
han sido expuestos en el capítulo anterior. Por tanto, hacemos la siguiente 
hipótesis de inducción: 

S u p o n e m o s que todos los resultados (resp. las definiciones) de este capítulo 
son válidos (resp. han sido dadas) en orden i, para 1 < i < r — 1. 

Si r > 2, para cada i, í <i <r—2, denotamos por Vi+i a la valoración 
de K{X) asociada inductivamente a la terna {vi,^i,hi/ei) y por uji+i a la 
pseudo-valoración asociada inductivamente a la cuaterna {vi,<j)i,hi/ei,xlji) 

(cf. §2), y fijamos un polinomio mónico arbitrario 0 i + i ( X ) € 0[X] de grado 
rrii+i '•= niieifi = eo/o • • -ej/ i que satisfaga las propiedades siguientes (cf. 
§3 y §4): 

(a) El polígono Nj(i5Íi¡+i) := N(v ;_0 . ) ( (^ j+ i ) consta de un solo lado, cuya 
pendiente es igual a - / i j / e j . 

(b) El polinomio asociado (en orden i) al polinomio (^¿+i(X) y a este lado 
es Ciipi{Y), para algún elemento Ci € FJ.. 

Además, ponemos rur := rrir-ier-ifr-i = eo/o • ••er-iU-i-

A partir de ahora, pensaremos el tipo t r_ i junto con una elección de 
los polinomios (pi{X), 1 < i < r - 1. 

Para cada i, l < i < r — 1 , definimos recurrentemente las siguientes 

fracciones racionales de K{X) asociadas al tipo t ^ - i 

MX):=X, 7o(X) 

IliiX) := 1. 7ri(X) 

^ ^ w - Ü t ' ^^^^ 

= x, 
= 7r. 

donde lí := {hili - 1)1 e Z, Observemos que cada una de estas fracciones 

racionales puede ser escrita en la forma 

# ( n ) ( X ) := 7r"Vi(^)"^ • • • <t>r-i{X)^-', 

para cierto n := (no ,« i ) • • • jJ^r-i) S Z*". Además, tenemos que cada 

ní4-i(X) = n7r,-(X)^íí^-*^'-''^-/^í, 
j = l 
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y también que cada 

^i{x) = ---4>i{x), ji{x) = ---uxr, 
Ui+r{X) = ---, ni+iiX) = ---<í>iiXy\ 

donde los puntos suspensivos a continuación de una igualdad indican un 

producto de potencias enteras de TT y de los (pjiXY' con 1 < i < ¿. 

A continuación, introducimos una definición que usaremos con fre­

cuencia en el resto de este capítulo. 

1.1. Def in ic ión. Sea P{X) € 0[X] un polinomio mónico. Diremos que 

P{X) tiene tipo de orden r — l igual a { t r - i } cuando P{X) no sea divisible 

por ningún polinomio (j)i{X) (l < i < r — 1), satisfaga la propiedad 

(O.b) P{Y) = VoíF)"" en ¥g^ [Y], para algún entero üq > 1. 

y para cada i, 1 < i < r - l, satisfaga las propiedades siguientes 

(¿.a) El polígono N ¡ ( P ) consta de un solo lado, cuya pendiente es igual a 

-hi/ei. 

(i.h) El polinomio asociado (en orden i) al polinomio P{X) y a este lado 

es Ciipi{Yy' en ¥g.[Y], para algún elemento Ci £ ¥*g. y para algún 

entero Oj > 1. 

Diremos que un entero algebraico 6 € í^' tiene tipo de orden r — l 

igual a {tr-i} cuando lo tenga su polinomio irreducible sobre K. 

Acabamos esta sección viendo una caracterización de los polinomios 

que tienen tipo de orden r - 1 igual a { t r _ i } . 

1.2. P r o p o s i c i ó n . Sea P{X) € 0[X] un polinomio mónico. Entonces las 

condiciones siguientes son equivalentes: 

(1) P{X) tiene tipo de orden r - 1 igual a {tr-i}. 

(2) P{X) no es divisible por ningún polinomio (piiX) (l < i < r - 1), 

tiene grado múltiplo de mr-\ y satisface las propiedades (r — La) y 

(r - l .b) de la definición de 1.1. 

Además, cuando alguna de las dos condiciones anteriores se satisface, te-
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nemos las relaciones 

ao = eifi • • - e r - l / r - l O r - l , 

gr(P) = mr-iar-2 = mj.Or_i , 

Vr-i{P - {<i>r-ir'-n > Vr-l{P) . 

DEMOSTRACIÓN. Comenzamos suponiendo que se satisface la condición (1). 

Veamos entonces que el entero QQ = ^ifi •• • e r - i / r - i f l r - i y que el grado 

gr(P) = mr-iür-i - m r O r - i , con lo cual quedará probada la condición 

(2). Puesto que gr(P) = g r ( P ) = /QOO, por la propiedad (O.b), entonces 

nos bastará con probar que a¿_i = ei/iOj para cada entero i, 1 < i < r — 1. 

Pero, por la propiedad {i — l.b) es Wi(P) = O j - i , y por el lema de 4.2 en 

orden i y las propiedades (i.a) y (í.b) tenemos 

Wi{P) = %,.(P) + Bifiai = Cifiai. 

De ahí la igualdad aj_i = eifiüi. 

Ahora, supongamos que se satisface la condición (2). Probemos que 

entonces se satisface la condición (1) y que ü r - i ( . P - (^r-i)"'"^) > iJr~i{P); 

con lo cual quedará demostrado el resto de la proposición. Ponemos gr{P) = 

rur-ia, con a > 1 entero. Así, por la propiedad (r - 1.a) y el lema de 4.2 

en orden i— 1, podemos escribir 

P{X) = <l>r-l{Xr + R{X), 

donde el polinomio R{X) e 0[X] tiene grado menor que m^- ia y satisface 

que el valor Vr-i{R) > Vr-iiP). Si r = 2, entonces vi{R) > O y P ( F ) = 

tpoiy)"; con lo cual hemos acabado. Supongamos, por tanto, que r > 3. Por 

las propiedades (a) y (b) que satisface el polinomio (j>r-i{X) y el teorema 

del producto (cf. 6.1) en orden r — 2, tenemos que el polinomio (f>r-i(X)°' 

satisface las propiedades (r - 2.a) y (r - 2.b) de la definición de 1.1, para 

ar-2 = a. Por la parte (e) de la proposición de 2.2 en orden r - 1 , obtenemos 

entonces que el polinomio P ( X ) también satisface las propiedades (r - 2.a) 

y (r - 2.b) de la definición de 1.1, para ar-2 = a- Aplicando esta misma 

proposición en orden r — 1, se tiene entonces que P{X) tiene tipo de orden 

r - 2 igual a {{tpo; / i i / e i , 0 i ; . . . ; / i r - 2 / e r - 2 , ^ r - a ) } - Con esto vemos que se 

satisface la condición (1) y la desigualdad que queríamos. • 
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§2. El par de valoración (vr , a;̂ ) 

Comenzamos esta sección definiendo con el polígono de Newton una valo­
ración discreta Vr de KiX) asociada al tipo reducido t°_ i (o si se quiere, 
asociada a la terna ( v r - i , ^ r - i ) ^ r - i / c r - i ) ) y una pseudo-valoración 
respecto de Vr (cf. §1 del capítulo 1) asociada al tipo t r - i (o si se quiere, 
asociada a la cuaterna ivr-i,(f>r-i,hr-i/er-i,ipr-i))- Valoraciones de este 
tipo fueron introducidas, y estudiadas sus propiedades, por MacLane (cf. 
[Ma36a] ) . Después calcularemos los valores de los polinomios (piiX) y de 
las fracciones racionales, definidas en la sección anterior, asoc iada a nues­
tro tipo de orden r - 1; en particular, veremos que Vrinr) = 1, lo cual nos 
dirá que el grupo de valores de Vt es Z y que iCriX) es un uniformizante 
para Vr. Finalmente, calcularemos explícitamente el cuerpo residual de esta 
valoración; en particular, recuperaremos con el polígono la estructura del 
cuerpo residual dada por MacLane (cf. corolario 12.2 de [ M a 3 6 a ] ) . 

Denotamos por Tr-i al monoide formado por los segmentos del plano 
euclideo con pendiente -hr-i/Cr-i (cf. §2 del capítulo 1). Consideramos el 
homomorfismo de monoides 

ílr-i : Tr-1 1 

definido por H^- i (S) := ftr-ia+er-i/3, donde (a , 0) es un punto cualquiera 

Del hecho que cada polinomio 4>iiX) es irreducible en K[X] (cf. parte 
(a) del corolario de 3.4 en orden i) y del teorema del producto (cf. 6.1) en 
orden r - 1, se deduce el siguiente 

1.3. Corolar io . 

(a) Si P{X), QiX) e 0[X] son dos polinomios mónicos que tienen tipo de 

orden r - 1 igual a { t r - i } , entonces su producto PiX) Q(X) también 

lo tiene. 

(b) SiP{X) 6 0[X] es un polinomio mónico que tiene tipo de orden r-1 
igual a {tr-i} y Q{X) G 0[X] es un polinomio mónico de grado > 1 
que divide a PiX), entonces QiX) también lo tiene. • 



§ 2. El par de valoración {vr, ojr) 39 

del segmento S € Tr-i- De esta forma tenemos que la recta con pen­

diente -hr-i/cr-i que contiene a S corta al eje de ordenadas en el punto 

( 0 , H r _ i ( S ) / e r - i ) , y que H r _ i ( 5 ) e Z si y sólo si esta recta contiene al 

menos un punto (y por tanto infinitos puntos) con coordenadas enteras. 

Dado un polinomio no nulo PiX) € 0[X], denotamos por S r - i ( P ) 

el segmento con pendiente - / i r - i / c r - i del polígono "Nr-iiP) (cf- §4), por 

Lj._i(P) la recta con pendiente -hr-i/er-i que contiene a S,—i(P), cuya 

ecuación es 

Lr-l (P) : hr-lX + Er-iy = (S^_i (P)) , 

y por F r - i ( P ) el polinomio asociado (en orden r — 1) al polinomio P{X) 

y al segmento S r _ i ( P ) (cf. §4). Por el teorema del producto (cf. 6.1) en 

orden r - 1, tenemos definidos entonces dos homomorfismos de monoides 

S._i : 0{X] N. {0} ^ r . _ i , F , _ i : 0[X] \ {0} F,,_, [F] \ {0} , 

con la imagen Im ( H r - i o S r - 1 ) C N. 

2 . 1 . De f in i c ión . Para un polinomio no nulo P{X) € 0[X], definimos 

VriP) := H , _ i ( S . _ i ( P ) ) e N, uJriP) := ( F , _ i ( P ) ) € N, 

donde recordemos que Vf^_.^ denota la valoración de ¥q^_^{Y) asociada al 

polinomio irreducible ^ r - i ( F ) . Pora una fracción racional R{X) € K{X)*, 

definimos 

Vr{R) := Vr{P) - VriQ) E Z, W , ( P ) := UJriP) " MQ) € Z , 

donde P{X),Q{X) € 0[X] son polinomios no nulos tales que R{X) = 

P{X)IQ(X). Además, convenimos que Ur(0) := +oo . 

De este modo tenemos que las aplicaciones Ur, Wr : K{X)* -> Z están 

bien definidas y son homomorfismos de grupos. 

2 . 2 . P r o p o s i c i ó n . 

(a) El homomorfismo Vr : K{X)* —)• Z determina una valoración discreta 

de K{X) que extiende a la valoración v\a de K con índice ei • • • Cr-i • 
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(b) Si P{X) = Y, MX) 4>r-i{XY es el desarrollo ^r-i-ádico de un poli­

nomio P[X) € 0[X] (cf. §4;, entonces 

Vr{P) = mm{er-lVr-liAi) + Í{er-lVr-li<l>r-l) + K-i) : í > 0} . 

En particular, se tiene que 

VriP) = er-lVr-l{P) SÍ gr(P) < rOr-l, 

Vri<í>r-l) - er-lVr-l{4>r-l) + K-l, 

VriP)^mm{vr{Ai<Pr-n:i>0}. 

(c) Si P{X) 6 0[X] es un polinomio no nulo, entonces 

Vr{P) > e r - l t ) r - l (P ) , 

Vr{P) = er-lVr-l{P) ^ = 0. 

(d) Sea tn := ITO[X] + (pi{X)0[X] el ideal maximal de 0[X] generado 

por w y por (piiX). Para todo polinomio P{X) G 0[X] tenemos que 

Vr{P) = 0 ^ V2ÍP) = O ^ P{X) i m. 

En particular, se tiene que 

Vr{X) = Q ^ w i ( X ) = 0 ^ ^ o ( F ) # r . 

(e) Si P{X),Q{X) 6 0[X] son polinomios no nulos, entonces 

Vr{P-Q)>Vr{Q) ^ Sr-l{P) = Sr-liQ) yFr-liP) =Fr-l{Q). 

DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis de inducción, sabemos que V r - i es una va­

loración de K{X) que extiende a la valoración v de K con índice ei • • • er - 2 -

Para todo Ae O, A^íQ, tenemos que Sr-i{j4) = {{0,Vr-i{A))}; de donde, 

VriA) = er-lVr-l{A) = €1 • • • er-lV{A). 

Sean P{X),Q{X) 6 0[X] polinomios no nulos y supongamos que 

VriP) ^ VriQ)- Entonces los puntos del diagrama D r _ i ( P + Q) (cf. §4) 

están por encima de o sobre la recta L r - i (P); por tanto, VriP+Q) > Vr{P). 

Con esto terminamos de probar la parte (a). 
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Para la parte (b) basta con observar que para cada i la recta con 

pendiente - / i r - i / c r - i que pasa por el punto {i,Vr-i{Ai^r~i^)) está por 

encima de o coincide con la recta L r _ i ( P ) , y hay coincidencia cuando el 

punto pertenece al segmento S r - i ( P ) . 

La parte (c) es una consecuencia inmediata de las partes (b) y (c) del 

lema de 4.2 en orden r — 1. 

Veamos la parte (d). Aplicando reiteradamente la parte (c), obtene­

mos que 

v,iP) = O ^ Vr-i{P) = O y a; ,_i (P) = O 

4=^ v i ( P ) = O y wi (P) = . . • = W r - i ( P ) = 0. 

Pero, por la parte (b) de la proposición de 2.3 en orden < r — 1, sabemos 

que 

a;i(P) > ••• > W r - i ( P ) . 

Por consiguiente, se tiene que 

VriP) = 0 ^ vi{P) = o y w i ( P ) = O 

^ ^ o ( F ) | P ( F ) e n F , j F ] 

^ PiX) i m. 

Finalmente, vamos a demostrar la parte (e). Escribimos PiX) — 

Q{X) +RiX), con R{X) € 0\X]. Supongamos primero que VriR) > VriQ). 

Entonces, por la parte (b), todos los puntos del diagrama D r - i ( i ? ) es­

tán por encima de la recta L r - i ( Q ) . Por tanto, tenemos que S r - i ( P ) = 

Sr-iiQ) ='• S y> por la^ observaciones (6) y (4) de 4.4 en orden r - 1, que 

F , _ i ( P ) = PsiY) = QsiY) + RsiY) = QsiY) = F . - i ( Q ) en F , , _ j y ] . 

Recíprocamente, supongamos ahora que S r - i ( P ) = S r - i ( Q ) = : S y que 

Fr . - i (P) = F r _ i ( Q ) . Entonces tenemos VriP) = VriQ) = : u, VriR) > u, 

PsiY) = QsiY) + RsiY) y RsiY) = 0. Hemos de ver que VriR) > u. 

Si fuera VriR) = u, entonces tendríamos que Sr- i ( i? ) C 5 ; luego, por la 

observación (3) de 4.4 en orden r — 1, para cierto s € N tendría que ser 

RsiY) = Y'Fr-iiR)¥^0. • 
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2 . 3 . P r o p o s i c i ó n . 

(a) El homomorfismo ujr : K{X)* —^"Les una pseudo-váloración de 

K{X) respecto de la valoración Vr (cf. §1 del capítulo 1) que satisface 

UriK') = { 0 } . 

(b) Para todo polinomio no nulo P{X) € 0[X] tenemos la desigualdad 

UJr-l(P) > + er-lfr-lt^riP). 

(c) Si P{X) € 0[X] es un polinomio no nulo, entonces 

iJr{P)=0 ^ P s ( C r - l ) # 0 , 

donde PsiY) € Fg,._i [Y] es el polinomonio asociado (en orden r — 1) 

al polinomio PiX) y al segmento S := S r - i ( F ) . Además, tenemos 

LüriP) =0 si gr(P) < mr. 

D E M O S T R A C I Ó N . Si A e O, A ^ Q, entonces, como el segmento S r - i ( A ) = 

{iO,Vr-iiA))}, el polinomio Fr- i ( i4 ) = c £ por tanto, u)riA) = 0. 

Esto prueba que oJriK*) — { 0 } . 

Sean ahora PiX), QiX) G 0[X] polinomios no nulos y supongamos 

que VriP) = •Wr(Q) =•• u y que uiriP) < Wr(Q)- Para acabar de demostrar 

la parte (a) de la proposición hemos de ver que VriP + Q) = u y que 

UriP + Q) — Wr(P) - Consideremos el mínimo segmento S que contiene a 

S r - i ( P ) y a Sr-i(<3); entonces tenemos que H r _ i ( 5 ) = u y que la abscisa a 

(resp. a+dcr-i) de su origen (resp. final) es igual al mínimo (resp. máximo) 

de las abscisas de los orígenes (resp. finales) de S r _ i ( P ) y Sr-iiQ). Los 

puntos del diagrama Dr-i(P+<5) (cf. §4) con abscisa menor que a o mayor 

que a + de^- i están por encima de la recta con pendiente -hr-i/cr-i que 

contiene a S. Si fuera VriP + Q) > u, tendríamos S r - i ( P ) = S r _ i ( - Q ) 

y F r _ i ( P ) = F r _ i ( - Q ) , por la parte (e) de la proposición anterior; de 

donde, obtendríamos que Wf.(P) = W r ( - Q ) = UriQ). Por consiguiente, 

VriP + Q) = u y S r - i ( P + Q) Q S. Además, como claramente (por las 

observaciones (3) y (6) de 4.4 en orden r - 1 ) tenemos que 

Y'Fr-iiP + Q) = iP + Q)siY) 

= PsiY) + QsiY) 

= Y''Fr-liP)+Y'"Fr-iiQ), 
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para ciertos s,s',s" € N, entonces Ur{P + Q) = Wr(-P). 

La parte (b) es consecuencia de la partes (a) y (c) del lema de 4.2 

en orden r - 1, y del hecho que la longitud de la proyección sobre el eje de 

abscisas del segmento S r - i ( P ) siempre es > e r - i / r - i W r ( P ) . 

Por último, la parte (c) se obtiene teniendo en cuenta que el poli­

nomio V'r - i (F ) = I r r ( C r - i , F 5 , _ i , r ) , y que, si el grado gr(P) < nir = 

m r - i f i r - i / r - i , la longitud de la proyección sobre el eje de abscisas del seg­

mento S es < C r - i / r - i y el grado gr(Ps) < fr-i = gi:{ipr-i). • 

A continuación, vamos a calcular la valoración Vr de los polinomios 

4>i{X) y de las fracciones racionales $ Í ( X ) , JÍ{X), n i + i ( X ) y 7ri+i(X), para 

1 < í < ~ 1 (cf- §!)• Antes veremos el siguiente 

2 . 4 . L e m a . Sean i,j enteros tales que 1 <i < j <r — 1. 

( a ) Si mi = rrii+i, entonces U i + i { ^ ¿ + i - ^ i ) = Vi+i{(f>i+i) = Vi{<f)i) + hi. 

(b) Si mi = mj, entonces Vj{P) = «¿(P) paro todo polinomio P{X) € 

0[X] de grado menor que mi. 

(c) Si mi = ruj, entonces Vj{<}>j — <j>i) = Vi.^.i{<f>i+i). 

DEMOSTRACIÓN. Comenzamos probando la parte (a). Si = mj+i , el 

polinomio <f>i+i{X) - (¡>i{X) tiene grado menor que m,- y el desarrollo (pi-

ádico del polinomio ^¿4.1 ( X ) es 

= {<f>i+i{X) - <Pi{X)) + MX). 

El polígono de Newton Ni{(f)i+i) consta, pues, de un solo lado con extremos 

(O, Vi{^i+i —4>i)] y (1) Vi(<í>i))- Por la propiedad (a) que satisface el polinomio 

4>i+i(X) (cf. §1), este lado coincide con S,(<^i+i); por tanto, «¿+1(1^4+1) = 

eiVi{(l>i+i - 4>i) = U i+ i (^¡4 . i - 4>i). Por otra parte, como la pendiente de este 

lado tiene que ser —hi/ei, tenemos también que Vi{(j)i+i ~ct>i)-Vi{<j>i) = hi/ei 

y, como ei = 1, que UÍ+I((/>Í+I) = VÍ{(Í>Í+I - <f>i) = VÍ{^Í) + hi. 

Para demostrar la parte (b), es claro que podemos reducirnos ai caso 

en que j = i + 1. Por hipótesis, se tiene que mj = mi+i; en particular, 

e, = 1. Pero, por la parte (b) de la proposición de 2.2 en orden i + 1, 

tenemos que Wi+i(P) = eit;i(P) = Vi{P). 
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Probemos ahora la parte (c). En primer lugar, observemos que pode­

mos escribir 

k=i 

Por hipótesis, sabemos que mk = irik+i = rrij, para cualquir entero k con 
i < k < j ~ 1. Por las partes (b) y (a) anteriores, entonces obtenemos 

que Vji<j)k+i - 4>k) = Vk+ii<Pk+i - 4>k) = Vk+ii(¡)k+i)- Pero, para k > i 
sabemos que Vk+i{(l>k+i) > I'Í+I{Í¿>Í+I), también por el apartado (a). Por 

consiguiente, Vji<f>j - 4>i) = Vj{(pi+i - (pi) = Vi+i{<pi^i). • 

2 .5 . P r o p o s i c i ó n . Sea i un entero tal que 1 < i < r - 1. Entonces 
i 

(a) Vr{<l>i) = E ^3 + ̂  ' • • ^'•-1 • ' • • '^i' y ^r(4>i) = 0. 

(b) Vri^i) = ei+i---er-ihi, VtÍIí) = 0, Vr{ni+i) = ei+i---er-i y 

i 
VrCH-i+i) = '"^r-i-&jfj---&ifi-hj. En particular, tenemos 

i= i 

que Vr{^r-l) = hr-l, Ur(7r-l) = O y UrC^Tr) = 1. 

DEMOSTRACIÓN. Primeramente observemos que, por la parte (c) del coro­

lario de 3.3 en orden i, para demostrar la primera igualdad de la parte (a) 

nos bastará con ver que Vr{(pi) = Ci+i • • •er_i(eiUi(<^i) -1- hi). 

Comenzemos por probar la parte (a) en el caso i = r - 1 . Ya sabemos, 

por la parte (b) de la proposición de 2.2, que Vr{4>T-i) = e r - i V r - i ( 0 r - i ) + 

hr-i. Además, como el diagrama Dr-ii(f>r-i) solamente contiene el punto 

{l,Vr--í{<f>r-i)), el segmento S r - i ( 0 r - i ) se reduce a este punto; por tanto, 

Lüri(f>r-l) = 0. 

Ahora, probemos la parte (a) por inducción sobre r. Para r = 2 

ya está probada. Supongamos que el resultado es cierto para r - 1, con 

r > 3. Consideremos un i tal que 1 < í < r - 2. Si mj < m,—i, el dia­

grama Dr-i(0¿) solo contiene el punto {0,Vr-i{(pi)); por tanto, Vr(</'t) = 

eT-iVr-ii4>i) y t^r{<Pi) = 0. La fórmula para Vr{<l>i) se deduce de la hipótesis 

de inducción. Si m j = rur-i (es decir, Cj = = •• • = er-2 = /r-2 = 1), 

entonces, por la parte (c) del lema anterior, U r _ i ( 0 r - i — <l>i) = Vi+i{(j>i+i); 

por tanto, el diagrama Dr-i{4>i) consta de los puntos (0,?;t+i((^t+i)) y 



§ 2. El pai de valoración {vr, Wr) 45 

(1, V r - i ( 0 r - i ) ) y el segmento Sr-i(i^t) se reduce al primero de estos puntos 

(pues, por la parte (a) del lema anterior, U Í + I ( ^ Í + I ) < Vr-i{(l>r-i))- Así 

pues, tenemos Vr{(l>i) = er_ ir i+ i (0 i+ i ) = er-i{vi{4>i) + hi) y ojricpi) = 0. 

La primera y la tercera igualdad de la parte (b) las demostraremos 

a la vez por inducción sobre i. De la parte (a) y del hecho que Vr(7ri) = 

Vr(jr) = ei •••Cr-i, deducimos que t;r(#i) = Ur(0 i ) = 62 • • • C r - i f t i y que 

Wr(7r2) = llVr{^l)-liVr{Tri) = /l/ne2 • • • er-1 - ¿16162 • • • e r - i = ea'" - er - i -
Supongamos ahora que estas dos igualdades son ciertas hasta i - l, con 

i > 2. Entonces, teniendo en cuenta la parte (a), se tiene que 

Vri^i) = Vr{(pi) - y]vr{nj) • ejfj • --ei-ifi-X • - i 

= Vr{(pi) - 5Ze j+i • • • e^-i • ejfj • • • 6 i _ i / ¡ _ i • hj 
j=i 

= Ci+i • • • Cr-lhi , 

y, por tanto, que 

Wr(7ri+l) = hVri^i) - l'iVrilTi) 

= lihíCi+i • • • er-i — lleiCi+i • • • e^-i 

= ei+i • --er-x. 

Finalmente, de las dos igualdades ya probadas obtenemos entonces 

que Vriii) = eiVri^i) - hiVriiti) = o, y que 

i h- ^ 
Vrilli+x) = Y^%ÍT^j) • ejfj • • • e¿/i • = ^ ej+i • • • e^-i • ejfj • • • eifi •• hj; 

j=i i = i 

con lo cual terminamos de probar la parte (b). • 

Denotamos por , m̂ ,̂  y al anillo, al ideal maximal y al cuerpo 

residual, respectivamente, de la valoración Vr- La aplicación de reducción 

Ov. -> fcü^ la denotaremos por R{X) i-> R{X) . 

2.6 . Coro lar io . El grupo de valores de la valoración Vr es Z, y su ideal 

maximal es = iTr{X)Ov^. • 
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PHX)' = Ps (^ÜXT) enk,^. 

Para demostrar estos dos teoremas necesitaremos ver antes dos lemas 

sobre fracciones racionales. El primero de ellos hace referencia a las frac­

ciones racionales de la forma $ ( n ) ( X ) , n G Z'' (cf. §1). 

2 .9 . L e m a . 5 e a n = ( n o , n i , . . . , n r - i ) G Z'' tal quevr{^{n)) = 0 . Entonces 

podemos escribir, y en forma única, 

$ ( n ) ( X ) = 7 i ( X ) ' ^ - - - 7 r - i ( X ) ' ' - , 

A continuación, vamos a calcular el cuerpo residual fc„^ de Vr. Prime­

ramente observemos que m^̂  n O = p, lo cual nos permite pensar el cuerpo 

finito = 0/p como un subcuerpo de k^^. Además, por la parte (b) de la 

proposición de 2.5, sabemos que í;r(7i) = O para todo i, 1 < i < r - 1. Por 

tanto, los elementos 'yi{X) ,... ,jr-i{X) e son no nulos. El siguiente 

teorema nos dirá que de hecho estos elementos, junto con "yoiX) = X , 

generan ky^ sobre Fg„; es decir, que k^^ = F,^ (^ro{Xf,.. . , 7 r - i ( ^ ) ' ^ ) • 

2 .7 . T e o r e m a . 

(a) La aplicación 

: F , _ , = F , , ( C o , . . . , C r - 2 ) - ^ f c ^ , 

definida por Tr{ipiCo, • • • ,Cr -2 ) ) : = <P {lo{X)\ • • • , 7 r - 2 ( . X ' ) ' ' ) , para 

cualquier íp{Xq, Xr-2) € F̂ g [XQ, . . . , Xr-2]> está bien definida y 

determina una F,o -inmersión. En adelante, pensaremos F,^_j como 

un subcuerpo de k^^. 

(b) k^^ = F,^_i ^'jr-iixY^ y el elemento 7^-1 ( X ) ' ' es transcendente 

sobre F,^_j. 

Demostraremos este teorema junto con el siguiente 

2 .8 . T e o r e m a . Sea s un entero tal queí<s < r - 1. Sean P{X) G 0[X] 

un polinomio no nulo y S un segmento con pendiente —hs/cs para el que 

podemos definir el polinomio asociado (en orden s) Ps{Y) G F g j y ] (cf. 

definición de Sea P^{X) G K{X) la fracción racional asociada (en 

orden s) a P{X) y a S (cf. definición de 4 . 5 / Entonces Vr{P^) >0 y 
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con t i , . . . ,tr-i € Z . Además, cada entero ti depende sólo de ni,... , n r - i . 

DEMOSTRACIÓN. Veamos primeramente la existencia por inducción sobre 

r > l. Para r = 1, la hipótesis nos dice no = 0; así, f (n ) (X) = 1. 

Supongamos que r > 2. Por la parte (a) de la proposición de 2.5, tenemos 

r - l / i \ 

Ur(*(n) ) = noei •• - e ^ - i + ^ r i i ^ e ^ + i • • - e r - i • Cjfj • • • Ci-ifi-i - hj 

¿=i \j=i J 
= Ur-ihr-i (mod C r - l ) ; 

luego, por la hipótesis, tenemos Ur-i = C r - i í r - i para algún í r - i 6 Z. Con­

sideremos la fracción racional R{X) ~ f ( n ) ( X ) • 7r_i (X)~*' -^ 6 -K'í-^)-

Como 7r_i(.X') = • • • (l)r-i{Xy'-\ entonces R{X) = # ( n ' ) ( X ) para algún 

n' = ( n ó , . . . ,n 'r_2,0) £ Z*", donde cada entero n¿ depende sólo de tií y de 

r i r - i ; además, como U r ( 7 r - i ) = O (por la parte (b) de la proposición de 2.5), 

seguimos teniendo VriR) = 0. Aplicando la hipótesis de inducción a R{X), 

obtenemos la existencia y que cada entero ti depende sólo de ni,... ,nr-i. 

Para ver la unicidad, bastará con ver que si tenemos í i , . . . , í r - i G Z 

tales que 

JliXY^---Jr-l{XY-^ =1, (*) 

entonces íi = • • • = í r - i = 0. Como cada 7 i ( X ) = • • • (t>i{XY' y como los 

poUnomios 4>i[X) son irreducibles y distintos (cf. parte (a) del corolario de 

3.4 en orden i), entonces de la igualdad de (+) se deduce que í r - i = O y, 

por inducción, que í r - 2 = • • • = í i = 0. • 

2 .10 . L e m a . Sean n i , . . . ,nj. > 1 enteros, y sea m> O un entero. Entonces 

existen r enteros ni,.. .,nr tales que para todo entero j , con O < j <m, la 
r 

fracción raciona/ 7r^(X)"'-^"'» £ 0[X]. 
s=l 

D E M O S T R A C I Ó N . Para cada entero s, 1 < s < r, sabemos que la fracción 

racional 7rs(X) = 7 r " ' 0 ( ? i i ( ^ ) ' i " ' ' i • • • 0 s _ i ( X ) ' ' ' - i " ' ' ' ' - ' , para ciertos enteros 

"s,o, • • • , n s , s _ i , y que ns^s~i = 1- Sean n i , . . . ,nj. G Z, entonces para todo 

O < j < "í, el producto 

r 
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r 

donde Vj^t := k E ~" i € Z, para 0 < í < r — 1, y convenimos 
s=i+l 

que IQ:=1. Afirmamos que existen r enteros n i , . . . , tales que para cada 
j y para cada t es ẑ j,t > 0. En efecto, es claro que podemos elegir un entero 
rir tal que fj .r- i > O para cada j , después un entero rir-i tal que i/j,r-2 > O 
para cada j , y así sucesivamente. • 

DEMOSTRACIÓN (de los teoremas de 2.7 y de 2.8). Consideremos un entero 
s tal que 1 < s < r — 1. Veamos por inducción sobre s que se satisfacen las 
siguientes propiedades 

en kv^, para algún c,_i e k*^. 

(iis) La aplicación 

definida por Tr,s(¥>(Co, • • •, G - i ) ) := ^ ( t o C ^ , • • • , 7 s - i W ' ) , para 
cualquier ^ ^ ( X o , . . . , X j - j ) € ¥q^[XQ,Xg-i], está bien definida y 
determina una F,,,-inmersión. En adelante, pensaremos F,, como un 
subcuerpo de ky^. 

(iiis) VriP^) > O y P^{xf - Ps (tICXT) en k^,, para todo polinomio 
P{X) y para cualquier segmento S como en el enunciado del teorema 
de 2.8. 

Una vez hayan sido demostradas estas tres propiedades, quedarán entonces 

probados la parte (a) del teorema de 2.7 y el teorema de 2.8. 

Por la parte (b) de la proposición de 2.5, sabemos que Ur($s) > 0; 
por tanto, la propiedad (iij) se obtiene de (!«) y (ii^-i) (si s > 2). 

Para P{X) y S como antes, usaremos las notaciones, en orden s, 
Ai{X), Ui, (o , ff) y, para cada i con (i, Ui) € 5 , S{i), ts{i, 1 ) , . . . , ís(i , s - 1), 
P°{X), Ti{X) y Bi{X), que utilizamos en la §4. Supongamos que s = 1. 
Es claro que #i(X)'" = ^ (iT^ = Í/íq (X^)j lo que prueba ( i i ) . Por la 
observación 2 de 1.7 del capítulo 1, tenemos que 

P^{X)= J2 Bi(X)7i(X)(^-«) / '=' . 
r.(i,Ui)eS 

Pero, como cada BiiX) = >li(Jsf)/7r^-(»~°)^>/«i G 0[X] y como cada 
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Bi{X) = Bi(Co) (via identificar F ĵ a un subcuerpo de por ( i i i ) ) , 
entonces también es clara la propiedad (iiii). 

Supongamos que las propiedades (ií) y (iiif) son ciertas para todo t, 
1 < í < s — 1. Comenzemos viendo la propiedad (ij). Por el corolario de 3.3 
(en orden s) , el punto {0,fs-iVs{(f>s-i)) es el origen del único lado, T, del 
polígono N s _ i ( ^ s ) . Entonces, por las definiciones del polinomio {(ps)°{X) y 
de la fracción racional (<ps)'^{X), tenemos q u e {<(>s)°{X) es mónico de grado 
igual a m s y que 

MX) = {4>snX) + RsiX) = ns-i(Xy'-^''^1>'-^\4>sf{X) + RsiX), 

donde RsiX) 6 0[X] es de grado menor que lUs y U s ( i ? s ) > ?^s(^s); así, 
por la parte (b) de la proposición de 2.2 y la proposición de 2.5, obtenemos 
que Vr{Rs) = Gs • • • er-iVs{Rs) > e s • • • er-iVs{(j)s) = VriUs). Además, por 

la propiedad ( i i i s _ i ) , es 

para algún elemento Cg-i € FJ^_j. Por consiguiente, se tiene que 

con ps-i{X) := ^ I T ^ — T ^ ^ ( ^ ) > y entonces, tomando clase 
7rs_i(A)^»-iv?'»-i; 

módulo , que 

wjxí={ps-iixfy^"'^"' cs-itPs-i ( 7 . - 1 c^)') • 

Como Vr{ps-i) = o, entonces la propiedad ( i s ) queda demostrada. 

Veamos ahora la propiedad ( i i i s ) . Por la proposición de 4.6 en orden 

s, se tiene que 

P ^ ( X ) = UX)BiiX)^AXf-''^'", (*) 
i:(«,«i)SS 

con cada Ti{X) = •jiiXf'^''^^ • - • js-iiXf'^^'^-^^; por consiguiente, es cada 

Tiixf = ^ M ¿ a ) . . . .̂̂ jĝ  identificación propiciada por (iis)). 

Además, por la definición de las fracciones racionales Bi{X) y {Ai)^^'^{X) 
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s = l 

r - 1 

Qx(X) := ( N ^ « W " 0 Q ( 7 r - i ( X ) ) = E % e . - , ( X ) ^ , _ i ( X ) i ^ - S (**) 
s = l j=0 

y por la propiedad (iii^-i), tenemos que el valor Vr{Bi) = O y las igualdades 

BiiXf = ( I ¡ p W ( x f = {Ai)s(i){Cs-i)- Como también vM = O, tene­

mos en particular Vr{P^) > 0. Tomando ahora clases módulo m^, en la 

igualdad de (*) se obtiene la propiedad (üij). 

Sean P{X), Q{X) € 0[X] dos polinomios no nulos tales que Vr{P) = 

Vr{Q) - . u, veamos que P{X)¡Q(Xf G ¥g,_^ ^7^-1 (X)'"); lo cual de­

mostrará que ky^ = F,,_i (jr-iiXf^. Para P{X) y 5 := S r - i ( P ) seguire­

mos usando las notaciones anteriores en orden s — r — 1. Por la definición 

de la fracción racional P^{X), tenemos que 

P{X) = ^r-iiXriTr-iiXfP^iX) + RiX) 

con RiX) G 0[X] y V r { ñ ) > u. Como t;r(#?_i7rf_i) = hr-ia + er-i0 = u, 

entonces Vr{P^) = 0; además, por el teorema de 2.8 ya probado, obtene­

mos que W{xf e F , , . ! [7^-1 (X) ' ' ] . Ponemos ahora S' := Sr_ i (Q) , y 
l J 

denotamos por {a',0') el origen de este lado. Repitiendo lo anterior para 

Q{X) y 5' , se llega a que O 5̂  Wíxf € F , ,_ , [7 ,_i(X)'"] y que 

PiX)/Q{X)'' = HTfP^{Xf/WW, 

donde := # , . - i ( X ) « - ° ' 7 r r _ i ( X ) ^ - ^ ' G KiX). Pero, como la fracción 

= § ( n ) ( Z ) para algún n G Z'" y = O, entonces, por el lema de 

2.9, obtenemos que G F,^_j ^jr-iiX^Y Por consiguiente, ya hemos 

visto que PiXjjQiXf G F,,_, (jr-iiX)")• 

Finalmente, veamos la transcendencia del elemento 7^-1 (X)'^. Será 

suficiente ver que este elemento es transcendente sobre el cuerpo Fg^. Sea 
m 

QiX) = ^bjX^ G 0[X] un polinomio tal que vibm) - O, hemos de probar 

que Q (7^-1 (X)'") # 0. Ponemos n\ := e^f, • •-er-ifr-iks/iesfr-i) G Z, 

para 1 < s < r - 1. Entonces, por el lema de 2.10, existen r — 1 enteros 

ni,... , n r - i tales que para todo j , O < j < m, se tiene que el producto 
r - 1 

TT^ÍX)"'"^"'" G 0[X]. Consideremos ahora el polinomio 
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§3. Construcción de (f)r{X) 

En esta sección, vamos a construir con el polígono un polinomio mónico de 

0[X] con tipo de orden r - l igual a { t ^ . i } y de grado mínimo. Por la 

proposición de 1.2, sabemos que este grado debe ser igual a un múltiplo 

positivo del entero rrir. 

3 . 1 . Teorema. Podemos construir un polinomio mónico (l>r{X) € 0[X] de 

grado mr que satisfaga las propiedades siguientes 

(a) El polígono N r _ i ( ^ r ) consta de un solo lado, con pendiente ——~^. 
e r - i 

(b) El polinomio asociado (en orden r — 1) al polinomio <pr{X) y a este 

lado es c ^ r - i ( F ) , para algún elemento c G . 

Para la demostración de este teorema necesitaremos la siguiente 

r - l 

donde Bje.-i{X) := bj • J[itsiX)"'~^< € 0[X] (no necesariamente de 

grado menor que rrir-i)', entonces lo que se ha de demostrar es que el valor 
r - l 

VriQi) = Y^risVriTVs)- Pouemos ahora u'j := Vr-iiBje^_^(l)r-i^^'-^), para 

O < i < m. Utilizando las proposiciones de 2.5 y de 3.3 (en orden r - l ) , 

obtenemos que cada = Vr-i{bj) + u'^ + {m - j)hr-i. De aquí se sigue 

que los puntos del diagrama D r - i ( Q i , { S j } ) (cf. definición de 4.7) están 

por encima de o tocando a la recta con pendiente -hr-i/er-i que pasa por 
r - l 

el punto (0,/3), con 0 := u'^ + m/ i^- i = «ó - Ut--I(^O) = 
y que al menos uno (el correspondiente a i = m) toca a esta recta. Pero, 

como Lür{bj) = Wr(Ts) = O para todo j , s (cf. proposiciones de 2.3 y de 2.5), 

entonces es UriBje^) = O para todo j y, por tanto, el 0R-i-desarrollo (**) 

de QiiX) es admisible (cf. definición de 5.2). Por consiguiente, aplicando el 

corolario de 5.3 en orden r - l , obtenemos que el segmento S^-i (<5I) también 
r-l 

está sobre dicha recta; luego, el valor Vr{Qi) = er-i0 = ^ U s V r i T T s ) . O 
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3 . 2 . P r o p o s i c i ó n . Sea V > Cr - i / r - i f rCí^r- i ) un entero, y sea if{Y) G 

Fg^_j [Y] un polinomio no nulo de grado menor que fr-i- Denotamos por 

T al segmento más largo con extremos de coordenadas enteras no negativas, 

con pendiente -hr-i/er-i y con H r - i ( T ) = V. Entonces podemos cons­

truir un polinomio P{X) € 0[X] de grado menor que tal que Vr{P) = V 

y tal que el polinomio asociado (en orden r - 1) al polinomio P{X) y al 

segmento T es PT{Y) = ip{Y) en ¥g,_^ [Y]. 

D E M O S T R A C I Ó N . Denotamos por (a,/3) al origen de T; así, se tiene que 

hr-ia + Cr-iP = V y que o < er- i - Podemos escribir 

ip(Y)= E cMr-2)Y^, 
j<U-i 

con los Cj(X) € ¥'g^-2[X] polinomios de grado menor que / r - 2 y con 

CjaiX) 5¿ O para algún jo < / r - i -

La demostración la haremos por inducción sobre r > 2. En el caso 

r = 2, veamos que el polinomio 

PiX) := E T^^~^^'CjiX)MXr+^^' 

satisface las propiedades requeridas, donde Cj{X) 6 0[X] tiene grado 

menor que mi y satisface C j ( X ) = Cj{X) en Fgo [X]. En primer lugar, como 

a < e i , para todo j < / i es a + / e i < e j / i ; así, el polinomio P{X) 6 K[X] 

tiene grado menor que m i C i / i = m2- La hipótesis V > e i / i / i i , prueba que 

para todo j < / i es /3 - jhi = —{V - {a + jei)hi) > hi/ei; por tanto, el 

polinomio PiX) G 0[X]. Por construcción, es claro que V2{P) = V y que 

PTÍY)=v{Y)enWg,[Y]. 

Supongamos ahora que la proposición es válida en orden r — 1 . Para 

j < fr-i, sea Vj 0 - j hr-i -{a+j er~i)vr-ii<f>r-i), sea Tj el segmento 

más largo con extremos de coordenadas enteras no negativas, con pendiente 

-hr-2/er-2 Y cou B.r-2{Tj) = Vj, sea iaj,0j) el origen de este segmento, 

y sea ípj{Y) G F?,._2 [Y] el único polinomio de grado menor que fr-2 tal que 

donde los enteros t{j, s) están definidos por 

t{j,s) := - ( a + i e r - i ) e r - 2 / r - 2 •••es+ifs+ilsfsiesVsi(ps) + hs), s < r - 2, 

í ( i , r - 2) := —iaj - lr-2{0 - j K-i)). 
er-2 
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Cr-l 

1 
> (y - {Cr-lfr-l ~ l)Vri4>r-l)) (pueS, O + jCr-l < C r - l / r - l ) 

Br-l 

> - i - U r ( i ^ r - i ) (por hipótesis) 
Cr—i 

C r - l 

> Ur- lC^r- l ) 

= er-2fr-'2Vr~i{4>T-2) (por (b) dcl corolario de 3 . 3 en orden r — l ) . 

Si Cj(X) = O, entonces ponemos PjiX) := 0. Si CjiX) ^ O {es de­

cir, ipj{Y) # 0), entonces, por la hipótesis de inducción, podemos cons­

truir un polinomio Pj{X) € 0[X] de grado menor que rrir-i que satisfaga 

Vr-iiPj) = Vj y ( P , ) r , ( F ) = 'fij{Y) en F , _ j y ] . Ahora, es claro que el 

polinomio 

P{X):= Y Pjmr-iiXr^^'-^ eO[X], 
Í<Sr-X 

es de grado menor que rur y que los puntos del diagrama de Newton 

Dr- iCP) están por encima de o tocando a T; además, el punto correspon­

diente a un j está sobre T si y sólo si Cj{X) 5¿ 0. Por tanto, Vr{P) = V. 

Finalmente, tenemos que 

PT{Y)= y cí-'^"'-^''''-^''^---e-:2^^'*^^'^'-^''""-'^(Pi)T,(c.-2)y^' 

Í</.-.i 

= E C\'''''---(l^-\^iCr-2)Y^ 
Í</r-l 

pues, por definición (cf. 4 . 3 ) , í^- i ( a + i C r - i , s) = t{j, s) para todo j, s. Esto 

termina de probar la proposición. • 

En primer lugar, observemos que es Vj > e r - 2 / r - 2 i ' r - i ( ^ r - 2 ) para todo 

entero j < / r _ i . En efecto, 

Vj = J—(V - {a + j er-l)ier-iVr-li<l>r-l) + hr-i)) 
Cr—l 

^ {V - {a+jer-i)vr{(^r-i)) (por (b) de la proposición de 2.2) 
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DEMOSTRACIÓN (del teorema de 3 . 1 ) . Consideramos el entero V := 
er-ifr-iVr{<l>r-i), Y deuotamos por T al segmento más largo con extremos 
de coordenadas enteras no negativas, con pendiente —ftr-i /er-i y con 
H r _ i ( r ) = V; así, el origen del segmento T es el punto {O, fr-iVri(l>r-i))-

Consideramos ahora el pohnomio ip{Y) := c{'ipr-i{Y) — y ^ ' - ' ) , donde 

c : = n d W e r , _ , 

í(s) := -er-ifr-\---es+ifs+ilsfÁesVs{<í>s) + hs), 1 < s < r - 3 , 

í(r - 2 ) : = —lr-2eT-lfr-lVr-li(l>r-l)-
e r - 2 

Así, el polinomio <p(Y) 6 Fĝ _j [Y] tiene término constante no nulo y es 
de grado menor que fr-i- Por la proposición anterior, podemos construir 
un polinomio P{X) £ 0[X] de grado menor que mr tal que Vr{P) = V y 
P r ( y ) = <p{Y) en ¥g,_, [Y]. Ahora, ponemos 

MX) :=<i>r-i{Xr'-'f-^+P{X). 

Por construcción, se tiene que el polinomio <l>r{X) 6 0[X] es mónico. de 
grado rrir. Además, el lado S := Sr - i (^r ) Q T tiene el mismo origen que 
T y final el punto ( e r - i / r - i . e r - i / r - i í / r - i í í ^ r - i ) ) ; por tanto, el polígono 
Nr_i(<^r) consta de un solo lado, S. Finalmente, observemos que el poli­
nomio asociado (en orden r - l ) {^r--í^''~^^''~^)T{Y) = cY^'-'^, pues, por 
definición (cf. 4 . 3 ) , í r - i ( e r - i / r - i ) s ) = í(s) para todo s, 1 < s < r - 2 . Por 
consiguiente, tenemos que 

{4^r)s{Y) ={4>r)T{Y) 

H^r-l'-'^-'W) + PT{Y) 

= c y / - - i 4-9?(y) 

=CÍ>r-l{Y). 

Con esto se acaba la demostración del teorema. • 

Es interesante remarcar que las demostraciones anteriores, de la pro­

posición y del teorema, nos enseñan a construir de manera efectiva y fácil de 

implementar un polinomio <¡>t{X) que satisface las condiciones requeridas. 
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Eix el resto de este capítulo consideraremos fijado un polinomio ar­

bitrario <l>riX) cumpliendo las condiciones del teorema anterior, aunque 

no necesariamente construido como antes. Definimos la fracción racional 

Terminamos esta sección viendo tres corolarios, que nos proporciona­

rán más información sobre el polinomio <f>r{X). 

3 . 3 . COROLARIO. 

(a) El lado Sr - i (^r ) tiene por origen el punto (0 , / r_ iVr(^r- i ) ) y por 

final el punto ( e r _ l / r - l , e r - l / r - l i ^ r - l ( 0 r - l ) ) -

(b) Vri4>r) = er-lfr-lVr{cf>r-l) = e ^ - l / r - l (er-l^V-l (^r- l ) + ^ r - l ) 2/ 

r-1 

(c) Vri4>r) = Y • • • ^'"-^ • • • • ^r~lfr-l ' hi = VrQIr). 
i=l 

(d) Vri^r) = 0. 

D E M O S T R A C I Ó N . Como el grado del polinomio (l>r{X) es igual al grado del 

polinomio (pr-iiXy^-'^^''-'^, entonces, por la propiedad (a) del teorema, el 

final del lado S,--i(#r) ba de ser el punto ( e r - i / r - i j e r - i / r - i i ' r - i C ^ r - i ) ) -

Además, como el polinomio ^ r - i ( 7 ) tiene grado igual a fr-i y su término 

constante es no nulo, entonces, por la propiedad (b) del teorema, el origen 

del lado Sr-i{<f>r) ha de ser el punto (O,er - i / r - i t . ' r - i (0r - i ) + / i r - i / r - i ) = 

{0,fr-iVr{<t>r-i))- Queda probada la parte (a). 

La parte (b) se obtiene ahora aplicando las definiciones de Vr y Wr-

Para probar la primera igualdad de la parte (c), por inducción sobre 

r, basta con observar que el sumatorio de la derecha satisface la misma 

relación de recurrencia que la obtenida en la parte (b) para Vritf>r), Y que 

para r = 2 dicho sumatorio coincide con Cifihi = vaí^a)- La segunda 

igualdad ya fue probada en la parte (b) de la proposición de 2.5. 

La parte (d) es consecuencia directa de la parte (c) anterior. • 

Del corolario de 9.3 en orden r - 1 se sigue el siguiente 
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§4. Definición del polígono y del polinomio asociado 

A partir de nuestro tipo de orden r - 1, t^- i , en las dos secciones anteriores 

hemos definido una par de valoración {vr,u}r), y hemos construido de manera 

efectiva un polinomio mónico (t>r{X) con tipo de orden r — l igual a { t r - i } 

y de grado mínimo, mr- Se recuerda que dicho polinomio está fijado y 

que no se supone necesariamente construido como en la demostración del 

teorema de 3.1. De la misma forma que en la §1 del capítulo 1 se definió el 

polígono de Newton respecto de la valoración vi y del polinomio ^i{X), de 

un polinomio de 0[X], ahora definimos el polígono de Newton respecto de 

la valoración Vr y del polinomio (t>r{X). El valor Vr{<¡>r), que fue calculado 

3 .4 . Corolar io . 

(a) El polinomio (¡)T{X) es irreducible en K[X] y tiene tipo de orden r — l 

igual o { t r - i } . 

(b) Si T) G í ^ ' es una raíz de (priX), entonces e{K{T])/K) = eo • • - C r - i 

yf{K{n)IK) = h---ír-i. • 

Del hecho que el polinomio <¡>r{X) tenga tipo de orden r — l igual a 

{ t r - i } se sigue ahora el siguiente 

3 .5 . Corolar io . Sea s un entero tal que 1 < s < r. Entonces se tiene 
s-l 

Vs{4>r) = • "^«-1 • ^ifi ' • - ^ r - l / r - l ' hi, Us{(¡)r) = ejs ' • - C r - l / r - l -
¿=1 

DEMOSTRACIÓN. Demostraremos las dos igualdades por inducción sobre s. 

Como vi{4>r) = O y TTir = gr (</)r) = hoJi{4)r), las igualdades son claras para 

s = 1. Supongamos ahora que las dos igualdades son ciertas para un s, 

con 1 < s < r — 1. Por el lema de 4.2 en orden s, tenemos que los enteros 

u}s[(l>r), ̂ s{<Pr)hs/es son las longitudes de la proyección del único lado del 

polígono Ns( í i ir ) sobre los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, y 

que el valor Vs+i{(l)r) = es{vs{(i)r) + i^s{4>T)hsles). Por tanto, se tiene que 

ujs{4>r) = esfsí^s+i{4>r)- Aplicando la hipótesis de inducción, se obtienen las 

dos igualdades para s + 1. • 
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en la parte (c) del corolario de 3.3 y que en orden uno es nulo, actúa ahora 
como un "normalizador" del polígono. La definición clave del polinomio 
asociado (en orden r) que se dará está inspirada en los teoremas de 2.7 y 
de 2.8 y en la proposición de 4.6. 

Sabemos que dado un polinomio no nulo P{X) G 0[X] hay una 
manera, y sólo una, de escribir 

[ g r ( P ) / m , ] 

P{X)= E MX)MXy ( 2 . 4 . 1 ) 
i=0 

con los Ai{X) e 0[X] de grado menor que m^. Recordemos que a esta 
expresión la llamamos el desarrollo ^r-ádico del polinomio P{X). 

4 . 1 . Def in ic ión . Llamaremos polígono de Newton del polinomio PiX) re­
specto de la valoración Vr y del polinomio <^riX), y lo denotaremos por 
N(u^,ií,)(-P) o abreviadamente por N r ( P ) , a la envolvente convexa inferior 
del conjunto de puntos del plano euclideo 

DriP) = D{„, ,^,)(P) := {ii,Ui) •.0<i< lgTÍP)/mr],AiiX) 5¿ 0 } , 

donde m := VriAi^r^) = VriAi) +ivriér)- M conjunto D r ( P ) le llamare­

mos el diagrama de Newton del polinomio PiX) respecto de la valoración 

Vr y del polinomio 4>riX). 

Llamaremos parte principal del polígono N r ( P ) , y lo denotaremos 

por N^(P) , al polígono obtenido al considerar sólo los lados con pendiente 

negativa de N r ( P ) . 

El polígono ^ " ( P ) contiene la información sobre el polinomio P ( X ) , 

correspondiente al tipo t ^ - i , en la cual estamos interesados en orden r 

(cf. teoremas de 8.1, 9.1, 10.6 y 11.4). A continuación, calcularemos las 

proyecciones de este polígono sobre los ejes de coordenadas; en particular, 

veremos que la longitud de su proyección sobre el eje de abscisas es igual a 

a ; , ( P ) - t ; ^ , ( P ) . 

El siguiente lema nos indica cómo es la forma típica del polígono 

N r ( P ) , que es mostrada en la figura 2.1. En este polígono podemos leer los 

valores v^^iP), VriP) y Wr(P) de la misma manera que en el polígono de 
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orden uno se leían los valores V4,^{P), vi{P) y w i (P ) (cf. lema de 1.2 en el 

capítulo 1). 

4 .2 . Lema . Con las notaciones anteriores, tenemos 

(a) v^^{P) = min{i:Ai{X)yíO}. 

(b) VriP) = min{u¿ : ¿}-

(c) uJr(P) = m i n { i : Ui = vAP)}. 

En particular, u>r{P) — O si y sólo si Vr{P) = Vr{Ao). 

DEMOSTRACIÓN. La parte (a) es evidente. Consideremos ahora el polinomio 

Q(X):=Y,MX)MXy, I:={i:ui = u}, u := min{ui : i} ; 
i€l 

así, el valor Vr{P -Q)> u. Puesto que cada uJr{Ai) = O (cf. parte (c) de la 

proposición de 2.3) y a ; r ( 0 r ) = 1 (cf. parte (b) del corolario de 3.3), entonces 

cada u}r{Ai4>T^) = uJr{Ai) +iur{(j>r) = i- Aplicando la segunda propiedad 

que satisface Wr por ser pseudo-valoración respecto de la valoración Vr (cf. 

§1 del capítulo 1), deducimos que Vr{Q) = u y que Wr(<3) = min J. Luego, 

también es Vr{P) = u y u)r{P) = m i n / (cf. parte (e) de la proposición de 

2.2); con lo que quedan probadas las partes (b) y (c). • ' 

VriP) 

v^AP) MP) [ g r ( P ) / m r 

F i g u r a 2 . 1 . D r ( F ) , N , ( P ) y N 0 ( P ) . 
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Sean h,e>l enteros primos entre si y S cualquier segmento del plano 

euclideo con pendiente -h/e, de origen {a,/}) y final (a + de,f3 - dh) con 

Q,j8,d > O enteros. Para poder definir el polinomio asociado (en orden r) al 

polinomio P{X) y al segmento S necesitaremos que se cumpla la siguiente 

condición: 

Para todo entero j , O < j < d, el punto (a+j e, Ua+je) está por encima del 

segmento S o tocando a S (es decir, cada Ua+j e> /3 - j h). 

Desde luego, esta condición se cumple para los segmentos con pendiente 

-h/e que contienen al segmento con pendiente -h/e del polígono N ° ( P ) . 

El polinomio asociado (en orden r) Ps{Y) va a tener sus coeficientes 

en el cuerpo finito F,^. Vamos a asociar a cada término Ai{X) <pr{Xy, con 

Q < i < a + de , i = a (mod e), un elemento de F , , . Si el punto {i,Ui) está 

por encima de S, le asociamos el elemento O 6 F,^. Por tanto, nos fijamos 

en un i tal que el punto ( i , U i ) € S; así, es 

Vr{Ai) = 0 - {i -a)h/e~ i Vri^r)-

Consideramos la recta L{i) con pendiente —hr-i/cr-i que pasa por el punto 

{0,Vr{Ai)/er-i), cuya ecuación es hr-ix + er-iy = Vr{Ai). Entonces, por 

la definición de la valoración Vr, el segmento Sr- i ( j4 i ) está sobre esta recta. 

Ahora, sea S{i} el segmento más largo sobre la recta L ( i ) con extremos 

de coordenadas enteras no negativas. Si {a{i),P{i)) es el origen de este 

segmento, entonces es 

hr-ia{i) + er-il3ii) - VriAi), O < a{i) < er-i. 

Por tanto, a{i) = tr-iVr{Ai) = lr-i{P - {i — a)h/e)) (mod C r - i ) , ya que 

Vr{<í)r) es un entero múltiplo de C r - i - Por último, podemos considerar, 

por inducción, el polinomio asociado (en orden r — 1) al polinomio Ai y 

al segmento S{i), {Ai)s(i)iY) € Fg^_,[F]. Sustituyendo en este polinomio 

la indeterminada Y por ^r-i obtenemos un elemento no nulo (por la parte 

(c) de la proposición de 2.3 y la observación (3) de 4.4 en orden r - l ) 

del cuerpo finito F,^, que convenientemente "torzido" será el coeficiente 

{i — a) /e-ésimo. 
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4 .4 . O b s e r v a c i o n e s . (1). El segmento S{i) y el entero tr{i, r - 1 ) dependen 

únicamente del punto (i,tíf) e S y no dependen ni de la pendiente del 

segmento S ni de su origen ni de su final. 

(2). Sea s un entero con 1 < s < r - 1. Entonces el signo de cada tr{i,s) 

es el opuesto del signo de Ig. Además, si = 1, podemos tomar = O y 

entonces cada í r ( i , s ) = 0. 

(3). Supongamos que el segmento S contiene al segmento con pendiente 

-h/e del polígono N ° ( P ) . Si 5' es un segmento con pendiente -h/e con­

teniendo a S de origen {a',0'), entonces Ps'iY) = Y^^-^'^/^PsiY), ya que 

la parte 5 ' \ 5 no contiene ningún punto (i,Ui). 

(4). El coeficiente en y(»-")/s del polinomio asociado es no nulo si y sólo si 

el punto (i,u¿) e S. Por tanto, si 5 es el segmento con pendiente —h/e del 

polígono N ° ( P ) , Ps{Y) es un polinomio de grado d y con término constante 

no nulo; pero, si S está por debajo de la recta que contiene al segmento con 

pendiente -h/e del polígono N ° ( P ) , el polinomio PsiY) = 0. 

(5). Supongamos que PsiY) 7̂  O, y sea d' := gr(Ps) . Entonces para todo 

j , O < j < d', la recta Lia + je) de ecuación hr-ix + Cr-iy = Vj, donde 

Vj := 0 - j h - ia + j e ) v r ( ^ r ) < Ur(-4a+je), coutiene al menos un punto 

con coordenadas enteras no negativas, pues Vj > Vi' -h tír(<^r) > Sr-ihr-i 

para j < d'. Por tanto, podemos definir como antes el segmento 5 ( a + j e) 

y los enteros trioi + j e,s), para O < j < d', y entonces tenemos que 

PsiY) = ¿Cl'^<"+^'^'^> •••Cr-l ' ' ("+^'^ '^-^í ( A . + i e ) s ( a + ; e ) ( C r - l ) F ^ ' , 
j=0 

4 .3 . Def in ic ión . Definimos el polinomio asociado (en ordenr) al polinomio 

P{X) y al segmento S como 

Ps{Y):= E C i ' '^ ' ' '^ - - -Cr- i '^<' ' ' - - '^{Ai ) s ( i ) (Cr- i )F( ' - ' ' ) /^eF ,JF] , 

donde 

tr{i,s) := -iCr-lfr-l " ' ' es+lfs+lhfsiesVsi<!>s) + hs), 1 < s < r - 2, 

tr{i,r- 1) := — ( a ( i ) - lr-i{0 - { i - a)h/e)) e Z. 
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ya que el polinomio (Aa+je)s{a+je)iY) = O s i el punto {a+je,Ua+je) ^ S. 

(6). Si Q{X) € 0[X] es un polinomio no nulo distinto de -P{X) para el cual 

podemos definir el polinomio asociado QsiY), entonces para P{X) + QiX) 

también podemos definir el polinomio asociado ( P + Q)s{Y) y se tiene 

{P + Q)siY) = PsiY) + QsiY). 

(7). SiOjí A€0, entonces tenemos Nr(A) = {{0,ei--'er~iv{A))} =: S' 

y As- (F) = Cr'''^"^ •••Cir'''""^"'''^'*^5e i^^, con B := A/w^^^ € O*. 

Además, si A € C*, entonces es Nr{AP) = N^(P) y {AP)s{Y) = APsiY). 

A continuación, veremos una propiedad clave del polinomio asociado 

(en orden r), que nos permitirá entender su definición. Para esto, intro­

ducimos una fracción racional asociada al polinomio P ( X ) y al segmento S, 

que desempeñará el papel que hacía el polinomio P^{X) € K[X] en primer 

orden (cf. definición de 1.6 en el capítulo 1). 

4 .5 . Def in ic ión . Definimos P^{X) := ^ {X)^n\x)^ ^ 

P ° ( X ) : = Yl Ai{X)MXyeO[X]. 
¿:(i,Ui)eS 

Observemos que, por definición, P s ( F ) = {P°)s{Y) en Wg^[Y]. 

vr.(X) 
cada i tal que (i; Ui) £ S, consideramos también las fracciones racionales 

Consideramos la fracción racional 7r(X) := '^^ € K{X),y, para 

r (Y^ - ^ r - i ( x ) ° c % , _ i ( X ) g w n , ( - y ) -

^^^^^ 7 $ . - i ( X ) í o í , i i ( x ) 0 w ^ ^ ^ ^ ^ • 

4 . 6 . P r o p o s i c i ó n . Con las notaciones anteriores, tenemos que 

P^iX)= Y Ti{X)BiiX)^riXf-<'^/\ 
i:{Í,Ui)eS 

cada TiiX) = 7 i ( X ) * ^ ' i ) • • •7r - i (X) ' ' (^ ' ' - i ) y ^^¿^ g.f^x) satisface que 

Vr{Bi}=Oy que Biixf = {AÍ)SÍÍ) (jr-iiXf) en . 

D E M O S T R A C I Ó N . La primera igualdad es clara por las definiciones dadas. 
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Consideramos un i tal que 6 S. Entonces sabemos que 

VriAi) = 0 - { i - a)h/e -ÍVri4>r) - hr-ia{i) + e r - l / 3 ( í ) -

Por la parte (b) de la proposición de 2.5 y la parte (c) del corolario de 

3.3, sabemos también que i i r ( $ r - i ) = K-i, UrÍTTr-i) = C r - i , Vr{-nr) = 1 y 

Vri^r) = Vr{<t>r). Por tantO, Vr{Vi) = VriBi) = 0. 

Veamos ahora la igualdad entre las fracciones racionales Ti{X) y 

-y^iXyAiA).. .'y^_i(X)*'('''"-i). Por el lema de 2.9, sabemos que Ti{X) se 

puede expresar, y en forma única, como un producto de potencias enteras de 

los 7s (X) con 1 < s < r - 1. Vamos a calcular estas potencias. Expresando 

Ti{X) en función de ^r-i(X}, Ilr-iiX) y TCr-iiX), tenemos que 

ux) = ^r-iixr-''^^'''-'^nr-i{xr-'^-'iTr-iixr, 

donde 

rii : = + i ftr-i/r-i + l'r-i{0 - { i - oc)h/e) 

= i{hr-lfr-l - VT{4>T)Ier-l) ~ hr-ltr{i,r ~ 1) 

= -Íer-lfr-lVr~l{(pr-l) - hr-ltr{i,r - 1) (por 3.3 (b)). 

Luego, se tiene que 

Tiix) = pr-i{xy'-'f-^jr-i{xy^^'''-'\ (*) 

donde Ps{X) ~ USÍX)IT,{X)-'''^^'^ € KiX), para 1 < s < r - 1. Si 

r = 2, entonces p r - i ( X ) = 1 y hemos terminado. Supongamos que es 

r > 3. Expresando ahora ps+i{X) en función de $ s ( X ) , UsiX) y -RsiX), y 

aplicando de nuevo la parte (b) del corolario de 3.3, tenemos que 

Ps+iiX) = p,iXr'f'j,{X)-''f'^''^'(^'^+''-\ 1 < s < r - 2. 

Procediendo recurrentemente, llegamos entonces a obtener una expresión 

explícita de pr-iiX) como producto de potencias enteras de las js{X) con 

1 < s < r - 2. Substituyendo después en (*) obtenemos nuestras tes. 

Finalmente, observemos que A¡ (X) = {Ai)°{X) + Ri{X), donde 

Ri{X) € 0[X] y Vr(Ri) > VriAi). Dividiendo por ^r-iiX)''^'hr-iiX)^^'^ 
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cada miembro de la anterior igualdad y tomando después clases módulo el 

ideal m„,, obtenemos B¡(xf = iAi)Sii){xf = {AÍ)S{Í) (^^r-i{Xf), por el 

teorema de 2.8. Con esto queda probado el resto de la proposición. • 

Para terminar esta sección, vamos a definir, de forma análoga, el 

polígono de Newton y el polinomio asociado para un ¡^r-desarroUo arbitrario 

de P(X), 
P{X) = '£A'i(X)MXy ( 2 . 4 . 2 ) 

t > 0 

con los polinomios A¿(X) € casi todos nulos (no necesariamente de 

grado menor que nir). 

4 . 7 . Def in ic ión . Llamaremos polígono de Newton del 4>r-desarrollo (2.4.2) 

del polinomio P(X) respecto de la valoración Vr y del polinomio <f>r{X), y lo 

denotaremos por N(j,^^^^)(P, {A'^}) o abreviadamente por N r ( P , {^í})» a la 

envolvente convexa inferior del conjunto finito de puntos del plano euclideo 

BriP, {^'J) = (F, {A'i}) := {{i, u'i) : i > O, A ^ X ) # 0 } , 

donde := Vr{A'i ^r')- Al conjunto Dr (P , {A¿}) le llamaremos el diagra 

de Newton del 4>r-desarrollo (2.4.2) del polinomio P{X) respecto de la 

loración Vr y del polinomio (f>r{X). 

Llamaremos parte principal del polígono Nr (P , {A^}), y lo denotare­

mos por N ° ( P , {j4¿}), al polígono obtenido al considerar sólo los lados con 

pendiente negativa de N r ( P , {^í})-

Sea S un segmento con datos {a,l3),d,e,h. Suponemos ahora que 

para todo entero j , O < j < d, el punto (a + j e, "á+ie) P̂ "̂  encima de 

o tocando a S. 

4 .8 . De f in i c ión . Definimos el polinomio asociado (en orden r) al <j>r-desa­

rrollo (2.4.2) del polinomio P{X) y al segmento S como 

(P, {A'i})siY) : = £ Ci*'-^'''^ • • • Cr-i'^^'-''-'^ (A'dsii)(C-i) Y<'~'^^^' , 

donde el segmento S{i) y los enteros tr{i,s) están definidos como antes. 

•,ma 

va-
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§5. Desarrollos admisibles 

En esta sección compararemos el polígono de Newton de un (^r-desarrollo 

arbitrario de un polinomio con el del desarrollo (^r-ádico. Como en primer 

orden (cf. §2 del capítulo 1), ello nos conducirá a definir, con la ayuda de 

nuestra pseudo-valoración uJr, el concepto de 0j.-desarrollo admisible. Estos 

desarrollos tendrán la misma parte principal y el mismo polinomio asociado 

(en orden r) a cada lado; lo cual será utilizado en la sección siguiente para 

demostrar el teorema del producto. 

5 .1 . P r o p o s i c i ó n . Sea P{X) £ 0[X] un polinomio no nulo. Consideramos 

los enteros (eventualmente +oo) Ui := Vr{Ai ^r') 2/ K '•— Vr{A'i 4>r^) corres­

pondientes a los (pr-desarrollos (2.4.1) y (2.4.2), respectivamente, de P{X). 

Sean ¿o < ig lo.s abscisas del primer y último vértice, respectivamente, del 

polígono N j ( P , {>lí}). Sean h,e>l enteros primos entre si, S el sementó 

con pendiente -h/e d e N ° ( P , {A¿}) y (a,/3), {a + de,0 — dh) los extremos 

de S. Entonces 

(a) El polígono N r ( P ) está "por encima" del polígono N°(P ,{A' j} ) ; es 

decir, 

(i) Ai{X) = O, para O < i < ?o, 

(ii) {i, Ui) está por encima de o tocando a S, para a <i < a-bde, y 

(iii) Ui > u¿^, para todo i>0. 

(b) Para todo i, a < i < a + de, se tiene que 

ii,Ui) e s ^ {i,u'i) e S yuJr{A'i) = 0, 

y , en tal caso, que (A¿)s(i)(Cr-i) = ( A 9 s ( i ) ( C r - i ) en F,, , donde S{i) 

es el segmento más largo sobre la recta hr-ix + Cr-iy = U r ( ^ i ) con 

extremos de coordenadas enteras no negativas. 

4.9. Observac ión . Ahora, el coeficiente en del polinomio asociado 

(F, {A<})s ( r ) e Fg^[Y] es no nulo si y sólo si {i,u'i) € S y Ur{A'i) = O (cf. 

parte (c) de la proposición de 2.3 y observación (3) de 4.4 en orden r — l ) . 
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DEMOSTRACIÓN. Sea A'j{X) - A'^^^i^) 4>T(X)'' el desarrollo íi^r-ádico 
ik>0 

del polinomio A'j{X), j > 0. Así, por la unicidad del desarrollo (l>r-ádico, 

obtenemos que 

por tanto, teniendo en cuenta que Aj{X) — O para j < ÍQ, tenemos (i) de la 

parte (a). Además, por la parte (b) del lema de 4.2 aplicado al polinomio 

A'j{X)MXy =Y'^íi-ÁX)MXy, se tiene que 
i>j 

u í < « r ( 4 ¿ _ j < ^ / ) , 0 < i < i ; (**) 

de donde se deduce (iii) de la parte (a), teniendo presente la igualdad de 

(*) y que u'j > tt'ĵ  para todo j > 0. 

Ahora, consideremos un entero i tal que a <i <a + de,y ponemos 

pLi := 0-{i — a)h/e € <Q. Entonces, por la igualdad de (*), podemos escribir 

Ai{X)MXy=A'i^o{X]MXy + Ri{X), Ri{X)GO[X], Vr{Ri) > l^i, 

por la desigualdad de (**) y puesto que > Hi para j < i. Por consiguiente, 

como Vr(AÍ o<^r') > "¿ > /^i, obtenemos que Ui> fiij que 

Ui = fXi u'i = lay VriA'io) = VriA'i) 4=^ u'i = /ii y Wr(Aí) = o, 

la última equivalencia por la parte (c) del lema de 4.2, Hemos probado (ii) 

de la parte (a), y la equivalencia de la parte (b). 

Finalmente, consideremos un i tal que ( i . U j ) € S. Hemos visto que 

VriAi - A'i^o) > Vi := ^li - i Vr{(Í>r) = Vr{Ai) = Vr{A'i^o) = Vr{A'i) ; 

así, por las observaciones (6) y (4) de 4.4, obtenemos las igualdades 

{Ai)sii){Y) = (A^,o)s(i)(F) + ( A i - 4 o ) s w ( F ) = ( 4 o ) s ( i ) ( F ) en F , _ J F ] . 

Por consiguiente, para acabar de demostrar la proposición, hemos de probar 

ahora la igualdad 

(>i ; ) s (¿) (Cr- i ) = ( 4 o ) s ( o ( C r - i ) , e n F , , . 
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5 .3 . Corolar io . Sea P{X) = Y, A'^iX) 4>riXy un 4>r-desarrollo admisible 
i>0 

de un polinomio no nulo P{X) € C?(X}. Entonces 

(a) N$(P , {A'J ) = N ? ( P ) . 

(b) (P, {A'¡})5(1^) = Ps(Y) para cada segmento S del polígono N « ( P ) . D 

§6. Teorema del producto 

En esta sección vamos a ver que, al igual que para primer orden (cf. §2 del 

capítulo 1), en orden r también la parte principal del polígono de Newton 

de un producto de un número finito de polinomios se obtiene sumando las 

partes principales de cada factor, y que el polinomio asociado al producto 

es igual al producto de los polinomios asociados a cada factor. Para la 

demostración de este resultado, veremos que si tenemos ^^-desarrollos ad­

misibles de cada factor, entonces al hacer su producto ei c^r-desarroUo que 

nos sale también es admisible; después, aplicaremos el corolario de 5.3. 

Si VriAl — A'io) > Vi, entonces, procediendo como antes, tenemos que 

iA'i)sii)iY) = { < o ) s ( i ) ( K ) , en F, ,_ , [Y], 

y hemos acabado. Si VriA'i-A'io) = Fi, el segmento Sr-.i(.AÍ-^-_o) C S{i) 

y, como el polinomio (¡>TÍX) divide a A'¡{X) - A'^^iX) en 0[X], entonces 

iPr-i(Y) 1 (A'i - 4.o)s(i)(Y) = iA'i)s(i)(Y) - (Alohii)(Y), en F , . . , [Y], 

por el corolario de 6.2 en orden r - 1 y por la elección de (priX) (cf. §3), 

con lo cual también se acaba. • 

5 .2 . Def in ic ión . El 4>r-desarrollo (2.4.2) de un polinomio no nulo P{X) € 

0[X] diremos que es admisible cuando W r ( ^ í ) = O para todo entero i tal que 

el punto (i,u¿) pertenece al conjunto de vértices del polígono N ° ( P , {AJ}). 

Por la parte (c) de la proposición de 2.3, el desarrollo ^r-ádico del 

polinomio PiX) siempre es admisible. Pues bien, con la definición que 

acabamos de dar, de la proposición de 5.1 y la observación de 4.9 se deduce 

el siguiente 
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6 . 1 . T e o r e m a . (Teorema del producto) Sean Pi{X),...,Pg{X) € 0[X] 

polinomios no nulos y P(X) := Pi(X) •••Pg{X) su producto. Sean h,e>l 

enteros primos entre si, Sv el segmento con pendiente -h/e del polígono 

N°(P^), l<i'<g,y S:=Si + --- + Sg. Entonces 

(a) S es el segmento con pendiente -h/e del polígono N ° ( P ) . 

Por tanto, N ? ( P ) = N?(Pi ) + • • • + N ? ( P j ) . 

(b) PsiY) = (Pi)5x (Y)--- {Pg)s, (Y) en F, , [Y]. 

D E M O S T R A C I Ó N . Por inducción sobre g, podemos suponer que g = 2. Sea 

Pu(X) = J2 •Au,i{X) ^riXy un <^r-desarrollo admisible de P^iX) y ponemos 

Uv,i := Vr{At,^i4>y) {i/ = 1,2). Así, tenemos 

PiX) = J2MX)MX)'', AkiX) := J2 Ai,iiX)A2jiX) G 0[X], 
i+j=k 

y ui^i + U2,j = VriAi,iA2,j(f>r^^-'). Por el corolario de 5.3, para probar el 

teorema nos bastará con ver que 

(a') 5 es el segmento con pendiente -h/e del polígono N ° ( P , {Ak}). 

Por tanto, N^P, {A^}) = N^Pi) + N 0 ( P 2 ) . 

(b') iP,{Ak})siY) =iPMY)iP2)s,iY). 

(c') El (?ir-desarrollo P ( X ) = E f̂c(̂ ) M^)'' es admisible. 

Sean iav,l3„) y (Q^ -fd^e, 0u—dvh) el origen y final, respectivamente, 

del segmento Si., y ponemos a := ai+a2, 0 0x+027 d ~ di +di. Así, 

los puntos (a,/3) y ia + de,0 — dh) son el origen y final, respectivamente, 

del segmento 5 . Puesjo que 

"t/,í > 0f~ (i- <iu)h/e, Ui,^i = 0^-ii- a¡,)h/e i € lu, 

donde := {i : ii,Uu,i) £ Sv}, entonces, si fe = i + i , tenemos que 

ui,i+U2,j > 0-ik-a)h/e, u i , ¿ + U 2 , j = /3-ik-a)h/e <=> i G / i y j € h-

Por tanto, para todo k>0, podemos escribir 

AkiX) = 5^%, i (X) A2AX) + RkiX), i*) 
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donde la suma anterior 5 2 ° está extendida a todas las parejas de índices 

( i , i ) e h X ¡ 2 tales que i + j = k, y Rk{X) € 0[X] es un polinomio que 

satisface Vr(Rk) > 0 — {k — a)h/e — kvri4>r)l de aquí obtenemos que 

Vr{Ak<l>r'') > 0 - (k - a)h/e, 

Vr{Ak<Pr') = 0-{k-a)h/e ^ Vr (E" M,iA2^ó<Í>r) =0-{k-a)h/e. 

Esta última igualdad se satisface si k — ao si k-=a + de, ya que entonces 

la suma tiene un único sumando, 

Ai,aAX)A2,a:¡{X) O Ai^ai-i-dieiX) A^^as+dieiX), 

respectivamente; pero, es falsa si fe < a o si fe > a + de , puesto que en estos 

casos la suma carece de sumandos. Por consiguiente, hemos probado 

que el segmento con pendiente -h/e del polígono N ° ( P , {Ak}) es 5; con lo 

cual queda demostrado (a'). 

Ahora, probemos la admisibilidad del anterior i^r-desarrollo del poli­

nomio P{X). Hemos de ver que UriAk) = O para k = a,a + de. Por 

la igualdad de (*) y la parte (e) de la proposición de 2.2, obtenemos que 

W r ( j 4 a ) = Wr(.4i,Q;iA2,Qj) = u;r(Ai,o¡i) + ujr{A2,a2) = O, pucs los desarro-

llos anteriores de cada polinomio P„{X) son admisibles. Análogamente se 

obtiene que u¡r{Aa+de) = 0. 

Por último, veamos la afirmación referente a los polinomios asociados. 

En primer lugar, recordemos que 

donde S^{i) es el segmento más largo sobre la recta de ecuación 

hr~iz + er-iy = 0 i , ~ (i - a^)h/e - iVriér) 

con extremos de coordenadas enteras no negativas, 

trih s) : = -ier-i/r-i • • • es.^.lfs+llsMSsVs{<f>$) + h), 1 < s < f - 2, 

t;ii,r~ 1) := —(a,(i} - lr.i{0u - {i - a.)h/e)), 
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y a^(t) es la abscisa del origen del segmento St,(i); y, por la observación (5) 
de 4.4, que 

(P,{Ak})s{Y) = E C i * ' ^ ' ' ' ^ • • • O-i '-^^'^-'n^OswCCr-i) Y^'-^y^ 

donde I := {k : a < k < a + de,k = a (mod e ) } , S{k) es el segmento más 
largo sobre la recta de ecuación 

hr~ix + Cr-iy = i3~{k- a)h/e ~ kVri(pr) 

con extremos de coordenadas enteras no negativas, 

trik,s) := -ker-ifr~i •' -es+ifs+ihfsiesVsiM + h), 1 < s < r - 2, 

tr{k,r- 1) := — ( a ( f c ) - lr-i{0 - (k - a)h/e)), 
er-\ 

y a{k) es la abscisa del origen del segmento S{k). 

Para un i G Ji y j e /a, si ponemos 

1 si ai{i) +a2ÍJ) >er-i, 
O si ai(i) + a2U) < er-i, 

yk = i + j € l , tenemos que 

Siií)-hS2{j)csik), 

Q:i( í ) + 0!2{j) = Q(fc) + e i j C r - i , 

tlii,s) + tlU,s) = trik,s), para 1 < s < r - 2, 

í]:(í,r - 1) + í2(j,r - 1) = U{k,r - 1) + £ Í J , 

y, por la observación (3) de 4.4 y por este teorema en orden r — l , que 

Cr-l''^''^-'HAl,iA2j)s(k){<:r-l) = 

C_l*'-(^'^-l)+-^.i(^l , iA2,,-)5^(i)+S,ü)(Cr-l) = 

C . - l ' ' ( ^ ' ^ -« (^ l ,05 , « (Cr - l ) -Cr - l^^«' ' -^ ' (^2 , i ) s . ( i ) (Cr - l ) ; 

es decir, el entero trik,r - 1) corrige la no compatibilidad para el producto 

del origen {a{k),0ik)) de S{k). Por consiguiente, para probar la parte (b'), 

hemos de ver que para todo A; € J se satisface la igualdad 

(^i t )s (A)(Cr-l) = E ' ' ( ^ l ' * ^ 2 , i ) s ( A ) ( C r - l ) -
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§7. Cálculo del valor v(R{9)) con el polígono 

En esta sección, consideraremos fijado un entero algebraico 0 € 3^' con tipo 
de orden r - 1 igual a { t ^ - i } (cf. §1). Sean F ( X ) := Irr(5 ,ü' ,X) € 0[X] 
el polinomio irreducible de d sobre K,y L := Ki&). Entonces tenemos que 

(O.b) FiY) = ^o(y)"° en F . J F ] . Así, MY) = Irr (^ ,F ,^ ,F) . Luego, 
existe un único automorfismo o G Gal(F5i /¥q^) tal que cr(Co) = d-

Y para cada i, 1 < i < r - 1, se tiene que 

( i a ) Ei polígono N¿(P) consta de un solo lado Si, cuya pendiente es igual 

a -hi/ei. Así, F ( X ) # 4>iiX) y, por la proposición de 8.4 en orden i, 

ei) j-^i eiU Cf-ej 

Además, es fácil comprobar inductivamente que 

= —vi-yiie)) = O, viT^+iiO)) = 
ei • • • Cj ex • • • eí 

vini^xi9)) = J2eifr-eifi--X-. 

Pero, por la igualdad de (*) y la observación (6) de 4.4, se tiene que 

{Ak)sik){Y) = (E"^i.«^2j)^^^^ (Y) = Y!'i^iMsik){Y) 

y, por tanto, la igualdad deseada. • 

Teniendo en cuenta la observación (3) de 4,4, del teorema del pro­
ducto se deduce el siguiente 

6 .2 . Corolar io . Sean h,e > 1 enteros primos entre si. Sea S (resp. T) 
el segmento con pendiente -h/e del polígono N ° ( P ) (resp. TSÍ^{Q)) de un 
polinomio no nulo P{X) (resp. Q{X)) de 0[X], y sea S' un segmento con 
pendiente —h/e conteniendo a S. Si QiX) divide a PiX) en 0[X], entonces 
QTÍY) divide a P s ' ( F ) en ¥g^[Y]. • 
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ei---er-iv '£M&)<Í>r-liOy =VriP). 

Pero, por los cálculos de (r - 1.a), el miembro de la izquierda de la anterior 

igualdad coincide con ei • • • e r - i u ( P ^ ( ^ ) ) + VriP)- Por consiguiente, si a es 

el único F50-automorfismo de F,^ que satisface cr(Cs) = jsiO) para cada s 

(i.b) FsiiY) = Ci^¿(y)°' en F,¡ [y ] , para algún elemento Cj G f̂ . y para 

algún entero Oj > 1. Así, por la proposición de 9.4 en orden i, 

i)f{Y) = I r r ( ^ ^ , F , , , y ) , donde a € Gal (F , , /FgJ es el único 

automorfismo tal que cr(Cj) = JjiO) para cada i , O < j < i - 1. 

Luego, existe un único automorfismo cr € Gal(Fg...j., / F , o ) que satis­

face cr(Cj) = para cada j, 0< j <i-

Por último, notemos que gr(F) = m^ar-i , por la proposición de 1.2. 

7 . 1 . P r o p o s i c i ó n . Sean P{X) e 0[X] un polinomio no nulo. Entonces 

(a) e i - - - e . _ i t ; ( P ( 5 ) ) > t ; ^ ( P ) . 

(b) ei • • • er-iv{P{e)) = Vr{P) si sólo si UriP) = 0. 

En particular, ei • • • er-iv{P{9)) = Vr{P) si gr(P) < rur-

DEMOSTRACIÓN. Si r = 1, la parte (a) es inmediata y la parte (b) se sigue 

de que ^ o ( y ) = Irr (F,F,„, Y), por la propiedad (O.b). 

Sea PiX) = ^Ai{X)(l>r-i{Xy el desarrollo (^r-i-ádico de P{X). 

Para un i tal que Ai{X) yé. O, por inducción y las conclusiones de (r — 1.a), 

se tiene que 

ei • • • er-lVÍAiie) 4>r-l(e)') = er-lVr-l{Ai) +iei--- er-iv{(i>r-i(0)) 

= er-lVr-i{Ai) + Í{er-lVr-l{4)r-l) + K-l) 

> VriP) (por la parte (b) de 2.2); 

además, la desigualdad anterior es una igualdad si y sólo si i € / , donde 

I := {i : ii,Vr-iiAi4>r-i')) € S} y S := S r - i ( P ) . Por tanto, tenemos que 

ei • • • er-iVÍPi6)) > VriP) y que ei • • • er_iXí(P(^)) = VriP) si y sólo si 
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Psi<r~i)7^0 

<=> a;,(P) = 0 , 

donde la segunda equivalencia se obtiene aplicando el corolario de 7.4 en 
orden r - 1 . Con esto ha quedado probada la proposición. • 

7 .2 . Corolar io . 

(a) ei • • • er~iv{4>i(9)) = Ur(<^s) pora cada entero i con 1 < í < r — 1. 

(b) ef-er-lVÍ(l>rm>Vri<Pr). 

D E M O S T R A C I Ó N . Se sigue inmediatamente de la proposición teniendo en 
cuenta que uJr{<^i) = O para 1 < i < r - - 1 (cf. parte (a) de la proposición de 
2.5), mientras que Uri4>r) = 1 (cf. parte (b) del corolario de 3.3). • 

Consideremos ahora el subanillo Dr de K{X) definido por 

Or ••= : P{X)MX) G 0[X], QiX) # O, MQ) = 0} C KiX); 

es decir, Dr es el anillo de fracciones de 0[X] con respecto al subconjunto 
multiplicativamente cerrado 

{QiX): QiX) € 0[X] X {0} , 'MQ) = 0} C 0[X] x { 0 } . 

Notemos que, por las proposiciones de 2.3 y de 2.5, el anillo Dr contiene 

al anillo K[X] y a las fracciones racionales de la forma # ( n ) ( X ) , n € E*" 

(cf. §1). Además, para cada fracción racional RiX) € Ür , tenemos bien 

definido el elemento Ri9) € L, ya que Qid) = O implica que ujriQ) > !• 

En efecto, si G ( X ) € 0[X] es un polinomio no nulo, entonces se tiene 

UriFG) = UriF) + ujriG) > UriF) = o^_i > 1, por (r - l .b) . 

La proposición de 7.1 la podemos extender entonces a las fracciones 

racionales de Dr-

con O < s < r - 1 (cf. conclusiones de (r - l .b)) , obtenemos que 

ei • • • er-MPm) = MP) ^ viP^m = O 

^ P | (^W5)) # O 
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7 . 3 . Corolar io . Con las notaciones anteriores, sea R{X) 6 Dr una fracción 

racional no nula. Entonces 

(a) ei---er-iv{Rie))>Vr{R). 

(b) ei • • • er-iv{R{0)) = Vr{R) si y sólo si u)r{R) = 0. 

Luego, e i • • • e r - i u ( $ ( n ) ( 0 ) ) = U r ( # ( n ) ) para cada n G Z'". • 

Por este corolario, tenemos definido un homomorfismo de anillos 

Or n a. OL 

RiX) Rie) 

tal que la imagen del ideal m ,̂, n Or está contenida en el ideal pi- Consi­

deramos el subanillo S'r de definido por 

dr ~ {RiX) : RiX) € Dr n C K. 

Observemos que F,,._i 7r--i(X) C S'r, via la inmersión de F,,_i en 

dada por la parte (a) del teorema de 2.7. En efecto, es claro que F̂ g C 5 r 

y que para cada s , 0 < s < r - l , la fracción racional jsiX) G Or n O^^; 

luego, Cs = IsiX)'' G Sr para O < s < r - 2 y 7r- i (X) '" G ^r-

El homomorfismo anterior nos induce entonces un homomorfismo de 

anillos 

RiX) ^RiO) ( ñ ( X ) G O r n O „ J , 

cuya imagen contiene a Fĝ _ j 7 r - i (^) = F , , ; además, la restricción de este 

homomorfismo a es igual al único automorfismo a G Gal(F3,_j /Wq^) 

que satisface o-(Cs) = !${&) para cada s, O < s < r — 2. De esta forma 

tenemos un diagrama conmutativo 

5 r -> F L 

F„, 

donde las flechas verticales denotan las respectivas inclusiones. 
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conh,e > 1 enteros primos entre si, yyr(X) := € K{X). Entonces 

(a) vidrie)) = - - - y vi^AO)) = 0. 
e i • • • C r — i e 

(b) Si P{X) G 0[X] es un polinomio no nulo y S es un segmento con 

pendiente —h/e para el cual podemos definir el polinomio asociado 

(en orden r) Ps{Y), entonces v{P^{e)) > O y 

pS{9) = P's{lr{9)) en¥L, 

donde a £ Gal(Fg^/Fg^) es el único automorfismo tal que a{Q) = 

7s (9) para cada s, O < s <r - 1. 

D E M O S T R A C I Ó N . Por los cálculos de (r - 1.a) y la parte (c) del corolario 

de 3.3, tenemos que el valor ei • • • er-iv{TlriS)) = VriUr) = Vr{^r) y que 

vidrie)) = ^- . Así, vidrie)) = VÍM&))-V{llri9)) = - -
e i - - - e r - i e i - - - e r - i e 

y w(7r(^)) = ev{^r{9)) - hv{7rr{9)) = 0; lo cual prueba la parte (a). 

Por la proposición 4.6, tenemos que 

P^{9)= ri{9)Bi{d)lri9Y'-''^/% (*) 
i:(i,Ui)€S 

cada r¿(g) = 7i (g)^('4)...7 ,_ i (g)t^(' . ' -^) , y cada Bi{X) € n y 

Bi{Xf = (vlí)s(i) (lr-i{XY^ en 5r- Aplicando el homomorfismo de ani­

llos definido anteriormente, —>• Fi,, a los dos miembros de la anterior 

igualdad, obtenemos que 5 i (9 ) = (>lj)5(j) ^7r- i (^)^ e n F ^ . Tomando ahora 

clases módulo pi en la igualdad de (*) se obtiene la parte (b). • 

Nótese que mientras el teorema de 2.8 hacía referencia a una igualdad 

en 5r donde intervenían la fracción racional y el polinomio asociados en 

orden s , l < s < r - l , la parte (b) del corolario anterior hace referencia a 

Ahora, estamos en condiciones de probar el siguiente 

7 . 4 . Coro lar io . Supongamos que F{X) ^ (J)T{X). Ponemos (cf. (h) de 7.2) 

ei---er-iv{<l>r{0)) -Vricf>r) -• - , 
6 
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una igualdad análoga en ¥L en la que intervienen la fracción racional y el 

polinomio asociados en orden r. 

7 . 5 . O b s e r v a c i ó n Tanto conceptualmente como a la hora de hacer de­

mostraciones, siempre podemos suponer que los grados de los polinomios 

t / ' o ( F ) , ' 0 i ( F ) , . . . del tipo t^- i son todos iguales a 1; es decir, 

siempre podemos suponer que /o = / i = • • • = fr-i = 1. En efecto, sea 

K' C í^' la extensión no ramificada de K de grado /o • • • fr-i • Por la parte 

(b) del corolario de 9.2 en orden r — l, sabemos que el entero /o • • • fr-i 

divide al grado residual f{L/K); luego, el cuerpo residual FK' = Fg^ C F ¿ 

y ü"' C L. Entonces el polinomio F(X) factoriza en K'[X] de la forma 

F{X)= n G^X), (*) 
r € G a l ( K ' / K ) 

donde GiX) := lTTÍe,K',X) € OK'[X]. 

A continuación, veremos que el polinomio G{X) tiene, sobre K', tipo 

de orden r - 1 igual a { t j . _ i } , donde t j , _ i es un tipo de orden r - 1 definido 

sobre K' con los correspondientes grados = f{ = ••• = f¡._^ = 1. Des­

pués, se verán las relaciones que existen entre el polígono y el polinomio 

asociado (en orden r) de F{X) sobre K y los de G{X) sobre K'. Se aplicará 

el superíndice prima (') a las notaciones que utilizamos sobre K, asociadas 

al tipo t r _ i , para referirnos a las correspondientes notaciones sobre K', 

asociadas al tipo t j . . ^ . 

Por inducción sobre i, 1 < i < r, veamos que el polinomio G{X) 

tiene, sobre K', tipo de orden i - 1 igual a { t í _ i } , donde 

es un tipo que será construido y que satisface gr(^j_ i ) = 1 y 4>'j{X) divide 

a (pjiX) (1 < i < i) , y que para cada polinomio no nulo P ( X ) € 0[X] se 

satisfacen las propiedades siguientes 

(¿b) Para cada segmento S del polígono N^^, ,^,j(P), con origen {a,0) 

y pendiente —h/e, su polinomio asociado (en orden i) es igual a 

P ¿ ( F ) = Ai P K M Í F ) en F , . [Y], para ciertos elementos Ai = Ai(a,/3), 
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/i¡ = Hi{h/e) € IF .̂, donde a G Gal(Fg, /Fg¡j) es el único automorfismo 

tal que a{Cs) = 7s(5) para cada s, O < s < r - 1. 

Puesto que el polinomio rl^oiY) = Irr (d,¥qa,Y) (cf. conclusiones de 

(O.b)), el elemento 9 € ¥g, y el polinomio GiY) ~ {Y-9)'''° en F^JY], 

con a'o := gr(G). Luego, hemos de tomar %{Y) := Y -d € Fg^Y] y 

podemos elegir el polinomio mónico (X) € OK' [X] de forma que sea el 

factor de 4>iiX) que satisface <^i(F) = %iY) (lema de Hensel). Además, 

como la extensión K'/K es no ramificada, la valoración VK- = v; por tanto, 

la valoración v[ y la pseudo-valoración tjj[ de K'{X) restringidas a K{X) 

coinciden con vi y uJi, respectivamente. Trabajando con el desarrollo 4>i-

ádico de PiX) y con el -desarrollo admisible obtenido al substituir en él 

<l>iiX) por iMX)/<PiiX)) • <f>[iX), se ven entonces (1^) y (Ib)-

Consideremos ahora un entero i con 1 < i < r - 1 . Supongamos 

construido el tipo t •_^ y elegidos los polinomios î i ( X ) , . . . , • (X) 6 OK' [X] 

de forma que Í?(X) tenga (sobre K') tipo de orden i - 1 igual a {t'¿_i}, 

cada^j (X) divida a ^ j ( X ) y VI,ÚJI restringidas a i í ' (X) coincidan con t>¿,a;i, 

respectivamente; y supongamos que se satisfacen las propiedades (¿a) y (ib)-

Por la parte (b) del corolario de 3.3 es IJ'ÍÍ(Í>ÍI<t>'i) = '•^ii'^i) - wí(<î 'i) = O-

Entonces por la parte (b) de la proposición de 7.1, aplicada al polinomio 

(piiX)I(¡)\iX) e OK'{X], y las conclusiones de (i.a) obtenemos las igualdades 

e i . • • e,_i iviUe)) - vim)) = vm - vM) 

=ei---ei.M<í>m)---vm, 

que muestran la relación 

vim) = -^~~(vm + ~); 
ei • • •e i_ i V eij 

en particular, es G ( X ) ^ i^'t(X). Por la proposición de 8.4 en orden i, se 

tiene entonces que el polígono N(„j_^»)(í?) consta de un solo lado Ti, con 

pendiente igual a -hi/ei. Luego, la valoración «í^j restringida a KiX) 

coincide con Vi+i (por la propiedad (¿a))- Además, se tiene definida la 

fracción racional 7Í (X) 6 K'iX) y, expresando 7 i (X) en función de 7¿(X) 

y de las correspondientes fracciones racionales asociadas a los polinomios 

4>jiX)l4>'jiX) € OK'[X] (1 < i < i) y aplicando el corolario de 7.4, tenemos 
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en particular, ^[{6) G FJ.+i, pues 7 ,(0) e F .̂̂ ^ (por las conclusiones de 

(i.b)). Aplicando la proposición de 9.4 en orden i, obtenemos entonces que 

el polinomio asociado (en orden i) G'-j-.{Y) - c- ( ^ - ^ ^ ( 1 ) ^ ° ' en Fg, [F], 

para algún elemento c- e F̂ ^ y para a- := gr(G)/(eo • • • ei) . Por con­

siguiente, hemos de tomar i/'í(y) :=¥ - 7^(6) e F,..^,[F]; de esta forma, 

la pseudo-valoración w^+i restringida a K{X) coincide con Wi+i (por las 

propiedades (¿a) y (ib), las conclusiones de (i.b) y la igualdad de (**)) 

y el valor Ü;¿^I((^Í+I) = a;¿+i(^i+i) = 1. Podemos elegir el polinomio 

(j>\^^{X) € OK'[X] de forma que sea el factor de (¡>ij^i{X) correspondiente 

al tipo t¿ = ( t í_ i ; /i¿/eí,í/'í), dado por el teorema del polinomio asociado en 

orden i (cf. 9.1 y 9.2). Trabajando como antes (en el caso i = 1) y utilizando 

el teorema del producto (cf. 6.1) y la propiedad (ib), se obtienen ahora las 

propiedades {i + la) y (i + Ib)-

Finalmente, aplicando las propiedades (ra) y (rt) a nuestro polinomio 

F{X) y el teorema del producto sobre K' a la factorización de F{X) dada 

por la igualdad de (*), y teniendo en cuenta que Wr(F) = ^^.(G), se obtienen 

las relaciones 

(a) N(„,,^^)(F) = N ( , , , ^ ; ) ( G ) + {(0,1/)}, donde z . : = t ; r ( F ) - t ; ; ( G ) . 

(b) Para cada segmento 5 = T -I- {(0,z/)} del polígono N(^^,<^^)(F), es 

F s ( F ) = A • [G'j-Yiii Y) en F, , [F], para ciertos elementos A, /i € i^^, 

donde r := o - ^ € Gal(F,^/F,o). 

Queda justificada entonces la afirmación del comienzo de esta observación. 

§8. Teorema del polígono 

En esta sección vamos a probar el teorema del polígono en orden r. Este 

teorema nos proporcionará una descomposición del factor Q T - I {X) de P{X) 

correspondiente al tipo t r - i , dado por el teorema del polinomio asociado 

en orden r - 1 (cf. 3.5 y 3.6 del capítulo 1 si r = 2, y 9.1 y 9.2 si r > 2), a 

partir de la descomposición en lados de su polígono de Newton N r ( Q r - i ) , 

la igualdad 

'W) = m{hilei)-W)\ (**) 
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8 .3 . Corolar io . Con las mismas hipótesis y notaciones que en el teorema 

anterior. Para cada i, 1 < i < g, se tiene 

(a) El número de factores mónicos e irreducibles del polinomio Pr^i{X) 

en K[X] es menor o igual que dr,i- Cada uno de estos factores tiene 

grado múltiplo de mrer,i y tipo reducido de orden r igual a {t^i}. 

(b) Sea 6 e una raíz de Pr, i (X) y ponemos L := K{e). Entonces 

el entero eo • • • Cr - iCr ,» divide al índice de ramificación e{L/K) de la 

extensión L/K. Además, sidr,i = 1, entonces el polinomio Pr,i{X) es 

irreducible en K[X], e{L/K) = eo • • • Cr- i e^ . j y f{L/K) = /o • • • fr-\-

el cual coincide (salvo una traslación vertical) con el polígono N ° ( P ) . 

8 .1 . T e o r e m a . (Teorema del polígono) Sea P{X) € 0[X] un polinomio 

mónico tal que el polígono N ° ( P ) no se reduce a un solo punto; es decir, 

tal que v^^{P) < ujr{P)- Sean Sr,i,.. .,Sr,g los lados de N ° ( P ) y sean 

dr,i, e.r,i, hr,i los datos asociados a Sr,i (l < i < g)- Entonces el factor 

Qr-iiX) de P{X) correspondiente al tipo tr-i, dado por el teorema del 

polinomio asociado en orden r — l (cf 9.1 y 9,2), admite una factorización 

de la forma 

Qr-liX) = MXr-^''^ • Pr,l{X) • • • PrJX) , 

donde cada Pr,iiX) € 0[X] es un polinomio mónico, no divisible por 4>riX), 

de grado mrer,idr,i, con tipo de orden r — l igual a { t ^ - i } , cuyo polígono 

Nr(Pr,t) consta de un solo lado S'^a con datos dr,i, er,i, hr,i, y cuyo poli­

nomio asociado (en orden r) a este lado es (-Pr.Os; ¡ (F) = CiPs,.^iiY), para 

algún elemento c, G f̂ .̂ Además, para todo i, 1 <i < g, si 0 e í^' es una 

raíz de Pr,i{X), tenemos que el valor 

viMO)) = ^ \ (vr{<l>r) + ^ . 
ei •••er-i \ er,ij 

8.2 . Def in ic ión . Al polinomio Pr,i{X) le llamaremos el factor de P{X) 

correspondiente al tipo reducido de orden r 

tr.i := {•>Po;hi¡ei,ipi;.,.;hr-i/er-uA-i->hr,i/er,i). 
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\ eo 

ejL/K) \ / f{L/K) \ ^ gr(Irr(g,g)) ^ gr(Pr,,) 

•••er-\er,ij \fo - • • fr-1 J WrCr , , ~ ínrCr . i 

Supongamos ahora que dr.í = 1- Por lo anterior obtenemos que Pr,i{X) es 

irreducible en K[Xl e{L/K) = eo• • • Cr-ie^.i y fiL/K) = fo--- fr-i- • 

En el caso dr,¿ = 1, con la parte (b) del corolario anterior podemos 

calcular, a partir del tipo reducido t° ¿, el índice de ramificación y el grado 

residual correspondientes a la extensión LfK definida por el polinomio irre­

ducible Pr,i{X). Más adelante, veremos que también podemos hallar en este 

caso, a partir del tipo reducido t°¿ , una base del 0-móduío libre O Í y un 

generador del ideal primo p L (cf. 11.12). 

A continuación, probaremos el teorema de 8.1 en el caso particular 

de un polinomio irreducible de 

8 .4 . P r o p o s i c i ó n . SeaP{X) G 0[X] un polinomio mónico, irreducible, con 

tipo de orden r - l igual a { t ^ - i } y distinto de (j^riX). Entonces el polígono 

N r ( P ) consta de un solo lado, cuya pendiente es negativa. Además, si 

# € es una raíz de PiX), entonces 

ei • • • e¡ 

donde —hr/er es la pendiente de este lado. 

D E M O S T R A C I Ó N . En primer lugar, observemos que los polígonos N r ( P ) 

y N ° ( P ) coinciden y no se reducen a un solo punto. En efecto, por las 

DEMOSTRACIÓN. Las afirmaciones de la parte (a) son consecuencia directa 

de la parte (b) del corolario de 1.3 y del teorema del producto (cf. 6.1). 

Probemos ahora las afirmaciones de la parte (b). Sabemos, por in­

ducción, que el entero eo • • • Cr-i divide a e{L/K) y, por el corolario de 9.3 

en orden r - l , que el entero /o • • • / r - i divide al grado residual f{L/K). 

Además, por el teorema de 8.1, el grado gr(Pr,t) = mrer,idr,i y la fracción 

VLJM^)) _ „ ^ ff¡.s er,iVr{<í>r) + ftr.i 

e{L/K)/{eo---er-i) er,i 

Por consiguiente, como el mcd(er,iür(0r) + /ir,i,er,i) = mcd(ftj.,í) er,i) = 1, 
entonces ê -.i divide a e(L/K)/{eo • • • C r - i ) y tenemos 
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hipótesis sobre el polinomio P{X), se tiene que v^^iP) = O < Wr(P) y» 

por la proposición de 1.2, que gr(P) = mrCL»r(P); lo cual prueba lo que 

queríamos aplicando el lema de 4.2. 

Observemos también que €% • • • er-ivi((>r{d)) > V r ( ^ r ) t por la parte 

(b) del corolario de 7.2; en particular, v{<l)r{6)) > 0. 

Consideremos entonces el polinomio irreducible de 4r(&) sobre K, 

m 

Por el teorema del polígono en primer orden (cf. 3.1 del capítulo 1), el 

polígono N(j ,j ,x)(^} consta de un solo lado, cuya pendiente es igual a 

-v{bo)/m = -v((priO))- Por tanto, el valor t?(6¿) > (m — i)v{<pr(0)) para 

cada entero i,0 <i <m. 

Consideremos ahora el polinomio mónico 

m 

QliX) := QiMX)) = Y^iMxy e o[X]. 

Observemos que para todo i se tiene 

Vrihíf)/) = Vrih) + i Vr(tl>r) 

= ei • • • Cr-ivik) + i Vri(f>r) 

> ei • ••er~l{m - í > ( ^ r ( 5 ) ) + l ü r ( # r ) 

= Vri4'r"') + (m - ¿)(ei • ••er.lViM^)) - U r ( ^ r ) ) , 

y que la anterior desigualdad es una igualdad si i = O o si í = m. Por tanto, 

el polígono N r ( Q i ) consta de un solo lado, cuya pendiente es igual a 

-iei---er~lv{4>r{&))-Vr{(l>r))<0. 

Por otra parte, como Qi {$) = O, el polinomio P{X) ha de dividir al poli­

nomio Qi{X) en 0[X] y entonces, por el teorema del producto (cf. 6.1), 

el polígono Nr{P) = N ° ( P ) ha de constar también de un sólo lado, con la 

misma pendiente. 

Por último, aplicando la fórmula explícita que calcula el valor Vr{<pr) 

(cf. parte (c) del corolario de 3.3), obtenemos la última igualdad de la 

proposición. O 
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Pasemos ahora a demostrar el teorema de 8.1 en general; es decir, 

para cualquier polinomio de 0[X] (no necesariamente irreducible). 

DEMOSTRACIÓN (del teorema de 8,1). Por el teorema del polinomio asocia­

do en orden r - 1 (cf. 9.1), sabemos que nuestro polinomio P{X) factoriza 

en la forma 

PiX) = Qr-iiX)R(X), 

donde Qr-iiX) e 0[X] es un polinomio mónico, de grado mrUr{P) = 

m r W r ( Q r - i ) y c o n t i p o d e orden r - 1 igual a { t r - i } , y donde R{X) £ 0[X]. 

Luego, Ur{R) - O, el polígono N°(J?) = {(0,Ur(i?))} = : T, el polinomio aso­

ciado (en orden r) RTÍY) = C € f^^ y el polígono N r ( Q r - i ) = N ? ( Q r - i ) , 

por el lema de 4.2. Por el teorema del producto (cf, 6.1), obtenemos entonces 

las igualdades 

N°iP)=Nr{Qr-l) + mVr{m, 

Ps.Ay) = c-iQr-iMy), i < i < 9 , 

donde {Qr-i)Ti{Y) es el polinomio asociado (en orden r) al lado, T¡, con 

pendiente -hr,i/er,i del polígono N r ( Q r - i ) . 

Consideremos ahora un polinomio Q{X) € 0[X] mónico, irreducible, 

que divida a Qr-iiX) y distinto de (priX). Por la parte (b) del corolario 

de 1.3, el polinomio Q{X) ha de tener tipo de orden r - 1 igual a { t r _ i } . 

Por la proposición de 8.4, el polígono N r ( Q ) ha de constar de un solo lado 

y para cada raíz 0 de Q{X) ha de ser ei • • • er-iv{(pr{0)) — Vr{<}>r) + h/e, 

donde —h/e es la pendiente de este lado. Además, esta pendiente —h/e ha 

de ser igual a -hr4/er,i para algún único i, de nuevo por el teorema del 

producto. 

Finalmente, para cada i definimos el polinomio 

PrÁX) := n < 9 e 0{X], 
Q ( X ) € C i 

donde Cj denota el conjunto formado por todos los polinomios Q{X) € 0[X] 

mónicos, irreducibles, que dividen a Qr-i{X), distintos de <t>T{X) y tales que 

la pendiente del único lado del polígono N r ( Q ) es igual a —hr,i/eT,i- Por lo 

anterior se tiene que 

Qr-l{X) = MXy*^^^^ • PrAX) • --PrAX) , 
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§9. Teorema del polinomio asociado 

Veremos ahora el teorema del polinomio asociado en orden r, que nos facili­

tará una ulterior descomposición del factor Pr,i{X) de P{X) correspondiente 

al tipo reducido t ° ¿ (cf. 8.1 y 8.2) a partir de la descomposición en F , , { F ] 

de su polinomio asociado (en orden r) (ír,i)5^ . ( F ) = CíPs^A^)-

9 . 1 . T e o r e m a . (Teorema del polinomio asociado) Sea P{X) e un 

polinomio mónico tal que el polígono N ° ( P ) no se reduce a un solo punto; 

es decir, tal que v<j,^{P) < OJT{P)- Sea Sr un lado de N ° ( P ) y sean dr¡ e^, 

hr sus datos. Sea 

P s . ( F ) = c # . , ( F ) » - i . . - V r , , ( F ) « - , cer^^, 
la factorización del polinomio asociado (en orden r) P s „ ( F ) en producto de 

potencias de distintos polinomios mónicos irreducibles de Fg, [Y] con grado 

fr,i ~ &:ii^r,i)' Entonces el factor Pr{X) de P{X) correspondiente al tipo 

reducido de orden r 

t ° : = (i¡}o;h/ei,ipi;.,,;hr-i/ef.~i,i()r~i',hr/er), 

dado por el teorema del polígono (cf 8.1 y 8.2), admite ma factorización 
de la forma 

donde cada Qr,iiX) € OIX] es un polinomio mónico, de grado mTerfr,iO'T,i> 

con tipo reducido de orden r igual a {t°}, cuyo polígono Nr(Or, i } consta de 

un solo lado Tr,i, con datos fr,iO,r,i, Cr, h^, y cuyo polinomio asociado (en 

orden r) a este lado es (<5r,i)T,,,-(F) = c#r , i (F)° ' ' '% paro algún elemento 

Cj G i^^. Además, para todo i, l <i < g, si 6 € es una raíz de Qr,i{X) 

y ponemos fr(X) := • G K{X), tenemos que el vdorvhrid)) = O 
a-r(A)'^' 

y que ^1¿Y) = Irr F^,, F ) , donde <7 € G a l ( F g J F , J es el único 

automorfismo tal que a(Cs) = 7 , ( 9 ) para O < s <r - 1 (cf §7j. 

y que cada polinomio Pr.iíX) satisface las propiedades del teorema, por la 

parte (a) del corolario de 1.3 y, otra vez, por el teorema del producto. O 
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9 ,3 . Corolar io . Con las mismas hipótesis y notaciones que en el teorema 

anterior. Para cada i, 1 < i < g, se tiene 

(a) El número de factores mónicos e irreducibles del polinomio Qr,i{X) 

en K[X] es menor o igual que aj-,i. Cada uno de estos factores tiene 

grado múltiplo de mrCrfr.i y tipo de orden r igual a {tr,i}. 

( b ) 5eo 6 £ una raíz de Qr,i{X) y ponemos L := K{9). Entonces 

el entero fa • • • fr-ifr,i divide al grado residual f{L/K) de la exten­

sión LfK. Además, si ar,i = 1, entonces el polinomio Qr,iiX) es 

irreducible en K[X], e(L/K) = eo • • • e r y f{L/K) = /o • • • / r - i / r , , . 

DEMOSTRACIÓN. La parte (a) se sigue de la parte (b) del corolario de 1.3 

y del teorema del producto (cf. 6.1). 

Pasemos a ver la parte (b). Por el corolario de 8.3, sabemos que el 

entero eo • • • e , . divide al índice de ramificación e{L/K). Por inducción, el 

entero fo--- fr-i divide a f{L/K)-, o equivalentemente, el cuerpo F^, C FL. 

Entonces, por el teorema de 9.1, obtenemos que el cuerpo F,^ (7r(^)^ Q FL 

y que el grado Wq^ (lAd)^ '• F, , = / r , j . Por consiguiente, se tiene que fr,i 

divide a f{L/K)/{fo • • - fr-i) y que 

íe{L/K)\ r fjL/K) \ ^ gviln{9,K)) ^ gT{Qr,i) ^ . 

\ e o - - - e r y V/o • • • / r - l / r , i / TT^r^rfr^ ~ " I r C r / r , ! 

Ahora, supongamos que ar,i = 1. Es claro por lo anterior que entonces 

el polinomio QrAX) ha de ser irreducible en K[X], e{L/K) = eo • • - ej. y 

f{L/K) = fo---fr-lfrA- • 

En la parte (b) del corolario anterior hemos visto que en el caso 

ar,i = 1 podemos calcular, a partir del tipo t^.i, el índice de ramificación y 

el grado residual de la extensión L/K definida por el polinomio irreducible 

Qr,i{X). En la §11, veremos que en este caso (o^.j = 1) también podemos 

9 .2 . Def in ic ión . Al polinomio Qr,i{X) le llamaremos el factor de P{X) 

correspondiente al tipo de orden r 

tr,i ••= i^o;hi/ei,ipi;...;hr-i/er-i,ipr-i;hr/er,Í!r,i). 

file:///eo---ery
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hallar, a partir del tipo t^.í, una base del O-módulo libre £?£ y un generador 
del ideal primo p i , (cf. 1 1 . 1 2 ) . 

Pasemos a probar el teorema de 9.1 en el caso particular de un poli­
nomio irreducible de 0 ( X ] . 

9 .4 . P r o p o s i c i ó n . Sea P{X) € 0{X] m polinomio mónico, irreducible, 
con tipo de orden r — 1 igual a { t r - i } y distinto de ipriX). Sean Sr el único 
lado del polígono N r ( F ) (cf. 8 . 4 ) , d r , er, h r sus datos y PsAY) ^ Fg,.[F| sm 

polinomio asociado (en orden r), y ponemos 'yr{X) := . € K{X). 
7rr(A)"'-

Por último, sean 0 € una raíz de PiX) y a E GaliF, JWgA el tínico 
automorfismo tal que cr(Cs) ~ IsW po^ra O < s < r - 1 . Entonces tenemos 

(a) v{^r{B))^QyPl{¡A&)) = 0 . 

(b) PsAy) = c^r(F)°'- en FgAY], para algún elemento c € y para 

algún entero Or > 1 , donde (Y) = Irr (JTÍ0),F,, , Y^. 

D E M O S T R A C I Ó N . Comoei ••• er-iv{4>ri0)) — Vri<f>r}+hr¡er (cf.proposición 
de 8 . 4 ) , entonces el valor vijri0)) = O y (^rAñ) = PM .̂ Por el 
corolario de 7 . 4 . Veamos que viP^''{0)) > O, lo cual probará la parte (a). 
Sea PiX) = E^i(^)<^'-(^)' el desarrollo ^^-ádico de P(X) j sea ( 0 , ^ ^ ) 

el origen del lado Sr- Por la proposición de 7 . 1 , se tiene entonces que 

ei • • • e r - M M O ) M & Y ) = M A I 4>r') +Í^>(}r 

para cada i tal que ii,VriAi <^r*)) 4- Sr- Por tanto, tenemos que 

PiX) = WriX)»'P^'{X) + RiX), 

donde RiX) e 0[X] y ei - - • er-iviR{9)) > 0r- Substituyendo ahora la 
indeterminada X por 6 en la anterior igualdad y teniendo en cuenta que 
ei • • • er-iVÍ7tri0}) = 1 (cf. cálculos de (r - 1.a) en la § 7 ) , obtenemos que el 
valor ü(P^"(#)) > 0 . 

Pasemos a demostrar la parte (b). Por la observación de 7 . 5 , podemos 
suponer que los grados /o = • • • = f r - i = 1; así, qr = QQ. Consideremos el 
polinomio irreducible de ̂ riS) sobre K 

m 

QiX) := Irr(7r(^) , ir ,X) = Y.^^' € 0\X], = 1 . 
j=0 
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QiiX) •-
( r \ m 

\ s = l / j = 0 

donde cada B j e . ( X ) := bj • 7RÍ(X)"'~^'"'» G 0[X] (no necesariamente de 

grado menor que m,.). 

En primer lugar, veamos que el polígono N r ( Q i , {Sj}) consta de un 

solo lado T, cuya pendiente es igual a -hr/er y cuyo origen es el punto 
r 

(0,0), donde 0 := E'̂ *̂ '"̂ *̂̂ ' efecto, para todo j tenemos que el valor 

Vr{Bje,<f>r^^') = Vr{bj) + ^ C ^ s ' 3 K)VrilTs) + j erVri<Í>r) 

> E("« - Í ^ S K C T T S ) + j er'Uri<f>r) 
s=l 

= 0-jhr, 

donde la última igualdad se obtiene aplicando la parte (b) de la proposición 

de 2.5 y la parte (c) del corolario de 3.3; además, la anterior desigualdad es 

una igualdad si j = O o si j = m. 

En segundo lugar, veamos que el polinomio asociado (en orden r) 

iQi, {BÍ})TÍY) = cQiY) en F̂ ^ [Y], para algún elemento c G IF̂ .̂ Recorde­

mos que el polinomio 

m 

(Qi, {BÍ))T{Y) := E Ci'^^^''-'^ • • • C r - i * ^ ^ ^ ' ' - ' - ' ^ { B j e J r u e . ) ( C r - l ) Y ^ 

donde el segmento T{jer) y los enteros tr{jer,s) (1 < s < r - 1) están 

definidos como siempre (cf. §4). Consideremos un entero j con O < j < m. 

Entonces v{bo) = mvijri9)) = O y Q(F) = xpr{Yf en ¥g^[Y], paxa algún 

entero 6 > 1. Ponemos := CJ/S • •-erfrhs/iesfr) € Z, para 1 < s < r. 

Por el lema de 2.10, existen r enteros N I , . . . , N R tales que para todo J , 
r 

O < i < m, la fracción racional ] ] [ 7rs(X)"'"•''"' G Consideremos 
s = l 

ahora el polinomio 
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Ci{X) = iBi)T(i){Z), Z:=jr-i{X) 

Por las definiciones dadas, tenemos que el producto 

Ti{X)CiiX) = piX)bj, (*) 

donde p{X) := T T ^ C X ) - ^ JJ TT^ÍX)"' e KiX) es independiente de j . Ade-

más, como el valor Vr(p) = O, podemos escribir 

p ( X ) = 7 i { X ) ^ ' - - - 7 r - i W * - S 

para ciertos enteros ti,.. .,tr-i (cf. lema de 2.9). Tomando clases módulo 

en la igualdad de (*), obtenemos entonces la igualdad 

via la inmersión de F,^_j en k^^ dada en la parte (a) del teorema de 2.7. 

Substituyendo en esta última igualdad el elemento Z, transcendente sobre 

F5^_i (cf. parte (b) del teorema de 2.7), por el elemento (r-i, obtenemos 

que el coeficiente j-ésimo de {Qi, {Bv})riY) es 

^^UiA)... c . _ i ^ ' í ^ - - i ) ( B , ) T ( i ) ( C . - : ) = 

para c := Ci'*' • -Cr- i '"" ' € IF̂ ^ independiente de j ; lo cual prueba lo que 
queríamos ver. 

Observemos ahora que el anterior -desarrollo de Qi{X) es admisi­

ble. En efecto, si el polinomio Bj {X) es no nulo, entonces uir{BjeJ = O, 

puesto que ujr(K*) = ( 0 ) y que oJri<Pi) = • • • = ujri4>r~i) = 0. 

ponemos i := je-r y denotemos por (a{i),0{i)) el origen del segmento T{i), 

Por la proposición de 4.6, se tiene que la fracción racional 

y que la fracción racional 

satisface la igualdad 
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Zr{P) := {0eí$': P(e) = o, = C, paraO<s<r-l}. 

D E M O S T R A C I Ó N . Haciendo uso de este mismo corolario en orden r — 1 , de la 
propiedad (r - l .b) (cf. definición de 1 . 1 ) que por hipótesis satisface P{X) 
y de la proposición de 1 . 2 , obtenemos que el cardinal 

t := # Z r ( F ) = eo • • • e ^ - i O r - i = gr (P) / ( / o • • • fr~i) • 

Fijemos un elemento 6 € Zr{P) (siempre existe al menos uno). Pone­

mos L := K{e), MY) ••= Irr ( T T W , F , . , l ' ) Y fr := griA)- Entonces, por 

la proposición de 9 . 4 , sabemos que el polinomio Ps^iY) = ci>r{YY'- para 

algún elemento c e y para algún entero > 1; además, por el lema de 

4 . 2 , es O r - i = oJriP) = 6rdr = C r / r O r . Sea Kr la exteusión no ramificada 

de i í de grado /o • • • / r - i ; así, el cuerpo Kr C L, el grado [L : Kr] = í y el 

cuerpo residual FK,. = F , , . Para cada entero s,0 < s <r, ponemos ahora 

FsiX) •.= lrc{jM,Kr,X) € O K A ^ ] , n . := gx{F,) y < : = ] L : Kr^ÁO))]-

Entonces F,iY) = ( F - G)"' para O < s < r - 1 (ya que js{0) = G € FgJ, 

y Tr{Y) = MYY'-^f'. 

Veamos a continuación la igualdad entre los conjuntos 

Zr{P) = Wi{e),...,ot{9)}=:C, 

Finalmente, como Qi{6) — O, entonces P{X) divide a Qi(^X) en 
0[X], y, por el corolario de 6 . 2 , el polinomio asociado Ps.{Y) dividirá al 
polinomio asociado (QI)T{Y) = {QI,{BÍ})T{Y) = c Q ( F ) = cMY)'' en 
F,o [Y]. Con esto queda probada la parte (b). • 

El siguiente corolario, válido también cuando r = 1 (cf. observación 
( 5 ) de 3.8 en el capítulo 1 ) , nos dice como podemos obtener explícitamente 
todas las raíces del polinomio asociado (en orden r) Ps^ (Y) a partir de las 
raíces del polinomio irreducible P{X). 

9.5. Coro lar io . Con las notaciones e hipótesis de la proposición anterior, 
se tiene la igualdad 

PsÁYY°-'^ = c n ( Y - W ) ) , 

9ez,.(p) 

para algún elemento cE.Wt , donde 
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lo cual demuestra que cada 'ys{cri{d)) = ("« para O < s < r - 1 . Luego, queda 

probado que cada ai{9) € Zr{P) y que Zr(P) = C. 

Finalmente, veamos la igualdad afirmada en el corolario. De lo visto 

anteriormente se obtienen las igualdades 

Ps,(F)^»-'=' = c > r { F ) » ' - ^ ° - ^ ' =c'^r(F)*/-^' =dTr{Y)< , 

para algún c' € F^^, así como las igualdades 

t 

las cuales prueban el corolario. • 

Ya estamos en condiciones de poder probar el teorema de 9.1. 

DEMOSTRACIÓN (del teorema de 9 . 1 ) . Recordemos (cf. 8 . 1 ) que el poli­

nomio Pr{X) € 0[X] es mónico, de grado rrirerdr, con tipo reducido de 

orden r igual a { t ^ } y cuyo polinomio asociado (en orden r) al único lado 

lado, S'r, del polígono Nr(Pr) es igual a 

iPr)s'AY) = cPs^iY), c G F,^ . 

Además, ei • • •er-it;(<?ir(fl)) = Vri(l>r) + hr/cr para cada raíz 9 de P r ( X ) . 

Ahora, consideremos un polinomio Q{X) G 0[X] mónico, irreducible 

y que divida a PriX). Por la parte (b) del corolario de 1 . 3 y por el teorema 

del producto (cf. 6 . 1 ) , el polinomio Q{X) tiene tipo reducido de orden r 

igual a {t°}. Por la proposición de 9 . 4 , su polinomio asociado (en orden r) 

al único lado del polígono N r ( Q ) es (salvo constante de f*^) igual a una 

donde 0 i , . . . , c r t son las t iír-inmersiones de L en í^' . Como los elementos 

de C son exactamente los conjugados de 9 sobre Kr, entonces el cardinal 

# C = í = # Z r ( P ) . Por tanto, nos bastará con probau: que ai{d) £ Zr{P) 
para cada ¿, 1 < i < í. Es claro que cada P{cri(9)) = O-Í(P(^)) = 0. Además, 

para cada s , 0 < s < r - l , s e tiene que el polinomio 

n {y-'^íMm) = n ( F -íICy^M) =MY)< = ( F - ; 
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§ 1 0 . Teorema de la resultante 

En esta sección y la siguiente volveremos a interesarnos por el problema 

de determinar con el polígono el índice local de un polinomio mónico y 

sin raíces múltiples de 0[X], el cual resuelve el problema de determinar la 

valoración p-ádica del discriminante absoluto de un cuerpo de números (cf. 

§4 del capítulo 1). En esta sección veremos que en orden r también es válido 

un teorema de la resultante, análogo ai de Nart para el polígono de orden 1. 

Este teorema será utilizado en la próxima sección para probar un teorema 

del índice en orden r, análogo a su vez al de Ore para primer orden. 

Sea P{X) € 0[X] un polinomio mónico. Comenzamos definiendo 

recurrentemente el conjunto, t r _ i ( P ) , de tipos de orden r — 1 del polinomio 

PiX). Pensamos cada tipo de orden s, 0 < s < r - l , junto con una elección 

de los correspondientes polinomios ^ i ( X ) , 1 < í < s + 1 , que mantendremos 

al alargar el tipo. 

potencia de tpiY), donde t̂ '̂ (F) = Irr (%4e),¥<¡^,Yy 5 € es una raíz 

cualquiera de QiX) y cr € Gal(Fg^ /F,o) es el único automorfismo tal que 

c(Cs) = 7s(^) para O < s < r - 1. Además, por el corolario de 6,2, el 

polinomio ipiY) = rpr,i(Y) P^^^ algún único i. 

Para cada i definimos entonces el polinomio 

<3(X)6Ci 

donde d denota el conjunto formado por todos los polinomios Q{X) e OIX] 

mónicos, irreducibles, que dividen a Pr{X) y tales que el polinomio asociado 

(en orden r) al único lado del polígono N r ( Q ) es (salvo constante de 5^^) 

igual a una potencia del polinomio i/»r,i(F). Por lo visto anteriormente 

tenemos que 
PriX)^QrjiX)--QrAX), 

y que cada polinomio Qr,iiX) satisface las propiedades del teorema, por la 

parte (a) del corolario de 1.3 y por el teorema del producto. • 
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1 0 . 1 . Def in ic ión . Definimos t(¡(P) como el conjunto de todos los tipos (ipo) 

de orden O, para los cuales el polinomio i^oiY) divide a P(Y). 

Supongamos ahora definido el conjunto t | ._2(P) (r > 2). Defini­

mos tr-i(P) como el conjunto de todos los tipos {tr~2]hr-i/er-i,ipr-i) 

de orden r - 1 , para los cuales el tipo tr-2 € t r _ 2 ( P ) y satisface que el 

polígono N°j,^ ^ reduce a un solo punto, el número racional 

—hr~i/er~i es la pendiente de nn lado S de este polígono, y el polinomio 

^ r _ i ( F ) es un factor de su polinomio asociado (en orden r—l) P s { F ) . 

Podemos imaginar el conjunto t r - i ( P ) como todos los caminos de 

longitud 2(r — 1) de un árbol que empieza con los factores irreducibles de 

P ( F ) . A cada uno ie asignamos tantas r a m ^ como lados tiene la parte 

principal del polígono, a cada rama le "salen" tantas ramas como factores 

irreducibles tiene el polinomio asociado, etc. Por lo que hemos visto (cf. 9.1) 

a cada uno de esos caminos le corresponde un factor de P{X) en 0[X]. 

1 0 . 2 . O b s e r v a c i o n e s . (1). Observemos que el conjunto tr_i(P) es finito 

(eventualmente igual al vacio) y coincide con el conjunto de los tipos de 

orden r - 1 para los que la correspondiente pseudo-valoración cumple 

u)riP) > O (recordar que u>r{P) < W r - i ( P ) , por la parte (b) de la proposi­

ción de 2.3). 

(2). Si QiX) € 0[X] es otro polinomio mónico, entonces 

t , _ i ( P - Q ) = t r - i ( P ) U t , _ i { Q ) . 

(3). Si PiX) es irreducible en K[X], entonces el conjunto tr_i(P) tiene 

a lo sumo un elemento, por el teorema del polígono y el teorema del poli­

nomio asociado. Así, por ejemplo, el conjunto tr-iicpr-i) = {0} para el 

correspondiente polinomio (pr-iiX) de un tipo de orden r - 1 . 

(4). Sea tr-i un tipo de orden r - 1 . Si P{X) tiene tipo de orden r — l 

igual a { t r - i } (cf. definición de 1.1), entonces, por definición, el conjunto 

t r _ i ( P ) = { t r - i } . Pero, el recíproco no es cierto en general, como muestra 

claramente el polinomio <priX) <pr-iiX) (cf. parte (a) del corolario de 3.4). 

Sin embargo, por el teorema del polinomio asociado, tenemos que el conjunto 

t r - i ( P ) = { t r - i } si y sólo si PiX) = QiX) RiX), donde QiX) € 0[X] 

es un polinomio mónico que tiene tipo de orden r — l igual a { t r ~ i } y 
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10 .3 . Def in ic ión . Definimos 

Rt ._ , (P ,Q) : = / o - - - / r - i 

donde el entero 

( \ 

\i,J J 
€N, 

9 

£t._,(P,(5) := vM • Y.^r,i + v^AP) •'EKÍ e N. 
i = i • i = i 

10 .4 . O b s e r v a c i o n e s . (1). Si alguna de las dos partes principales N ° ( P ) 

y N°(Q) se reduce a un solo punto, entonces entenderemos que el entero 

Rt,_i (P, Q) := / o • • • / r - l • £t,_j (P, Q). Por consiguiente, se tiene que 

R t . _ , ( P , Q ) > 0 <=^ Ur{P)üJriQ)>0 t r_ i e t r _ i ( P ) n t r - i ( Q ) 

(cf. lema de 4.2 y observación (1) de 10.2). 

(2). En nuestras aplicaciones, el entero £t^-i (P ,Q) será siempre nulo, ya 

que tendremos que los polinomios P{X) y Q{X) nunca serán divisibles por 

el polinomio (l)r{X). 

A continuación, para cada par de polinomios mónicos y sin raíces 

comunes P{X),Q{X) G 0[X], definimos un entero Rr(P ,Q) > O (r > 1), 

que medirá lo que nos "comemos" del entero t>(Res(P, Q)) con el polígono 

de orden r. 

R{X) € 0[X] es un polinomio mónico con tr_i( i?) = { 0 } . En particular, 

si P{X) es irreducible en i f [X], entonces el conjunto t r . - i (P ) = { t ^ - i } si 

y sólo si P{X) tiene tipo de orden r — 1 igual a { t r - i } . 

Fijados un tipo tr_i de orden r - 1 y un polinomio <j)r{X) £ 0[X] que 

satisface las condiciones del teorema de 3.1 (r > 1), vamos a definir ahora 

un entero Rt^_i {P, Q)>0 para cada par de polinomios PiX), QiX) € 0[X] 

mónicos y sin raíces comunes. Sean S r , i , . . . , Sr,g (resp. 5^ j , . . . , S'^^g,) los 

lados del polígono N ° ( P ) (resp. N° (Q)) , y sean Er,i, Hr,i (resp. E'^^, H',.j) 

las proyecciones sobre los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, de 

cada lado Sr,i (resp. S'^j). 
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10 .5 . Def in ic ión . Definimos 

Rr(P,Q) := E R t ' - . Q ) = E R t . _ . [ P , Q ) 6 N , 

donde la primera suma se extiende a todos los tipos tr-i de orden r — l , 

mientras que la segunda solamente se extiende a aquellos que pertenecen al 

conjunto finito t j ._ i (P) D tr-i{Q). 

Ya podemos enunciar ahora el teorema de la resultante en orden r. 

10 .6 . T e o r e m a . (Teorema de la resultante) Sean P{X),Q{X) € 0[X] 

dos polinomios mónicos y sin raíces comunes. 

(a) Tenemos 

D(Res(P, Q)) > Ri (P, <3) + • • • + Rr (P, Q). 

(b) La igualdad vale en (a) si y sólo si para cada tipo tr-i que pertenece al 

conjunto t r ~ i ( P ) n t r - i ( Q ) no hay dos lados, S y S', de los polígonos 

N r ( P ) y N ° ( Q ) con la misma pendiente y polinomios asociados (en 

orden r), Ps(Y) y Qs'iY), con factores comunes (en¥g^{Y]). 

Notemos que para dos polinomios concretos cualesquiera con este 

teorema también podemos calcular el entero v{Res{P,Q)) en un número 

finito de pasos (sin necesidad de calcular toda la resultante Res (P ,<3) ) . En 

efecto, por inducción, sabemos que no habíamos acabado de calcularlo en 

orden r — 1 si y sólo si el conjunto t r _ i ( P ) n tr-i{Q) es no vacio, si y sólo 

si el entero Rj.(P, Q) > O (cf. observación 1 de 10.4). 

Ahora, comenzamos probando el teorema en el caso de dos polinomios 

irreducibles con C : = t r - - i ( P ) = t r _ i ( Q ) ^ { 0 } . En este caso, hay un solo 

tipo en el conjunto C, un solo lado en los respectivos polígonos N s ( P ) y 

N s ( < 3 ) , con la misma pendiente Hs/Es = H^E^, y el entero 

RsiP,Q)=fo-'-fs-x-E',H, 

para todo s = 1 , . . . ,r - 1. 

10 .7 . P r o p o s i c i ó n . Sean P{X),Q{X) G 0\X] dos polinomios mónicos, 

irreducibles, con el mismo tipo, {tr-i}, de ordenr — 1 y distintos de <f>r{X). 
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1 ( .Hr\ 
> \Ui+l „ 

ei • • • er-l \ ErJ 

> ^ iVr{P)+Hr); 
ei •••er-l 

Para cada entero i, 1 < i < r, sea Si (resp. S¡) el único lado del polígono 

N í ( P ) (resp. NiiQ)) (cf. 8.4j y sean £Jj,H¡ (resp. S | , H | j las longitudes de 

su proyección sobre los ejes de abscisas y de ordenadas, respectivamente. 

(a) Tenemos 

r-1 

t;(Res(P, O ) ) > E /o • • • fs-i • K H S + /O • • • /r- i-mmiErH'^^E'rHr}. 
s=l 

(b) La igualdad vale en (a) si y sólo si o bien — o bien los 
Er E'r 

polinomios Ps^{y),Qs'^iy) '"•o tienen factores comunes (en ¥g^\Y]). 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la pen-
H H' 

diente < ^ . Recordemos que la resultante 
hr E'j. 

R e s ( P , 0 ) = ± n 

donde Z{Q) denota el conjunto de las raíces de Q{X) en (^'; por tanto, 

t ; ( R e s ( P , Q ) ) = ^ <P{ff)) = gT{Q)v{P{d')), 

para cualquier 6' e Z{Q) (pues los elementos P(6') son conjugados sobre K). 

Recordemos también que, por la proposición de 8.4, para cada 8' E Z{Q) es 

1 / J í ' \ 
ei • • • C r - i \ £ ; / 

Fijemos un elemento 6' € Z{Q) cualquiera. Consideremos los enteros 

Ui := VriAi 4>r^) correspondientes al i^r-desarrollo (2.4.1) de P{X). Entonces 

para cada i tenemos que ei • • • er-iv{Ai{6')) = Vr{Ai), por la parte (b) de 

la proposición de 7.1, y que 

viAiie') MO'Y) = , \ U + i 
ei • • • er-i \ E'^J 



94 2. Polígonos de Newton de orden superior 

= h---U-iE',Y,^,---er-.iH, 

además, la desigualdad anterior es una igualdad si y sólo si 

E A0)4>r{9'Y 
\i:(i,«i)eS. / e i • • • e r - l 

(Vr{P)+Hr). {*) 

Hemos demostrado la parte (a) y puesto los cimientos para la parte (b). • 

H H' 
La igualdad de (*) se satisface siempre si - ~ < —;f, puesto que 

Er E'r 
entonces la desigualdad de (*i) sólo es igualdad para un i (i = 0). 

H H' 
Supongamos, por tanto, que —• = •—•; así, la correspondiente frac-

Er E'^ 
ción racional 7r(-X') € K{X) (cf. 9.4) es la misma para los dos polinomios. 

Puesto que ei • • • er-,iv{-7Tr{9')) — 1 (cf. cálculos de (r - 1.a) en la §7), el 

miembro de la izquierda de la igualdad de (*) coincide exactamente con 

viP^'-{9')) + \ (VriP) + Hr). 

Entonces, por la proposición de 7.4, obtenemos que la igualdad de (*) se 

satisface si y sólo si P £ ^7r(^0) # O, donde r G Gal(Fj, /F^^) es el único 

automorfismo tal que r(Cs) = 7s(^') para cada s, O < s < r - 1 . Finalmente, 

por la proposición de 9-4 aplicada a los polinomios P{X) y Q{X), se tiene 

la equivalencia 

( V r C ^ O ) # O PsAY),Qsi.iy) no tienen factores comunes. 

además, la penúltima desigualdad {*<) es una igualdad si y solamente si 

i = 0 o - ^ = -=7-, y l a última desigualdad es una igualdad si y sólo si 
Er Ej. 

el punto ( í , U í ) e Sr. Por consiguiente, teniendo en cuenta que el grado 
r- l 

gr(Q) = eo/o • • • er-ifr-iE', (cf. 1.2), que el valor Vr{P) = E ^»'"' ^ - - i ^ * 

(pues, vi{P) = O y cada = es{vs{P) + Hg)) y que para cada s, 

1 < s < r - 1, el entero E'^ = e j / , • • • Cr-ifr-iE'^ (cf. 4.2), se tiene que 

i;(Res(F,Q)) > _ E Í 2 L _ ( ^ , ^ ( p ) + Hr) 
ei • • - C r - l 
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Luego, hemos acabado de probar la parte (b). • 

10.8 . O b s e r v a c i o n e s . (1). Sea tr-i un tipo de orden r - l . Por el 

teorema del producto, la proposición anterior es válida a posteriori para 

dos polinomios mónicos, no necesariamente irreducibles, con tipo de orden 

r - l igual a { t r _ i } (el mismo para los dos), no divisibles por ^ri^) y cuyos 

polígonos en orden r consten de un único lado. 

(2). Sea P{X) un polinomio como en la proposición anterior. Por una 

parte, como para cada s, l < s < r - l , es v^,{<j)r) = O (cf. (a) de 3.4) y 

i^s{4>r) - e-sfs • • • er-l fr-1 (cf. 3.5), tenemos las igualdades 

I l . (P , <f>r) = /o • • • fs-l • esf, • • • er-l fr-1 ' Hs , 1 < s < r - 1 , 

Rr(P, 4>r) = fo--- / r - l • £t._, (P, <̂ r) = /o "" " / r - l " Hr • 

Por otra, procediendo como en la demostración de la parte (a) de la proposi­

ción anterior (cambiando en ella los polinomios P ( X ) y Q{X) por (i>r{X) y 

P{X), respectivamente), obtenemos la igualdad 

i;(Res(P, <^.)) = /o • • • fr-lEr (vr{<l>r) + ^ ) • 

Por consiguiente, utilizando la fórmula para Vr{<i>r) dada en la parte (c) del 

corolario de 3.3 y que cada Hs = esfs • • • er-ifr-iErhs/eg, vemos que 

KRes(P, Cf>r)) = R l ( P , <t>r) + --- + Rr(P, «̂ r) • 

Además, a posteriori, la igualdad anterior sigue siendo válida para cualquier 

polinomio mónico P(X) £ 0[X], no necesariamente irreducible, con tipo de 

orden r - l igual a { t ^ - i } , no divisible por (t>r{X) y cuyo polígono N r ( P ) 

conste de un único lado. 

Ya estamos en condiciones de poder probar el teorema de la resultante 

en orden r para dos polinomios cualesquiera. 

D E M O S T R A C I Ó N (del teorema de 10.3). La demostración se hace por in­

ducción sobre el cardinal del conjunto finito C := tr-i{P) n t r - i ( Q ) . Si 

C es el conjunto vacio, entonces sabemos que Rr(P, <3) = O, y acabamos 

aplicando la parte (b) de este mismo teorema en orden r — 1. 



96 2. Polígonos de Newton de orden superior 

§11. Teorema del índice 

Con la ayuda del teorema de la resultante de la sección anterior, vamos a 

ver ahora un teorema del índice en orden r, análogo al de Ore para primer 

orden, que nos permitirá calcular el índice local de cualquier polinomio. En 

Supongamos pues que el conjunto C es no vacio, y que el teorema 

es válido para cualquier par de polinomios cuyo correspondiente conjunto 

intersección de tipos de orden r - 1 tenga cardinal menor que C. Elegimos 

entonces un tipo tr_i € C. Sin pérdida de generalidad podemos suponer 

que O = v^^{P) < v^^iQ) =: a. Por el teorema del polígono, sabemos que 

nuestros polinomios admiten en 0{X] factorizaciones de la forma 

P{X) = PrAX)---PrAX)-R{X), 

QiX) = • Qr. l (X) • ••Qr.s'iX) • R'iX), 

donde los polinomios Pr,i(X) y Qrj{X) son mónicos, con tipo de orden r - 1 

igual a { t r - i } , no divisibles por <priX), cuyos polígonos en orden r constan 

de un único lado, con los mismos datos que ST,Í y S'j.j, y cuyos polinomios 

asociados en orden r coinciden (salvo constante) con Psr,iiY) y Qs^-jiY), 

y donde los polinomios R{X) y R'{X) satisfacen que UriR) = u)r{R') = 0; 

así, tr-l Ítr-l{R)Utr-l{R'). 

Teniendo en cuenta la bilinealidad de la resultante respecto del pro­

ducto, descomponemos u(Res(P, Q)) en varios sumandos, de acuerdo con 

las factorizaciones anteriores de los dos polinomios. Conocemos cada uno 

de los sumandos u(Res(Pr,i,i?'))> v{Res[R,(pr)) y v{Res{R,Qr,j)), ya que 

los correspondientes conjuntos intersección de tipos de orden r - 1 son 

vacíos. Por las observaciones de 10.8, teirabíen conocemos cada sumando 

v{Res(Pr,i,(f>r)), y tenemos la información que buscamos de cada sumando 

v{Res(Pr,i,Qr,j))- Por tanto, de los sumandos de í;(Res(P,<5)) tan sólo 

nos resta por analizar a t;(Res(J?, R')). Pero, como el conjunto intersección 

t r - i ( P ) n t r _ i ( H ' ) = C x { t r _ i } tiene un elemento menos que C, entonces, 

por la hipótesis de inducción, sabemos que el teorema es válido para el par 

de polinomios RiX) y R'{X). Ahora, sólo es cuestión de comprobar. • 



§ 11. Teorema del índice 97 

e t . . . ( P ) : = t ; 0 . ( P ) - ¿ i í r , i e N . 
1=1 

11 .2 . O b s e r v a c i o n e s . (1). Si el polígono N ° ( P ) se reduce a un solo punto 

(es decir, v^^{P) = Wr(P) ) , entonces entenderemos que i t , _ i ( P ) := 0; así, 

it,_i(<?!'r) = 0. Por tanto, i t , _ i (P) = O si y sólo si o bien el polígono N ° ( P ) 

se reduce a un solo punto o bien este polígono consta de un solo lado con 

alguna de sus dos proyecciones sobre los ejes igual a 1 y P(J'ír) no es divisible 

por <}>r{X). Luego, el entero it,_i (P) ^ O solamente para tipos t r - i de orden 

r - 1 del conjunto finito t r _ i ( P ) (cf. observación (1) de 10.2). 

(2). El entero i°^_j (P) es igual al número de puntos de coordenadas enteras 

del recinto acotado delimitado por el polígono N ° ( P ) , la recta horizontal de 

ecuación y = Vr{P) y la recta vertical de ecuación x = v^^{P), incluyendo 

los puntos que están sobre los lados del polígono N ° ( P ) , excepto el origen 

del primer lado y el final del último lado, y excluyendo los puntos que están 

sobre estas rectas. 

el próximo capítulo este teorema se utilizará para ver que el algoritmo de 

descomposición de primos que se obtiene termina en un número finito de 

pasos. 

Fijados un tipo tr_i de orden r - 1 y un polinomio (l>r{X) € 0[X] 

que satisface las condiciones del teorema de 3.1 (r > 1), vamos a definir 

un entero it^_i(F) > O para cada polinomio P{X) G 0[X] mónico y sin 

raíces múltiples. Sean Sr,i, • •. ,Sr,g los lados del polígono N ° ( P ) , y para 

cada lado Sr,i sean dr,¿, e^.i, /ir,j, Er,i := dr,ier,i, Hr,i := dr^ihr^i los datos 

asociados. Suponemos ordenadas las pendientes de forma que se satisfaga 

-hr,i/er,i < ••• < -hr,g/er,g. 

1 1 . 1 . Def in ic ión . Definimos 

it ._, (P) := /o • • • / r -1 (P) + et._, ( P ) ) G N, 

donde 

¿=1 i<»<j<s 
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Ahora, para cada polinomio P{X) € 0[X] mónico y sin raíces múlti­

ples, vamos a definir un entero ir(P) > O (r > 1), que medirá lo que nos 

"comemos" del índice i(P) con el polígono de orden r. 

1 1 . 3 . Def in ic ión . Definimos 

donde la primera suma se extiende a todos los tipos t^- i de orden r — 1, 

mientras que la segunda solamente se extiende a aquellos que pertenecen al 

conjunto finito t r - i ( P ) . 

Ahora, ya podemos enunciar el teorema del índice. 

1 1 . 4 . T e o r e m a . (Teorema del índice) Sea P{X) € 0[X] un polinomio 

mónico y sin ratees múltiples. 

(a) Tenemos 

i{P)>h{P) + --- + ir{P). 

(b) Si para cada tipo tr-i de orden r—1 que pertenece al conjunto tr-i (P ) 

todos los poUnomios asociados (en orden r) al polinomio P{X) y a 

los lados del polígono N ° ( P ) no tienen raíces múltiples, entonces vale 

la igualdad en (a). 

Con este teorema también podemos obtener una condición compu­

table, necesaria y suficiente para que valga la igualdad en (a) en un orden 

menos. 

1 1 . 5 . Corolar io . Sea PiX) G 0{X] un polinomio mónico y sin raíces 

múltiples. Entonces i (P) = i i ( P ) + • • - + i r - i ( P ) si y sólo si tr(P) = 0. 

D E M O S T R A C I Ó N . La necesidad se obtiene de la parte (a) del teorema. Para 

ver la suficiencia basta con observar que, por la observación (1) de 11.2, si 

ir(P) = O se satisface la condición de la parte (b) del teorema anterior. • 

Este corolario y el teorema anterior nos permiten computar el índice 

i(P) para cualquier polinomio concreto P{X) en un número finito de pasos. 
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(o , , . . . . . v )e . Eî  

En efecto, por el corolario sabemos que no habíamos terminado de computar 

i{P) en orden r — 1 si y sólo si ir(P) > 0. 

Pasemos a probar el teorema de 11.4 para el caso de un polinomio 

irreducible cuyo conjunto de tipos de orden r - 1 sea no vacio. En este 

caso, hay un solo tipo en el conjunto t r - i ( P ) , un solo lado en el polígono 

N s ( P ) , cuyos datos los denotaremos por ds,es,hs,Ef d j e s , i í s := d¡hi, 

y e l entero 

para todo s = 1 , . . . , r - 1. 

1 1 . 6 . P r o p o s i c i ó n . Sm P ( X ) € 0[X] un polinomio mónico, irreduciUef 

con Mpo de orden r — l igual a {t,...-i} y distinto de ^r{X) . Para codo s , 

1 < s < r, sean dg, Cg, h,, Es, H3 los datos del único lado del polígono 

N s ( P ) , y sea tpsiy)"" potencia de ^«(F) que coincide (salvo constante) 

con su polinomio asociado en orden s (cf, 8.4 y 9.4). 

(a) Tenemos 

i (P) > I ¿ /o • • • / . - i iE,Hs -Es-H, + ds). 

(b) Si % = 1; entonces vale la igualdad en. (a). 

La demostración de esta proposición requiere algunos preliminares. 

Sea 0 S í^' una raíz fijada de nuestro polinomio irreducible P{X), y pone­

mos L :— K(§). Para todo j = (jo, ji,... ,jr) € W"^^ ponemos 

donde ~ v{<j>s{6)) (1 < s .< r). Consideramos el sub-O-módulo 0'¿ de 

OL generado por el conjunto : j € J } , donde 

J := {j € Ff+^ : O < js < ej^ paxa O < s < r, O < < er/rO^}. 

Es claro que 0[$\ C Ci, y que 0'^ es un 0-módulo libre de rango 

igual al grado del polinomio P{X). Además, tenemos la igualdad 
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Por otra parte, puesto que i (P) = ^^^ilj ' e n t o n c e s tenemos 
[K:Qp] 

Por consiguiente, si vemos las afirmaciones 

= Íl(P) + - - - + Í r ( P ) . (^') fo E Ei* 
(0,JL,...JR)€J U=l 

(b') Or = 1 implica que OL = 

quedará probada la proposición de 11.6. 

Para la demostración de (a') necesitaremos el siguiente lema de partes 
enteras. 

1 1 . 7 . Lema . Sea e>l un número entero, y seax >0 un número racional 

= 121. Entonces E 
í:=0 

- + - a ; 
e e 

D E M O S T R A C I Ó N . Escribimos x = -, con a > O, 5 > 1 enteros. Para cada 
o 

entero k, O < k < e, escribimos kb + a — ikeb + Sk con O < Sk < eb; así, 
k 1 a 
e e o 

e-l 

= ik- Sumando para k se tiene e a = E** eb + s, donde 

s := Ê *̂ -kb). Para probar el lema nos bastará con ver que O < s < efe; 
k=0 

e-l 

ya que entonces tendremos E — 
k=0 

a 

b¡' 

Veamos pues que O < 5 < e 6. Ponemos ahora o = a' (mod 6) con 

O < a' < 6. Puesto que para todo O < A; < e es Sfe = a = a' (mod 6), y 

dado que la igualdad Sk = Sk' para Q < k,k' < e implica k = k', entonces 

{si; : O < < e} = {a' + A;6 : O < fc < e} (tal vez en distinto orden). Por 
e-l e-l e-l e-l 

consiguiente, 5 = E**~E^^~ Ê "' + fc^) - E^^ ~ °̂ 
*=0 í;=0 

prueba que O < s < e 6. • 
fc=0 

Para la demostración de (b') necesitaremos el siguiente resultado fun­
damental. 
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11 .8 . P r o p o s i c i ó n . Con las hipótesis y notaciones anteriores, O'^ es un 

subanillo (y, por tanto, un orden) deOi-

Para demostrar esta proposición necesitaremos a su vez otros dos 

lemas más. 

11 .9 . L e m a . Con las hipótesis y notaciones anteriores, sea Q{X) € 0{X] 

un polinomio de grado menor que mr. 

(a) Podemos escribir, y en forma única, 

Qix)= Yl QiMxr---<i>r-i{xy-\ 
j= (J0 , . . . , j r - l , 0 )eJ 

con los QjeO. 

(b) Si VriQ) ^ 1̂ • • •Cr- i ju , donde p, es un número racional, entonces 

viQj) > / i -Ü' i í^ iH t - jV- i i /r - i ) para cadaj = ( j o , . . . , j V - i , 0 ) € J . 

D E M O S T R A C I Ó N . La parte (a) es clara, considerando recurrentemente de­

sarrollos ^r-2-ádicos de los coeficientes del desarrollo ^r - i -ád ico de QiX), 

etc. 

Veamos por inducción sobre r > 1 la parte (b). El caso r = 1 se 

obtiene directamente de la definición de la valoración vi. Supongamos ahora 

que el resultado es cierto para r - l . Para cada jr-i, O < jV- i < ^r-ifr-i, 

consideramos el pohnomio, de grado menor que mr-i, 

Qi.-. {X) E - ^ o ^ ^ ) ' " • • • <i>r-Áxy-' € 0[X\, 
( j o , - , ; V - j , o , o ) e J 

Cr- l /r- l - l 

así, QiX) = Y Qj.-iiX)<t>r-iiXy'-' es el desarrollo (^^-i-ádico 

de QiX). Como VriQ) > Ci-'-er-in, entonces los puntos del diagrama 

D r - i ( Q ) están por encima de la recta con pendiente -hr-i/er-i que corta 

al eje de ordenadas en el punto (O, ej • • • er-^li). Por tanto, para todo jr-i, 
O < jV-i < e r - i / r - i , se tiene 

Vr-liQjr-i) > e i • • • er-2 / i - j r - l ( ^ ^ + Vr-li(j>r-l)) 
Cr- l 

= e i • • • er-2ÍH - ir-iVr-i) (por la proposición de 8.4). 
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Ahora, se termina aplicando la hipótesis de inducción a los Q^v-i (-^)- ^ 

11 .10 . Corolar io . Continuamos con las hipótesis y notaciones anteriores. 

i=(io jr-imej 
donde cada C} € O y v(Cj) > C r - i / r - i i ' r - i - (jifi + f-jV-it'r-i). 

(b) P(A') = MX)^' + E^J - • • 0r(X)^% ¿onde cada £ O y 

DEMOSTRACIÓN. Consideramos el polinomio (de grado menor que rur) 

Q(X) ~ MX) - <Pr~iiXr-'f'-' € OIX]. 

Por el corolario de 3.3 y la proposición de 8.4, obtenemos la igualdad 

VriQ) = e i • • • e r - i e r - i / r - i f c ' r - i - Aplicando el lema anterior al polinomio 
QiX) deducimos la parte (a). 

Escribimos F ( X ) = MX)^^ + ^ <^r(X)>, con los poli-

nomios Aj^iX) £ C?[X] de grado menor que m^. Entonces, de nuevo por la 
proposición 8.4, tenemos que U r ( ^ > ) > ei - - • Cr-iiErfr — jrVr). Aplicando 
ahora el lema anterior a los polinomios Aj^ ( X ) obtenemos la parte (b). • 

1 1 . 1 1 . L e m a . Con las hipótesis y notaciones anteriores, consideramos un 

elemento j = (jo, • • - , i r ) € N^+^. 

(a) Sea s un entero tal que O < s < r — l. Entonces 

^iJQ,---,3s~l,js+esfs,js+l,---,jr) = 

7 r * j * ( j 0 , . . . , j s , j , + l + l ,J ,+2 , • • • , > ) + E C j j ' $ ( j + j ' ) , 

con 6? > O eníero y /o5 Cjj» € O. 

(b) Tenemos gae 

# { Í 0 , . . . ,jr-l,Br + jr) = «JJ' *CÍ + Í ' ) ' 
j ' 6 J 

con /os flj j ' € C. 
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DEMOSTRACIÓN. Ponemos Vj := jiui + ••• + jr^T- Por la parte (a) del 

corolario anterior podemos escribir 

Mxyf' =4>s+i{x)- J2 CyMxy'°---<f>s{xy' w 
j'=b¿,—j;,o,...,o)6J' 

con cada Cy G O y v{Cy) > e^ís^a - O'íî i -1 V Ó's^aY Por tanto, cada 
CjJ' := -Cj</7r[^'/''''+^jl-[J>i+-+-'>'+^jl e O. Ahora, remplazando en la 

definición de $( jo , • • • e j / , + 3s,js+i,-• • ,jr) el factor <¡),{6Y'^' por 

el segundo miembro de igualdad (*) substituido en X = 6, y teniendo en 

cuenta que el entero := [ug+i + V̂ ] - [egfsUs + Vj] no es negativo (pues, 

por 8.4 es i's+i > esfs^s), obtenemos la parte (a). 

La parte (b) se demuestra de la misma manera teniendo en cuenta la 

parte (b) del corolario anterior. • 

DEMOSTRACIÓN (de la proposición de 11.8). Como *(j)$(j ') = 7r ' '$(j+j'), 
con (5 = O o 1, para demostrar que 0 ¿ es un subanillo será suficiente ver 

que $(j) G Oi, para todo j 6 I f + i . 

Sea s un entero tal que 1 < s < r. Comenzamos demostrando 

por inducción sobre s que, para todo ( j o , . . . , i s - i ) G y para todo 

(O, . . . , O, j s , . . .,jr) G J, se satifacen las propiedades 

(is) ^ ( J 0 , - - - J s - l , j í , - - - , j r ) e O'j^. 

(üí) * ( j o , - - - , J 5 - i , e s / 5 , j s + i , . . . , J r ) G C»£, si 1 < s < r - 1. 

Supongamos que s = 1. Por la parte (b) del lema anterior, tenemos 

$ ( 0 , . . . , 0 , £ J r ) G 0 ¿ . De aquí, aplicando reiteradamente la parte (a) del 

lema anterior, obtenemos que f ( 0 , e i / i , J 2 , . -. ,jV) € O'^, 0'^ es un 0[9]-

módulo, (ii) y (iii). 

Supongamos ahora ciertas (is_i) y ( i i j - i ) . Si js-x < Cs-ifs-i, 

entonces (is) es cierta por ( i j - i ) . Veamos, por inducción sobre js-i > 

e s - i / s - i , que ( iJ es cierta. Si js-i = Cs-ifs-i, entonces (ij) es cierta por 

(iis_i). Supongamos que (ij) es cierta cambiando el entero js-i por un 

entero j con O < j < js-\. Entonces, por la parte (b) del lema anterior, 

^{jo,...,js-2,js-i - es-ifs-1,0,... ,0,Er) e O'L, y, aplicando la parte (a) 

del lema anterior, * ( jo , • • • , j s - 2 , j s - i -es-ifs-i,esfs,js+i,---,jr) € O'^ 
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E CiJi • • 

por tanto, Vs es un número racional que depende de e i e ^ , / i , . . . , / » - 1 ̂  

hi,..,,hs. 

Pata cada entero s > 1, introducimos ahora la función Fj , de 3s - 1 

variables, definida por 

XsYs X i • • • X j ' 

donde % := {Ti,...,Ts); así, F i ( X i , S i ) = Observemos que Vs -
Xi 

F s ( e s , f , _ i , h s ) para 1 < s < r. Claramente, para s > 1, tenemos 

F,+i (X,+x, Y«, Z ,+ i ) = X s F . F, (Xs, Y , _ i , Z,) + 
Xi---Xs+i' 

o equivalentemente, para s>2, tenemos 

F,(X'„ Y ; _ X , Z ; ) = Xsn%-r(XUx,YU,K^x} + 
X j • • • Xs+1' 

donde, para s > 1, T'̂  := (Ta, • • - , T^+i). 

Veamos ahora que, para 2 < s < r, tenemos 

K ( e „ fs-i, h . ) - ^ /ifti = ¿ V,.,(e;„„C„h',.,). (*) 

{si s < r - 1 ) y ( i j ) . Además, hemos demostrado también ( l i s ) . 

Finalmente, demostremos que ^{ji),,..,jr.~i,3r) € para todo 

{ Í 0 í - - - i i r - i , j r ) € N^'''^. Si jV < Er, fintonces ya está por (i^). Veamos 

la propiedad anterior por inducción sobre jf > Er- Si > = Er, entonces 

hemos acabado por { i i r _ i ) . Supongamos que la propiedad anterior es cierta 

cambiando el entero jV por un entero j , O < j < jV- Entonces, por la parte 

(b) del lema anterior, #{jo , • • • , jr-ujr) S 0 ¿ . • 

Ya estamos en condiciones de probar las afirmaciones (a') y (b') a las 

que habíamos reducido la demostración de la proposición de 11.6. 

DEMOSTRACIÓN (de la proposición de 11.6). Por la proposición de 8 . 4 , 

para todo s, 1 < $ <r, tenemos que 

C j / j • • • esfs hi 



§ 11. Teorema del índice 105 

ho 1 
En efecto, para s = 2 tenemos V2(e2,fi,h2) - / i / i i = = — Vi(e2,/i2). 

6162 ei 
Supuesto cierto para un s, 2 < s < r, entonces 

^s+i(es+i,fs,hs+i) - "̂ ""'"̂  fihi 
1712 

- esfs — /i/ii 
e i - - - e s + i "1712 

ei d • • -65+1 

Para probar la afirmación (a'), veamos por inducción sobre r > 1, 

para todos Cr , fr, (con los / i j , e, > 1 primos entre si) y para todo Or que 

A E 
(0,jl jr-)€J Ls=i 

=Í1 (P) + - - - + Í . ( P ) . 

Parar = 1 ya lo sabemos (cf. observación (2) de 4.7 en capítulo 1). Supon­

gamos ahora que la igualdad anterior es váUda para r - 1 , para todos e^- i , 

fr-i, h r - i y para todo a^-i. Escribimos ji = jei + k, con O < j < fi, 

O < fc < e i , y ponemos khi = Sk (mod e i ) , con O < Sk < e i . Entonces 

la parte entera que aparece en la igualdad que queremos probar se puede 

escribir como 

jhi + k — + Yj^ Vsies, fs-i, K) ei s=2 

7^2 ^2 ei 
s=2 m2 

Js — fihi+jhi + 
1712 s=2 

r 

^ r + f ¿ i * ^ - i « - i . C 2 , h U i ) 
^ ^ s=2 

A;- i -1-
ei ei 

s=2 

donde la penúltima igualdad se obtiene de la igualdad (*) anterior. Por 

consiguiente, nos bastará con ver las igualdades 

Í,*:,J2,-.,Jr s=2 2 L e i . ) = i i ( i ' ) , (1) 
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= Í2(P) + - - + ¡ , ( P ) , ( 2 ) 
J.fc.ií i r 

donde las sumas anteriores están extendidas sobre los índices j , k , J 2 , - " i j r 

tales que O < i < / i , O < fc < e i , (0,0,Í2,••• ,jr)e J -

Para ver la igualdad de ( 1 ) , observemos primeramente que para cada 

( 0 , 0 , J2, • • • , i r ) S J se satisface 

r 

O < > ^ < e^/rOr = 62/2 • • - e r / r C r = Oi; 
m2 m2 s=2 

y recíprocamente, cualquier entero í, con O < Z < a i , puede ser escrito 
T 

en forma única en la forma ^ = E - ^ * (OiO)Í2) • • • jjV) S J . Por 

consiguiente, el primer miembro de la igualdad de (1) es igual a 

) 

e i - l r 

j=0 í;=0 í=0 
/ i - l a i - 1 

= /o^i^i E E +j*)+ /o-^ i"! E 

= | / o e i / i i / i a i ( / i a i - 1 ) + ^ / o / i a i ( e i / i i - e j - / i j + 1) 

= i i ( P ) . 

Veamos la igualdad de ( 2 ) . Como el conjunto {s* : O < ^ < e i } = 

{ 0 , 1 , . . . , ei - 1 } (tal vez en distinto orden), el primer miembro de la igualdad 

de (2) es igual a 

= / o / i E E 
(0,0,J2,...,i,)6J í:=0 L 

= / o / i E 

(0 ,Oj2,-,>)6J' Ls=l 

= Í2(P) + - - - + i . ( P ) , 

r-x 

E i . + i K ( e ; , C i , h ; ) 

donde la penúltima igualdad se obtiene por el lema de 11 .7 y la última por 

la hipótesis de inducción, para ej._i, f ^ . j , h^ . i y para üf. Con esto queda 

probado la afirmación (a') y, por tanto, la parte (a) de la proposición. 
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e i - - - e r 

Aj,s : = jshsBs+i • • • Cr + E (E ^t^i^i''' e t - i / í - i ) e i + i • • • erhf, 
¿=s+l í=i 

por tanto, Aj,s depende sólo de j ^ , . . . , jV, y Aj = Aj,s (mod Cs • • • e^). Ob­

servemos que 

r 

Aj,s = jshsCs+i-- -Cr + i E 3tes+ifs+i---et-ift-i)es+2---erhs+i+Xj^s+i 
t=s+2 

para cada s, 1 < s < r. Por consiguiente, tenemos que 

j € Jo Aj = O (mod ej • • • e^), 

Aj,s = O (mod Cs • • • e r ) , para 1 < s < r, 

Aj,s = O (mod es), para 1 < s < r. 

j satisface el sistema A, 

donde 

( irhr = O (mod er), 

jshs + ( ¿ jtes+ifs+i • ••et-ift-i)— + - ^ í ^ l i í — = O (mod 
es+i---er 

. para 1 < s < r. 

En particular, tenemos que # JQ = /O . . . frQr. 

Consideramos ahora los subconjuntos de J 

K:={ke If+1 : O < fcs < /í para O < s < r ,0 < fcr < / r ü r } , 

J ' : = {j ' G If+^ : O < < para O < s < r } . 

Antes de demostrar la afirmación (b'), veremos algunas propiedades 

de los enteros $(j), j & J-

Consideramos el conjunto Jo := {j € J : u($(j)) = 0 } . Nos interesará 

tener una descripción explícita del conjunto JQ. Sea j = {JO,---,JT) € J. 

Definimos el entero 

r T V 

í = l 1=1 t=i 

y ponemos Aj = fij (mod ei • • • 6 ^ ) , con O < < ei • • • er; así, u($(j)) = 

— -. Para cada entero s, con 1 < s < r, definimos el entero 
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FL = Fgo ^7o(^), . . . , 7 r ( ^ ) ) , y que se tiene la igualdad 

{vim')) : j ' € J ' } = { 0 , 1 , . . . , e { L / K ) - 1} . 

Entonces el sub-O-módulo 0'¿ de OL generado por el conjunto 

{mm-j€Jo,j'6j'} 

Claramente #X; = / o . . . / r O r , # J ' = e i . . . e r y J ' H Jo = { ( 0 , . . . , 0 ) } . 
Analizando el sistema anterior A, vemos que para todo keK existe un único 
j '(k) = (j¿{k),.. .Jim e J' tal que (i¿(k) 4- eo^o, • • • J'rW + erK) € Jo; 
además, jo(k) = jlik) = O, y j'^{k) depende sólo de k3+i,...,kr, para 
l < s < r - l . Y recíprocamente, cualquier j € Jo se puede escribir 
en ia forma j = j'(k) 4- e • k (con las operaciones definidas coordenada a 
coordenada) para algún (único) k £ K.. Por tanto, tenemos la igualdad 
Jo = { J ' ( k ) + e - k : k G / C } . 

Veamos ahora las propiedades siguientes 

(i) Para todo j = j'(k) + e • k € Jo existen r - 1 enteros ¿í, • • • , i'r~t, 
donde cada entero i'^ depende sólo de ks+i,. ..,kr, tales que 

, • # Ü ) = 7 0 ( í ) * ' • - • 7ri&f' • 71W*» • • • 7 r - l {Bf-^. 

(ii) {vm')) •• i' g J'} = { O , • • •, '7 • V 

Comenzemos viendo la propiedad (i). Observemos que el elemento 

c{k2,...,kr) := #(j)7o(í')~** • • •7r(^)'~*'" € OL tiene valor cero, y puede 

ser escrito en la forma n''4>i(6y^ • • • ̂ r-i(^)*'"~S para ciertos enteros i = 

i{k2,...,kr),ii = ii{k2,...,kr},...,ir-i = ú-iiK). Por induccióu ve-
mos que cik2,...,kr) = 7i(5)'^ • • • 7 r - i ( ^ ) ' ' - S para ciertos enteros i\ — 

i'l(¿2,. • •, fcr),..., i'r-l = ¿ r - l ( * r ) -

Para ver la propiedad (ii), desde luego bastará con ver que si tenemos 

t>($(j)) = v($( j ' ) ) , con j , j ' € J', entonces j = j ' . La hipótesis nos dice 

/ij = (iy; es decir, Aj = Aj- (mod ei • • • e^). Por tanto, j - j ' ha de satisfacer 

el sistema A; lo cual nos dá js — j', — O para todo s, 1 < s < r. 

Para terminar, demostremos la afirmación (b'); con lo cual quedará 

probada la parte (b) de la proposición. Supongamos que Or = 1, y veamos 

que OL = O'i- Por la parte (b) del corolario de 9.3, tenemos las igual­

dades e{L/K) = ei • • • e r , f{L¡K) = fo-fr- Las propiedades (i) y (ii) 

anteriores nos dicen que el conjunto {#( j ) : j € Jo} es una F,,-base de 



§ 11. Teorema del índice 109 

ha de ser todo OJ,. Por otra parte, puesto que 0 ¿ es un subanillo de OL 

(cf, proposición de 11.8), tenemos O'L C 0 ¿ . Por consiguiente, OL = 

que es lo que queríamos probar. • 

De la demostración anterior se obtiene una base de enteros de OT Y 

un generador del ideal primo PI cuando el exponente es uno. 

11 .12 . Corolcirio. Con las mismas hipótesis y notaciones que en la proposi­

ción de 11.6. Supongamos que ür = 1. Sean 6 una raíz del polinomio 

P{X), y L := K{6). Definimos los números racionales 

u,:=viMe)) = Í:'-^^^-^--^, s = l , . . . , r ( C / . 8 . 4 ) , 
e s j s ei • • • Cj 

los elementos 

y el conjunto 

J ••= {UoJu- • -Jr) :0< js < Csfs para O < s < r} . 

Entonces 

(a) El conjunto {$ ( ] ) : j G J } es una 0-base de OL-

(b) Si la extensión L/K es ramificada (es decir, si ei...er > l), se 

tiene que PL = ^{J)OL para cualquier j 6 1^+^ que satisfaga la 

igualdad ei • • • erv($(j)) = 1 (en la demostración de 11.6 se ha visto 

que siempre existe al menos un j de estos). • 
V 

Finalmente, probemos el teorema del índice en orden r para cualquier 

polinomio. 

D E M O S T R A C I Ó N (del teorema de 11.4). Procedemos por inducción sobre 

el cardinal del conjunto finito t r - i ( P ) . Supongamos primero que t r _ i ( P ) 

es vacio. Entonces el entero i r ( P ) = O y para cada tipo tr-2 € tr-^iP) el 

polígono N ° _ i ( P ) se reduce a un solo punto. ApUcando la parte (b) de este 

teorema en orden r — 1 se obtiene que i (P) = i i ( P ) + 1- i r - i ( P ) , lo que 
prueba el teorema. 



110 2. Polígonos de Newton de orden superior 

Supongamos ahora que t ^ - i (P) es no vacio, y que el teorema es válido 

para cualquier polinomio cuyo conjunto de tipos de orden r - l tenga menos 

elementos que tr-i(P)- Sean t r - i € t r _ i ( P ) , y a := v^^{P) = O ó 1. Por 

el teorema del polígono, tenemos una factorización de la forma 

P{X) = MxrPrAX) • --PrAX) • R{X), 

donde cada polinomio Pr,i{X) e 0[X] es mónico, con tipo de orden r - l 

igual a { t r _ i } , no divisible por <(>r{X), cuyo polígono en orden r consta de 

un único lado S'^j, con los mismos datos que Sr,i, y cuyo polinomio asociado 

(en orden r) es {PT.Í]S' .(Y) = CiPs, ¡ ( 7 ) (ci 6 K ), y donde el polinomio 

RiX) € 0[X] y UriRÍ'= 0; luego, t ^ - i ^ U-iiR). 

Descomponemos el índice i (P) en sumandos según nos marca la fac­

torización anterior (cf. observación (1) de 4.2 del capítulo 1). Por el teo­

rema de la resultante de la sección anterior tenemos calculados los sumandos 

donde interviene ésta. Por la parte (b) del presente teorema en orden r — 1, 

también tenemos computado i{(pr)- Del teorema del polinomio asociado, la 

proposición de 11.6 y la parte (b) del teorema de la resultante, se deduce 

que para cada polinomio Pr,i{X) se satisface la desigualdad de la parte (a), 

y que si P 5 , ¡ {Y) no tiene raíces múltiples entonces hay igualdad. Ahora ya 

sólo nos queda por mirar el índice i(fí). Por nuestra hipótesis de inducción, 

sabemos que para R{X) el teorema es cierto, puesto que en t r - i ( i í ) hay 

un tipo menos que en t r - i ( P ) (a saber, { t r - i } ) . Una simple comprobación 

nos proporciona ya el teorema. • 
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Descomposición de números primos 

En este capítulo aplicamos la teoría de los polígonos de Newton de orden 
superior, expuesta en el capítulo anterior, a desarrollar un algoritmo efi­
ciente que permite computar la descomposición de los primos racionales en 
un cuerpo de números dado por una ecuación definidora arbitraria. 

§1. Introducción 

A lo largo de este capítulo consideraremos fijado un primo p e Z, y deno­

taremos por Q*̂ ' y il^' a clausuras algebraicas fijadas de Q y Qp, respecti­

vamente. Sean F{X) G Z[X] un polinomio mónico e irreducible, 0 G Q°' 

una raíz de F{X), K := Q{9) y O su anillo de enteros. 

Partiendo del polinomio F{X) y del primo p, nuestros objetivos en 

este capítulo son los siguientes: 

(a) Determinar el tipo de descomposición de p en K 

(b) Determinar generadores de los ideales primos pj. 

(c) Determinar la valoración p-ádica del discriminante absoluto A{K) 

del cuerpo de números K. 

En la sección 3 daremos un algoritmo para determinar el tipo de 

descomposición de p en K, que nos permitirá obtener también la valoración 

p-ádica de A(ii ') . En la sección 5 determinaremos dos generadores de cada 

ideal primo pj. La última sección está dedicada a ejemplos. 
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§2. Determinación de buenos representantes 

En esta sección denotaremos provisionalmente por K a una extensión finita 
de Qp y por C a su anillo de enteros. Usaremos las notaciones introducidas 
en el capítulo anterior. 

Dado un tipo t j . _ i de orden r - 1 y un polinomio P{X) € 0[X], 
sabemos que el polígono de Newton N(^^_0^)(P) depende del "representante" 
(¡)r{X) G 0[X] que hayamos elegido del tipo t r _ i ; por tanto, la información 
que nos proporcionan los teoremas del polígono y del polinomio asociado 
depende de esta elección (cf. observación (2) de 1.3 en capítulo 1). En esta 
sección estudiaremos un procedimiento para elegir este representante ^r{X) 
de manera optimal. La filosofía de esta estrategia es la de obtener en un 
determinado nivel la máxima información posible antes de verse obligados 
a cambiar de nivel. Con eso se consigue evitar en gran parte la recursividad 
del algoritmo y agilizar su rendimiento. 

Consideremos un polinomio mónico P{X) e 0[X], un entero r > 1 y 
un tipo t r = ( t r - i ; / i r / ^ r , V'r) G tr{P). Sc tiene pues elegido un polinomio 
(j)r{X) G 0[X\ mónico, de grado rUr y con tipo de orden r - 1 igual a 
[tr-i], y los datos -K/cr, ipr{y) corresponden a la pendiente de un lado 
del polígono N^j,^^^)(P) y a un factor irreducible de su polinomio asociado 
(en orden r), respectivamente. Sean Q{X) G 0[X] el factor de P{X) corres­
pondiente al tipo t r dado por el teorema del polinomio asociado, 0 G 3^ ' 
una raíz cualquiera de QiX), y a = ae e Gal(F5^ /Fg^) el único automorfimo 
tal que <T(Cs) = 7s(^) para O < s < r - 1 (cf. §7 del capítulo anterior). Por 
3.3 (c) del capítulo 2, sabemos que u := Vr{(í>r) sólo depende del tipo t r _ i . 
Por 9.1 y 8.1 del capítulo anterior, sabemos que el polígono ^(vr,<f>r){Q) 
consta de un solo lado T, con pendiente -hr/tr, cuyo polinomio asociado 
(en orden r) QTÍX) es (salvo constante) igual a ipriX)""', y que 

e,...er-iv{^rm = ^+j-^. v{lr{e)) = ^, VAY) = ln i^),Fg,. ,Y) . 

Además, también sabemos que 9 tiene tipo de orden r - 1 igual a { t r - i } , 
por 1.3 (b) del capítulo 2. 

A continuación, vamos a ver que si C r / r > 1, entonces no hay ningún 

otro representante del tipo t r - i que dé mayor información para este orden 
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sobre el polinomio Q{X). Sea (f>'riX) € 0[X] otro polinomio mónico, de 

grado rrir y con tipo de orden r - l igual a { t r - i } . Escribimos 

cP'AX)=MX) + MiX), M{X)eO[X], gv{M)<mr. 

Por 7.1 (b) del capítulo 2, sabemos que 

ei---er-MM{e))=:Vr{M). 

Para este representante (p'^iX) aplicaremos el superíndice prima (') a las 
notaciones que utilizamos para (j)r{X). 

2 . 1 . T e o r e m a . Con las notaciones anteriores, supongamos que e^/r > 1. 

Entonces tenemos 

(a) El polígono N(„^,0/^)(Q) consta de un solo lado T', con pendiente 

-h'Je'^ > -hr/Cr. 

(b) El polinomio asociado (en orden r) QT'^X), obtenido a partir del 
desarrollo (p'^-ádico, es (salvo constante) una potencia tp'ríXY'^ de un 
polinomio mónico e irreducible Tpl.iY) £ Fg^[y]. 

(c) Si h'^/e'j. < hr/er, entonces e'r = f¡. = l. 

Si h'j./e'j. = hr/er, entonces e'^. = Cr, fr - fr (luego, = ü r ) . 

Para la demostración de este teorema necesitaremos el siguiente re­

sultado fundamental. 

2 .2 . P r o p o s i c i ó n . Si e^/r > 1, entonces v{(j)r{6)) > v{<j)'r{9)). 

Para la demostración de esta proposición necesitaremos a su vez un 

lema en el que intervienen las fracciones racionales del tipo $(n) (A' ) , con 

n = [no,ni,.. .,nr-i) G Z'' (cf. §1 del capítulo 2). 

2 .3 . L e m a . Continuamos con las notaciones anteriores. Sea n € Z*" tal 

que í ;($(n)(0)) = v{M{d)), y ponemos R{X) := M ( X ) / $ ( n ) ( X ) G K{X). 

Entonces R{9) G IF̂ ^ y el elemento a^^ (^R{0)j £ es independiente de 

la raíz 6 de Q{X). 

D E M O S T R A C I Ó N . Consideremos el conjunto 

^ := {j = (jo, j i , • • •, j r - i ) G M- : O < i , < esfs para O < s < r - 1} . 
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Por la proposición de 11.9 del capítulo 2, podemos escribir 

M{X) = E • • • ' i - i ) W , 

con los Aj e O tales que t;(Aj) > v{M{e)) - u ( # ( 0 , i i , . . . , j V - i ) W ) =: ¿j-
Notemos que el número racional áj no depende de la raíz 9 de Q{X) (cf. § 7 
del capítulo 2). Consideremos ahora el subconjunto 

J o : = { J e J:t;(Aj) = ¿ j } C J , 

y ponemos A ? : = A J / T T ^ J € O* para cada j € Jo- Entonces podemos escribir 

M{X) = E A? mJu- • -Jr-iKX) + N{X), 

con N{X) e 0[X] y v{N(e)) > v{M{9)) = v{^{n){9)). Dividiendo en la 

anterior expresión de M ( J ' Í ) por # ( n ) ( X ) obtenemos la igualdad 

Í Í ( X ) = E A ? X ^ - V Ü ) W 4 - ^ ^ ^ , (*) 

donde para cada j e Jo es 

pmx).-

= #(<5j - n c i i - ni,... ,jr-i - nr-i){X). 

Puesto que t)(p(j)(^)) = 6¡ + u ( # ( 0 , i i , . . . Jr-M) - u(#(n)(9) ) = O, en­

tonces i'r(p(j)) = O (por 7.3 (b) del capítulo 2); por tanto, la fracción /j(j)(X) 

puede expresarse como un producto de potencias enteras de las fracciones 

js{X) con 1 < s < r - 1 (cf. 2.9 del capítulo 2). Substituyendo ahora 

la indeterminada X por 9 en la igualdad (*) y tomando después clases, 

obtenemos entonces el lema. • 

D E M O S T R A C I Ó N (de la proposición de 2.2). Demostraremos la proposición 

por contrarrecíproco. Supongamos que v{(pr{9)) < v{(p'r{9)), y veamos que 

eT = fr = 1- En primer lugar, tenemos que v{M{9)) = v{^ri9)) y, multipli­

cando por ei • • - e r - i , que Vr{M) = v + hr/cr; luego, Cr = 1, ya que hr,er 

son primos entre si. 
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Veamos ahora que 7r( í ) G F , , , con lo cual quedará probado que 

/ j . = 1. Recordemos que por definición es 

y que la fracción racional JlriX)7rr{X)'^'- puede ser expresada en la forma 

$ ( n ) ( X ) para cierto elemento neZ'' (cf. §1 del capítulo 2); además, ha de 

ser v{^{n){d)) = u(^r(^)), ya que u(7r(S)) = 0. Por tanto, tenemos que 

Substituyendo en esta igualdad la X por 0 y tomando clases, obtenemos 

que 7r( í ) = -Ri0), el cual pertenece a F,^ por el lema de 2.3. • 

D E M O S T R A C I Ó N (del teorema de 2 . 1 ) . En primer lugar, veamos que el valor 

viKiB)) es el mismo para todas las raíces 0 de Q{X); con lo cual quedará 

probada, por 8.1 del capítulo 2 y la proposición de 2.2, la parte (a) del 

teorema. En efecto, si para alguna raíz de Q{X) es v{<j>'r{do)) < v{4>r{0o)), 

a la fuerza u(<?!)J.(̂ o)) = v{M{0o)) y el resultado es claro, puesto que ya 

sabemos que los valores v{<pr{0)) y v{M(0)) no dependen de la raíz 0 de 

Q{X). En caso contrario, por la proposición de 2.2, ha de ser v{4>'rid)) = 

í'(<^r(^)) para cada raíz 9 de Q{X), y el resultado también es claro por la 

razón anterior. 

En segundo lugar, observemos que ahora tenemos 

ei...er-iv{<l>'rm = i^ + ~ , v ( 7 ; W ) = 0 , 

donde -/i'^/ej. es la pendiente del único lado del polígono N(^^^^,^){Q), y 
(Xy''' ó' (XY''-

donde 7r (X) = = _ . A , í / v \ h ' ®s la correspondiente fracción 
7rr(A)">- llr(X)^'-!Tj.[X)"'r 

racional obtenida a partir de (l>'riX). 

Pasemos a probar la parte (b). Por 9 . 1 del capítulo 2, nos bastará 

ver que el polinomio irreducible, '^r(Y), obtenido al aplicar el automorfismo 

a los coeficientes del polinomio In (y'j.{B)-,Fq,.,Y^ es el mismo para 

cada raíz 9 de Q{X). Para ello distinguiremos dos casos, según que ft^/ej. 

sea menor o igual que hr/er, y demostraremos también la parte (c). 
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Supongamos primero que h'^je'r < hr/er'-, es decir, que v{(l>'r{9)) < 
v{4>r{6)). Procediendo como en la demostración de la proposición de 2.2 

(intercambiando los papeles de <l>riX) y <¡>'^{X)), obtenemos que ej, = 1, 

líW) € F,^ y el elemento (lU^)) es independiente de la raíz 0 de 

Q{X) (por el lema de 2.3). Con esto queda pues probada la parte (b) y 

que tp'riY) = Y — {l'r{0)^] en particular, es fl = 1, lo que acaba de 

demostrar la parte (c). 

Supongamos ahora que h'r/e'r = hr/er', es decir, que v{<f>'ri0)) = 
v{<j)r{0))' Entonces h'r = hr, = y VriM) > u + hr/er- En este 

caso distinguiremos a su vez dos subcasos, según que el valor VriM) sea 

igual o mayor que v + hr/er. 

Si Vr{M) = V + hr/er, entouces = 1 y, procediendo de nuevo 

como en la demostración de 2.2 y aplicando 2.3, obtenemos la igualdad 

j'rid) = J A 0 ) + C{0), para algún elemento c{0) € tal que <j-^(c{0)) es 

independiente de la raíz 0 de QiX). Por tanto, obtenemos 

Irr F , . , Y) = Irr ( ^ , F , . , 7 - c{9)) = ( 7 - c{9)); 

lo cual demuestra la parte (b) y que ipHY) = ^ r ( ^ - (T~^ÍC{0))). Así, 

/¡. — frY se termina de probar (c). 

Finalmente, si Vr{M) > f + hr/er (es decir, si v(M{0)) > v{<f>r{0))), 
entonces podemos escribir 

4>'r{X)'' =4>r{X)''- + N{X), 

con N{X) e 0[X] tal que viN(0)) > v{M0)'^). Entonces, procediendo 

como antes, obtenemos que j¡.{0) = 7r(0); con lo que se obtiene la parte (b) 

y que # ^ ( 7 ) = tj^riY)- Luego, f¡. = fry se acaba de ver (c). 

En todos los casos han quedado pues demostradas las partes (b) y 

(c) del teorema. • 

En cambio, veremos a continuación que cuando el polinomio P{X) 

no tiene raíces múltiples, > 2 y Cr = / r = 1, el propio polinomio (f>r+i (X) 

que construimos a partir del tipo t ^ nos proporciona más información en 

orden r sobre el polinomio QiX) que (priX). Veremos, más concretamente, 

que el polígono y los polinomios asociados de orden r + 1 se pueden expresar 
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en términos del polígono y los polinomios asociados de orden r obtenidos con 
el polinomio ^r+iiX). Tendremos pues que los eslabones con er = / r = 1 
no suben el nivel. En la práctica esto supone, además de ahorrarse algunas 
operaciones, eliminar en gran parte la recursividad del algoritmo, ya que 
este caso se da siempre antes de saltar de nivel (cf. teorema de 2.1). 

Supongamos ahora que Cr = fr = l- Entonces el polinomio 

4>'riX) <l>r+liX) 

es un polinomio mónico, de grado m^+i = rrir y tiene tipo de orden r - l 

igual a t r - i ; es decir, este polinomio también es un representante de grado 

mínimo del tipo t ^ - i . En este caso tenemos pues definido el polígono de 

Newton (en orden r) N(„, ,0<^)(P) , y podemos considerar el polígono, que 

denotaremos por N^J^ ^>)iP)i obtenido al quedarse sólo con los lados con 

pendiente menor que -hr de N(5,^^^Í^)(P). Además, el entero fijado Ir es 

arbitrario (luego, podemos tomar Ir = Q cuando convenga), y el polinomio 

xPriY) = y - Cr (cf. §1 del capítulo 2). 

Sea ^ : 1^ la afinidad del plano euclideo definida por 

S}{x, y) := [x, y - hrx), {x, y) € 1^ . 

Observemos que la afinidad ^ deja fijas las rectas verticales y que su res­

tricción a cada una de estas rectas es una traslación. 

2 .4 . P r o p o s i c i ó n . Supongamos que = = 1. Sean h,e > 1 enteros 

primos entre si, y S el segmento con pendiete -h/e del polígono (en orden 

r + 1) N ( „ ^ ^ , , ^ , ^ , ) ( P ) . Entonces 

(a) S' := Sj(S) es el segmento con pendiente -{hr + h/e) del polígono 

N ( . „ , ; ) ( P ) . 

Por tanto, Nf,;,^, ) ( P ) = mU,,,^^^,)iP)) (ver figura 3.1). 

(b) Ps>{Y) = Clr^PsiQ^^'^Y), enF,AY], donde Ps'iY) (resp. PsiY)) 

indica el polinomio asociado en orden r (resp. en orden r + 1) y 0 es 

la ordenada del origen de S. 
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(c) El entero i t , ( P ) , definido a partir de los datos de los lados del polí­

gono N°j,^^j 4,^+-i)iP) (^í- definición 11.1 del capítulo 2), es igual al 

número de puntos de coordenadas enteras del recinto acotado deli­

mitado por el polígono NJ'ĵ ^ ,̂ j (P) , la recta con pendiente -hr que 

pasa por el punto {Q,Vr+i{P)) (es decir, la recta que contiene al lado 

con pendiente ~hr de N°^^ ,^^^(F)j y la recta vertical de ecuación 

X = v^'^(P), incluyendo los puntos que están sobre los lados de este 

polígono, excepto el origen del primer lado y el final del último lado, y 

excluyendo los puntos que están sobre estas rectas. Además, el entero 

€t^ (P) es igual a v,f,'^ (P) veces el número de puntos de coordenadas 

enteras de este recinto que están sobre esta recta vertical excluyendo 

el punto de menor ordenada. 

Vr+xiP) 

F i g u r a 3 . 1 . K.,^)^^) y K..u4>...)in 
D E M O S T R A C I Ó N . Sea P{X) = J2Ai{X) (pr+iiX)' el desarrollo I^^+i-ádico 

de P{X) Por 2.2 (b) y 3.5 del capítulo 2 t e n e m o s Vr+i{Ai) = VriAi) y 

Vr+l{(l>r+l] = U r ( 0 r ) + K- LuCgO, Vr+l{Ai <(>r+l') = Vr{Ai 0 ; ' ) + ihr; eS de­

cir, el diagrama de Newton D(,;^,^;^)(P) = i3(D(i,^^,,^^^j)(P)). Además, si 

(a, 0), {a + de, 0 - dh) son el origen y final, respectivamente, del segmento 

5 , entonces (a, 0 - hra), {a + de,0- Ka - d{hre -f h)) son el origen y final, 

respectivamente, del segmento S'. Por tanto, S' es el segmento con pen-
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diente -{hr + h/e) del polígono N(„,.,^;,)(P), por la propiedad mencionada 

anteriormente de la afinidad Sj; con lo que obtenemos la parte (a), 

A partir de la definición del polinomio asociado (cf. 4.3 del capítulo 

2) se comprueba ahora sin dificultad la parte (b). 

Finalmente, la parte (c) se obtiene de la propiedad anterior de Sj, 

observando que un punto (x,y) € es de coordenadas enteras si y sólo si 

su imagen Sj{x,y) también lo es. • 

Supongamos finalmente que P{X) no tiene raíces múltiples, Or > 2 

y er = / r = 1- Entonces por la proposición anterior queda claro que el 

polinomio <i>r{X) nos da más información sobre Q{X) que (priX). En efecto, 

en el peor de los casos en que se tenga «^;(P) = O, el polígono N^J^ ^, ^{P) 

conste un solo lado, cuya pendiente sea entera, y su polinomio asociado sea 

potencia de un polinomio irreducible de grado uno, tendríamos que el entero 

itAñ = /o • • • fr-i • it(P) es positivo (cf. 11.2 (1) del capítulo 2), y por el 

teorema del índice estaríamos más cerca de factorizar Q{X) (cf. 11.4 y 11.5 

del capítulo 2). 

Además, en el peor de los casos citado anteriormente, tenemos que el 

polinomio 4>r{X) nos proporciona un tipo = ( t^- i ; / i r / e ^ j í ^ r ) de orden r 

con h'r > hr, e'r = fr = l y el correspondiente entero a'r = Ur > 2. En este 

caso, de nuevo podemos obtener más información en orden r sobre QiX), 

remplazando ahora el polinomio (p'riX) por el polinomio 4>riX) := (^r+i(X) 

que construimos a partir del tipo tJ., y pasando a trabajar con el polígono 

^{v 4,"}iP)- -P^®^ hien, por el teorema del índice, no podemos permanecer 

indefinidamente en el peor de los casos al repetir el proceso anterior. Por 

consiguiente, en un número finito de pasos con este procedimiento llegamos a 

obtener, si no hemos acabado de factorizar Q{X), al menos un representante 

de grado mínimo del tipo t , . - ! , un lado de su polígono de Newton y un 

factor irreducible de su polinomio asociado para los cuales se tiene a,. > 2 y 

erfr > 1. Así, para el correspondiente factor de QiX) dado por el teorema 

del polinomio asociado, ya no podremos obtener más información en orden 

r con otro representante (cf. teorema de 2.1). 
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§3. Determinación del tipo de descomposición 

En esta sección presentamos el algoritmo obtenido con el método de los 
polígonos de Newton de orden superior para computar el tipo de descom­
posición de primos racionales en cuerpos de números. Para ejecutar este 
algoritmo debe usarse un algoritmo de factorización de polinomios sobre 
cuerpos finitos; por ejemplo, el determinístico de Berlekamp dado en [Be 70] 
o el probabilístico de Cantor y Zassenhauss de [ C a - Z a 8 1 ] . 

Este algoritmo no necesita tener calculada de antemano una base p-

minimal (siendo p el primo a descomponer) del cuerpo con el que se trabaja, 

como, en cambio, sí necesita para su ejecución el algoritmo obtenido con 

el método de Buchmann y Lenstra (cf. [ B u - L e ] , [Co95] ) . Desde luego, 

una tal base puede ser computada, por ejemplo, con una combinación de 

las rutinas 2 y 4 de Zassenhauss (cf. [ P o - Z a 8 9 ] , [Po 93]). Sin embargo, 

en general esta obtención es costosa en la práctica cuando se trabaja con 

cuerpos de números de grado alto. 

El algoritmo fue implementado por J. Guardia en el paquete Newton 

para Mathematica, basándose en el paquete FF (Finite Fields) del mismo 

autor. Los detalles de la implementación se encuentran en [ G u 9 8 ] . Am­

bos paquetes se pueden obtener mediante ftp anónimo en las direcciones 

d r a c . m a t . u b . e s / p u b / N e w t o n y d r a c . m a t . u b . e s / p u b / F F . 

Aunque no se ha hecho un estudio de la complejidad del algoritmo, 
experimentalmente se ha comprobado la eficiencia del mismo con polinomios 
de grado alto (cf. §6). 

3 . 1 . A l g o r i t m o . Sea K = Q(5) un cuerpo de números dado por un entero 

algebraico 6 que es raíz de un polinomio mónico e irreducible F{X) € Z[Jf], 

y sea O el anillo de enteros de K. Sean p € Z un número primo y 

su descomposición en O. El algoritmo descrito a continuación computa el 

número g de ideales primos de O que dividen a p , los índices de ramificación 

e, = e{pi/p) y los grados residuales / ( p j / p ) . 
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P a s o O (nivel 0) 

Sea F{Y) = t^o,i(F)=^°.^ • • •Í¿.O,SO(^)^°''° factorización de FiY) en F p [ r ] . 

Para cada i, l <i < go, sea ^i,iiX) 6 Z[X] un polinomio mónico tal que 

^ ( 7 ) = ipoAY)^ y pongamos /o,i := ipo.iiY)- Sea G{X) el polinomio 

definido por G{X) := ^ ( F ( X ) - (^i,i(X)»o.i • • •0i,3o(X)<"''»o) G Z [ X ] . De 

los resultados de Kummer, Dedekind y Hensel se obtiene una primera des­

composición del ideal p O. Concretamente, se tiene 

(a) p O = bo,i • • • bo.so. donde cada bo.j := pO + 0i,i((9)°°'*C. Además, 

los ideales bo,i son coprimos dos a dos, y el grado /o,i divide a / ( p / p ) 

para cada ideal primo p de O que divide al ideal bo.i-

(b) Consideremos un i fijo. Si OQ.Í = 1 o si tpo,i(Y) divide a G{Y) en 

Fp[y], entonces el ideal bo,i es una potencia de un ideal primo pj, con 

e(p¿/p) = oo.i y /(p¿/p) = /o,i- Además, pi = p 0 + (pi^^) O. 

Por tanto, hemos de seguir y descomponer el ideal bo,i en O cuando 

la condición anterior de la parte (b) no se satisface. 

P a s o 1 (n ive l 1) 

1.1 Fijemos un i tal que oo.i > 2 y tpoAY) divida a G(Y) en Wp[Y]. Sim­

plifiquemos las notaciones escribiendo bo,'>Po{Y),<í>i{X),ao,fo en lugar de 

bo.i,^o,i(F), 4>i,iiX), ao,i, hu respectivamente. 

Sea Vi la extensión a Q(X) de la valoración p-ádica de Q de forma 

que vi{X) = 0 . Construimos la parte principal, N°^^ 0 i ) ( ^ ) ' polígono 

de Newton de F{X) respecto el par ( v i , ^ i ) (cf. 1.1 del capítulo 1). Sean 

los lados de esta parte principal, y d i , i , e i , i , f t i , i los datos 

asociados a cada lado 5 i , , - . Del teorema del polígono de Ore (cf. 3.1 y 3.3 

del capítulo 1) se obtiene la descomposición del ideal bo siguiente 

(a) bo = al^i • • • aj^¿", donde los ideales ai , i son coprimos dos a dos. 

(b) Consideremos un i fijo. Si di,, = 1, entonces oj , , es un ideal primo 

pi, con e(pi/p) = ei,¡ y / ( p i / p ) = /o-

Hemos de descomponer pues el ideal ai,j si el entero dij > 2. 

1.2 Fijemos un i tal que di,i > 2. Escribimos O i , S i , ( i i , e i , / i i en lugar de 

a i , f , 5 i , i , ( i i , ¿ , e i , i , / i i , j , respectivamente, y ponemos qi :=p^°. Construimos 
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el polinomio asociado, Fs , (Y) € F,j [Y], al polinomio F{X) y al lado Si 

(cf. 1.4 del capítulo 1). Sea F s , ( F ) = ci7Pi,iiY)<''-^ • • •^i^g'^iYp'^'i la 

factorización de F s , ( F ) en F,j [Y], y ponemos := gr(^i , i ) . Del teorema 

del polinomio asociado de Ore (cf. 3.5 y 3.7 del capítulo 1) se obtiene ahora 

una descomposición del ideal o j . Se tiene 

(a) Ol = bi.i • • • b i . j j , donde los ideales bi^i son coprimos dos a dos, y 

/o/i,¿ divide a f{p/p) para cada ideal primo p de O que divide a bi,¿. 

(b) Consideremos un i fijo. Si ai,t = 1, entonces bi,j es un ideal primo 

p¿, con e{pi/p) = ei y / (p¿/p) = /o / i . i -

Se ha de descomponer ahora bi,i cuando el exponenete OI,Í > 2. 

Fijemos un entero i tal que ai^i > 2. Escribimos bi,'tpi{Y),ai, fi en 

lugar de bi , i ,V' i ,«(7) ,a i , í , / i , i . Construimos un polinomio (l>2{X) € Z[X] 

mónico y de grado mínimo con tipo de orden 1 igual a t i := (il^o; hi/ei,xpi) 

(cf. §3 del capítulo 2). 

1.3 Si ei = / i = 1, entonces para obtener la descomposición del ideal bi 

(como hemos visto en la sección anterior) remplazamos el polinomio (j)i{X) 

por el polinomio <j>'i (X) (jí>2 {X) y volvemos al principio del paso 1 pasando 

a trabajar con el polígono N|'J^^^,^J(F). En caso contrario, continuamos el 

algoritmo. 

P a s o r (nivel r) 

r . l Sea r > 2 un entero, y supongamos realizado el paso r - 1 y definido 

todos los datos. Por tanto, tenemos un exponente O r - i > 2, un ideal br-i 

a descomponer, y un tipo de orden r — l 

t r - i = {''Po;hi/ei,ipi;...;hr-i/er-i,xpr-i), 

con esfs > 1 para s = 1, • • • , r - 1. Ponemos eo := 1. 

Sea Vr la valoración de Q{X) asociada al correspondiente tipo re­

ducido t^_i (cf. 2.1 del capítulo 2). Construimos un polinomio mónico 

(priX) G Z[X] de grado mínimo con tipo de orden r - 1 igual a t^-i (cf. §3 

del capítulo 2). En este paso el par [vr, <f>r) desempeñará el papel que hacía 

el par {vi,<f>i) en el paso 1. 

Construimos la parte principal, N^„, ,^^)(F), del polígono de Newton 

de FiX) respecto del par (vr, (f>r) (cf. 4.1 del capítulo 2). Sean 5r,i, • • •, Sr,gr 



§ 3. Determinación del tipo de descomposición 123 

El proceso iterativo anterior permite computar el t ipo de descom­

posición de p en K" en un número finito de pasos. En efecto, por una parte, 

al final de la sección anterior hemos visto que, para un determinado nivel 

r > 1, en número finito de pasos se llega o bien a descomponer completa­

mente el ideal b r , o bien a obtener al menos un ideal que divide a br para 

los lados de esta parte principal, y dr , i , er , t>f tr , i los datos de cada lado Sr,i-

Por el teorema del polígono en orden r (cf. 8.1 y 8.3 del capítulo 2) se obtiene 

(a) & r - i = (C'i ''' °*!sr) donde los ideales Or.i son coprimos dos a dos. 

(b) Consideremos un i fijo. Si dr,i — 1, entonces o^.i es un ideal primo 

Pi, con e(p¡/p) = e o - - - e r - i e r , ¿ y / (p i /p ) = fo---fr-i-

Por tanto, tenemos que descomponer Or.i cuando dr,i > 2. 

r.2 Fijemos un i tal que dr,i > 2. Escribimos ar,Sr,dr,er,hr en lugar de 

ar,i,Sr,i,dr,i,er,i,hr,i, respectivamente, y ponemos Qr := pfo-fr-i^ Cons­

truimos el polinomio asociado (en orden r) , Fs,.{Y) € Fg^íY], a F{X) y 

Sr id. 4.3 del capítulo 2). Sea FsAY) = CrV'r. i(F)"--' •••t^r.s^CF)"'-»- la 

factorización de Fs^iY) en Fg,[Y"], y ponemos fr,i ~ gr(^r,i)- El teorema 

del polinomio asociado en orden r (cf. 9.1 y 9.3 del capítulo 2) muestra 

(a) Or = br,i • • • br,g'^, doudc los ideales br,i son coprimos dos a dos, y 

fo--- fr-ifr,i divide a / ( p / p ) para cada ideal primo p que divide al 

ideal br. i -

(b) Consideremos un i fijo. Si â ,» = 1, entonces &r,t es un ideal primo 

Pi, con e(pi/p) = eo • • • e r y / ( p i / p ) = /o • • • / r - i / r . i -

Todavía nos queda descomponer br,j cuando ar,i > 2. 

Fijemos un i tal que ar , i > 2. Escribimos br,^r{Y),ar,fr en lugar de 

br-,t ,V'r, i(F') ,Or,i , /r , i - Construimos un polinomio <j)r+iiX) G Z[X] mónico y 

de grado mínimo con con tipo de orden r igual a t r : = ( t r _ i ; hr/er,il)r)-

r.3 Si Cr = / r = 1, entonces para obtener la descomposición del ideal br 

(como hemos visto en la sección anterior) remplazamos el polinomio ^ r ( - ^ ) 

por el polinomio 4>'r{X) := cpr+iiX) y volvemos al principio del paso r 

trabajando con el polígono Nj'j^^^, ^(F). En caso contrario, continuamos el 

algoritmo ejecutando el paso r + 1. 
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§4. Profundidad de un polinomio 

En esta sección de nuevo denotaremos por K a una extensión finita de Qp 

y por C a su anillo de enteros, y usaremos las notaciones introducidas en el 

capítulo 2. 

Sea PiX) € 0[X] un polinomio mónico e irreducible. Partiendo de 

PiX), podemos ejecutar también el algoritmo de 3.1 y obtener, en este caso, 

un entero r > O y un tipo de orden r 

tr := ii(!o;hi/ei,ipi;...;hr/er,'ipr), 

con Bifi > 1 para i = 1 , . . . , r, y con el correspondiente exponente = 1 (cf. 

8.4 y 9.4 del capítulo 2). Para ello ha sido necesario construir en cada nivel 

i del algoritmo un buen representante del tipo t¿_i; es decir, un polinomio 

MX) e 0{X] mónico, de grado mínimo (igual a m j = eofo-•-ei-ifi-i) 

con tipo de orden i - 1 igual a { t i _ i } , y tal que para los correspondientes 

datos -hi/ei,il)iiY) (pendiente del único lado Si de su polígono de Newton 

el cual es Cr > 2 y C r / r > 1; en este último caso para descomponer el ideal 

se debe saltar de nivel y ejecutar el paso r + 1 , Por otra, es claro que cada 

vez que saltamos de nivel, del nivel r al paso r + 1, se tiene 

2<ar< Srfrar < Brár < ür-i (cf. 4.4 (4) y 4.2 del capítulo 2); 

por tanto, no podemos estar indefinidamente saltando de nivel. • 

3 .2 . Observac iones . (1). Por el teorema del índice (cf. 11.4 del capítulo 

2) y la proposición de 2.4, cuando se acaba de ejecutar este algoritmo se 

conoce el valor p-ádico del discrimínate absoluto del cuerpo K, una vez se 

ha calculado la valoración p-ádica del discriminante del polinomio F{X). 

(2). Para ejecutar este algoritmo necesitamos factorizar cada polinomio 

asociado sobre el cuerpo finito correspondiente. Los cardinales de estos 

cuerpos están controlados por el primo p y el grado del polinomio F{X), ya 

que son de la forma p^, con / > 1 diviendo al grado residual / ( p / p ) de un 

ideal primo p de O que divide a p O. 
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N(„;_0.)(P), y único factor mónico e irreducible de su polinomio asociado 

Psi{Y), respectivamente) se satisface la condición anterior dfi > 1 . La 

teoría desarrollada en la §3 del capítulo 2 y en la § 2 nos enseña un pro­

cedimiento para construir de manera efectiva tales representantes; pero, ya 

sabemos, por el capítulo anterior, que para poder ejecutar el algoritmo no 

nos importa como hayan sido construidos estos representantes. 

Si elegimos ahora otro buen representante <l>'j{X) en cada nivel, ob­

tendremos, en principio, un entero s > O y un tipo de orden s 

t ; : = {i;o•,h[/e[,^P[•,...•,h'Je's,^P's), 

con e'jf'j > 1 para j = 1 , . . . , s , y con el exponente o'̂  = 1 (para el tipo 

t's aplicamos el superíndice prima a las notaciones que utiUzamos para t ^ ) . 

Pues bien, de la demostración del teorema de 2 . 1 , se obtiene el siguiente 

4 .1 . Corolar io . Con las notaciones anteriores, tenemos 

s = r, h[ = hi, e[ = Ci, f{ = fi, ... ,h'^ = hr, e'j. = Cr, fr = fr-

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que se tiene 

1 < s < r. Puesto que gr(P) = eo/oCi/ i • • • Crfr — eo/oe'i/í • • • e'^/j, bastará 

con ver por inducción sobre i, l < i < s, que se tienen las igualdades 

h'Je'i = hi/ei, f[ = fi. Si i = 1 , las igualdades se obtienen aplicando 

directamente el teorema de 2 . 1 , ya que eifi,e[f[ > 1. 

Consideremos ahora un i con 2 < i < s , y supongamos que para 

l < j <i - 1 se dan las igualdades h'j/e'j = hj/sj, / j = fj. Entonces, por 

3.3 (c) del capítulo 2 , es u¿(^í) = Vi{<pi); además, por 7 . 1 ( 6 ) del capítulo 

2 , es v[{M) = Vi{M) para cada polinomio M{X) 6 0[X] de grado menor 

que m¿. Procediendo ahora como en la demostración del teorema 2 . 1 , y 

teniendo en cuenta que eifi, e'if¡ > 1 , se obtiene /i'j/e'j = hi/ei y f¡ = fi. • 

El corolario anterior nos permite dar la siguiente definición. 

4 .2 . De f in i c ión . Llamaremos profundidad del polinomio P{X) al nivel r 

que hemos de llegar para ejecutar el algoritmo de 3.1 con P{X); es decir, 

hasta llegar a que el exponente Or = 1. 
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§5. Generadores de los ideales primos 

Sean F{X) £ Z[X] un polinomio mónico e irreducible, # e Q"̂  una raíz 

cualquiera de F{X), K := Q(^) y O su anillo de enteros. En esta sección 

nuestro objetivo será determinar para cada ideal primo p de O diviendo a 

un elemento a € p tal q u e p y a generen el ideal p; es decir, tal que 

p = pO + aO. 

Utilizaremos las notaciones del capítulo 2 tomando como cuerpo base 

el cuerpo Qp; así, v denotará la valoración p-ádica de d^' normalizada de 

forma que v(p) = 1. Para un ideal primo no nulo p de O, denotaremos por 

Op al localizado de O en p, y por Vp a la valoración de K determinada por 

el anillo de valoración discreta Op. Además, paira un ideal fraccionario no 

nulo a de O, denotaremos por Vp{a) al exponente de p en la descomposición 

4 . 3 . Observac ión . Okutsu define también un concepto de profundidad 
para un polinomio irreducible con coeficientes en un anillo de valoración 
discreta completo (cf. [Ok82] ) . Aunque no se ha llegado a demostrar, 
pensamos que en nuestro caso los dos conceptos deben ser equivalentes. 

Con la definición que acabamos de dar es claro ahora el siguiente 

4 .4 . Corolar io . 

(a) Si gr(P) = pf'- es la factorización del grado de P(X) en Z, 
entonces la profundidad de P{X) es menor o igual que axA h O f . 

(b) Si F{X) G Zi[X] es un polinomio mónico e irreducible, y 

F ( X ) = F x ( X ) . . . F , ( X ) , 

es su factorización en producto de irreducibles en QplX], entonces 
el número total de niveles a ejecutar en el algoritmo de 3.1 para el 
polinomio F{X) es menor o igual que uno más la suma de las pro­
fundidades de los polinomios Fi{X) enQp. • 
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de a como producto de potencias enteras de ideales primos no nulos de O. 

Recordemos que se satisfacen las propiedades 

t;p(a- b) = í;p(o) + t;p(b), 

t í p ( a + b ) = min{t)p(a),Up(b)}, 

i ;p(aC) = í ; p ( a ) {a£K'). 

Por comodidad en la exposición haremos las hipótesis (Hl ) y (H2) 

siguientes. 

(Hl) Imaginamos que ejecutamos el algoritmo de 3.1, partiendo del poli­

nomio F{X) y del primo p, sin realizar los pasos *.3 (correspondientes 

a la obtención de representantes optimales en cada nivel). 

Entonces obtenemos igualmente el tipo de descomposición de p en ÍT 

pC» = p f ' ' ' / p ) . . . p ^ í W p ) , 

y g tipos t j j , . . . , tf^, con cada tipo 

tt , : = ( í ¿ ' S ; / i Í / e Í , ^ Í ; . . . ; / i y e ; , , ^ ; j 

tal que los correspondientes exponentes satisfacen a*._i > 1 = o*̂  (uti­

lizamos el superíndice i para los datos del tipo t*.) . 

(H2) Suponemos que rj = • • • = = : r; es decir, que las "ramas" del 

algoritmo correspondientes a los g ideales primos acaban en el mismo 

orden. 

5 . 1 . Observac ión . Las hipótesis únicamente han tenido por finalidad sim­

plificar la exposición del método para hallar para cada ideal primo un ele­

mento que, junto con p, genera el ideal. En la práctica, hallamos un tal 

elemento sin modificar la estructura del algoritmo tal como la hemos des­

crito en la sección 3 (cf. observaciones (1) y (2) de 5.7). 

Para cada par i,s con l < i < 5 , l < s < r , tenemos por tanto 

definidos el correspondiente par de valoración {v\, y elegido un poli­

nomio mónico ^ Í ( X ) € Z[X] de grado mínimo con tipo de orden s - 1 igual 

a { t s _ i } . Observemos que la igualdad de tipos t^_j = t*_i (es decir, las 
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mismas pendientes y los mismos polinomios ^ (y ) ' s ) implica las igualdades 
vi = vi, u4 = y = (f>Í{X); además, observemos que la igualdad 

= tj. solamente se da para j = í. 

Consideremos ahora la factorización de F{X) 

F{X) = Fi{X)---Fg{X), 

en producto de polinomios mónicos e irreducibles en Qp[X], y sea di € 
una raíz cualquiera de Fi{X) (1 < i < g)- Aunque no conocemos los poli­
nomios Fi{X), sí que sabemos que cada Fi{X) tiene tipo de orden r igual 
a {tj,}, y que su grado es gr(Fi) = • • • ej./¿ • • • /* = e(pi/p) / ( p i / p ) (cf. 
§9 del capítulo 2). Además, para cada polinomio G{X) £ Q[X] tenemos 
definidos los elementos G{d) € K, G{di) £ y se tiene la igualdad 

Vp,{G{e))=e{Pi/p)v{G{ei)). 

Fijamos un entero i con 1 <i <g- Para realizar nuestro objetivo será 

suficiente que construyamos un elemento ai e O satisfaciendo las igualdades 

Vp,iai) = l, vp.{ai)=0 para i 7̂  i . 

En efecto, las igualdades anteriores nos dicen que el ideal a , O tiene una 
descomposición de la forma 

aiO = pi-ai, 

para algún ideal Oi de O coprimo con p O; de donde se obtiene 

pO + aiO = pi. 

5.2 . Observac ión . A partir de los polinomios 4>\{X),.. .,4iÍ(X), el coro­
lario de 11.12 del capítulo 2 nos proporciona un elemento de la forma 

- ^ e K , ^i{x)ez[x], UiEN, 

que satisface la igualdad 

f p . ( ^ i W / p ' ' 0 = i . 
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Si 5 = 1 (es decir, si nuestro polinomio F{X) es irreducible en 

este elemento ya es suficiente para nuestros propósitos. Sin embargo, este 

elemento no nos sirve cuando g > 1 . 

Para obtener un elemento a:¿ como antes, construimos ahora un poli­

nomio <l>i+iiX) G Z[X] mónico, de grado e j / á • • • e j . / ; = gr(Fi) y con 

tipo de orden r igual a {tj.} (cf. § 3 del capítulo 2 ) . Observemos que el 

polígono de Newton N(„Í^^^^^Í^^^)(FÍ) consta de un solo lado, con extremos 

{0,vÍ.+i{Fi - (pi+i)) y {'í,vÍ+i{<f>Í.+i)y, luego, la longitud de su proyección 

sobre el eje de ordenadas es Hí^i : = Ur+i(-P¿ - <^r+i) - •^r+ií^r+i) ^ 1-

Para realizar nuestro objetivo, tendremos que "estropear" antes el 

representante </)J.^j(Jt) del tipo tj,. 

5 . 3 . L e m a . Con las notaciones anteriores, podemos construir el polinomio 

4>Í.+iiX) de forma que HÍ^i = 1 . 

D E M O S T R A C I Ó N . En primer lugar, sabemos que el polígono N(J,Í^^_0Í^^)(FÍ) 

coincide (salvo una traslación vertical) con el polígono N 9 ; ,; . ( F ) (cf. 

§8 del capítulo 2 ) ; por tanto, podemos calcular i í r + i ^ partir de este último 

polígono. 

Si nos hemos encontrado con H^+i > 1) remplazamos el polinomio 

^l^iiX) por el nuevo representante 

4^,iX) + M{X), 

donde M{X) € Z[X] es un polinomio que construimos de grado menor que 

gr(Fi) y tal que u^+i (M) = v*+i(í!'j.+i) 1 (cf. 3 . 2 del capítulo 2 ) . Entonces 

obtenemos 

< i ( F i - 4>U, -M) = 4+i(<^'+i) + 1 = < i ( 4 + i + M) + l; 

así, la longitud de la proyección sobre el eje de ordenadas del nuevo polígono 

(̂t'̂ +i.<íit+i+-'̂ )('̂ *̂  queda probado el lema. • 

Suponemos pues que hemos contruido el polinomio (f>i+i{X) de forma 

que la ií^+i 1- Tenemos entonces el siguiente resultado. 
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5.4. P r o p o s i c i ó n . Con las notaciones e hipótesis anteriores, definimos el 

elemento 

Entonces el ideal fraccionario /?¿ O descompone de la forma 

donde Ci es el conjunto (eventualmente vacio) definido por 

Ci:={j:l<j<9, tÍ_, = t ; _ i , hi/4 > hi/el} , 

los enteros Uij, para j € d, están definidos por 

y donde bi es un ideal fraccionario de O tal que Vp{bi) — O para cada ideal 
primo p de O que divide apO. 

Para demostrar la proposición anterior necesitaremos un lema. 

5.5. Lema. Con las notaciones anteriores, tenemos 

vM+i) = 4fXi4) {i<i<9A<j<9). 

D E M O S T R A C I Ó N . Para probar el lema, veremos por inducción sobre s, con 
1 < s < r, que se satisface la igualdad vi{<¡)i^i) = ei.f}.vi{(f>i.). 

Si s = 1, ambos miembros de la igualdad son nulos (ya que los dos 
polinomios son mónicos) y hemos acabado. 

Consideremos un entero s, con l < s < r - l , y supongamos que la 
igualdad es cierta para s. Vamos a ver que también es cierta para s + 1. 
Distinguiremos dos casos, según que los tipos t f _ i , t*_i coincidan o sean 
diferentes. 

Supongamos primero que t^_i = t^_i. Entonces ví = vi y (j)Í{X) = 
4>1{X). Aplicando el lema de 4.2 del capítulo 2, la igualdad supuesta para s 
y que gr(<í;+i) = e].f¡. gi{<f>Í), vemos que las coordenadas de los extremos del 
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lo que prueba la igualdad para s + 1. O 

DEMOSTRACIÓN (de la proposición de 5 . 4 ) . En primer lugar, observemos 

que 0i está bien definido, ya que 4>r{S) # 0. En efecto, en caso contrario, 

tendríamos F{X) = (j>Í{X) y p = 1, ya que <í>Í{X) es irreducible en Qp[X] 

(por 3 . 4 (a) del capítulo 2 ) ; luego, habríamos acabado el algoritmo de 3.1 

en orden r — 1, y no en orden r como suponemos. Además, observemos 

que 4>l..^i{9) 7¿ 0. En efecto, en caso contrario, como antes tendríamos 

F{X) = (^j.+i(X), = 1; luego, sería Fi{X) = (^j.+i(X), en contradicción 

con la construcción de (pl.^i{X). 

En segundo lugar, veamos que para cada entero j, con 1 < j < g, 

tenemos 

Recordemos antes que Up,.(4(^)) = e ( p j / p ) u ( # ( # j ) ) = • • -e lví^íé^j-)) . 
Si = t^_i, entonces = vU 4iX) = 4>1.{X) y 

por 8 . 4 del capítulo 2 . Si t^_i # tj._i, entonces uí̂ (<̂ j,) = O y, por 7.1 (b) 

del capítulo 2 , tenemos 

En tercer lugar, probemos que para cada entero j , 1 < j < g,éí valor 

único lado del polígono N(„Í_^J) (^J .+I ) se obtienen multiplicando por ej./^ 

las coordenadas de los extremos del único lado del polígono N(„i,^<)(^j.). 

La definición de la valoración t^+i, muestra entonces la igualdad para s + 1. 

Supongamos ahora que t ^ _ i Entonces, por 2 . 2 (c) del capí­

tulo 2 , tenemos n^+ií^t) = H'^íi'f'l) para i/ = r,r + 1, ya que al tener 

(l>iiX) tipo de orden s - 1 igual a { t^ ,^} es uj¡i4>Í) — 0. Por consiguiente, 

aplicando la igualdad para s obtenemos 
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vUMUí) = eivm+i)=4<íHm • 

Por último, aphcando los resultados anteriores, calculamos ahora el 
valor Vp.{^i) = vp^tpi+^e)) - eÍíÍ.Vp.{<¡>\.{e)), para j = l , . . . , ^ ; de donde 
se sigue la proposición. • 

A continuación veremos que, a partir del elemento 0i y de los elemen­
tos 0j para j 6 Cj, podemos construir un elemento Oj con las propiedades 
que deseamos. 

5.6. T e o r e m a . Continuamos con las notaciones e hipótesis anteriores. Por 
inducción sobre el cardinal del conjunto finito Ci, definiremos un elemento 
a'j € K* de la forma siguiente. Si Ci = {0} , definimos a[ := Í3i. Suponga­
mos que Ci # {0} , y que para cada j e d (al estar Cj <¿ Ci) ya tenemos 
definido el elemento a'p entonces definimos 

m =eÍ--- ei v{<í>Í^, {Oj)) es igual a 

et/;(e^vj(4) + K) + 1 si ti = (es decir, si j = i), 

4n{4vi{4) + K) si ti_, = tU, 4/4 = # rAY), 
4n{4vim + H) si ti_, = t 'r-i , K/4 < K/eU 
4ñ{44i4) + hi) si = tU, 4/4 > 4/4, 

U /̂;eji;̂ (4) si tj_i ^ ti_^. 
Si = t*, entonces j = iy, por 8.4 y 3.3 (b) del capítulo 2, obtenemos 

e\ • ••4vi<Í>Uim = vUM+i) + 1 = 4n(eÍ4m + K) + 1 

(recordar que hemos construido el polinomio ^^+i(-^) con la ií^+i = ! ) • 
Supongamos pues que t j ^ tj.. Entonces es a;^_j.i(^|.^i) = O y, por 7,1 (b) 
del capítulo 2, es 

Por tanto, ahora estamos interesados en el valor vl^i{<f>l^i). Si t̂ _i = t^_i, 
entonces = v^, 4>iiX) = ^ r ( ^ ) y> aplicando la definición de la valoración 
vi^y, obtenemos en cada caso la igualdad que nos interesa. Si tj_i ^ K-i^ 
entonces a'^(^j.+i) = O y, por 2.2 (c) del capítulo 2 y el lema de 5.5, tenemos 



§ 5. Generadores de los ideales primos 133 

vp(ai) = vpia'i) = ^ 

5.T, O b s e r v a c i o n e s . (1). La hipótesis (H2) anterior no es necesaria 
suponerla para obtener los a j . En efecto, si definimos en general (es decir, 
cuando los ordenes r i , . . . , son cualesquiera) 

a : = {i : 1 < i < r,- > n, tÍ^_, = t ' r , _ i , Hj4i > . 

nij : = 4r••4,+ifÍMM< -44.) > i (i e a), 

Tenemos 

(a) El ideal fraccionario a\ O descompone de la forma 

donde oí es un ideal fraccionario de O tal que Up(aí) = O para cada 
ideal primo p de O que divide al ideal pO. 

(b) Expresamos el elemento a¿ en la forma 

COR GiiX) 6 I,[X] de grado menor que el grado de F(X) pbiEl, no 
nulo (utilizando, por ejemplo, el algoritmo de Euclides), y definimos 

Entonces el elemento ai € O y 

pi=pO + aiO. 

D E M O S T R A C I Ó N . La parte (a) se obtiene por inducción sobre el cardinal del 

conjunto d, utilizando la proposición de 5 . 4 . 

Pasemos a ver la parte (b). Calculemos el valor Vp{ai) para un ideal 

primo p de O. Si p divide apO, por la parte (a) tenemos 

1 si p = Pi, 
O si p # Pi. 

Si p no divide a p O , Vp(tti) = Vp{Gi{e)) > 0. Por tanto, m £ f)Op = O y 
pi=pO + aiO. a 
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§6. Ejemplos 

En la presente sección daremos ejemplos que ilustran la aplicación y eficencia 

del algoritmo de 3.1. Los cálculos se han llevado a cabo usando el paquete 

Newton con un ordenador personal Pentium II a 300 Mhz. 

6 .1 . E j e m p l o 1. Construcción de polinomios con tipos prefijados. Dado un 

entero r > O y un tipo t r de orden r con qo = p, la teoría desarrollada en la §3 

del capítulo 2 nos enseña a construir un polinomio ^^+1 (X) € Z[X] mónico, 

irreducible, de grado rur+i y con tipo de orden r igual a { t^} . (Pensamos 

cada tipo con una elección fija de los correspondientes polinomios ^¡{X) 

para s = 1 , . . . , r + 1.) 

Más generalmente, dado un número finito de tipos t^^, . . . , , de 

ordenes respectivos ri,... ,rg, y con ql = ••• = = entonces podemos 

construir un polinomio F{X) € Z[X] mónico, irreducible, de grado n := 

mjj+i + • • • + m?^+i y tal que 

t ( F ) = { t ^ ^ , . . . , t ? J , 

donde t ( F ) denota el conjunto de tipos que obtenemos al imaginar que, 

partiendo del polinomio F{X) y del primo p, ejecutamos el algoritmo sin 

ejecutar los pasos * .3 . En efecto, nos basta tomar 

F(X) :=<^UW---€,+IM+p"'M(Jf), 

con € Z suficientemente grande para que t ( F ) = t((/ij:j^i •••^^^^J, y 

entonces obtenemos el mismo resultado en la proposición de 5.4 y, por tanto, 

en el teorema de 5.6. 

(2). Tampoco es necesario suponer la hipótesis (Hl) para obtener los a^. 

En efecto, si ejecutamos el algoritmo de 3.1 tal como se ha descrito en la 

sección 3, entonces, por la proposición de 2.4, también conocemos los datos 

que nos interesan de los tipos t̂ ;̂ así, podemos obtener los ai como antes. 

(3). En el caso r i , • • • , < 1, Ore halla con otro método una familia finita 

de generadores de cada ideal primo (cf. [Or23] ) . 
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con M{X) € Z[X] de grado menor que n elegido de forma que F{X) sea 

irreducible en Q. • 

6 .2 . E j e m p l o 2 . El siguiente ejemplo ilustra como funciona el algoritmo. 

Consideremos el polinomio 

FiX) : = X " - 5 8 8 X " + 476X^ + 130095X^ - 172872X^ - 12522636X^+ 

24745392X^ + 486721116X* - 1583408736X^ - 641009376X2+ 

10978063488X +59914669248 . 

Con el Mathematica, por ejemplo, obtenemos que el polinomio F{X) es 

irreducible en Q y que su discriminante es 

A ( F ) = 2«^ • 3^" • 7̂ 2 . 794 .141592 . 644173^ • 3352073^. 

Ejecutamos el algoritmo para obtener la descomposición del primo 

í> = 2 en el anillo de enteros O del cuerpo de números K, definido por una 

raíz 9 de F{X). En primer lugar, vemos que 

F ( F ) = ( F + 1)" y ^ e n F 2 [ F ] . 

El paso 1.1 nos permite acabar ya para el factor F + 1, puesto que 

la parte principal del polígono N(„j,x+i)(í^) consta de dos lados, con pen­

dientes - 3 / 2 y —1/2. Con este factor obtenemos pues dos ideales primos, 

Pi y p2, diviendo a 2 O, ambos con índice de ramificación 2 y grado residual 

igual a 1. 

Sin embargo, para el factor F la parte principal N°^^ (F) consta de 

dos lados, con pendientes - 1 y —1/2, y con polinomios asociados ( F + 1)^ 

y ( F + 1)^, respectivamente. Por tanto, para el tipo ( F ; 1 , F + 1) hemos 

de volver al paso 1.1 remplazando el polinomio X por un representante del 

tipo anterior, por ejemplo X + 2; mientras que para el tipo ( F ; 1/2, F + 1) 

hemos de seguir con el paso 2. Una vez remplazado X por X + 2, el nuevo 

polígono N^p^ x+2)i^) consta de un único lado, con pendiente —3/2 y con 

polinomio asociado ( F + 1)^¡ así, hemos de continuar ahora con el paso 2 

para el nuevo tipo ( F ; 3 / 2 , F + 1). 
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Aplicamos primero el paso 2 al tipo (Y; 3 /2 , Y+1). Empezamos cons­

truyendo un representante de este tipo; por ejemplo, el polinomio (piiX) = 

{X + 2)^ + 8. Entonces el polígono de segundo orden correspondiente 

N°„j ^^j(F) consta de un solo lado, de pendiente - 4 y su polinomio aso­

ciado es (Y + 1)^; por tanto, hemos de volver al paso 2.1 y remplazar el 

polinomio 4>2{X) por un representante del tipo (F; 3 / 2 , 7 + l ; 4 , y + 1), 

por ejemplo (pl^iX) = <¡)2{X) + 32 = (X + 2)^ + 40. Puesto que el nuevo 

polígono N^^^ ,^^)(F) consta de dos lados, con pendientes - 9 y - 5 , entonces 

hemos acabado para ese tipo, y obtenemos otros dos ideales primos, ps y 

P4, diviendo a 2 O con índice de ramificación 2 y grado residual 1. 

Aplicamos ahora el paso 2 al tipo ( 7 ; 1 / 2 , 7 + 1 ) . Empezamos toman­

do el polinomio (^2(X) = X'^ + 2 como r e p r e s e n t E m t e de este tipo. Entonces 

el polígono N°„2,02)(P) consta de un solo lado, con pendiente —4 y con poli­

nomio asociado ( 7 + 1 ) ^ ; por tanto; hemos de volver al paso 2.1 sustituyendo 

el polinomio 1^2(X) por un representante del tipo ( 7 ; 1 / 2 , 7 + 1; 4 , 7 + 1); 

por ejemplo, í^áí^) = MX) + S = X^ + 10. El nuevo polígono N^ ĵ.̂ jj,)!-?") 

consta de un solo lado, con pendiente - 5 y con polinomio asociado ( 7 +1)^; 

luego, hemos de volver de nuevo al paso 2.1 remplazando ^ziX) por un 

representante del tipo ( 7 ; 1 / 2 , 7 + 1 ; 5 , 7 + 1); por ejemplo, el polinomio 

<j>í¡{X) = (t>'2ÍX) + 8 X = X 2 + 8 X + 10. Puesto que el nuevo polígono 

N^^^ i^„^(F) consta de dos lados, con pendientes - 8 y - 7 , entonces hemos 

terminado, obteniendo también dos ideales primos, ps y pe, diviendo a 2 C? 

con índice de ramificación 2 y grado residual 1. 

De lo anterior, obtenemos que 20 = (pi • • • ps)^. El tiempo que se 

tarda con el ordenador en calcular esta descomposición es de 1,87 segundos. 

Por otra parte, utilizando el procedimiento descrito en la sección 

anterior, obtenemos que cada ideal primo p¡ está generado por el 2 y el 

elemento ai eO obtenido como en la parte (b) del teorema de 5.5 a partir 

del elemento a'^ e K siguiente 

_ (g + l)2 + 4(g + l ) + 8 , ( ^ + 1 ) 2 + 2 ( 0 + 1 ) + 2 . , , 4 
«1 - ' «2 -^f:;-^, (a i ) , 

, ^ (g + 2)^ + 64(g + 2) + 40 , _ (g + 2 ) ^ + 1 6 ( 0 + 2 ) + 40 , , , 4 

(0 + 2)2 + 40 ' (0 + 2 ) 2 + 4 0 ^ " 3 ) . 

, _ 0 2 + 400 + 42 , _ 02 + 240 + 10 , 

~ 02 + 8 0 + 10 ' 02 + 8 0 + 10 • ' 
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a i =(-7745402847023433068+ 119367318528944314720+ 

2408925593604709648^2 _ 13976634383005445280^-

154838730866273560" + 323432783969878280^ - 69087017194464 0 « -

323347524815768 0^+ 11018795871010^ + 14364083938890^-

3 8 6 5 4 9 6 7 1 i e ' ° - 2425598303 0^^)/4. 

Además, el valor 2-ádico del discriminante absoluto del cuerpo es 

v{A{K)) = 18, ya que u(ind(F)) = 21 + 12 = 33 por el teorema del índice. 

Con este polinomio para los primos 3 y 7 también necesitamos llegar 

a nivel dos, mientras que para el resto de los primos que dividen al discri­

minante de F{X) acabamos en nivel uno. En la tabla 3.1 siguiente se da 

el tipo de descomposición de p en í í , el valor p-ádico v del discriminante 

absoluto de JFÍT, y el tiempo T en segundos necesario para obtener el t ipo de 

descomposición de cada uno de estos primos. 

Tab la 3 . 1 . 

p pO U T 

3 (Pi-- •P4)̂  16 4,56 

7 ( P I ­ •P4)̂  8 0,66 

79 P I - . •Pl2 0 1,15 

14159 P i - - •Pl2 0 1,16 

644173 P i - - •Pl2 0 7,57 

3352073 P i - - •Pl2 0 8,02 

Para los dos últimos primos de la tabla anterior la mayor parte del t iempo 

se consume factorizando el polinomio F{Y) en Fp[y]. 

6 .3 . E j e m p l o 3 . El siguiente ejemplo pone de manifiesto la potencia del 
polígono. Consideremos el polinomio 

F{X) := iX^ + X + 5 )5° + 2^^X^ + X + 5)^^ + 2^''^ . 
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En principio, no sabemos que este polinomio sea irreducible en Q. Ejecu­

tamos igualmente el algoritmo con este polinomio para el primo 2. De la 

expresión del polinomio obtenemos que el polígono N(„j_x3+j¥+5)(^) consta 

de un solo lado, con pendiente - 8 9 / 2 5 , y su polinomio asociado es Y^+Y+l. 

Los resultados de Ore nos dicen ya que este polinomio es irreducible en Q2, 

luego en Q, y que el primo 2 descompone en la forma p^^. 

El tiempo que se tarda en el ordenador con el paquete Newton es de 

11,21 segundos (tener presente que lo primero que se hace es expandir el 

polinomio y que al comenzar se toma el polinomio + X + 1 como repre­

sentante). Si hubiéramos procedido con el método de Buchmann-Lenstra, 

habríamos necesitado calcular previamente una base 2-minimal; lo cual es 

verdaderamente costoso con este polinomio de grado 150 teniendo en cuenta 

que el valor 2-ádico del índice del polinomio es 13011. 

6 .4 . E j e m p l o 4 . Consideremos ahora el polinomio 3-Eisenstein 

F(X) := X^ooo + 3 • 220^2°° + 3 • 2^° . 

Al ejecutar el algoritmo para el primo 2 obtenemos la descomposición 

con los grados residuales 

/ ( P i / 2 ) = /(P2 /2) = / ( P 4 / 2 ) = 4 , / ( P 3 / 2 ) = 2 , / ( p s / l ) = 1. 

Los ideales primos pi y p2 se obtienen en nivel 2, y los restantes en nivel 3. 

El tiempo de cálculo es de 535,9 segundos. De nuevo tenemos un polinomio 

con grado muy alto y valor 2-ádico del índice muy grande (a saber, 24650); 

por lo tanto, para este polinomio se tardaría mucho tiempo en hallar el tipo 

de descomposición anterior computando previamente una base 2-minimal. 

El algoritmo ha necesitado llegar hasta el tercer nivel para el 2 porque 

este ejemplo ha sido elegido con ese propósito. Sin embargo, si escogemos 

un primo p al azar, lo más probable es que terminemos en el paso cero o en el 

nivel uno. Por ejemplo, para el primo 5, que también divide al discriminante 

del polinomio, en el paso cero ya obtenemos la descomposición 

( P l • • • P 7 ) ^ ^ 
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Guardia en [Gu 98] usa el paquete Newton, con polinomios de grado 

muy alto y coeficientes muy grandes, para obtener el tipo de descomposi­

ción de los primos de mala reducción de una superficie aritmética concreta 

sobre el cuerpo de números donde tiene reducción estable. De este cuerpo 

no se dispone de un polinomio definidor, y sólo se conocen los polinomios 

irreducibles de seis elementos algebraicos que lo generan sobre Q. 

con grado residual 3 para cuatro ideales primos, 6 para otros dos, y 56 para 

el restante. El tiempo en calcularla es de 122,4 segundos. 
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Ramificación en cuerpos cuárticos 

La determinación del tipo de descomposición de los primos racionales en 

el anillo de enteros de un cuerpo de números K y el cálculo del valor del 

discriminante de K, en términos de un polinomio definidor de K, son dos 

problemas clásicos de la teoría algebraica de números que, como se ha visto 

en los capítulos anteriores, están estrechamente relacionados. La solución 

completa a estos problemas, en forma no algorítmica, es bien conocida para 

el caso de un cuerpo cuadrático y para el caso de un cuerpo cúbico (cf. 

[ W a 2 2 ] , [ L l - N a 8 3 ] ) . 

Usando las técnicas del polígono de Newton (de primer orden), Llo-

rente-Nart-Vila en [L l -Na-Vi 84] y [LI-Na-Vi 91] obtienen en forma no 

algorítmica la solución completa a cada problema en los cuerpos de números 

definidos por trinomiales (salvo para unos pocos casos especiales en cuerpos 

de grado mayor que cinco). Roberson, usando el carácter aditivo de Weil 

del anillo de Witt racional, obtiene un criterio para decidir cuando el primo 

2 ramifica en los cuerpos cuárticos definidos por polinomios bicuadráticos 

(cf. [Ro93] ) . 

Utilizando las técnicas del polígono de Newton (hasta segundo orden), 

en este capítulo daremos la solución completa, en forma no algorítmica, a 

estos dos problemas para el caso de cualquier cuerpo cuártico. 

§1. Introducción 

Sea p € Z un n ú m e r o primo fijo. S e a n K un cuerpo cuárt ico y C? el ani l lo 

de los enteros de K. S e a F{X) G Z{X] un pol inomio mónico, irreducible y 



142 4. Ramificación en cuerpos cuáxticos 

de grado 4 definiendo K; es decir, K = Q{6) donde 9 es una raíz de F{X). 
Denotaremos por A = A ( F ) (resp. A(Jír)) al discriminante del polinomio 

F{X) (resp. al discriminante absoluto de K). Tenemos la relación 

A = ind(F)2A( í ! :) , 

donde ind(F) := (O : Z[9]) es el índice de F ( X ) . 

Denotaremos por Vp a la valoración p-ádica de Qp. Para un entero 

p-ádico u e Zp, u ^ O, denotaremos por Up a la unidad p-ádica u/p""^'^^ y 

por ü a la clase de u (mod p). 

El objetivo de este capítulo es obtener el tipo de descomposición de 

p en C7 y calcular Vp{di.{K)), en términos de los coeficientes del polinomio 

F ( X ) . Para un polinomio F{X) "concreto" (es decir, donde sus coeficientes 

son números enteros dados) esto puede ser hecho usando, por ejemplo, el 

algoritmo de 3.1 del capítulo 3. Sin embargo, en nuestro caso F{X) es un 

polinomio "genérico" (es decir, donde sus coeficientes son parámetros), lo 

cual presenta una dificultad adicional. En efecto, en este caso Up(A) puede 

ser arbitrariamente grande; por tanto, si aplicamos sin más el algoritmo, nos 

podría pasar que estuviéramos distinguiendo casos indefinidamente. Esta 

dificultad la solucionaremos, principalmente, eligiendo representantes ade­

cuados de los distintos tipos que nos saldrán. También nos será útil para 

resolver esta dificultad una serie de resultados previos que daremos en la 

siguiente sección. 

El estudio de estos problemas para el primo 2 esta hecho en las sec­

ciones 3 y 4. El excepcional comportamiento de este primo, debido sobre 

todo a sus diversos casos de ramificación salvaje, hace su estudio mucho 

más complejo que para el resto de los primos. 

La sección 5 esta dedicada al estudio del primo 3, con un único caso 

de ramificación salvaje; mientras que la sección 6 esta dedicada al estudio 

de los primos p > 3, siempre moderadamente ramificados. 
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§2. Resultados previos 

Teniendo en cuenta, para nuestro caso, la fórmula 

p\p 

donde ep y fp denotan, respectivamente, el índice de ramificación y el grado 

residual de un ideal primo p | p, vemos que p puede descomponerse en O en 

una de las once formas siguientes 

P, P^ P*, Pwmz), P{2)q(2), Pq̂ > Pí^^ P^q^ Pqr, pqt^ pqrs, 

donde p ,q ,r , s son ideales primos de O distintos, y entre paréntesis como 

subíndice figuran los grados residuales en las descomposiciones en que estos 

no quedan determinados por el número de primos que dividen a p y sus 

respectivos índices de ramificación. 

A continuación, vamos a calcular los posibles valores de Vp{A{K)) a 

partir del tipo de descomposición de p en O. Después de los resultados de 

Dedekind, Hensel y Ore, sabemos que, para cualquier cuerpo de números 

K, el valor 

Vp{A{K))==J^fp{ep-l + Cp), 
PIP 

donde la componente salvaje Cp es un entero que verifica 

epVpH) <cp< epUp(ep), 

siendo l el único entero tal que 1 < I < Cp y I = Cp (mod ep) (cf. [ N a r 9 0 ] , 

[Tr 85]). En particular, para nuestro caso, obtenemos el siguiente lema. 

2 . 1 . L e m a . Con las notaciones anteriores, tenemos que 

(a) SipO = p, P(i)q(3), P(2)q(2), pqt o pqrs, entonces Vp{L{K)) = 0. 

(b) SipO = p q 2 o pqr^ yp^2, entonces Vp[A{K)) = 1. 

Si pO = p^ o p^<f yp¥=^> entonces Vp{A{K)) = 2. 

Si pO = p<f DPTÍ 3, entonces Vp{A{K)) = 2. 

Si pO = p^ ypi=2, entonces Vp{A{K)) - 3. 



144 4. Ramificación en cuerpos cuárticos 

(c) Si 20 = pq2 o pqr2, entonces V2{¿^{K)) = 2 ó 3. 

Si 2 0 = p2, entonces Í;2(A(ÍÍ")) = 4 d 6. 

5¿ 2 0 = p2q2, entonces V2{¿^{K)) = 4,5 o 6. 

5¿ 20 = PS eníonces t;2(A(ir)) = 4 , 6 , 8 , 9 , 1 0 ó 11. 

(d) Si 3 0 = pq^, entonces vz{¿^{K)) = 3 ,4 o 5. • 

Por tanto, sólo necesitamos conocer Vp{¿:i.{K)) cuando p ramifica sal­

vajemente en K] es decir, para p — 2 cuando 20 = p^, p^, pq^, p2q2 o pqt^ 

y para p = 3 cuando 3 0 = pq^. 

El tipo de descomposición de p en O no determina, en general, si A 

es o no un cuadrado en Qp ; sin embargo, ciertos tipos de descomposición 

si lo hacen, lo cual nos será útil posteriormente. 

2 .2 . Lema . Con las notaciones anteriores, tenemos que 

(a) SipO = P(i)q(3), P(2)q(2) o pqrs, entonces A € {%f. 

(b) Si pO = p, pqr o pqr^, entonces A ^ 

DEMOSTRACIÓN. Si pO = pqr^, entonces F{X) = (X - $){X - e')H(X), 
con 0,6' e Qp y H{X) G Qp[X] irreducible y de grado 2. Por tanto, 

i'^2rJ•/•ú^2Tr//)/\2Am^ d C(n^*^2 A = (0 - 0'YH{0yH{0'fA{H) i 

En los restantes casos, p no ramifica en O; por tanto, en nuestro caso, 

A { i í ) € ( ^ ) 2 si y sólo si g-= 4 (mod 2), donde g es el número de primos 

de O que dividen a p (cf. [Sw 62]). • 

Dado un entero 2-ádico u e Z2, u ^ O, recordemos que u G ( ( ^ ) ^ 

si V2Íu) es par y «2 = 1 (mod 8), y que íhi^/u)/^ es una extensión 

cuadrática no ramificada (resp. totalmente ramificada) si V2{u) es par 

y i£2 = 5 (mod 8) (resp. V2{u) es impar o «2 = 3 (mod 4)). Cuando 

2 0 = p o pqr, por ejemplo, el lema anterior tan sólo nos dice que A 2 ^ 1 

(mod 8). Para el primo 2, nos interesará refinar y ampliar el lema de 2.2. 
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2 .3 . L e m a . Con las notaciones anteriores, tenemos que 

(a) Si 20 = pq^ o pqr^ y V2{A) es par, entonces A 2 = 3 (mod 4) . 

(b) Si 20 — p, pqt o pq^, entonces ¡I2 = 5 (mod 8). 

D E M O S T R A C I Ó N . Si 20 = pq^ o pqr^, entonces F{X) = Hi{X)H2{X), con 

los polinomios Hi{X) € Q¿[X] de grado 2, y tales que i)2(A(JTi)) es par, 

A ( i / i ) 2 = 1 (mod 4) y la extensión Q 2 ( \ / A ( H 2 ) ) / ^ es de grado 2 y to­

talmente ramificada. Como 

A = A ( f í l ) A ( i Í 2 ) R e s ( í f i , i Í 2 ) ^ 

entonces tenemos que 

V2{¿^) = U 2 ( A ( i í i ) ) + Í;2(A(ÍÍ2)) (mod 2), 

A 2 = A ( i í i ) 2 A(ír2)2 (mod 8). 

Por tanto, si además ' y2 (A) es par, entonces y 2 ( A ( i Í 2 ) ) es par, A ( i Í 2 ) 2 = 3 

(mod 4) y A 2 = 3 (mod 4). Esto prueba la parte (a). 

Si 2 0 = p, entonces F{X) es irreducible en Q2 y Q2{0)/Q¿ es una 

extensión no ramificada y, por tanto, cíclica. Por consiguiente, la extensión 

Q 2 ( V ' A ) / Q 2 es de grado 2 y no ramificada y, por tanto, A 2 = 5 (mod 8) . 

Si 20 = pqr, entonces F ( X ) = i í i ( X ) i Í 2 ( X ) , con los Hi{X) € ^[X] 

polinomios de grado 2 tales que A(jfí'i)2 = 1 (mod 8) y A ( f f 2 ) 2 = 5 

(mod 8). Por tanto, A2 = 5 (mod 8). 

Finalmente, si 20 = pq^ entonces F{X) = {X-B)H{X), con ^ € Q2 

y H{X) € Q2 [X] irreducible y de grado 3; además, si 5' G es una raíz 

de H{X), entonces la extensión cúbica Q2 (O')¡Qz es totalmente ramificada. 

Como 

A = A ( H ) í r ( e f , 

entonces A 2 = A ( í í ) 2 (mod 8) . Por otra parte, del teorema l de [Ll-

N a 8 3 ] se deduce, utilizando el lema de Krasner, que A ( i í ) 2 = 5 (mod 8) . 

Por consiguiente, tenemos que también A 2 = 5 (mod 8), lo que acaba de 

probar la parte (b). • 

Para nuestros propósitos también nos será útil el siguiente lema sobre 

la resolvente cúbica formulado en un contexto general. 
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2 .4 . Lema . Sea F{X) = X* + asX^ + a^X"^ + aiX + OQ € L[X] un poli­
nomio sin raíces múltiples, con coeficientes en un cuerpo L de característica 
diferente de 2. Suponemos que F{X) tiene al menos una raíz $ € L. Con­
sideramos el polinomio (una resolvente cúbica de F{X)) 

G{X) := X^ - 2a2X^ + ( 0 1 0 3 + a | - 4ao)X + ooo | - oíOzQs + of € L[X]. 

Entonces 

(a) G(X) no tiene raíces múltiples, y el número de raíces de F{X) en L 
excede en una unidad al número de raíces de G{X) en L . 

(b) Si G{X) es irreducible en L[X], entonces para cada raíz 6' de F{X), 
9' # d, existe una raíz tf de G{X) tal que 1(9') = £ ( 7 7 ) . 

(c) Si G{X) tiene una única raíz en L , entonces el cuerpo de descom­
posición de F{X) sobre L coincide con el cuerpo cuadrático L{VA), 
donde A indica el discriminante del polinomio F{X). 

DEMOSTRACIÓN. Sean ^1,^2,^3,^4 = ^ las raíces de F{X) en una clausura 

algebraica fijada del cuerpo L . Entonces los elementos 

Vi ••= (̂ 1 + &2)iez + 9i), 7?2 : = (̂ 1 + ^3) (^2 + ^ 4 ) , m ••= {9i + ei)i92 + 9$) 

son las raíces de G(X) (esto se puede ver expresando con el método de 
Waring los coeficientes del polinomio (X - ?yi)(X - 7/2)(X - 773) en función 
de los Oi). Además, puesto que 

Vi-V2 = -{h-9i)i92-03), 

m-m = -{0i-e3){92-e4), 

r]2-m = ~i0i-92){93-94), 

entonces A((?) = A; en particular, G{X) no tiene raíces múltiples. 

En primer lugar, es claro que si F ( X ) tiene las cuatro raíces en L, 
entonces G{X) también tiene las tres raíces en L. 

Supongamos ahora que 6*3 € L, pero ^1,^2 ^ L . Veamos entonces 
que r¡i& L,r¡2,mÍ Ly que L{9i,62,93,64) = L{-sfK). En efecto, como el 
polinomio 

(X - ^x)(X - 92) = F ( X ) ( X - 9z)''{X - 9,)-' € L[X] 
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§3. Ramificación diádica (primera parte) 

Esta sección y la próxima están dedicadas al estudio de la ramificación 2-

ádica en el cuerpo cuártico K; por tanto, suponemos que p = 2. 

Por comodidad, denotamos por D a la valoración 2-ádica extendida 

a QiiX) de forma que v{X) = O, y ponemos v := v{A{K)). Además, 

recordemos que dado un entero 2-ádico u^é^O denotamos por U2 a la unidad 

2-ádica ii/2"^") y por ü a la clase de u (mod 2). 

En esta sección suponemos que el polinomio F{X) es de la forma 

F{X) = X'' + aX^ + bX + c, 

con a, 6,c € Z. Además, suponemos también que las condiciones 

v{a) > 2, v{b) > 3 , v{c) > 4 , 

no se dan simultáneamente (en caso contrario, remplazamos el polinomio 

F{X) por el polinomio F ( 2 X ) / 1 6 ) . El discriminante del polinomio F(X) 

es 

A = 16o''c - 4a3&2 _ i 2 8 a 2 c 2 + 14406^0 - 276* + 256c^ 

El siguiente teorema nos da la respuesta, excepto en un caso que 

será estudiado en la siguiente sección, a las dos problemas en que estamos 

interesados. 

y no tiene raíces en L, entonces 9i + 62 £ L y di - 62 i L. Por tanto, 

tenemos tji € L, i}2 + % = 2o2 - 1 7 1 € L y j}2 - 773 = {Bi - Q2){Qi - 63) i L\ 

así, i L. Además, 1 ( ^ 1 , 0 2 , ^ 3 , ^ 4 ) = ¿(^i .^a) = ¿ ( ^ 1 - ^ 2 ) = L{\ÍE). 

Por último, supongamos que ^ 1 , ^ 2 ) ^ 3 ^ If- Veamos entonces que 

L{6i) = L(r]4_j) para cada ¿, 1 < i < 3; lo cual probará también que 

n\,n2,m i- L. Puesto que 774-i = - ( a 3 + 5 j + 0 4 ) ( 0 ¿ + S 4 ) , entonces obtenemos 

L(th-í) Q L(6i) y [L(0i) : L(T}4_Í)] = 1 Ó 2. Pero, de la hipótesis se deduce 

[L{0i) : L] = 3; por consiguiente, ha de ser [L{9i) : L(J74_Í)] = 1. • 

Este lema será aplicado al cuerpo L = Qpy cuando nuestro poUnomio 

F{X) e Z[X] tenga una (única) raíz simple (mod p); así, por el lema de 

Hensel, F{X) tendrá al menos una raíz en Qp. 
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3 . 1 . Teorema . Con las anteriores hipótesis y notaciones, suponemos ade­

más que no estamos en el caso 

a, b pares, c impar. 

Entonces el tipo de descomposición del primo 2 en O y, cuando 2 ramifica 

salvajemente en K, el valor 2-ádico del discriminante absoluto de K, v, 

vienen dados en las siguientes tablas: 

Tabla 4 . 1 . p=2. 

Condiciones 
20 V 

v{a) v{b) v{c) 
20 V 

0 P(l)1(3) 
0 

> 1 
0 Ver tabla 4.2 

> 1 
> 1 Ver tabla 4.3 

0 
0 P 

> 1 

0 
> 1 pqr 

> 1 

> 1 
0 Ver §4 * 

> 1 
> 1 Ver tabla 4.4 

* Antes cambiar F{X) por F{X + 1) 

Tab la 4 . 2 . p = 2; a,c impares, b par. 

vi-a + b + 1) v{-a + c) 20 u 

1 
p2 4 

1 
p2 4 

2 > 2 
v{3a - c + 2) = 2 P 2 > 2 
u(3a - c + 2) > 3 P(2)(\{2) 

> 3 
2 P 

> 3 
> 3 P(2)q(2) 
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v{co) * v{A) 20 1/ 

impar 5 

1 
v{6A2 - 1) = 1 PW 4 

1 
par ** v{SA2 - 1) = 2 2 

v{6A2 - 1) > 3 2 

impar pq2 3 

2 
v{A2 - 1) = 1 pq^ 2 

2 
par v{A2 - 1) = 2 pqr 

i;(A2 - 1) > 3 P(2)q(2) 
impar pqt2 3 

> 3 
i;(A2 - 1) = 1 pqr2 2 

> 3 
par viA2 - 1) = 2 pqr 

v(A2 - 1) > 3 pqrs 

* » c si v{b) = 
co : 

** S -.= 5 - aoCo, ao := { 

a + b + c+1 si v{b) > 2." 
a si v(b) = 1, 
o + 6 si v{b) > 2. 

T a b l a 4 . 3 . p = 2; a impar, b, c pares. 
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Tabla 4 .4 . p = 2; o, 6, c pares. 

vio) «(6) v{c) 2 0 Oíros condiciones V 

vib) = 1 4 

1 «4 = 2 8 
1 P t;(a) = l , v ( 6 ) > 3 9 

v ( o ) > 2 , u ( 6 ) > 3 11 

1 > 2 pq^ 

1 > 2 2 
t)(6) = 2 4 

1 > 2 2 P vib) > 3 6 

> 2 > 2 2 Ver tabla 4.5 

1 2 3 2 

1 2 > 4 2 

1 > 3 > 3 Ver tabla 4.7 

> 2 2 > 3 pq3 

= 3 6 

> 2 > 3 3 
v{a) = 2,vib) > 4: 9 

> 2 > 3 3 P v(a) > 3 , v ( 6 ) = 4 10 
ü(o) >3, t ; (6) > 5 11 
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v{a) v{b) v{c — 4) 20 1/ 

2 4 

2 3 3 
v{2a + c - 4) = 4 4 

2 3 3 
v{2a + c - 4) > 5 4 

> 3 3 
6 

3 > 4 
6 

2 > 4 3 P' 
vib) = 4 11 

2 > 4 3 P' 
u(6) > 5 10 

> 3 > 4 3 
v{2a + c + 4) = 4 6 

> 3 > 4 3 
ü(2a + c + 4) > 5 6 

2 > 4 > 4 Ver tabla 4.6 

> 3 > 4 > 4 * 

t = 8 6 

> 3 > 4 > 4 * í = 9 4 > 3 > 4 > 4 * 

í > 10 PW 4 
t := í;(4(a + 4)^ - _ igc) ( > 8) 

Tabla 4 .5 . p = 2; v{a),v{b) > 2, v{c) = 2. 



152 4. Ramificación en cuerpos cuárticos 

Tabla 4 .6 . p = 2; v{a) = 2, t;(6), t;(c - 4) > 4. 

r,s* 2 0 1/ 
r = 4 8 

r = 5, s = 7 
11 

r < s - 2 P" 6 < r < s - 3 
11 

r = 5, s > 8 
10 

6 < r = s - 2 
10 

v{a2 + dz) = 1 P^ 8 

r = 6, s = 7 u(a2 + da) = 2 6 

u (a2 + da) > 3 p2q=̂  6 

t;(a2 + da - 2) = 1 P^ 8 

r = s — 1, s > 7 impar u(a2 + da - 2) = 2 p2 6 

v{a2 + da - 2) > 3 p2q2 6 

u(a2 + d2 - 2) = 1 8 

r>s = 7 u(a2 + d2 - 2) = 2 PW 6 

u(o2 + da - 2) > 3 P' 6 

Í;(O2 4- da) = 1 P' 8 

r>s,s>7 impar v{a2 + da) = 2 P' 6 

w(o2 + da) > 3 PW 6 

í;(2aa + da - 1) = 1 P* 8 

r = 5, s = 6 v{2a2 + da - 1) = 2 6 

t;(2oa + da - 1) > 3 p2 6 

D(2O2 + d2 - 1) = 1 P* 8 

r = s - l , s > 6 par i;(2a2 + da - 1) = 2 p2 6 

i;(2o2 + da - 1) > 3 6 

í;(d2 - 1) = 1 p4 8 

r > s, s par v{d2 - 1) = 2 p2 6 

V{d2 - 1) > 3 p2q2 6 

• r vib) (> 4), s := v{d) (> 6), d := - 4c 
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v{A) 20 V 

impar * 
v{SA2 - 1) = 1 PW 5 

impar * v{SA2 - 1) = 2 pq2 3 impar * 

VÍ6A2 - 1) > 3 3 

par PW 6 

* 5 := 2(6/8)2 - a 2 ( c / 4 + 1) 

D E M O S T R A C I Ó N . Primero de todo observemos que A = 6 (mod 2). Para la 

demostración de este teorema distinguiremos inicialmente cuatro casos: 

I: b impar. 

II: o, c impares, b par. 

III: o impar, b, c pares. 

IV: a, b, c pares. 

Caso I: 6 impar. En este caso A es impar y terminamos con el lema 

de Kummer, teniendo en cuenta que F{X) factoriza (mod 2) en la forma 

' (X + c ) ( X 3 + c X 2 + (c + 1)X + 1) si a impar, 

F ( X ) = ¡ X* +X + 1 si a par, c impar, 

X ( X + 1 ) ( X 2 + X + 1) si a, c pares. 

Caso II: a,c impares, b par. En este caso F ( X ) = (j){X)^ (mod 2), 

donde ^ (X) := X^ + X + 1, y t;(A) = 4. Como 

F ( X ) = # ( X ) 2 + ( - 2 X + a - 1)<^(X) + ( - a + 6 + 1 )X - a + c 

y como i ; ( - 2 X + o - 1) = 1, el análisis del polígono N(„ ,^) (F) nos permite 

acabar este caso. En efecto, sea ^ € i ? ' una raíz de ^ ( X ) y ponemos 

t := min{v{-a + b + l),v{-a + c ) } , entonces tenemos que: 

Si í = 1, el polígono consta de un solo lado, cuya pendiente es - 1 / 2 ; 

por tanto, 2 C = y i;(ind(F)) = 0. 

Si í = 2, entonces el polígono consta de un solo lado 5 , cuya pendiente 

es - 1 , y el polinomio asociado a este lado es 

Fs(Y) = Y^ + {^ + {a- 1)/2)Y + ( - a + 6 + 1)/4C + ( - 0 + c ) / 4 , 

Tab la 4 . 7 . p = 2; via) = 1, vib),v{c) > 3 . 



154 4. Ramificación en cuerpos cuárticos 

el cual no tiene raíces múltiples. Además, si v{-a + 6 + 1 ) = 2, el polinomio 

Fs{Y) es irreducible en F 4 [ y ] si y sólo si v{3a - c + 2) = 2; por tanto, 

2C = p o P(2)q(2) según que v{3a - c + 2 ) = 2 ó > 3 , respectivamente. 

Mientras que si v(-a + b+l) > 3, el polinomio Fs{Y) es siempre irreducible 

en F4 [Y]; por tanto, 20 = p. 

Si í > 3, el polígono consta de dos lados; por tanto, 20 = p(2)tj(2)-

Caso III: a impar, b,c pares. En este caso F(X) = X^iX + 

(mod 2), pero el valor u(A) puede ser arbitrariamente grande. Entonces 

tenemos que F ( X ) = GiX)H{X) con GiX),H{X) € de grado 2 

tales que G{X) = X^ (mod 2) y H{X) ~ (X + 1)^ (mod 2). 

Supongamos que v(b) = 1, y consideremos el polígono 'N^y^x)iF). 

Si v{c) = 1, entonces la parte principal del polígono consta de un solo 

lado, cuya pendiente es - 1 / 2 ; por tanto, 20 = pq^, p^q^ o pqt^. Además, 

tenemos que G(X) = X^ + 2UX + 2V donde U eI,2,V satisfacen las 

igualdades 

b = 2U{a + 4f/2 - 4 F ) , c = 2F(a + - 2V). 

De aquí se deduce que v{U) = O y que 2 F = ac + 4 (mod 8), con lo que se 

obtiene que 

u(A(G)) = 2, A((?)2 = 5 - o c (mod 8); 

por tanto, se tiene que 

v{A{H))=v{ó.) (mod 2), A(ír)2 = (5 - ac )A2 (mod 8), 

lo que nos permite acabar. Si v{c) = 2, entonces la parte principal del polí­

gono consta de un solo lado, cuya pendiente - 1 , y su polinomio asociado es 

irreducible en F2{F]; por tanto, 20 = p(2)q(2), pq^ o pqc, y terminamos con 

los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3. Si v{c) > 3 , entonces la parte principal del polí­

gono consta de dos lados; por tanto, 20 = pqr, pqt^ o pqrs, y terminamos 

de nuevo con los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3. 

Cuando v{b) > 2, acabamos de forma análoga considerando el polí­

gono N(t,,x-i)(-P')-

Caso IV: a,b,c pares. En este caso F{X) = X* (mod 2). El análisis 

del polígono N(„,x)(jP') y. cuando 2 ramifica salvajemente en K, el cálculo 
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explícito del valor v{A) nos permiten terminar excepto en dos nuevos casos: 

IV.l : t;(o),t;(6) > 2 , v(c)=2. 

IV.2:v(o) = l , a;(6),v(c) > 3 . 

En ambos casos el valor v{A) puede ser arbitrariamente grande. 

Subcaso IV. l : v{a),v{b) > 2, v{c) = 2. En este caso el polígono 

N(t,,x)(-P') consta de un solo lado, cuya pendiente es —1/2, y su polinomio 

asociado es {Y + T)^; por tanto, 20 = p^, o p^q^ y debemos continuar 

con el polígono en segundo orden. 

El análisis del polígono (de segundo orden) N^^^^^^fiF) (cf. capítulo 

2), donde vz indica la valoración asociada a la terna {v,X¡l/2) y 4>2{X) es 

el polinomio dado, en cada caso, en las tablas 4.5.0 y 4.6.0 siguientes, nos 

permite acabar. En efecto, es fácil comprobar que entonces sólo se pueden 

dar tres casos: 

(i) El polígono N(j,2,,^2)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es 

entera, y su polinomio asociado es + V + T. 

(ii) El polígono N(„2,^¡,)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es no 

"entera. 

(iii) El polígono T^(v2,<t)2)iP) consta de dos lados. 

En el primer caso 20 = p^, en el segundo 2 0 = p* y en el tercero 20 = p^q^. 

Además, el cálculo, en cada caso, del valor v{má{F)) nos proporciona el 

valor de î . 

Por ejemplo, cuando v{a) = 2, t;(6),t;(c - 4 ) > 4 y r < s - 3 , donde 

r := v{b), s := v{d) y d := — 4c, entonces según la tabla 4.6.0 tomamos 

ct>2ÍX) := X^ + a/2. Puesto que 

FiX)==<t>2ÍXf + bX-á/i, 

Viih) = 2 y ^2(6-?^ - d / 4 ) = 2r + 1 , entonces el polígono ^{v^,,^^){F) consta 

de un solo lado, de origen el punto (0,2r + 1 ) y de final el punto (2 ,4) . Por 

tanto, estamos en el caso (ü) y tenemos que 20 = p*. Además, v{má{F)) = 

2 + r - 2 = r; así, como z;(A) = 16,20 ó 11 + 2r según que r = 4 ,5 ó > 6 

respectivamente, obtenemos que v = v{á.) — 2t;(ind(F)) = 8 ,10 ó 11 según 

que r = 4 ,5 ó > 6 respectivamente. 
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Tabla 4 .5 .0 . p = 2; v{a),v{b) > 2, v{c) = 2. 

v{a) v{h) v{c - 4) 

2 X^-2 

3 
v{2a + c - 4) = 3 X^-2 

3 
v{2a + c - 4) > 4 X^-2X-2 

2 > 4 3 X^-2X-2 

> 3 > 4 3 X^-2 

2 > 4 > 4 Ver tabla 4.6.0 

> 3 > 4 > 4 
v{2a + c - 4) = 4 X^-2X-2 

> 3 > 4 > 4 
v{2a + c - 4) > 5 X^-2X-6 

Tabla 4 .6 .0 p = 2; via) = 2, v{b),v{c - 4) > 4. 

r < s - 3 X 2 + a/2 

r = s — 2, s impar X2 + 2(«-3) /2x + a/2 

r > s -1, s impar 
v{a2 + ¿2) = 1 ^2 + 2(«-3)/2X + a /2 + 2(*-i)/2 

r > s -1, s impar 
ü(o2 -f-da) > 2 + 2(*-3) /2z + a /2 

r = s - 2, s par X2 + a /2 + 2(^-2)/2 

r > s -1, s par í;(d2 - 1) = 1 X2 + 2(*-2)/2X + a /2 + 2(*-2)/2 
r > s -1, s par 

v{d2 - 1) > 2 X2 + a /2 + 2(*-2)/2 

r := v{b) (> 4), s := v^d) (> 6), d := o2 - 4c 

Subcaso IV.2: í;(a) = 1, Í;(6),Í;(C) > 3. En este caso el polígono 

^{v,x){F) consta de al menos dos lados, y uno de ellos tiene pendiente 

- 1 / 2 ; por tanto, 20 = pq^, p2q2 o pqr2. Además, F{X) = G{X)H{X) 

donde G{X),H{X) € <^[X] de grado 2, y el polígono N(„,x)(C?) consta de 

un sólo lado, cuya pendiente es - 1 / 2 . Entonces obtenemos que 

v ( A ( G ) ) = 3 , A ( G ) 2 = ( 5 (mod 8), 

donde 5 := 2(6/8)2 - 02(0/4 + 1); por tanto, tenemos que 

v{AiH))^v{A) (mod 2), A ( F ) 2 = ¿Aj (mod 8), 

lo que nos permite acabar. 
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§4. Ramificación diádica (segunda parte) 

Mantenemos las notaciones de la sección anterior. En esta sección estu­

diaremos la ramificación 2-ádica de un cuerpo cuártico K definido por un 

polinomio F{X) de la forma 

FiX) = X'^ + 4X^ + aX^ + bX + c, 

con a,b,c E Z pares. Como ya hemos mencionado anteriormente en la 

observación de 3.2, esto completará el estudio de la ramificación 2-ádica de 

cualquier cuerpo cuártico. 

En este caso, el discriminante del polinomio F{X) es 

A =16a''c - 4aH^ - QAa^c + ISo^b^ - 3200^50 - ma^c^+ 

72ab^ + ÍUab^c - 276* -i- 1152a6c 4- 2Z04ac^ - 2566^-

9662c - 7686c2 + 2560^ - 69120^. 

Esto termina la demostración del teorema. • 

3 .2 . O b s e r v a c i ó n . En el caso que todavía nos falta por estudiar en el 

teorema de 3.1, 

a, b pares, c impar, 

tenemos que F(A') = (A' - 1)^ (mod 2) y que 

FiX + 1)=X^+ 4X^ + a'X^ + b'X + c', 

donde 

a' := a + 6,b' ~2a + b + 4,c' := a + b + c+1 

son enteros pares. Por consiguiente, nos queda por estudiar el caso, equiva­

lente al anterior, en que el cuerpo K viene definido por un polinomio de la 

forma 

X'^ +4X^ + aX^ + bX +c, 

con o, &, c € Z pares; el cual será estudiado en la siguiente sección. 
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El teorema siguiente nos proporciona la respuesta a las questiones en 

que estamos interesados excepto en un caso, el cual será estudiado más ade­

lante (cf. observación de 4 . 2 , teorema de 4 . 3 , observación de 4 . 4 y teorema 

de 4 . 5 ) . 

4 . 1 . T e o r e m a . Con las hipótesis y notaciones anteriores, suponemos ade­
más que no estamos en el caso 

v{a) > 2 , v{b) > 3 , v{c) > 4 . 

Entonces el tipo de descomposición del primo 2 en O y, cuando 2 ramifica 

salvajemente en K, él valor 2-ádico del discriminante absoluto de K, v, 

vienen dados en las siguientes tablas: 

Tabla 4 . 8 . p = 2 ; a,b,c pares. 

via) v{b) v(c) 20 V 

v{b) = 1 4 

1 «4 
vib) = 2 8 

1 P 
Í;(O) = 1 , Í ; (6 ) > 3 9 

via) >2,vib) > 3 1 0 

1 > 2 

1 > 2 2 
vib) = 2 4 

1 > 2 2 P vib) > 3 6 

> 2 > 2 2 Ver tabla 4 . 9 

1 2 3 pe 2 

1 2 > 4 2 

1 > 3 > 3 Ver tabla 4 . 1 1 

> 2 2 > 3 

> 2 > 3 
vib) = 3 6 

> 2 > 3 O ¥ vib) > 4 8 

> 2 > 3 > 4 Ver teorema de 4.3 * 

* Antes cambiar F ( X ) por F(2X)/lñ 
(cf. observación de 4 . 2 ) 
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vio) vib) ii(c — 4) 20 z/ 

2 P' 4 

2 3 3 P' 8 

> 3 3 3 
t;(2o + c + 4)) = 4 P' 6 

> 3 3 3 
t;(2a + c + 4)) > 5 PW 6 

í' = 8 p' 9 

2 3 > 4 * í' = 9 p' 6 

t' > 10 6 

> 3 3 > 4 Ver tabla 4.10 

2 > 4 3 
v{2a + c - 4) = 4 p2 4 

2 > 4 3 
v{2a + c - 4) > 5 4 

> 3 > 4 
6 

> 4 > 4 P 6 

* í' := v{4ab - &2 _ 16c) ( > 8) 

I k b l a 4 ,9 , p = 2; v{a),vib) > 2, v{c} = 2. 
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Tabla 4 .10 . p = 2; v{a) > 3, v{b) = 3, v{c - 4) > 4. 

r',s * 20 v 

r' < s - 3 
r' = 4 8 

r' < s - 3 
r' > 4 9 

r' = 5,s = 7 

v{b'2 - 1) = 1 

v{a + 4d2 - 4) = 3 P' 6 

r' = 5,s = 7 

v{b'2 - 1) = 1 v{a + 4d2 - 4) = 4 4 

r' = 5,s = 7 

v{b'2 - 1) = 1 

v{a + 4d2 - 4) > 5 p'^e 4 
r' = 5,s = 7 

vib', - 1) > 2 

v{a + 4d2 + 4) = 3 P' 6 
r' = 5,s = 7 

vib', - 1) > 2 u(a + 4d2-l-4) = 4 P' 4 

r' = 5,s = 7 

vib', - 1) > 2 

v{a + 4d2 + 4) > 5 PW 4 

r' = s — 2, s > 7 impar 

t)(6'2 - 1) = 1 

v{a + 4d2 + 4) = 3 P* 6 

r' = s — 2, s > 7 impar 

t)(6'2 - 1) = 1 v{a + 4d2 + 4) = 4 PW 4 

r' = s — 2, s > 7 impar 

t)(6'2 - 1) = 1 

v{a + 4d2 + 4) > 5 4 
r' = s — 2, s > 7 impar 

vib'2 - 1) > 2 

t;(a + 4d2 - 4) = 3 6 
r' = s — 2, s > 7 impar 

vib'2 - 1) > 2 v{a + 4d2 - 4) = 4 P' 4 

r' = s — 2, s > 7 impar 

vib'2 - 1) > 2 

v{a + 4d2 - 4) > 5 4 

r' > s - l, s impar 8 

r' — s - 2, s par P^ 
r ' = 4 9 

r' — s - 2, s par P^ 
r' > 4 8 

r' — s — \, s par P* 6 

r' > s = 6 
t ; ( ( d 2 - l ) ( a + 2cÍ2+2)) = 4 p2 4 

r' > s = 6 
i ; ( ( d 2 - l ) ( a + 2 d 2 + 2 ) ) > 5 p2q2 4 

r' > s, s> ñ par 
t ; ( ( d 2 - l ) ( o + 2 d 2 - 6 ) ) = 4 p2 4 r' > s, s> ñ par 
t ; ( ( d 2 - l ) ( a + 2 d 2 - 6 ) ) > 5 p2q2 4 

* r' := ?;(6') ( > 4) , b' := - 2 a + 6 + 8, s := j;(d) (> 6), d := (a - 4)^ - 4c 

T a b l a 4 . 1 1 . p = 2; «(a) = 1, JÍ{6),U(C) > 3. 

v{A) 2 0 

impar * 

v{5¿^2 - 1) = 1 5 

impar * v{5A2 - 1) = 2 pq^ 3 impar * 

v(<5A2 - 1) > 3 pqr2 3 

par p2q2 6 

• (5 :=2(6 /8 + l ) 2 - a 2 ( c / 4 + 1 ) 
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D E M O S T R A C I Ó N . La demostración de este teorema es análoga a la del caso 

IV de la demostración del teorema de 3.1. De nuevo, el análisis del polígono 

^{v,x)iP) Y; cuando 2 ramifica salvajemente en ísT, el cálculo explícito del 

valor v{A) nos permiten acabar excepto en dos casos: 

1: via),v(b) > 2, v(c) = 2 . 

2: via) = l,v{b)Mc) > 3. 

También en ambos casos el valor v{A) puede ser arbitrariamente grande. 

Caso 1: v{a),v(b) > 2, v{c) = 2. En este caso el polígono N(^y^x){P) 
consta de un solo lado, cuya pendiente es - 1 / 2 , y su polinomio asociado 
es (Y + T)^; por consiguiente, 20 — p^, p'* o p^q^ y hemos de seguir con el 
polígono en segundo orden. 

Al igual que en el subcaso IV. l de la demostración del teorema de 

3.1, el análisis del polígono (de segundo orden) N(v2,(|>a)(F), donde V2 indica 

la valoración asociada a la terna {v,X, 1/2) y ^ ( X ) es el polinomio dado, 

en cada caso, en las tablas 4.9.0 y 4.10.0 siguientes, nos permite terminar. 

Tab la 4 . 9 . 0 . p = 2; v{a),vib) > 2, «(c) = 2. 

v{a) vib) v{c — 4) MX) 

2 X^-2 

2 3 3 X^-2X-2 

> 3 3 3 X^-2 

2 3 > 4 
v{2a + c + 4) = 4 X^-6 

2 3 > 4 
v{2a + c + 4) > 5 X^-2 

> 3 3 > 4 Ver tabla 4.10.0 

> 4 
vi2a + c - 4) = 3 X^-2 

> 4 
v(2a + c - 4 ) > 4 X^-2X-2 
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r',s* 

r' < s - 3 X^ + 2X + a/2 - 2 

r' = s - 2, s impar 
v{a + 4^2 - 4) = 3 X2 ^ (2(*-3)/2 + 2 )X + a/2 + 2(^-i)/2 - 2 

r' = s - 2, s impar 
v{a + 4d2 - 4) > 4 ^ (2('-3)/2 + 2 )X + a /2 - 2 

r' > s — 1, s impar X 2 + ( 2 ( » - 3 ) / 2 + 2 ) X + a / 2 - 2 

r' = s - 2, s par X 2 + 2 X + a /2 + 2(*-2)/2 _ 2 

r' > s — l, s par 
v{d2 - 1) = 1 X 2 ^ (2 ( s -2 ) /2 + 2 )X + fl/2 + 2(^-2)/2 - 2 

r' > s — l, s par 
V{d2 - 1) > 2 X^ + 2X + a/2 + 2(«-2)/2 _ 2 

r' := u(5') ( > 4) , b' := -2a + b + 8,s := v{d) ( > 6) , d := (o - 4)2 - 4c 

Caso 2: v{a) = 1, v{b),v{c) > 3. Aqm' el polígono N(y^x){F) 

consta de al menos dos lados, uno de ellos con pendiente - 1 / 2 ; luego, 

20 = pq2, p2q2 o pqr2. Ahora, el cálculo de los datos (la clase (mod 2) 

del valor 2-ádico del discriminante y la clase (mod 8) del impar obtenido 

al dividir el discriminante entre su valor 2-ádico) del factor local correspon­

diente al lado de pendiente —1/2, nos permite obtener los datos del otro 

factor local y, por tanto, finalizar. • 

4 .2 . Observac ión . En el caso que nos falta todavía por cubrir en el 

teorema de 4.1, 

v{a) > 2, vib) > 3 , v{c) > 4, 

se tiene que 

donde 

son enteros. 

^ F ( 2 X ) = X^ + 2X^ + a ' X 2 + b'X + c'. 

Nos interesará estudiar el caso más general en que el cuerpo K viene 

definido por un polinomio de la forma 

X^ + 2mX^ + aX^ + bX + c, 

con a,b,c e Z y con m € Z impar, supuesto igual a 1 siempre que sea 

a impar y b par. Además, para el estudio de este último caso podemos 

Tabla 4 .10 .0 p = 2; v{a) > 3, i;(6) = 3, i;(c - 4) > 4. 
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suponer que las condiciones 

a, b pares, c impar 

no se dan simultáneamente. En efecto, si las condiciones anteriores se dan 
a la vez, entonces cambiando la indeterminada X por J'f + 1 en el polinomio 
anterior se obtiene el polinomio 

+ 2m'X^ + aX^ + b'X + c', 

donde 

a' :=a + 6m + 6,h' :=2a + b + 6m + 4,c' •.= a + b + c + 2m + l 

son enteros pares y m' := m + 2 es un entero impar. 

Después de la observación anterior, el teorema siguiente nos cubre el 

caso que nos falta por estudiar en el teorema de 4.1, excepto en un ulterior 

caso que trataremos más adelante (cf. observación de 4.4 y teorema de 4.5). 

4 . 3 . T e o r e m a . Supongamos que el cuerpo K viene definido por un poli­
nomio F{X) de la forma 

FiX) = X^ + 2mX^ + aX^ + 6X + c, 

con a,b,c £ Z tales que c es par siempre que sean a, b pares, y con m € Z 

impar, supuesto igual a 1 siempre que sea a impar y b par. Supongamos 

además que no estamos en el caso 

via) > 2, v{b) > 3, vic) > 4. 

Entonces el tipo de descomposición del primo 2 en O y, cuando 2 ramifica 
salvajemente en K, el valor 2-ádico del discriminante absoluto de K, v, 
vienen dados en las siguientes tablas: 
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Tkbla 4 . 1 2 . jj = 2. 

v{a) v{b) v{c) m 20 

0 impar 

0 
> 1 

0 1 Ver tabla 4.13 
> 1 

> 1 1 Ver tabla 4.15 

0 
0 impar P 

> 1 
0 

> 1 impar pqr 
> 1 

> 1 
0 impar Ver tabla 4.17 * 

> 1 
> 1 impar Ver tabla 4.17 

* Antes cambiar F(X) por F{X + 1) 

Tab la 4 .13 . p = 2; m — l, a,c impares, h par. 

t * v{a - 3) 20 

1 p2 z)(6) = 1 6 
1 p2 

Í;(6) > 2 4 

> 2 
1 

í ; ( - a + 6 + l ) = 2 P 

> 2 
1 

u ( - o + 6 + l ) > 3 > 2 

> 2 Fer ía6lo 4.14 

í := min{ t í ( -a + 6 + l ) , t ; ( ~ a + c + 2)} 
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20 V 

min{r', s - 2 } impar p2 6 

r' < s - 2,r' par *^ 

í' = 2 p2 4 

r' < s - 2,r' par *^ 
t ' > 3 

v{A2 - 1) = 2 P r' < s - 2,r' par *^ 
t ' > 3 

v(A2 - 1) > 3 p(2)q(2) 

r' = s - 2,r' par *^ 

t" = 2 p2 4 

r' = s - 2,r' par *^ 
í" > 3 

u(A2 - 1) = 2 P r' = s - 2,r' par *^ 
í" > 3 

t;(A2 - 1) > 3 p(2)q(2) 

r' > s-2, s par *^ 

t'" = 1 p2 4 

r' > s-2, s par *^ 
í'" > 2 

u(A2 - 1) = 2 P r' > s-2, s par *^ 
í'" > 2 

t;(A2 - 1) > 3 p(2)q(2) 
* r' := t;(6'), 6' := - a + 6 + 1, s := u(d), d := (a - 1)^ - 4c 

í' := mm{v{h'^ + 1 - 2'-'/2) + i , í,(d/2^'+i + a - 3 + 2(^'+2)/2)} 
*2 í" := min{i;(fe'2 - 1 - 2'-'/2) + l,t;(2d2 + a - 1)} 
*^ t'" := inin{u(672*-2),t;(d2 - 1)} 

Tabla 4 . 1 4 . p = 2; m = 1, v{a - 3 ) , ' u ( c - 1) > 2, v{b) = 1. 
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Tabla 4 .15 . p = 2; m = 1, a impar, b, c pares. 

v{b) vic) v(a - 1) VÍA) 20 1/ 

v(c') = 1 PW 4 

1 v{c') = 2 pci' 2 

t'(c') > 3 pqr2 2 

vic') = 1 2 

1 * 2 vic') = 2 p(2)q(2) 
vic') > 3 pqr 

i;(c') = 1 pqr2 2 

> 3 vic') = 2 pqt 

vic') > 3 pqts 

vid'A2 - 1) = 1 P^q^ 5 

1 
impar *^ viS'A2 - 1) = 2 pq^ 3 

1 
ü(¿'A2 - 1) > 3 pqr2 3 

par P^q^ 6 

> 2 i;(á"A2 - 1) = 1 P=̂ q= 5 

1 
impar * vi6"A2 - 1) = 2 pq^ 3 

> 2 
1 

t)(á"A2 - 1) > 3 pqt2 3 

par P̂ 'q̂  6 

> 2 Ver tabla 4.16 

* c' —a + b + c + Z 
6' -.= 2 (6 /4+1 )2-0(02 + 2) 

^ S" := 2(6/4 + 1)2 - (a - 6 - c + 3 ) /2 
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r', s * VÍA) 2 0 i/ 

v{S'A2 - 1) = 1 5 

r' < s - 2, r' impar 
impar *^ i;(á'A2 - 1) = 2 3 

r' < s - 2, r' impar 
u(á'A2 - 1) > 3 3 

par 6 

impar 5 

t" = l 
vi6"A2 - 1) = 1 p2q2 4 

t" = l 
par v{5"A2 - 1) = 2 pq2 2 

v{6"A2 - 1) > 3 pqt2 2 

impar pq^ 3 

r' <s-2,r' par *^ 
V(A2 - 1) = 1 pq^ 2 

r' <s-2,r' par *^ f = 2 par i;(A2 - 1) = 2 pqr 

v{A2 - 1) > 3 p(2)q(2) 
impar pqt2 3 

t " > 3 
V{A2 - 1) = 1 pqr2 2 

t " > 3 
par v{A2 - 1) = 2 pqr 

i;(A2 - 1) > 3 pqts 

r' > s — 1, s impar p2q2 6 

r' = s - 1, s par *^ 
t'" = 3 pq^ 2 

r' = s - 1, s par *^ 
t'" > 4 pqr2 2 

r' = s, s par 
v{d2 - 1) = 1 p2q2 4 

r' = s, s par 
v{d2 - 1) > 2 pqt 

v{d2 - 1) = 1 p2q2 4 

r' > s + 1, s par V{d2 - 1) = 2 p(2)q(2) 

V{d2 - 1) > 3 pqxs 

* r' := ^(ó'), 6' := -a + b + l,s := v{d), d := (a -

*^ S' := dir'^^ + h'2ao + T - \ oo := { J° Ĵ̂̂  
(1 - a ) / 2 

í'" := v{{d2 - l? + 26^(d2 + a + 2^/2 - 2)) 

1)2 - 4c 
sir' < s - 2 , 

si r' = s - 2 . 
si r' = 2, 

si r' > 2. 

Tab la 4 .16 . p = 2; m = 1, v(a - l),v{b),v{c) > 2. 
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Tabla 4 .17 . p = 2; m impar, a,b,c pares. 

v{a) v{b) v{c) 2 0 1/ 

1 
= 1 4 

1 
Í;(6) > 2 6 

1 > 2 

1 > 2 2 4 

> 2 > 2 2 Ver ía6/o 4.18 

1 2 3 3 

1 2 > 4 pqx^ 3 

1 > 3 > 3 Ver tabla 4.19 

> 2 2 > 3 pq' 

> 2 > 3 3 P* 4 

> 2 > 3 > 4 Ver teorema de 4.5 * 

* Aníes camWar F(JÍ) por F{2X)/16 

Tabla 4 . 1 8 . p = 2; m impar, v{a),v{b) > 2, v{c) = 2. 

«(6) 20 V 

2 
v{2a + c + 4) = 3 4 

2 
v{2a + c + 4) > 4 5 

> 3 P^ 4 

1 9 . p = 2; m impar, v{a) = 1, v{b),t 

20 1/ 
impar 5 

par * 

v{6L2 - 1) = 1 4 

par * v{6ñ.2 - 1) = 2 pq^ 2 par * 

t;(¡5A2 - 1) > 3 1 pqr^ 
2 

*<5-.= 1 - 2 0 2 ( 0 / 4 + 1 ) 



§ 4. Ramificación diádica (segunda parte) 169 

f 4 si v{b) > 2, 

6 si v{b) = 1 , c = a (mod 4) 

o si v{b) = 1, c ^ a = 1 (mod 4) , 

. 4 + 2min{r ' ,5 - 2} si v{b) = 1, c ^ o = 3 (mod 4), 

donde r' := v{b'), b' := - o -I- 6 -I-1, s := v{d) yd:={a- 1)^ - 4c. 

El análisis del polígono N(„,^)(F), donde (j){X) es el polinomio dado, 

en cada caso, en la tabla 4.13.0 siguiente, nos permite terminar. En efecto, 

es fácil comprobar que entonces sólo se pueden dar tres casos: 

(i) El polígono N(„,0)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es 

entera, y su polinomio asociado es de la forma -f aY + ¡3, con 

(ii) El polígono N(„^^)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es no 

entera. 

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar, observemos que el discriminante del poli­

nomio F{X) es 

A =160*0 - 4a^b^ - 16m^a^c 4- 4m^Q?-}? - 160ma^6c - 128a^c^-h 

36ma6^ + 144a6^c - 276* + U4m^ahc + hl^rn^a^ - Zlm^tí^-

24mH'^c - 384m6c2 + 2560^ - AZ2rn^c^\ 

en particular, tenemos que A = 6 (mod 2). Comenzamos distinguiendo 

cuatro casos: 

I: m, b impares. 

11: m = 1, a, c impares, 5 par. 

III : m = 1, a impar, b,c pares. 

I V : m impar, o, 6, c pares. 

Caso r. m, 6 impares. En este caso A es impar y acabamos con el 

lema He Kummer. 

Caso II : m = 1, o, c impares, 6 par. En este caso tenemos que F{X) = 

{X'^+X+Vf (mod 2) y que el valor Í ; ( A ) puede ser arbitrariamente grande; 

concretamente 
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(iii) El polígono N(„^0)(F) consta de dos lados. 

En el primer caso el polinomio asociado no tiene raíces múltiples. Además, 

este polinomio es irreducible en F4[Y] si y sólo si /3 ^ a'^; por tanto, 20 = 

P o P(2)q(2) según que /? ^ o 0 = a^, respectivamente. En el segundo 

caso 2 0 = p2 y el cálculo del valor u(ind(F)) nos da el valor de v. En el 

tercer caso 20 = p(2)q(2)-

Tabla 4 .13 .0 p = 2; m = 1, o,c impares, b par. 

i * v{a - 3) 

1 

1 

min{r' , s - 2} impar X^ + X + ia- l ) / 2 

> 2 > 2 
r' <s-2,r' par X 2 + (2'-72 + i)x + (a - l ) / 2 + 2'-'/2 

> 2 > 2 
r' = s — 2, r' par X 2 + (2'-'/2 + i ) X + {a- l ) / 2 

r' > s - 2, s par X 2 + X + ( a - l ) / 2 + 2(*-2)/2 

* t := min{r ' , í ; ( -a + c + 2)} 

Caso III: m = 1, a impar, b,c pares. En este caso tenemos que 

F{X) = X'^{X +1)2 (mod 2) y que el valor v{A) puede ser arbitrariamente 

grande. Por tanto, tenemos que F{X) = G{X)H{X) con G{X),H{X) G 

02 [X] de grado 2 tales que G ( Z ) = ^ 2 y H{X) = {X + Tf. 

Si v{b) = 1, entonces Í ; (A) = 4 y el análisis simultaneo de los polí­

gonos N(i,,x)(-F") y N ( t , , x - i ) ( F ) nos permite acabar. 

Si v{b) > 2 y v{c) = 1, entonces la parte principal del polígono 

N(t, ,x)(F) consta de un solo lado, cuya pendiente es - 1 / 2 ; por tanto, 20 = 

pq2, p2q2 o pqr2. Además, es fácil ver que 

Í ; ( A ( G ) ) = 3, A ( G ) 2 = 5 ' (mod 8); 

donde S' := 2(6/4 + 1)^ - a(c2 + 2); por tanto, se tiene que 

v{A{H])4v{A) (mod 2), A ( / í ) 2 = ¿ ' A 2 (mod 8), 

lo que nos permite terminar. 



§ 4. Ramificación diádica (segunda parte) 171 

jfi(X\ = í si r' impar o 
' ^ ^ l X - ( 2 M - F 2 - ' / 2 ) s i r ' > 2 p a r , 
nr^, _ / X - ( 2 i V + l ) s i r ' i n 
9' ^^)'-\ X-{2N + 2-'/^-^l) s i r ' > 

si r' impar o r' = 2, 

2 par. 

Entonces el análisis de uno de los polígonos N(„_^i)(i«'), y el cálculo de 

los datos del correspondiente factor local (cuando ya sabemos que 20 = 

p q 2 , p2q2 o pqr^) o los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3 (cuando ya sabemos que 20 = 

P(2)«l(2)) pq^ o pqr, o que 20 = pqr, pqr^ o pqrs) nos permiten terminar en 

este subcaso. Concretamente, cuando 2 = r ' < s — 2 o cuando 2 < r' = s - 2 

procedemos con el polígono N(u,,^o)(F), mientras que en el resto de los casos 

lo hacemos con el 'N(v,^i)(F). 

Subcaso 111.2: r' > s — 1. Aquí v{A) — 2s. Elegimos enteros MyN 

tales que vi^M"^ -H 4 M + a - 1) > s / 2 y vi^N"^ + 12iV -h a + 3) > s / 2 , y 

definimos los polinomios 

AO/ Y\ . _ J ~ * impar, 
( 2 M 2 C « - 2 ) / 2 ) s i s par, 

X~{2N + 1) si s impar, 
• ^ X - (2N + 2 t^ -2 ) /2 + 1) si s par. 

Si v{a — 1) = 1 y v{b),v{c) > 2, entonces acabamos de forma análoga 

que en el caso anterior considerando ahora la parte principal del polígono 

N ( „ , x - i ) ( P ) y calculando los datos del correspondiente factor local. 

Por último, supongamos que v{a - l),v{b),v{c) > 2. La principal 

obstrucción en este caso es que no sólo el valor v{A) = v{A{G)) + v{A{H)) 

puede ser arbitrariamente grande, sino que también los valores v{A{G)) y 

v{A{H)) pueden ser arbitrariamente grandes simultáneamente. Para solu­

cionar este caso ponemos b' := -a + b + 1, r' := v(b'), d := {a - 1)^ — 4c, 

s := v{d), y distinguimos dos subcasos: 

in . l : r' < s - 2. 

in.2: r' > s - 1. 

5w6caso III.l: r' < s - 2 . Elegimos (siempre lo podemos hacer) enteros 

MyN tales que v{8M^ + 4 M -1- a - 1) > r' y v{SN^ + 12iV -i- o + 3) > r', 

y definimos los polinomios 

2M si r' impar o r' = 2, 
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Entonces es fácil comprobar que el análisis simultaneo de los polígonos 

N(„,,^o)(F) y N(^,^i)(F) nos permite terminar. 

Caso IV: m impar, a,b,c pares. En este caso F{X) = X'* (mod 2). 

Como siempre, el análisis del polígono N(„,x) (F) 7) cuando 2 ramifica sal­

vajemente en K, el cálculo explícito del valor v{A) nos permiten terminar 

excepto en dos subcasos: 

IV.l: u(a),í;(6) > 2, t;(c) = 2. 

IV.2: v{a) = 1, t;(6),i;(c) > 3. 

Subcaso IV.l: v{a),v{b) > 2, v{c) = 2. En este caso tenemos que 

( 8 si v{h) > 3, 

10 sit;(6) = 2 , i;(2a + c + 4) = 3, 

11 sit;(6) = 2, u(2a + c + 4) > 4 , 

y que el polígono ^(v,x) (F) consta de un solo lado, cuya pendiente es —1/2, 

y su polinomio asociado es (Y + lY; por tanto, 20 = p^, o p^q^ y hemos 

de continuar con el polígono en segundo orden. 

Consideramos la valoración «2 asociada a la terna ( v , X , 1/2) y defi­

nimos el polinomio (piiX) := X"^ — 2. Entonces el análisis del polígono (de 

segundo orden) N(^j,0j)(F) nos permite acabar. 

Subcaso IV.2: v{a) - 1, v{h),v{c) > 3. En este caso el valor v{A) 

puede ser arbitrariamente grande y tenemos que el polígono ^{v,X) (F) cons­

ta de al menos dos lados, uno de ellos con pendiente - 1 / 2 ; por tanto, 

20 = pq2, p2q2 o pqr2. Además, si G{X) e Q^lX] es el factor de F{X) 

correspondiente al lado con pendiente - 1 / 2 , entonces obtenemos que 

v ( A ( G ) ) = 2 , A(G)2=<5 (mod 8) , 

donde S := 1 - 202(0/4 + 1); por tanto, si ponemos H{X) := F{X)/GiX), 

tenemos que 

v{AiH)) = viA) (mod 2), A{H)2 = S A 2 (mod 8), 

con lo que acabamos en este subcaso. 
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4 .4 . O b s e r v a c i ó n . En el caso que nos falta todavía por estudiar en el 

teorema de 4.3, m impar y 

v{a) > 2, v{b) > 3, v(c) > 4, 

se tiene que 

donde 

¿ F ( 2 X ) = X* + mX^ + a'X^ + b'X + c', 
l o 

a 6 . - - , c - , 

son enteros. Por consiguiente, ahora nos queda por estudiar el caso, equi­

valente al anterior, en que el cuerpo Jf viene definido por un polinomio de 

la forma 

X^+mX^ + aX^+bX + c, 

con a,b,c £ Z y m € I> impar. 

Después de la observación anterior, con el próximo teorema comple­

tamos, sin excepciones, el caso que nos falta por estudiar en el teorema de 

4.3. Por consiguiente, quedará cubierto finalmente el caso que nos faltaba 

en el teorema de 4.1. 

4 .5 . T e o r e m a . Supongamos que el cuerpo K viene definido por un poli­

nomio F{X) de la forma 

F{X) = X" 4-mX^ + aX^ +bX + c, 

con a,b,c E y m ^ Z impar. Entonces el tipo de descomposición del 

primo 2 en O y, cuando 2 ramifica salvajemente en K, el valor 2-ádico del 

discriminante absoluto de K, v, vienen dados en las siguientes tablas: 

T a b l a 4 . 2 0 . p = 2; m impar. 

a, b,c 20 

a = b (mod 2) 
c impar P a = b (mod 2) 

c par Ver tabla 4.21 

a^b = c (mod 2) Ver tabla 4.22 

o ^ 6 ^ c (mod 2) P(I)1(3) 

Con esto queda terminada la demostración del teorema. • 
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Tabla 4 . 2 1 . p = 2; m impar, a = b (mod 2), c par. 

v{U), v{V), v{A) * 20 V 

3v{U) < 2v{V), v{A) impar pqr2 3 

3v{U) < 2viV), v{A) par 
VÍA2 - 1) = 1 pqr2 2 

3v{U) < 2viV), v{A) par v(A2 - 1) = 2 pqr 3v{U) < 2viV), v{A) par 
v{A2 - 1) > 3 pqts 

3viU) = 2v{V) 

3viU)>2viV), 3\v{V) 

3v{U) > 2v{V), 3 1 v{V) pqr 

*U := 3 ( a 2 - 3 m 6 + 12c), 
V := 2a3 - 9mab - 72ac + 27b^ + 27m^c 

Tabla 4 . 2 2 . p = 2; m impar, a^b~c (mod 2). 

VÍA) 20 1/ 
impar pq2 3 

par 
v{A2 - 1) = 1 w 2 

par Í;(A2 - 1) = 2 pqr par 

i;(A2 - 1) > 3 p(2)q(2) 

D E M O S T R A C I Ó N . Primero de todo, observemos que el discriminante del poli­

nomio F{X) es 

A =16a''c - 4a^^ - Am'^a^c + m^aH"^ - SOmaHc - ma^c^+ 

18mab^ + Uáab'^c - 276'* -t- ISm^abc + lUm^ac^ - 4m%^-

6m^b'^c - 192mbc^ + 256c^ - 27m^c2; 

en particular, tenemos que A = ab + b + c (mod 2). Para la demostración 
del teorema distinguimos tres casos: 

l: ab + b + c impar. 

II: a = 6 (mod 2), c par. 

III: a^b = c (mod 2). 

Caso I: ab + b + c impar. En este caso A es impar y, por tanto, 

se acaba con el lema de Kummer, teniendo presente que F{X) factoriza 
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F{X) = I {X + a){X^ + {a + 1)X^ + aX + l) si a^b (mod 2) . 

Caso ir. a B. b (mod 2), c par. En este caso tenemos que F{X) = 

{X + a)^{X + a +1) (mod 2) y que el valor u(A) puede ser arbitrariamente 

grande. Entonces F{X) = {X - 0)HiX) con ^ e % y HiX) € %[X] tales 

que ^ = a + 1 (mod 2) y H{X) = {X + a)^ (mod 2). 

Para el estudio del factor H{X), consideramos la resolvente cúbica 

del polinomio F{X) 

G{X) := X^ -2aX^ + (o^ +mb- Ac)X- {mab-9-m^c) 

(cf. lema de 2.4) y el polinomio 

Go(X) := 27G((X + 2a) /3 ) = - Í7X + y , 

donde V := 3(0^ - 3m{¡ + 12c), Y := 20^ - 9ma6 - 72ac + 276^ + nm^c son 

ambos enteros pares. Notemos que A(Go) = 3®A(G) = 3^A. El análisis 

del polígono N(„_x)(Go) junto con la aplicación del lema de 2.4 (ad cuerpo 

•í- = ) y de los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3 nos permitirán terminar este caso. 

Supongamos que 3t;(í7) < 2i;(F). Entonces el polígono N(^_x)(Go) 

consta de dos lados; por tanto, el polinomio GQ{X') tiene al menos una raíz 

en (!^. Entonces, por la parte (a) del lema de 2.4, F{X) tiene al menos dos 

raíces en Q2 ; por consiguiente, 20 — pqr, pqr^ o pqrs y acabamos con los 

lemas de 2.1, 2.2 y 2.3. 

Ahora, supongamos que ZviJJ) = 2i;(F) (resp. que ZviJJ) > 2v{V) y 

3 I 1^(1/)). Entonces el polígono N(„,x)('5o) consta de un solo lado, cuya 

pendiente es entera (resp. es no entera), y su polinomio asociado es irre­

ducible en F2[F]; por tanto, la extensión Q2Ír]o)/Q2, donde rjo es una raíz 

de Go(X), es cúbica y no ramificada (resp. es cúbica y totíilmente ramifi­

cada). Entonces, por la parte (b) del lema de 2.4, la extensión Q¿{d')¡<¡^, 

donde 6' es una raíz de H{X), es cúbica y no ramificada (resp. es cúbica y 

totalmente ramificada); luego, 20 = P(i)q(3) (resp. 20 = pq^). 

Finalmente, supongamos que Zv(U) > 2v(V) y 3 | viV). Entonces 

el polígono N(„x)(G'o) consta de un solo lado, cuya pendiente es entera, 

(mod 2) en la forma 

X* + X^ + aX^ + aX + l si a = 6 (mod 2) , 
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y su polinomio asociado es + 1 = (Y + T){Y^ + Y + T) en ¥2[Y]; por 

consiguiente, GoiX) tiene una única raíz en Q2 y la extensión cuadrática 

Q 2 ( \ / A ( G O ) ) / Q 2 es no ramificada. Entonces, de nuevo por la parte (a) 

del lema de 2.4, F{X) tiene exactamente dos raíces en Q2 y la extensión 

cuadrática Q 2 ( \ / A ) / Q 2 es no ramificada; así, 20 = pqr. 

Caso III: a = c (mod 2). En este caso se tiene en cambio que 

F{X) = (X + a + ifiX^ + X + 1) (mod 2). Por tanto, tenemos que 

20 = p{2)^(2)> o P^^ y acabamos con los lemas de 2.1, 2.2 y 2.3. 

Queda, por tanto, terminada la demostración del teorema. • 

Desde luego, para ciertas familias de cuerpos cuárticos (como, por 

ejemplo, los cuerpos cuárticos definidos por polinomios bicuadráticos o los 

procedentes del estudio de los puntos de 3-torsión de una curva elíptica 

definida sobre Q) la división anterior de casos se simplifica extraordinaria­

mente. Finalizamos esta sección poniendo un ejemplo de ello. 

Supongamos que partimos de una curva elíptica E definida sobre Q 

de ecuación = — Ax + B, con A,B Entonces las abscisas de los 

puntos de 3-torsión de E han de satisfacer la ecuación 

X* + aX^ + bX + c = 0, 

con a := - 1 8 ^ , b := lOSB, c := -27A^. Observemos que tenemos que 

+ 12c = 0. De los resultados de la sección anterior y de ésta, obtenemos 

el siguiente criterio simple para decidir cuando el primo 2 descompone en la 

forma p^q^ en el cuerpo cuártico obtenido al adjuntar a Q la abscisa de un 

punto de 3-torsión de la curva elíptica E, supuesto irreducible el polinomio 

X'^ + aX^ + bX + cenQlX]. 

4.6 . Corolar io . Supongamos que el cuerpo K viene definido por un poli­

nomio de la forma Jf* 4- aX^ + bX + c, donde a, b. c € Z con + 12c = O 

y tales que las condiciones 

via) > 2, v{b) > 3, vio) > 4, 

no se dan simultáneamente. Entonces 

20 = p 2 q 2 4=> v{a-4)>4y vib) = 5; 

además, en tal caso, el valor 2-ádico del discriminante del cuerpo es 6. • 
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§ 5 . Ramificación triádica 

Dedicamos esta sección al estudio de la ramificación 3-ádica en el cuerpo 

cuártico K; luego, suponemos que p = 3. 

Denotamos por v, en esta sección, a la valoración 3-ádica extendida 
a Q¡{X) de forma que v{X) = O, y ponemos v := v(A{K)). Recordemos 
que dado un entero 3-ádico u ^ O denotamos por uz a la unidad 3-ádica 
y/Si't") y por ü a la clase de u (mod 3). 

En esta sección suponemos (siempre lo podemos hacer) que el poli­

nomio F{X) es de la forma 

F{X) = X* + aX^ + bX + c, 

con a,b,cEZ tales que las condiciones 

v{a) > 2, v{b) > 3 , v{c) > 4, 

no se dan a la vez. Además, definimos el entero 

d:=a^- 4c. 

El primo 3 sólo tiene un tipo de ramificación salvaje en K; a saber, 

3 0 = pq^. El siguiente teorema nos da, en todos los casos, la respuesta a 

las dos questiones en que estamos interesados. 

5 .1 . T e o r e m a . Con las hipótesis y notaciones anteriores, el tipo de des­

composición del primo 3 en O y, cuando 30 = pq^, el valor 3-ádico del 

discriminante absoluto de K, v, vienen dados en las siguientes tablas: 
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I ^ b l a 4 .23 . p = 3. 

v{a) vib) v(c) 30 1/ 

o = c = 1 (mod 3) P 
0 a = c = - 1 (mod 3) Ver tabla 4.24 

0 a^c (mod 3) P(l)1(3) 

> 1 
a = 1 (mod 3) pqr 

0 

> 1 
a = - 1 (mod 3) 

0 
a = c = 1 (mod 3) Ver ía&/a 4.25 

0 a ^ c = 1 (mod 3) Ver ía6k 4.26 

> 1 c = - 1 (mod 3) P 

> 1 
a = 1 (mod 3) Ver tabla 4.24 

> 1 
a = - 1 (mod 3) Ver íaftZo 4.27 

0 
c = 1 (mod 3) PíDlO) 

0 
0 

c = - 1 (mod 3) P 

> 1 
> 1 Ver ía&Za 4.28 

> 1 

0 
c = 1 (mod 3) P(2)q(2) 

> 1 
0 

c = - 1 (mod 3) pqr 

> 1 Ver ía&Za 4.30 

Tabla 4 . 2 4 . p = 3 ; o bien o = c = - 1 (mod 3) , t;(6) = O 

o bien a = 1 (mod 3), v{b),v{c) > 1. 

v{A) 30 

impar pq2 

par 
As = 1 (mod 3) p(2)q(2) par 

A 3 = - 1 (mod 3) pqr 
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r, s * v{A) 3 0 

r < s, r impar PW 

r < s, r par pqr 

r = s impar 
impar 

dsAs = 1 (mod 3) 

r = s impar 
impar 

dsAs = - 1 (mod 3) pqr2 r = s impar 

par PW 

r = s par 

impar ¿3 = 1 (mod 3) pq̂ ' 

r = s par 

impar 
£¿3 = - 1 (mod 3) pqt2 

r = s par 

par 
As = 1 (mod 3) 

ds = 1 (mod 3) p(2)q(2) r = s par 

par 
As = 1 (mod 3) 

ds = - 1 (mod 3) pqcs 

r = s par 

par 

As = - 1 (mod 3) pqt 

r > s, s impar 

r > s, s par 
ds = 1 (mod 3) pqt5 

r > s, s par 
ds = - 1 (mod 3) p(2)q(2) 

* r •.= v{b), s := v{d) 

Tabla 4 .26 . p = 3 ; o = - 1 (mod 3), v(b) > 1, c = 1 (mod 3) . 

H * SO 

impar p2 

par v{b) = v{d) p par 
v{b) 7¿ v{d) P(2)q(2) 

*H •.= mm{vib),v(d)} 

Tabla 4 .27 . p = 3 ; o = - 1 (mod 3), v{b),v{c) > 1. 

v{A) 3 0 

impar pqr2 

par As = 1 (mod 3) pqrs par 
Aa = - 1 (mod 3) pqr 

Tab la 4 . 2 5 . p = 3; a = c = 1 (mod 3), v{b) > 1. 
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Tabla 4 .28 . p = 3 ; v{a),v{c) > 1, v{b) = 0. 

i, 3 * 3 0 1/ 

3¿ < 2j, i impar 

3i < 2 j , i par 
Us = 1 (mod 3) pqts 

3i < 2 j , i par 
t/3 = - 1 (mod 3) pqr 

3i = 2j 
U3 = l (mod 3) PíDlO) 3i = 2j 

C/s = - 1 (mod 3) pqr 

3¿ = 2j + 1 3 

3 ¿ > 2 j , 3 t i pq^ 3¿ = 2j + 2 4 
3¿ > 2i + 2 5 

t<2 pq^ 
f = 1 4 

,4 = 3 (mod 9) 
t<2 pq^ 

í = 2 3 

Si > 2j, 3\j ** t > 3 Ver tabla 4.29 

(mod 9) 
i = l pq^ 3 

(mod 9) 
í > 2 pqc^ 

* i := u ( í / ) , U := 3(a2 + 12c), j := t)(F), F := 2a^ - 72ac+27b^ 
** A ~ C//32Ü/3), B : = F3, t := v{B^ - A - l ) 

T a b l a 4 .29 . p = 3 ; v(a) ,v(c) > 1, v{b) - O, 

3¿ > 2j, 3 I i , ^ = 3 (mod 9),B'^ = A + 1 (mod 27) fe/. Ía6/a 4.28^. 

t;(A) 30 

impar pqr2 

par 
A3 = 1 (mod 3) 

v(A) = 23 P(i)q{3) 

par 
A3 = 1 (mod 3) 

f (A) > 2j pqts par 

A3 = - 1 (mod 3) pqt 



§ 5. Ramificación triádica 181 

v{a) v{b) vic) 30 u 

1 

v{a) = 1 3 

1 > 2 u(o) > 2, u(c) = 2 4 

v{a) > 2, Í;(C) > 3 5 

1 > 2 2 
C3 = 1 (mod 3) Ver tabla 4.31 

1 > 2 2 
C3 = - 1 (mod 3) 

1 > 2 > 3 Ver tabla 4.32 

> 2 > 2 2 
C3 = 1 (mod 3) 

> 2 > 2 2 
C3 = - 1 (mod 3) 

v{c) = 3 3 

> 2 2 > 3 p q 3 Í;(O) = 2, Z;(C) > 4 4 

•Ü(O) > 3, v{c) > 4 5 

> 2 > 3 3 P' 

Tabla 4 . 3 1 . p = 3; v{a) = 1, v{b) > 2, v{c) = 2, C3 = 1 (mod 3) . 

v{b), v{d) 30 

v{b) < v{d) P' 

v{b) > v{d) 
03^('*)d3 = 1 (mod 3) p W v{b) > v{d) 

a3 (̂< )̂d3 = - 1 (mod 3) p' 

Tabla 4 .32 . p = 3 ; v{a) = 1, v{b) > 2, v{c) > 3. 

VÍA) 30 

impar 
a 3 A 3 = 1 (mod 3) 

impar 
asAs = - 1 (mod 3) p q t 2 

par P^q^ 

Tabla 4 . 3 0 . p = 3 ; v{a),v{b),v{c) > 1. 
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DEMOSTRACIÓN. Primeramente, observemos que A = c?<? + o^c - afê  + c 

(mod 3). En función de las diferentes factorizaciones de F{X) (mod 3), 

comenzamos distinguiendo siete casos: 

I: v{o?-(? + c?c - a}? 4- c) = 0. 

II: a = c = - 1 (mod 3), v(^) = O o bien a = 1 (mod 3), v{b),v{c) > 1. 

III: a=c=l (mod 3), v{b) > 1. 

IV: a = - 1 (mod 3), v{b) > 1, c = 1 (mod 3). 

V: a = - 1 (mod 3), v{b),v{c) > 1. 

VI: Ü ( O ) , Í ; ( C ) > 1 , Í ; ( 6 ) = 0 . 

VII: v(a),v{b),vic) > 1. 

Caso I: v{a^c^ + a^c - ab"^ + c) = 0. En este caso t;(A) = O y, 

por tanto, acabamos con el lema de Kummer, teniendo en cuenta que el 

polinomio F{X) factoriza (mod 3) en la forma 

X* + X^ + bX + l si a = c = l (mod 3), 

{X + b){X^ - bX^ + {a + 1)X -ab) si a = -0^0 (mod 3), vib) = O, 

X{X - b){X^ + bX-\) si a = l (mod 3), u(c) > 1, 

X{X^ -X + b) si a = - 1 (mod 3), i;(c) > 1, 

X" + aX^-l si via) = O, vib) > 1, c = - 1 (mod 3), 

iX - b){X^ + bX^ + X-b) si via) > 1, vib) = O, c = 1 (mod 3), 

X^ + bX-l si via) > 1, vib) = O, c = - 1 (mod 3), 

iX^ + X- 1 ) ( X 2 - X - 1) si Í;(O) > 1, vib) > 1, c = 1 (mod 3), 

( X - 1) (X + 1 ) ( X 2 + 1) si via) > 1, vib) > 1, c = - 1 (mod 3). 

Caso II: a = c = - 1 (mod 3), vib) = O o bien o = 1 (mod 3), 

vib),vic) > 1. En este caso tenemos que F ( X ) = (X - b)^iX^ - bX - 1) 

(mod 3) o bien que F ( X ) = X'^iX'^ + 1) (mod 3), respectivamente; por 

tanto, 30 = P{2)C|(2), pi^ o pqv y terminamos con los lemas de 2.1 y 2.2. 

Caso III: a = c = 1 (mod 3), u(6) > 1. Aquí tenemos que F ( X ) = 

(X - 1)2(X + 1)2 (mod 3); luego, F ( X ) = G ( X ) í r ( X ) con G ( X ) , F ( X ) G 

Qs [X] de grado 2 tales que G ( X ) = ( X - T)̂  y fí=(X) = ( X + T ) 2 . Además, 

no sólo el valor v (A) = u(A,(G)) + u(A( í f ) ) puede ser arbitrariamente 

grande, sino que también los valores t;(A((?)) y viAiH)) pueden ser ar­

bitrariamente grandes a la vez. 
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Y^ + b/S^C-d/S" ew^lY], 

el cual no tiene raíces múltiples. Además, este polinomio es irreducible en 

F9 [Y] si y sólo si v{b) = v{(í); por consiguiente, 3 0 = p o P(2)Í1(2) según que 

v(b) = v{d) o v(b) 5¿ v{d), respectivamente. 

Para resolver este caso ponemos r := v{b), s := v{d), y distinguimos 

dos subcasos: 

111.1: r = s . 

III.2: r ^ s. 

Subcaso III. 1: r = s . En este primer subcaso elegimos (siempre lo 

podemos hacer) un entero M tal que «(M^ + a / 2 ) > r / 2 y M ^(¿3 /(463) 

(mod 3); así, 

viF{M)) = v({M^ + o / 2 ) 2 + bM- di A) = r, 

F ( M ) 3 = 63M - d 3 / 4 = ¿ 3 (mod 3). 

Entonces es fácil comprobar que con el análisis del polígono N(„_x-M)(-P')) 

y el cálculo de los datos del correspondiente factor local (cuando r es impar) 

o los lemas de 2.1 y 2.2 (cuando r es par) acabamos en este subcaso. 

Subcaso III.2: r 5¿ s. En este segundo subcaso elegimos un entero M 

tal que u(M^ + a/2) > min{r, s } / 2 . Entonces también es fácil comprobar 

que el anáHsis simultaneo de los polígonos N(„,x-M)(-P') y '^(v,x+M){P) 

nos permite de nuevo terminar. 

Coso IV: a = - 1 (mod 3), v{b) > 1, c = 1 (mod 3). En este caso 

tenemos que F{X) = 4>{X)^ (mod 3), donde <f>{X) := X^ + a/2 € Zz[X], y 

que v(A) puede ser arbitrariamente grande. 

Con el análisis del polígono N(„,<^)(JP) acabamos este caso. En efecto, 

como 

FiX) = (l>iX)^ + bX- d/4 

y v{bX ~ d/4) = min{v{b),v{d)} =: H, entonces el polígono consta de un 

solo lado, de origen el punto (O, H) y de final el punto (2 ,0) . Si H es impar, 

3 C = p^. Supongamos por tanto que H es par, y sea C G ff ' una raíz de 

^(X). Entonces el polinomio asociado a este lado es 
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Caso V: a = - 1 (mod 3), v{h),v{c) > 1. Aquí tenemos que F{X) = 

X^{X ~1)(X + 1) (mod 3); luego, 30 = pqt, pqt^ o pqts y terminamos de 

nuevo con los lemas de 2.1 y 2.2. 

Caso VI: v{a),v{c) > 1, v{b) = 0. En este caso tenemos que F(X) = 

{X + b^X (mod 3) y que el valor v(A) puede ser arbitrariamente grande. 

Por tanto, F{X) = (X - e)H{X) con 0 € 3 ^ y H{X) € %[X\ tales que 

v{e) > O y H{X) = ( X + bf (mod 3). 

Para el estudio del factor H{X) procedemos como en el caso II de 

la demostración del teorema de 4.5. Consideramos la resolvente cúbica del 

polinomio F{X) 

G{X) := X^ - 2aX^ + (a^ - Ac)X + b^ 

y el polinomio 

Go{X) := 27í?((X + 2a) /3) = X^-UX + V, 

donde U := 3{a^ + 12c), V := 2a^ - 72ac+2762 son ambos enteros divisibles 

por tres. Ponemos i := v{U) y j := v{V). 

El análisis del polígono N{v,x)(G<i) junto con la aplicación del lema 

de 2.4 (al cuerpo £ = Qs) nos permiten terminar si 3i < 2j. 

Supongamos que 3i > 2j y 3 f j . Entonces el polígono N(„,x)((?o) 

consta de un solo lado, cuya pendiente es no entera; por tanto, la exten­

sión Q3(í?o)/3^, donde T̂O es una raíz de GoiX), es cúbica y totalmente 

ramificada. Además, si denotamos por S al discriminante de esta extensión, 

entonces, como u(ind(Go)) = j - 1, tenemos que 

v(S) = v(A{í?o)) - 2t;(ind(C?o)) = 

3 si 3í = 2j + 1, 

4 si 3i = 2j + 2, 

5 si 3¿ > 2j + 2. 

Entonces, por la parte (b) del lema de 2.4, la extensión Q3 (8')¡Q¡, donde O' 

es una raíz de H{X), es cúbica y totalmente ramificada; luego, 30 = pq^. 

Además, el valor de = v{S) ya lo tenemos calculado. 

Por último, supongamos que 3i > 2 j y 3 | j . Entonces el polígono 

N{t,,A-)(í?o) consta de un solo lado, cuya pendiente es entera, y su polinomio 



§ 5. Ramificación triádica 185 

asociado es (Y + Vs)^ en F3 [Y]. Esta información nos lleva a considerar el 

polinomio 
Gi {X) := 3-^' Go{y^^X) = X^-AX + B, 

donde A := [//S^^ /̂̂ ^ es un entero múltiplo de 3 y B := Vs es un entero 
no divisible por 3, y a proceder como en el caso III de la demostración del 
teorema 1 de [LL-Na 83] . El análisis del polígono N ( v , x + B ) ( G i ) junto con 
la aplicación del lema de 2.4 nos permiten acabar si A ^3 (mod 9) o si 
fí^ ^ A + 1 (mod 27). Por tanto, supongamos además que A = 3 (mod 9) 
y = A + 1 (mod 27), y consideremos el polinomio 

GiiX) : = 3 - ^ G i ( 3 X -B) = X^ - BX^ + A'X - B', 

donde A' := {3B^-A)/9 G Z,B' := B{B^-A-l)/27 e Z. Observemos que 

A = A(G) = 3-«A(Go) = 32 (3 -3 )A(Gi ) = 3'^^A{G2), y que el polinomio 

G 2 Í X ) no puede tener una raíz triple ni tres raíces simples en F3 . Ahora, la 

aplicación del lema de 2.4 y de los lemas de 2.1 y 2.2 nos permite también 

acabar. 

Caso VIL v{a)Mb),v{c) > 1- Aquí es F{X) = (mod 3). El 
análisis del polígono N(„_x)(-P') Yi cuando 3 0 = pq^, el cálculo explícito del 
valor v{A) nos permiten acabar excepto en dos nuevos casos: 

VII.l: v{a) = 1, v{b) > 2, v{c) = 2, C3 = 1 (mod 3). 

VII.2: v{a) = 1, v{b) > 2, v{c) > 3. 

En ambos casos el valor v{A) puede ser arbitrariamente grande. 

Subcaso VII. l: u(a) = 1, v{b) > 2, v{c) = 2, 03 = 1 (mod 3). En 

este subcaso el polígono N(„_x)(í ') consta de un solo lado, cuya pendiente 

es - 1 / 2 , y su polinomio asociado es (Y - a^)'^ en F^lY]; por tanto, hemos 

de seguir con el polígono en segundo orden. 

Consideramos la valoración V2 asociada a la terna (v, X, 1/2) y el 

polinomio (t>2{X) := + a /2 e Z^IX]. Entonces el análisis del polígono 

(de segundo orden) ^[v2,4>-2.)i^) permite terminar este subcaso. 

Subcaso VII.2: v{a) = 1, v{b) > 2, v{c) > 3. En este subcaso el polí­

gono N(^_x) (•'*') consta de al menos dos lados, y uno de ellos tiene pendiente 

- 1 / 2 . Por consiguiente, F{X) = G{X)H{X) donde G{X),H{X) e (¡h[X] 
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de grado 2, y el polígono N(„ x) (G) consta de un sólo lado, cuya pendiente 

es —1/2. Entonces obtenemos que 

v{A{G)} = 1 , A(G)3 = - 0 3 (mod 3) 

y, por tanto, 

viMH)) 4 VÍA) (mod 2), A ( i í ) 3 = - 0 3 ^ 3 (mod 3), 

lo que nos permite acabar. 

Queda por tanto probado el teorema. • 

§6. Ramificación de los primos mayores que tres 

Esta última sección está dedicada al estudio del resto de la ramificación p-

ádica en el cuerpo cuártico K; por tanto, suponemos que tenemos dado un 

primo p >5. Entonces p es moderadamente ramificado en K y, por tanto, 

nuestro interés se centra en obtener el tipo de descomposición de p en O. 

En esta sección denotamos por a la valoración p-ádica extendida a 

Qp(X) de forma que v{X) = 0. Recordemos que dado un entero p-ádico 

u^O denotamos por Up a la unidad p-ádica u/p"^^^ y por ü a la clase de u 

(mod p). 

Si p = 1 (mod m) para algún entero m > 2, entonces para un entero 

a no divisible por p definimos el símbolo {a¡p)m como 

(a/pV •.= a^^-'^/^efim, 

donde C denota el grupo de las raíces m-ésimas de la unidad. Note­

mos que {a¡p)m = 1 si y sólo si a € (Ij)"*. Utilizaremos este símbolo sólo 

para m = 2, en cuyo caso coincide con el símbolo de Legendre (a /p) , para 

m = 3, y para m = 4 y (a /p) = 1, en cuyo caso {a/p)^ = l ó — 1. 

Suponemos que el polinomio F{X) es de la forma 

F{X) = X* + aX^ + bX + c, 
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con a, 6, c S Z tales que las condiciones 

v{a) > 2, v{b) > 3 , v{c) > 4, 

no se dan simultáneamente. Además, definimos los enteros 

d:=a^- 4c, u := 2ad + 96^ 5 := -29{a^ + I2cf - au^. 
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6 .1 . T e o r e m a . Con las hipótesis y notaciones anteñores, el tipo de des­

composición del primo p en O viene dado en las siguientes tablas: 

Tabla 4 . 3 3 . p>5. 

via) vib) vic) VÍA) pO 

0 

0 

0 

0 Ver tablas 4.34 

0 

0 

0 
> 1 

viu) = 0 
(S/P) = 1 Ver tabla 4.35 

0 

0 

0 
> 1 

viu) = 0 
(5/p) = - 1 Ver tabla 4.36 

0 

0 

0 
> 1 

viu) > 1 Ver tabla 4.37 

0 

0 

> 1 
0 Ver tablas 4.34 

0 

0 

> 1 
> 1 Ver tabla 4.35 0 

> 1 

0 

0 Ver tablas 4.34 

0 

> 1 

0 
> 1 

( - 2 a / p ) = l Ver tabla 4.38 

0 

> 1 

0 
> 1 

( - 2 a / p ) = - 1 Ver tabla 4.39 

0 

> 1 

> 1 
i-a/p) = 1 Ver tabla 4.35 

0 

> 1 

> 1 
i-a/p) = - 1 Ver tabla 4.36 

> 1 

0 
0 

0 Ver tablas 4.34 

> 1 

0 
0 

> 1 
p = 1 0 3 (mod 8) Ver tabla 4.35 

> 1 

0 
0 

> 1 
p = - 1 0 - 3 (mod 8) Ver tabla 4.36 

> 1 

0 

> 1 Ver tablas 4.34 
> 1 

> 1 
0 Ver tablas 4.34 

> 1 

> 1 
> 1 Ver tabla 4.40 
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Tablas 4 . 3 4 . p > 5; v{A) = 0. 

v{b) = v{c) = 0; v (A) = 0 pO 

(A/p) = 1 

F(A') no tiene raíces (mod p) P(2)q(2) 
(A/p) = 1 F ( X ) tiene una única raíz (mod p) p(i)q(3) (A/p) = 1 

F{X) tiene más de una raíz (mod p) pqrs 

(A/p) = - 1 
F{X) no tiene raíces (mod p) p (A/p) = - 1 

F(X) tiene alguna raíz (mod p) pqr 

v{a) = v{b) = 0, v{c) > 1; v{A) = 0 pO 

(A /n\ 1 
X'^ + aX + b no tiene raíces (mod p) P(l)1(3) 

(IX/P) — i X^ 4- aX + 5 íiene alguna raíz (mod p) pqrs 

(A/p) = - 1 pqt 

v(a) = vio) = 0, u(6) > 1; t;(A) = 0 pO 

(c/p) = 1 
(d/p) = 1 

F(X) no tiene raíces (mod p) ^(2)1(2) 

(c/p) = 1 
(d/p) = 1 

F ( X ) íiene aígwna raíz (mod p) pqrs (c/p) = 1 

(d/p) = - 1 p(2)q(2) 

(c/p) = - l 
(d/p) = 1 pqt 

(c/p) = - l 
(d/p) = - 1 P 

v{a),v{c) > 1, v{b) = 0 pO 

p = 1 (mod 3) 
ib/p)3 = 1 pqrs 

p = 1 (mod 3) 
(b/ph ¥^ 1 

p = - 1 (mod 3) pqt 

v{a),v b) > 1, v{c) = 0 pO 

p = 1 (mod 4) 
(c/p) = 1 

Í-C/PU = 1 pqts 

p = 1 (mod 4) 
(c/p) = 1 

( - c /p )4 ^ 1 p(2)q(2) p = 1 (mod 4) 

(c/p) = - 1 P 

p = - 1 (mod 4) 
(c/p) = 1 »'(2)q(2) p = - 1 (mod 4) 

(c/p) = - l pqr 
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v{A) pO 

impar 

par i^p/p) = 1 pqrs par 
(Ap/p) = -1 pqt 

Tabla 4 . 3 6 . p > 5; Í ; ( A ) > 1, v{u) = O, (á/p) = - 1 . 

v{A) pO 

impar 

par p(2)q(2) par 
(Ap/p) = - 1 pqt 

Tabla 4 . 3 7 . p > 5; v{a) = v{b) = v{c) = O, v{A),v{u) > 1. 

v{U), v{V), VÍA) * pO 

3v{U) < 2v{V), v{U) impar pqt2 

3v{U) < 2v{V), v{U) par 
iUp/p) = 1 pqts 

3v{U) < 2v{V), v{U) par 
(í/p/p) = - 1 pqt 

3v{U) = 2v{V), v{A) impar pqt2 

3v{U) = 2viV), v{A) par 
(Ap/p) = 1 ** 

n = 0 p(i)q(3) 
3v{U) = 2viV), v{A) par 

(Ap/p) = 1 ** 
n > 1 pqts 3v{U) = 2viV), v{A) par 

i^vlP) = - 1 pqt 

3v{U)>2v{V),3'¡v{V) pq^ 

3viU) > 2v{V), 3 1 v{V) 
p = 1 (mod 3) (Vp/P)3 = 1 pqts 

3viU) > 2v{V), 3 1 v{V) 
p = 1 (mod 3) 

(Vp/P)3 ^ 1 p(i)q(3) 3viU) > 2v{V), 3 1 v{V) 

p = - 1 (mod 3) pqt 

* U := 3(a2 + 12c), V := 2a^ - 72ac + 27b^ 
** n := número de raíces de X'^ - UpX + Vp (mod p) 

Tabla 4 .35 . p > 5; v{A) > 1, v{u) = O, (d/p) = 1. 
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r,s * u(A) pO 

r < s, r impar PW 

r < s, r par 
p = l (mod 4) 

( - 8 a / p ) 4 = (6p/p) 

r < s, r par 
p = l (mod 4) 

( - 8 a / p ) 4 (bp/p) P(2)q(2) r < s, r par 

p = —1 (mod 4) pqr 

r = s impar 
impar 

(2dpAp/p) = 1 p q t 2 

r = s impar 
impar 

(2dpAp/p) = - 1 p q 2 r = s impar 

par p 2 q 2 

r = s par 

impar 
i2dp/p) = 1 pqt^ 

r = s par 

impar 
(2dp/p) = - 1 p q 2 

r = s par 

par 
(Ap/p) = 1 

{6'/p).= 1 pqrs r = s par 

par 
(Ap/p) = 1 

(S'/p) = - 1 P(2)q{2) 

r = s par 

par 

(Ap/p) = - l pqr 

r>s,s impar p 2 q 2 

r>s,s par 
(dp/p) = 1 pqrs 

r>s,s par 
(dp/p) = - 1 p(2)q(2) 

*r := v(b), s := v{d) 

** 6' :=dp- 2&p7=25 ^ O (mod p) 

Tabla 4 .39 . p > 5; «(a) = v{c) = O, v{b),v{A) > 1, ( - 2 a / p ) = - 1 . 

H * pO 

impar p 2 

par (Ap/p) = 1 P(2)q(2) par 
(Ap/p) = - 1 p 

* i í : = m i n { t ; ( 6 ) , u ( d ) } 

Tabla 4 . 3 8 . p > 5; w(a) = tj{c) = O, v{b),viA) > 1, ( - 2 a / p ) = 1. 
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v{a) v{b) v{c) 

1 P' 
1 > 2 

«(d) = 2 idp/p) = 1 P^q^ 
1 > 2 2 

«(d) = 2 
(d,/p) = - 1 p2 

t;(d) > 3 Fer tabla 4.41 

1 > 2 > 3 Ver ía6ío 4.42 

> 2 > 2 2 
(-Cp/P) = l p 2 q 2 

> 2 > 2 2 
i-cp/p) = -1 P^ 

> 2 2 > 3 pq^ 
> 2 > 3 3 p 4 

T a b l a 4 . 4 1 . p > 5; D(b) > 2, v(c) = 2 , v{d) > 3 . 

pO 

v{b) < v{d) P' 

v{b) > v{d) * iC^''d,/p) = l PW v{b) > v{d) * 
iCl^'^d^lp) = - 1 p' 

*Ci := - a p / 2 (modp) 

l ^ b l a 4 .42 . p > 5; í;(a) = 1, v{b) > 2, v{c) > 3 . 

pO 

impar 
(-OpAp/p) = 1 

impar 
(-OpAp/p) = - 1 pq^ 

par p 2 q 2 

Tabla 4 .40 . p > 5; v{a),v{b),vic) > 1-
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DEMOSTRACIÓN (del teorema de 4.1). En función de los diferentes tipos 

de factorización de F{X) (mod p) distinguimos siete casos: 

I: v{A) = 0. 

II: v{A) > 1, v{u) = O, {S/p) = 1. 

III : Í ; (A) > 1, viu) = O, (S/p) = - 1 . 

I V : v{a) = v{b) = v{c) = O, v{A),v{u) > 1. 

V : v{á) = vic) = O, v{b),viA) > 1, ( - 2 o / p ) = 1. 

V I : v{a) = v{c) = O, U(6) , Í ; (A) > 1, ( - 2 o / p ) = - 1 . 

•Vll:v{a),v{b),v{c)>l. 

Más adelante veremos que cuando I Í (A) > 1 y v{u) = O, es v{5) = O 

(cf. Casos I I y I I I ) . Entonces, con la ayuda de la tabla 4.33, vemos que 

la distinción anterior cubre todos los casos, una vez hemos comprobado los 

"seguimientos" que indica esta tabla. La comprobación de estos seguimientos 

no ofrece dificultad. 

Caso I: v(A) = 0. En este caso acabamos con el lema de Kummer. 

Notemos que el lema de 2.2 nos permite reducir el estudio de la factoriza­

ción de F{X) (mod p), y que en algunos casos particulares podemos incluso 

determinarla (cf. tablas 4.34). 

Casos I I y I I I : v{A) > 1, v{u) = 0. En los dos casos tenemos que 

F{X) = iX- CfiX^ + 2CX + 8C^ + a) (mod p), 

donde C := —í)(a^ 4- 12c)u~^ (modp) . Además, tenemos también que el 
factor X"^ + 2CX -I- 3C^ + a (mod p) no tiene raíces múltiples. En efecto, en 
caso contrario se tendría que 

F{X) = {X- OHX + =X'- 2ex' + C* (mod p), 

lo cual nos diría que 

a = - 2 C ^ (modp) , 6 = 0 (modp) , c = C* (modp); 

luego, tendríamos d = - 4c = O (mod p) y u = 2ad -I- 96^ = O (mod p), 

lo cual contradiría la hipótesis v{u) = 0. 
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Como el discriminante de este factor es - 4 ( 2 ^ ^ + 0 ) = 4.5u~^ (mod p), 
ha de ser v{6) = 0; además, si (5/p) = 1 (resp. {5/p) = - 1 ) , entonces 
pO = pqr, pqr^ o pqrs (resp. pO = p(2)q(2), Pl^ o pqr) y terminamos con los 
lemas de 2.1 y 2.2. 

Caso IV: v(á) — v{b) = v{c) = O, v{A),v{u) > 1. Observemos 
primero que tenemos que v{a^ + 12c),u(8a^ + 276^) > l . En efecto, de la 
condición v{u) >1 se sigue que 

9 A = - 4 d ( o 2 + 12c)2 (mod p); 

luego, como Í ; (A) > 1, es v{d) > 1 o v{a^ + 12c) > 1. Si fuera v{d) > 1, 
entonces tendríamos que v{b) > 1, en contradicción con una de nuestras 
hipótesis. Por consiguiente, ha de ser v{a^ + 12c) > 1 y, por tanto, también 
vi8a^ + 276^) > 1. 

Ahora, es fácil ver que F ( X ) = {X - C)^{X + 3C) (mod p), donde 
C := -36(4a)~^ (mod p). Entonces este caso se termina procediendo de la 
misma manera que en el caso II de la demostración del teorema de 4.5. 

Casos V y VI: v{a) = v{c) = O, v{b),v{A) > 1. En ambos casos 

tenemos que v(d) > 1 y, por tanto, F{X) = {X^ + (mod p) . Ahora 

concluimos procediendo de la misma forma que en los casos III y IV, res­

pectivamente, de la demostración del teorema de 5.1. 

Caso VII: v{a),v{b),v{c) > 1. Aquí F{X) = X* (mod p) y ter­

minamos de la misma manera que en el caso VII de la demostración del 

teorema de 5.1. • 
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