Capitulo 2

Fundamentos tedricos

;Fue un Dios quien dibuj6 esos simbolos
que aplacan mi fiera lucha interior,
colman de alegria al pobre corazén

y, con un secreto impulso, en torno mio,

a las fuerzas de la naturaleza descubren?

J. W. Goethe, Fausto

La base teodrica de sustento del método CALPHAD es la Termodindmica. Las leyes
y principios de la Termodinamica son completamente generales, lo que los hacen
aplicable a cualquier sistema en una amplia gama de disciplinas, como pueden ser:
quimica, geologia, ciencia de materiales, ingenieria quimica, tecnologia nuclear, etc.

La Termodinamica es una teoria del equilibrio que se basa fundamentalmente en
dos principios. En sus aplicaciones practicas, estos principios requieren tratamientos
especificos ligados al tipo de sistema considerado. Recordaremos algunos conceptos

que son ttiles para describir el equilibrio en sistemas polifasicos y multicomponentes.

2.1 Variables termodinamicas

A la porciéon de materia o del espacio que tomaremos bajo estudio lo llamaremos
sistema. Todo aquello ajeno al sistema, pero que tenga relacion directa con su
comportamiento lo llamaremos entorno o medio exterior. El sistema estaré separado
de su entorno mediante una pared que puede ser real o imaginaria. A través de dicha

pared el sistema podré intercambiar energia, volumen y/o materia.
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Un sistema azslado es aquel que no tiene ningin tipo de interacciéon con el medio
exterior. El sistema se considera cerrado si no se produce intercambio de materia
con su entorno, en caso contrario el sistema se llama abierto.

Un sistema constituido por una tnica fase diremos que es monofdsico. Por fase
entendemos una parte homogénea del sistema, es decir, que es uniforme en composi-
cién y propiedades (fisicas y quimicas) y que tiene la misma estructura en todas sus
partes. Un sistema de mas de una fase es un sistema polifdsico.

Las propiedades macroscopicas del sistema son llamadas variables termodindmi-
cas. Son ejemplos de variables termodinamicas el volumen V, la presion P, la tem-
peratura T y la masa del sistema m, entre otras.

Las variables termodindmicas no son todas independientes, sino que al fijar al-
gunas de ellas las otras quedan determinadas y asi también el estado de equilibrio
del sistema. Estas serdn las variables independientes y cualquier otra propiedad del
sistema seré, en principio, calculable en términos de las variables independientes y
seran consideradas variables dependientes.

Las variables termodinamicas pueden dividirse en dos tipos: variables extensivas
y variables intensivas. Las variables extensivas dependen del tamano del sistema,
o méas precisamente, de la cantidad de materia que lo conforma. Son ejemplos de
variables extensivas la masa m, el volumen V' y el nimero de moles n. Las variables
intensivas no dependen del tamano del sistema y son ejemplos de ellas la temperatura

T y la presion P.

2.2 Primera y segunda ley de la Termodindmica

El conjunto de la primera y segunda ley establece relaciones entre las variables
macroscopicas de un sistema. En el caso que nos ocupa, sistema polifasico y multi-
componente, podemos enunciarlo diciendo que la variacién de energia interna , dE?,
de cada una de las fases ¢ en un sistema de ¢ componentes, puede escribirse como:

dE? =T?*dS? — P*dV* + ) pldn! (2.1)
donde S?, V¢ y nf) (i =1, ..., ¢) son, respectivamente la entropia, el volumen y
el nimero de moles de cada componente ¢ en dicha fase. Esta ecuacién refleja que
en el equilibrio, B¢ = E%(S?, V‘i’,nf, ...,n?) y, por lo tanto, implica las siguientes

definiciones de la temperatura, T'?, la presiéon, P? y el potencial de cada componente
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1! en la fase:

OE?
OE?
OE?
Mf = ot (2.4)

Siendo la energia, la entropia y el volumen magnitudes aditivas tendremos para

el sistema total en el que coexisten f fases:

f
E=Y E (2.5)
d=«

f
S=> "5 (2.6)
[=1e

f
V=>"v? (2.7)
[ =e
y, ademas
f
nz:an’ parai =1,2,... ;¢ (2.8)
45:

En general podriamos escribir para la variacion de energia total del sistema la

expresion
dE =YY v'ldz!, (2.9)
i ¢

donde de> es una propiedad intensiva (7%, —P?, ,uf) y Zf es la propiedad extensiva

conjugada correspondiente (S?, V¢, n‘-f)).

2
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Si no existe ninguna barrera al intercambio de energia, volumen o materia en-
tre las diferentes fases que constituyen el sistema, tenemos que en equilibrio debe

satisfacerse que
dE = 0. (2.10)

Se debe tener en cuenta que las variables Zj) no son todas independientes, sino
que estan restringidas por las relaciones (2.6), (2.7) y (2.8), segun el caso. Estas

relaciones se pueden agrupar en una sola expresiéon usando la notaciéon general:
Z;=> 7} (2.11)
¢

Si el sistema esta aislado del medio exterior tendremos que dZ; = 0, y tenemos

entonces que

> dzl =0 (2.12)
¢

Considerando la situacién en la que todos los de son nulos menos los correspon-
dientes a la misma propiedad en un par de fases, como ser dZ;’ y dZ,/j, como deben
satisfacer (2.12) debe ser dZ} = —dZg. La relacion (2.9) junto con la (2.10) toman

en este caso la forma
dE = (Y = Y[)dzg = 0. (2.13)

Como dZ;' es arbitrario, la igualdad solamente se cumplird en caso que Y* — ng =
0. La eleccion del par de fases es completamente arbitrario, por lo tanto, debera
verificarse para todos los pares de fases que se elijan. Esto lleva a que en equilibrio
se verifique que

yja:Yjﬁ:...zy.f:Y._

J J

(2.14)

Las igualdades (2.14) se pueden expandir dando a las variables su significado

particular

T°=T=...=TF =T (2.15)
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P*=P=...=pP/ =P (2.16)

Las variables intensivas tendran el mismo valor en todo el sistema en condiciones

de equilibrio. Luego, la variacion de energia interna se expresa

dE =TdS — PdV + _ pdn;

i=1

En general, es preferible elegir como variables independientes para la especifi-
cacion del estado de un sistema, variables que puedan ser controladas experimental-
mente con facilidad. En este sentido la eleccion de la presiéon, P, y la temperatura,
T, resultan una eleccibn més conveniente que la entropia, S, y el volumen, V. Para

ello se define la funcion de Gibbs o energia libre de Gibbs, GG, de la siguiente manera
G=E-TS+ PV. (2.18)

Con esta definicién tenemos que

dG = VdP — SdT + Y pidn; (2.19)

i=1

La integracién de la expresiéon anterior para un valor fijo de T, P y composicién

lleva a la expresiéon
G(T, Py, ... ,me) = Y migls (2.20)
=1
La diferenciacion de (2.20) y posterior comparacion con (2.19) lleva a la relacion

SdT = VAP + Y nidp; =0 (2.21)

i=1

conocida como ecuaciéon de Gibbs-Duhem y que tiene una gran importancia en el

calculo de equilibrio de fases.
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2.3 Regla de las fases

El estado de una fase se determina completamente especificando la presion, la tem-
peratura y la composicién. Si el nimero de componentes es ¢, se necesitardn ¢ — 1
variables de composicién, que junto con las 2 correspondientes a la presiéon y la
temperatura totalizan ¢ + 1. Si el sistema consta de f fases el nimero total de
variables es f(c +1). Todas estas variables no son independientes si el sistema es-
ta en equilibrio. Como hemos visto, en este caso, existen f — 1 relaciones para la
temperatura (ec. (2.15)), f — 1 para la presién (ec. (2.16)) y ¢(f — 1) para los po-
tenciales quimicos (ec. (2.17)), si todas las fases estan libres para interaccionar. En
total suman (¢ + 2)(f — 1) relaciones. Las variables independientes seran entonces
fle+1l)—=(c+2)(f-1) =c+2— f. El nimero de variables independientes se

denomina grados de libertad o varianza, l, del sistema

l=c+2—f (2.22)

La ec. (2.22) se conoce como la regla de las fases de Gibbs.

Por ejemplo, en un sistema binario (¢ = 2), pueden coexistir tres fases (f = 3)
a una presion, temperatura y composicion fijos, puesto que el grado de libertad es
cero (I = 0). En este caso se dice que el equilibrio es invariante. El grado de libertad
serd igual a 1 en el caso de tener 2 fases, en este caso, por ejemplo se puede tener
en equilibrio las 2 fases aunque se varie la temperatura. En este caso se habla de
un equilibrio monovariante. En el caso de tener una tnica fase el equilibrio sera
bivariante. Notemos que en un sistema binario no se pueden tener mas de 3 fases

en equilibrio ya que en ese caso [ seria negativo.

2.4 Relacién entre energia libre molar y molar par-

cial

Hemos utilizado el nimero de moles de los componentes para escribir las variables de
composicién y expresar a la energia libre en funciéon de dichas cantidades. Resulta
atil, sin embargo, la utilizacion de fracciones molares para expresar las variables de

composiciéon. Las fraccion molar del componente i en un sistema de ¢ componentes
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se queda expresada por

n;

T, = =
' Zz:lnk,

(2.23)

donde los z; verifican la condicién

C

> mi=1. (2.24)

i=1

La energia libre puede expresarse en funciéon de las variables de composicion
Zg,...,Zsn ya que las x; no son todas independientes en virtud de la ecuacién
(2.24)! | y n expresa el tamafio del sistema.

Podemos calcular la energia libre molar parcial del componente ¢ a partir de la

energia libre expresada en funciéon de las nuevas variables,
_ oG oG on ‘L[ 0G Oz;
G=n=(5)  =(a) o) +2(a). (o).
ngFEn; T ngF£n; n,xTg ng

7=2
(2.25)
Si escribimos G' = nGy, donde Gy, es la energia libre molar, tenemos que (0G/dn) =

G, Por otra parte (On/0n;) = 1. La ecuacién (2.25) puede reescribirse

. 8Gm
j=2 1/ oz

donde ¢;; es la delta de Kronecker. Esta relacién permite obtener los potenciales
quimicos a partir de la energia libre molar del sistema expresada en funcién de las

variables de composicién molares.

2.5 Meétodo de calculo de los equilibrios de fase:
Thermo-Calc

La condicién de equilibrio en un sistema polifasico y multicomponente en condi-
ciones de presién y temperaturas constantes estard caracterizada por el minimo de

la energia libre de Gibbs.

!Elegimos a z;como la variable dependiente, pero podriamos haber elegido cualquier otra de
las z;.
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En sistemas multicomponentes y polifasicos el calculo del minimo de la funcién
de Gibbs presenta cierta complejidad debido a la cantidad de ecuaciones no linea-
les que hay que resolver simultaneamente, para ello es necesario emplear métodos
numeéricos de célculo. Existen una variedad de estrategias y técnicas que permiten,
a partir de la expresion analitica de la energia de Gibbs molar, obtener las variables
termodin4dmicas que especifican el equilibrios bajo condiciones especificas [6, 7|. La
estrategia utilizada para el cilculo de los equilibrios es la que tiene implementada el
programa Thermo-Calc [6] y que describimos a continuacion.

Sea G la energia de Gibbs total de un sistema polifasico. Si G? es la energia de

Gibbs de la fase ¢, que es funcién de la composicion n;ﬁ, Py T, se tiene

dG? = V*dP — S*dT + Y Gldn! (2.27)
¢

donde Gf = 8G¢/8n;’5 es la energia libre molar parcial para el componente ¢ en la
fase ¢.
Si el contenido de cada componente del sistema, n;, es constante, se tiene la

restriccion:

n=3nt (2.28)

f
G=> G’ (2.29)
=1

a Py T constante y con la condicién (2.28) para cada componente. Introduciendo

multiplicadores de Lagrange u; para cada componente podemos construir la funciéon

f c f
L= ZG¢+Z“i (m—Zn?) (2.30)
p=1 i=1 $=1

y buscar su minimo respecto a todas las variables nf’ Encontramos

oL oG )

La p x ¢ ecuaciones (2.31) muestran que la energia de Gibbs parcial del elemento i
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debe tener el mismo valor, y;, para todas las fases. El multiplicador y; resulta ser
el potencial quimico de ¢ en el sistema. Eliminando los multiplicadores se obtiene

el siguiente sistema de ecuaciones:

Gi= Gi= - =G
Gg= Gh= -+ =Gi (2.32)

Las condiciones (2.32) son las mismas que ya habiamos encontrado en (2.17).
Cada una de las Gf es funciéon de las variables de composicion y es posible re-
solver el sistema y obtener los valores correspondientes al estado de equilibrio. En
general las ecuaciones son no lineales y el sistema debe resolverse numéricamente.
La forma usual de hacerlo consiste en comenzar proponiendo valores iniciales para
los parametros de composicion y buscar mejores valores por iteraciéon utilizando la

técnica de Newton-Raphson.

El programa Thermo-Calc hace una aproximacion similar al sistema pero con
una leve modificacién que permite descomponer el cilculo en dos etapas facilitando

la rapidez en la convergencia.

Si trabajamos con magnitudes molares, la expresién molar de la ecuacién (2.27)

se escribe

f
dGY, = VidP — S{dT + ) Glda!, (2.33)
d=1

donde G¢ = G?/n?, V¢ =V?/n? S¢ =S¢ /n?y 93? = n?/nd)

La funciéon de Gibbs se escribe, en funcion de las energias molares de las fases

como
f
G=>) n'Gl. (2.34)
¢=1

El problema se reduce ahora a encontrar el minimo G con las condiciones de vinculo

f
an’mg’ =n, (2.35)
¢=1
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doal=1 (2.36)
Introduciendo los multiplicadores p; y A? la funcién a minimizar es

EzZn¢G¢—|—Zm <nz Zn¢ ¢>+Z)\¢ (Zaz?—l), (2.37)
¢ ¢ i

donde ahora se pueden considerar a todas las variables n? y acfS como independientes.

Se obtienen las p ecuaciones

= = Yt - (235)
y las p X ¢ ecuaciones
oL oG?
s =Gt X =0, (29)

2 2

que junto con las ¢ ecuaciones 2.35 y la f ecuaciones 2.36 forman un sistema de

(f x ¢4+ 2f + ¢) ecuaciones con las incognitas xf’,

n?, u; y A?. Si bien el sistema
se puede resolver en una sola etapa, la estrategia utilizada por Thermo-Calc es la
de descomponer la resolucion del sistema en dos etapas aprovechando la existencia
de dos tipos de ecuaciones. En una primera etapa se calculan los valores de los
potenciales quimicos del sistema utilizando las ecuaciones (2.38) y dando valores
iniciales a las composiciones de las diferentes fases, y en una segunda etapa se cal-
culan valores mejorados de las composiciones con los potenciales quimicos hallados
en la primera etapa. El proceso se vuelve a repetir hasta alcanzar una convergencia
satisfactoria. Utilizando este sistema el calculo de la segunda etapa se puede hacer

separadamente para cada fase.

2.6 Tratamiento analitico de las fases

En la seccién anterior se expuso un método general para el cilculo de las composi-
ciones de cada una de las fases que intervienen en el equilibrio, asi como la cantidad

de cada una de ellas, para una determinada temperatura y presién. El tratamiento
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seguido es completamente general y no depende de la forma funcional que adopte
la energia libre de las fases o el potencial quimico de las especies. La termodinami-
ca no provee una forma funcional para los potenciales quimicos aunque si impone
restricciones a los mismos a través de la ecuacion de Gibbs-Duhem (2.21). Por lo
tanto, es necesario elaborar modelos que permitan describir el comportamiento de
las fases a través de una expresion analitica de la energia libre de cada una de las
fases en funcion de las variables termodinamicas relevantes. En esta secciéon haremos
una exposicidon de los modelos que adoptaremos para la expresion analitica de las

diferentes fases.

2.6.1 Componentes puros

El potencial quimico de un componente puro tendrda una dependencia de 7'y P

solamente. De la ecuacién (2.19) para un componente se puede obtener que

(%)T e (2.40)

donde V, es el volumen molar. De la integraciéon de esta expresion a T fijo desde

una presion de referencia P° hasta P obtenemos

P

u(T, P) — (T, P°) = / VudP (2.41)

o

2.6.1.1 Gases ideales

Utilizando la ecuacion de estado de un gas ideal y tomando como presion de refer-
encia, P°, el valor estandar unidad, la ecuacién (2.41) aplicada a un gas ideal toma

la expresion
(T, P)=p’(T)+ RT In P/ P° (2.42)

donde p° es el potencial quimico estindar y es funciéon de T solamente. En este
trabajo tomaremos como presion estandar el valor P° = 1latm, en consecuencia

escribiremos
w(T,P)=p°(T)+ RT'InP (2.43)

tomando P como P /atm.
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2.6.1.2 Fases condensadas

En el caso de fases condensadas, la variaciéon de p con P es muy pequena por lo que

la integral de (2.41) se puede despreciar y se puede considerar

W(T,P) = 1°(T) (2.44)

2.6.2 Modelizacion de disoluciones

Algunas fases presentan solubilidad entre varios de los componentes que las consti-
tuyen. Esto puede suceder tanto en el estado sdlido, como liquido o gaseoso. A
una fase con estas caracteristicas se la denomina una disolucién. La modelizacion
de las disoluciones resulta de gran importancia en el calculo de diagramas de fases.
La forma més sencilla de describir una disolucién resulta de considerar solamente el
aumento en la entropia configuracional del sistema debido a la mezcla de los com-
ponentes de la disolucién respecto a la que tenian los componentes puros en fases
separadas. En este caso se considera que los efectos producidos por las interacciones
entre los diferentes componentes no modifican la entalpia al formarse la disolucion
o, dicho de otra manera, se desprecian dichas interacciones. A las disoluciones
que pueden describirse de esta manera se las denomina ideales. Las disoluciones
reales cuyo comportamiento es préximo al ideal son pocas (en particular lo son
las disoluciones gaseosas a presiones moderadas) y generalmente se debe recurrir
a descripciones en las cuales se incluyen interacciones especificas entre los compo-
nentes que constituyen la fase. Como ejemplo podemos mencionar los modelos de
disolucion regular y sus extensiones (subregular, subsubregular, etc.), de subredes,
disolucién asociada, entre otros. A continuacién nos detendremos en la descripcion

de los modelos que resultan relevantes en el presente trabajo.

2.6.2.1 Disoluciones ideales

La entropia configuracional del sistema debida a la mezcla de los componentes de la
disolucién respecto a la que tenian los componentes puros en fases separadas, cuan-
tifica el grado de desorden de colocacion de los componentes en los sitios disponibles
para ellos. Para un sistema con ¢ componentes, dicha entropia configuracional molar

podréa escribirse

ASY =-R) zilnz;, (2.45)
i=1
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donde R es la constante de los gases, y x; es la fraccion molar del componente ¢

(t=1,...,c) en la disolucion.

De la ecuacién (2.45) podemos ver que la entropia siempre se incrementa en
un proceso de disoluciéon ya que, por ser las fracciones molares siempre menores a
la unidad, sus logaritmos son siempre negativos. Dado que en este modelo no se
produce ninguna variaciéon de la entalpia en el proceso de mezcla, la variacion de la
energia de Gibbs molar en el proceso de mezcla estard dada solamente por el término

entropico configuracional

m

AGN = -TASY =RT > z;lna;. (2.46)
=1

Es este término el que, al ser siempre negativo, le da estabilidad a las disoluciones.

La variaciéon de energia libre debido a la mezcla de los componentes se considera
en referencia a la mezcla mecanica de los componentes. La energia libre molar de la

disolucién se escribird
Gun(T,P,zy,...,z.) = Z z;p; (T, P) + RT Z z; Inz; (2.47)
i=1 i=1

donde el primer término corresponde a la energia libre molar correspondiente a la
mezcla mecanica de los componentes y el segundo término es la energia libre molar de
mezcla ideal. Los potenciales de referencia p} (7, P) corresponden a los potenciales

quimicos de los componentes puros a la temperatura 7' y presiéon P.

Un sencillo reagrupamiento en (2.47) permite escribir

Gun(T,P,zy,... ,z.) = Z%’Mi (2.48)
i=1
siendo
wi = (T,P)+ RT lnx;, (2.49)

el potencial quimico de la especie i en la disolucién, con referencia al potencial

quimico del componente puro a la misma temperatura y presion.

La definiciéon de una disolucién ideal en términos de los potenciales quimicos

queda completamente determinado con la especificacién del estado de referencia.
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Mezclas de gases ideales

Para una disoluciéon de gases ideales podemos tomar como referencia los potenciales

quimicos de los gases puros a la presion P°, obteniéndose
wi(T,P)=p(T)+ RTIn P (2.50)

Fases condensadas: disoluciones muy diluidas

En el caso de las fases condensadas formadas por un disolvente de composicion
1 — 1 y solutos en composiciones z; < 1, un modelo muy conveniente consiste en
suponer que la disolucion es ideal entre el disolvente y los solutos, siempre y cuando
el estado de referencia de los solutos sea el correspondiente al de una disoluciéon
infinitamente diluida extrapolada hipotéticamente hasta z; = 1.

Asi pues, para el disolvente se utiliza la llamada convencion de Raoult. En este
caso 1 — 1, es decir el estado de referencia es el estado puro del componente 1 a T
y P del sistema en el mismo estado fisico.

Para los solutos se utiliza la llamada convencion de Henry. En este caso z; — 0;
es decir, el estado de referencia corresponde a la extrapolaciéon hasta z; = 1 del
comportamiento de la dilucién infinita del componente j a Ty P en el sistema.

Entonces
Wi(T, P) = (T, P).

Es importante notar que el estado de referencia corresponde a un estado hipotético,

no real.

2.6.2.2 Disoluciones reales

En el proceso de mezcla, en general, se produce un desprendimiento o absorcién de
calor por lo cual se produce una variacién de la entalpia. La energia libre de mezcla
ya no esta dado so6lo por el término entropico configuracional. La descripcion ideal no
es suficiente en estos casos y lo que se hace es reemplazar la variable de composicion
de la ecuacion (2.49) por la actividad a; de la especie 7 y completar la definicion de
la actividad especificando un estado de referencia. Al igual que en el caso de una

disolucién ideal utilizaremos dos maneras de hacerlo. Entonces,

wi(T, Pz, ... ,xz.) = pi(T,P)+ RT Ina,(T, P, zs, . .. ,z.), (2.51)
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con la convenciéon de Raoult, en términos de fraccién molar,

lim — =1;
o la convenciéon de Henry,
.4
lim — =1
z;—0 I;

Una forma alternativa de escribir la actividad es en términos del coeficiente de

actividad ~; del componente 2, donde

En este caso tendremos
wi(T, Pz, .. ,z.) = p (T, P)+ RT In[v(T, Pz, ... ,z.)z;] (2.53)
con
lim v, =1,
z;—1
si se usa la convencién de Raoult, o
gggvizl,

con la convenciéon de Henry.

Expresando la energia libre molar de mezcla en términos de coeficientes de ac-

tividad tenemos

AG% = RTzc:asilna:i—i—RTi:a:iln'yz-

=1 =1
= AGY+GE (2.54)

siendo el primer término la variaciéon de energia libre ideal y el segundo la energia li-
bre de exceso. La magnitud del término de exceso serd un indicativo del apartamien-

to de la disolucién respecto al comportamiento ideal.
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Disoluciones regulares

La forma maés sencilla de describir una disolucién no ideal es considerando un término
de exceso que, en el caso de una disoluciéon binaria, es del tipo

GE = Q. (2.55)

m

en donde {2 es un coeficiente constante. Al estar multiplicado por las fracciones
molares, se garantiza que el exceso sea nulo para los componentes puros. El concepto
de solucién regular se debe a Hildebrand [8] y se puede generalizar a disoluciones de

¢ componentes:

J>1

El modelo regular de disolucién permite la introduccién de términos energéti-
cos de mezcla, lo que lo convierte en un modelo muy tutil para describir situaciones
reales. En general los parametros de interaccion energéticos se establecen atendien-
do al comportamiento real observado, sin embargo, puede también visualizarse su

significado mediante una descripcion modélica de los mismos.

Un modelo sencillo permite obtener la expresion del modelo regular. Si escribi-
mos la energia interna de un componente puro o de una disolucién como la suma de
las energias de interaccion (limitdndonos a los pares de componentes mas préximos

vecinos); resulta,

- 1
E = Z .P”€” + 5 Z Pijgija (257)
=1 i#j

donde P;; (3,7 = 1,...,c) es el numero de pares i-j mas proximos vecinos y &;; es
la energia de interaccion del par i-j que, se supone, no depende de la temperatura.
El niimero de enlaces que involucran atomos del tipo 7 en un mol de disolucién esta

dado por

C

Z(l + 5ij)Pij = ZNA.UZ’Z', (258)

J=1

donde Ny, es el nimero de Avogadro ya que este caso la disoluciéon contiene 1 mol

de dtomos, 2z es el el namero de coordinacion medio y ¢;; es la delta de Kronecker.
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De esta manera el nimero de enlaces de primeros vecinos del mismo tipo se podra

escribir

P; = zNAU:cz ZPW (2.59)
Hfz

Introduciendo la expresion (2.59) en la (2.57) obtenemos para la energia molar la

expresion

Z “Navzzics + Z Pijlei; — (e + €55)/2]. (2.60)

j>i

El primer término corresponde a la suma de las energias de interacciéon entre pro-
ximos vecinos de la mezcla mecénica de los componentes puros y el segundo es la

energia molar de mezcla.

Si el proceso de mezcla se produce a presiéon constante y no se produce cambio
de volumen, la entalpia de mezcla seré igual a la energia de mezcla. Por otra parte,
el nimero de pares del tipo i-j se puede escribir como el nimero de d4tomos, N4,z/2,

por la probabilidad de que ocurra un par i-j, 2z;z; (si ¢ # j),
Pij = NA.UZCBZ'ZBJ'. (261)

La entalpia molar de mezcla se escribira entonces

AH};I/I = Z Qijasia:j, (262)
J>i
con
Qij = NAUZ[&‘Z']' — (5z‘i + 8]']')/2]. (263)

En el modelo regular se considera que la entropia de exceso es nula y s6lo hay
una contribucién entélpica al exceso. Entonces la energia de libre de mezcla estaré
formada por el término entrépico ideal (configuracional) y un término de exceso

formado por la entalpia de mezcla,

AGM = AGY + AGE = RT Z zilnz; + Z Qi1 (2.64)

>i
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y la energia libre molar de la disolucién regular se expresa

i=1 i=1

J>i

Aplicando la ecuacién (2.26) a (2.65) podemos hallar la expresién de los poten-

ciales quimicos para el modelo regular,

k>j

El modelo regular descrito arriba esta basado en la suposiciéon de que, debido a
la interaccion entre los componentes, existe una entalpia de mezcla. Sin embargo se
sigue suponiendo que la entropia de mezcla sigue siendo la ideal, es decir los atomos
se siguen distribuyendo al azar. Normalmente el concepto se extiende introduciendo
un modelo fenomenolégico en el que los parametros regulares pueden variar con la

temperatura. De la dependencia de G® con la temperatura se infiere que la entropia

oOGE
E_ J—

no es nula, lo que estd de acuerdo con la suposiciéon de que existen interacciones

de exceso,

entre los componentes.

Inmiscibilidad

El modelo regular permite dar explicacion a fenémenos de inmiscibilidad imposibles
de describir con el modelo ideal. El término de exceso en la energia libre puede ser
positivo, negativo o nulo; a diferencia del término entrépico ideal, que sélo puede
tomar valores negativos.

La disolucioén sera més estable si la interaccion atractiva entre atomos de diferente
tipo es mas fuerte que la de 4tomos del mismo tipo.

Si la energia libre de exceso es positiva la disolucién es menos estable que la
correspondiente en el caso ideal. Pueden existir multiples factores para un com-
portamiento de este tipo, entre los que podemos mencionar una gran diferencia en
el tamano de los componentes que puede ocasionar un incremento en la energia de

la red cristalina en el caso de una disoluciéon sélida, o debido a diferencias en la
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estructura electréonica, u otros factores.

En la Figura 2.1 puede verse el efecto de la temperatura y del pardmetro 2
(considerado constante) de una disolucién binaria hipotética A-B. El grafico 2.1.a
muestra la situacion en la que el parametro regular 2 es negativo y la temperatura
es alta. La alta temperatura produce que la parte entrépica configuracional sea
muy negativa. En este caso ambas contribuciones ayudan a la estabilidad de la
disoluciéon disminuyendo la energia libre de mezcla. En el grafico 2.1.b se observa
que la parte entropica se hace menos negativa como producto de la disminucion de la
temperatura, mientras que la contribuciéon del exceso se mantiene en el mismo valor
debido a que, como se supuso, {2 no depende de la temperatura. En el grafico 2.1.c
la contribucion del exceso es positiva haciendo que la disolucién sea mas inestable
que en el caso ideal. En grafico 2.1.d se muestra un caso en el que resulta mas
estable la separacién en dos disoluciones inmiscibles de composiciones zg (1) y zg(2).
Esto se produce a bajas temperaturas y a medida que la temperatura aumenta los
puntos zg(1) y zp(2) serdn més préximos hasta que coincidan en un mismo valor.
Este punto es llamado punto critico. A temperaturas superiores la disoluciéon es

homogénea para todo el rango de composicién (Figura 2.1.c).

2.6.2.3 Disoluciones asociadas

Las disoluciones reales incorporan aspectos que pueden tratarse utilizando modelos
regulares, siempre y cuando se elijan adecuadamente los componentes de la disolu-
cion. Ahora bien, dichos componentes no siempre se corresponden con lo que se
denomina moléculas, es decir, estados de agrupacion estable de atomos. En gene-
ral, la agrupacién atémica (llamada entonces pseudo-molécula, complejo asociado o
simplemente asociado), es sélo parcialmente estable, es decir, los 4tomos que la cons-
tituyen tienen una probabilidad no nula de hallarse en estado libre (no asociado).
Este es el motivo de que se considere un modelo que incorpore estas caracteristicas
en lo que recibe el nombre de disolucién asociada.[9],[10]

La conservacion de materia establece la relacion entre el nimero de moles de los

elementos componentes, ny, v el nimero de moles de especies, 7n;, en la disolucion
S
E biin,=n, k=1,2,...,s (2.68)
=1

donde s es la cantidad de especies en la disolucién y las by; son los elementos de la

matriz formula. Como ejemplo podemos considerar el caso de una disolucién binaria
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Figura 2.1: Efecto del parametro L y la temperatura T en GE, AGd y AGM para
una disolucién binaria A-B hipotética. En el grafico (d), que aparece ampliado con
respecto a los otros, pueden observarse los dos minimos de AGM, indicados como

zB(1) y zB(2), correspondientes a las dos composiciones de las fases inmiscibles.
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de componentes A y B en la que coexisten las especies A, B, A,, B;, A,B;. En este

caso las ecuaciones de conservacion son:

ﬁA+pﬁAP+TﬁATBt = TnNa, (269&)

fLB + qﬁBq + tﬁArBt = ngB. (26913)

La cantidad de especies en solucion sera, en general, mayor o igual al ntimero
de elementos componentes. En el caso en que la cantidad de especies sea igual al
ntamero de elementos, las relaciones (2.68) establecen una relacién biunivoca entre
las variables de composicién n; y ny. En el caso en que la cantidad de especies sea
mayor que el de elementos, las relaciones (2.68) no establecen valores tGnicos de las
n;. Los valores de n; de equilibrio estaran fijados por el minimo de la energia libre

con las relaciones (2.68) como condiciones de vinculo.

Para buscar el minimo de la funcién
=1

condicionado por las relaciones de ligadura (2.68), utilizaremos el método de los

multiplicadores de Lagrange. Para ello construiremos la funcién lagrangiana

L= fipi+ Y m (nk -y bkn> , (2.71)

donde los 7, son los multiplicadores de Lagrange. La condicion de minimo de la

funciéon £ viene dada por el sistema de ¢ + s ecuaciones

oL ‘ N
<8n)n7 = u; — ; bume =0 (7, > 0), (2.72)

oL g
_—— =n; — by, = 0. 2.73
(8 >h,-,m ng ; kil ( )

Mk

La aplicacion de la ecuacién (2.72) a nuestro ejemplo de disolucion binaria nos lleva

a las relaciones

HA — TIA = 0 (274)
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ps—ns =0 (2.75)

pa, —pna =0 (2.76)
ps, — g =0 (2.77)
pA.B, = T1a — B =0 (2.78)

con las cuales, eliminando los multiplicadores podemos establecer las relaciones entre

los potenciales quimicos de las especies

1A, = PHA, (2.79)
/B, = q/B, (2.80)
fia,B, = Tpa +tus, (2.81)

Disolucién asociada ideal

Cuando existen interacciones entre los atomos de una disolucién, no es posible des-
cribir la misma con un modelo de disolucién ideal, a menos que dichas interacciones
se compensen de alguna manera. El modelo de disolucién asociada permite tener en
cuenta las interacciones entre &tomos que producen la formacién de asociaciones en-
tre atomos formando complejos. Si visualizamos la disolucién como constituida por
estas nuevas entidades que llamamos complejos, puede suceder que la disoluciéon des-
crita en base a dichos complejos presente un comportamiento ideal. Entendiéndose
por ideal que la energia libre de mezcla estard dada sélo por un término entrépico
configuracional. Este término entropico sera el resultado de la consideraciéon de una
mezcla aleatoria de los complejos. Es importante destacar que en este caso las enti-
dades a partir de las cuales se considera que se produce la mezcla son los complejos
de asociacién por lo que la energia libre estara referida a dichos complejos. En otras

palabras, los estados de referencia seran los correspondientes a dichas especies.

Si tomamos el caso de la disolucién binaria que hemos considerado hasta ahora
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como ejemplo tenemos que la expresion de los potenciales quimicos, en caso de tener

una disolucién asociada ideal, se expresaran como
pi=p; + Rl Iny;, i=AB /A, B, A.By; (2.82)
donde y; es la fraccion molar de la especie ¢, definida como

u W’ ,,J =A,B, A, By, A By (2.83)
g

Asi definidas, las fracciones molares de especies, al igual que en el caso de los atomos,

verifican la relacién de cierre,

du=1 (2.84)

Las fracciones molares de especies estan relacionadas con las fracciones molares

de 4tomos a través de las relaciones

YA +PpYa, + TYA,B,

TpA =
ya +ys +pya, + qys, + (7 +t)ya,B,

(2.85a)

_ yB + qyB, + tya,B,
ya +ys +pya, + qys, + (7 +1)ya,B,

TB (2.85b)
que se obtienen a partir de las ecuaciones (2.69) y (2.23). Como es logico, aqui
tampoco hay una relacién biunivoca entre las z; y las y; guardando una relacién
similar a la que tienen las n; y n;, de manera que se puede trasladar, mutatis

mutandis, la discusion hecha para las mismas.

Disolucién asociada regular

El concepto de disolucién regular ideal se puede extender de forma natural al de
disolucién asociada regular (también llamada disolucién regular asociada) para el
caso en que resultan aplicables los conceptos discutidos en la seccién 2.6.2.2 pero en el
caso en que tenemos especies asociadas en disolucién. De esta manera los potenciales

quimicos quedan expresados de una forma similar a la dada en la ecuacion (2.66) en
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la que las fracciones de especies, y;, toman el lugar de las fracciones de atomos, z;,
pj = p; + RT Iny; — Z Q01 — yi) (81 — w1). (2.86)
I>k

En este caso los coeficientes regulares, §2;;, tienen en cuenta las interacciones entre

las diferentes especies asociadas.



