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3.2. Película seca del Anc2pHis inhibida y reconstituida analizada con 
ra

rada de 

D2

e la 

rel

 

Pa

3.2.2. Determinación del parámetro

respecto a la normal de la bicapa 

Para determinar el parámetro de orden de

necesario conocer el parámetro de orden de la b

valor lo obtendremos utilizando para las colas a

su parámetro de orden pβ ≈ 0,52, tal como se de

gruesa es necesario, además, conocer el groso

película antes del intercambio, que se determin

diación polarizada (D2O) 

3.2.1. Propiedades del espectro 

La figura 3.12A muestra el espectro de 

absorbancia de la película seca del 

Anc2pHis, obtenido utilizando luz 

polarizada a 90o y a 0o, tras catorce horas en 

contacto con una atmósfera satu

O. La figura 3.12B muestra una 

ampliación que incluye la amida I-I’, la 

amida II y el C=O del lípido. Se ha indicado 

la razón dicroica para algunas bandas 

representativas.  

La desviación estándar del ruido es 

aproximadamente de 2×10-5 UA a 1850 

cm-1. Como consecuencia, los valores d

ación absorbancia/ruido son menores que 

sin polarización (no mostrado). Para la 

polarización 90o la relación A/R máxima 

para la amida I es de 8800, y para la amida 

II de 2600. La relación señal/ruido en la 

zona entre 1850-1600 cm-1 es de 11 500.

ra la polarización 0o estos valores son 

respectivamente 5800, 1550 y 6700. 
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Figura 3.12.

dicroica para algunas bandas.

con D2O del Anc2pHis inhibido y reconstituido utilizando

radiación polarizada (a 90o y a 0o). Se indicada la razón
 de orden de las estructuras del Anc2pHis 

 las estructuras del Anc2pHis respecto a la bicapa es 

icapa de proteoliposomas respecto al cristal de RTA. Este 

lifáticas del PC/PA (9/1) en fase cristal líquido un valor de 

talla en el punto 2.1.2.3. Si la película de la muestra no es 

r de la película. Utilizaremos el valor obtenido para la 

ó como l = 0,54 µm. Finalmente se requiere el valor del 
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parámetro de orden de la vibración amida I respecto a las estructuras de la proteína, lo que a su vez 

req

3.2.2.1. Determinación del parámetro de orden de las vibraciones respecto al cristal 

de

I-I’ podemos obtener la orientación de las estructuras de la 

r obtenido en H2O. Utilizando R = 1,91 llegamos a pφ
aI-

,044. 

iten estudiar la orientación en combinación con el 

la amida A y amida II se puede obtener la orientación de 

A, que a su vez podrá relacionarse con la orientación de 

sta manera obtenemos para la amida A que pφ
aA= 0,061, y 

φ

Para la vibración CH2 asimétrica del lípido tenemos que pφ=−0,129 y para la simétrica que pφ=−0,136. 

tro de orden de las estructuras moleculares 

l Anc2pHis respecto al cristal de RTA corresponde al valor 

β γ  pφ
aI-I’/pα

aI. Utilizaremos el valor de pα
aI publicado para las 

hélices alfa. Esta elección está justificada si las estructuras con orientación neta son principalmente 

hélices alfa, o otras estructuras con un valor de pα semejante, hecho que hemos comprobado en el punto 

2.1.4. Así tendremos que p /p  ≈ 0,079. 

El parámetro de orden de las estructuras del l 

del cristal de RTA pueden obtenerse como p / s 
aII aII

φ
aA/pα

aA ≈ 0,094. Estos dos valores tendrían que ser iguales, pues 

representan el mismo orden. Por las dificultades de medida puede justificarse que el valor obtenido para 

la a

rma un ángulo de 90o con la dirección de la cadena alifática del 

líp

uiere asumir una estructura concreta para las bandas observadas.  

 RTA 

A partir de la razón dicroica para la amida 

proteína, que tendría que coincidir con el valo
I’ = 0,034. El valor obtenido en H2O era de pφ

aI = 0

Los espectros de absorbancia a 90o y a 0o nos perm

intercambio. Así, a partir del valor de R para 

estas vibraciones amida respecto al cristal de RT

las estructuras resistentes al intercambio. De e

para la amida II que p aII= -0,076. 

3.2.2.2. Determinación del paráme

respecto al cristal de RTA 

El parámetro de orden de las estructuras de

de p  × p . Este valor se puede obtener como

φ
aI-I’

α
aI

φ
aII

alfa llegamos a pφ /pα  ≈ 0,21 y p

Anc2pHis resistentes al intercambio respecto a la norma

pα
aII o pφ

aA/pα
aA. Utilizando los valores de pα para hélice

mida A es menos fiable. 

Para la vibración CH2, tenemos que fo

ido. Por lo tanto para esta vibración pα = −0,5. Utilizando la vibración asimétrica tendremos que el 

parámetro de orden de la cadena alifática respecto a la normal del cristal de RTA, pβ × pγ, será de 0,26, y 

utilizando la vibración simétrica será de 0,27. 
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3.2.2.3. Determinación del parámetro de orden de las estructuras moleculares 

respecto a la normal de la bicapa de proteoliposomas 

Para la película seca de proteoliposomas mostrada en la figura 3.12, el valor de pβ × pγ, para las colas 

de fosfolípido es de 0,27-0,26. Como para PC/PA en fase cristal líquido hemos determinado que 

pβ = 0,52, esto nos lleva a un valor para el parámetro de orden de la bicapa de p  ≈ 0,51.  

Podemos obtener el parámetro de orden de las estructuras de la proteína respecto a la bicapa, p , como 

p  = p /(p ×p ) ≈ 0,15 (β ≈ 49 ). Si consideramos que sólo las hélices transmembrana muestran una 

orientación preferencial, mientras que el resto de estructuras globalmente no la muestran, podemos 

obtener su parámetro de orden respecto a la normal de la bicapa tras una simple corrección. Tras esta 

corrección tenemos que p  para las hélices transmembrana valdría 0,38 (β ≈ 40 ). El ángulo obtenido a 

partir de los espectros de polarización para la película seca en agua (H O) fue de 34 , por lo tanto 

podemos esperar que el eje de las hélices transmembrana muestra una inclinación media entre 34  y 40 . 

El parámetro de orden de las estructuras resistentes al intercambio respecto a la bicapa, pβ, puede 

obtenerse utilizando valores de la amida II (más 

Utilizando la amida II tenemos que pβ ≈ 0,41 

(β ≈ 39o), y utilizando la amida A que p  ≈ 0,18 

(β ≈ 48o). La orientación de las estructuras 

amida II es semejante a la estimada para las 

hélices transmembrana. Este hecho refuerza la 

conclusión de una inclinación de entre 34o y 40o 

para las hélices transmembrana. 

absorción a 90o y a 0o de la película seca del 

el espectro de absorbancia obtenido con 

polarización a 90o, Abs0 con polarización a 0o y 

Riso es la razón de dicroica que daría una muestra 

isotrópica (con pφ = 0) de grosor l = 0,54 µm. 

Las bandas que aparecen en el espectro de 

γ

β

β φ
aI-I’

α
aI

γ
o

β
o

2
o

o o

fiables) o de la amida A (menos fiables). 

β

resistentes al intercambio obtenida utilizando la 

3.2.3. El espectro de dicroísmo 

La figura 3.13 muestra los espectros de 

Anc2pHis (inhibido y reconstituido), junto con 

el espectro de dicroísmo. Este espectro se 

obtuvo como Abs90 - Riso × Abs0, donde Abs90 es 
0,3

0,4

90
 Abs0
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e una

película seca (con D2O) de Anc2pHis utilizando

radiación polarizada (a 90o y 0o), y espectro de

dicroísmo lineal. (B) Espectro de dicroísmo lineal del

Anc2pHis tras 14 horas en una película humedecida con

D2O. 
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dic

ida II’ se solapa con bandas del lípido). 

Est
-1 -1 -1 -1

la orientación se 

concentra selectivamente en ciertas bandas componentes. 

A su vez, las posiciones en el espectro de dicroísm

obtenidos para la proteína en H2O. En H2O teníamos la 

y la amida II a 1550,0 cm-1 (ver figura 2.28). La diferenc

máximo en el espectro de dicroísmo sufre un corrimien  

que una parte importante de las estructuras orientadas se 

las diferencias existentes en las posiciones de la amida 

o as e

in -1 nte rte 

roísmo correspondientes a la proteína son: amida A a 3314,0 cm-1, amida A’ a ≈ 2479 cm-1 (es muy 

débil), amida I-I’ a 1645,0 cm-1 y amida II a 1547,3 cm-1 (la am

os máximos difieren de los máximos del espectro de absorbancia, que eran respectivamente 3298,2 

cm , 2461,4 cm , 1655,6 cm  y 1543,5 cm  (ver figura 3.1). Estas diferencias entre las posiciones de las 

bandas en el espectro de dicroísmo y en el de absorbancia se han de interpretar como que 
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Figura 3.14. (A-C) Desconvoluciones de máxima entropía del tado

en la figura 3.13B. (D) Desviación estándar del residual de las desconvoluciones y del ruido teórico. 

espectro de dicroísmo del Anc2pHis presen

o de la proteína intercambiada difieren de los 

amida A a 3300,3 cm-1, la amida I a 1657,3 cm--1 

ia más interesante aparece en la amida I, pues su 

to de -12,3 cm-1. Como conclusión, es evidente 

intercambian. Esta conclusión viene apoyada por 

A y amida II. Así, la amida II de las estructuras 

qu  la de las estructuras orientadas resistentes al 

 diferente, que sugiere que si bien la mayor pa

rientadas muestra un máximo a 1550,0 cm-1, mientr

tercambio aparece a 1543,5 cm , una posición basta
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de estructuras orientadas resistentes al intercambio serán hélices, habrá también una importante 

proporción de láminas beta. 

Para obtener más información, se desconvuló el espectro de dicroísmo entre 1825 y 1500 cm-1. La 

figura 3.14 muestra la desconvolución utilizando γL’ = 16 cm-1 y tres valores del regularizador. La 

relación entre el máximo de la amida I y la desviación estándar del ruido teórico entre 1825-1500 cm-1 es 

de 200. Por lo tanto, dos de las tres desconvoluciones mostradas han de considerarse conservadoras. En la 

zona de la amida I se detectan cuatro bandas claras, y otras tres menos seguras. Las bandas claras 

aparecen a 1667, 1659, 1646 y 1636 cm-1. La banda a 1614 cm-1 corresponde con gran seguridad a la 

tirosina, pues otra banda positiva aparece a 1514 cm-1. 
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La figura 3.15A-B muestra el espectro de dicroísmo desconvulado con γL’ = 12 cm-1 por un lado, y con 

γL’ = 8 cm-1 por otro. El objetivo de estos valores es reducir al máximo una posible sobredesconvolución 

que pudiera ocultar bandas o crear bandas artifactuales. La figura 3.15C-D muestra los espectros 

desconvulados para las mismas anchuras, pero variando la no-linealidad de la entropía en la 

desconvolución. 

igura 3.15. Desconvoluciones de máxima entropía del espectro de dicroísmo del Anc2pHis presentado en la

figura 3.14B. En (C-D) se aumentó la no-linealidad de la expresión de la entropía. 

F
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En resumen, es posible resolver con claridad cuatro bandas en el espectro de dicroísmo localizadas en 

la zona de la amida I, con posiciones: 1667,9±1,1, 1658,5±0,2, 1646,4±0,8, y 1634,3±1,3 y 1613,9±0,9 

cm

Los porcentajes de área son muy 

aproximados pues se obtuvieron por 

integración directa del espectro de 

dicroísmo desconvulado. Antes la 

posibilidad que las bandas entre 1700 y 

1665 cm-1 deban gran parte de su área a un 

problema de línea base combinado con 

una posible desconvolución, los 

porcentajes en área se refieren sólo a las 

bandas detectadas entre 1665 y 1620 cm-1. 

Bandas a 1697 cm-1 y 1680 cm-1 

(negativas): En coherencia con la 

asignación en H2O se asignan a los 

componentes de alta frecuencia de las 

láminas beta antiparalelas (planas y onduladas). Estas bandas aparecen resistentes, total o casi totalmente, 

al intercambio. 

Banda a 1669 cm-1 (negativa): Se asigna al componente de alta frecuencia de las láminas beta 

paralelas, como en H2O. Dependiendo de la anchura de desconvolución utilizada su intensidad varía. Para 

anchura de desconvolución mayores parte de su intensidad se deberá a la sobredesconvolución de la 

banda a 1659 cm-1. Esta banda también parece total o parcialmente resistente al intercambio.  

Banda a 1659 cm-1 (positiva, ≈30% del área): Esta banda corresponderá principalmente a la banda 

obs 2

n relación con el intercambio. La posibilidad que esta banda pudiera contener las dos 

ón Área Signo Asignación 

-1. Además, otras dos bandas se resuelven en algunos casos a 1697,6±1,1 y 1680,5±1,1 cm-1. Cuando se 

varía la no-linealidad de la entropía de banda a 1634 cm-1 se separa en dos bandas a 1638,8±0,1 y 

1632,8±0,6 cm-1.  

3.2.4. Asignaciones de bandas para el espectro de dicroísmo (D2O) 

La tabla 3.3 recoge las asignaciones 

realizadas para el espectro de dicroísmo. Posici

1697   láminas β antiparalelas-H 

1680   láminas β antiparalelas-H 

1669  - láminas β paralelas-H 

1659 30 + hélices α transmembrana-H 

1647 40 + hélices α transmembrana-D y 

láminas β paralelas-H 

1639 15 + hélices 310 transmembrana-D 

1632 15 + láminas β antiparalelas-H  

1614  + tirosina-D 

Tabla 3.3. Asignación de las bandas del espectro de dicroísmo 

obtenido para una película seca en D2O del Anc2pHis inhibido 

con catr y reconstituido. Se indica el signo de la banda, si es 

negativa o positiva. El sufijo H indica una estructura 

hidrogenada y el D estructura deuterada. 

ervada a 1661 cm-1 en H O, pues la hélice transmembrana asignada a esta banda en el espectro de 

absorbancia muestra un intercambio de sólo el 20% (una resistencia al intercambio del 80%). Este dato 

concuerda con que el porcentaje del área de esta banda representa el 90% (sin redondeos) del de la banda 

a 1661 cm-1 en H2O. El desplazamiento observado de 2 cm-1 entre ambas bandas puede deberse a un 

efecto del D2O si
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ba

os (así se ha asignado en la tabla 3.2), desplazados desde 1661 cm-1, y por lo tanto sin 

orientación. Según esta interpretación, la banda a 1656 cm-1 no estará presente en el espectro de 

dic erían en el espectro 

de menor que la que mostraba en H2O. Esta disminución de su 

no se resolviera de la banda a 1659 spectros 

es l da a 659 cm-1 con una anchura de 1,5 cm-1 

e nin bro, lo c ón 

ente ausente en l espe o de di

del : Es a b a q s 

 alfa t embrana deuteradas, provenientes de la banda a 

tribución de las pocas hélices tr

ente podrá tener contribuciones de las bandas que aparecían 

eta paralelas respectivamente) que se muestren resistentes 

 un poco mayor que el área de la banda a que aparecía a 1656 

a a 1648 cm  que aparecía en H O, y se asignaba a hélices 3  

tra ay

e o una única banda a 

 esta banda a 1639 cm-1 sólo puede asignarse a estructuras 

asignación esta apoyada por el hecho que la banda a 1647 cm-1 en D2O no tiene suficiente 

áre

ambio. Esta 

res

positiva que aparece a 1514 cm-1, que también sufre un desplazamiento de 3 cm-1. 

ndas encontradas en H2O 1661 cm-1 y 1656 cm-1 no resueltas, con una contribución mayor de la banda a 

1661 cm-1 se discute en el siguiente punto.  

Banda a 1656 cm-1 (ausente): En el espectro de absorbancia se observa que esta banda pasa de un 

área del 17% en H2O a una del 6% en D2O. Además, este 6% es muy posible que corresponda a los lazos 

largos intercambiad

roísmo. Si este 6% se asignara a hélices transmembrana no intercambiadas aparec

dicroísmo con una intensidad tres veces 

intensidad podría causar que esta banda 

desconvulados muestran en algunas ocasion

(extremadamente estrecha) sin la aparición d

que la banda a 1656 cm-1 está total o casi totalm

Banda a 1647 cm-1 (positiva, ≈ 40% 

contribuciones. La principal será de hélices

1656 cm-1 en H2O. Tendrá también con

provenientes de la banda a 1661 cm-1. Finalm

a 1648 y 1642 cm-1 H2O (hélices 310 y láminas b

al intercambio. El área de esta banda es sólo

cm-1 en H2O, la cual cosa indica que la band

 cm-1. Los e

a ban 1

guna banda u hom ual apoya la interpretaci

 e ctr croísmo. 

área)  un and ue podrá contener mucha

ransm

ansmembrana deuteradas 

-1
2 10

oritario o total. 

 área): Sólo aparece en algunas desconvoluciones junto a 

sconvoluciones no se resuelven, dand

nsmembrana, sufre un intercambio H/D m

Banda a 1639 cm-1 (positiva, ≈ 15% del

otra banda a 1632 cm-1. En la mayoría de d

1635 cm-1. De ser esta separación correcta,

intercambiadas. Por un lado, puede asignarse a las hélices 310 transmembrana, que en H2O aparecían a 

1648 cm-1. Esta 

a para tener una importante contribución de hélices 310 transmembrana resistentes al intercambio. Por 

otro lado, puede asignarse también a láminas beta paralelas, que en H2O aparecían a 1642 cm-1. Esta 

última asignación parece no estar apoyada por el hecho que sigue apareciendo una banda negativa a 1670 

cm-1, lo cual sugiere que las láminas beta paralelas serán en gran parte resistentes al interc

istencia es coherente también con las asignaciones de intercambio realizadas en la tabla 3.2. 

Banda a 1632 cm-1 (positiva, ≈ 15% del área): Corresponderá a láminas beta antiparalelas no 

intercambiadas, en coherencia con las bandas que aparecen a 1697 y 1680 cm-1 y la banda que aparecía en 

el espectro de dicroísmo en H2O a 1633 cm-1. 

Banda a 1614 cm-1 (positiva): corresponderá a la tirosina. Este desplazamiento de 3 cm-1 es coherente 

con la sustitución del O-H del anillo de la tirosina por O-D. Esta asignación viene apoyada por la banda 
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Finalmente, cabe comentar que en esta asignación se deduce que de las bandas asignadas a hélices 

transmembrana en H2O, sólo la banda a 1661 cm-1 muestra resistencia al intercambio, mientras que la 

mayor parte de láminas beta lo muestran. Esta observación viene apoyada por la posición de la amida II 

en los espectros de dicroísmo desconvulados en D2O. En el espectro de dicroísmo en H2O sólo se 

observaba una banda a 1550 cm-1, coherente con unas estructuras orientadas que son principalmente 

hélices (más del 70% según nuestra asignación). En D2O, donde en la amida II sólo aparecerán las 

estructuras orientadas resistentes al intercambio, aparecen dos máximos, el más intenso a 1548 cm-1 y el 

menos intenso a 1540 cm-1. Esto da a entender que entre las estructuras orientadas resistentes al 

intercambio hay una proporción importante de láminas beta en coherencia con lo que hemos deducido a 

partir de la amida I (algo menos del 50%, según nuestra asignación). 
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1. El problema del ajuste de la amida I. Efecto del número, 
forma de las bandas y desconvolución realizada en los 
resultados del ajuste 

En el punto 4 de Resultados Teóricos se ha dando una extensa explicación del ajuste de bandas 

desconvuladas por Fourier, aisladas y solapadas. Sin embargo, dos puntos muy importantes para su 

aplicación práctica se han dejado de lado o tocado muy poco, como son la elección y efecto del número 

de bandas y la forma de éstas en el ajuste. Por otra parte, la posibilidad teórica de ajustar espectros 

desconvulados por máxima entropía o con predicción lineal no se ha tocado, pero estos ajustes se han 

realizado en Resultados Experimentales. 

Los siguientes apartados los dedicaremos a discutir estos puntos, utilizando para ello los resultados 

obtenidos en el ajuste de la película seca del Anc2pHis solubilizado en DM (ver punto 1.2.4 de 

Resultados Experimentales), pero intentando extraer conclusiones generales.  

1.1. Número de bandas en el ajuste 

Es uno de los puntos más delicados 

de cualquier ajuste de bandas. Al 

aumentar el número de bandas en el 

ajuste, tendremos bandas en posiciones 

en las que antes no las había, con un 

área que anteriormente se repartían el 

resto de bandas. Al eliminar una banda 

ocurrirá el proceso contrario. 

Evidentemente, esta aparición/desa-

parición de bandas en ciertas posiciones 

y redistribución de áreas supone una 

reinterpretación continua de los 

parámetros de las bandas componentes.  

El proceso de ajuste es capaz de 

determinar los parámetros de las bandas 

(con mayor o menor error), pero es 

incapaz de determinar el número de bandas, que debe ser asumido a priori. Nosotros nos hemos basado a 

la hora de determinar el número y posiciones aproximadas de bandas componentes en los resultados 

obtenidos en los diferentes métodos de desconvolución, tras lo cual, parte de las supuestas bandas 

componentes de la amida I se estrechan lo suficiente para resolverse parcialmente. Como la sensibilidad a 

errores de un ajuste aumenta con el número de bandas incluidas, y es especialmente grande si la forma de 

Seis bandas  Siete bandas  Ocho bandas 

Posición Área  Posición Área  Posición Área

1695,6 0,5  1696,1 0,4  1696,1 0,7 

1682,4 7,8  1682,5 8,1  1683,3 8,6 

1671,2 8,0  1670,2 11,9  1673,3 9,9 

      1664,1 10,3 

1657,8 59,3  1657,4 60,0 ⇒ 1656,7 43,1 

   1644,4 2,3  1646,0 6,5 

1640,8 10,3 ⇒ 1636,8 11,0  1636,7 15,3 

1628,7 13,4  1626,9 6,4  1626,6 5,6 

Tabla 1.1. Resumen del ajuste de los espectros desconvulados 

por Fourier de la película seca del Anc2pHis asumiendo que las 

bandas originales eran Lorentzianas, utilizando seis, siete y ocho 

bandas en amida I. Los cuadrados punteados marcan el grupo de 

bandas principalmente afectado al aumentar en uno el número de 

bandas, cuya área total se ve más o menos conservada. 
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las bandas es optimizada en el ajuste, 

los valores de las posiciones de las 

bandas componentes se han limitado a 

los obtenidos en los espectros 

desconvulados, dejando un margen de 

variación durante el ajuste. Como los 

métodos de desconvolución se ven 

limitados, entre otros factores, por la 

relación S/R, siempre hemos de 

considerar los resultados como 

revisables, pues para un espectro con 

mayor relación S/R, o al aplicar un 

método de desconvolución con mayor 

capacidad de estrechamiento para la 

misma relación S/R, seremos capaces 

de detectar más bandas conociendo al 

mismo tiempo sus nuevas posiciones 

aproximadas. Esto llevará a un nuevo 

ajuste con parámetros de las bandas 

diferentes. 

Seis bandas  Siete bandas  Ocho bandas 

Posición Área  Posición Área  Posición Área 

1695,6 0,9  1696,0 0,8  1696,1 0,7 

1682,4 12,1  1682,7 11,6  1683,6 11,2 

1670,4 9,6  1669,3 18,0  1673,3 11,3 

  ⇒   ⇒ 1664,8 15,2 

1657,8 43,5  1657,3 38,2  1656,7 29,7 

   1644,7 11,5  1646,0 12,3 

1641,6 26,5 ⇒ 1636,4 10,8  1636,4 12,6 

1627,5 7,4  1627,0 9,1  1626,3 7,0 

Tabla 1.2. Resumen del ajuste de los espectros desconvulados por 

Fourier de la película seca del Anc2pHis asumiendo que las bandas 

originales eran son Voigtianas, con una anchura Gausiana común 

para todas las bandas amida I. Los cuadrados punteados marcan el 

grupo de bandas principalmente afectado al aumentar en uno el 

número de bandas, cuya área total se ve más o menos conservada. 

La relación entre número de 

bandas y resultados del ajuste es lo 

que se ha intentado evidenciar 

realizando el ajuste del espectro de la 

película seca del Anc2pHis 

solubilizado utilizando seis, siete u 

ocho bandas en la amida I (ver figuras 

1.25-1.32 del punto 1.2.4. de 

Resultados Experimentales). Las 

tablas 1.1-1.3 comparan los resultados 

obtenidos al ajustar seis, siete u ocho 

bandas al espectro desconvulado por 

Fourier, para tres asunciones diferentes para la forma de las bandas (Lorentzianas, Voigtianas con 

anchura Gausiana común, y Voigtianas). La tabla 1.4 compara los resultados al ajustar siete u ocho 

bandas al espectro desconvulado mediante máxima entropía.  

Seis bandas  Siete bandas  Ocho bandas 

Posición Área  Posición Área  Posición Área 

1696,3 0,7  1696,0 1,1  1696,1 1,0 

1681,1 8,5  1682,6 7,1  1683,0 6,7 

1669,2 7,9  1669,7 19,4  1672,6 8,4 

  ⇒   ⇒ 1664,7 16,5 

1657,8 46,4  1657,3 41,6  1656,8 30,4 

   1644,5 8,3  1646,9 12,1 

1641,6 25 ⇒ 1636,7 12,2 ⇒ 1636,8 18,5 

1628,1 11,6  1627,1 10,4  1626,6 6,4 

Tabla 1.3. Resumen del ajuste de los espectros desconvulados por 

Fourier de la película seca del Anc2pHis asumiendo que las bandas 

originales son Voigtianas. Los cuadrados punteados marcan el 

grupo de bandas principalmente afectado al aumentar en uno el 

número de bandas, cuya área total se ve más o menos conservada. 
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Una mirada a las tablas 1.1-1.4 muestra lo siguiente: el 

aumento en uno del número de las bandas, se caracteriza 

principalmente como una separación asimétrica de una 

banda en dos, o de dos bandas en tres, aunque a veces 

bandas lejanas a la nueva banda ven afectada su área. 

Generalmente, hay una conservación del área de las bandas a 

cierto nivel, es decir, el área no se mueve más allá de ciertos 

intervalos de número de onda. Esto se ha mostrado en las 

tablas 1.1-1.3, marcando las bandas cuya área se ve afectada 

individualmente por la nueva banda añadida, pero no como 

grupo. Por ello, cuanto mayor sea el número de bandas que 

somos capaces de resolver, el resolver una nueva banda 

producirá movimientos del área de menor número de onda, 

afectando en menor medida a la interpretación estructural de 

las bandas en el ajuste. En este sentido, es de gran importancia obtener espectros con alta relación S/R, y 

utilizar métodos de estrechamiento tan potentes como sea posible. 

Siete bandas  Ocho bandas 

Posición Área  Posición Área 

1695,9 0,8  1696,2 0,8 

1682,3 9,6  1683,4 8,2 

1669,2 16,3  1673,7 10,6 

  ⇒ 1663,6 19,3 

1657,5 43,9  1656,6 29,6 

1646,2 8,2  1645,8 12,0 

1638,4 13,0  1636,5 10,6 

1627,5 8,1  1626,4 8,8 

Tabla 1.4. Resumen del ajuste de los 

espectros desconvulados mediante 

máxima entropía de la película seca del 

Anc2pHis. 

1.2. Forma de las bandas en el ajuste 

La forma de las bandas puede 

decidirse al inicio del ajuste, o bien 

puede introducirse un parámetro 

ajustable que la determina. Inicialmente, 

nosotros hemos supuesto que las bandas 

amida I tienen forma Lorentziana y por 

ello el ajuste de los espectros 

desconvulados se tendrá que realizar con 

bandas Lorentzianas desconvuladas.  

De manera más general, se puede 

asumir que las bandas amida I tienen 

forma Voigtiana, que engloba desde una 

Lorentziana hasta una Gausiana. En el 

punto 2 de la Introducción se justifica el 

hecho que las bandas en IR puedan tener 

forma Voigtiana, pues hay procesos que generan carácter Gausiano para las bandas. Así, los espectros 

desconvulados se pueden ajustar utilizando bandas Voigtianas desconvuladas. Este ajuste es mucho más 

delicado que para bandas Lorentzianas desconvuladas, pues las bandas Voigtianas tienen un parámetro 

ajuste A  ajuste B  ajuste C 

Posición Área  Posición Área  Posición Área

1695,6 0,5  1696,3 0,7  1695,6 0,9 

1682,4 7,8  1681,1 8,5  1682,4 12,1 

1671,2 8,0  1669,2 7,9  1670,4 9,6 

1657,8 59,3  1657,8 46,4  1657,8 43,5 

1640,8 10,3 ⇒ 1641,6 25  1641,6 26,5 

1628,7 13,4  1628,1 11,6  1627,5 7,4 

Tabla 1.5. Resumen del ajuste de los espectros desconvulados 

por Fourier de la película seca del Anc2pHis utilizando seis 

bandas amida I. El ajuste A se realizó asumiendo que las bandas 

originales eran Lorentzianas y el B y C asumiendo que son 

Voigtianas. En C se asumió además que la anchura Gausiana de 

las bandas Voigtianas es común para todas las bandas amida I. 
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más para cada banda, el cual les da mucha versatilidad. Como consecuencia, durante el proceso de ajuste 

la tendencia en reducir la discrepancia espectro/ajuste puede causar que las bandas ajustadas adopten 

soluciones improbables. Estas soluciones se caracterizan, entre otras cosas, por posiciones de las bandas 

muy alejadas de las iniciales, obtenidas a partir de los espectros desconvulados. Por ello, se decidió 

limitar la posición de las bandas a un cierto intervalo alrededor de los valores obtenidos en los espectros 

desconvulados en todos los ajustes.  

Entre la asunción de bandas 

Lorentzianas para las bandas amida I, y 

bandas Voigtianas, hemos utilizado una 

asunción intermedia. Consiste en asumir 

que las bandas amida I son bandas 

Voigtianas, pero con una anchura 

Gausiana común para todas. De este 

modo, el número de parámetros del 

ajuste se ve incrementado sólo en uno, 

pero asumimos bandas Voigtianas. 

Las figuras 1.25-1.32 del punto 1.2.4. 

de Resultados Experimentales muestran 

que la elección de la forma de las 

bandas tiene una repercusión importante 

en las bandas ajustadas. Observando, no 

tanto la apariencia del ajuste como los resultados obtenidos, la diferencia no es tan grande como podría 

parecer. Las tablas 1.5-1.7 comparan los resultados del ajuste para las tres asunciones sobre la forma de 

las bandas (para seis, siete u ocho bandas amida I). Para el ajuste asumiendo bandas Voigtianas, con 

anchura Gausiana común o independiente, la semejanza es razonable (ver tablas 1.5-1.7). Para el ajuste 

asumiendo bandas Lorentzianas o bandas Voigtianas, existen diferencias importantes. Estas diferencias se 

concentran alrededor de un grupo de bandas, de tal manera que en su conjunto el área de estos grupos no 

se ve afectada por la elección del tipo de banda. Evidentemente, si el grupo se halla en un intervalo de 

número de ondas suficientemente estrecho para incluir bandas asignables a un solo tipo de estructura 

secundaria, esta incertidumbre presentará un problema menor a la hora de obtener una estimación de 

estructura secundaria. Este es el caso para en el ajuste con ocho bandas en la amida I (tabla 1.7) donde las 

bandas a 1664 cm-1, 1657 cm-1 y 1646 cm-1 son principalmente asignables a hélices y/o estructuras 

desordenadas. 

ajuste A  ajuste B  ajuste C 

Posición Área  Posición Área  Posición Área

1696,1 0,4  1696,0 1,1  1696,0 0,8 

1682,5 8,1  1682,6 7,1  1682,7 11,6 

1670,2 11,9  1669,7 19,4  1669,3 18,0 

1657,4 60,0 ⇒ 1657,3 41,6  1657,3 38,2 

1644,4 2,3  1644,5 8,3  1644,7 11,5 

1636,8 11,0  1636,7 12,2  1636,4 10,8 

1626,9 6,4  1627,1 10,4  1627,0 9,1 

Tabla 1.6. Resumen del ajuste de los espectros desconvulados 

por Fourier de la película seca del Anc2pHis utilizando siete 

bandas amida I. El ajuste A se realizó asumiendo que las bandas 

originales eran Lorentzianas y el B y C asumiendo que son 

Voigtianas. En C se asumió además que la anchura Gausiana de 

las bandas Voigtianas es común para todas las bandas amida I. 

Una vez visto como afecta la forma de las bandas al ajuste, queda determinar qué asunción dará los 

resultados más correctos; esto dependerá de la robustez del modelo y de su corrección. La asunción de 

bandas Lorentzianas será la elección más robusta. La corrección de los resultados estará sin embargo 
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condicionada a la corrección del modelo. Para saber si este modelo es correcto para un ajuste, nos 

fijaremos es tres aspectos: el residual del ajuste, los valores estimados a priori para la anchura 

Lorentziana y Gausiana de las bandas de la amida I, y en la anchura Gausiana obtenida en el ajuste 

asumiendo bandas Voigtianas con anchura Gausiana común a todas las bandas amida I.  

Si el residual del ajuste es mayor que el ruido, esto sugiere que el modelo es incorrecto, o al menos 

incompleto, lo cual puede deberse entre otras causas a una forma de las bandas inadecuada. En el ajuste 

de los espectros de la película seca de Anc2pHis solubilizado se da este hecho, mientras que para la 

proteína reconstituida el residual del ajuste asumiendo bandas Lorentzianas para las bandas amida I está 

al nivel del ruido.  

Hemos revisado, ampliado y 

desarrollado métodos para una 

estimación previa de la anchura 

Lorentziana y Gausiana de las bandas en 

la zona de la amida I. Al aplicar estos 

métodos al espectro de la película seca 

de Anc2pHis solubilizado obtuvimos 

valores para la anchura Lorentziana de 

21,6 cm-1 y para la Gausiana de 8,1 cm-1. 

El valor de la anchura Gausiana nos 

indica por sí mismo que las bandas de la 

amida I tendrán un cierto carácter 

Gausiano y que, por lo tanto, se tendrán 

que describir con bandas Voigtianas. 

Además, en el ajuste utilizando bandas 

Lorentzianas la anchura media 

Lorentziana obtenida fue de 26±2 cm-1, superior de la estimada a priori. Por otro lado, al ajustar 

utilizando bandas Voigtianas, la anchura media Lorentziana de las bandas amida I fue de 20±2 cm-1, y la 

Gausiana de 8±1 cm-1. Estos valores coinciden con los estimados a priori. Para la proteína reconstituida, 

la estimación previa de la anchura Gausiana no es fiable, por las razones indicadas en Resultados 

Experimentales. 

ajuste A  ajuste B  ajuste C 

Posición Área  Posición Área  Posición Área

1696,1 0,7  1696,1 1,0  1696,1 0,7 

1683,3 8,6  1683,0 6,7  1683,6 11,2 

1673,3 9,9  1672,6 8,4  1673,3 11,3 

1664,1 10,3  1664,7 16,5  1664,8 15,2 

1656,7 43,1 ⇒ 1656,8 30,4  1656,7 29,7 

1646,0 6,5  1646,9 12,1  1646,0 12,3 

1636,7 15,3  1636,8 18,5  1636,4 12,6 

1626,6 5,6  1626,6 6,4  1626,3 7,0 

Tabla 1.7. Resumen del ajuste de los espectros desconvulados 

por Fourier de la película seca del Anc2pHis utilizando ocho 

bandas amida I. El ajuste A se realizó asumiendo que las bandas 

originales eran Lorentzianas y el B y C asumiendo que son 

Voigtianas. En C se asumió además que la anchura Gausiana de 

las bandas Voigtianas es común para todas las bandas amida I. 

El ajuste con bandas Voigtianas con anchura Gausiana común será prácticamente tan robusto como el 

ajuste para bandas Lorentzianas, pues sólo incluye un parámetro más. Este ajuste nos podrá indicar la 

necesidad de incluir carácter Gausiano en las bandas de la amida I para obtener un residual menor en el 

ajuste. Para la película seca de Anc2pHis solubilizado, el ajuste nos da una anchura Gausiana común de 

12±1 cm-1, haciendo evidente la necesidad del carácter Gausiano para ajustar el espectro. Para la proteína 
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reconstituida, la anchura Gausiana común es menor de 2 cm-1, y por lo tanto no es necesario incluir el 

carácter Gausiano para que el ajuste describa los datos experimentales. 

Todos estos datos indican que para la proteína solubilizada serán más fiables los resultados obtenidos 

asumiendo bandas Voigtianas para la amida I en el ajuste, mientras que para la proteína reconstituida 

serán más fiables (por ser correctos y más robustos) los resultados asumiendo bandas Lorentzianas. 

1.3. Efecto del tipo de desconvolución realizada y parámetros de 
desconvolución utilizados en el ajuste 

Para la desconvolución de Fourier los resultados del ajuste, para un mismo número y forma de las 

bandas, es prácticamente independiente de los parámetros utilizados para realizar la desconvolución, tal 

como se observa en las figuras 1.25-1.32 de apartado 1.2.4. de Resultados Experimentales. Estudios 

previos habían indicado una importante dependencia entre la desconvolución realizada y las bandas 

obtenidas en el ajuste (Griffiths et al., 1987; Pierce et al., 1990; Jackson y Griffiths, 1991; Goormaghtigh 

et al., 1994b), pero estos estudios no utilizaban las bandas adecuadas para ajustar espectros 

desconvulados, las cuales hemos introducido en Resultados Teóricos. 

Además de ajustar espectros 

desconvulados por Fourier, se han 

ajustado espectros desconvulados por 

máxima entropía y en algunos casos 

espectros desconvulados por 

predicción lineal.  

En el ajuste de espectros 

desconvulados por máxima entropía el 

principal problema es la ausencia de 

bandas analíticamente correctas para 

realizar el ajuste. Como consecuencia, 

introduciremos errores en la forma de 

las bandas a la hora de realizar el 

ajuste, y en éste no será posible 

estimar ni la forma y la anchura de las bandas de la amida I antes de realizar la desconvolución. Estos 

problemas pueden llegar a ser secundarios, pues el gran estrechamiento obtenido en esta desconvolución 

hace que los errores en la forma de las bandas afecten poco a los resultados obtenidos en el ajuste, y por 

otro lado nos interesa principalmente la posición y área de las bandas, no su anchura o forma. Como 

ventaja respecto al ajuste de espectros desconvulados por Fourier tenemos que no es necesario limitar las 

posiciones de las bandas ajustadas, pues en estos espectros las bandas están tan resueltas que el ajuste es 

muy robusto. Siempre que las bandas aparezcan suficientemente resueltas, el ajuste será prácticamente 

DF  DRME  DFPL 

Posición Área  Posición Área  Posición Área 

1696,1 1,0  1696,2 0,8  1696,2 0,7 

1683,0 6,7  1683,4 8,2  1684,1 8,6 

1672,6 8,4  1673,7 10,6  1674,8 9,2 

1664,7 16,5  1663,6 19,3  1665,4 13,6 

1656,8 30,4  1656,6 29,6  1657,3 32,6 

1646,9 12,1  1645,8 12,0  1647,8 15,1 

1636,8 18,5  1636,5 10,6  1637,4 13,1 

1626,6 6,4  1626,4 8,8  1626,7 7,2 

Tabla 1.8. Resumen del ajuste de los espectros desconvulados por 

DF (Fourier), DMEM (máxima entropía) y DFLP (Fourier con 

predicción lineal) de la película seca del Anc2pHis utilizando ocho 

bandas amida I. El ajuste para DF y DFLP se realizó asumiendo 

que las bandas originales eran Voigtianas. 
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independiente de los parámetros utilizados para desconvular, tal como se muestra en la figura 1.33 del 

punto 1.2.4. de Resultados Experimentales. 

En el ajuste de espectros desconvulados por predicción lineal nos encontramos, en teoría, próximos a 

las condiciones de espectros desconvulados por Fourier, pues existen formas analíticas de las bandas a 

utilizar en el ajuste. En la práctica, las distorsiones generadas durante la predicción nos acercan a la 

situación del ajuste de espectros desconvulados por máxima entropía. En cualquier caso, siempre que el 

estrechamiento de las bandas sea suficiente, el ajuste será relativamente independiente de estos errores en 

la forma de las bandas. Además el ajuste podrá realizarse sin limitar la posición de las bandas. 

La tabla 1.8 compara los resultados obtenidos en el ajuste del espectro de la película seca del 

Anc2pHis solubilizado, obtenidos a partir de los espectros desconvulados por Fourier, por máxima 

entropía y por predicción lineal. Los resultados son semejantes, con algunas diferencias. En principio 

hemos de pensar que los resultados más fiables serán los obtenidos ajustando los espectros desconvulados 

por Fourier, pues son los únicos que cumplen las condiciones para un ajuste correcto. Los resultados 

obtenidos con los otros métodos de desconvolución son útiles para confirmar los resultados obtenidos en 

la desconvolución de Fourier, pues la posición de las bandas no está restringida durante el ajuste. 
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2. Estimación de la estructura secundaria del transportador 
ADP/ATP 

Las asignaciones realizadas en las tablas 1.2, 2.2 y 3.2 de Resultados Experimentales pueden reducirse 

a una serie de estructuras secundarias. En esta estimación todas las contribuciones se asignan o bien a 

hélices, a láminas beta, a giros reversos y a otras estructuras. Queremos señalar que este proceso es un 

proceso de reducción de la información obtenida, pues la información estructural derivada de las 

asignaciones excede la mera estimación de la estructura secundaria. Por ejemplo, para el Anc2pHis se 

diferencia entre varios tipos de hélices transmembrana.  

Para pasar de los valores de las tablas 2.2, 3.2 y 4.2 a las estimaciones de estructura secundaria es 

necesario utilizar los coeficientes de absorción integrada relativos para las diferentes estructuras. Si los 

porcentajes de las tablas 1.2, 2.2 y 3.2 se suman directamente, estamos asumiendo que todas las 

estructuras tienen los mismos coeficientes de absorción integrada. Si esta asunción de coeficientes de 

absorción iguales no es correcta, las estructuras con un coeficiente de absorción mayor se sobreestiman y 

las de menor se infraestiman. Para evitar este error, una vez asignadas las bandas en la amida I, hemos de 

ponderarlas por su coeficiente de absorción molar integral relativo. 

En el punto 7 del Apéndice se muestra una recopilación de las informaciones respecto a los 

coeficientes de absorción de las diferentes estructuras secundarias. Tras esta recopilación, se ha concluido 

utilizar, para obtener una estimación de los porcentajes de estructura secundaria para láminas beta, 

hélices, giros reversos, estructuras irregulares y estructuras al azar, unos coeficientes relativos de 1 / 0,75 

/ 0,55 / 0,45 / 0,65 respectivamente. 

2.1. Anc2pHis inhibido y solubilizado 

Para el transportador solubilizado, el área asignada a hélices varía del 30% al 42%, según si nada o 

toda el área de la banda a 1647 cm-1 se asigna a hélices. El área asignada a láminas beta va del 19% al 

27%, según si la mitad o toda el área de la banda a 1637 cm-1 se asigna a láminas beta. El área asignada a 

giros reversos es del 23%. El área asignada a otras estructuras va del 8% al 28%, según si sólo se 

considera la contribución asignada a lazos, o también se considera que toda el área de la banda a 1647 

cm-1 y la mitad del área de la banda a 1637 cm-1 corresponde a estructuras irregulares.  

Con estos valores, y utilizando los coeficientes de absorción relativos propuestos, se obtiene una 

estimación de estructura secundaria de 25-39% hélices, 12-19% láminas beta, 26-29% giros reveros y 

13-38% otras estructuras. Estos valores se recogen en la tabla 2.1. 

2.2. Anc2pHis inhibido y reconstituido 

Para el transportador reconstituido, el 45% del área de la amida I se asigna a hélices. Este valor podría 

ser algo menor, a costa de la presencia de estructuras al azar en la banda a 1656 cm-1 y de estructuras 
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irregulares en la banda a 

1649 cm-1. El 24% se 

asigna a láminas beta. 

Este valor es una 

estimación por lo alto, 

pues es probable la 

presencia de segmentos irregulares en algunas de las bandas asignadas a láminas beta, que podrían llegar 

representar un 8% del área, dejando el área asignada a láminas beta en un 16%. Los giros se asignan al 

25% del área. Finalmente las estructuras irregulares irán desde el 6% (asignado sólo los lazos largos) al 

14%.  

Estado  Hélices Láminas Giros Otras  

Solubilizado  39-25 19-12 29-26 38-13 

Reconstituido  42-39 17-11 32-30 20-9 

Tabla 2.1. Porcentajes de estructura secundaria estimadas para el transportador 

Anc2pHis inhibido. 

Con estos valores, utilizando los coeficientes de absorción relativos propuestos, se obtiene una 

estimación de estructura secundaria de 39-42% hélices, 11-17% láminas beta, 30-32% giros reveros y 9-

20% otras estructuras. Estos valores se presentan en la tabla 2.2. 
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3. Discusión sobre la estructura del transportador ADP/ATP 
reconstituido 

3.1. Las hélices transmembrana: número de onda, orientación e 
intercambio H/D 

La estimación de un 39-42% de aminoácidos formando hélices transmembrana concuerda con la 

presencia de seis hélices transmembrana por monómero de Anc2pHis (22-23 aminoácidos por hélice) que 

representan el 41% de la proteína. Estas hélices forman un grupo heterogéneo, pues muestran tres tipos de 

vibración diferentes. Así el 45% de las hélices aparecen a 1660 cm-1, el 40% a 1656 cm-1 y el 15% a 1649 

cm-1. Que todas estas bandas pertenecen a hélices transmembrana viene apoyada no sólo por su frecuencia 

y por la suposición que el 40% de las estructuras ha de adoptar estructuras hélices, sino por el espectro de 

dicroísmo. Este espectro descarta además que estas bandas provengan de los diferentes modos de 

vibración de un mismo tipo de hélice, pues en este caso las bandas resueltas mostrarían signo opuesto en 

el espectro de dicroísmo. Una vez hemos dejado claro que la existencia de estas tres bandas implica 

hélices transmembrana estructuralmente diferentes queda interpretar estas diferencias estructurales, pero 

antes recopilaremos informaciones de la orientación y el intercambio H/D. 

Comparando el área de estas tres bandas en el espectro de absorbancia y en el de dicroísmo se observa 

que mantienen una relación semejante. Como hemos comentado, en el espectro de absorbancia los 

porcentajes son del 45%, 40% y 15%, y en el de dicroísmo los porcentajes son del 35%, 45% y 20%. Esto 

implica que estas tres hélices tienen aproximadamente la misma orientación, que hemos calculado en 

34-40o respecto a la normal de la bicapa, aunque quizás la hélice a 1661 cm--1 estará menos orientada que 

las otras. 

Se ha deducido, a partir de los espectros de absorbancia en D2O, que sólo el 38% de las hélices 

transmembrana son resistentes al intercambio (14 horas, 20 oC, pH 6,8). Combinando información del 

espectro de absorbancia y del de dicroísmo hemos determinado el grado de intercambio de las diferentes 

hélices transmembrana. Las hélices que generan la banda a 1660 cm-1 son resistentes al intercambio, y 

tras 14 horas a 20 oC sólo el 20% se intercambia. Por el contrario, las hélices a 1656 cm-1 muestran un 

intercambio que podemos considerar completo. Respecto a la banda a 1649 cm-1 debido a su menor 

intensidad los resultados son menos claros, pero apuntan a un intercambio completo o por lo menos 

mayoritario. 

3.1.1. Diferencias estructurales entre las hélices transmembrana 

Considerando la banda a 1656 cm-1 correspondiente a una hélice transmembrana estándar, cabe 

preguntarse a qué tipo de hélice corresponde la banda a 1660 cm-1. Normalmente, se identifica un 

aumento de la frecuencia de una hélice con un aumento de la distancia de los puentes de hidrógeno i→i+4 
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(Jackson y Mantsch, 1991). Esta es la causa normalmente asumida que explica la frecuencia mayor para 

las hélices αII respecto a las αI. En las pocas ocasiones en que se han descrito dos bandas asignadas a 

hélices, la banda a mayor frecuencia ha sido habitualmente asignada a hélices con puentes de hidrógeno 

más débiles (Tatulian et al., 1997; Prestrelski et al., 1991a). Este debilitamiento puede se causado por un 

aumento de la distancia (estiramiento de la hélice) o por una mala orientación de los grupos N-H y C=O 

(por distorsiones de la hélice). En nuestro caso, los datos experimentales concuerdan, o no se contradicen, 

con esta interpretación.  

La amida A es una vibración N-H pura (aunque acoplada mediante una resonancia Fermi con la amida 

B), por lo tanto su frecuencia depende directamente de la fuerza del enlace N-H. Si éste se debilita, por 

ejemplo al aumentar la fuerza del puente de hidrógeno N-H···O=C, su frecuencia aumenta. La amida A en 

el espectro de dicroísmo aparece en H2O a 3300 cm-1. Esta posición corresponde a las tres hélices 

transmembrana. En D2O, la posición de la amida A, donde sólo contribuye las estructuras orientadas 

resistentes al intercambio (principalmente la hélice a 1660 cm-1), se da a 3314 cm-1. Este resultado es 

coherente con un debilitamiento de los puentes de hidrógeno para la hélice a 1660 cm-1 respecto a las 

otras dos, auque los datos de la amida A son siempre difíciles de interpretar. Como su posición depende 

en parte de su acoplamiento con la amida B, y éste se verá afectado por el intercambio H/D, la posición 

de la amida A puede variar sin relación con la variación de la fuerza del enlace N-H, condicionando el 

significado del desplazamiento observado en los espectros de dicroísmo.  

Respecto a los datos de intercambio H/D, estos nos dicen que la única hélice resistente al intercambio 

es la de 1660 cm-1. Ya que el intercambio H/D requiere la rotura del puente de hidrógeno N-H···O=C, 

parece lógico pensar que su debilitamiento acelerará el intercambio, cosa contraria a lo observado. El 

proceso de intercambio es sin embargo más complejo, pues la rotura del puente de hidrógeno es un 

proceso cooperativo que depende principalmente de la estabilidad de la estructura, y la estabilidad de una 

estructura depende de otros factores a parte de la fuerza del puente de hidrógeno N-H···O=C.  

En conjunto, estas dos observaciones son coherentes y no se contradicen con asignar la hélice a 1660 

cm-1 a una hélice en la que los puentes de hidrógeno amida se debilitan, pero no por ello es menos estable. 

Respecto a la banda a 1649 cm-1 la hemos asignado a hélices 310. Esta asignación no está de acuerdo 

con algunos resultados publicados (Dwivedi et al., 1984). Sin embargo, teniendo en cuenta que las hélices 

310 muestran un puente de hidrógeno N-H···O=C más corto y mejor orientado que el de una hélice alfa 

parece lógico pensar que aparecerá a menor frecuencia que ésta. Esta hélice, que corresponde a un 15% 

de las hélices transmembrana, bien puede aparecer en los extremos de algunas hélices o bien formar una 

hélice transmembrana completa. Dada la naturaleza poco frecuente de esta estructura la primera 

interpretación merece más crédito. 
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3.1.2 Diferencia de estabilidad / accesibilidad al disolvente de las hélices 

transmembrana 

La velocidad de intercambio de un hidrógeno amida implicado en un puente de hidrógeno en una 

estructura cooperativa depende principalmente de la estabilidad de la estructura, pero también de la 

accesibilidad del disolvente al grupo amida (Bai et al., 1995b; Englander et al., 1996). Muchas veces sólo 

se tiene en cuenta la relación entre intercambio y accesibilidad, olvidando la estabilidad de una estructura. 

Esto sólo es correcto si el H que se intercambia no está implicado en un puente de hidrógeno relacionado 

con el mantenimiento de una estructura. Éste no es el caso para los hidrógenos amida, donde la 

estabilidad juega el papel más importante. Por lo tanto, una diferencia en el grado de intercambio se 

puede interpretar como una diferencia de estabilidad o como una diferencia de accesibilidad, o como una 

combinación de ambos efectos.  

Si consideramos una estabilidad semejante para todas las hélices transmembrana, las diferencias 

observadas en el grado de intercambio H/D se podrán interpretar como una diferencia de accesibilidad. 

Por lo tanto, la hélice que da una banda a 1660 cm-1 será mucho menos accesible al disolvente que las 

hélices a 1656 y 1649 cm-1. Sin embargo, por muy accesibles que sean las hélices a 1656 y 1649 cm-1 su 

prácticamente total intercambio sólo se puede explicar por una baja estabilidad. De hecho, estructuras que 

se encontrarán probablemente en el dominio globular de la proteína, como las láminas beta, muestra un 

intercambio pequeño o nulo, de un nivel semejante al de la hélice a 1660 cm-1. Incluso estructuras como 

los giros reversos, que se encuentran forzosamente accesibles al disolvente y son poco cooperativas (y por 

ello difícilmente muy estables), muestran un intercambio del 75%, alto pero incompleto. Como 

consecuencia, hemos de pensar que las hélices a 1656 y 1649 cm-1 han de ser estructuras poco estables. 

Con una estructura poco estable queremos referirnos a una estructura en la que la probabilidad que se 

rompan alguno de sus puentes de hidrógeno amida es relativamente alta, por lo menos tan alta como en un 

giro reverso. Quizás la palabra estructuras dinámicas sea más adecuada que la palabra estructuras 

inestables. 

Por ello, consideramos que las hélices a 1656 y 1649 cm-1 serán inestables (o dinámicas) y 

relativamente accesibles al disolvente. La hélice a 1660 cm-1 será relativamente estable y puede o no ser 

accesible al disolvente.  

En este punto, es quizás interesante comentar que en los segmentos transmembrana propuestos se 

incluyen cuatro prolinas. Dos de ellas se encuentran entre los tres primeros/últimos aminoácidos del 

segmento transmembrana I y V, y las otras dos son más interiores, en los segmentos II y IV (ver figura 

1.1 de la Introducción). Si existe alguna relación entre las hélices dinámicas/inestables y la presencia de 

prolinas es una posibilidad no descartable (ni demostrable). 
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3.2. Los lazos topológicos y extremos terminales 

Los lazos topológicos representan aproximadamente el 45% (≈145 a.a.) de la estructura del 

transportador y los extremos terminales el 15% (≈50 a.a.). Los tres lazos topológicos mitocondriales son 

largos, de unos 42 aminoácidos cada uno, representando el 39% del transportador y el 63% de los 

segmentos no transmembrana. Los dos lazos citosólicos, de unos 15 aminoácidos cada uno, representan el 

7% del transportador y el 11% de los segmentos no transmembrana. Finalmente las cadenas C y N 

terminal, de unos 24 aminoácidos cada una, representan el 20% del transportador, y el 32% de los 

segmentos no transmembrana 

Aproximadamente el 49-55% (95-105 a.a.) de los segmentos no transmembrana adoptarán la 

conformación de giros reversos. Este porcentaje es muy grande y asegura que gran parte de los lazos 

topológicos y segmentos terminales tendrán muchos cambios de dirección. Este hecho podría ser 

importante para permitir que alguno de los lazos mitocondriales se introduzca parcialmente en la bicapa 

lipídica, tal como se cree que sucede en la conformación CATR del transportador y en la forma inhibida 

con c-atr.  

Las láminas beta representarán entre un 18% y un 29% (35-55 a.a.) de la estructura de estos lazos 

topológicos y extremos terminales. Las láminas beta paralelas representarán el 8% (15 a.a.) y las 

antiparalelas entre el 10 y el 21% (20-40 a.a). Es difícil predecir dónde se situarán estos segmentos. 

Podrían darse entre los lazos topológicos (mitocondriales o citosólicos) de una misma proteína o con los 

lazos de su compañera, con la que forma el dímero. Las láminas antiparalelas también podrán darse 

dentro de un mismo lazo o dentro de un mismo segmento terminal. Según los resultados de dicroísmo, las 

láminas beta paralelas y algunas de las antiparalelas se situarán más o menos paralelas a la bicapa 

lipídica.  

Las estructuras irregulares representarán entre el 16 y el 33% (30-65 a.a.). Estas estructuras 

corresponderán a lazos largos, una estructura extendida que aparece conectando estructuras secundarias. 

Nosotros hemos propuesto que esta estructura es la responsable de la gran inestabilidad del transportador 

cuando se halla solubilizado sin presencia de inhibidor. La agregación de esta estructura, sin ningún otro 

cambio estructural, producirá la pérdida de los sitios de unión del transportador a sustratos y a inhibidores 

(Lórenz-Fonfría et al., 2003). Dada su longitud y su importancia en la función del transportador, su 

localización es con gran seguridad alguno de los lazos topológicos mitocondriales. Nosotros hemos 

propuesto como máximo candidato el lazo mitocondrial M1, no implicado en la unión de los 

sustratos / inhibidores pero que puede regular el acceso al sitio de unión. El resto de estructuras 

irregulares representará entre el 0% y 17% (≈0-35 a.a.) 

 311



DISCUSIÓN GENERAL    

3.3. Comparación del grado de intercambio H/D del transportador 
ADP/ATP con otras proteínas de membrana 

Comparar el grado de intercambio entre diferentes proteínas es interesante, pero presenta dificultades, 

pues depende de ciertos parámetros experimentales, como el tiempo de determinación, la temperatura y el 

pH de trabajo. Además existen otras diferencias experimentales a la hora de determinar el nivel de 

intercambio. Aunque prácticamente todos los autores utilizan la relación entre el área de la amida I y de la 

amida II antes y después del intercambio (donde el área se mide utilizando una línea base adecuada), no 

todos restan la contribución de las cadenas laterales de los aminoácidos. Esta resta parece justificada por 

el hecho que las cadenas de aminoácidos deuterados tienen importantes contribuciones alrededor de 1580 

cm-1, extremo utilizado en la medida del área de la amida II. Según nuestra experiencia no restar la 

contribución de aminoácidos eleva el grado de intercambio medio en un 10-20% en valor absoluto (según 

el intervalo utilizado para medir el área de la amida II), es decir, si en nuestro caso hemos determinado 

que un 60% de los hidrógenos amida se intercambia, no restar esta contribución aumentaría el porcentaje 

al 70-80%. La resta de la contribución de las cadenas laterales de los aminoácidos se realiza asumiendo 

que éstas se intercambian totalmente. Esto es más que probable pues los grupos funcionales implicados 

son en la mayor parte intrínsicamente más susceptibles al intercambio H/D que el grupo amida (por 

razones de pK), y además raramente las cadenas laterales se verán implicadas en puentes de hidrógeno 

cooperativos para el mantenimiento de una estructura, y por lo tanto su intercambio no se verá ralentizado 

por la estabilidad de las estructuras, aunque sí por la accesibilidad al disolvente (Englader et al., 1996; Bai 

et al., 1993; Hvidt y Nielsen, 1966). 

Consideramos tres tipos de proteínas de membrana: las proteínas de membrana que transportan 

sustratos hidrofílicos, las proteínas de membrana que actúan como canales o poros acuosos y las proteínas 

de membrana no transportadoras. 

Como ejemplo de proteínas de membrana que transportan sustratos hidrofílicos tenemos el 

transportador de glucosa, con un 85% de intercambio (Alvarez et al., 1987); el transportador de lactosa, 

con 100% de intercambio (Patzlaff et al., 1998); y el transportador de melibiosa, con un 60% de 

intercambio (Dave et. al., 2002). Sólo en este último caso se restó la contribución de aminoácidos, por lo 

tanto hemos de situar el intercambio entre el 60 y el 80% para este tipo de proteínas de membrana. 

Como ejemplo de proteínas de membrana que actúan como poros o canales acuosos, tenemos la 

porina, con 35% de intercambio (Kleffel et al., 1985); la acuoporina-1, con un 40% de intercambio 

(Cabiaux et al., 1997a); y la aerolisina, con un 30% de intercambio (Cabiaux et al., 1997b). Por lo tanto 

los canales muestran un intercambio del 30-40%. En nuestra opinión, estos niveles de intercambio tan 

bajos para proteínas que forman canales acuosos y con una groado de accesibilidad de las estructuras al 

agua grande, pone de manifiesto la importancia de la estabilidad en el intercambio H/D. En estas 

proteínas los segmentos transmembrana han de aportar una estructura rígida que dé lugar a un poro de 

tamaño constante. En contra, los transportadores realizan el paso de grandes moléculas a través de la 
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membrana pero sin dejar un poro fijo. Esto requerirá estructuras transmembrana dinámicas, moldeables o 

inestables. 

Finalmente, como ejemplo de proteína de membrana que no transporta sustratos (pero sí protones) 

tenemos la bacteriorodopsina. Ésta muestra un nivel de intercambio menor del 30% (Cabiaux et al., 

1997a). 
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Desconvolución 

1. La teoría de la autodesconvolución de Fourier puede ampliarse para tratar la 

infradesconvolución y la sobredesconvolución. Se han desarrollado fórmulas para obtener 

la forma final de las bandas, su estrechamiento efectivo y la degradación de la relación 

señal/ruido en función de los parámetros de desconvolución (factor de estrechamiento y 

anchura de desconvolución). Asimismo, se ha revisado, completado y ampliado diferentes 

métodos para determinar de manera objetiva y a priori los parámetros de desconvolución.  

2. Las desconvoluciones regularizadas por máxima entropía permiten obtener mayores 

estrechamientos y/o una mejor supresión del ruido que la desconvolución de Fourier. Sin 

embargo, al restringir la solución a ser positiva no siempre proporciona soluciones 

adecuadas. Por ello, se ha desarrollado una nueva expresión de la entropía para soluciones 

sin restricción de signo. Con esta expresión de la entropía es posible obtener mayores 

estrechamientos y/o una mejor supresión del ruido que en la desconvolución de Fourier.  

3. Se ha considerado la combinación de la desconvolución con la predicción lineal como 

método para estrechar bandas. Las posibilidades del poder de estrechamiento de este 

método son, en teoría, ilimitadas. Sin embargo, su uso práctico presenta muchas 

limitaciones y dificultades, que no se han podido superar completamente.  

Ajuste de bandas 

1. Se ha desarrollado una estrategia general para obtener modelos de bandas a resolución 

limitada, suavizadas, apodizadas y desconvuladas. Utilizando estos modelos, los 

parámetros de una banda pueden obtenerse con exactitud, independientemente de si ésta 

ha sido obtenida a resolución limitada, suavizada, apodizada o desconvulada. 

2. Respecto al ajuste de Lorentzianas solapadas, linealizando el problema se ha introducido 

el concepto del condicionamiento del sistema, que permite conocer en qué condiciones el 

ajuste de espectros desconvulados será más robusto que el ajuste del espectro original. 

3. Respecto al ruido, se ha comprobado que su efecto en los parámetros obtenidos en el 

ajuste de una banda Lorentziana puede obtenerse de manera fiable a partir de los errores 

asintóticos, pero sólo si el ruido es blanco. Las manipulaciones que afectan a la 

distribución de las frecuencias del ruido, como la apodización y la desconvolución, 

desvían los errores asintóticos de los reales. Para bandas Lorentzianas solapadas, tanto si 

el ruido es blanco como si no lo es, los errores asintóticos son aproximados. La obtención 

de los errores correctos requiere simulaciones de Monte Carlo. 
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4. Los errores en los parámetros, causados por la presencia de ruido en los datos, son 

mayores en el ajuste de un espectro desconvulado que en el ajuste del espectro original. 

Existen unas combinaciones de parámetros de desconvolución que minimizan esta 

diferencia. Éstos son los parámetros de desconvolución óptimos desde el punto de vista 

del ajuste de bandas. 

Transportador ADP/ATP 

1. Los porcentajes de estructura secundaria determinados para la forma inhibida con catr y 

solubilizada con docecil maltósido son: 25-40% hélices, 10-20% láminas beta, 25% giros 

reversos y 15-35% estructuras irregulares, observándose un solo tipo de hélices alfa. La 

proteína solubilizada retiene unas 15 moléculas de lípido por dímero.  

2. Los porcentajes de estructura secundaria para la forma inhibida con catr y reconstituida en 

liposomas de fostatidil colina y ácido fosfatídico (9/1 p/p) son: 39-42% hélices, 11-17% 

láminas beta, 30-32% giros reversos y 9-20% estructuras irregulares. El 40% de hélices es 

coherente con la presencia de seis hélices alfa transmembrana. 

3. La orientación de las hélices transmembrana es de 34-40o respecto a la normal de la 

bicapa lipídica. 

4. Las hélices transmembrana pueden agruparse en tres grupos con propiedades diferentes: 

45% hélices alfa estiradas y estables, 40% hélices alfa no estiradas y dinámicas, y 15% 

hélices 310. Todas ellas parecen mostrar una orientación semejante. En los segmentos no 

transmembrana hay láminas beta que se situarán paralelas a la superficie de la bicapa 

lipídica. 

5. El nivel de intercambio hidrógeno / deuterio del transportador es del 60% (14 horas, 

20 oC, pH 6,8), y es comparable con el de otros transportadores de moléculas hidrofílicas, 

y bastante superior al de los canales. El nivel de intercambio es semejante entre los 

segmentos transmembrana y no transmembrana. 
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1. Teoría de la inversión de integrales e inferencias 

1.1. Introducción. 

La ciencia se basa en gran medida en el concepto de la inferencia, pues las propiedades mesurables 

son limitadas y muchas veces no se corresponden con las propiedades que contienen información para el 

científico.  

Por ejemplo, las constantes de intercambio H/D del hidrógeno amida de una proteína son datos 

estrechamente relacionados con sus propiedades dinámicas y termodinámicas, y por tanto su medida 

puede resultar interesante. Sin embargo, no existe ningún experimento para obtener directamente esta 

información. Nos hemos de conformar con una propiedad mesurable relacionada de manera conocida con 

las constantes de intercambio. Ésta puede ser, por ejemplo, la variación del porcentaje de hidrógenos 

amida con el tiempo tras una sustitución del agua del medio por agua deuterada.  

En otras ocasiones la propiedad que nos interesa es mesurable, pero por razones prácticas o 

disponibilidad técnica, nos es más conveniente medir una propiedad relacionada. Este es el caso en IR-

TF, donde se prefiere medir el interferograma del haz que atraviesa a la muestra en función de la 

distancia, en vez de la energía del haz en función de la frecuencia, aunque ésta es la información que 

deseamos. 

1.2. Inversión de integrales 

1.2.1. Forma integral del operador y el problema de su inversión 

La mayor parte de los experimentos científicos son indirectos, pues el vector de datos medidos 

experimentalmente, y, están relacionados con el vector de la información deseada, x, mediante un 

operador O, 

                                                                    ( )xy O=  (1.1) 

Esta ecuación se puede expresar de forma integral, sustituyendo vectores por funciones, y donde el 

operador es una integral del tipo, 

                                                          (1.2) ( ) ( )(∫=
b

a

dssfstKtg ,, )

donde g(t) es la función conocida, f(s) es la función no conocida y K es el kernel. Para el caso en que el 

operador es lineal, es decir 

                                               ( ) ( ) ( )212121 xxxxyy +=+=+ OOO  (1.3) 

la ecuación 1.2 se reduce a: 
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                                                         (1.4) ( ) ( ) ( )∫=
b

a

dssfstKtg ,

que es una integral Fredholm del primer tipo.  

Nos interesan especialmente tres tipos de kernel: 

                                     

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )stKstK    )c(

ststK    )b
stπistπstπistK    )a(

−=
−=(

+==

,
exp,

2sen2cos2exp,
 (1.5) 

El kernel (a) corresponde a la transformada de Fourier, el kernel (b) a la transformada de Laplace, y el 

kernel (c) a la convolución. La convolución que más nos interesa es la de una banda Lorentziana de 

anchura γ, con un kernel dado por: 

                                               ( )
( )( )22 4

2
st

stK
−+

=−
γπ

γ
 (1.6) 

Es importante entender la función del kernel, pues la ecuación 1.4 puede resultar demasiado abstracta. 

Esta función es el mapeo la función f(s) en g(t). La naturaleza de este mapeo se puede comprender mejor 

considerando una f(s) = δ(s-s0), es decir nula excepto con valor de uno cuando s = s0. Es ese caso, 

                                                            ),()( 0stKtg =  (1.7) 

Por lo tanto, la transformada de Fourier mapea los puntos en s como sinusoides en t y la transformada de 

Laplace lo hace como exponenciales decrecientes. La convolución de una Lorentziana convierte cada 

punto en s en una Lorentziana con posición s. 

Para obtener un kernel inverso aplicable a datos numéricos, es necesario que el kernel no sea 

integrable. Cuando el kernel es integrable existen perturbaciones arbitrariamente grandes en f(s) que 

producen un cambio arbitrariamente pequeño en g(s). Por lo tanto, la transformación de g(s) a f(s) no será 

posible si g(s) no se conoce analíticamente. 

Para los tres tipos de kernel mostrados en la expresión 1.5, sólo el kernel (a) no es integrable. Por ello, 

sólo existe una transformada inversa, aplicable a datos numéricos, para la transformada de Fourier. 

Los siguientes puntos están centrados en la obtención, o mejor dicho, en la estimación de f(s) a partir 

de valores numéricos de g(t) para kernels integrables.  

1.2.2. Forma matricial del operador y el problema de su inversión 

Cuando g(t) es conocido experimentalmente para N valores de t, obtenemos N ecuaciones con M 

incógnitas, donde M es el número de valores que deseamos conocer de f(s). Es más conveniente expresar 

el problema en forma matricial: 

                                                                    εxAy += ˆ  (1.8) 

donde y y  son el vector conocido y el buscado, respectivamente, A es una matriz N×M construida a 

partir del kernel que transforma f(s) en g(t). Como novedad, se ha incluido la presencia de errores, ε, en la 

x̂
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medida de y, que naturalmente no son conocidos. La solución formal, x, se obtiene para el caso que M es 

igual a N como: 

                                                              (1.9) εAxyAx 11 −− +== ˆ

La matriz A es generalmente singular o casi singular, y por lo tanto su inversa puede no existir o ser 

difícil de obtener de manera precisa. La presencia de errores en y perturbará la solución, de manera que: 

                                                        
εy

ε
AA

x
xx 1

−
≤

− −

ˆ
ˆ

 (1.10) 

El factor ||A|| × ||A-1|| es el factor de magnificación de la perturbación relativa de los datos en la 

perturbación relativa de la solución. Se le conoce como el número de condición de la matriz, y es un 

número muy grande para matrices casi singulares e infinito para singulares. 

Tomemos un ejemplo basado en la transformada de Laplace, donde y es conocido para t = 0 y desde 

t = 1 a t = 1000 a valores espaciados logarítmicamente, tal que N = 500. Queremos obtener x para valores 

espaciados logarítmicamente entre s = 1 y s = 0,001, tal que M = 500, y  (la solución correcta) es una δ 

de Dirac con posición s

x̂

0 = 0,01. El condicionamiento de la matriz A resultante del problema es de 5×1021. 

Para este ejemplo, la perturbación de la solución  es y 1×10x̂ 19 veces mayor que la perturbación de los 

datos y. Por otro lado en la transformada directa e inversa de Fourier el condicionamiento es siempre 1, y 

el ruido se mantiene entre las transformaciones.  

Una manera de aumentar el condicionamiento de A es reducir su número de columnas (M) de tal 

manera que el sistema esté sobredeterminado. Además al reducir el número de columnas estas reducen su 

dependencia lineal. La solución por mínimos cuadrados es, 

                                               ( ) ( ) εAAAxyAAAx T1TT1T −−
+== ˆ  (1.11) 

donde  es la solución en ausencia de errores y x en su presencia.  x̂
La relación entre la perturbación de los datos no se puede obtener como anteriormente, al no ser A una 

matriz cuadrada. De manera aproximada podemos esperar que: 

                                                   ( )
εy

ε
AA

x
xx 1T

−
≈

− −ˆ
 (1.12) 

Tomemos de nuevo la transformada de Laplace, pero ahora M = 20. La magnificación del ruido 

predicha es de 6×106, mientras que la obtenida para el caso descrito anteriormente fue de 7×106. Si 

reducimos M a 10, la magnificación predicha es sólo de 30 (la obtenida de 20) aunque el detalle de la 

solución es muy pobre, al contar con sólo 10 puntos. 

La sensibilidad al ruido puede reducirse restringiendo la solución a un dominio. Por ejemplo, en 

algunos casos es de esperar una solución positiva. En este caso la solución es: 

                                       
( ) ( )

0x
yAxyAxyAx T

≥

−−=−

     para
    de mínimo 2

 (1.13) 
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Aun así, x ha de contener un número bajo de puntos para obtener una solución estable, con lo que ésta 

resulta muy poco detallada. 

1.2.3. ¿Por qué las soluciones clásicas no funcionan? Una visión geométrica de la 

inversión 

Consideremos la función χ2, que viene determinada por, 

                                                           ( ) 2
2

1 yAxx −=
σ

χ 2  (1.14) 

donde σ es la desviación estándar de los errores en y. La función χ2 es una función de M variables, y que 

está relacionada con la probabilidad de los datos experimentales para una solución x (en el punto 1.3.1 y 

2.2 se explica con mayor detalle este hecho). La solución x más probable es aquella que genera una 

menor χ2, es decir la solución por mínimos cuadrados. Como hemos visto, esta solución no es adecuada. 

Esto se debe a que la solución correcta muestra la siguiente característica 

                                                   ( ) NN
σ

χ 2 2ˆ
1

ˆ
2

2 ±=−= yxAx  (1.15) 

Es decir, la probabilidad de encontrar la solución real en función del valor de la χ2 es máxima en N, 

aunque esta probabilidad dividida por el volumen correspondiente es máxima en el mínimo de la χ2. Esta 

diferencia no es generalmente un problema, pero para una matriz A mal condicionada (o cuado los errores 

en y son grandes) la solución real (situada en algún lugar de χ2 ≈ N) puede llegar a estar a muchos 

ordenes de magnitud alejada del mínimo de la χ2.  

Para ilustrar el problema consideremos el siguiente sistema lineal: 

                                             (1.16) 















=















−
+








×















=

25,3
66,2
11,1

25,1
86,0
69,0

1
1

1
1
8,0

    
1
8,0

1
y

cuya solución es x  = (1 1), y los datos experimentales incluyen errores normales de desviación estándar 

σ = 1. El número de condicionamiento de la matriz A no es muy alto (de 11), pero como el error si lo es, 

|| -x|| / || || será del orden de 5. 

ˆ

x̂ x̂
La solución por mínimos cuadrados es x = (-2,6 5,14), bastante alejada de la solución real. Si 

incluimos la restricción de positividad la solución es x = (0 2,57), disminuyendo algo el error en la 

solución.  

La figura 1.1 muestra un mapa de contorno del log(χ2/N). La solución real se sitúa cerca de la línea de 

contorno situada a cero pues χ2( )/N = 0,93. La solución de mínimos cuadrados se sitúa en 

χ

x̂
2(x)/N = 0,28. Como se observa, ambas soluciones se encuentran bastante separadas. Por lo tanto, el 

mínimo de χ2 no es una buena elección como solución, sino que parece lógico elegir una solución que se 
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sitúe en χ2/N ≈ 1. Desgraciadamente si el 

mínimo de la χ2 es único (dimensión 0), la 

dimensión del problema χ2/N = 1 es de 

M - 1.  

1.2.4. Solución mediante 

regularizadores 

Hemos visto en el punto anterior que la 

solución real cumple que χ2( )/N ≈ 0,93, 

luego una posible solución ha de cumplir 

esta condición. El problema se puede 

reducir a seleccionar una solución 

adecuada de entre aquellas que cumplan 

esta condición. 

x̂

La presencia de errores en y hace que, 

en los métodos clásicos de resolver un 

sistema lineal, la segunda norma de la 

solución x, ||x||, sea mucho mayor que segunda norma de la solución real || ||. Por lo tanto, es lógico 

pensar que entre dos posibles soluciones que cumplan que χ

x̂
2/N ≈ 1 se elija aquella que tenga una segunda 

norma menor. Extendiendo este razonamiento, buscaremos la solución con mínima normal al cuadrado 

que cumpla que χ2/N = 1. Es decir,  
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1,5

1,0

0,50

0,50

1,0 1,5
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0

-3 0 3 6 9 12

-8

-4

0

4
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 mínimos cuadrados
 mínimos cuadrados no negativos
 solución correcta

 

 

x 1
x2

Figura 1.1. Logaritmo decimal de la función χ2/N para el 

sistema lineal de la ecuación 1.16. Se ha marcado la solución

correcta del sistema lineal, junto con la solución de mínimos 

cuadrados y de mínimos cuadrados no negativos. 

                                                        
( ) 1/

2

=Nχ  para  

   de  mínimo
2 x

x
 (1.17) 

Esta ecuación se puede representar en forma matricial como: 

                                        ( ) ( ) xxyAxyAx TT λ    de  +−−mínimo  (1.18) 

que para un valor adecuado del λ (llamado el parámetro de regularización) es equivalente a la ecuación 

1.17. Sin embargo, esta formulación es más general, pues el parámetro λ puede elegirse para cumplir 

otras condiciones no basadas en χ2. La solución de la ecuación 1.18 se obtiene como: 

                                                        ( ) yAIAAx T1T −
+= λ  (1.19) 

donde I es una matriz identidad M×M. Aquí vemos la utilidad del regularizador, pues la matriz a ser 

invertida posee dos partes: Una mal condicionada, ATA, que viene del kernel, y otra bien condicionada, 

λI (la matrices diagonales están siempre bien condicionadas), correspondiente al regularizador. Este 

hecho produce que su suma este inmediatamente bien condicionada, aunque disminuyendo su 

condicionamiento a medida que λ disminuye. Además, la presencia del regularizador permite que M sea 
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tan grande como se desee sin afectar a la sensibilidad de la solución al ruido presente en los datos y, por 

lo que la solución puede ser lo suficientemente detallada. La relación entre la perturbación en la solución 

causada por errores en los datos será aproximadamente: 

                                                                
y
ε

x
xx -1λ≈

−

ˆ
ˆ

 (1.20) 

donde  es la solución obtenida en ausencia de errores.  x̂
Para el ejemplo de la transformada de Laplace, visto anteriormente, para M = 100, el factor de 

magnificación obtenido por la ecuación 1.20 será de 1, 10, 100 y 1000 cuando λ es 1, 0,01, 10-4 y 10-6 

respectivamente. El obtenido experimentalmente fue de 4, 15, 180 y 1300, en buena concordancia. 

Se ha de tener en cuenta que la presencia del regularizador en sí mismo introduce un error, pues 

precondiciona la solución, en este caso hacia una menor norma. Este error, por su parte, se reduce al 

disminuir el parámetro de regularización. Cuando λ es igual a cero obtenemos la solución por mínimos 

cuadrados, mientras que si 1/λ es cero la solución valdrá cero (el mínimo de ||x||2), independientemente 

del valor de los datos experimentales.  

0 2 4 6

-2

0

2

4
            Solución

 correcta
 regularizada
 mínimos cuadrados

           Trayectoria
 mínima norma
 mínima norma

            (con a priori)
 mínima derivada
 máxima entropía

 

 

x 1

x2  
Figura 1.2. Logaritmo decimal de la función χ2/N para el sistema lineal de la ecuación 1.16. Se ha

marcado la solución correcta del sistema lineal, junto con la solución de mínimos cuadrados. Además,

se han marcado las trayectorias de varias soluciones regularizadas. 
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Existe una solución bien definida para cada valor de λ, por lo tanto las posibles soluciones se pueden 

representar como una curva o trayectoria. Esto se muestra en la figura 1.2, donde se representan las 

soluciones para diferentes valores de λ. Se ha marcado el punto donde esta trayectoria corta la curva de 

χ2(x)/N = 1, y corresponde a x = (0,87 1,04). Esta solución está próxima a la solución real. 

Existen diferentes tipos de regularizadores lineales. Por ejemplo, en vez de minimizar ||x||2 es posible 

minimizar ||x-m||2, donde m es una solución que consideramos adecuada a priori. Es la solución que se 

obtendrá cuando 1/λ valga cero. Utilizando este tipo de regularización, la solución se obtendrá como: 

                                                  ( ) ( )myAIAAx T1T λλ ++=
−

 (1.21) 

Consideremos el problema anterior utilizando una solución a priori m = (2 2). La curva con las 

soluciones se muestra en la figura 1.2. Se ha marcado la solución que cumple que χ2(x)/N = 1, la cual 

corresponde a x = (1,53 1,62). Es evidente que el tipo de regularización afecta a la solución obtenida. 

Los regularizadores anteriores se llaman de orden cero. Otro tipo de regularizadores minimiza el 

cuadrado de la segunda norma de la primera, segunda o superiores derivadas de la solución, y son 

llamados regularizadores de orden uno, dos, etc. La solución en este caso será, considerando errores en y 

de desviación estándar no constante: 

                                      ( ) ( )mBByCABBACAx T2T1T2T
nnnn λλ ++= −−−  (1.22) 

donde Bn es una matriz M×(M-n) que al aplicarla sobre x nos da su derivada n. Si n es uno, dos o tres, la 

solución es el vector más “cercano” a una constante, recta o curva cuadrática coherente con los datos 

experimentales. La matriz C es una matriz diagonal que contiene las desviaciones estándares de los 

errores para todos los valores de y. En la figura 1.2, se muestra la curva de las soluciones regularizadas 

para un regularizador de orden 1. No hay ninguna solución que cumpla que χ2(x)/N = 1. La solución más 

cercana es x = (1,27 1,27), con χ2(x)/N = 0,68. 

En el caso que sea adecuado, la solución x puede restringirse a ciertos valores, por ejemplo a valores 

positivos. Para tal caso conviene volver a expresar el problema, para tal de poder utilizar las herramientas 

de mínimos cuadrados. Por ejemplo, para el caso del regularizador de orden cero con solución a priori m, 

la solución se obtendrá por mínimos cuadrados no negativos: 

                                        0x
m
y

x
I

A
≥








−








   para  

λλ
   de  

2

mínimo  (1.23) 

Hasta ahora la elección del regularizador se ha basado en nuestro conocimiento o estimación de los 

errores en los datos. En algunos casos, este método puede no ser adecuado por dos razones: 1) Carecemos 

de una buena estimación de los errores (en algunos casos necesita ser extremadamente buena). 2) La 

solución regularizada no corresponde a un residual de desviación estándar constante.  

Este segundo caso se puede comprender de la siguiente manera: la solución correcta ha de dar un 

residual que sea exactamente igual al ruido presente en los datos. Este ruido muestra una cierta desviación 
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estándar, tanto global como local. La solución regularizada, al fijarse sólo en alcanzar una desviación 

estándar global puede presentar unas desviaciones estándares locales muy diferentes a las esperables, lo 

que lleva a que en ciertas zonas la solución este describiendo ruido y en otras la solución esté dejando de 

describir datos reales. Por ello, a continuación presentaremos algunos modos de determinar el parámetro 

de regularización sin ninguna referencia al error contenido en los datos. 

A. La curva L 

Se basa en la representación del logaritmo de la segunda norma de la regularización respecta al 

logaritmo de la segunda norma del residual, es decir, log||Bx|| respecto a log||Ax-y|| para diferentes 

soluciones x obtenidas con diferentes valores del parámetro de regularización λ. Cuando λ es menor de lo 

que debería ser la norma del regularizador es muy grande y la del residual muy pequeño. Si aumentamos 

λ la norma del regularizador disminuirá rápidamente pero la del residual aumentará poco hasta que 

lleguemos a la λ adecuada. Una vez alcanzado este punto si continuamos aumentando λ el residual 

aumentará rápidamente, mientras que la norma del regularizador disminuirá lentamente. La 

representación log-log nos dará algo parecido a una L. La parte con una gran pendiente es la parte donde 

el error en x está dominado por el error en los datos, mientras que la zona con pendiente casi nula el error 

de x está dominado por el regularizador. El valor óptimo de x será aquel en que ambos errores sean 

semejantes, coincidiendo con el punto de mayor curvatura de la curva L. 

B. Criterio casi-óptimo 

El regularizador óptimo es aquel que minimiza la función Q, dada por: 

                                                            
λ

λ
∂
∂

≡
xQ  (1.24) 

Buscando el mínimo de esta función determinamos el valor del regularizador óptimo, y por lo tanto la 

solución regularizada óptima.  

1.3. Las inferencias y el cálculo Bayesiano de probabilidades. 

1.3.1. Introducción 

El cálculo Bayesiano es un lenguaje para asignar probabilidades. Así, a cada proposición P se le 

asigna una probabilidad, dada por Pr(P). Las reglas generales para tratar con las probabilidades son: 

                                                        
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1PrPr
PrPr,Pr
=+

=

PP
PQPQP

  (1.25) 

donde ‘,’ significa ‘y’, ‘|‘ significa ‘dado’, y ‘’ significa ‘no’. Todas las probabilidades se encuentran 

entre 0 y 1, correspondientes a las afirmaciones ‘falso’ y ‘verdadero’. 

En ciencia, muchas veces estamos interesados en usar nuestros datos experimentales D para hacer 

inferencias sobre diversas hipótesis A, B, C, etc. En particular estamos interesados en obtener las 

 338



                                                                                                                                                   APÉNDICES 

probabilidades de las diferentes hipótesis de acuerdo a los datos, esto es, en obtener Pr(A|D), Pr(B|D), 

Pr(C|D). Determinado estas probabilidades podemos elegir la hipótesis con mayor probabilidad.  

Usemos h para representar cualquier hipótesis, de tal manera que Pr(h|D) es una densidad de 

probabilidad en función de h (también llamada probabilidad posterior), y su máximo nos da la hipótesis 

con mayor probabilidad (más próxima a ser verdadera). Usando las reglas de manipulación de 

probabilidades: 

                                         

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )D

hDh
Dh

DhDhDhDh

Pr
PrPr

Pr

PrPrPrPr,Pr

=

==

 (1.26) 

donde Pr(D|h) es la probabilidad de los datos dada una hipótesis; Pr(h) es la probabilidad de la hipótesis h 

sin tener en cuenta los datos experimentales, es decir, antes de realizar el experimento. Pr(D) es la 

probabilidad de los datos sin tener en cuenta las hipótesis. 

Si los datos contienen errores Gausianos, Pr(D|h) viene dada por: 
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Pr  (1.27) 

donde O es el operador que transforma las hipótesis al dominio de los datos experimentales. 

Recordemos que Pr(h) es la probabilidad de la hipótesis h sin tener en cuenta los datos experimentales, 

es decir antes de realizar el experimento. Por ello se le conoce como probabilidad a priori o previa. La 

manera de asignar valores a Pr(h) depende del tipo de problema y está siempre abierta a discusión. Aun 

así, siempre se sigue la siguiente regla: cuanto más simple es una hipótesis más probable ha de ser. Este 

es un principio ampliamente utilizado y aceptado en ciencia.  

Finalmente Pr(D), al no depender de h no se requiere para obtener el máximo de Pr(h|D), y es 

simplemente un factor de normalización. Su valor es tal que: 

                                                             ( ) ( )∑=
h

DhD ,PrPr   (1.28) 

1.3.2. El principio de máxima entropía 

La entropía de un sistema está relacionada con el número de microestados compatibles con un 

macroestado. De una manera semejante, consideremos la entropía de una hipótesis como las diferentes 

maneras en que puede generarse. La hipótesis con mayor entropía es pues la más probable a priori, ya que 

es la que posee mayor número de microestados, es decir, más posibilidades de generarse.  

Principalmente se han utilizado dos tipos de expresiones de la entropía para medir la entropía de 

hipótesis positivas y aditivas, estas son: 
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                                               (1.29) 

( ) ( )( )
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mhhmhhS
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2

1
1

/1/log

/log

donde m es la hipótesis con mayor entropía, y S es máximo cuando h = m (donde S = 0). Por lo tanto la 

entropía de una hipótesis mide cuando se desvía ésta de m.  

La entropía S1 tiene, además, una justificación en la teoría de la información, pues esta expresión 

cambiada de signo mide la información contenida en h, siendo m la mínima expresión de información. 

Por lo tanto, S1 valora también la carencia de información de las diferentes hipótesis h. 

Se puede demostrar que Pr(h) a de ser una función exponencial de S(h). Tras ciertas aproximaciones: 

                                           ( ) ( )( hSh
M

α
π
α exp
2

2/







= )Pr  (1.30) 

A la constante α se le conoce como la constante de regularización (por una analogía con las soluciones 

regularizadas que será evidente más adelante). Esta constante no puede ser determinada a priori y por lo 

tanto ha de ser supuestamente conocida o ha de ser estimada. 

La probabilidad posterior, Pr(h|D), será: 
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Para cada valor de α existe una hipótesis hα con máxima probabilidad.  

La probabilidad de la constante de regularización, α, puede obtenerse como: 

                  ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )Bdet
2

exp
2
1PrPr

2

2/ 







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πσ
αα hhSD NN  (1.32) 

La matriz B viene dada por: 

                          ( ) ( ) ( )hAAhIB diagdiagdiag -2T1 ××××+= − σα  (1.33) 

donde h es un vector que contiene una solución hipótesis, A es la matriz que convierte las hipótesis en 

datos (el operador), diag() representa una matriz diagonal, y I es la matriz identidad de tamaño M.  

La probabilidad máxima para la constante de regularización, , se dará cuando: α̂

                                                   
( )( )

( )α

αα
ˆ

12

2
)(ˆtraza

ˆ
hS

IBB −
−=

−

  (1.34) 

donde la función traza suma los elementos de la diagonal.  

Considerando sólo el regularizador más probable, asignado comoα , la probabilidad posterior toma la 

forma de: 

ˆ
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                 ( ) ( ) ( ) ( ) (( )





 −+−−∝ −

ααα σ ˆ
1

ˆˆ diagdiagˆ'
2
1expPr

&&&&
hhhαhhDh 2- AAT )  (1.35) 

Tomemos de nuevo el ejemplo el problema 

presentado en la ecuación 1.16. Ahora 

consideraremos cual es la hipótesis respecto a la 

solución del sistema lineal más probable. Para 

ello utilizaremos la entropía S1 con una solución 

a priori m = (0,5 0.5).  

La figura 1.3 muestra la probabilidad de la 

constante de regularización, que posee un 

máximo a 0,79. Utilizando este valor del 

regularizador obtenemos el máximo Pr(h|D) a 

partir de la ecuación 1.31, que correspondiente a 

la solución hα = (0,94 1,36). Con esta solución 

podemos obtener de manera aproximada la 

distribución de Pr(h|D) utilizando la ecuación 1.35. Así, en la figura 1.4 se muestra con líneas de contorno 

la probabilidad de las diferentes hipótesis, Pr(h|D). Integrando en cualquier dimensión se obtiene la 

distribución de la probabilidad por separado de h(1) y h(2), que son máximas a 0,92 y 1,28 (figura 1.5).  
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Figura 1.3. Probabilidad del parámetro de 

regularización. 
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Figura 1.4. Probabilidad posterior de la solución del sistema lineal de la ecuación 1.16. 
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Otra manera de operar, es maximizar 

directamente Pr(h|D) (ecuación 1.31) para 

un valor arbitrario del parámetro de 

regularización α. Esta manera de trabajar 

simplifica la obtención de la solución, al no 

necesitarse las ecuaciones 1.32-35. Esto lo 

hace a costa de cierta objetividad y calidad 

en la solución. Para aumentar la objetividad 

el valor del regularizador puede elegirse 

para la solución cumpla que χ2/N = 1. El 

problema se reduce a resolver el siguiente 

sistema: 
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igura 1.5. Probabilidad posterior de la solución del sistema

ineal de la ecuación 1.16. 
               (1.36) 
( )

( ) 1/2 =Nh   para
hS    de  máximo

χ

El problema también puede ser expresado como: 

                                                     
( ) ( )hSh  de  mínimo αχ

−
2

2

 (1.37) 

uy semejante a la solución regularizada, donde la entropía hace el papel de regularizador. A pesar de su 

militud, la no-linealidad de la entropía requiere métodos iterativos para alcanzar la solución. Cuando la 

uación 1.36 se aplicó al problema planteado en la ecuación 1.16 la solución fue h = (0,90 1,02). La 

ura 1.2 muestra las soluciones obtenidas mediante la ecuación 1.37 para diferentes valores del 

gularizador. Estas soluciones forman la trayectoria de máxima entropía. 

 

Bibliografía 
Bretthorst, G. L. (1988) Bayesian spectrum analysis and parameter estimation. Lecture Notes in Statistics. 48, 

9 pages 

Cornwell, T. J., and Evans, K. F. (1985) A simple maximum entropy deconvolution algorithm. Astron. 

trophys. 143, 77-83 

Craig I.J.D., and Brown J.C. (1986) Inverse problems in astronomy. A guide to inversion strategies for remotely 

nsed data. (Hilger A., Ed), Adam Hilger Ltd, Briston. Chap. 6 

Gull, S. F., and Skilling, J. (1990) Quantified maximum entropy MemSys5 user’s manual. Maximum Entropy 

ta Consultants Ltd. 

Hansen, C. (2000) Numerical aspects of deconvolution. http://www.imm.dtu.dk/˜pch. 71 pages 

Hansen, C (2001) Regularization tools: A Matlab package for analysis and solution of discrete ill-posed 

oblems. http://www.imm.dtu.dk/˜pch. 109 pages 

Lawson, C. L., and Hanson, R. J. (1974) Solving least squares problems. Prentice-Hall. Chap. 23 

 342



                                                                                                                                                   APÉNDICES 

Le Besnerais, G., Bercher, J.-F., and Demoment, G. (1994) A new look at the entropy for solving linear inverse 

problems. Scientific Literature Digital Library. http://citeseer.nj.nec.com 

Livesey, A. K., Licinio, P., and Delaye, M. (1986) Maximum entropy analysis of quasielastic light scattering 

from colloidal dispersions. J. Chem. Phys. 84, 5102-5106 

McWhirter J.R., and Pike E.R. (1978). On the numerical inversion of the Laplace transform and similar 

Fredholm integral equations of the first kind. Journal of Physics A 11, 1729-1745 

Meier, J. E., and Marshall, A. G. (1991) Pure absorption-mode spectra from Bayesian maximum entropy 

analysis of ion cyclotron resonance time-domain signals. Anal. Chem. 63, 551-560 

Press, W. H., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T., and Flannery, B. P. (1992) Numerical recipes in C: The art of 

scientific computing, 2nd Ed., Cambridge University Press, Cambridge-New York-Melbourne. Chap. 18 

Provencher, S. W. (1982). A constrained regularization method for inverting data represented by linear algebraic 

or integral equations. Computer Physics Communications 27, 213-227 

Skilling, J., and Gull, S. F. (1985) Algorithms and applications. In Maximum-entropy and Bayesian methods in 

inverse problems. D. Reidel Publishing Company. 83-132 

Steinbach, P. J., Frauenfelder, K. C., Johnson, J. B., Lamb, D. C., Nienhaus, G. U., Sauke, T. B., and Young, R. 

D. (1992) Determination of rate distributions from kinetic experiments. Biophys. J. 61, 235-245 

 

 343



AJUSTE Y ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS    

2. Modelación de datos y estimación de parámetros 

2.1. Introducción 

Es habitual realizar experimentos en los que se obtienen un gran número de datos. Ajustando los datos 

a un modelo con parámetros variables, podemos reducir los resultados en unos pocos números. El modelo 

ajustado sigue los datos experimentales y puede utilizarse, por ejemplo, para suavizar o como función de 

interpolación para obtener datos no medios.  

Cuando el modelo utilizado es derivado de cierta teoría que se supone ha de regir el experimento, el 

ajuste de curvas se convierte en un método para estimar parámetros del sistema estudiado. Primero 

tendremos que crear un modelo con parámetros ajustables capaz de captar la respuesta del sistema a 

nuestro experimento. Éste modelo no tendrá que ser arbitrario, sino que tendrá que derivarse de la teoría 

subyacente. Posteriormente tendremos que determinar qué valores de los parámetros ajustables del 

modelo generan una correspondencia máxima con los datos experimentales, de acuerdo con algún 

criterio. Esta correspondencia no podrá ser (ni tendrá que ser) perfecta, pues los datos experimentales 

contienen errores. A partir de la calidad del ajuste y cierto conocimiento estadístico de los errores de los 

datos, podemos determinar si un modelo no es capaz de describir los datos. Esto nos permitirá cierta 

capacidad de discriminación cuando varios modelos son teóricamente posibles. Finalmente, la estimación 

de los parámetros del sistema no está completa sin el error en la estimación de los parámetros. De esta 

manera, los valores obtenidos en el ajuste se pueden valorar en su justa medida. 

En los siguientes puntos describiremos estos procesos, excepto el de la obtención del modelo. El 

primer punto que trataremos es la medición de la correspondencia entre los datos y el modelo. 

2.2. Mínimos cuadrados como estimación más probable de los 
parámetros 

Consideremos la existencia de unos datos experimentales obtenidos en función de una variable x, que 

expresaremos como y(x), los cuales contienen ruido de normal de desviación estándar σy(x), cuyo valor 

varia con x. Por otro lado, el modelo que queremos ajustar depende de los parámetros a1…aM, y viene 

dado por f{x;a1...aM}. A partir de y(x), σy(x) y f{x} queremos obtener los valores de a1…aM más 

probables. Para ello, tenemos que ser capaces de medir la probabilidad de los parámetros dado los datos 

experimentales y posteriormente buscar su máximo. Esta probabilidad no es directamente obtenible, 

aunque mediante se puede separar en probabilidades obtenibles (ver punto 1.3): 

              ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )MyMyM aaxfaaxyxfxxyaa ...Pr,,...Pr,,...Pr 111 ×∝ σσ  (2.1) 

Si cualquier valor de los parámetros es igualmente probable, Pr(a1...aM) es una constante, y la 

probabilidad de los parámetros está directamente relacionada con la probabilidad de los datos dado los 

parámetros. Cuando y(x) contiene errores normales ésta probabilidad viene dada por: 
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donde N es igual al número de datos experimentales que contiene y(x). Maximizar la probabilidad de la 

ecuación 2.2 es equivalente a minimizar la función χ2 (chi cuadrada) respecto a los parámetros a. Ésta 

viene dada por: 
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La minimización de la χ2 lleva a una solución de mínimos cuadrados sopesados. Si la desviación 

estándar del ruido en y(x), σy(x), es independiente de x, su valor puede sacarse del sumatorio de la 

ecuación 2.3 y su valor no afecta a la localización del mínimo. En este caso, los parámetros más probables 

pueden obtenerse a partir de los valores de a que minimizan: 

                                                                                  { } { }(∑
=

−
N

i
Mii a...a;xfxy

1

2
1 )  (2.4)  

es decir, la solución por mínimos cuadrados. Por lo tanto, si los errores en los datos siguen una 

distribución normal, la minimización de la χ2 nos da los parámetros más probables, y si los errores en y(x) 

tienen una desviación estándar constante, los parámetros más probables pueden obtenerse también por 

mínimos cuadrados.  

Existen diferentes algoritmos para encontrar el mínimo de las ecuaciones 2.3 y 2.4 respecto a a1…aM. 

2.3. La calidad del ajuste 

Si los datos experimentales son ajustados con un modelo teórico correcto, el valor de χ2 en el mínimo 

tendrá que estar cercano a N. Cuando los parámetros del modelo son lineales, el valor de χ2 en el mínimo 

sigue una distribución chi-cuadrada con N - M grados de libertad. A medida que N - M aumenta, la 

distribución se acerca a una distribución normal, con media N - M y desviación estándar √2×√(N - M). 

Podemos determinar, de esta manera, la probabilidad que la χ2 sea mayor de cierto valor. 

Tomemos, por ejemplo, el valor de χ2 que hemos obtenido en un ajuste. Queremos saber la 

probabilidad que, siendo el modelo correcto, este valor se dé al azar. Si esta probabilidad es pequeña, 

digamos que menor 1% (corresponde a χ2 > (N - M) + 3√2×√(N - M)), hemos de considerar dos posibles 

causas: a) El modelo es incorrecto o al menos incompleto, de manera que no es capaz de ajustar ciertas 

características de los datos, lo cual lleva a un excesivo valor de χ2. b) El modelo puede ser correcto, y 

simplemente hemos infraestimado la desviación estándar del ruido. Si por otra parte, la probabilidad de la 

χ2 en el mínimo es significativa, puede deberse a dos razones: a) El modelo describe los datos 

experimentales dentro de los niveles de ruido, y por lo tanto el modelo es plausible aunque no 

necesariamente correcto, pues otros modelos podrán cumplir también este criterio. B) Hemos 
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sobrestimado la desviación estándar del ruido, de manera que es posible que el modelo sea en realidad 

rechazable. Por lo tanto el valor de la χ2 en el mínimo aporta cierta información sobre la plausibilidad de 

un modelo. Esta información está condicionada a una estimación suficientemente buena de la desviación 

estándar del ruido en los datos experimentales.  

Existen otros métodos para determinar si el modelo describe los datos experimentales dentro de los 

niveles de ruido, los cuales no requieren conocer la desviación estándar del ruido experimental. Suelen 

basarse en el análisis del residual del ajuste (datos menos ajuste). Si el ajuste es bueno el residual será 

aleatorio, sin ningún patrón, por el contrario si el ajuste no es bueno el residual mostrará estructura. Este 

es el método que, en su versión subjetiva, utilizamos la mayoría para determinar la calidad de un ajuste. 

En muchos casos no conocemos la desviación estándar de los errores en los datos y la queremos 

determinar. Ésta, puede estimarse a partir de un experimento en el que no haya respuesta del sistema, pero 

sí de todas las fuentes de error. Cuando esto no es posible, ésta puede estimarse a partir de un ajuste, 

suponiendo que el modelo se ajusta bien y que en el intervalo ajustado la desviación estándar del ruido es 

constante (no depende de x), como: 

                                         (∑
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iiy aaxfxy
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2
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2 }...;{}{1σ )  (2.5) 

La manera más habitual de llevar esto a cabo, es ajustar diversos tramos de los datos a rectas o un 

polinomio de grado dos. Los tramos han de ser suficientemente cortos para que el ajuste sea bueno, 

aunque no demasiado cortos. 

2.4. Estimación de los errores e intervalos de confianza en los 
parámetros 

2.4.1. Introducción 

Consideremos unos datos y(x) libres de errores, los cuales al ser ajustados a un modelo generan un 

vector solución a = a1...aM (los parámetros ajustados). Si los datos contienen errores, estos vendrán dados 

por y(x)’ = y(x) + δy(x), donde δy(x) representa el ruido o error. La presencia de este ruido hará que el 

vector solución sea a’ = a + δa. Por lo tanto los valores de los parámetros son perturbados por la 

presencia de ruido en los datos. Dos cuestiones nos interesarán: a) Determinar la relación entre la 

perturbación de los datos, δy(x), y la perturbación de los parámetros, δa; y b) A partir de a’, determinar un 

intervalo dónde se encuentre a. 

a) A partir de y(x) y un conocimiento estadístico de sus errores, δy(x), (por ejemplo su desviación 

estándar σy) queremos obtener un conocimiento estadístico de δa (por ejemplo su desviación estándar σa 

= σ1... σM) o de la precisión de los parámetros (generalmente definida como p = a1/σ1...aM/σM). Este caso 

tiene un interés teórico, pues nos permite determinar la precisión teórica a la que se pueden obtener 

ciertos parámetros en un ajuste.  
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b) En la vida real nunca tenemos acceso a datos libres de ruido, sino a cierta realización de dichos 

datos, dada por y(x)’, la cual nos lleva a una solución a’. A partir de y(x)’ y un conocimiento estadístico 

de δy(x) (generalmente σy) deseamos obtener un conocimiento estadístico de δa. La manera de obtenerlo 

es considerar que los parámetros a’ son sensibles al ruido en f{x;a1’...aM’} de manera semejante que a es 

sensible a errores en y(x). Suponemos, pues, que la distribución de δa es semejante a δa’. El problema se 

reduce así al problema (a), donde f{x;a1’...aM’} hará las veces de datos libres de ruido. Por ejemplo, para 

el caso que δa’ sigue una distribución normal podremos declarar que la probabilidad que a se encuentre 

en el intervalo a’ ± σa será del 96%. Es decir, de esta manera podemos definir un intervalo de confianza 

donde se hallan los parámetros no perturbados por el ruido. 

El problema se reduce a obtener σa (cuando analizamos datos sin ruido) o σa’ (cuando analizamos 

datos con ruido). 

2.4.2. Errores estándares asintóticos 

La forma más común, simple y rápida de obtener la desviación estándar de los errores en los 

parámetros ajustados nos la da los errores estándares asintóticos. Cuando todos los datos experimentales 

son independientes y muestran errores de desviación estándar σy constantes con x, los errores estándares 

asintóticos de los parámetros, σa, se obtiene a partir de σy y los elementos diagonales de la inversa de la 

matriz Hessiana (H-1) obtenida en el mínimo de χ2: 

                                                    }{ 1diagonalσ −= Hyaσ     (2.6) 

donde la matriz Hessiana es una matriz cuadrada de tamaño M, con elementos: 
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donde N es el número de datos. La matriz Hessiana se utiliza en la mayor parte de métodos para obtener 

el mínimo de χ2 y de la solución por mínimos cuadrados cuando el modelo no es lineal en los parámetros, 

y en este caso, su obtención no requiere ningún calculo extra. A la matriz σy
2×H-1 se le conoce como la 

matriz de la varianza-covarianza, y los errores estándares asintóticos son la raíz cuadrada de los 

elementos de su diagonal. Conviene definir también la matriz de correlación cruzada, cuyos elementos 

vienen dados por: 
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Un elemento de C es cero si dos parámetros son ortogonales, lo cual quiere decir que la variación de la 

χ2 al variar uno de los parámetros no puede compensarse por la variación del otro parámetro. Si un 

elemento fuera de la diagonal de C es 1, implica que dos parámetros están totalmente correlacionados (si 

es -1 están totalmente anticorrelacionados) y la variación de la χ2 al variar uno de los parámetros puede 
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compensarse totalmente por la variación del otro. En este caso, los datos no permiten determinar los 

parámetros, pues el mínimo de la χ2 no es único. Generalmente nos hallaremos entre ambos extremos, a 

medida que los elementos de fuera de la diagonal se acercan a 1 más difícil será obtener el mínimo de χ2 

y peor definida la solución. 

Los errores asintóticos estiman cómo el ruido en f{x;a1...aM} afectará la solución en a. Esta estimación 

será estrictamente correcta cuando el modelo es lineal en sus parámetros y estos no muestran correlación 

(los elementos no diagonales de C son casi nulos). Fuera de estas condiciones (el cual es el caso habitual) 

la estimación de σa tendrá que considerarse aproximada (aunque puede ser muy aproximada). Además, 

las ecuaciones 2.6-7, utilizadas para obtener los errores asintóticos, asumen que los N valores de los datos 

son medidas independientes. Por ejemplo, si los datos son interpolados hasta obtener 2N valores, los 

errores asintóticos calculados se reducirán en √2. Para corregir este hecho, cuando no todos los datos son 

independientes, los errores asintóticos se obtendrán como: 

                                                     }{ 1diagonalσ −×= Hσ
I

y N
N

a  (2.9) 

siendo NI el número total de datos independientes (no interpolados).  

2.4.3. Estimación de los errores por el método de Monte Carlo 

Los errores asintóticos tienen ciertas limitaciones, pues sólo pueden demostrarse correctos cuando el 

modelo ajustado en lineal en sus parámetros y estos no muestran correlaciones. Fuera de estas situaciones 

sus valores pueden ser mostrar diferentes grados de corrección. Además, los errores asintóticos asumen 

que los errores en los parámetros siguen una distribución normal. Esto puede no ser así, y la distribución 

de los errores puede tener otra forma e incluso ser asimétrica. Se han desarrollados otros métodos para ir 

superando todas estas limitaciones. Estos métodos resultan más complejos a la vez que reducen sus 

asunciones y limitaciones, hasta que llegamos al más completo de todos, que curiosamente es el más 

simple conceptualmente: el método de Monte Carlo.  

El método de Monte Carlo se basa en simular, a partir de y(x) y un conocimiento estadístico de δy(x), 

toda una batería de datos ruidosos, y(x)’. El ajuste de estos datos nos proporcionará una batería de 

parámetros perturbados a’. De esta manera, simulamos numerosos posibles experimentos y podremos 

determinar perfectamente la distribución de δa. La limitación de este método consiste en poder generar 

fielmente el ruido de los datos. También puede resultar una limitación, el hecho que la obtención de los 

errores de los parámetros por este método requiera mucho tiempo, en comparación con el tiempo 

requerido para obtener la solución o los errores asintóticos. Este problema tiene cada vez menos peso por 

la creciente velocidad de los ordenadores. 
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2.5. Ajuste de una banda 

Es habitual la necesidad de una análisis cuantitativo de espectros compuestos por bandas. Para ello 

necesitamos obtener una estimación de sus parámetros (posición, anchura y área) así como el error de 

dicha estimación. La herramienta necesaria es el ajuste de un modelo al espectro. Estudiaremos el caso 

más sencillo, aquel que el espectro se compone de una sola banda.  

Consideremos un espectro que contiene una banda con posición v0, anchura γ y área A. Este espectro 

contiene ruido normal de desviación estándar σy, y todos sus valores han sido medidos de manera 

independiente. Mediante un ajuste utilizado un modelo dado por f{v; v0’,γ’,A’} obtenemos una estimación 

de los parámetros de la banda (que raramente coincidirán exactamente con los reales). Si midiéramos de 

nuevo el espectro, el ajuste nos daría unos parámetros algo diferentes. Desde el punto de vista práctico 

nos interesa conocer la magnitud del error que cometemos en la estimación de los parámetros de esta 

banda. Desde el punto de vista teórico, deseamos ser capaces de predecir σ(v0), σ(γ) y σ(A), o la precisión 

en los parámetros P(v0) = γ/σ(v0), P(γ) = γ/σ(γ) y P(A)=A/σ(A), antes incluso de la realización de ningún 

experimento. Esto nos permite entender los factores que afectan a la precisión de los parámetros y puede 

dar información sobre los errores que se cometerán, y si estos son asumibles. Para ello consideramos los 

errores asintóticos (ecuación 2.6-7) y los reexpresaremos en forma integral, para así obtener expresiones, 

que llamaremos teóricas, de los errores asintóticos. 

Consideremos los datos libres de ruido, el ajuste del cual nos dará los parámetros correctos, dados por 

a que correspondientes al modelo f{v;a}. Los elementos de la matriz Hessiana vendrán determinados por: 
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donde d es la densidad de valores independientes que contienen los datos experimentales. Por lo tanto, 

para obtener los errores hemos de invertir la matriz G: 
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El error estándar de un parámetro ai será: 
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donde C(ai) es una constante que depende de (G-1)ii, y por lo tanto del parámetro ai y del modelo f(v). La 

expresión 2.12 tiene la ventaja respecto a las ecuaciones 2.6-7 que, ahora, el error de un parámetro está 

directamente relacionada con valores fácilmente obtenibles de un espectro. 
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La precisión para la posición será: 
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donde I es la intensidad máxima de la banda, (S/R) es la relación entre la intensidad máxima de la banda y 

la desviación estándar del ruido, y K es el número de datos independiente por anchura de banda. El 

mismo procedimiento puede realizarse para determinar el resto de las precisiones. 
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Las ecuaciones 2.13-14 tienen la ventaja, respecto a la ecuación 2.12, que las constantes c(ai) son 

adimensionales. 

Para una banda Lorentziana es posible invertir analíticamente la matriz G, con lo que obtenemos: 
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y, 
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Por lo tanto para el ajuste de un espectro compuesto por una banda Lorentziana podemos determinar la 

precisión con la que podrán obtenerse sus parámetros antes de realizar el ajuste, y sólo basándonos en la 

relación S/R del espectro y en el número de puntos por anchura. Sin embargo,, hemos de recordar que las 

ecuaciones 2.12-14 derivan de los errores asintóticos, y por lo tanto mostrarán las mismas limitaciones 

que éstos. 

Para otras bandas que no sean bandas Lorentzianas, no existe una inversa analítica de la ecuación 2.11. 

Aún así, las constantes C(ai) y c(ai) pueden obtenerse numéricamente. 
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3. Expresiones de filtros y funciones de apodización 
Una vez definida una función de apodización o un filtro, D(x), la forma de la banda que generan, D(v), 

se puede obtener como: 

                                                (3.1) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dxxvxDvD π2cos

A continuación damos una serie de expresiones para D(x) y sus D(v) correspondientes. 
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3.2. Norton-Beer mediana 
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3.3. Triángulo 
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3.4. Hamming 
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3.5. Norton-Beer fuerte 
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3.6. Bessel 
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3.7. Gausiano 
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3.8 Gausiano truncado 
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3.9. Senc cuadrado 
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D(v) no tiene expresión analítica. 

3.10. Blackman-Harris (tres términos) 
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3.11. Blackman-Harris-Lórenz 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )( )( ) ( )lv

lvlvlvlvv
vlvD

xDlxlxxD caja

π
π

ππ

2sen
1112121000

137483

/2cos089,0/cos5,0411,0
22

−+−+
−

=

×++=

 (3.12) 

3.12. Norton-Beer-Lórenz 
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4. Manipulación del ruido, de la intensidad y de la relación 
señal/ruido de un espectro en el espacio de Fourier 

4.1. Manipulación del ruido 
De acuerdo con el teorema de Parseval, el ruido entre dos dominios relacionados por la transformada 

de Fourier, por ejemplo entre un espectro y un interferograma, cumple que: 

                                                        (4.1) ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= dxdv xv
22 εε

donde εv es el ruido en el espectro y εx es el ruido en el interferograma. Así mismo, teniendo en cuenta 

que el valor expectación de ε es σ (la desviación estándar del ruido), tendremos que: 

                                                          (4.2) ∫∫
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donde σv es la desviación estándar del ruido en el espectro, y σx en el interferograma. Si el espectro está 

truncado, de tal manera que va de vi a vi + ∆, y está obtenido a una resolución de 1/xf, tendremos que: 
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Además, si el ruido es blanco, σv y σx no dependen ni de v ni de x, y la ecuación 4.3 se puede simplificar: 
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y por lo tanto: 
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Ahora pensemos que el interferograma ha sido apodizado, mediante la función R(x,xf). El valor de σx 

ya no será constante con x, sino que dependerá de x de acuerdo con la expresión de la función de 

apodización. El ruido en el espectro será ahora: 
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donde σx0 es la desviación estándar del ruido en el interferograma para x igual a 0.  

Por ejemplo, si tenemos dos apodizaciones diferentes, R1(x,xf) y R2(x,xf), y queremos saber cual 

suprime mejor el ruido del espectro, la relación entre el ruido en el espectro para las dos apodizaciones 

será: 
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( )

( )∫

∫
+

+

=
f

f

x

f

x

f

v

v

dxxxR

dxxxR

0

2
1

0

2
2

1

2

,

,

σ
σ

 (4.7) 

De manera semejante, la variación de ruido al desconvular para una banda, B(v), utilizando un filtro 

D(x,l), será: 
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4.2. Manipulación de la intensidad 

Para un espectro, E(v), formado por una sola banda de forma B(v) y de área A, la altura de la banda es 

igual a la integral de E(x): 

                                                   (4.9) ( ) ( ) ( )∫∫
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Si consideramos que el espectro se ha obtenido a una resolución nominal 1/xf y utilizando una 

apodización R(x,xf), el máximo del espectro será: 
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La intensidad del máximo del espectro autodesconvulado, utilizando un filtro D(x,l), será:   
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Por lo tanto, la variación de la intensidad del máximo del espectro al desconvular será: 
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De manera semejante se podrá determinar el aumento del máximo en otras condiciones. 
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4.3. Determinación de la relación señal / ruido al autodesconvular 

Para un espectro formado de una banda de área A y de forma B(v), la relación señal/ruido del espectro 

viene dada por: 
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Tras autodesconvular, la relación señal/ruido será: 

                      
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )∫

∫
+

+

∆

==
l

f
f

x

l

f

v dxxBxxRlxD
x

dxxxRlxDA
vERS

0

2
0

0max

/,,
2

,,

'
''/

σ
σ

 (4.14) 

y por lo tanto, la degradación de la relación señal/ruido al autodesconvular, FS/R, se podrá determinar 

como: 
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5. Modelos autorregresivos y predicción lineal 

5.1 Introducción 

Cuando unos datos x(t)=x1, x2,...xj siguen un modelo autorregresivo, sus valores a diferentes valores de 

t se pueden obtener como combinación lineal (o más exactamente como convolución) de sus valores 

obtenidos a otros valores de t. En especial nos interesa el caso en que podemos predecir un valor xj 

utilizando M valores anteriores de x(t): 

                                         (5.1) ∑
=

−−−− =+++=
M

k
kjkMjMjjj xhxhxhxhx

1
2211 ...

aunque también nos puede interesar predecir a partir de M valores posteriores de x(t): 

                                         (5.2) ∑
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Los pesos de la combinación lineal recaen en h, conocida como función de respuesta a un impulso o 

filtro autorregresivo. Cuando la misma h sirve para predecir todos los valores de x(t), estamos en el caso 

estacionario.  

Los datos provenientes de un proceso armónico siguen un modelo autorregresivo estacionario, y sus 

valores no medidos puede predecirse si se dan dos condiciones: conocemos h y el número de procesos 

armónicos es menor que M, la longitud del segmento utilizado en la predicción. Recordamos que un 

proceso armónico es aquel que cumple la ecuación diferencial 2.2 de la introducción, y por lo tanto la 

señal consiste de exponenciales complejas (o sinusoides o cosenoides) con una amplitud constante o 

exponencial. Cuando existe algún tipo de decaimiento de la señal que no sea exponencial, la señal no se 

genera por un proceso armónico (aunque se puede describir como la suma de diversos procesos 

armónicos) y por lo tanto no será un modelo autorregresivo estacionario. En cualquier caso, la predicción 

no podrá ser correcta, pues estrictamente no existe h, y si utilizamos la h del proceso armónico que 

describe los datos, la predicción será errónea.  

Estrictamente, la predicción lineal funciona en todos los sentidos y en cualquier dominio de t sólo 

cuando la señal consta de sinusoides de amplitud constante. Cuando la amplitud decae exponencialmente, 

la predicción funciona perfectamente hacia delante y hacia atrás en el dominio positivo y negativo de t, 

pero no cuando t cambia de signo. Por lo tanto la predicción lineal funcionará en un dominio si todo 

decaimiento no exponencial es eliminado matemáticamente (ya sabemos como), y a través de un cambio 

de dominio si todo el decaimiento es eliminado. En los Resultados Teóricos hemos visto como este hecho 

puede utilizarse para determinar la forma y anchura de las bandas de un espectro. 
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5.2. Obtención de la función de respuesta al impulso 

Una correcta predicción necesita de dos elementos y una condición. La condición es que el sistema sea 

autorregresivo. Los elementos son la función de respuesta al impulso (primer elemento), que al aplicarla 

sobre un segmento suficientemente largo de datos conocidos (el segundo elemento) nos genera la 

predicción de datos no conocidos. Los datos conocidos pueden obtenerse experimentalmente, con la única 

limitación que contendrán errores, como es propio de cualquier medición.  

La obtención de la función de respuesta a un impulso es un proceso complejo y delicado. Si ésta 

contiene errores, la predicción se verá muy afectada, más que por la presencia de errores en los datos. 

Además, la función de respuesta a un impulso no puede ser obtenida experimentalmente, y se ha de 

suponer una forma analítica o se ha de inferir a partir de datos mesurables.  

La forma analítica de la función de respuesta al impulso, cuando los datos son exponenciales 

complejas de amplitud constante, puede construirse como describen Kauppinen y Saarinen (1994). Tiene 

la limitación que presupone que conocemos el número y frecuencia de las sinusoides que componen la 

señal, y que estas no decaen en amplitud, lo cual no es nada habitual. La ventaja es que la función de 

respuesta obtenida no contiene errores, y como consecuencia la predicción puede alargarse tanto como se 

desee. Como hemos visto en la Introducción, esto puede aplicarse para extender un interferograma y por 

lo tanto se pueden conseguir espectros a una resolución ilimitada. Este aumento de la resolución se 

producirá, además, sin aumentar el ruido del espectro y sin introducir ningún tipo de distorsión. 

La otra manera de obtener la función de respuesta a un impulso es por inferencia, buscando ciertas 

condiciones que tenga que cumplir. Imaginemos que conocemos al menos 2×M valores de unos datos que 

siguen un modelo autorregresivo. Con los primeros M valores podemos predecir los restantes valores 

conocidos (si conocemos h). De la misma manera podemos preguntarnos si sería posible conocer h a 

partir de los valores que se han de predecir. Consideremos una función E(x), la cual sigue un modelo 

autorregresivo. Conocemos 2×M+F valores de esta función (que en general serán números complejos), 

los cuales indexamos de E0 a E2M+F-1. Cualquier h que sea un posible candidato ha de cumplir: 
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En este sistema hay F más ecuaciones que incógnitas. De manera semejante, con los últimos M valores 

de la señal se puede predecir los restantes valores conocidos utilizando h’: 
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Ambas condiciones se pueden reunir en el siguiente sistema teniendo en cuenta que para un modelo 

armónico h’=h* (el asterisco representa el complejo conjugado): 
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Abreviaremos estos tres sistemas lineales como A×h≈a, y nos sirven como condiciones que ha de 

cumplir h. A pesar que estos sistemas estarán generalmente sobredeterminados, la matriz A puede estar 

mal condicionada y por lo tanto estas ecuaciones no definen h de manera inequívoca y libre de error. Una 

manera de obtener una solución h estable, es mediante una solución de mínimos cuadrados mínima norma 

(solución regularizada de orden cero, ver Apéndice 1.2). Esta solución no será igual a la solución 

verdadera, es decir, la función de respuesta obtenida y la teórica diferirán. Esto tendrá consecuencias 

prácticas, pues la predicción se realizará con errores y estos se irán acumulando y ampliando a largo de la 

predicción, que tendrán que ser por ello de duración limitada.  

Existen otras maneras de obtener una estimación de h, que se basan en un sistema de ecuaciones 

semejantes a las ecuaciones 5.3-5, pero no con los datos directos, sino con su correlación. Estas 

ecuaciones se llaman de Yule-Walker y pueden resolverse directamente o con el método Burg. A pesar de 

ciertas disputas, parece que las funciones de respuesta al impulso obtenidos por estos métodos pueden a 

veces introducir grandes distorsiones en las predicciones. 

Una vez obtenida la función de respuesta al impulso, ésta puede utilizarse para extrapolar el 

interferograma, o directamente para obtener una estimación del espectro de poder como: 

                                                       ( )
{ }2

2
2

1 h
vE v

ℑ−
=

σ
 (5.6) 

donde ℑ representa la transformada de Fourier. 

Los espectros de poder obtenidos de esta manera se les conoce como espectros de poder obtenidos por 

el método de máxima entropía de Burg. Hay que decir que este método no mantiene relación con las 

inferencias, reconstrucciones o inversiones que utilizan expresiones de la entropía.  

Existe una polémica importante sobre a si la función de respuesta al impulso ha de utilizarse para 

extrapolar el interferograma o para obtener la estimación del espectro de poder. Nosotros en este trabajo 

siempre hemos utilizado la función de respuesta al impulso para extrapolar el interferograma. 
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