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Antecedentes

Es conocida la afirmaciéon de que el ser humano es un ser social. Con ello se quiere significar
que no se relaciona con el resto de la naturaleza de manera individual sino que lo hace junto
a otros seres humanos, formando comunidades. Estas comunidades, a medida que han ido
evolucionando sus estructuras sociales y econémicas, han ido adquiriendo sucesivamente un
mayor grado de complejidad. Asi, desde las més primitivas, que se organizaban en tribus, se
ha pasado a las actuales, caracterizadas por el hecho de acoger a diversos tipos de colectivos

en su seno.

Estos colectivos son de procedencias y ambitos muy diversos —laboral, cultural, deportivo,
econdmico, social, politico,...— y un individuo puede formar parte simultdneamente de varios (tal
es el caso, por ejemplo, de la comunidad de vecinos, la empresa en la que trabaja, el club donde
desarrolla su “hobby”, el municipio en el que reside o el estado al que pertenece). Ademads, los
diferentes colectivos se interrelacionan entre si lo que, por una parte, puede provocar tensiones
y conflictos pero, por otra, ofrece también la posibilidad de cooperar y obtener de esta forma

mayores beneficios.

Como consecuencia de ello, los diversos colectivos pueden ir de la mano o enfrentarse entre
ellos, en funcion de si sus intereses son convergentes o no en un momento dado. De hecho, puede
suceder incluso que un individuo pertenezca a dos o mas colectivos que se encuentren enfren-
tados o que dos individuos distintos pertenezcan a diversos colectivos, algunos enfrentados y

otros no.
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Una de las cuestiones que afectan a los diferentes colectivos que forman las sociedades actuales
es la toma de decisiones, que deberia basarse en la opinion de los individuos que los componen.
Sin embargo, las formas de llevar a cabo las tomas de decisiones por parte de un colectivo son

muy diversas y dependen de multiples factores y criterios.

La sistematizacion de las ideas anteriores desembocé finalmente en la denominada Teoria de la
Eleccion Social. Esta teoria analiza las diferentes maneras que tiene un colectivo para determi-
nar, a partir de las preferencias individuales de sus miembros, cudl de ellas debe corresponder
al conjunto. Para ello, considera las llamadas funciones de eleccion social, que determinan el
mecanismo concreto de ordenacién de las distintas opciones existentes para el colectivo a partir

de las diferentes preferencias individuales de sus miembros.

El origen de la Teoria de la Eleccion Social puede asimilarse a la publicacion por K. J. Arrow en
el ano 1951 de uno de sus resultados mas importantes, conocido como teorema de imposibilidad
de Arrow. Segun dicho resultado, no es posible encontrar ninguna funcién de eleccién que
satisfaga unas ciertas propiedades, salvo que se acepte la basada en la opinién de sélo uno de

los miembros del colectivo.

Precisamente para evitar el resultado negativo de Arrow anterior, D. Black, modificando el
concepto de preferencia y una de las condiciones de Arrow, prob6 en 1958 que en el caso de
que el nimero de individuos sea impar el método de decisiéon mayoritario si que verificaba las

nuevas condiciones requeridas.

Finalmente, otro resultado también interesante fue publicado en un trabajo de A. K. Sen del ano
1970. En dicho trabajo, modificando de nuevo las condiciones de Arrow, Sen prob6 asimismo
que no era posible definir ninguna funciéon de eleccién que las satisfaciera todas simultanea-

mente.

Existen numerosos libros que se ocupan de la Teoria de la Eleccién Social. Entre los mas
importantes que tratan sobre dicha teoria, podemos citar los siguientes: “Social choice and
individual values”, de K. J. Arrow [2]; “The theory of commitees and elections”, de D. Black
[7]; “Social choice theory”, de J. S. Kelly [20]; “Game theory and political theory”, de P.
C. Ordershook [27]; “Game theoretic analysis of voting in committees”, de B. Peleg [31];
“Collective choice and social welfare”, de A. K. Sen [34]; y “Mathematics and politics”, de A.
D. Taylor [39].
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Ademas de la toma de decisiones, se presentan otras muchas cuestiones que un colectivo debe
afrontar como, por ejemplo, la designacién de su propia direccién o el establecimiento de
negociaciones que, eventualmente, deban realizar con otros colectivos. Es por este motivo que
surge la necesidad de establecer algtin sistema de representacion, esto es, un mecanismo por el
cual sean designados algunos de sus miembros para la realizacion de dichas funciones. Ello es
tanto més necesario, por una elemental cuestién de operatividad, cuanto mayor sea el numero de
miembros que lo formen. A partir de las ideas anteriores surge el concepto de sistema electoral.
Este no es mas que una manera de elegir los representantes de un colectivo por parte de los
individuos que lo constituyen. Y en la practica, ello suele hacerse eligiendo los representantes

de entre los individuos que componen una serie de listas de candidatos o candidaturas.

En realidad, los sistemas electorales existentes son muy variados, por lo que es posible estable-
cer numerosas clasificaciones de éstos. De hecho, los posibles criterios existentes para dichas
clasificaciones son igualmente diversos y obedecen a situaciones de muy diferente indole en cada
caso. Por ejemplo, frecuentemente vienen dados por la fuerza o poder de un miembro o grupo
del colectivo. Asi, puede darse el caso que quien tenga la potestad para escoger a los represen-
tantes del colectivo sea uno sélo de los individuos, algunos de ellos o todos los que intervengan

en la decision, dando lugar asi a las dictaduras, oligarquias o democracias, respectivamente.

Otra clasificacion es la basada en si los representantes son elegidos directamente por los in-
dividuos del colectivo o por otros representantes previamente elegidos por ellos. Asi, se habla
respectivamente de elecciones directas o indirectas. La eleccién del Jefe del Estado por los
propios ciudadanos o bien por los miembros de un Parlamento previamente elegido por ellos

es un buen ejemplo de ello.

Asimismo, otra situacién usual se produce cuando los miembros del colectivo muestran sus
preferencias mas de una vez. En este caso, suele suceder que en cada una de las consultas se
eliminen candidatos sucesivamente. Incluso puede suceder que el nimero de dichas consultas
sea indeterminado y que en cada una se descarten diversos candidatos hasta obtener el niimero

deseado de ellos. Se habla, entonces, de sistemas a doble vuelta, triple vuelta,...

Finalmente, también puede ocurrir que los votantes estén divididos en subcolectivos o circuns-
cripciones e incluso que éstas se subdividan a su vez en otras menores, etc. En tal caso, los
sistemas electorales se denominan de sequndo grado, tercer grado,... En caso contrario, cuando

esto tltimo no sucede, se dice que son de primer grado.
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Por otra parte, los sistemas electorales se dividen tradicionalmente en mayoritarios y propor-
ctonales, si bien recientemente estd aumentando la tendencia a considerar los denominados

sistemas electorales mixtos que, a menudo, se reducen a una combinacién de los anteriores.

En primer lugar, la caracteristica principal de los sistemas mayoritarios es que los represen-
tantes son otorgados a las candidaturas mas votadas en cada circunscripcién, siguiendo algin
criterio previamente establecido. El caso mas paradigmatico es el sistema electoral denominado

mayoritario puro, que otorga todos los representantes a la candidatura mas votada.

La consecuencia que se sigue en estos sistemas electorales es que las candidaturas con mayor
numero de votos obtienen un nimero de representantes proporcionalmente superior. Asi, en
general, en los sistemas mayoritarios son pocas las candidaturas representadas y, con frecuencia,

unicamente dos las sobrerepresentadas, situacién que se conoce como bipartidismo.

Los sistemas electorales proporcionales, en cambio, obedecen al deseo de que la representaciéon
de las candidaturas sea lo mas ajustada posible a su valor proporcional teérico. El procedimien-
to mas simple consiste en fijar una cuota y asignar a cada candidatura el cociente de dividir

su numero de votos por dicha cuota, completando los que faltan segin el resto de cada una.

El caso mas importante se da cuando la cuota es igual al cociente entre el nimero de votos
total y el de representantes a elegir, anadiendo un representante mas a aquellas candidatu-
ras cuyo resto es mayor (mayores restos, Hare-Niemeyer, Hamilton o Vinton). Dos variantes
también utilizadas en la practica son las de Droop e Imperiali, que dividen por el nimero de

representantes a elegir aumentado en uno o dos respectivamente.

Otra opcién en el caso de los sistemas electorales proporcionales es el uso de los métodos
de diwvsores, llamados asi porque consideran una sucesion estrictamente creciente y toman
los mayores cocientes de los votos de cada candidatura entre los elementos de dicha sucesion
hasta obtener el niimero de representantes totales necesario, otorgando a cada candidatura
el nimero que tenga de éstos. Hay que puntualizar, sin embargo, que este procedimiento es
realmente proporcional cuando dicha sucesion es asintoticamente equivalente a la sucesion
(d)g>1. Normalmente, son nimeros mayores que d — 1 y menores que d + 1 y el caso més
importante es el de la regla de Hondt, cuya sucesion es precisamente la (d)g>1, pero existen
otras como la media aritmética o St. Lague (en la que la sucesion es (d — 3)4>1), la media

geométrica o Hill-Huntington (cuya sucesion es (y/d - (d+ 1))a>1), la media armonica o Dean

d(d+1) ) ete.

1
d+3 /) g>1

(que es la dada por la sucesién (
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En la actualidad, los sistemas electorales existentes son de muy diversa indole. A modo de ilus-
tracion de los ejemplos anteriores, haremos un breve resumen de los utilizados en algunos de los

parlamentos, poniendo especial énfasis en si se trata de sistemas mayoritarios o proporcionales.

Por lo que se refiere a los mayoritarios, destacan los casos del Reino Unido, Estados Unidos
y Francia. El primero considera circunscripciones de tamano similar en cuanto a poblacion
y otorga un tunico representante a la candidatura mas votada en cada una de ellas. En el
caso de los Estados Unidos, para la Camara de Representantes se utiliza el método de la media
geométrica para decidir los representantes que corresponden a cada estado y se otorgan después
éstos a la candidatura més votada en cada estado, mientras que para el Senado se eligen dos
senadores por estado utilizando el mismo método. Finalmente, en el caso de Francia se elige
también un representante por circunscripcién, pero con un sistema mayoritario a doble vuelta
(en la segunda, los electores eligen unicamente entre los candidatos que han obtenido mayor

respaldo en la primera).

Un caso especial es el del Senado en Espana, donde son elegidos cuatro representantes por
circunscripcién con algunas excepciones, pero cada individuo puede votar a tres como maximo,
lo que se suele traducir en que las dos candidaturas con mayor niimero de votos obtengan tres

y un representantes respectivamente y el resto no obtenga ninguno en cada circunscripcion.

En cuanto a los sistemas proporcionales, existen también diversos casos. Asi, en el Congreso
de los Diputados de Espana, se aplica la regla de Hondt para repartir los representantes en
cada circunscripcién, pero se utiliza la de los mayores restos para asignar primero los corres-
pondientes a cada una de las circunscripciones, si bien con un minimo inicial de tres para cada
una, lo que provoca una clara sobrerepresentacion de las de peso menor. En los parlamentos
de Suecia, Noruega y Dinamarca el método usado es el de St. Lague. En el caso italiano, la
cuestion mads relevante es que se garantiza el 55 % de los representantes para el Congreso de

los Diputados a la coalicién ganadora.

Finalmente, como caso también especial cabe destacar el del Bundestag de Alemania. Aqui los
electores votan dos listas, una mayoritaria por circunscripciones y otra por el método de los
mayores restos a nivel nacional, lo que lo convierte teéricamente en un sistema electoral mixto.
Sin embargo, los representantes se otorgan realmente por este ultimo método, aunque toman-
do de forma preferencial los elegidos segun el primero, por lo que el sistema es, de hecho,

proporcional.
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Histéricamente, una de las cuestiones mas estudiadas ha sido el de las paradojas. Entre éstas,
sin duda la mas famosa es la de Alabama, denominada asi porque en 1880, mientras los EE.UU
analizaban de cuantos representantes debia componerse su Congreso, se observé que a dicho
estado le correspondian 8 representantes si el tamano total elegido para el Congreso era de
299, pero solo 7 si era de 300.

Otro caso también singular se dio en 1907, igualmente para el Congreso de los EE.UU. En
ese afno se cre6 un nuevo estado, el de Oklahoma, al que le correspondian 5 representantes en
funcién de su poblacion. Se decidid, entonces, aumentar de 386 a 391 el nimero total de ellos.
Pero en el nuevo reparto resulté que Oklahoma mantenia efectivamente los 5 representantes
pero, en cambio, el estado de Maine aumentaba su representacion de 3 a 4 y el de Nueva York

pasaba de 38 a 37. Esta paradoja es conocida como la de los nuevos estados.

Muy relacionado con el tema de las paradojas, tenemos la cuestion de las diferentes propiedades
que pueden poseer los sistemas electorales. En los dos casos anteriores, por ejemplo, el método
usado fue el de los mayores restos. La conclusion es que dicho método no satisface la propiedad
de monotonia respecto del nimero total de representantes, que consiste en que al aumentar el
nimero de representantes totales que deben ser repartidos no disminuya el correspondiente a

ninguna de las candidaturas.

Otra propiedad interesante es la superaditividad, que consiste en que al sumar los votos de dos o
mas candidaturas sin alterar el resto el nimero de representantes que obtienen conjuntamente
sea igual o superior a la suma de los que logran por separado. Su interés radica en que favorece
la concentracién de candidaturas y, por tanto, la toma de decisiones —en términos politicos, la

“gobernabilidad”—.

Otras dos propiedades fundamentales son la monotonia respecto del nimero de votos —a una
candidatura con mas votos que otra debe corresponderle, al menos, el mismo nimero de
representantes— y la homogeneidad —el nimero de representantes de las candidaturas no ha

de variar al aplicar un factor constante a los votos de cada una de ellas—.

Existen muchas mas propiedades, si bien su importancia es bastante menor. Como ejemplo,
tenemos el principio de mayoria absoluta —una candidatura ha de obtener la mayoria absoluta
de representantes si, y solo si, tiene la mayoria absoluta de votos— y la mdzima ezxactitud de la

cuota —la diferencia entre el valor proporcional tedrico y el real no ha de exceder de la unidad-—.
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El estudio de los sistemas electorales se puede considerar que comienza con la aparicién del
libro “The political consequences of electoral laws” [32], escrito por D. Rae en el ano 1967. En
él se adopta lo que puede denominarse un enfoque descriptivo. Dentro de esta misma linea,
se situan también los estudios comparativos de casos practicos —como el libro de A. Lijphart
[21] “Electoral systems and party systems”— y de las diferentes propiedades que pueden tener,
asi como de sus correspondientes paradojas —es notable en este sentido el libro de H. Nurmi

[26] “Voting paradoxes and how to deal with them”—.

En cambio, en 1982 se publico el libro de M. L. Balinski y H. P. Young “Fair representation:
meeting the ideal of one man one vote” [4], con el que se inicia realmente el andlisis formal de los
sistemas electorales y se estudian diferentes propiedades de los sistemas electorales incluyendo,

en particular, el andlisis de la incompatibilidad simultanea de algunas de ellas.

En primer lugar, en el estudio de los sistemas electorales hay que partir del hecho de que “ningtin
sistema electoral es perfecto”, en el sentido de que posea todas las propiedades que pueden ser
deseables. Por ejemplo, Balinski y Young probaron el siguiente teorema de imposibilidad: no es
posible definir, en general, ningiin sistema electoral que sea homogéneo y mondtono respecto
del nimero de votos y que satisfaga, ademas, la propiedad de maxima exactitud de la cuota.
Otro ejemplo es la imposibilidad de definir, en general, un sistema que sea monétono respecto

del nimero de votos, superaditivo y que satisfaga el principio de la mayoria absoluta.

Es por ello que a la hora de abordar el analisis de los sistemas electorales se han adoptado
varias estrategias, entre las que destacan las basadas en criterios probabilisticos y las que
utilizan técnicas de optimizacion entera. Entre las primeras podemos citar como ejemplo que
de entre los métodos de divisores del tipo d — s con 0 < s < 1 el mas justo es el de St. Lague
(s = %), puesto que los casos s < % y s > % favorecen a las candidaturas mayoritarias y

minoritarias, respectivamente.

Y por lo que se refiere a las estrategias basadas en la optimizacion entera, el resultado basico
es que el sistema de los mayores restos es el que minimiza los errores absoluto y relativo
totales. Pero existen otros que atienden a consideraciones diferentes en cada caso y dan lugar
a soluciones distintas. Asi, por ejemplo, el de la media geométrica es el que minimiza la suma
ponderada de los cuadrados de las diferencias entre el nimero de votos por representante de
cada candidatura y el nimero medio de votos por representante en total, tomando como votos

el nimero de representantes de cada candidatura.
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Para terminar, teniendo en cuenta que los sistemas electorales pretenden establecer mecanismos
de representacién con la finalidad de hacer mas operativa la toma de decisiones de un colectivo,
hay que destacar una nueva disciplina: la Teoria de Juegos. Esta se ocupa del analisis de los
procesos mismos de decisién. Esencialmente, estudia como diversos agentes o jugadores pueden
elegir entre varias opciones o estrategias, las cuales acaban determinando finalmente el desenlace
o valor del juego. Su origen hay que cifrarlo en el anio 1944, con la aparicién del libro de J. Von
Neumann y O. Morgenstern “Theory of games and economic behavior” [38]. En él los autores
ponen de manifiesto que numerosas situaciones econémicas presentan notables similitudes con

las de ciertos juegos de estrategia.

A la hora de establecer una clasificacién de los juegos, el criterio mas importante es el de si
los jugadores pueden unirse o no entre si para mejorar sus expectativas. Se habla, entonces,
de juegos cooperativos o no cooperativos, respectivamente. Para los primeros, es especialmente
interesante la situacion en la que el valor o utilidad del juego puede fraccionarse y repartirse de
forma arbitraria, que da lugar al concepto de juegos cooperativos con utilidad transferible. De
hecho, son un caso particular de éstos, los juegos simples —en los que los resultados posibles son
de indole binaria— y, especialmente, un tipo de estos ultimos conocido como juegos de mayoria
ponderada —en los que los diversos jugadores tienen un cierto peso y se necesita una cuota
minima para que el resultado sea positivo—, los relacionados directamente con los sistemas

electorales.

El concepto fundamental para los juegos cooperativos con utilidad transferible es el de valor
de Shapley, introducido por éste en 1953 [36]. Dicho valor proporciona una solucidn racional
al problema de como debe ser repartida la utilidad total entre los diversos jugadores que

intervienen. En particular, cuando este valor se considera para los juegos simples, se obtiene

el indice de poder de Shapley—Shubik [37).

También para juegos cooperativos en general, hay que destacar asimismo la nocién de valor
coalicional, introducida por G. Owen en 1977 [29], que es una generalizacion del valor de
Shapley al caso en que los agentes se han unido en grupos formando lo que se denomina una
estructura de coaliciones. Existen otras alternativas a los conceptos anteriores entre las que

cabe destacar el valor de Banzhaf [6] y, més en general, los llamados semivalores.



Introduccion

Es en el ambito general de los sistemas electorales, y en el de su estudio formal en particular,
donde cabe situar el presente trabajo. Més concretamente, éste se ha centrado en el andlisis
de elecciones de indole democratica, directas, a una sola vuelta y de segundo grado como
maximo. Sin embargo, se ha aprovechado para complementar su tratamiento estricto como

sistemas electorales con otro efectuado desde la éptica de la Teoria de Juegos.

En primer lugar, hay que decir que algunos de los conceptos que se abordan, especialmente en
el primer capitulo, no son originales y, por tanto, han sido ya tratados en la literatura comun
sobre el tema. Tal es el caso, por ejemplo, de las propiedades de monotonia, superaditividad
y crecimiento. Pero la conveniencia de presentarlos dentro del contexto general axiomatico
considerado y la necesidad de ir estableciendo su relacién con el resto de conceptos que se
van introduciendo, nos ha llevado a exponerlos alternativamente a lo largo del texto a fin de

favorecer la unidad de éste y conseguir una mayor claridad en la exposicion.

Hay que advertir asimismo que las denominaciones més habituales para las nociones de mono-
tonia y crecimiento que se han considerado en este trabajo son las de monotonia respecto del
nimero de votos y monotonia respecto del nimero de representantes a elegir, respectivamente.
Sin embargo, por razones de comodidad y concisién, hemos preferido el uso de los términos

anteriores.
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En segundo lugar, dado que lo verdaderamente importante no es el niimero de votos de las
diferentes candidaturas en cada una de las circunscripciones en términos absolutos, sino sus
correspondientes valores en términos relativos, hemos preferido incorporar ya de inicio la con-
dicion de homogeneidad y trabajar en consecuencia con votos normalizados. Ello nos ha con-
ducido a considerar nimeros reales en general y no unicamente naturales, lo cual, ademas
de proporcionar mayor generalidad, ha permitido la utilizacion de conceptos y técnicas del

Andlisis Matemaético.

Por otra parte, hay que anadir que inmediatamente después de la introduccién de los sistemas
electorales en general, se han considerado los definidos en una tunica circunscripcion. De he-
cho, hay que recordar que los ejemplos practicos estan definidos normalmente para el caso de
una circunscripcién y que el caso de varias circunscripciones suele reducirse a su aplicacion si-
multanea en cada una de ellas. En nuestro caso, dicha generalizacion se ha realizado a partir de
dos operaciones y, como veremos, la segunda de ellas requiere para su definicién la utilizacion

de un sistema electoral sobre una tnica circunscripcién.

Todas las consideraciones anteriores nos han conducido a fijar una serie de objetivos para el
presente trabajo. Estos objetivos pueden concretarse en una serie de puntos, que enumeramos

y desarrollamos a continuacion.

1. Apoyarse en la Teoria de Probabilidades para dar respuesta a cuestiones comunes en el

estudio de los sistemas electorales que dan lugar a ciertas asimetrias.

2. Anadir nuevas caracteristicas a los conceptos més generales tratados que permitan desa-

rrollar otros posteriores.

3. Formalizar algunas nociones de uso habitual pero sin un significado preciso, algunas de

ellas muy intuitivas.

4. Extender nociones conocidas a situaciones mas generales y desarrollar herramientas que

permitan analizar éstas a partir de aquéllas.

5. Estudiar los sistemas electorales desde la éptica de la Teoria de Juegos, mediante la
sustitucién de la consideracion de los representantes obtenidos por una candidatura por

el indice de poder de Shapley—Shubik, una vez fijada una cuota.

6. Aplicar todas las cuestiones y resultados anteriores al andlisis de los ejemplos —o, mejor

dicho, grupos de ejemplos— que son utilizados normalmente en la practica.
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En primer lugar, y relacionado con la primera de estas cuestiones, es importante notar que he-
mos partido de la consideracion de la existencia de una cierta probabilidad dentro del conjunto
de posibles vectores de votos. Ello se debe a dos aspectos esenciales y aparentemente contra-
dictorios. Por una parte, parece claro que el reparto de representantes deberia ser simétrico
respecto de los votos de las candidaturas, es decir, deberia depender inicamente de los votos

de las candidaturas en las diferentes circunscripciones y no de cuales sean las candidaturas.

Por otra parte, a veces se producen empates a la hora de ser adjudicados los representantes que
de una manera u otra deben ser resueltos, lo que provoca cierta asimetria respecto de los votos
de las candidaturas. La solucion elegida ha consistido en imponer en la definicion que dicha
asimetria pueda darse como maximo con probabilidad nula. Es mas, hay que indicar en tal
sentido que el propio estudio de los sistemas electorales se ha efectuado en diversas situaciones

exceptuando conjuntos de probabilidad nula.

También, y en consonancia con el segundo de los puntos anteriores, son esenciales las ideas de
mayoria y proporcionalidad. En este ultimo caso, ante la imposibilidad de que el valor propor-
cional tedrico se satisfaga para los diferentes valores posibles del nimero de representantes a
elegir, se ha optado por sustituirla por la de su verificacién cuando el nimero de representantes
a elegir tienda a infinito. Y esta misma idea se ha aprovechado también para el caso mayoritario
y el de su polo opuesto, que hemos denominado igualdad. De hecho, se ha considerado el caso
mas general, denominado estabilidad, consistente en la existencia, sin mas, de los limites de las

proporciones de representantes de las diferentes candidaturas.

En la misma linea, hemos abordado también el problema de cuantificar hasta qué punto un
sistema electoral favorece o perjudica a las candidaturas con unos votos dados. Esta es una
cuestién muy utilizada de forma intuitiva en los casos practicos. Lo que hemos hecho es dar una
definicién formal que permita evaluarla en cada caso. Para ello, hemos definido las expectativas
electorales como aplicaciones obtenidas una vez fijados los pesos de las circunscripciones y los
de una candidatura cualquiera en cada una de ellas —si las hay— manteniendo variables el resto

y hemos considerado entonces su esperanza matemaética o expectativa electoral media.

Y, como para la estabilidad, la convergencia de las expectativas y de la expectativa electoral
media ha dado lugar a los conceptos de estabilidad parcial y estabilidad en media, respecti-
vamente. Asimismo, y de forma andloga al caso anterior, se obtienen también las nociones de
proporcionalidad parcial y proporcionalidad en media, mayoria parcial v mayoria en media e

tgualdad parcial e 1gualdad en media.
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En cuanto al tercer objetivo, se consideran generalizaciones al caso de varias circunscripcio-
nes de las propiedades mas habituales, como la monotonia, la superaditividad y el crecimiento,
ademas de las anteriores de estabilidad y de sus casos particulares, la mayoria, la proporcionali-
dad y la igualdad. Ademas, dichas generalizaciones, segin corresponda, se hacen globalmente o
por circunscripciones, distinguiendo entonces entre fuerte y débil respectivamente, como sucede

en el caso de la monotonia.

Hay que remarcar que para la definicion de superaditividad se utiliza la nocién de induccion
que se introduce previamente. Ademads, se definen dos operaciones entre sistemas electorales, la
extension media y la suma, que permiten obtener sistemas electorales mas complejos a partir

de otros mas simples.

En lo referente a la peniltima de las consideraciones anteriores, la metodologia basica ha
consistido en tomar, para cada cuota inicial, los juegos de mayoria ponderada dados por dicha
cuota y los representantes finales de cada una de las candidaturas y compararlos con los juegos
de mayoria ponderada dados por los pesos de las candidaturas en las diferentes circunscripciones

y la misma cuota.

Ello ha permitido definir propiedades analogas a algunas de las estudiadas en el texto, subs-
tituyendo los representantes correspondientes a cada candidatura por su respectivo indice de
poder de Shapley—Shubik. Asi, se han considerado las nociones de monotonia en poder, supera-
ditividad en poder y estabilidad en poder y, en particular para este ultimo caso, las de mayoria

en poder, proporcionalidad en poder e igualdad en poder.

Finalmente, por lo que respecta al iltimo apartado, y teniendo en cuenta los miltiples casos
practicos existentes, algunos de ellos ciertamente complejos, hemos optado por centrarnos en
los ejemplos béasicos para el caso de una unica circunscripcién. De hecho, se han abordado
formas generales para cada uno de ellos, entre las que se incluyen sus casos particulares mas

importantes, dando lugar asi a los sistemas ordinales, de cuotas y de divisores

También hemos considerado dos generalizaciones para cada uno de ellos al caso de varias
circunscripciones, obtenidas a partir de la extensiéon media y la suma y hemos deducido sus
propiedades a partir de las propiedades de los propios ejemplos para una tinica circunscripcion

y de las relativas a dichas operaciones.
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Como punto de partida para el estudio de los sistemas electorales, podemos imaginar que
tenemos un cierto niimero de representantes que deben ser repartidos entre unas candidaturas
dadas, en funcién de los votos de cada una de ellas en diversas partes del territorio llamadas
circunscripciones. De hecho, es posible también que cada una de estas partes esté dividida
en otras y asi sucesivamente, pero en este trabajo nos limitaremos al caso que corresponde a
una tunica subdivision del territorio en partes. De hecho, reservaremos el nombre de sistemas
electorales simples para el caso de circunscripcién unica. Ademas, y con el fin de poder tratar
cuestiones cuya naturaleza exige el concepto de verificacion casi segura, supondremos también

dada una probabilidad en el conjunto de posibles resultados.

Para ello, tras introducir la nocién de sistema electoral, definimos dos operaciones —la extension
media y la suma— que permiten obtener nuevos sistemas electorales a partir de otros mas
simples y, en particular, generalizar de dos maneras distintas los diferentes ejemplos de sistemas
electorales simples. Seguidamente introducimos el concepto de sistema electoral inducido y
finalizamos con las propiedades de monotonia, superaditividad, crecimiento, estabilidad y, como

casos particulares de esta ultima, las de mayoria, proporcionalidad e igualdad.
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1.1 Sistemas electorales

El objetivo de esta seccién es presentar la nocién de sistema electoral. Comenzamos con una
serie de notaciones previas que utilizaremos en adelante, para seguir con la definicion de sistema

electoral y la consideracién de un primer ejemplo.

Sea P un conjunto finito, que escribiremos por comodidad en la forma

P={1,...,p}.
Consideremos el conjunto

— 0<u1,...,up<1
Up: (U17...,Up)€RpZ .
U1+...+Up:1

También, dada una permutacién m de P = {1,...,p}, denotaremos

Up = (uﬂ-(l), e ,u,r(p)) .
Ademas, consideremos también el conjunto

—~—

Up1 = {ﬂ = (U, ..., up_1) ERPTT:

Ogul,...,up_lgl
ul—l—...—l—up,lgl ’

asi como la aplicacion

F Fp — Up,1
definida para cada u € Fp por
F(U,l, ,Up> = (Ul, . ,’U/pfl) .
Proposicién 1.1 F es biyectiva.
DEMOSTRACION. Por la propia definicién de F. O

Ejemplo 1.2 Podemos considerar el conjunto Us y el par de elementos
(U,l, Ug) = (06, 04) y

que representaremos en la forma
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Sea ahora N otro conjunto finito que escribiremos asimismo por comodidad en la forma
N={l,...,n}, con n>2.

Y sea también WP el conjunto de matrices de n filas y p columnas

1 P
wl wl ] . .
0<w; <1 paracada i€ N ycada j€ P
ol . w]+...4+w), =1 paracada j € P
Dadas permutaciones v de N = {1,...,n} y w de P ={1,...,p}, denotaremos por w, y w™ a
m(1 s
Wy - Whey wi™ W
w, = y w' = : .
1 p (1) m(p)
Woiny -+ Wiy Wn ' ... Wn

Ademas, consideremos también el conjunto

—— B _— 0<wy,...,w,_1 <1
WP =3%w=(wy,...,wp—1) €ER": :

w1—+—...—|—wn,1§1

Y consideremos también la aplicacién
F: W, — W,

definida para cada w € W,, por

Proposicion 1.3 F' es biyectiva.

DEMOSTRACION. Por la propia definicién de F'. O

Ejemplo 1.4 Consideremos el ejemplo anterior 1.2 y los elementos de W2

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=11061| 04 | 03 | 02 | 0.1

j=2104 |01 | 02 ] 03 | 04
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—_~—

La aplicaciéon F' anterior permite identificar U,_; con U,. A estos subconjuntos los denomina-
remos pseudoborelianos de U,,.

Proposicion 1.5 El conjunto de los pseudoborelianos de 7,, es una o—algebra.

DEMOSTRACION. Por definicién. O
Consideraremos dada una probabilidad P en Fp.

La probabilidad més usual sera la uniforme, obtenida a partir de los pseudoborelianos de Fp

por normalizacion:

para cada pseudoboreliano 8 de Fp.

Proposicién 1.6 Para cada pseudoboreliano 3 de U,

DEMOSTRACION. Puesto que

/ \/_du— \/_/ /1 e (duy . ..duy,_y) du,

1-ui—...—up—1
=./D / / (I—uy—...—up) (duy ...du,—o)du, 4
1—ui—...—up_2 1 )
:\/]_?/ / 5(1—U1—..‘—Up_1) (dul...dup_g)dup_g
0 0

1 1 1-ui—...—up_3 1
:\/1_35/ / g(l—ul—...—up_2)3(du1...dup_g)dup_4
0 0

_ P
(p—1)!
y se obtiene la afirmacion del enunciado. O

Ejemplo 1.7 La probabilidad uniforme en el caso del ejemplo anterior 1.2 es

V(g _ 1
P(B) = 5~ == V(8)
o V2

para cada pseudoboreliano 5 de Vp.



Sistemas electorales 21

La aplicacion F' anterior permite identificar I/I//Zjl con W,,. En particular, podemos identificar
también cada boreliano de W,_; con su correspondiente subconjunto de W,,. A estos subcon-

juntos los denominaremos pseudoborelianos de W,,.

Proposicién 1.8 El conjunto de los pseudoborelianos de W,, es una o—algebra.
DEMOSTRACION. Por la identificacién anterior. O

Consideremos ahora funciones

~ —_~—

f W, .1 —R y f«w,—R

tales que

Sl
sl

Proposicion 1.9 Para cada pseudoboreliano 3 de W,

/Bf(u)dV:/F(m flu)du.

DEMOSTRACION. Ya que
1

/6 f(w)dv = / ) = /F Gy

para cada pseudoboreliano g de W,,. O

Observacién 1.10 Se deduce, entonces, que todo vector aleatorio continuo
N: WP — Wy
puede identificarse con la aplicacién
N WP — W,
considerando en lugar de su funcién de densidad f la funcién

f_%f:WH—HR.

Es por ello que, de ahora en adelante, hablaremos de funciones de densidad f tales que

(W dv =1y  fw)>0

Wn

para cada w € W,,.
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Mas en general, podemos identificar cada boreliano de

—_~— .,

W1 x ) x W, _,
con su correspondiente subconjunto de
W, x (™M x W, .
A estos subconjuntos los denominaremos pseudoborelianos de W,, x (m) 5 W,,.

Supondremos dada una particién del conjunto de circunscripciones P en m subconjuntos y una

familia de probabilidades
(Pu)ueUT,
en WP definidas por una familia
N = (Nu)ue@
de aplicaciones
N WP —s W, x ™M) x W,

tales que
N WP — W,
son vectores aleatorios continuos independientes para cada j =1,...,m.
Por tanto, tendremos funciones de densidad f{, ..., f* que supondremos siempre simétricas,
es decir,

i (wy) = fi(w)

para cada permutacion v de N y cada w € W,,.

En consecuencia, X" vendra dada por la funcién de densidad f* producto:
frw) = fiw') ... fr(w™)

para cada w € W, x (™ x W,,.

Ejemplo 1.11 Consideremos en el ejemplo anterior 1.4 la funcién dada por este tltimo caso:

04 03 02 0.1
N(0-6:0.4) (0 L 02 03 04 ) = ((0.4,0.3,0.2,0.1), (0.1,0.2,0.3,0.4)) .
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La funcién de densidad que utilizaremos habitualmente sera la uniforme de orden m, definida

Flw) = ((n\;ﬁl)!)m

por

para cada w € W,, X (m) s« W,..

Proposiciéon 1.12 La funcion de densidad uniforme esta bien definida.

DEMOSTRACION. Puesto que

/an@)an (L\/ﬁl)'>m W= <<n\;ﬁl)!>m /anwe)an v

() dV)m=<<”J£“)m( fdw)m

()
(-

1 1—wi—...—wp— 1 "
0 0

1 1 l—wi—...—wp—2 m
5 / / 1 — Wy — ... wn,1)2 (dw1 c. dwn,g) dwng)

0 0

1 1—wi—...—wn_3 m
g / / 1 — W1 — — ’wn_g)g (dw1 c. dwn_g) dwn_4>
0 0

(=)™ <ﬁ)m:1

f(w) = <<n\;ﬁ1>!)m20

para cada w € W,, X (m) s W,,. O

=((n—1)H"

— (=10

l\>|>—* N

Ejemplo 1.13 La funcién de densidad uniforme en W, x W, es

para cada w € Wy x Wy.
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Y consideremos una familia

R= (RU)UEUTD

de aplicaciones

R":WPxN— N"CR"
que asignan a cada w € WP y cada k£ € N una enupla de nimeros naturales
R*(w, k) = (R} (w,k),...,Ri(w,k)) € N* CR"
y tales que para cada k € N las aplicaciones
R“* : WP — N" C R"
obtenidas a partir de R" fijando el valor de k € N
R“F(w) = R*(w, k)

para cada w € WP, son vectores aleatorios discretos respecto de la probabilidad P*.

Ejemplo 1.14 Consideremos el ejemplo anterior 1.4 y la familia de aplicaciones

(Ru)ueﬁp

que otorga los k representantes a la candidatura de mayor voto en la circunscripcion de peso

mayor

k, siu; >uy paracada j'#j vy wg >wi para cada h # 1,
R (w, k) =

0, en caso contrario,
para cada u € Up, cada i € N, cada k € Ny cada w € WP.

Por ejemplo, en las condiciones del ejemplo anterior 1.4 se obtiene la tabla

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

k 0 0 0

puesto que 0.6 > 0.4 y entre los valores correspondientes a la circunscripcion de peso 0.6 el

mayor es el 0.4, que corresponde a la primera candidatura.
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Definicién 1.15 Dados P, P, N, Xy R del tipo anterior, diremos que (N, R, R) es un sistema

electoral asociado a (P, P) si, y sélo si, se verifican las condiciones siguientes:

e (E) Para cada u € U, cada w € WP y cada k € N

zn:Rg(w,k;) —k.
=1

o (N) Para cada u € U, cada w € WP, cada k € Ny cadai € N, si w; = (0,...,0) entonces

R} (w,k)=0.

e (S) Para cada permutaciéon 7 de P, cada i € N, cada k € Ny cada w € WP
R (w™, k) = R} (w, k)
casi seguro u € U,.

e (I) Para cada permutacién v de N, cada i € N, cadau € U, y cada k € N
Rz(i) (w,,, k) = R;L(w7 k)

casi seguro w € WP.

Definicién 1.16 Dado un sistema electoral (N, R, R) asociado a (P, P), a los elementos

ia ja Uy , wj ) k y R;L(’LU, k)

7

los denominamos candidatura ¢, circunscripcién j, peso de la circunscripcién j, voto de
la candidatura ¢ en la circunscripcion j, numero de representantes a elegir y nimero de
representantes de la candidatura ¢ respecto del vector de pesos u correspondiente a la matriz

de votos w y el nimero de representantes a elegir k, respectivamente.

Y a las aplicaciones

N ’ RY y Ru,k
las denominaremos funcién de recuento correspondiente al vector de pesos u, regla elec-
toral correspondiente al vector de pesos u y ley electoral correspondiente al vector de pesos

u y el nimero de representantes a elegir k, respectivamente.

Por abuso de lenguaje, hablaremos de sistema electoral R en N asociado a P con funcién de

recuento N o de sistema electoral R simplemente, si no hay peligro de confusion.
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Las condiciones de la definicién anterior las denominaremos axiomas. Asi, el primero o de
exhaustividad (E) significa que se reparten todos los representantes. El segundo o del voto
nulo (N), que las candidaturas con voto nulo en todas las circunscripciones no obtienen repre-
sentantes. Y el tercero o de simetria (S) y el cuarto o de imparcialidad (I), que el proceso
es simétrico respecto de las circunscripciones y las candidaturas respectivamente salvo, quizas,
para un conjunto de probabilidad cero. Esto se debe a que, por una parte, la asignacion de los
representantes ha de depender sélo de los pesos de las circunscripciones y de los votos de las
candidaturas pero, por otra, pueden producirse empates que daran lugar a alguna asimetria.
La manera de asegurarse que esto ultimo no se dé con demasiada frecuencia es que suceda,

como maximo, para un conjunto de probabilidad cero.

Proposicién 1.17 (a) Para cada u € U, cadai € N, cada k € N y cada w € WP
0 < RNw, k) <k.
(b) Para cada u € U, cadai € N y cada w € WP
R} (w,0) =0.
(c) Para cada u € Fp, cadai € N, cada k € N y cadaw € WP, siw; = (1,...,1) entonces
k, si h=1;
0, si h#i.

Ry (w, k) =

DEMOSTRACION. (a) Por definicién.

(b) Por el apartado anterior, ya que para cada i € N, cada u € Vp y cada w € WP
0 < R!(w,k)<0.
(¢) Ya que entonces wy, = (0, ...,0) para cada h # i de donde, por el axioma del voto nulo,
R}(w,k) =0
y, por tanto, por el axioma de exhaustividad,
Ri(w,k) =k

para cada u € U, y cada k € N. O

Ejemplo 1.18 El sistema del ejemplo anterior 1.14 es un sistema electoral, ya que es obvio

que se verifican los axiomas de exhaustividad, voto nulo, imparcialidad y simetria.
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Definicién 1.19 La regla electoral relativa del vector de pesos u € Fp es la aplicaciéon
r' : WP xN-— R"

definida para cada i € N, cada w € WP y cada k € N por
R} (w, k)

k Y

ri(w k) =<1, siw=(1,....,1) y k=0,
0, st w#(,...,1) y k=0.

si k>0,

ri(w, k) se denomina nimero de representantes relativo de ¢ respecto del vector de pesos
u 'y el vector de votos w cuando se eligen k representantes. Y como R queda determinada por

r, se habla también de sistema electoral relativo r.

Proposicién 1.20 (a) Para cadai € N, cada u € U, cada w € WP y cada k € N
0<ri(w,k)<1.

(b) Para cada u € U, cadaw € WP y cada k € N

er(w, k)=1.
i=1
(c) Para cadai € N, cada u € U, cadaw € WP y cada k € N, si w; = (0,...,0) entonces

ri(w, k) =0.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.17. O

Proposicién 1.21 Para cadau € U, y cada k € N

ru,k
es un vector aleatorio discreto.

DEMOSTRACION. Por serlo también R%*, para cada u € Fp y cada k£ € N. O

Ejemplo 1.22 En el ejemplo anterior 1.14, es claro que la tabla de representantes relativos es

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
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Definicién 1.23 Denominamos voto medio de la candidatura ¢ € N respecto del vector de

pesos u € U, y el vector de votos w € WP al valor

1
W =u-w; = uw; + ...+ upw?

para cada ¢ € N, cada u Eﬁpy cada w € WP.

Matricialmente, la definicion anterior puede escribirse en la forma

Uy

Wy, wh oo wP up
para cada u € Up y cada w € WP.
Proposicién 1.24 (a) Para cadai € N, cada u € U, y cada w € WP

0<w <1.

(b) Para cada u € U, y cada w € WP

(c) Para cadai € N, cadau € U, y cada w € WP

si, y sélo si,

si, y sélo si,
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DEMOSTRACION. (a) Ya que
0 < =ww +...+uw?! <w, +...+w =1
para cada ¢ € N, cada u € 71, y cada w € WP.
(b) Puesto que
Wy + .. Ay, = (wwy + . upwl) o () L upul) =
up(wy 4+ oA w) (Wl A wE) = u .y, =1
para cada u € Fp y cada w € WP.
(c¢) Ya que el reciproco es obvio. Y para el directo
0= = ww! + ... 4+ uyw’ > uw! >0

para cada j € P, de donde

ww; = ... =uw! =0
y, por tanto, como w4, ..., u, > 0 por definicién,
wi=...=uw=0.

7 K3

para cada ¢ € N, cada u Gﬁpy cada w € WP,

(d) Puesto que el reciproco es obvio. Y para el directo

1:wi:ulwil%—...—l—upwf§u1+...—|—up:1

de donde
ww; + ...+ upwl =up+ .+,
y, por tanto,
w; =...=wl =1
para cada 7 € N, cadaueﬁpycadawEW}L’. n

Ejemplo 1.25 Si consideramos el ejemplo 1.4, tenemos que los votos medios son
w; =0.6-04+04-0.1=0.28,
we =0.6-03+04-02=0.26,
w3 =0.6-02+04-03=0.24,
wy =0.6-01+04-04=0.22.
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1.1.1 Sistemas electorales simples

Definicién 1.26 Los sistemas electorales definidos en una tnica circunscripcion los denomi-

naremos sistemas electorales simples.

En estos sistemas electorales se tiene que P = {1}, por lo que U; = {1} y la tinica probabilidad

posible en este conjunto es la trivial:

P(Uy)=1 'y PO®=0.
Por tanto, la inica particién posible de P es la trivial: {{1}}.
Ademds, el conjunto W' se identifica con el conjunto W,,:

ngl,...,wngl
W, = w:(wl,...,wn)eR”: .

También tenemos una tinica funcién de recuento X! y una tnica funcién de densidad por tanto,

que escribiremos simplemente N y f, respectivamente.
[gualmente, existe una tunica regla electoral R

R:W,xN—N"'CR";
y una unica regla electoral relativa r.
Asimismo, en particular, fijando el valor de k € N, obtenemos las leyes electorales

R* . W, — N" C R",

asi como las correspondientes leyes electorales relativas.
En consecuencia, un sistema electoral simple viene dado tunicamente por la terna ordenada

(N,X, R).

Definicién 1.27 A la aplicacién R anterior la denominaremos funcion de recuento simple;

a R, regla electoral simple; y a R*, ley electoral simple.

La funcion de densidad que utilizaremos —si no se especifica lo contrario— serd la uniforme, que

es la considerada en todos los ejemplos que introducimos seguidamente.
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Presentamos a continuacién los ejemplos mas importantes. En todos ellos se supone que existen

unos criterios previamente establecidos para los casos de empate que se produzcan.

Mayoritario puro:

Consiste en asignar los k representantes a la candidatura de mayor voto.

Ejemplo 1.28 Consideremos la siguiente tabla de votos para n = 4 candidaturas

i=1 | i=2 | 1=3 | i=4

04 | 03| 02 | 0.1

con k = 4 representantes a elegir. Entonces, la distribucién de representantes es

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

Igualitario puro:

Los representantes son asignados de uno en uno en orden decreciente de voto entre las diferentes
candidaturas con voto no nulo, efectuando dicho proceso las veces que sea necesario hasta
completar los k representantes. Por tanto, si ng es el nimero de candidaturas con voto no nulo,

el nimero de representantes de una de ellas es, segin el caso,
k k
{—} 0 {—} +1.
Un Un

Ejemplo 1.29 Consideremos de nuevo la tabla de votos para n = 4 candidaturas

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03] 02 | 0.1

y supongamos que hay k£ = 4 representantes a elegir. Entonces, como el niimero de candidaturas

es también 4, es claro que la tabla de representantes obtenida en este caso es

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

1 1 1 1
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Mayores restos, Hare-Niemeyer o Hamilton:

Se asigna inicialmente la parte entera del valor proporcional tedrico
kwi

a cada candidatura ¢, anadiendo un representante adicional en orden decreciente a aquellas

candidaturas cuyo resto

sea mayor hasta completar los k representantes. Por tanto, el nimero de representantes obte-

nido por cada una de ellas es siempre

[kw;) 0 [kw;] + 1.

Ejemplo 1.30 Si consideramos otra vez la tabla

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03| 02 | 01

y utilizamos la regla de los mayores restos, los valores tedricos respectivos son

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

1.6 | 1.2 | 0.8 | 04

por lo que corresponde inicialmente un representante a las dos primeras candidaturas y ninguno

a las otras. Pero los restos son entonces

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

06 | 0.2 | 0.8 | 04

respectivamente, por lo que la tercera y la primera candidatura obtienen un representante

adicional y la tabla de representantes queda

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

2 1 1 0
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Hondt:

En este caso, se calculan inicialmente todos los cocientes del tipo

w;

d

para cada i € N y cada d € N tal que 1 < d < k. Entonces, si denotamos por G el conjunto de
los k£ mayores la regla asigna a cada candidatura i tantos representantes como elementos del

tipo anterior pertenecen a G.

Ejemplo 1.31 Considerando de nuevo la tabla

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 03] 02 | 01

aplicando ahora la regla de Hondt la tabla de cocientes de los votos entre d = 1,2, 3,4 es

1=1 1=2 1=3 i=4

d=1 | 0.400 | 0.300 | 0.200 | 0.100

d=2 [ 0.200 | 0.150 | 0.100 | 0.050

d=3 | 0.133 | 0.100 | 0.067 | 0.033

d=4 | 0.100 | 0.075 | 0.050 | 0.025

con lo que los cuatro cocientes mayores resultan ser
04, 0.3, 0.2 y 0.2

y, en consecuencia, la tabla de representantes correspondiente es

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
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Generalizamos a continuacion los ejemplos anteriores. En todos ellos, se continua suponiendo

la existencia de algunos criterios previamente establecidos para resolver los casos de empate.

Ordinales:

Dadas n sucesiones crecientes de nimeros naturales
(Cl(k))k21 R (Cn(kf))kzl
tales que para cada k € N
c(k) > ... > cu(k) y alk)+...+cu(k)=k,
la regla asigna ¢ (k) representantes a la candidatura de voto no nulo mayor, co(k) a la siguiente

de voto no nulo mayor, etc... y asigna 0 representantes a las candidaturas con voto nulo.

En particular, si
ak) =k y cak)=...=c(k)=0
se obtiene la regla mayoritaria pura, mientras que si se asignan inicialmente
k
Ny
representantes a cada una de las ng candidaturas de voto no nulo y se reparten los
k
k’ — Ny |:—:|
o

restantes de forma ciclica de mayor a menor voto, nos queda la regla igualitaria pura.

Ejemplo 1.32 Consideremos de nuevo la tabla de votos siguiente para n = 4 candidaturas y

supongamos que hay también ahora k = 4 representantes a elegir

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03] 02 | 0.1

Entonces, si consideramos la regla ordinal que otorga 3 representantes a la candidatura mas
votada y 1 a la segunda —salvo que una de las candidaturas tenga voto 1 en cuyo caso la regla

le otorga los 4 representantes— la tabla de representantes correspondiente es

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

3 1 0 0
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Proposicion 1.33 En las reglas ordinales, si w; es el h;—ésimo voto de w
Ri<w7 k) = chi(k)
para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién. O

Corolario 1.34 (a) En la regla mayoritaria pura,
Ri(w, k) — k, s1' w; > wy, para cadial h #?,
0, si w, <w; para algun h # 1,
para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.
(b) En la regla igualitaria pura,
k

n

5} votos mayores de w ,
n

[%] +1, si w; esunodelos k—n [ ] votos mayores de w ,

[5] , sl w; no es uno de los k_n[

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

Proposiciéon 1.35 En las reglas ordinales, si w; es el h;—ésimo voto de w

cn, (k)
ri(w, k) = hT

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién. O]

Corolario 1.36 (a) En la regla mayoritaria pura,
R P el
para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.
(b) En la regla igualitaria pura,
L]+t
ri(w, k) = [k}k 7

si w; no es uno de los k—n [%} votos mayores de w ,

si w; es uno de los k—n [%] votos mayores de w

tnl
k: Y
para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.
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Observacién 1.37 La regla relativa mayoritaria pura no depende de k.

Proposicién 1.38 En las reglas ordinales, para cada k € N y cada (ci(k),...,c,(k)) € N”
tales que c1(k) + ...+ co(k) =k y ¢;, (k) > ... > ¢;, (k) entonces

{fwe W, wy, >...>w,} C (R Hew(k),...,cn(k)) C{w €W, twy, > ... >w;,}.

DEMOSTRACION. En primer lugar, si
Wi, > .. > W,
entonces
R (w, k) = ¢ (k),...,R; (w, k) = ¢, (k)
que, reordenando, se convierte en
Ri(w, k) = c1(k), ..., Ro(w, k) = ¢, (k)

0, lo que es lo mismo,

R(w, k) = (c1(k), ..., ca(k)).
Y para la segunda inclusién, si

R(w, k) = (c1(k), ..., cn(k)),
se tiene que

R (w,k) > ... > R; (w,k),
de donde

por la propia definicion de las reglas ordinales. O

Proposicion 1.39 Las reglas ordinales son sistemas electorales simples.

DEMOSTRACION. Por 1.38, (R*)™Y(c;, (k), ..., c;, (k)) es medible y, por tanto, teniendo en cuen-

ta las identificaciones de W,, y I/I//;jl, se deduce que R* es un vector aleatorio para cada k € N.

Ademas, los axiomas de exhaustividad y voto nulo se deducen de la propia definicién de regla
ordinal. Y en lo referente al axioma de imparcialidad, basta con observar que los casos en que

la regla no decide inicialmente son aquellos en que hay igualdad entre los votos
Wp = W;

para ciertos h,7 € N, que constituyen un conjunto de probabilidad cero. O
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Cuotas:

Consideremos una sucesiéon

(%)1@1

con g, € (0, 1] para cada k € N y tal que

k—n < [ﬂ] +...+{%} <k
dk dk

para cada w € W,, y cada k € N.

Entonces, se comienza otorgando

A

representantes a las diferentes candidaturas y se anade uno més a las de resto

dk dk
mayor hasta completar los k representantes.

Cuando se toma el valor

Qk:%7

que se conoce como cuota Hare, se obtiene la regla de los mayores restos, ya que

=

i

=

Observacion 1.40 En particular, es claro que a cada candidatura ¢ € N le corresponderan

B Gl

representantes, en funcion de si obtiene o no el representante adicional segin su resto sea o no

uno de los mayores, respectivamente.

Observacién 1.41 Es interesante remarcar asimismo que, una vez otorgadas las partes enteras
iniciales correspondientes a cada candidatura en las reglas de cuotas, el procedimiento que sigue
después es analogo al de la regla igualitaria pura, salvo que efectuado con los restos en lugar

de los votos.
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Proposicién 1.42 En las reglas de cuotas, la sucesion (qx)ren es admisible si, y sélo si,
c 1 1
Bk k
para cada k € N.
DEMOSTRACION. Para la afirmacién en sentido directo, supongamos que
1 1
ot (3]
para algun k € N.

En primer lugar, si

1
< -
*=kr1
tomando por ejemplo
w; =1 y Wy = =w, =0,
tenemos que
wq
A ELaat
4k

en contradiccién con la definicién de regla de cuotas.

Y en el caso que

qr >

tomando

4+ 1 4+ 1
wlz...:wn_lz%—k y wn:]_—(n_]_)qk—k

es claro que
0<wy,...,w, <1 y wi+...+w,=1.

Ademas,
e w1 + <
LR | y w—:——(n—l)-qk Fck—n-1)=k—-n+1,
Tk i B 24k
con lo que
q dr; 4k

que esta también en contradiccion con la definicion de regla de cuotas.
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Reciprocamente, supongamos que para cada k € N
c 1 1

.
Rl

Entonces, por ser
q

se tiene que

{%} <% < (k+D)w
qk qk

para cada w € W,, y cada i € N, de lo que se deduce que

{ﬂ} +.+ [%] <(k+Dw+...+k+D)w,=k+1
4k dk

para cada w € W,,.

Y por otra parte, como

1
qk S E )
entonces
W
— > kuwy
dk
para cada w € W,, y cada i € N, por lo que
W
dk
y, por tanto,
w Wy,
{—1} NI {— >kw—14+...+kw,—1=k—n
gk dk
para cada w € W,,. O

Observacién 1.43 En la préactica, son utilizadas también otras cuotas, tales como

1 !
k11 Y TRy

cuyas variantes se denominan Droop e Imperiali, respectivamente. Sin embargo, segin 1.42,

qk

no son reglas en el sentido aqui definido, puesto que para algunos vectores de votos el niimero
de representantes totales asignados es mayor que k, en contra del axioma de exhaustividad —de
hecho, la variante Droop sélo falla en los casos en que uno de los votos es igual a 1 y el resto

son 0.



40 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

Ejemplo 1.44 Consideremos de nuevo la tabla de votos para n = 4 candidaturas

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03] 02 | 0.1

y supongamos que hay también ahora k = 4 representantes a elegir.

Si consideramos ahora la regla de cuotas dada por la sucesién

2
T = 9r 1
la cuota cuando k = 4 es 5
— =0.2222
9

con lo que la tabla de representantes inicial queda

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

y los restos

1=1 1=2 1=3 i=4

0.178 | 0.078 | 0.200 | 0.100

Por tanto, la tabla de representantes definitiva obtenida es

dado que los dos mayores restos corresponden a la tercera y la primera candidaturas, respec-

tivamente.
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Proposicion 1.45 En las reglas de cuotas con

e 11
qk k—Fl’k’

W; . W W;
—| +1, si —— |—| es uno de los mayores restos,
— dx dx 4k
Ri(w, k) = w; w; w;
—|, si — — |—| no es uno de los mayores restos,
dk dk dk

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién. O]

Corolario 1.46 En la regla de los mayores restos,

Ri(w, k) = [kw;] + 1, si kw; — [kw;] es uno de los mayores restos,
s [kw;| , si kw; — [kw;] no es uno de los mayores restos,

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

Proposicion 1.47 En las reglas de cuotas con

c 1 1
qk k—{—l’]{f )

st o o

dk . Wy W

— s — — {—} es uno de los mayores restos,
k qk dk

. Wy Wy
, si — — |—| no es uno de los mayores restos,
k dx 4k

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién. O]

Corolario 1.48 En la regla de los mayores restos,

[kw;] +1
ri(w, k) k:w]T

,  si kw; — [kw;] no es uno de los mayores restos,

si kw; — [kw;| es uno de los mayores restos,

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.
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Proposicion 1.49 Para cada k € N y cada By,..., B, tales que B; =1 o B; = 0 para cada
i€ NyBi+...4+B,=k— ([m} R [m})

9k 9k

contiene al conjunto
{w ceW,: i [%} > W _ [%] para cada h,i tales que B, =0y B; = 1}
qk qk qk Ak

v esta contenido en el conjunto

{wEWn L [—} > oh_ [%] para cada h,t tales que B, =0 y Bl-:l} .
dk 4k 4k Ak

DEMOSTRACION. Puesto que las reglas de cuotas otorgan

para cada ¢ € N, segin su resto

dk qk

sea uno de los mayores o no, respectivamente. O]

Proposicion 1.50 Las reglas de cuotas son sistemas electorales simples.

DEMOSTRACION. Ya que, teniendo en cuenta las identificaciones de W, y I/I//n\_/l y 1.49, se

deduce que R* es un vector aleatorio para cada k € N.

Por su parte, el axioma de exhaustividad se deduce de la propia definicién de la regla. Y por

lo que se refiere al axioma del voto nulo, sélo hay que observar que si w; = 0, entonces
Wi
0
4k

sea cual sea la cuota g;. Finalmente, para el axioma de imparcialidad sélo hay que tener en

cuenta que los posibles empates se dan cuando

wy, {wh} w; {wl}
wy, = w; 0 — |2 ===
dk qk qk qk

para ciertos h,i € N, que constituyen un conjunto de probabilidad cero. O
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Divisores:

En este caso, calculamos todos los cocientes del tipo

wy

9d
paracadat € Ny 1 <d <k, donde
(gd)d21

es una sucesion estrictamente creciente de niimeros reales estrictamente positivos. Si denotamos
por GG el conjunto de los k cocientes mayores, la regla asigna a cada candidatura ¢ el nimero

de elementos de G del tipo anterior.

En particular, si
ga=d

para cada d € N, tenemos la regla de Hondt introducida anteriormente.

Entre las muchas sucesiones utilizadas también en la practica, cabe citar las siguientes:

1 2 d(d+1)
=d— - —d-= = Jd{d+1 _ et
9d 5 9d 3 9d (d+1) y 9d d—i—% ;

cuyas variantes se denominan de la media aritmética o St. Lague, media danesa, media

geométrica o Hill-Huntington y media armdnica o Dean, respectivamente.
En general, cuando los divisores sean del tipo
ga=d+s
con s > —1, diremos que las reglas son de divisores lineales.
Por tanto, las reglas de Hondt, de la media aritmética y de la media danesa son lineales.
Otros casos utilizados son los de divisores de tipo potencial
gi=d +s, comnt>0y s>—1;

los de tipo logaritmico
ga=log,(1+d), con s>0;

y los de tipo exponencial

gdzsd—l, con s> 0.
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Ejemplo 1.51 Consideremos de nuevo la tabla de votos para n = 4 candidaturas

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03] 02 | 0.1

y supongamos que hay también ahora k = 4 representantes a elegir.
Entonces, si tomamos la regla de los divisores con
ga =&

los cocientes son

i=1 1=2 i=3 i=4

ga =1 | 0.40000 | 0.30000 | 0.20000 | 0.10000

ga =4 | 0.10000 | 0.07500 | 0.05000 | 0.02500

ga=19 | 0.04444 | 0.03333 | 0.02222 | 0.01111

ga =16 | 0.02500 | 0.01875 | 0.01250 | 0.00625

En este caso, al tomar los cuatro mayores
0.4, 0.3, 0.2 y 0.1

se produce un empate para el cuarto representante entre la primera y la cuarta candidaturas,

que deberia ser resuelto por algin otro criterio.

En consecuencia, las posibles tablas finales de representantes obtenidas serian

i=1 | i=2 | i=3 | i=4 i=1 | i=2 | i=3 | i=4

2 1 1 0 1 1 1 1

en funcién de si el criterio de desempate previamente establecido otorgara el representante en

cuestion a la primera o a la cuarta candidatura, respectivamente.
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Proposicion 1.52 La definicion de las reglas de divisores no depende de factores constantes

para la sucesion

(gd)d21 .

DEMOSTRACION. Sdélo hay que tener en cuenta que los cocientes
w;

9d
para cadat € Ny 1 <d <k, quedan afectados todos por igual por dicho factor constante, lo

cual no modifica cudles de ellos son los mayores. O]

Teorema 1.53 Sea R una regla de divisores y g una funcién estrictamente creciente del

intervalo [1,+00) en el intervalo (0, +00) tal que

lim g¢(z) =400

T—r—+00

9(d) = gu

para cada natural d > 1. Entonces, la antiimagen

(R e) = (c1, ..., )

de un vector cualquiera c = (cy, ..., c,) tal que c1+. . .+c¢, = k contiene al conjunto de vectores
(wr,...,w,) € W, para los que existe un xo > 0 tal que
1 )
ca < g_1 <—> <c1+1
Zo
......... >
w
cn < gt (—"> <c, +1
Zo 7
y esta contenido en el conjunto de vectores (wy, ..., w,) € W, para los que existe un zo > 0
tal que
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DEMOSTRACION. En primer lugar, para cada i € N si ¢; = 0 entonces

de donde

por lo que

wy w;
L — <L < — <2
gd g1

y, por tanto, no hay ningiin cociente mayor que x;.

Y si ¢; > 0 entonces, por una parte,

de donde resulta que

w;
9e; = g (Q) < —
Zo
y, en consecuencia,
w;
Ty < —
Ge;

Y, por otra parte,

por lo que

W
— < g(ci + 1) = Je;+1
Zo

y, consiguientemente,
Wy

To >
Ge;+1
para cada ¢ € N. Por tanto, de las dos desigualdades anteriores concluimos que
<xp < — < << =,
gci-i-l gci gci—l 1

lo que significa que existen exactamente ¢; cocientes mayores que xg, tanto si ¢; = 0 como si

w;

¢; > 0, por lo que hay
cG+...+¢c, =k

cocientes mayores que xj y, en consecuencia,
Ri(w7 k) =G

para cada ¢ € N.
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Reciprocamente, si ahora
Ri(w, k) = ¢

para cada ¢ € N, definimos

W; .
xozmin{—:wi>0,ZEN}>0.
Ge;

Si ahora ¢; = 0, entonces, teniendo en cuenta que es posible que haya empates, debe ser

w;
- S Zo,
g1
por lo que
Wi
— < q
o
y, en consecuencia,
w.
o
Y si¢; > 0, tenemos que
Wi
- 2 Zo,
¢
lo que equivale a
— > Ge; = g<cl)

de donde se deduce, por ser g estrictamente creciente, que

—1 (wz)
g — =G
Zo
w.
g! (—z> >+ 1
Zo

entonces, de nuevo por ser g estrictamente creciente, deberia ser

Ademas, si sucediera que

%
— >g(ci+1) =g
Zo

y, en consecuencia,
w;

> o,
gCi-l—l

que se contradice con la definicion de zy por ser estricta la desigualdad, ya que podria suceder
que

W; o
gci+1 gch

para otros j # i y el representante en cambio no correspondiera a la candidatura 1. O
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Observacién 1.54 Si consideramos los diferentes cocientes ordenados de mayor a menor en
la regla de los divisores, tenemos una sucesion
Yi= - = Uky = Yki+1 = oo = Yky > Ykot1 - -

Los numeros

son, por tanto, los posibles valores de k para los cuales no va a haber ningin empate final a la

hora de asignar los representantes.

Ejemplo 1.55 En la regla de Hondt correspondiente al ejemplo 1.31

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 03] 02| 0.1

la tabla de cocientes era

1=1 1=2 1=3 i=4

d=1 | 0.400 | 0.300 | 0.200 | 0.100

d=2 [ 0.200 | 0.150 | 0.100 | 0.050

d=3 | 0.133 | 0.100 | 0.667 | 0.333

d=4 | 0.100 | 0.075 | 0.050 | 0.025

por lo que la sucesién anterior seria
0.400 > 0.300 > 0.200 = 0.200 > 0.150 > 0.133 > 0.100 = 0.100 = 0.100 = 0.100. ..

lo que significa que

k=1
ko =2
ks =4
ky=5
ks =6

ke = 10
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El interés de esta sucesion radica en que, para los términos que la forman, el teorema anterior

se convierte en equivalencia.

Proposicion 1.56 Sea R una regla de divisores y g una funcién estrictamente creciente del

intervalo [1,+00) en el intervalo (0, +00) tal que

lim g¢(z) =400

T—-+00
y
9(d) = gu
para cada natural d > 1. Entonces, para cualesquiera nimeros naturales cq, . .., c, tales que

c1+...4+c¢, =k
para cierto s —siendo (ks),, la sucesion anterior- y cada w € W, se tiene que
Ri(w7 ks) =G

para cada i € N si, y solo si, existe un xq > 0 tal que

o p )b ()]

DEMOSTRACION. En primer lugar, el reciproco coincide con el teorema anterior.

Y para la afirmacién en sentido directo, tenemos que si
Ri(w, ks) = ¢;

entonces existe un xy > 0 tal que

ya que esto, tal y como se deduce de la parte final de la demostracion del teorema anterior,
significaria que
Ww; w;
=Ty = )
Gei+1 Gey,
lo cual se contradice con la ausencia de empates finales que no hayan dado lugar a la asignacion

del representante correspondiente. O
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Proposiciéon 1.57 Sea R una regla de divisores y g una funcién estrictamente creciente del

intervalo [1,+00) en el intervalo (0, +o00) tal que

lim g(z) =400

T——+00

g(d) = Gd

para cada natural d > 1. Entonces, existe o > 0 tal que para cada 1 € N
w;
i [ (2)]
Lo
para cada k € N y casi seguro w € W,.
DEMOSTRACION. Puesto, que segiin 1.53, notando
Ci = RZ (w7 k)

para cada ¢ € N, tenemos que

es decir, para los que

Wi = YGeipq L0

para algin ¢ € N que, obviamente, forman un conjunto de probabilidad cero.

]

Definicién 1.58 A una funcién g como la del teorema y las dos proposiciones anteriores, la

denominaremos funciéon generatriz.

En particular, podemos interpretar que las reglas de divisores, a diferencia de las reglas de

cuotas, tratan de determinar una cierta cuota xy para la que, salvo empates, las partes en-

teras de las antiimagenes de los cocientes anteriores por la funciéon g den directamente los

representantes de cada candidatura —en lugar de redondear como hacen las reglas de cuotas—.
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Proposiciéon 1.59 En las reglas de divisores con

(9) g1
estrictamente creciente,
1 <, < 1
7 > To > ; .
X {ge i1+ ger) oy {ge o g, )

DEMOSTRACION. Como ha de ser
w w
o <g! (—1) <ec+1,...,c,< gt (—") <ec,+1
Zo Zo
para ciertos cq,...,c¢, € N, se deduce que

w1 w
Jey < .CE_ < Ger+1y -+ -3 Y9ey < x_n Sgcn-i-l'
0 0

Entonces, sumando miembro a miembro todas estas desigualdades y teniendo en cuenta que

wy + ...+ w, =1, se obtiene que
1
oot ot Gen S — S Gerpr F o F Gensns
0

que equivale a
1 1

<z ——mm—

Ger+1 oo Gent1 Ger + -+ G
para cada c¢q,...,c, € N tales que ¢; + ... + ¢, = k de donde, tomando maximo y minimo
respectivamente, se obtiene el resultado del enunciado. O

Corolario 1.60 En las reglas de divisores lineales con

ga=d+s
ys>—1,
1 o < 1
— <z )
k+n(s+1) = "~ k+ns
DEMOSTRACION. Puesto que, en este caso, para cada c¢i,...,c, € Ntales que ¢ +...+¢c, =k

se verifica que

Jorit o F g =(a+1l+s)+.. . +(at+l+ts)=k+n(s+1)

gy + oot Gge, =(c1+8)+...+(cp+5) =k +ns

respectivamente y, por tanto, el maximo y el minimo son estos mismos valores ya que no

dependen de cq, ..., c,. O
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Ejemplo 1.61 Considerando nuevamente la regla de Hondt para n = 4 candidaturas y £k = 4

representantes a elegir del ejemplo 1.31

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03| 02| 0.1

tenemos que debe ser

0125 = = <20 < - =0.25.

=
| =

De hecho, dado que la tabla de cocientes era

i=1 1=2 =3 i=4

d=1 [ 0.400 | 0.300 | 0.200 | 0.100

d=2 [ 0.200 | 0.150 | 0.100 | 0.050

d=3 | 0.133 | 0.100 | 0.667 | 0.333

d=4 | 0.100 | 0.075 | 0.050 | 0.025

los posibles valores en la practica son
0.15 < xg <0.2
puesto que el dltimo cociente tomado es 0.2 y el primero que se descarta es 0.15.
Por ejemplo, si tomamos xg = 0.18 nos queda
0.4 0.3 0.2 0.1
=24+141+0=14
{0.18} * [0.18} + [0.18} + {0.18} T

con lo que la tabla de representantes es, efectivamente,
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Proposiciéon 1.62 En las reglas de divisores con

(9d)d21

estrictamente creciente, existe xo € (0,1) tal que

o)

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién.

Corolario 1.63 En las reglas de divisores lineales con

ga=d+s
v s> —1, existe g € (0,1) tal que
w.
Rz 7k =|— -
(w.0) = |2 =]

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

Proposicion 1.64 En las reglas de divisores con

(gd)dzl

estrictamente creciente, existe xq € (0, 1) tal que

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién.

Corolario 1.65 En las reglas de divisores lineales con
ga=d+s

y s> —1, existe z € (0,1) tal que

para cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.
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Proposicién 1.66 En las reglas de divisores con (gq) 4>1 estrictamente creciente, para cada

c=(c1,...,¢,) EN" ycada k € N tales quec; + ...+ ¢, =k

(R (e)
contiene al conjunto
Wh W .
{wEWn: < — para cada h;éz}
Gep+1 Ge;
y esta contenido en el conjunto
w W; .
{wEWn: h < — paracadah;«é@}.
gch-i-l gci

DEMOSTRACION. Supongamos, en primer lugar, que se verifican las desigualdades anteriores

en sentido estricto y sea

o w; .
mozmm{—lzwi>0, zEN}>O.

Ge;
Entonces

wq wq
< Ty S —
ey +1 ey
wn w’l’b
< Zo —
gcn-‘rl gcn

y se tiene que

Wn,
g(cn) = Ye, < SC_O < Ge,+1 = Q(Cn + 1)

de donde, por ser g estrictamente creciente,

con lo que, por 1.53, se obtiene que para cada ¢ € N es

Ri(w, k) =¢;.
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Por lo que se refiere a la segunda inclusion, tenemos que si

Ri(w, k) = ¢
entonces
¢ <g! (—1) <c+1
Zo

de donde, teniendo en cuenta que g es estrictamente creciente,

gy =g (c1) < — < glc14+1) = ger1

y, en consecuencia,

Wn, Wn,

Gen+1 o o e,
y w pertenece, por tanto, al conjunto definido por las desigualdades en sentido amplio.

Proposiciéon 1.67 Las reglas de divisores son sistemas electorales simples.

[]

DEMOSTRACION. Ya que, teniendo en cuenta las identificaciones de W, y W//:jl y 1.66, se

deduce que R* es un vector aleatorio para cada k € N.

Ademas, el axioma de exhaustividad se verifica por la propia definicion de la regla. Por su

parte, para el axioma del voto nulo basta con observar que si w; = 0 entonces

w;
=0
gd

sea cual sea el divisor g4. Y, finalmente, el axioma de imparcialidad se debe a que la regla sélo

deja de decidir cuando
W, Ww;

ga  Ga
para ciertos h,7 € N, que constituyen un conjunto de probabilidad cero.
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1.2 Extension media de un sistema electoral

El objetivo de esta seccién es definir una operacién que permita obtener nuevos sistemas
electorales en un conjunto mayor de circunscripciones a partir de otro. La idea bésica consiste
en considerar las medias ponderadas y aplicar entonces el sistema electoral dado. Sin embargo,
y aunque esto es realmente asi si partimos de un sistema electoral simple, abordaremos el caso

mas general en que el punto de partida es un sistema electoral arbitrario.
Sea P un conjunto finito y P un conjunto de cardinal multiplo del cardinal de P.

Entonces, dado un sistema electoral
(N,XN, R)

asociado a (P, P), el objetivo es definir un nuevo sistema electoral
(N,X, R)

asociado a (P, P).

Por comodidad de notacién, supondremos que

P={1,...,p}

P={1,....p,...,(z=1)p+1,...,2p}.
Ejemplo 1.68 Consideremos un sistema electoral R formado por dos circunscripciones
{1,2}.
Entonces, si consideramos un nuevo conjunto de 4 circunscripciones
{1,2,3,4},

lo que haremos sera unir la primera con la tercera y la segunda con la cuarta, con lo que se

obtendran de nuevo dos circunscripciones

{{1.3}.{2,4}}.
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Para cada

u = (ub"'7up7"'7u(z—l)p+17"'7uzp) € Uzp7

sean

U = ((Ug )1,y (Ug)p) = (U1 + o F U1yt - Up o FUzp) € U

* * _ Up * _ U(z—1)p+1 * Uzp
U17( ot (u+>p,---,u(z_1)p+1 (w7 (uy)y

Proposicién 1.69 Para cada permutacion  de P

(ur)t+ = (us)r
para cada u € U_Zp.
DEMOSTRACION. Puesto que para cada permutacién 7 de P
(Ur)+ = (Urr) + - o F Un(e=1)pt1)s - - > Un(p) + -+ - F Un(ep) = (Ug)n

para cada u € U,,. O

Ejemplo 1.70 Continuando con el ejemplo 1.68, dada la tabla de pesos de Uy

J=11=2 1 J=3 | j=4

04 103 | 02| 01

como 0.4 4 0.2 =10.6 y 0.3+ 0.1 = 0.4, la tabla correspondiente de U, es

j:l j:Q
0.6 | 04
y los valores anteriores son, por tanto,
, 04 . 0.3 ., 0.2 . 0.1
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Por otra parte, para cada vector u € U_zp y cada matriz

whowt L e wi?
w = : : : ew>r
wh o wk oL wi wiP
consideramos la matriz
*,1 * (z—1)p+1 *,, D * 2D
UWY + o F Uy Wy coe UpWY L U WY
Wt = : e Wr.
wiwl + ..+ uz‘z_l)pﬂw,(f_l)pJrl coeupwh 4 ujwiP
Proposicién 1.71 (a) Para cada permutacion v de N
(w,) = (W),
para cada u € U_Zp y cadaw € W2P.
(b) Para cada permutacién = de P
(@) = ()"
para cada u € U,, y cada w € W?P.
DEMOSTRACION. (a) Dado que para cada permutaciéon v de N
* * (2=1)p+1 * * z
. WWyy + ..+ U, 1)1 W) P Uy + oUW
(w,) = = (@")y
* * z—1)p+1 * * z
ulwi(n) ..+ u(z_l)p+1w£(n) e upwf(n) +...+ uzpwlf(”n)
para cada u € U,, y cada w € W3>.
(b) Puesto que para cada permutacién 7 de P
. u*{wf(l) +...+ ufz_l)pﬂwf((zfl)pﬂ) u;;wf(p) +...+ uzpwf(zp)
(w™) = : = (@%)"
u’{wz(l) + ...+ u?z_l)pﬂwg(('z_l)pﬂ) - u;wg(p) + ...+ uf;pw;r(zm
para cada u € U, y cada w € W/>. ]
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Proposicién 1.72 Para cada u € U,,, cadaw € WP y cadai € N

DEMOSTRACION. Ya que

Uy - W) = W; .

Up - W] = (U)o (Us)p) - (inll +..+ u’{z,l)pﬂwf‘”p“, w4
ur g Uz—1)p+1  (z—1)p+1 Up p Uzp
((U )177(U+))(—w2++—w1 ,,—’U}Z—F—i——
i ? (uy ) (uy )1 (uy)yp (uy)p
ww, + ...+ u(z_l)pﬂwngl)pﬂ ol ot uw? =y

para cada u € U_zp, cada i € N y cada w € W;P.

Ejemplo 1.73 Dada la tabla de W}

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
j=11041104 | 03 | 02 | 0.1
j=2103]1 03 | 02|01 ] 04
j=3102102 01|04 ] 03
j=4 10101 ] 04| 03| 02
teniendo en cuenta el ejemplo 1.70 y que
0.67-0.4+0.33-0.2=0.333 0.75-0.3+0.25-0.1 = 0.250
0.67-0.3+0.33-0.1 =0.233 0.75-0.2+0.25-0.4 = 0.250
0.67-0.2+0.33-0.4 = 0.267 ! 0.75-0.1+0.25-0.3 = 0.150
0.67-0.1+0.33-0.3 =0.167 0.75-0.4+0.25-0.2 = 0.350
se obtiene la tabla de W2
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 1 0.6 | 0.333 | 0.233 | 0.267 | 0.167
j=2 1 0.4 | 0.250 | 0.250 | 0.150 | 0.350
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Notamos por F, la aplicacién

definida para cada u € U_Zp por

Fi(u) =u,.

Observacién 1.74 Consideramos en U_zp la 0-élgebra de antiimégenes por F; de los conjuntos
medibles de U,
{F'(8) : B es un conjunto medible de U,} .

Y consideraremos en esta o—algebra la probabilidad dada para cada 8 medible de U_Zp por

P(FU(B) =P(B).

Proposicién 1.75 F'; es medible y exhaustiva.

DEMOSTRACION. Por definicién. O

Ejemplo 1.76 Si consideramos definida, por ejemplo, la probabilidad uniforme en U, del

ejemplo 1.7 entonces la probabilidad en Uy es

P(5) = P(F.(B))
para cada (8 medible de Uy.

Por otra parte, para cada u € U_Zp notamos por Fla aplicacion
FY WP — WP

definida para cada w € W’ por

A

Fo(w) = 0" .

Observacién 1.77 Consideramos ahora en WP la o-algebra de antiimégenes por EF de los

conjuntos medibles de WP

-1
{ <F”> (B) : B es un conjunto medible de W}f} .

Proposiciéon 1.78 F" es medible v exhaustiva, para cada u € U_Zp.

DEMOSTRACION. Por definicién. O
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Consideremos la familia de aplicaciones

Ao (v
’U,GUzp
tales que
N W22 — W, x 1) x W,

es la aplicacién definida por
R*(w) = N"* (")

para cada u € U_Zp y cada w € W2P.

Y consideremos asimismo en W;? la familia de probabilidades

(Pu)ueUTp

dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad

~

definidas por

~

f(w) = f** (w)

para cada w € W, x (™ x W,,.
Proposicion 1.79 Las funciones f“ anteriores estan bien definidas.

DEMOSTRACION. Ya que f“* es una funcién de densidad, para cada u € U,,. O

Proposiciéon 1.80 La funcién de densidad uniforme de la extension media es también unifor-

me.

DEMOSTRACION. Puesto que
. AN
Fr(w) = f(w) = (—<” : )

para cada w € W, X (m) s« W,.. O



62 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

Proposicién 1.81 Para cada u € U,,

Re = NP0 6 f

DEMOSTRACION. Puesto que
R (1) = N (°) = NP0 (4 (w) = (8= o 7))

para cada u € U,, y cada w € W/>. O

Proposicion 1.82 Para cada u € U_Zp ycadaj=1,...,m,

~

N

J

es un vector aleatorio.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.75, 1.78 y 1.81. O

Proposiciéon 1.83 Para cada u € U_Zp, la probabilidad asociada a la extension media es

A

P ((F)71(8)) = Puc(8)
para cada [3 medible de WP.

DEMOSTRACION. Puesto que

/ o Fr(w) dV = / FE (w) dV = Po, (B)
(RoF)((F)=1(8)) N(B)

para cada [ medible de WP. n

Ejemplo 1.84 Si consideramos los ejemplos 1.70 y 1.73 y suponemos que la funcién de recuento
N es

N*(w) = (w1, ws)
para cada w € Wy x Wy, tenemos que

04 03 02 0.1
Q04030200 [ 03 02 0.1 04 1 04 (0333 0.233 0.267 0.167
02 0.1 04 0.3 0.250 0.250 0.150 0.350

0.1 04 0.3 02
— ((0.333,0.233,0.267,0.167), (0.250, 0.250, 0.150, 0.350))
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Consideremos ahora la familia de aplicaciones

~

tales que para cada u € U_Zp

R*:W? xN— N"C R"

es la aplicacién definida por
RY(w, k) = RI* (0", k)

para cada ¢ € N, cada w € W, y cada k € N.
En particular, podemos considerar también para cada u € U,, y cada k € N la aplicacién
R**:W> — N'CR"

definida por
R (w) = R*(w, k)

para cada w € W7P.
Proposicion 1.85 Para cada u € U_zp y cada k € N
Ruk — pEF@)k o fu
DEMOSTRACION. Puesto que para cada u € U_Zp ycadai € N
RiMw) = R (w, k) = R (", k) = REH ) = RN (w) = (BRI o F¥)(w)

para cada w € WP y cada k € N. n
Proposicién 1.86 Para cada u € U, y cada k € N,

Ru,k
es un vector aleatorio.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.75, 1.78 y 1.85. O
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Ejemplo 1.87 Consideramos el sistema electoral para n = 2 candidaturas y p = 2 circuns-
cripciones que asigna todos los representantes —salvo empates— a la candidatura de voto mayor

en la circunscripcién de peso superior cuando se han de elegir £ = 6 representantes.

Entonces, dada la tabla de pesos y votos

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=1104104 | 03| 02 | 01

=2103103 1] 02| 01| 04

=31021021] 01| 04| 03

j=41011] 01| 04| 03 | 02

como habiamos visto en el ejemplo 1.73, la tabla anterior se reduce a

i=1 1=2 1=3 1=4

j=1 1] 0.6 | 0.333 | 0.233 | 0.267 | 0.167

j=2 1 0.4 | 0.250 | 0.250 | 0.350 | 0.150

Por tanto, como las circunscripciones tienen pesos
0.6 y 0.4,
es la primera circunscripcion la de peso mayor. Y, en ésta, como los votos son
0.333, 0.233, 0.267 y 0.167,

la primera es la de voto mayor y, por tanto, los 6 representantes son asignados a la primera

candidatura

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
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Proposicién 1.88 (N, R, R) es un sistema electoral asociado a (P, P).

DEMOSTRACION. En primer lugar, por 1.82 y 1.86, tanto las aplicaciones I:l;” para cada j =

1,...,m como las aplicaciones R®* son vectores aleatorios.
El axioma de exhaustividad es trivial, ya que
RYw, k) + ...+ R%(w, k) = R (0*, k) + ...+ R (0", k) = k
para cada u € U_Zp, cada w € WP y cada k € N, por el axioma de exhaustividad de R.

El axioma del voto nulo se deduce de que si w} = ... = w;” = 0 entonces

~ %\ ] j z—1)p+j
(@) = wiw! + .. +uwF P =g

para cada j € Py, por el axioma del voto nulo para R, se obtiene que
RY(w, k) = R' (@*, k) =0
para cada u € U_Zp, cada w € WPy cada k € N.

Para el de simetria, por el axioma de simetria de R y por 1.69 y 1.71, para cada permutacion
7w de Pt cadai € N, cadaw € W* y cada k € N

A

B (w™ k) = B () k) = RO (@), k) = RE (k) = Ri(w, k)

7
casi seguro u € U),.

Y en el de imparcialidad, por el axioma de imparcialidad de R y por 1.71, para cada permu-
tacion v de N, cada i € N, cada u € pr cada k € N

Rﬁ(i)(wy, k)=R ((?Uj)*, k> = R"

v (i) v(i) <(w*)V7 k) = Ru+ (w*a k) = Rll(wv k)

(2

casi seguro w € W;>. []

Definicién 1.89 El sistema electoral
(N,X, R)
asociado a

(P,P)

se denomina la extensién media del sistema electoral (N, R, R) asociado a (P, P).
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Por abuso de lenguaje, hablaremos de extension media

A

R

en N asociada a P con funciéon de recuento media N o de extensiéon media R simplemente, si

no hay peligro de confusién.

Por tanto, la extension media R opera como el sistema electoral R, pero sobre u, y w* en

lugar de u y w.

Definicién 1.90 Las aplicaciones
&u
se denominan funciones de recuento medias; las aplicaciones
R",
reglas electorales medias; y las aplicaciones
Ru,k :

leyes electorales medias.

Proposicién 1.91 Para cadau € U,, y cadai € N
i (w, k) =] (0%, k)
para cada w € WP y cada k € N.

DEMOSTRACION. Ya que

R (. k Ut (% K
2w, k) = 22 i”’ )& i”’ At

para cada u € U_Zp, cada i € N, cadaw € WP y cada k € N. O

Ejemplo 1.92 Continuando con el ejemplo 1.87, dividiendo por 6 se obtiene la siguiente tabla

de representantes relativos:

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
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Consideremos ahora un sistema electoral
(N, XN, R)
asociado a (P, P).
Podemos considerar entonces su extension media
(N, R, R)

asociada a (P, P) y la extensién media de ésta

asociada a (P, P).

Y podemos considerar también la extensién media directa del sistema electoral inicial

(N,R, R)
asociada a (P, P).

En consonancia con la simbologia anterior, y cometiendo un

pequeno abuso de notacion, utili-

zaremos los simbolos simples para los conceptos de las primeras extensiones medias anteriores

y los simbolos dobles para los de la ultima extension media.

Proposicion 1.93 P=p.
DEMOSTRACION. Yaque P ={1,...,zp, ..., (' —1)zp+1,.
Proposiciéon 1.94 Para cada u € U,

(Ut )4 = Usy .

DEMOSTRACION. Ya que si

U= (U1,..., Upzp) € Wy
entonces
Up = (U + - A U —1)eptty - - Usp +
y, por tanto,
(ug )y = (U1 + oo F Uz —1)pgts - - Up T+ -

para cada u € U/,).

..,z/zp}:{l,...,z/zp}:]s. O

Lot uz/zp)

-+ uz’zp) = Uyt
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Proposicién 1.95 Para cadau € U,,, y cada w € W;/Zp

— %

() =

DEMOSTRACION. Ya que si

1 zzp
wy Wy
_ . . 2 zp
w = : : € Wn
1 2 zp
Wy, Wy

entonces
() ) = (e )i (") + -+ ()3 (@)D =

(uy)? (Ulw o+l w(z 1)P+J>+. o+ (uy)? (ulw(z —1)zp+j 4+t Z(z’—l)zp—i—(z 1)p+])

2 =1 zp+(z—1)p+j _

(us iuwtw! +. 4 (u) P () TP L ()

w'
w & Dt (z=1pti

(ugVwiw! +. .+ (u+)z,uiw§z EREAEET .+(u+)fuzw§ ORI L 4 (uy)
(™!

para cada u € U, cada w € W;f/Zp, cadai € N y cada j € P. O

Proposicién 1.96 Para cada u € U,,,, cada w € WZ/ZP ycadai € N

—~u

(R), (w) = R (w).

DEMOSTRACION. Puesto que, aplicando 1.94 y 1.95, se tiene que

(R); (w) = R (%) = ROV ((@7) ) = R (67) = R (w)

para cada u € Uy, cada w € WﬁL/Zp y cada i € N. O

Proposicién 1.97 Para cada u € U,,p, cada w € WﬁL/zP ycadai e N
—u ~

(ﬁi)z (w7 k) - R?(wa k) .

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.94 y 1.95, se tiene que

—u

(8); (w, ) = R (@7 ) = RO (@) k) = R (67, k) = R (w, k)

para cada u € U,/,,, cada w € W,lep, cada k € Nycadai € N. O

Proposicion 1.98 La extension media de una extension media es otra extension media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.96 y 1.97. O
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1.2.1 Sistemas electorales medios

Definicién 1.99 Los sistemas electorales que son extension media de sistemas electorales
simples se denominan sistemas electorales medios. Y tenemos los sistemas electorales or-

dinales medios, de cuotas medios y de divisores medios y sus casos particulares.

Tenemos, por tanto, que los pesos son
uy =1 y Uy =Up,y ..., U
para cada u € ﬁp; y que los votos son los votos medios
Wt =w

para cada u € U, y cada w € WP.

Ademas, la probabilidad en Fp es la trivial:
PU,)=1 'y P@0)=0.
[gualmente, como u, = 1, las funciones de recuento son todas iguales
N*(w) = R(w)

para cada u € Fp y cada w € WP; la funcién de densidad es unica

~

fw) = f(w)
para cada w € W,,; y las probabilidades en W? son
P ((F)718) = P(8)

para cada u € Fp y cada [ medible de W,,.

Corolario 1.100 Para cada u € @, cadat € N, cadaw € WP y cada k € N, la regla electoral

media es

RY(w, k) = Ry(, k).
Corolario 1.101 Para cada u € Up, cadat € N, cadaw € WP y cada k € N, la regla electoral
relativa media es

i (w, k) = ri(w, k).

La funcién de densidad usual sera la uniforme, que es la considerada en los ejemplos que siguen.
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Proposicion 1.102 En los sistemas ordinales medios, si w; es el h;—ésimo voto medio de w
R?(w, k) - Chi(k>

para cada u € U, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.33 y 1.100. O

Corolario 1.103 (a) En el sistema mayoritario puro medio,

RY(w, k) = k, si ;> paracada h#1,
i \W, 0, si w, <w; para algin h # 1,

para cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

(b) En el sistema igualitario puro medio,

RY(w, k) [E] +1, si w; esunodelos k—n[E] votos mayores de w,
i \W, =
[ﬂ , si w; no es uno de los k;_n[

k

} votos mayores de 1w,
n

para cada u € Up, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

Proposicion 1.104 En los sistemas ordinales medios, si w; es el h;—ésimo voto medio de w

(k
i, k) = )

para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.35 y 1.101. O]

Corolario 1.105 (a) En el sistema mayoritario puro medio,

P w, k) = 1, si w; >wy, paracada h+#1,
A 0, si wy <w; para algin h # 1,

para cada u € ﬁp, cadat € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

(b) En el sistema igualitario puro medio,
o] +1
u koo
ri(w, k) = [ E}
% , si w; noesunodelos k—n [%} votos mayores de 1w,
para cada u € U,, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

k

] votos mayores de W,
n

si w; es uno de los k—n[
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Observacién 1.106 La regla relativa mayoritaria pura media no depende de k.

Proposiciéon 1.107 En los sistemas de cuotas medios con

c 1 1
qk k‘+17kf )

— | +1, si — — |—| esuno de los mayores restos,
Rﬁ‘(w, k‘) _ Ak R

Wy . Wy Wy

—1|, si — — |—| no es uno de los mayores restos,

dx dk dk

para cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.45 y 1.100.

Corolario 1.108 En el sistema de los mayores restos medio,

R*(w, k) = [kw;] +1, si kw; — [kw;] es uno de los mayores restos,
7 kw; si kw; — |kw;| no es uno de los mayores restos
] ¥ |

para cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

Proposicion 1.109 En los sistemas de cuotas medios con
c 1 1
qr L + 17 L 3

—] es uno de los mayores restos,

, si — — |—| no es uno de los mayores restos,
k dk dk

para cada u € ﬁp, cadat € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.47 y 1.101.

Corolario 1.110 En el sistema de los mayores restos medio,
[kw] +1

i'(w, k) kw]T

, si kw; — [kw;] es uno de los mayores restos,
, si kw; — [kw;] no es uno de los mayores restos,

para cada u € Up, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Proposiciéon 1.111 En los sistemas de divisores medios con

(9a)ax1

estrictamente creciente, existe xy € (0,1) tal que

e (2)

para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.62 y 1.100. O

Corolario 1.112 En las reglas de divisores lineales medios con
ga=d+s
v s> —1, existe g € (0,1) tal que
Ri(w. k) = | = —
k)= |2

para cada u € Up, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

Proposicion 1.113 En las reglas de divisores medios con

(9a)ax1

estrictamente creciente, existe xo € (0,1) tal que

o )]
k) =
para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.64 y 1.101. O

Corolario 1.114 En las reglas de divisores lineales medios con
ga=d+s

v s> —1, existe xg € (0,1) tal que

@_S}
xo

f?(ka)Z[ ?

para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Ejemplo 1.115 Consideremos la tabla

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=11061| 04 | 03 | 02 | 0.1

=2 10401 | 02 ] 03 | 04

y supongamos que se aplica el sistema electoral medio de Hondt con k = 6 representantes a

elegir.

Entonces los votos medios son

w, =06-04+04-0.1=0.28
we =0.6-03+04-02=0.26
ws=0.6-02+04-03=0.24
wy =0.6-01+04-04=0.22

con lo que, teniendo en cuenta que la tabla de cocientes respectivos es

=1 1=2 1=3 i=4

d=1 [ 0.280 | 0.260 | 0.240 | 0.220

d=2 | 0.140 | 0.130 | 0.120 | 0.110

d=3 | 0.093 | 0.087 | 0.080 | 0.073

d=4 | 0.070 | 0.065 | 0.060 | 0.055

se obtiene la tabla de representantes

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
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1.3 Suma de sistemas electorales

En la seccién anterior hemos introducido una manera de definir nuevos sistemas electorales a
partir de uno ya dado. Si bien la forma de proceder en dicho caso es la mas natural desde el
punto de vista racional, no es el caso que suele darse en los ejemplos practicos. En éstos, la
situacion mas frecuente es que la reparticion se haga por separado en cada una de las circuns-
cripciones, previa reparticién del nimero de representantes a elegir entre ellas. En esta seccion
formalizaremos esta idea, considerando el caso mas general de un sistema electoral simple que
reparte los representantes primero entre las circunscripciones y unos sistemas electorales que

los distribuyen después entre las diferentes candidaturas.
Sean P!,..., P? unos conjuntos finitos y P* = Pt U ... U P~
Entonces, dados unos sistemas electorales asociados a (P, P!), ..., (P? P?)
(N,RYURY), . (N, N R?)
respectivamente y un sistema electoral simple
(Z,X°, R),
el objetivo es definir un nuevo sistema electoral asociado a (P*, PT)

(N,RT, RT).

Por comodidad de notacion, supondremos que
P'={1,....p.},....,.PP={p1+...+p.1+1,....p1+...+p.}
con lo que, en particular, sera

Pt={1,...,p1,...,p1+... 0.0+ 1,....p1+...+p.}.

Ejemplo 1.116 Consideremos un sistema electoral R formado por dos circunscripciones

(1,2}

Entonces, si consideramos un nuevo conjunto de 4 circunscripciones y unimos por ejemplo la

primera con la segunda y la tercera con la cuarta, se obtienen de nuevo dos circunscripciones

{{1.2}.{3,4}},
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Dado un vector

u = (ula sy Upys e Upy 4 pa g1y - - 7up1+‘..+pz> € Up1+...+pz )

podemos considerar el vector

+
U= (U A Uy Up g p 41 Upggyp,) € UL

y los vectores

U1 u —_— Uu U -
* P1 * p1+...4+p.—1+1 P14... 4Dz
ul—(_ )EUpl,...,U—( PICEEEEIY GUpz.

) ) ¥ z + +
Uy Uy uy u;

Proposicién 1.117 (a) Para cada permutacién m de P* y cada u € Uy, 1. +p.

()" = (u)s -

(b) Para cada permutacion m de P y cada u € Uy, 4. 1p.

(UW); = (U;)W

DEMOSTRACION. (a) Puesto que para cada permutacién = de P+ y cada u € Uy 1. 4p.

(uﬂ)+ = (Uﬂ(l) T T Un(py)y s Un(prtApa g +1) T ufr(pl-i—----&-pz)) = <u+)7r .

(b) Dado que para cada permutacién = de P*

(uy)t = Ur(pr+...+pj—1+1) Ur(pi+..4pj) | _ (u?)
T ] = ¥ g e ey + - ] e
J

uj U

para cada j € Z y cadau € Uy 4. 4p..

Ejemplo 1.118 Continuando con el ejemplo 1.116, dada la tabla de pesos de Uy

J=1 =2 j=3 | j=4

04 ] 03 | 02 | 0.1

sumando los pesos de las dos primeras y de las dos ultimas circunscripciones, obtenemos que

ut = (04+0.3,02+0.1) = (0.7,0.3)

0.4 0.3 0.2 0.1
= — — ) = (0. 4 = —,— ] = (0. . .
w < e ) (0.57,043) v (0_3,0.3) (0.67,0.33)
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Asimismo, dada la matriz

a1+l D
’LU% ,wzln wi)1+ +pz—1+ w}fr‘r +p
w = c W£1+---+pz
w% w£1 w£1+..~+pz—1+1 w£1+..-+pz
podemos considerar las matrices
1 P1
wl .. wl
w' = e wh
1 D1
wn wTL
P11 ADs
w1171+ +pz—1+ w1171+ +p
w® = e Wh=.
P1+...+pz—1+1 p1t...+pz
wh = wh
Proposicién 1.119 (a) Para cada permutacién v de N, cada j € Z y cada w € Wpit-Tp=
(w,) = (w), .
(b) Para cada permutacién w de P*, cada j € Z y cada w € WPLT-P=
(w™)? = (w’)".
DEMOSTRACION. (a) Ya que para cada permutacién v de N y cada j € Z
p1+...+pj_1+1 p1+...+Dp;
Yo v(1)
(w”)] = . = (w])u
pit..+pj—1+1 p1+...+D;
o) Y (n)
para cada w € WptH+p=,
(b) Puesto que para cada permutacién m de PT y cada j € Z
+etpjo1+1 +.4p;
wir(m pj—1+1) w;"(l’l ;)
T™J __ . _ I\
(W) = : : (w’)
7(p1+...+pj—1+1) 7(p1+...4p;)
wn n
para cada w € WEiH+p=, O
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Proposicién 1.120 Para cada u € Uy, 4. 4p., cada w € WP TP y cadai € N

uf - (uf-w)) + o ud - (ul e w)) =

7 7
DEMOSTRACION. Puesto que para cada i € N

wf - (ugwp) ol () wf) =

i

Uy U Upy+...4p—1+1 ot pao1+1 Up;+.+
uf (_+w21 I Zj:wf1> o uj ( P1 pz_1 wgn +pa_1 P1 Pz w?lJr +p2
U U
1

g +
1 u; u,
= 1 p1 p1ttpa—1+1 PitoAps  n
=ww; + ...+ Up W ot Up g, F1W + o Up g W = w;
para cada u € Uy 1_4+p, ¥ cada w € WEHFP=, 0

Ejemplo 1.121 Dada la tabla de votos de W

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=1104104 | 03| 02 | 01

=2103103 1] 02] 01| 04

=31021021]01] 04| 03

j=41011] 01| 04| 03 | 02

tomando los pesos calculados en 1.118 y los votos de las correspondientes circunscripciones por

separado, se obtienen las dos tablas de votos de W2

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=110571] 04 | 03 | 0.2 | 0.1

j=21043]1 03 | 02 | 0.1 | 04

i=1 | 1=2 | i=3 | i=4

j=11067 | 02 | 01 | 04 | 0.3

=2 1033 1] 01 | 04 | 0.3 | 0.2
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Consideremos las aplicaciones
F* Upitotp: — U. Yy FroUpygogp, — Upj

definidas para cada v € Uy, 4. 4,, por
F(u)=u" N Fi(u) =u}

para cada j = 1,..., z, respectivamente.

Observacion 1.122 Consideraremos entonces en U, 4 4, la o-dlgebra generada por las an-
tiimagenes de conjuntos medibles de U, por F* y de U_pj por F; para cada j = 1,...,2, es
decir, la generada por el producto cartesiano de las antiimagenes de conjuntos medibles de U,

ydeU_pjparacadajzl,...,z:

(0 ((F+)_1(ﬁ0) X (Fl*)_1<61) XX (F;)_1(62>))(ﬂo,ﬂl,...,ﬂz)eUiszimx...xUT,z

y consideraremos en la anterior o—algebra la probabilidad P+ producto
PT=P'@P'®..0P.

Proposicién 1.123 (a) F* es medible.

(b) F} es medible, para cada j € Z.

DEMOSTRACION. Por definicién. O

Consideremos asimismo para cada j = 1,..., z la aplicacién
J . JI/P1t--tp Dj
F7 WP = — Whi
definida para cada w € WPr+-+P= por

Fi(w) =wl.

Observacién 1.124 Consideraremos entonces en WP la g—dlgebra producto de las o—
dlgebras de FV para cada j = 1,..., 2, es decir, la generada por el producto cartesiano de las

antiimagenes por F7 de los conjuntos medibles de Wy’ para cada j = 1,.. ., z:

(o ((FD)THB) x - x (F)THB))) 5, pyewst xoxwps -

Proposicién 1.125 F7 es medible y exhaustiva, para cada j = 1,..., 2.

DEMOSTRACION. Por definicién. O
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Consideremos asimismo la familia de aplicaciones

+ +\u
NT = (<N ) )UEUer---erz
tales que para cada u € Up, 4. 1p,

(RF)e WPLtPe s Y, x (madbme) s 7,

es la aplicacién definida para cada w € WPr-1P= por

*

()" (w) = (R (), (R)" (w?)) .
Y consideremos asimismo en WF*P= la familia de probabilidades

(P‘i’)uGUplﬁ_m_‘_pz

dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad definidas para cada w €

W, x (M dme) 5 W, por
(O (w) = ()" (') o ()" (w?).
Proposicién 1.126 Las funciones (f1)" anteriores estan bien definidas.

DEMOSTRACION. Ya que, por ser (f1)%, ... (f*)% funciones de densidad,

/anwﬁﬁmz&m(f D (w)dvT = / P ) - (o) () dV T =

Wi x (Mt tma) sy,

/ (fl)“’f(wl)dvl-...-/ (fH“=(w9)dvVi=1-...-1=1
Wn><(”.?.1>><Wn W x (M2) x W,
y
(F5)"(w) = (S (wh) - ()= (w®) > 0
para cada w € W, x (mEFm=) 5 7 O

Proposicion 1.127 La funcion de densidad suma de sistemas electorales con funciones de

densidad uniformes es uniforme.

DEMOSTRACION. Puesto que

(FH"(w) = (" (@) ()" (w?) = <(”— 1)!>m1_ ) ((n— 1)!)"”2 B ((n_ 1)!>m1+.‘.+mz

para cada w € W, x (mEFm=) 5 1y O
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Proposiciéon 1.128 Para cada v € Up, 4. 4p,
(N-i—)u — ((Nl)Fl*(u) o Fl, . (Nz)Fz*(u) o Fz) .

DEMOSTRACION. Puesto que para cada u € Up i+ +p.

*

() (w) = (R (w'),. .., (R (w?)) = (RO (FH(w)) ..., ()0 (F*(w))) =
(((RYF@ o FY (w), ..., (R o F2) (w)) = (R)T®@ o F . (R o F7) (w)

para cada w € WEPiH+p=, O

Proposicién 1.129 Para cadaw € Up, 4 4, ycadaj=1,...,m
+
(RT)}
es un vector aleatorio.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.123, 1.125 y 1.128. ]

Proposicién 1.130 Para cada v € U, 4. 4, , la probabilidad de la suma es la probabilidad

producto
Pj:PiI®...®7Dj;.

DEMOSTRACION. Puesto que la funcién de densidad de la suma es el producto de las funciones

de densidad de cada uno por definicion. O

Ejemplo 1.131 Si consideramos los ejemplos 1.118 y 1.121 y las funciones de recuento
(RY)"(w) = (¥)*(w) = (', w?)
para cada w € Wy x Wy, tenemos que
04 03 0.2 0.1

(N+>(o.4,o.3,o.2,0.1) 03 02 01 04 [

0.2 01 04 0.3
0.1 04 03 0.2

osmoas (04 03 02 01\ qarosy (02 01 04 03\ _
0.3 02 0.1 04 /' 0.1 0.4 03 0.2

((0.4,0.3,0.2,0.1), (0.3,0.2,0.1,0.4), (0.2,0.1,0.4,0.3), (0.1,0.4,0.3,0.2)) .



Sistemas electorales 81

Consideremos ahora la familia de aplicaciones
+ +)u
B = ((B)") vet
tales que para cada u € Uy 4. 4p.
(RT)" : Wkt x N — N" C R"
es la aplicacién definida para cada i € N, cada w € WP+ y cada k € N por

(R*)&(w, k) = (RY)! (w', RY(u*, k) + ... + (R (w*, RO(ut, k)) .

En particular, podemos considerar también para cada v € U, 4. +,. la aplicaciéon obtenida a

partir de la anterior fijando el valor de kK € N
(RT)™k c wprt-tp: s N* C R”
definida para cada w € WPr+-*P= y cada k € N por

(R)"*(w) = (R*)"(w, k).

Proposicién 1.132 Para cada v € Up, 4 4, y cada k € N
<R+)u,k _ (Rl)Ff(u),R‘f(FJr(u),k) o F! + . (Rz) u),RY(FT (u),k) o F* .
DEMOSTRACION. Puesto que
(R*)e* (w) = (RY)!(w, k) = (R} (w', RYu® k) + ...+ (R (w*, RO(u', k) =

(RY{™ (Fy(w), BY(F*(w), k) + ...+ (B[ (F.(w), RU(F*(u), k) =
(Rl)Ff(u)vR(f(Fﬂu)yk) (Fl(w)) + .. (RZ)F; ), RI(F+ (u),k) (Fz(w

) =
)@

<<R1)F1 ), RY(F* (u),k) oF1> (W) + ... <(RZ) W RUFF () ) | o
((Rl)Fl VEER R oty (RE) PR ) (w)
para cada u € Uy 4 _4p., cada i € N, cada k € Ny cada w € Wprt-+P=, O

Proposicién 1.133 Para cada u € U, y cada k € N
Ru,k

es un vector aleatorio.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.123, 1.125 y 1.132. ]
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Ejemplo 1.134 Consideremos la suma respecto del sistema electoral simple de los mayores
restos de los dos sistemas electorales iguales que asignan todos los representantes a la candi-
datura de mayor voto en la circunscripcion de peso superior y supongamos que el nimero de

representantes a elegir es k = 6. Entonces, dada la tabla del ejemplo 1.121

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=1104104 | 03| 02 | 01

=2103103 1] 02] 01| 04

=31021021]01] 04| 03

j=41011]1 01| 04 ] 03 | 02

1
la cuota para el sistema electoral simple de los mayores restos es — = 0.167 e inicialmente
corresponden 4 y 1 representantes a cada circunscripcion. Pero como los restos son 0.333 y
0.133 respectivamente, el representante adicional se asigna a la segunda circunscripcion y la

tabla final de representantes de las circunscripciones queda

j=1 j=2

4 2

Entonces, teniendo en cuenta las tablas obtenidas en dicho ejemplo

i=1 | 1=2 | i=3 | i=4 i=1 | 1=2 | i=3 | i=4

j=1 1057 04 | 03 | 0.2 | 0.1 y j=11067 | 02 | 01 | 04 | 0.3

j=21043]1 03 | 02 | 0.1 | 04 j=210331] 01 | 04 | 0.3 | 0.2

los cuatro representantes correspondientes al primer sistema electoral son asignados a la pri-
mera candidatura mientras que los dos representantes del segundo se otorgan a la tercera

candidatura. Por tanto, la tabla de representantes totales es

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

4 0 2 0
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Proposicién 1.135 (N, X" RT) es un sistema electoral asociado a (P, P%).

DEMOSTRACION. En primer lugar, por 1.129 y 1.133, tanto las aplicaciones ((N)*);L para cada

j=1,...,m como (RT)“* son vectores aleatorios.
El axioma de exhaustividad se deduce de los axiomas de exhaustividad de R y de R', ..., R?
y de que

(R4 (w, k) +. ..+ (RN (w, k) = Z(Rﬂ‘)? (w', R)(u™, k) +.. .+Z(Rj)}? (w*, R)(u™, k)) =
zn:(Rl)?f (w', RY(u™, k) +.. .+§:(RZ);‘? (w?, RY(u®, k) = R} (u", k) +...+ R) (u", k) =k

para cada u € Uy, 4. 1p., cada w € WPT-1P= y cada k € N.

p1+---+pz
7

En cuanto al axioma del voto nulo, si w} = ... = w = 0 entonces, por el axioma del

voto nulo de R, ..., R?,
(R)!(w, k) = (RY)! (w', RO(u™, k) + ... + (R (w*, R°(u* k) =0+ ... +0=0

para cada u € Uy, 4. 1p., cada w € WPT-1P= y cada k € N.

Para el de simetria, por el axioma de simetria de R® y R!,..., R* y por 1.117 y 1.119, agru-
pando los valores de los mismos sistemas electorales (reordenando si es necesario), para cada

permutacién 7 de P, cada i € N, cada w € WPT-*P= y cada k € N
Ur ()T 1y ()5 T\ ANCE m\jz _
(RO)im(w™ k) = (R); 7 (W) By, ((un) ¥ ) 4 oo (BRP); 777 (W), By ((un) oK) =

(R ()™, B () ) + - 4 (RIS (w9)™, B (), ) =

(RYIT (wh, RO (u*, k) + ... + (B! (w?, Ro(ut, k) = (R*)(w, k)

]

casi seguro v € Uy 4. 4p. -

Y para el de imparcialidad, por el axioma de imparcialidad de R° y de R, ..., R* y por 1.119,

para cada permutacién v de IV, cada ¢ € N, cada v € Up, 4. 4p, y cada k € N

*

(R*)iy (wy, k) = (RN ((wo)!, RO k) + o+ (R ((w,), R(u™ k) =
(RN (W), Bt k) + .+ (RO (w?),, RAu*, k) =
(RN (w!, RY(u*, k) + ...+ (R (w*, R(ut, k) = (RY)}(w, k)

casi seguro w € Writ-rz, O
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Definicién 1.136 El sistema electoral
(N, X" RT)
asociado a
(PT,P)
se denomina la suma de los sistemas electorales

(N,RURY), .. (N, N R?)

asociados a

(PL,PY),...,(P*P?)
respecto del sistema electoral simple
(Z, N RY).
Por abuso de lenguaje, hablaremos de sistema electoral suma
R+

en N asociado a PT con funcién de recuento suma R* respecto del sistema electoral simple
R o de sistema electoral suma R* respecto del sistema electoral simple R° simplemente, si no

hay peligro de confusién.

Por tanto, la suma distribuye primero los representantes en cada circunscripcién usando el
sistema electoral simple R? y suma después los obtenidos por cada candidatura en las diversas

circunscripciones.

Definicién 1.137 Las aplicaciones
(RF)"
se denominan funciones de recuento suma; las aplicaciones
(R7)",
reglas electorales suma; y las aplicaciones
(R,

leyes electorales suma.
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Proposicién 1.138 Para cada v € Up, 4 4, ycadai € N,
(r)i(w, k) =79 (wh, k) - ()i (w, RO, k) + 4o (ut k) - (%)) (w®, RO(u™ k)
para cada w € WPtt-FP= y cada k € N.

DEMOSTRACION. Ya que

() (w, ) = (RO)¢(w, k) (RY); (', R, k)) + .. + (R7);" (w?, R(u* k)

k k
RO @t k) (RO (R K) R k) (R (0 RO )
k RY (u™, k) T TR RI(ut k)

) (ut, k) - (7‘1)?T (w', RY(u™ k) + ...+ 7 (uT k) - (rz)?; (w®, R2(u*, k))
para cada u € Uy 1 4p., cada i € N, cada w € WPT-*P= y cada k € N, puesto que si

k=0 o  R)(ul,k)=0

para algin j € Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por la propia definicién de

regla electoral relativa y se sigue cumpliendo asimismo la igualdad. O]

Observacién 1.139 Las férmulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma
()i (w, k) (T (! Rt k) e () (w0, Rt ) [ ()
(r)n(w, k) (rDnt (W, R (u* k) (%) (w?, RO(u*, k) ro (u*, k)

para cada u € Uy 4 4p., cada w € WPT-4P= y cada k € N.

Ejemplo 1.140 Continuando con el ejemplo 1.134, dividiendo por 6 se obtiene la siguiente

tabla de representantes relativos:

i=1 i=2 | i=3 | i=4

0.667 0 0.333 0
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Dados unos sistemas electorales asociados respectivamente a (P!, P1), ... (P? P?)
(N,RURY), . (N, N R?),
podemos considerar sus extensiones medias asociadas a (1/3\1, 7/3\1), cee (I/D\Z, 7/3\2) respectivamente
(N,RLRD), ... (N,N, R?)
y la suma de éstas respecto de uno simple (Z, 8% R?) asociada a (]5+, 75+)
(N,R* R*).

Asimismo, podemos considerar también la suma de los sistemas electorales iniciales asociada

a (PT,PT) respecto del mismo sistema electoral simple anterior (Z, X%, R?)
(N,XT RT)
y la extension media asociada a (16?r : 7/3:) de dicha suma
(N,R¥, RT).
Proposicién 1.141 P+ = P+
DEMOSTRACION. Ya que
Pr={1,...,2p, ... 2pi 4. +2Zp )+ 1, A+ ) =
(oooprt A (=14 +p)+ 1, 2 (pr 4+ +p2)) = PF

donde P={1,...,p}ty Z={1,...,z}. O

Proposicién 1.142 (a) Para cada v € U,y 1. 4p.)

(up)™ = ()4

(b) Para cada j € Z y cada u € Uy (p 4. 4p.)

*

(us); = (uj)+ -
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DEMOSTRACION. Puesto que para cada

U = (Ul, sy Uslpys e Ul (prbpa1) 1y - - 7uz’(p1+...+pz)) € Uz’(p1+...+pz)

las componentes j—ésimas de u, y u™ son

Uz (prttpjo)+1 oo T U/ (prtodpy )+ (= DpjtLs - - el (prttpy—)4p; 1o - T U (prttp;)

Uz (prt.tpj—1)+1 T oo T Ut (prtotpy 1)y -+ o Wl (prtotpy 1) +(2 =D+ T -+ Usl (prte4p))

respectivamente, por lo que las componentes j—ésimas tanto de (uy )™ como de (u™), son

Uz!(prttpj—)+1 T oo T U (it tpy) -

(b) Ya que para cada j € Z

u; = ( U (prt. Apj-1)+1 . Uz (p1+...+p;) >
Uz (pr+ppj_1)+1 T oo T Ul (14 4pj) Uz (prtpj—)+1 T oo T Ul (4. 4pj)
de donde se deduce que
(u)+ = (ug)j
ya que (u}) se obtiene sumando las fracciones de u} de forma alternativa y (uy); dividiendo
POT Uzt(py4tpj_1)+1 T -+« T Uzi(py +..4p;) la expresion del apartado anterior de u. O

Proposicién 1.143 Para cada j € Z, cada w € Uy, 4. 4p.) v cada w € Wz (o tps)

(@) = (w?)

DEMOSTRACION. Ya que, dada una matriz arbitraria

2 (p1+... _1)+1 2 (p1+...+
w% w{’ﬁ e wl(p1 tPa-)Hl wl(p1 p=)
. . . . 2 (p1+...+p
w = : : : : e W, ( ) )
2 (p1+..+ps—1)+1 Z(p1+...+
w}l o wZ1+"'+pz ... W Py Ps-1) ... Wn (P p=)

tenemos que

2 (p1+...4pj—1)+h 2'(p1+...4pj—1)+(z'—1)pj+h

* *
Uzt (py -+ pj—1)+h Wi o Uit~ 1)py R W
e\ h
= (@)
i
paracadah =1,...,p; y cadat € IV, puesto que los valores anteriores se calculan internamente

en cada U_pj, para cada j € Z. O
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Proposicién 1.144 Para cada v € Uiy 4. 1p.)

~

(RF)(w) = (R)*(w),

para cada w € W, P1H1p2),

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.142 y 1.143,
(RF)" () = () (@) = ((RYEDi (@), ..., (8) % (@7)7)) =
(RO (1), R (@) ) = (R ("), () () ) = (RF)“(w)

para cada u € Usi(p, 4. 4p.) ¥ cada w € Wz (Prttps). 0O

Proposicion 1.145 Para cada u € Uiy 4. 1p,) ¥y cadat € N

(R™)¥(w, k) = (R")(w, k),

"(p1+...+p-=

para cada w € W, ) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.142 y 1.143,
(RV)(w, k) = (RO} (@7, k) =
(RO (@) R () ™ k) 4 (RO (@), RY((wy) ¥ B)) =
(R (W, B ) k) + o (R0 (3, RA() 1, k) ) =
(R (w', RY(u*, k) + ... + (R?)" (w”, R(u k) = (RY)¥(w, k)
para cada u € Usiy+ 1p, cada i € N, cada w € Wi PH779) v cada k € N. O
(pl pz)
Proposicion 1.146 La extension media de la suma de sistemas electorales respecto de uno

simple es igual a la suma de las extensiones medias de los sistemas electorales respecto de dicho

sistema electoral simple.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.144 y 1.145. O

Corolario 1.147 La extension media de sistemas electorales suma respecto de uno simple es

igual a la suma de los sistemas electorales medios respecto de dicho sistema electoral simple.
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1.3.1 Sistemas electorales suma

Definicién 1.148 Los sistemas electorales obtenidos como suma de sistemas electorales sim-
ples (N, X! RY), ... (N,R, RP) respecto de otro simple (P, X% R%) los denominaremos sistemas

electorales suma.

Asi, los pesos son

para cada w € WP.

Ademés, la probabilidad en U, es
Pt =P

Por su parte, las funciones de recuento suma son
(RF)*(w) = (R (wy),..., NP (w,))
para cada u € Vp y cada w € WP; las funciones de densidad
(f5)"(w) = fHwn) - fP(wy)
para cada u € Fp y cada w € W, x ) x W,: y las probabilidades en wp
Pr=P'®...0P"

para cada u € Up.

Observacion 1.149 Es interesante remarcar que las funciones de recuento suma, las funciones

de densidad suma y la probabilidad suma no dependen del vector de pesos u considerado.

Normalmente consideraremos la funciéon de densidad uniforme, que sera la que se supone en

todos los ejemplos siguientes.
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Corolario 1.150 Para cada u € Fp y cada i € N, la regla electoral suma es
(RN (w, k) = R} (wy, Ry (u, k) + ... + RY (w,, Rg(u, k))

para cada w € WP y cada k € N.

Corolario 1.151 Para cada u € Vp y cada i € N, la regla electoral relativa suma es
(TJF)?(wa k) = r[l)(ua k) ’ ril(wb R?(“: k)) +...t 7"2(“: k) ’ Tf(wpa Rg(uv k))

para cada w € WP y cada k € N.

Observacién 1.152 Las formulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma

(r)i(w, k) ri(wy, BY(u, k) oo rf (wp, By (u, k) ri(u, k)

(rt)(w, k) rl(wy, RY(u, k) ... Tﬁ(wp,Rg(u, k)) rg(u, k)

para cada u € @, cada w € WPy cada k € N.

Observacién 1.153 Si bien en los sistemas electorales suma no es necesario que los sistemas

electorales simples sean todos iguales, éste es el caso mas frecuente en la préctica.

En particular, podemos tomar cada uno de los diferentes ejemplos de sistemas electorales
simples y considerar su sistema electoral suma respecto de uno simple cualquiera, con lo que
obtenemos los sistemas electorales ordinales suma, de cuotas suma y de divisores suma,

asi como cada uno de sus diversos casos particulares.

Proposicién 1.154 En los sistemas ordinales suma, si w] es el h]—ésimo voto de w;

(R* Zp: Rouk

Jj=1

para cada u € U,, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.33 y 1.150. O]
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Corolario 1.155 En el sistema mayoritario puro suma, si H; es el conjunto de circunscripciones

donde w] es el voto mayor de w;

(R+);L(w’ k) = Z R?(“? k)

JEH;
para cada u € Up, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

(b) En el sistema igualitario puro suma, si h; es el nimero de circunscripciones donde w; es

uno de los k —n [%] votos mayores de w;

(R (,5) = by +p [ﬂ

para cada u € U, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

Proposicién 1.156 En los sistemas ordinales suma, si w] es el h]—ésimo voto de w;

Z (BB, &, (RS (u, k)
(r ) (w, k) = 2 :ZT?(%’{?)'W

para cada u € U,, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.33 y 1.150. O]

Corolario 1.157 En el sistema mayoritario puro suma, si H; es el conjunto de circunscripciones

donde w] es el voto mayor de w;

(r)i(w, k) = Y r)(u, k)
JjEH;
para cada u € ﬁp, cadat € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

(b) En el sistema igualitario puro suma, si h; es el nimero de circunscripciones donde w;

uno de los k —n [%} votos mayores de w;

ey = 2Pl gy +pZ Lk)

es

para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Proposicion 1.158 En los sistemas de cuotas suma con q € (k%l, ﬂ, si h; es el niimero de

. .. w? w’
circunscripciones donde i — L es uno de los mayores restos
TR (u,k) 9RO (u,k)
p w
(RT)i(w, k) = h; + ‘
1 LIRS (k)

para cada u € Vp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.45 y 1.150. O

Corolario 1.159 En el sistema de los mayores restos, si h; es el nimero de circunscripciones

donde RY(u, k)w! — [RY(u, k)wf] es uno de los mayores restos
p
(RM)i(w, k) = hi + > [R(u, k)w!]
=1

para cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

Proposicion 1.160 En los sistemas de cuotas suma con qy, € (k+r17 %] , si h; es el niumero de

. . w? w?
circunscripciones donde —t— — : es uno de los mayores restos
ng?(u,k) ng(u,k)
P j
hi i ]
i T Zl |:ng(1¢,1€):| h P |:qR;12 k):|
+\u J= 0 % 0 D
r)Hw, k) = =r(u, k) ————+ ri(u, k) - —=—=
()2 (w, k) - k) oy + k)
j=1 J
para cada u € Up, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.47 y 1.151. [

Corolario 1.161 En el sistema de los mayores restos, si h; es el nimero de circunscripciones

donde R9(u, k)w! — [R(u, k)w!] es uno de los mayores restos

h; + Z (R} (u, k)w]] L P [RO(u, k)w!]

(r ) (w, k) = —=1 - = 1(u, k) - IO S k) -

para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Proposicién 1.162 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente,

existe 3, € (0,1) para cada j € P tal que

wren-3 [ (5)]

J

i

para cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.62 y 1.150. O

Corolario 1.163 En los sistemas de divisores lineales suma con g; = d + s y s > —1, existe

z)) € (0,1) para cada j € P tal que
P i
(R (w, k) = [—; - S]
para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

Proposicién 1.164 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente,

existe x)) € (0,1) para cada j € P tal que

(2

(rH) % (w, k) = 2= - iﬁ?(u’ k) - M

para cada i € N, cada u € ﬁp, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.64 y 1.151. O

Corolario 1.165 En los sistemas de divisores lineales suma con g = d + s y s > —1, existe

z) € (0,1) para cada j € P tal que

(2

rH)(w, k) = = ' rO(u k) - L2

para cada u € ﬁp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Ejemplo 1.166 Consideremos el sistema mayoritario puro suma respecto del sistema electoral
simple de los mayores restos para n = 4 candidaturas, p = 2 circunscripciones y k£ = 6

representantes a elegir aplicado a la tabla

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=11061| 04 | 03 | 02 | 0.1

=2 10401 | 02 ] 03 | 04

En primer lugar, la cuota para la regla de los mayores restos es % = 0.167 por lo que inicialmente
corresponden 3 representantes a la primera circunscripcion y 2 a la segunda. Entonces, los restos
para la primera y la segunda circunscripcion son 0.100 y 0.067 respectivamente, con lo que el
representante que queda por asignar corresponde a la primera circunscripcion y se obtiene la

tabla final de representantes de las circunscripciones

j:l j:2

4 2

Finalmente, los 4 representantes correspondientes a la primera circunscripcién se asignan a la
primera candidatura y los 2 de la segunda a la iltima candidatura, que son las mayoritarias en

ambas circunscripciones respectivamente. Entonces, las tablas parciales de representantes son

i=1 | i=2 | i=3 | i=4 i=1 | i=2 | i=3 | i=4

4 0 0 0 0 0 0 2

y la tabla final de representantes obtenida es, pues,
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1.4 Sistema electoral inducido

En esta seccién definimos un nuevo sistema electoral a partir de uno dado cuando se restringe
el nimero de candidaturas. En este caso, ademas de comenzar definiendo dicho concepto,
estudiamos su relaciéon con las dos operaciones introducidas en las secciones precedentes para
terminar igualmente exponiendo como puede utilizarse para analizar lo que sucederia en unas
elecciones si las diferentes candidaturas se coaligaran previamente entre ellas de alguna cierta

forma.

Sea N un conjunto finito y N’ C N un subconjunto suyo. Por comodidad de notacién, supon-

dremos que
N ={1,...,n'},

con n’ <n.

Entonces, dado un sistema electoral
(N, XN, R)

asociado a (P, P), el objetivo es definir un nuevo sistema electoral
(N,7 N,7 Rl)
asociado igualmente a (P, P).

Esto significa, en particular, que tanto los conjuntos Py ﬁp como la probabilidad P seran los

mismos.

Ejemplo 1.167 Dado el sistema electoral para n = 6 candidaturas que asigna todos los
representantes a la candidatura cuyo voto en la circunscripcién con peso mayor es superior a
cualquiera de los otros, se trata de definir un nuevo sistema electoral para n’ = 4 candidaturas.

Asi, si por ejemplo el vector de pesos de dos circunscripciones es

j=11J=2

0.6 | 04

tomaremos este mismo vector de pesos en el nuevo sistema electoral que pretendemos definir.
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Dada una matriz arbitraria

wy wy
wh, oWk
podemos considerar la matriz

1 P

wy wy

1 P
w 12 PR w /

w' = " vl ew?
0O ... 0
0 0

obtenida a partir de la anterior completando con ceros las filas n’ + 1, . ..

Proposiciéon 1.168 Para cada u € ﬁp, cadaw € WP y cadaie N

~ ’UA)z', SiiGN’;
w' =
(2
0, sii¢N'.

DEMOSTRACION. Por la propia definicién de w'.

Ejemplo 1.169 Dada la tabla de votos siguiente

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

ji=11061| 04 | 03 | 02 | 0.1

ji=2104 |01 | 02 ] 03 | 04

completando esta tabla con ceros se obtiene la nueva tabla de votos

i=1 | 1=2 | 1=3 | i=4 | i=5 | 1=6

j=11061] 04 | 03 | 0.2 | 0.1 0 0

ji=21041] 01 | 02 ] 03| 04 0 0
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Proposicién 1.170 (a) Si v es una permutaciéon de N’ y V' es una permutacion de N que

permuta los elementos de N’ de la misma forma que v entonces, para cada w € WP,

(b) Si m es una permutacion arbitraria de P entonces, para cada w € WP,

DEMOSTRACION. (a) Puesto que

para cada w € W,

(b) Puesto que

para cada w € WP,

]

Observacién 1.171 En la proposicién anterior, v’ es cualquier permutacién de N que permuta

los elementos de N’ de la misma forma que v.

Obviamente, existen diversas posibilidades para /. Sin embargo, como veremos mas adelante,

para nuestros propésitos sera suficiente con saber que existen permutaciones como la anterior.
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Consideremos la aplicacion

definida para cada w € WP, por
Fl(w)=w'.

Consideramos en W, la o—dlgebra de las antiimdgenes de conjuntos medibles de W,:

{(F')™"(8) : B es un conjunto medible de W2} .

Proposicion 1.172 F’ es medible e inyectiva.
DEMOSTRACION. Por definicién. O
Y podemos considerar también la aplicacion
T : W, x ™M x W, — Wy x M) x W,
definida para cada w € W, x ™ x W,, por
T (w', ..., wP) = (w‘ln,,...,wll;,> ,

siendo w!

|

. wf . las matrices obtenidas suprimiendo las componentes de la n’+1 en adelante
n

de wt, ... wP, respectivamente.

Proposicién 1.173 T"o F' = I, .
DEMOSTRACION. Puesto que
(T o F')(w) = T'(F'(w)) = T'(w') = w| , = w
para cada w € W,,. O
Proposicion 1.174 T’ es medible y exhaustiva.

DEMOSTRACION. Por definicién. O
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Consideremos ahora la familia de aplicaciones
N = ((N)") ety
tales que para cada u € Up
()" WE — W, x ™) x W,y
es la aplicacién definida para cada w € W¥, por

(R)*(w) = T" (R*(w")) .

Proposicion 1.175 Cualquier otra forma de definir
(R,

pero anadiendo los ceros de cualquier otro modo, es igual a la aplicacion (N')" definida ante-

riormente.
DEMOSTRACION. Por la simetria de la funcién de recuento. O

Y consideremos asimismo en W7, la familia de probabilidades

(Pu)ueUip

dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad definidas para cada w €
W, x M) s W,

fr(w')

fr(w)dv -

(f)"(w) =

f W, xMxw,,
Proposicién 1.176 Las funciones (f')" anteriores estan bien definidas.

DEMOSTRACION. Puesto que

/ ()" (w) dV / fr) S, () dV
w = _
W X X W,y W x ()XW, an,xWan, fe(w') dVv an/x(T)an/ fe(w’) dV

y

=1

fw) -

() w) = T

B an/ X (7??>><Wn/

para cada w € W, X ®) < W,,. ]
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Proposiciéon 1.177 La funcion de densidad inducida por otro sistema electoral con funcion

de densidad uniforme es también uniforme.

DEMOSTRACION. En efecto, tenemos que la nueva funcién de densidad es

Ul)u(w):f fU(wy“(w’)dv: ((n\/ﬁ(l:‘) :‘ s
e léwwM@(\ﬁ.>dv
(n—1)N\"™

R (e
( Vn ) (jgﬂdv> (@u—1y>

para cada w € W, X (m) S« Wy ]

Proposicién 1.178 Para cada u € U,
()" =T oR" o .
DEMOSTRACION. Puesto que para cada u € U,
(N)“(w) =T"(R*(w')) = T" (R*(F"(w))) = (T" o X" 0 F')(w)

para cada w € W2, O

Proposicion 1.179 Para cada u € Up yvecadaj=1,....m

(R

es un vector aleatorio.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.172, 1.174 y 1.178. O

Ejemplo 1.180 Si consideramos el ejemplo 1.11, tenemos que
(N/)(0.6,0.4) 04 03 02 0.1 _ 7 [ 809 04 03 02 01 0 0 _
0.1 0.2 0.3 04 0.1 0.2 03 04 0 O

7'((0.4,0.3,0.2,0.1,0,0), (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0)) = ((0.4,0.3,0.2,0.1),(0.1,0.2,0.3,0.4)) .
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Consideremos ahora la familia de aplicaciones
R = ((R)")

u€U7p

tales que para cada u € ﬁp
(R)*: WP, x N — N" C R"

es la aplicacién definida para cada i € N', cada w € W’ y cada k € N por

(R (w, k) = Ri(w', k) .

Y tenemos también la aplicacion obtenida a partir de la anterior fijando el valor de kK € N
(RY“* . WP — N¥ C R™

definida para cada u € Vp, cada k € Ny cada w € W?, por

(R)“H(w) = (R)"(w, k).
Proposicién 1.181 Para cada u € U,, cada k € N y cadai € N’

(R)“* = R“* o F'.
DEMOSTRACION. Puesto que
(R)"M(w) = (R)"(w, k) = R"(w', k) = R**(w') = R**(F'(w)) = (R"* o F")(w)

para cada w € WP, O
Proposicién 1.182 R“* es un vector aleatorio, para cada u € Fp y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.172, 1.174 y 1.181. O

Proposicién 1.183 Cualquier otra forma de definir (R')", pero anadiendo los ceros de cual-

quier otro modo, es igual casi seguro a la aplicacion (R')* anteriormente definida.

DEMOSTRACION. Puesto que, por el axioma de imparcialidad de R, el nimero de represen-
tantes que corresponde a cada candidatura depende unicamente de su voto y no de qué lugar

ocupe, salvo conjuntos de probabilidad cero. O]
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Ejemplo 1.184 Consideremos el sistema electoral simple con n = 6 candidaturas y & = 4
representantes que asigna todos los representantes a la candidatura de voto superior en la

circunscripcién de peso mayor.

Entonces, a partir de la tabla de pesos y votos para n’ = 4 candidaturas

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=1106 1| 04 | 03 | 02 | 0.1

ji=2104 |01 | 02 ] 03 | 04

construimos una nueva tabla anadiendo ceros en las dos ultimas columnas como vimos ya en

el ejemplo 1.169

i=1 | i=2 | i=3 | i=4 | i=5 | i=6

j=11061] 04 | 03 | 02 | 0.1 0 0

j=21041] 01 | 02 ] 03| 04 0 0

Entonces, puesto que el peso de la primera circunscripcién —0.6— es superior al de la segunda
—0.4— y el voto de la primera candidatura en la primera circunscripcion —0.4— es mayor que el

del resto —0.3, 0.2 y 0.1- obtenemos la tabla de representantes

i=1 | i=2 | i=3 | i=4 | i=b | i=6

y, en consecuencia, la tabla definitiva de representantes queda

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
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Proposiciéon 1.185 Para cadai € N — N’, cada u € Fp, cadaw € W! y cadak € N
(R (w, k) =0.
DEMOSTRACION. Ya que w),,; = ... =w, = (0,...,0) de donde, por el axioma del voto nulo

(R (w, k) = Ry (w', k) =0

para cadai € N — N/, cadaueﬁp, cada w € W}, y cada k € N. O

Proposicién 1.186 (N', W, R’) es un sistema electoral asociado a (P, P).

DEMOSTRACION. En primer lugar, por 1.179 y 1.182, las aplicaciones ((N)')? para cada j =

1,...,my (R)®“* son vectores aleatorios.

Para el axioma de exhaustividad, tenemos que
(R} (w, k) + ...+ (R (w, k) = RY(w' k) + ...+ R4 (w' k) =k
por el axioma de exhaustividad de R y porque RY(w’, k) = 0 para cadai =n'+1,...,n por

1.185.

Para el axioma del voto nulo, sélo hay que tener en cuenta que si wf = 0 para cada j € P

entonces
(R)i(w, k) = R(w', k) =0

por el axioma del voto nulo de R.

Para el axioma de simetria, por el axioma de simetria de R y por 1.170, para cada permutacion
mde P,cadai € N, cadaw € W), y cada k € N

(R)im (W™, k) = Ry~ ((w")' k) = Ri™ (W), k) = Ri(w', k) = (R);(w, k)

casi seguro u € Uy, ya que una permutacién de las columnas no modifica las filas formadas

integramente por ceros.

Y para el axioma de imparcialidad, por el axioma de imparcialidad de R y por 1.170, para

cada permutacién v de N, cada i € N, cada u € U, y cada k € N

(R0 (w, k) = Ry (wy)', k) = Ry (W), k) = Rt (w', k) = (R} (w, k)

v(i V(i v(i

casi seguro w € W7, O
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Definicién 1.187 El sistema electoral
(N/7 N/, R/)
asociado a
(P, P)

se denomina inducido en N’ por el sistema electoral (N, R, R) asociado a (P, P).

Por abuso de lenguaje, hablaremos de sistema electoral inducido en N’
R/
con funcién de recuento X’ o de sistema inducido R’ simplemente, si no hay peligro de confusion.

En consecuencia, la regla electoral inducida reparte los representantes como la regla electo-
ral original, puesto que completa con ceros y, por tanto, no deja de otorgar ninguno de los

representantes a las candidaturas.

Definicién 1.188 Las aplicaciones
(R
se denominan funciones de recuento inducidas; las aplicaciones
(R)",
reglas electorales inducidas; y las aplicaciones
(R,

leyes electorales inducidas.

Las propiedades cuya verificacién para un sistema electoral dado implique que se verifiquen

asimismo para sus sistemas electorales inducidos las denominaremos hereditarias.

Proposicion 1.189 Para cada i € N', cada u € ﬁp, cadaw € W y cadak € N

(r')?(w, k) = T;L (wl7 k) .

DEMOSTRACION. Puesto que

(R)i(w, k) _ R(w' k) _ .,
k - k =T (w 7k)
para cada i € N, cada u € U, cada w € W?, y cada k € N. H

()i, ) =
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Corolario 1.190 Sea R un sistema electoral simple. Entonces:

(a) para cada w € W,
w' = (wr,...,w,y,0,...,0) € Wy;

(b) para cada i € N', cadaw € W, y cada k € N

(c) para cada i € N', cadaw € W, y cada k € N

ri(w, k) =ri(w' k).

Proposicién 1.191 (a) El sistema electoral simple inducido de un sistema ordinal es ordinal.
(b) El sistema electoral simple inducido de un sistema de cuotas es de cuotas.

(c) El sistema electoral simple inducido de un sistema de divisores es de divisores.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por ser w11 = ... = w, = 0, si w; es el h-ésimo voto mayor

de w entonces es también el h—ésimo peso mayor de w’ y se tiene que
Ri(w, k) = Ry(w', k) = ¢;, (k)

para cada ¢ € N, cada w € W, y cada k € N.

(b) Ya que, por ser w41 = ... = w, = 0, se tiene que
W; . Wy W;
[—} +1, si — — {—} es uno de los mayores restos,
A Ak Ak
Ri(w,k) = R;y(w', k) =
Wy . Wy Wy
{—} , si — — {—} no es uno de los mayores restos.
4k Ak Qk

para cada ¢ € N, cada w € W, y cada k € N.

(c¢) Dado que, por ser w11 = ... =w, =0, se tiene que
w! w;
Ri(w, k) = Ri(w' k) = || = &
() = Rt ) = | 2] = |2

para cada ¢ € N, cada w € W, y cada k € N. O
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Consideremos ahora un sistema electoral

asociado a (P, P).

(N,N, R)

Podemos considerar entonces su sistema electoral inducido

(N/, N/, R/)

asociado a (P,P) y la extensién media de éste

asociada a (P, P).

Asimismo, podemos considerar la extensién media del sistema electoral inicial

(N', N, R

(N,X, R)

asociada a (157 75) y el sistema electoral inducido de dicha extensién media

asociada a (P, P).

(N,, &/’ E!)

Proposicién 1.192 Para cada u € U,, y cada w € W7

entonces

(w) = (@)

*,.1
UiWy + ..+ Uy 1yp1 Way

1 (z=1)p+1
w, ... wy
z—1)p+1
wh,oLL wfl/ »
* (z—1)p+1
(z—1)p+1771
* (z=1)p+1
0
0

para cada u € U, y cada w € W7.

zp

e W:r

z
w?

w01 % 7P
U,W)y, + .o+ U, Wy

*, P * zZp
UpWy + o+ U W
0
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Proposicién 1.193 Para cada u € U,, y cada w € W7
(R)"(w) = R (w).

DEMOSTRACION. Ya que, aplicando 1.192,

— %

(R)“(w) = 7 (Rew)) =77 (R (W)) ) = T/ (0 ((@°)) = ()™ () = (R)"(w)

para cada u € U_Zp y cada w € W 7P. O

Proposicién 1.194 Para cada u € U,,, cada w € W7, cada k € N y cadai € N’
(B¢ (w, k) = R (w, k).
DEMOSTRACION. Ya que, aplicando 1.192,
(R)(w, k) = R (k) = RY () k) = B (@) k) = (RO (@, k) = B (w, )

)

para cada u € U,,, cada w € W, cada k € Ny cadai € N'. O

Proposicion 1.195 El sistema electoral inducido de la extension media coincide con la ex-

tension media del sistema electoral inducido.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.193 y 1.194. O

Corolario 1.196 EI sistema electoral inducido de un sistema electoral medio coincide con el

sistema electoral medio de los sistemas electorales simples inducidos.

Proposicién 1.197 (a) El sistema electoral inducido de un sistema ordinal medio es ordinal

medio.
(b) El sistema electoral inducido de un sistema de cuotas medio es de cuotas medio.

(c) El sistema electoral inducido de un sistema de divisores medio es de divisores medio.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.191 y 1.196. O]
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Consideremos ahora unos sistemas electorales
(N,RURY), (N, N R?)
asociados a (P',PY),...,(P*, P?).
Podemos considerar entonces sus sistemas electorales inducidos
(N7, (Y, (RY)'), ., (N, (8% (R))

asociados a (P, P1),... (P?,P?) y la suma de éstos respecto de uno simple (Z, X% R)

(N, (X)), (R)T)
asociada a (P*,PT).
Y podemos considerar también la suma respecto del mismo sistema electoral simple (Z, R?, RY)

(N, X" RT)

asociada a (P*,P™) y el sistema electoral inducido de dicha suma

(N, (RT), (RT)')

asociado a (P, PT).

p1t...+Dp2

/

Proposiciéon 1.198 Para cada j € Z y cadaw € W.

n

(') = (W),

DEMOSTRACION. Puesto que, dada una matriz arbitraria

tpa1+1
wl o wpl o wp1+ +pz—1+ o wp1+ +pz
1 1 1 1
. . . . 4ot
w = : : : : - VVTIZ/1 Pz
p1+...4+p—1+1 4.4
wh,oooowh Wl = cooowh TP
es claro que
p1+...4+pj—1+1 p1+...+p;
wy' N 1041 7
p1+...+pj—1+1 p1+...4Dj
N . wn/ 7 . wn, J . j /
(w'y = ~ ()
0 . 0
0 o 0

para cada j € Z. O]
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Proposicién 1.199 Para cada u € U, _,. y cada w € WP
((RT))"(w) = ((N)")"(w) .
DEMOSTRACION. En primer lugar, aplicando 1.198,
(X)) (w) =T ((RF)" () = T ((R)"(()'),..., ()= ((w')?)) =
T (R ((w')), ., ()= (w?))) = (R ('), (RF)) () = (R) )" (w)

para cada u € Uy, 1 4+p, v cada w € W5/1+...+pz. -

Proposicién 1.200 Para cada u € Uy, ;. 4,., cada w € WE ™% cadak € Ny cadai € N’
(RT))i(w, k) = ((R)") (w, k).
DEMOSTRACION. Ya que, aplicando 1.198,
(R™))(w, k) = (RF)¥ (w', k) = (R (@), RYu* k) + -+ (R (w')?, R(u™, k)
= (RO ('), RY(u* k) + o (RO ((w), RY(u" )
= (R")}T (w', RY(u™, ) + ...+ (B?));* (w*, RA(u™, k) = ((R) )i (w, k)

7

para cada u € Uy 4. 4p., cada w € W5,1+"'+pz, cada k € Ny cadaie N'. O]

Proposicion 1.201 El sistema electoral inducido de la suma de sistemas electorales respecto
de uno simple es la suma de los sistemas electorales inducidos de cada sistema electoral respecto

del mismo sistema electoral simple.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.199 y 1.200. O

Corolario 1.202 El sistema electoral inducido de un sistema electoral suma respecto de uno
simple coincide con el sistema electoral suma de los sistemas electorales simples inducidos
respecto del mismo sistema electoral simple.

Proposicién 1.203 (a) El sistema inducido de un sistema ordinal suma es ordinal suma.

(b) El sistema inducido de un sistema de cuotas suma es de cuotas suma.

(c) El sistema inducido de un sistema de divisores suma es de divisores suma.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.191 y 1.202. O
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Consideremos ahora un sistema electoral
(N, XN, R)
asociado a (P, P).
Podemos considerar entonces su sistema electoral inducido
(N W R
asociado a (P,P) y el sistema electoral inducido de éste
(N", (), (R)')
asociado a (P, P).
Asimismo, podemos considerar también el sistema electoral inducido directamente
(N", X" R")
asociado a (P, P).

Cometiendo un pequeno abuso de notacién, pero en consonancia con la simbologia anterior,
utilizaremos los simbolos simples para los conceptos que aparecen en las inducciones de N a

N’y de N" a N” y los simbolos dobles para los correspondientes a la induccién de N a N”.

Proposicién 1.204 Para cada w € W7,

(w/)/ — w// )
DEMOSTRACION. Puesto que
wi wy
w'}l,/ wi//
0O ... 0
(w) =1 : : =w" e Wp
0O ... 0

para cada w € WP,. O
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Proposicién 1.205 Para cada w € W2,
(T") (w) = T"(w").
DEMOSTRACION. Puesto que
T (T'(w) =T (T" (w',...,w")) =T (wﬁ/,...,wﬁ/) =
T’ (wlln”, . ,wﬁﬂ) =T"(w',...,wP) =T"(w)

para cada w = (w',...,wP) € W, x ™) x W,,. O

Proposicion 1.206 Para cada u € Fp
((R))*(w) = (R)*(w)
para cada w € WI’}”.
DEMOSTRACION. Ya que, por 1.204 y 1.205,
((R))*(w) =T ((N)"(w')) = T (T" (R ((w')'))) = T" (R*(w")) = (N")*(w)

para cada u € U, y cada w € Wg”. O

Proposicién 1.207 Para cada u € U, y cadai € N”
((R)) (w, k) = (R")j(w, k)
para cada k € N y cada w € WI?".
DEMOSTRACION. Ya que, aplicando 1.204, se tiene que
((R))i(w, k) = (R} (w', k) = Ry ('), k) = R (w”, k) = (R")}(w, k)

para cada u € U, cada w € W]?”, cada k € Ny cadaie N”. H

Proposiciéon 1.208 El sistema electoral inducido por un sistema electoral inducido es otro

sistema electoral inducido.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.206 y 1.207. O
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Observacién 1.209 El sistema electoral inducido permite estudiar el caso hipotético en que
las candidaturas se hubieran presentado unidas. En tal supuesto, a cada una de las nuevas

candidaturas se la denomina coalicion. Concretamente, dada una particion de N
B:{Nl,...,NZ},

que denominaremos estructura de coaliciones, dados un vector de pesos u y el ntimero de
representantes a elegir k, podemos comparar para cada ¢ € N y cada w € WP los valores

1 p
gwh Ewh

heNy heN;

(R)i

: : k y ) Ri(w,k)
1 heN;

Sul o

heN. heN.

obtenidos sumando los votos de cada bloque y aplicando el sistema electoral inducido por una

parte, y los valores dados por la suma de los representantes de cada bloque por otra.

Ejemplo 1.210 Consideremos el sistema electoral simple mayoritario del ejemplo 1.184 que
otorga c¢; (4) = 3 representantes a la candidatura de mayor voto y ¢z (4) = 1 a la siguiente.

Entonces, dada la tabla de votos

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03] 02 | 0.1

si se unen las dos primeras candidaturas y las dos tltimas, se tiene la nueva tabla de votos

i=0 | i=0’

0.7 | 0.3

con lo que se obtienen las tablas de representantes siguientes, segin se sumen los representantes
inicialmente sin estructura de coaliciones alguna o bien después de producirse la correspon-

diente estructura de coaliciones, respectivamente

i=0 | i=0’ i=0 | i=0’

4 0 3 1
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Observacién 1.211 Un caso particular importante de estructura de coaliciones, que denomi-
naremos alianza, se da cuando se forma una tnica coalicién y el resto se mantiene de forma

individual. Por ejemplo, para fijar ideas podemos considerar que la coalicion es

{1,...,a}.
En tal caso, denotaremos por 0 dicha coalicién, por Ny el conjunto
No={0,a+1,...,n}

y por wy la nueva matriz de votos, con lo que tendremos

wi+.owl o wi L+ wk
w} wh
(R - i k vy RY(w,k)+ ...+ R'(w,k).
w) wh

Ejemplo 1.212 Si consideramos el sistema electoral simple mayoritario que otorga
c1(4) =3 y c(4) =1

representantes respectivamente a la candidatura de mayor voto y a la siguiente cuyo peso es

mayor entonces, dada la tabla de votos

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03] 02 | 01

si se unen las dos primeras candidaturas, se tiene la nueva tabla de votos

i=0 | i=3 | i=4

0.7 1 02 | 0.1

con lo que se obtienen las tablas de representantes siguientes, segiin se sumen los represen-
tantes inicialmente sin alianza alguna o bien después de producirse la correspondiente alianza,

respectivamente

i=0 | i=3 | i=4 i=0 | i=3 | i=4
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1.5 Superaditividad

Una de las cuestiones mas interesantes de los sistemas electorales es la idea de gobernabilidad.
Para formalizar dicha idea, se define el concepto de superaditividad a partir del hecho de
que, en el caso de alianza, la coalicion correspondiente no se vea perjudicada. Y se contempla

también el caso mas fuerte en que, ademas, el resto de candidaturas no salgan beneficiadas.

Definicién 1.213 Un sistema electoral R es superaditivo si, y sélo si, para cada A C N

(R4 (wa, k) > Ri(w, k)

€A

para cada u € Up, cada k € N y casi seguro w € W?2.

Definicién 1.214 Diremos que el sistema electoral R es estrictamente superaditivo si, y

s6lo si, es superaditivo y para cada A C N y cadai ¢ A
(R)i(wa, k) < R (w, k)

para cada u € ﬁp, cada k € N y casi seguro w € WP.
Evidentemente, podemos sustituir R por r en las definiciones anteriores.

Proposicién 1.215 (a) Un sistema electoral R es superaditivo si, y sélo si, para cada subcon-

junto 0 = {1,...,a} de N, cada u € U, cada k € N y casi seguro w € WP
(R (wo, k) > RY(w, k) + ...+ R w, k).

(b) Un sistema electoral R es estrictamente superaditivo si, y sélo si, es superaditivo y para

cada subconjunto 0 = {1,...,a} de N, cada u € U, cada k € N y casi seguro w € WP

(R/)Z-i-l (wA7 k) < Rg-i—l(w’ k)a SR (R/)Z (wA> k) < RZ(wv k) :
DEMOSTRACION. Por el axioma de imparcialidad. ]

Obsérvese que exigimos que las condiciones se verifiquen salvo conjuntos de probabilidad cero.

Ello se debe a que es posible que en los casos de empate dichas condiciones dejen de cumplirse.

Proposicion 1.216 La superaditividad estricta implica la superaditividad.

DEMOSTRACION. Por definicién. O
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Proposicion 1.217 El sistema mayoritario puro es estrictamente superaditivo.
DEMOSTRACION. Puesto que para que el sistema mayoritario puro no fuera estrictamente
superaditivo deberia ser
Ro((wy + ... 4 Way Wai1s - wy), k) <
Ri((w1, ... Wy Warity .oy W) k) + oo 4+ Ra((wr, ..o Way Warity .oy Wy), k).

Pero como en dicho sistema todos los representantes corresponden a la candidatura de mayor

voto, la condicién anterior equivale a

R()((’UJl + ... +wa,wa+1,...,wn),k) =0

Ri((wr, ... Way Warity .oy Wy) k) + oo+ Ra((wr,y ..oy Woy Warit, .y wh), k) = k.
Y esta ultima se convierte en
Rh((wla'”vwaawa-‘rl)"'7wn)7k) =k

para cierto h entre 1 y a, de nuevo porque todos los representantes se asignan a la candidatura

de mayor voto.

Y ello sdlo es posible si wy + ...+ w, = wy, —o sea, si w; = 0 para cada ¢ # h entre 1 y a—
y, ademas, el criterio de desempate previamente establecido no favorece a la candidatura h, lo

cual constituye un conjunto de probabilidad cero. O

Contraejemplo 1.218 Los sistemas ordinales no son superaditivos en general.

Consideremos el caso del sistema electoral simple igualitario con k& = 4 representantes a elegir

y la tabla de votos

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03 1] 02 | 0.1

En tal caso, cada candidatura obtiene un representante, mientras que si se hubiesen unido por

ejemplo las dos iltimas, hubiesen obtenido uno solamente.

Y es claro que variaciones suficientemente pequenas de los datos producen los mismos resulta-

dos, por lo que su validez no se reduce tinicamente a conjuntos de probabilidad cero.
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Contraejemplo 1.219 Los sistemas de cuotas no son superaditivos en general.

Si aplicamos la regla de los mayores restos a la tabla de votos

i=1 | i=2 | i=3

0.47 | 0.37 | 0.16

con k = 10 representantes a repartir la cuota resulta ser 0.1, por lo que es claro que corres-
ponden inicialmente 4, 3 y 1 representante a cada candidatura respectivamente. Y como los
dos mayores restos corresponden a las dos primeras candidaturas, se tiene que la tabla de

representantes es

i=1 | i=2 | i=3

En cambio, si las dos primeras se unen la tabla obtenida entonces es

i=0 | i=3

0.84 | 0.16

con lo que los representantes que les corresponden inicialmente son 8 y 1. Entonces, como el

mayor resto es el de la iltima candidatura se tiene que la tabla de representantes es

=0 | 1=3

8 2

Por tanto, en definitiva se tiene que las dos primeras candidaturas pasan de tener 5 +4 = 9

representantes a unicamente 8.

Y es claro que variaciones suficientemente pequenas de los datos producen los mismos resulta-

dos, por lo que su validez no se reduce tinicamente a conjuntos de probabilidad cero.
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Definicién 1.220 Diremos que un sistema de divisores es de divisores subaditivos si admite

una funcién generatriz tal que para cada x,z’ > 0 se cumple que

gz +2") < g(x) +g(2').

Proposicion 1.221 Los sistemas de divisores lineales
ga=d+s
con s > 0, de tipo potencial
ga = d’
con 0 < s <1, y de tipo logaritmico
ga = log, (1 +d)

con s > 0, son de divisores subaditivos.

DEMOSTRACION. Puesto que las funciones generatrices respectivas x + s, 2% y log, (1 + z)

satisfacen
r+a'+s < (z+3s)+(2'+s), (z+2)° <2°+2” vy log,(1+x+2") <log,(1+z)+log,(1+2")
para cada x,x’ > 0, por ser s > 0y 0 < s < 1 en los dos primeros casos respectivamente y
porque

l+az+2a
(I+z)-(1+2a) —
en el tercero. ]

log,(1 4z +a’) — (log, (1 + z) + log,(1 + 2')) = log,

Proposicion 1.222 Un sistema de divisores es de divisores subaditivos si, y solo si, admite

una funcion generatriz g tal que para cada y,y > 0 se cumple que
R (VR (O
DEMOSTRACION. Ya que entonces, notando y = g(z), para cada y,y’ > 0

g y+y) =9 (g@)+g(@) =g (glx+a) =z+2 =g () + 97 (),

por ser g~ ! estrictamente creciente.

Y reciprocamente, con la misma notacién anterior, se tiene ahora que para cada x,z’ > 0

gz+2) =g W+ W) <glg ' w+y)) =y+y =g(x)+ g,

por ser g estrictamente creciente. O
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Teorema 1.223 Los sistemas de divisores subaditivos son estrictamente superaditivos.

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.62, sabemos que existen valores zo > 0 y xf, > 0 tales que

@b @b ()b )]
o e () b ()

casi seguro w € W,,. Pero, teniendo en cuenta 1.222,

()2 b (B) e (B))2

v

y, €n consecuencia,

@) Gl Gl ()2
Gl Gl b Gl [ (B)]

de lo que se deduce que debe ser

Ty > g

ya que g es estrictamente creciente. Por tanto, se tiene que para cada i > a

Ri(wy + .. 4 Way Wity - Wy) = [gl (%)] < [gl <%)1 = Ri(ws, ..., wy,)
0 0

casi seguro w € W,,.

Y de nuevo por ser g estrictamente creciente, y teniendo en cuenta la igualdad inicial, se obtiene

que también

1w wy,
R{)(w1+...+wa,wa+1,-..,wn)={g1(—1 = ﬂ?
0

i (2)] ot o (22)] = o o

Zo Zo

casi seguro w € W,,. O]
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Contraejemplo 1.224 Los sistemas de divisores no son superaditivos en general.
Consideremos el sistema de divisores tal que
ga=d’

para n = 4 candidaturas, kK = 5 representantes a elegir y la tabla de votos

i=1 | i=2 | i=3 | i=4
04 | 03] 02 | 0.1
Entonces, la tabla de cocientes respectivos es

i=1 i=2 i=3 i=4
g1 =1 | 040000 | 0.30000 | 0.20000 | 0.10000
go =4 | 0.10000 | 0.07500 | 0.05000 | 0.02500
g3 =9 | 0.04444 | 0.03333 | 0.02222 | 0.01111
g4 =16 | 0.02500 | 0.01875 | 0.01250 | 0.00625

En cambio, si se unen la primera y la tercera candidaturas la tabla queda

i=0 1=2 i=4
g1 =1 ] 0.60000 | 0.30000 | 0.10000
g2 =4 | 0.15000 | 0.07500 | 0.02500
gs =9 | 0.06666 | 0.03333 | 0.01111
gs =16 | 0.03750 | 0.01875 | 0.00625

con lo que ambas candidaturas pasan de tener tres representantes a obtener sélo dos.

Y es claro que variaciones suficientemente pequenas de los datos producen los mismos resulta-

dos, por lo que su validez no se reduce tinicamente a conjuntos de probabilidad cero.
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Observacién 1.225 La superaditividad y la superaditividad estricta no se heredan a los
subconjuntos, ya que el hecho que se verifiquen casi seguro w € WP no implica que se verifiquen

también casi seguro w € W7,

Proposicién 1.226 (a) La extensién media de un sistema electoral superaditivo es superadi-

tiva.

(b) La extension media de un sistema electoral estrictamente superaditivo es estrictamente

superaditiva.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.192, 1.83 y ser R superaditivo, para cada subconjunto
0=A{1,...,a} de N

(") (o, k) = By (wh, k) = Ry (wh' k) = RE* ((a5) k) 2
RY (W*, k) + ...+ R (0*, k) = R%(w, k) + ... + R%w, k)
para cada u € U,,, cada k € N y casi seguro w € W?>.

(b) Anélogamente, por 1.192, 1.83 y ser R estrictamente superaditivo, para cada subconjunto
0={1,...,a} de Nycadai>a

(B2 (wo, k) = R (wh, k) = RE* (wh k) = R ((05)' k) < B (k) = Ry (w, k)
para cada u € U_Zp, cada k € N y casi seguro w € W;P. O

Corolario 1.227 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples superadi-

tivos son superaditivos.

(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples estrictamente superaditivos

son estrictamente superaditivos.

Proposicién 1.228 (a) El sistema mayoritario puro medio es estrictamente superaditivo.

(b) Los sistemas de divisores subaditivos medios son estrictamente superaditivos.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 1.227. O
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Proposicién 1.229 (a) La suma de sistemas electorales superaditivos respecto de uno simple

arbitrario es superaditiva.

(b) La suma de sistemas electorales esrrictamente superaditivos respecto de uno simple arbi-

trario es estrictamente superaditiva.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por ser R/ superaditivo, para cada 0 = {1,...,a} C N
(RO (Yo RO ) = 3 O(R)E R, )
para cada u € U_pj, cada k € N y casi seguro w Glzl/%/,fj para cada j € Z. Y por 1.198 y 1.130,
((RTY)g (wo, k) = (RF)(wh, k) = (RYGH(wh)", RY(w™, k) + ... + (R (wp)*, R2(u, k)
= (RN ("), RY(u™, k) + ..+ (R (w™)p, RY(u, k) >

a a

SORY !, Rt B) 4+ SR (w0, Rt k) = (R (w, k) + 4 (R (w0, )
i=1 i1
para cada u € U, 1. +p., cada k € Ny casi seguro w € Wr+-+p=,

(b) Ya que, por ser R’ estrictamente superaditivo, para cada 0 = {1,...,a} C N y cadai > a
(R (), R, K)) < (R); (), R (™, )
para cada u € U_pj, cada k € N y casi seguro w € W}’ para cada j € Z. Y por 1.198 y 1.130,
((RYY)Y (o, k) = (RV)2 (oK) = (RS (G B (™ B) ) (RS () D (" )
= (ROF () B (w0t k) )+ (RO ((w9), B () <
(R);T (w!, RY(u™, k) + ..+ (R (w0, RA(u™, k) = (R)¥(w, k)

para cada u € Uy 1 _4p., cada k € N y casi seguro w € Wp+-+p=, O
Corolario 1.230 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples superadi-
tivos respecto de uno simple arbitrario son superaditivos.

(b) Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples esrictamente superaditivos
respecto de uno simple arbitrario son estrictamente superaditivos.

Proposicién 1.231 (a) El sistema mayoritario puro suma es estrictamente superaditivo.

(b) Los sistemas de divisores subaditivos suma son estrictamente superaditivos.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 1.230. ]
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1.6 Monotonia

Una de las propiedades que suele exigirse a un sistema electoral es que a mayor voto corresponda

igual o mayor niimero de representantes.

En el caso de varias circunscripciones, sin embargo, se nos presentan dos opciones: considerar
la misma condiciéon con los votos medios o imponer su verificacién cuando se cumplen las

desigualdades para los votos en cada circunscripcion.

Definicién 1.232 Diremos que el sistema electoral R es fuertemente mondtono si, y sélo
si, para cada h,i € N la condicién
wy, < IDZ

implica

Ry (w, k) < Rif(w, k)

para cada u € U, cada k € Ny cada w € WP.

Definicién 1.233 Diremos que el sistema electoral R es débilmente mondtono si, y solo si,

para cada h,7 € N la condicion
1 1 P p
wy, < W, ..., w, <w;

implica

Ry (w, k) < R} (w, k)
para cada u € ﬁp, cada k € Ny cada w € WP.
Evidentemente, podemos sustituir R por r en las definiciones anteriores.
En el caso de los sistemas electorales simples, las condiciones
Wy, < Wy wp <wp,...,wh < wh

se reducen ambas a que

wp < Ww;

y se habla, en tal caso, de monotonia sencillamente.
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Proposiciéon 1.234 La monotonia fuerte implica la monotonia débil.

DEMOSTRACION. Ya que

1 1 p p
wy < W, ..., w, < W,

implica

Wy, = wwy, + ...+ upwh < ugw; + ..+ upwt =y
para cada u € Vp y cada w € WP. O
Proposicién 1.235 (a) La monotonia fuerte es hereditaria.

(b) La monotonia débil es hereditaria.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que si
QDh < IDZ s
entonces, por 1.168,

Wy, = Wy, < W; = W,
de donde, por ser R fuertemente mondétono,
(R)i(w, k) = Ry (w', k) < R (w', k) = (R);(w, k)
para cada u € Up, cada k € Ny cada w € WP.

(b) Dado que si

wy < wy,...,w, < w!

entonces

de donde, por ser R débilmente mondtono, para cada k € N
(R)h(w, k) = Ry (w', k) < Rf (v’ k) = (R)}'(w, k)

para cada u € ﬁp, cada k € Ny cada w € WP, O

Corolario 1.236 La monotonia es hereditaria.
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Proposicion 1.237 Los sistemas ordinales son monétonos.

DEMOSTRACION. Puesto que, por la propia definicién de sistema ordinal, si
wy, < w;
entonces, si wy, i w; son el 7;—ésimo y el io—ésimo votos de w, se tiene que ¢; < 75 y, por tanto,
Ru(w, k) = ¢, (k) < ¢, (k) = Ri(w, k)

para cada k € Ny cada w € W,,. m

Proposicion 1.238 Los sistemas de cuotas son monotonos.

DEMOSTRACION. Puesto que si

wp < Wj ,

dada una cuota ¢; cualquiera, tenemos que no puede ser que

w Wi
Rp(w, k) = {—h} +1 y Ri(w, k) = {—} ,
dk 4k
puesto que eso implicaria que o bien
Wk, w;
dk dk
o bien
R B el
— | == y — > |
dk 4k dk 4k 4k 4k
que es una contradiccion. O

Proposicion 1.239 Los sistemas de divisores son monétonos.

DEMOSTRACION. Puesto que si

Wy, < W;
entonces

Whp, w

Zo Zo

de donde, por ser g estrictamente creciente,

ncei=[p (2] <o (2] =i

para cada k € Ny cada w € W,. m
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Proposicién 1.240 (a) La extension media de un sistema electoral fuertemente mondtono es

fuertemente mondtona.

(b) La extensién media de un sistema electoral débilmente mondétono es débilmente mondtona.

DEMOSTRACION. (a) Dado que si
Wy, < W;
para ciertos h,7 € N entonces, por 1.72,
Uy - Wy, = Wy, < W; = Uy - W,
y, por ser R fuertemente monotono,
Ri(w,k) = Ry* (", k) < R (@7, k) = R (w, k)
para cada u € U_Zp, cada k € Ny cada w € W?P.

(b) Puesto que si

wy < Wy, wh < wf’,...,w}(f_l)pJrl < wl(z_l)pﬂ,...,wff < w;?
para ciertos h,7 € N entonces
(@) = ww) + .o+ ul gy ey P < wwl bl wl P = (07)]
para cada j € Py, por ser R débilmente mondtono,
Rij(w, k) = Ry (@",k) < R (&%, k) = R (w, k)
para cada u € U_Zp, cada k € Ny cada w € W?P. O

Corolario 1.241 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples monotonos

son fuertemente monotonos.

Proposicién 1.242 (a) Los sistemas ordinales medios son fuertemente mondétonos.
(b) Los sistemas de cuotas medios son fuertemente monétonos.

(c) Los sistemas de divisores medios son fuertemente monétonos.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.237, 1.238, 1.239 y 1.241. O
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Proposicion 1.243 La suma de sistemas electorales débilmente mondtonos respecto de uno

simple arbitrario es débilmente mondtona.

DEMOSTRACION. Puesto que si para cada h,7 € N

p1t...+tpz—1+1

1 1 +otpa1t]
w, < w;y. .., wt < wtwy <t pifetp

p1t+...+pz
i y ooy, Wy < w;

entonces, por ser R? débilmente monétono para cada j € Z,
(B (w!, RY(, k) < (RO (w!, R)(u* k)
y, por tanto,
(RO, k) = (RO (@', RY(u®, k) + .+ (RO (w™, RY(u*,B)) <
(R (w!, RY(u*, k) + ...+ (R (w*, RA(ut, k) = (RY)¥(w, k),

para cada u € Uy 4 4p., cada k € Ny cada w € Wpr-+p=, N

Corolario 1.244 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples monotonos

respecto de uno simple arbitrario son débilmente monotonos.

Proposicién 1.245 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple arbitrario son

débilmente mondtonos.
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple arbitrario son débilmente monétonos.

(c) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple arbitrario son débilmente mondtonos.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.237, 1.238, 1.239 y 1.244. O]

Contraejemplo 1.246 La suma de sistemas electorales fuertemente monétonos no es fuerte-

mente mondtona en general.
Basta con considerar la matriz w del ejemplo 1.166 y observar que
Rf(w,6) =2 y R} (w,6) =0

pero
wy =06-01404-04=0.22 y w3 =06-02+04-03=0.24.
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1.7 Crecimiento

Una de las propiedades deseables de los sistemas electorales es que al aumentar el nimero de

representantes a elegir no disminuya el nimero de representantes de cada candidatura.

Definicién 1.247 Diremos que el sistema electoral R es creciente si, y sélo si, para cada
k,l € N la condicion
k<l

implica
Ri(w, k) < Ri(w,l),

para cada ¢ € N, cada u Gﬁpy cada w € WP,

Observacion 1.248 Es interesante observar que la condicion anterior no puede ser sustituida
por la misma para la regla relativa, ya que en un caso r se obtiene a partir de R dividiendo

por k y en el otro por .

Teorema 1.249 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) R es creciente.
(ii) Para cada k > 1, existe una tinica candidatura i, € N tal que
R (w,k+1) =Ry (w,k)+1 y  Ri(w,k+1)=R(w,k) si i#iy
para cada u € U, y cada w € WP.
(iii) Existe una sucesion (ix),, de N tal que
Ri(w, k) = t{s < k/is =i}
para cada i € N, cada u € Vp y cada w € WP.
DEMOSTRACION. (i) = (ii) Dado que
k<k+1,

tenemos que

Ri(w,k) < R (w,k+1)
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para cada ¢ € N, por ser R creciente. Pero como

iR}‘(w,k—l—l):k—l—l:1+iR§‘(w,k)

i=1 i=1

se deduce que existe un tnico 7, € N tal que

Rp (w,k+1) =R (w, k) +1 y R (w,k+1) = R (w,k) paracada i # iy.
(ii) = (iii) Procedemos por induccién sobre k.
Para k = 1, sea i; la candidatura tal que

R (w,1) =1 vy Ri(w,1)=0 si i#i.

Entonces

R (w,1) =1=14{s < 1/i, = iy} y Ri(w,1) =0=1{s < 1/ig =14} sii#i.
Por otra parte, si la afirmacion es cierta para k — 1 sea i; la candidatura tal que

R (w, k) = R (w,k—1)+1 y Rl(w, k) = R (w,k—1) si i#i.

Entonces

Rp (w, k) = R} (w, k= 1)+ 1=4{s <k —1/is =i} +1=1t{s < k/i, =i}

Ri(w, k) = RN (w,k—1)=t{s<k—1/is=1} =8{s < k/is =i} si i#i.
(iii) = (i) Finalmente, si
k<l
entonces
Ri(w, k) =1{s < k/is =i} < §{s < 1}is = i} = R} (w, 1)

para cada 7 € N. O

Ejemplo 1.250 Si consideramos la tabla de cocientes del sistema electoral simple de Hondt
para n = 4 candidaturas correspondiente al ejemplo 1.31 la sucesién anterior —suponiendo, por
ejemplo, que en caso de empate el representante es asignado a la candidatura de mayor voto—

es
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Proposicion 1.251 Los sistemas ordinales son crecientes.

DEMOSTRACION. Por la propia definicién de los sistemas ordinales. O

Contraejemplo 1.252 Los sistemas de cuotas no son crecientes en general.

Dado el sistema electoral simple de los mayores restos y la tabla

i=1 | i=2 | i=3 | i=4 | i=H

0.28 | 0.27 | 0.26 | 0.10 | 0.09

las proporciones tedricas de representantes para k£ =5 y [ = 6 representantes a elegir son

i=1 | i=2 | i=3 | i=4 | i=5 i=1 | i=2 | i=3 | i=4 | i=)

1.40 | 1.35 | 1.30 | 0.50 | 0.45 1.68 | 1.62 | 1.56 | 0.60 | 0.54

respectivamente, por lo que en ambos casos corresponden inicialmente un representante a las
tres primeras candidaturas y ninguno a las otras. Sin embargo, en el primer caso son las dos
ultimas las que poseen el resto mayor, mientras que en el segundo son las dos primeras y la

cuarta las tres de mayor resto. Por tanto, las tablas de representantes finales son

i=1|i=2 | i=3 | i=4 | i=5 i=1|i=2 | i=3 | i=4 | i=5

con lo que la tultima candidatura pasa de tener un representante a no tener ninguno.

Proposicion 1.253 Los sistemas de divisores son crecientes.

DEMOSTRACION. Puesto que al aumentar el nimero de representantes a elegir el nimero de
cocientes ordenados tomado es cada vez mayor y, por tanto, la cantidad que hay de cada

candidatura se mantiene o aumenta. O
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Proposicion 1.254 El crecimiento es hereditario.

DEMOSTRACION. Dados k,l € N tales que

entonces, por ser R creciente,

R (w', k) < R (w',1)

y, por tanto,
(R (w, k) = R (w', k) < R} (w', 1) = (R')j (w, 1)

para cada u € ﬁp, cada i € N'y cada w € W7, O

Proposicion 1.255 La extension media de un sistema electoral creciente es creciente.

DEMOSTRACION. Puesto que si k,1 € N son tales que
kE<I

entonces, por ser R creciente,

R (0*, k) < R™ (4", 1)

(2

y, por tanto,
Ri'(w, k) = R{* (0", k) < R (@",1) = R} (w,1)

para cada u € U,,, cadai € N y cada w € W?>. n

Corolario 1.256 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples crecientes

son crecientes.

Proposicién 1.257 (a) Los sistemas ordinales medios son crecientes.

(b) Los sistemas de divisores medios son crecientes.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.251, 1.253 y 1.256. O]

Observacién 1.258 Los sistemas de cuotas medios no son crecientes en general, como se ha

visto ya para los sistemas electorales simples en 1.252.
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Proposicion 1.259 La suma de sistemas electorales crecientes respecto de uno simple creciente

es creciente.

DEMOSTRACION. Ya que si k,1 € N son tales que
k<l

entonces, por ser RY creciente,

R} (u™,k) < RY (u",1)
R) (ut, k) < R) (u',1)
para cada u € U,. Y entonces, por ser R', ..., R* crecientes, para cadai € N y cada j € Z

(RYIT (wh, R (ut, k)) < (RY{T (wh, R (ut,1))

(R*){* (w?, RY (u*,k)) < (R){* (w?, R (u',1))
para cada u € Uy, y cada w € W}’ y, por tanto,
(R)f(w, k) = (RY)T (0!, BY (uh k) + .4 (B (™, B (u?, ) <
(BN (0!, B (u?,0) 4. (R (', R (uh,1)) = (R (w, 1)

para cada u € Uy 1 _4p, v cada w € WEPTFP=, 0

Corolario 1.260 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples crecientes res-

pecto de uno simple creciente son crecientes.

Proposicién 1.261 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple creciente son

crecientes.

(b) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple creciente son crecientes.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.251, 1.253 y 1.260. O]

Observacién 1.262 Los sistemas de cuotas suma no son crecientes en general, como se ha

visto ya para los sistemas electorales simples en 1.252.
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1.8 FEstabilidad

El objetivo de esta seccion es analizar la convergencia de los representantes relativos cuando
el nimero de representantes a elegir tiende a infinito. Y como casos particulares de esta idea,

que recibe el nombre de estabilidad, se obtienen las de mayoria, proporcionalidad e igualdad.

Definicién 1.263 Diremos que el sistema electoral R es estable si, y sélo si, existe

lim 7} (w, k)
k—ro0

para cada ¢ € N, cada u € Fp y cada w € WP. Y, en tal caso, los denotaremos por
ri(w)
y los denominaremos indice de estabilidad de : € N.
Observacién 1.264 La estabilidad consiste en la convergencia de los vectores aleatorios
rk WP — R".
Y, por tanto, en tal caso, queda definida una aplicacién

T WPk — R".
Proposicion 1.265 7 es un vector aleatorio, para cada u € Fp.

DEMOSTRACION. Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, ya que los vectores
aleatorios r** estdn acotados entre 0 y 1 por definicién. O

Proposicién 1.266 (a) Para cadai € N, cada u € U, y cada w € WP

n’

siw; = (0,...,0)
entonces

ri(w) =0;

)

(b) Para cadai € N, cada u € U, y cada w € WP, si w; = (1,...,1) entonces

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.20 y de la propia definicién de r. O
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Lema 1.267 Si (ax),-, es una sucesion creciente de niimeros reales, entonces existe

, Ak
lim —

si, y solo si, existe una sucesion parcial (ay, ), tal que
<k3+1 - ks)szl
es una sucesion acotada y existe

, g
lim —.
S$— 00

S
Y en tal caso, ambos limites coinciden.

DEMOSTRACION. La condicién es necesaria tomando k, = s.

Reciprocamente, para cada k > kq existen un s € N y un ¢ > 0 tales que
ks§k§k5+1 y kerl_ksgc

por lo que
k—ks<c y ksi1n—k<c.

Entonces, por ser creciente la sucesion (ay),-,, se tiene

agg kg1
ks - — ak:s S aks S % S ak5+1 < ak5+1 — ks+1c
1 + Tu ks +c k:s + (k: - k8> k k5+1 - (ks+1 - k) k?5+1 —C 1-— Kor1
para cada s € N de donde, tomando limites, se deduce el enunciado. O

Proposicion 1.268 Sea R un sistema electoral creciente. Entonces, R es estable si, y solo si,

para cada i € N existe una sucesion parcial (k');>1 tal que
i i
(Foir = ko=
es una sucesion acotada y existe

lim 7 (w, k')
S§—00

para cadau € U, y w € WP.

Y, en tal caso, dichos limites coinciden con los limites de R.

DEMOSTRACION. Basta aplicar, para cada i € N, el lema 1.267 a la sucesién
ar = R (w, k),

que es creciente por ser R creciente. ]
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Definicién 1.269 Denominaremos sistemas ordinales asintéticos a los que existe

. ci(k)
Jm ==

para cada ¢ € N. Y en tal caso, a dichos limites los denotaremos por

C;.

Proposicion 1.270 Los sistemas ordinales asintéticos son estables y sus indices de estabilidad

Son
ri(w) = ¢, ,

si w; es el h;—ésimo voto mayor del vector w.

DEMOSTRACION. Puesto que

Ri(w, k) ~ lim cn, (k)

ri = lim rj(w, k) = I = Ch,
i) = g e = i T S T
para cada 1 € N. O
Proposicion 1.271 En los sistemas de cuotas se verifica que
lim 2 =
k—-+oo L/
DEMOSTRACION. Puesto que, por 1.42, para cada k € N
2 1 1

E+1 % % Tk

de donde, tomando limites, se deduce la afirmacién del enunciado. O

Proposicion 1.272 Los sistemas de cuotas son estables y sus indices de estabilidad son
ri(w) = w; .
DEMOSTRACION. La afirmacién es obvia para w; = 0.

Y, por otra parte, si w; > 0 entonces

wi 1 g 7! [%] [%}—Fl atl w1
TRk ok Snlehseme st s
k

Y tomando limites y teniendo en cuenta 1.271, se obtiene la afirmacion del enunciado. O
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Enunciamos y demostramos a continuacién dos lemas que vamos a utilizar en el estudio de la

estabilidad de los sistemas de divisores.

Lema 1.273 Sea (ay)

que para cada natural A > 0 existe

ren Una sucesion estrictamente creciente de nimeros reales positivos tal

Y
lim

k—oo Qg
Entonces existe una funcién f del intervalo [0, +00) en si mismo que es estrictamente creciente,

continua y tal que f(k) = ay para cada k € N, y
i L) g, O

r—+00 f(x) k—oo Qg

para cada A € (0, +00).

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién f obtenida mediante interpolacién lineal a partir de
los elementos de la sucesién. Es claro que es estrictamente creciente y continua y que f(k) = ay

para cada k € N, por definicion.

Supongamos en primer lugar que A > 1. Entonces

v FOE) _ fal)  fOw) (a1 F(O D) ag
et S F@ D) S F@ETD S f@) S fe) S fE) S a

Tomando limites ahora, tenemos que

a AT a
m % < qm L ( )g L
k—+oc0 Ap41 k—+oc0 f(l’) k—+o00 ag

Y como ambos extremos son sucesiones convergentes al mismo limite, se deduce que la fraccién

central converge también a dicho limite:

JOD) _ iy O

x%lJroo f(l‘) k—oo Qg '

Para el caso A < 1, con los cambios de variable z = % y n = Ak, tenemos que

SO A i PN ) S S L S
e—too f(7) y—too f (%y) - f(%y) lim aﬁ nooo A1, koo G
y——+00 f(y) n=00 Ay

Finalmente, el caso A = 1 es evidente. [



136 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

En el lema, las definiciones y las propiedades siguientes utilizaremos los convenios

0, si O0<A<1

10g(0):—OO,
AP =01 s A=1 y *

log, (4+00) = +00.
400, si A>1

Lema 1.274 Sea f una funcién estrictamente creciente y continua del intervalo [0, +00) en

s mismo tal que existe
L fO)
im

rtoe (@)

para cada A € (0,+00). Entonces, si denotamos este Iimite por F'(\), se verifica que existe

’ f_l()\x)
xggloo f_l(l‘)
para cada A € (0,4+00) y es
1

)\log,\ F()\) .

DEMOSTRACION. Notando ¢ = log, F'()), tenemos que

f(Ax)

&=+ 160 flx) POy =X

. . T 1 .
Primer caso: 0 < t < 4+o00. Entonces, aplicando la hipétesis a A /f, se tiene

o fO eyt
Jim = (V) =

Por tanto, haciendo el cambio de variable y = f~!(z) y teniendo en cuenta que f~! es continua

por ser f continua y estrictamente creciente, resulta

ft )\_&_f <)\1/ty>

1
i 1200 o W) r(\) )
z—+00 f—l(l‘) y—r+00 y y—r+oo ”
1 1
f—l()\._.f A ) B » 1
lim : ( y) = lim ! <f<A y>> ~dm MY\

Yy——+00 Y Yy—r—+00 Y Yy—r—+00 Y
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Segqundo caso: t = 0, es decir,
f(Az)

T—r—+00 f ((]j)

F(\) = ~1.

Supongamos primero que A > 1. Hay que probar que para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que

para cada x > J se verifica que

-1 A
—f _1< x) > €.
fH(=)
Como A — 1 > 0, aplicando la hipdtesis a €, existe un ¢ > 0 tal que para cada x > ¢ es
) oy
f(y)
o sea,
fley) _
f()

0, lo que es lo mismo,
fley) < Af(y).

Pero por ser f estrictamente creciente, lo es asimismo f~! y, por tanto,

ey < [ (M f(y))

lo cual equivale a
W)
Yy
fH (W)

lim ———~ =4+
Yy——+00 Yy

€.

Luego

que, haciendo el cambio de variable y = f~1(z), queda

0w
AT T

1
Para el caso A < 1, haciendo y = Az y aplicando el caso anterior ya que X > 1, se tiene

) TNy 1 1
xgr-{loofT(:L‘) - yL-ﬁ—oo f‘l (%y) -

Finalmente, el caso A = 1 es obvio.



138 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

Tercer caso: t = 400, es decir,

0, si 0<A<1,
si A=1,

0w
FO= i Ty =

+oo, si A>1.

Supongamos primero que A > 1. Hay que probar que para cada ¢ > 0, existe un § > 0 tal que

para cada x > J se verifica que
()
S (=)

Como € + 1 > 1, aplicando la hipdtesis a € + 1, existe un 6 > 0 tal que para cada x > ¢ es

f(e+1)y)
f() -4

—1<e

o0 sea,

flle+1)y) > Af(y).

Pero, por ser f estrictamente creciente, lo es asimismo f~! y, por tanto,

(e+ 1Dy > f1 (M (v)

lo cual equivale a

M)
Y
por lo que
PR el oAV {€))
Yy—r+00 Yy

de donde, haciendo el cambio de variable y = f~!(z), se obtiene

i )

T—+00 f_1<;L’) =1

1
Para el caso A < 1, haciendo y = Az y aplicando el caso anterior ya que " > 1, se tiene

) Ty 1

Finalmente, el caso A = 1 es obvio. O
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Definicién 1.275 Denominaremos sistemas de divisores t—asintéticos a los que

lim 24— )t
d—00 gd

para cada natural A > 1, con t € [0, +00].

Proposicién 1.276 (a) Los sistemas de divisores potenciales

ga=d +s, con s>—1
son t—asintéticos, para cada t € (0,400).
(b) Los sistemas de divisores logaritmicos

ga=log,(1+d), con s>0

son 0—asintoéticos.
(c) Los sistemas de divisores exponenciales

ga=s—1, con s>0
son +oo-asintoticos.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que

M)t —
D _ gy QD =5

. Y
cilggo gd dsoo dt — s =
para cada s > —1.
(b) Puesto que
. O . log (14 Ad)
lim == = lim ———* =
d—oo g d—o0 logs(l + d)
para cada s > 0.
(c) Puesto que
d SAd —1
lim == = Ii =
d—oo g dhse 54— 1 o
para cada s > 0. ]

Corolario 1.277 Los sistemas de divisores lineales son 1-asintoticos.
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Teorema 1.278 Los sistemas de divisores t—asintoticos son estables y sus indices de estabilidad

So1n

para cada i € N y cadaw € W,.

DEMOSTRACION. En primer lugar, consideremos la sucesién (k;),., dada por los cocientes
ordenados del sistema electoral simple de los divisores que fue introducida en 1.54. Entonces,

w.

ya que no pueden existir dos cocientes diferentes del tipo — para la misma candidatura i € N
9d

en cada uno de los intervalos [1, k], [k1 + 1, ko], etc., se tiene que la sucesién

<k3+1 - ks)521

estd acotada por n. Ademas, por 1.273, podemos tomar la funcién generatriz g tal que

i IOT) g Oy
xr——400 g({[j) d—oo gd

a1 RN Ul o) N
e () @ G
1 I
P e () (e ()

1
haciendo el cambio de variable y = — y teniendo en cuenta 1.56 y 1.274, se tiene que
x

(%)

lim ri(w, k) = lim SRR _

AR = L @ e ()

g () g () e ) g )
x x

1 1
lim =

-1 =) = 1 1
y—too g H(wyy) g Hwyy) /t /t
T+ e (1) (=)
=) (=

g Hwiy) g Hwiy) o, w;

Entonces, como

para cada w € W,, de donde, aplicando 1.268, se deduce el resultado del enunciado. O
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Observacion 1.279 La unica diferencia entre las expresiones
1
w; /t 1

ot rw (wl)l/t (wn>1/t
L) (=

Wy W;
se da cuando t = 0, en cuyo caso la primera de ellas no tiene sentido.

Por comodidad de notacion, utilizaremos en lo sucesivo siempre la primera de dichas expresio-

nes, entendiendo que para t = 0 su valor es el de la segunda, es decir,

(w) 1, si w; >wy, paracada h #1,
r\w) =
0, sl w; <w, paraalgin h #i.

Ejemplo 1.280 Supongamos que aplicamos el sistema de los divisores para n = 4 candidaturas
dado por la sucesién

ga = d*

a la tabla de valores

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03| 02 | 0.1

En primer lugar, las raices cuadradas de los valores anteriores son

v0.4 =0.632, v 0.3 =0.548, v 0.2 =0.447 y v0.1 =0.316.

Y como
0.632 4 0.548 4 0.447 + 0.316 = 1.943
0.632 0.548 0.447 0.316
1.943 0.325, 1.943 0.282, 1.943 0.230 Y 1.943 0.163,

la tabla de indices de estabilidad queda

i=1 1=2 1=3 i=4

0.325 | 0.282 | 0.230 | 0.163
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Proposicion 1.281 La extension media de un sistema electoral estable es estable y sus indices
de estabilidad son

() = 7 ()

para cada u € U_Zp, cadat1 € N y cadaw € W}P.

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.91 y ser R estable,

7 (w) = lm 7 (w, k) = lim " (0%, k) = 7" (@)

para cada u € U_Zp, cada? € N y cada w € W7, O

Corolario 1.282 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples estables son

estables y sus indices de estabilidad son

para cada u € ﬁp y cada w € WP.

Proposicion 1.283 Los sistemas ordinales medios asintoticos son estables y, si w; es el h;—

ésimo voto mayor del vector w, sus indices de estabilidad son

=Uu —

7 (W) = Cp, .

(3

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.270 y 1.282. O

Proposicion 1.284 Los sistemas de cuotas medios son estables y sus indices de estabilidad

son
7y (w) =
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.272 y 1.306. O

Proposicion 1.285 Los sistemas de divisores medios t—asintoticos son estables y sus indices

de estabilidad son
Ly

T, (w) = 1 .
LS

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.278 y 1.282. O]
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Proposicion 1.286 La suma de sistemas electorales estables respecto de uno simple estable

es estable y sus indices de estabilidad son

P *

7 (w) = 70, (u) - (wh) 410 () TR (w)

para cada u € Uy, 1 p,, cadai € N y cada w € Wpr-+p=,

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.138 y ser RY estable y R!,..., R* estables,
i (w) = lim ()i (w, k) =
k—o00
tim (19 (" 8) - () ! R R) o (R () (0, RO B)) ) =

lim 7} (u™, k) - lim (P (wh, R(ut, k) + ... + lm 72 (v, k) - lim (r*)%= (w?, RO(u™, k))) =
k—oco k—oco k—o00 k—o0

PO () T ) () 7 ()

para cada u € Uy, 4. 1p., cada i € N y cada w € WprH-1p=, O

Observacion 1.287 Las formulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma

rH (w) I (w!) 77 (w?) 9 (ut)
e (w) Ty LT () 70 (ut)

para cada u € Uy 1_4p., cada i € N y cada w € WPH1p=,

Corolario 1.288 Los sistemas electorales suma de sistemas simples estables respecto de uno
simple estable son estables y sus indices de estabilidad son
rr (w) =10 (u) -l (wh) + o+ 10, () - 7P (wP)

para cada u € Fp, cadai € N y cada w € WP.

Observacién 1.289 Las férmulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma

T (w) rwh) P (wr) \ [0 (u)
() awh) ) )\ 10, (w)

para cada u € U, cada i € N y cada w € WP.
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Proposicion 1.290 Los sistemas ordinales suma asintéticos respecto de uno simple estable

son estables y sus indices de estabilidad son

si w! es el hi—ésimo voto mayor del vector w’ para cada j € P.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.270 y 1.288. O

Proposicion 1.291 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables

v sus Indices de estabilidad son
p JR— .
i (w) =Y 10 (u)w].
j=1
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.272 y 1.288. O

Proposicion 1.292 Los sistemas de divisores suma t—asintoticos respecto de uno simple es-

table son estables y sus indices de estabilidad son

L P W Ly
rti(w) = ZTOJ(“) T, : T,
j=1 w] 4. w
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.278 y 1.288. O

Proposiciéon 1.293 La estabilidad es hereditaria y los indices de estabilidad son

7 w) = 7 (w)

para cada u € U,, cadai € N' C N y cada w € WP,

n
DEMOSTRACION. Puesto que, por 1.189 y ser R estable,

7 w) = lin ()2 (w, k) = lm (', k) = 7 (w)

para cadaueﬁp, cadai€ N' C Ny cada w € WP, O
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1.8.1 Mayoria, proporcionalidad e igualdad

Consideremos los conjuntos

/\ . . S A .
WP ={weWP: existe i € N tal que w; > wy, para cada h # i}

WE={weWP: i #0 paracada i € N} .

Definicién 1.294 Un sistema electoral R es mayoritario si y, solo si, para cada u € Fp y
N
cada w e WP
1, si w; > wy, para cada h # 1,

0, si w; <wy, paraalgin h #i.

Observaciéon 1.295 Es interesante observar que los valores del caso de mayoria definido
anteriormente son los indices de poder del sistema mayoritario puro medio vistos en 1.105 que,

como se observé en 1.106, no dependian de k.

Definicién 1.296 Un sistema electoral R es proporcional si y, solo si, para cada u € Tp y
cada w € WP

Definicién 1.297 Un sistema electoral R es igualitario si y, sélo si, para cada u € 717 y cada
w € Wff

Proposicion 1.298 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son estables casi seguro

w € WP y los proporcionales, estables.

7z . . . . /\ Y
DEMOSTRACION. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en WP — WP WP — Wy

y WP respectivamente. O

Los casos extremos, salvo reordenacion, de las enuplas (¢i,...,¢,) de los sistemas ordinales

1 1
1,0,...,0 — iy =
(77 ?) y (n’ 7n)7

que denominaremos de maxima dispersiéon y minima dispersién, respectivamente.

asintoticos son
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Proposicién 1.299 (a) Los sistemas ordinales asintéticos de maxima dispersion son mayori-

tarios.

(b) Los sistemas ordinales asintdticos de minima dispersion son igualitarios.

4 . / \
DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.270, para cada i € N y cada w € W),

(w) 1, si w; >wy, paracada h #1,
r\w) =
0, si w, <w; paraalgin h #i.

(b) Puesto que, por 1.270, para cada i € N
1

para cada w € W,. O

Corolario 1.300 Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario e igualitario,

respectivamente.

Proposicion 1.301 Los sistemas de cuotas son proporcionales.

DEMOSTRACION. Por 1.272. O
Corolario 1.302 Fl sistema de los mayores restos es proporcional.

Proposicién 1.303 (a) Los sistemas de divisores 0—asintéticos son mayoritarios.
(b) Los sistemas de divisores 1-asintdticos son proporcionales.

(c) Los sistemas de divisores +oo—asintéticos son igualitarios.

DEMOSTRACION. (a) Consecuencia inmediata de 1.279.

(b) Por 1.278, con t = 1.

(c) Por 1.278, con t = +o0. O

Corolario 1.304 Los sistemas de divisores lineales —y, en particular, el de Hondt— son pro-

porcionales.
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Proposicién 1.305 (a) La extension media de un sistema electoral mayoritario es mayoritaria.
(b) La extension media de un sistema electoral proporcional es proporcional.

(c¢) La extension media de un sistema electoral igualitario es igualitaria.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.72 y 1.281 y ser R mayoritario,

o s A :
—u () = 4 sl w; =ug W >uy -w;, =w, paracada h#1,

0, si W =uy- W <us- W) =w, paraalgin h#1,

S ‘ =
para cada u € U,), cada ¢ € N y cada w € W,P.

(b) Dado que, por 1.72 y 1.281 y ser R proporcional,

7y (w) = 7T (") = -] =1y

para cada u € U,,, cadai € N y cada w € W2>.

(c) Puesto que, por 1.281 y ser R igualitario,

. 1
7o(w) =7t (w*) = -
) = e () = L
para cada u € U,,, cada i € N y cada w € Wy?. ]

Corolario 1.306 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas simples mayoritarios son

mayoritarios.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas simples proporcionales son proporcionales.

(c) Los sistemas electorales medios de sistemas simples igualitarios son igualitarios.

Proposiciéon 1.307 (a) Los sistemas ordinales medios asintéticos de maxima y minima dis-

persion son mayoritarios e igualitarios, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales.

(c) Los sistemas de divisores medios 0—asintéticos, 1-asintdticos y +oo—asintéticos son mayo-

ritarios, proporcionales e igualitarios, respectivamente.
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DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 1.306. O

Corolario 1.308 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario e

igualitario, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es proporcional.

(c) Los sistemas de divisores lineales medios —y, en particular, el de Hondt medio— son propor-

cionales.

Proposicién 1.309 (a) La suma de sistemas electorales proporcionales respecto de uno simple

proporcional es proporcional.

(b) La suma de sistemas electorales igualitarios respecto de uno simple estable es igualitaria.

DEMOSTRACION. (a) Dado que, por 1.120 y 1.286 y ser R? estable y R, ..., R* proporcionales,

7+ (w) 1y (w') 7y (w?) 70, (ut)
o w) it ) )\ )
uicw ..oulwi uf Wy
ul - w) ut - wz ut Wy,

para cada v € U, 1 4+p., cada i € N y cada w € WPH-1p=,

(b) Puesto que, por 1.286 y ser R? estable y R!, ..., R* igualitarios,

™ (w) Ty LT () 70, ()
e (w) Tl L ) )\ 0L (ut)
1 1 . —_— 1
n o on o (u”) n
1 1 70, (ut) 1
n n n

para cada u € Uy, 1. 1+p., cada i € N y cada w € WH 7=, 0
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Corolario 1.310 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas simples proporcionales respecto

de uno simple proporcional son proporcionales.

(b) Los sistemas electorales suma de sistemas simples igualitarios respecto de uno simple estable

son igualitarios.

Proposicién 1.311 (a) Los sistemas ordinales suma asintéticos de minima dispersion respecto

de uno simple estable son igualitarios.
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales.

(c) Los sistemas de divisores suma l-asintdticos y +oo-asintéticos respecto de uno simple

proporcional y uno simple estable son proporcionales e igualitarios, respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 1.310. O

Corolario 1.312 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-

litario.
(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional.
(c) Los sistemas de divisores lineales suma —y, en particular, el de Hondt suma— respecto de
uno simple proporcional son proporcionales.
Proposicién 1.313 (a) La mayoria es hereditaria.
(b) La proporcionalidad es hereditaria.
DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.168, 1.293 y ser R mayoritario,
1, si wi:@?i >7;’h:u§h para cada h #1,
0, si W =uw,;<w),=1w, paraalgin h#i,
— ] ~ N
para cada u € U, cadai € N' y cada w € WP,.
(b) Dado que, por 1.168, 1.293 y ser R proporcional,
(w') = ’l;/i = UAJZ s

para cada u € U, cada i € N’ y cada w € W¥,. O
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Observacién 1.314 La igualdad no es hereditaria, ya que el hecho que

u 1

ri(w) = n

no implica que .
Vi) =~



151

Sistemas electorales

"Sa[eIoU Sa[dUIIS So[RI0)D9[e SRWAISIS SO op sapepardold '] ©[qR],

§021707U1SD— 00+ ounbuiu U01S42dASIP DUWUIUL IP SOIUOIULSD avaivnoal
§001309ULSD— T s0po} ounburu avdarivNorIiyadododd
§001209ULSD—() ounburu UOSLIASIP DUWITDUL 9P S0ILPOJULSD VIHOAVIN

§02110ULSD sopoy §001107ULSD avdariidav.isd
S0poY ounbuiu S0poY OLNHAIINIODHYD
sopog s0pO7 s§0pO7 VINOLONOIN

§0021PONS DUNbUIL ound orivyLofivis VLOITYLSH dVAIAILIAVIHAdNS

soIPOGNS ounbuiu ound 014032400 dVJdIAILLIAVydddNsS
SHYOSIAIA | SVLOND SHTVNIAYHO




Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

152

"S9[([RIOU SOIPAUT SO[RI0IA[E SRUWI)SIS SO op sapepardold :Z'T ©[qR],

§021707U1SD— 00+ ounbuiu U01S42dASIP DUWUIUL IP SOIUOIULSD avaivnsal
§001309ULSD—T s0po} ounburu avdarivNoriyadododd
§021209ULSD—() ounburu UOSLIASIP DUWILDUL 9P SOI1POJULSD VIHOAVIN

§021109ULSD S0po7 $002109ULSD avdariidv.isHd
S0poY ounbuiu S0poY OLNHAIINIODHYD
50po7 sopoy s0poy TIddd VINOLONOIN
s0po7 sopoy so0poy HIYANAd VINOLONOIN

s0a1IpONS ounburu ound orivyLofivs VLOIYLSH dVAdIAILIAVdddNs
sonIPOGNS ounbuiu ound 014031400 dVJdIAILLIAVdddNS
SHYOSIAIA | SVLOND SHTVNIAYHO




153

'S9[(ejou BUIIS SI9[BIOJII[9 SBUWIIISIS SO[ 9P m@@@UOMQO.Hm C'T elqe],

Sistemas electorales

$021707U1SD— 00+ ounbuu U01542dSIP DWAUIUL P S0D1JOIULSD 319752 avaivnoal
5001109ULSD— s0pO7 ounbuiu 10U012.40d04d aAvdrivNoIDd0doyad
ounbuiu ounbuiu ounbuiu 014D4J2QLD VIHOAVIA
§001209ULSD sopog §001209ULSD 9190752 avdariigav.isd
sopoy ounbuiu sopoy 2JUILIILI OLNHINIDHYED
s0po} s0poy sopoy 0%4D.472q 4D TIddd VINOLONOIN
ounbuy, ounbuiu ounbuiu 0140431940 HIYdNAd VINOLONOI
s0a1IpNS ounbuiu ound 01.4091.10fiD UL 04D471Q4D VLOTHLSH AVAIAILLIAVYHAdNS
s0aIpONS ounbuiu ound 01403140fiDW 0%4D.471Q 4D AVJdIALLIAVYHdNS
SHHYOSIAIA | SVLOND SHTVNIA4JO s[dwis [eI10309[0 BUIISIS







Expectativas electorales

A lo largo del capitulo anterior hemos definido y estudiado diversos conceptos y propieda-
des de los sistemas electorales. En ambos casos podriamos decir que su tratamiento ha sido
basicamente global. Con ello queremos indicar que no hemos tenido en cuenta las posibles
implicaciones individuales que pueda haber para cada una de las candidaturas. El proposi-
to de este capitulo es precisamente éste: analizar las posibilidades que se le presentan a una
candidatura cualquiera en funcion de los diferentes votos que pueda tener en cada una de las

circunscripciones.

Asi, comenzamos el capitulo introduciendo la nocién de expectativa electoral asociada a un
vector de pesos y uno de votos para pasar seguidamente a analizar las propiedades correspon-
dientes de crecimiento, estabilidad y, en particular, las de mayoria, proporcionalidad e igualdad
parciales, andlogas a las de igual nombre estudiadas en el capitulo anterior pero referidas a la

expectativa electoral.
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2.1 FExpectativas electorales

Con la idea de analizar los sistemas electorales desde un punto de vista individual de una
candidatura cualquiera, consideramos en esta seccion la nociéon de expectativas electorales de

una candidatura cuando se fija su vector de votos.

Dado un sistema electoral (N, X, R) asociado a (P,P)y z = (z1,...,x,) € [0, 1]", notamos
wi o wh i , ‘
W () ' 0<w; <1 paracada t=1,...,n ycada j€ P
n—1\T) = . : . .
) ) w{+...+w,_;=1—x; paracada j € P
Wp_1 W1

1 P
wy wy
w = : : e WP . (z)
1 p
Wp—1 Wy_1
podemos considerar la matriz
T Tp
wy ... wh
(x/w) = . _ e Wwpb.
1 P
wnfl 'U)n,1

Ejemplo 2.1 Para la matriz w € W2(0.4,0.1) definida por la tabla

i=2 | i=3 | i=4

i=1]06] 0302101

j=2 104102 | 03| 04

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=11061| 04 | 03 | 02 | 0.1

=2 10401 | 02 ] 03 | 04
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Consideremos para cada x € [0, 1]? la aplicacién
F,: WP (x) — WP
definida para cada w € WP_,(x) por

F.(w) = (z/w).

Consideramos en W _,(z) el conjunto de las antiimagenes de conjuntos medibles de W/,:

{Fx_l(ﬁ) :  es un conjunto medible de Wn} .

Proposicién 2.2 Para cada x € [0, 1]?, F, es medible e inyectiva.
DEMOSTRACION. Por definicién. O

Y podemos considerar también para cada ¢ € N la aplicacién
Ty e Wy x ™) x Wy, — Wy (w)) x ... x Wi_q(wh)
definida para cada (w',...,w?) € W, x ™ x W,, por
Ti(w', ..., wP) = (wzluil,...,wip),

siendo wllvl, e ,wi » las matrices obtenidas suprimiendo las componentes 1—ésimas de cada
T 7

w!, ..., wP, respectivamente.

Proposicion 2.3 Para cada i € N, T; es medible y exhaustiva.

DEMOSTRACION. Por definicién. O

Proposicién 2.4 Para cada z € [0, 1]

TyoF, =1,

—1(z)
DEMOSTRACION. Puesto que
(Ty o F)(w) = Th(Fp(w)) = Ti(z/w) = w

para cada w € WP_,(z). O
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Definicién 2.5 Para cada u € U, y cada x € [0,1]?, denominamos funcién de recuento

parcial del vector de pesos u € Fp y el vector de votos z € [0, 1]7 a la aplicacién
Ng : W,,Z;_l(l’) — Wn—l(wl) X ... X Wn—l(wm)

definida por
Np(w) =Ty (R*(z/w))

para cada w € WP_,(x).

Proposicion 2.6 Cualquier otra forma de definir
NY |
pero anadiendo el vector de votos x de cualquier otro modo, es igual a la aplicacién R} definida

anteriormente.
DEMOSTRACION. Por la simetrfa de la funcién de recuento . O
Y consideremos asimismo en W”_,(z) la familia de probabilidades

(PU,:E)(u,x)eUT,X [0,1]»

dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad definidas para cada w €

Wi1(xq1) X ... x W,,_1(x,,) por

_ [ (z/w)
an_l(m)x...an_l(xm) fu(

Proposicion 2.7 La funciones anteriores f,' estan bien definidas.

DEMOSTRACION. Puesto que

[ f(afw) w
Wooa (@) eex W1 @) S0y 1) Wi () (/) AV
B fwn_l(xl)x...an_l(xm) [z /w)dV B
an_l(z1)><...><Wn_1(:cm) fu(z/w)dV
[t (x/w)
fi(w) = - >0
anfl(z1)><...><Wn,1(xm) f (x/w) av
para cada w € W,,_1(x1) X ... X Wy_1(zn). O

/V[/n_l(:cl)x...XWn_l(a:m)




Expectativas electorales 159

Proposicion 2.8 La funcion de densidad parcial respecto de la funcién de densidad uniforme
es uniforme y para cada Wy, _1(z1) X ... X W,_1(x,,)
’ (Vn—1)m 1 —z)"2-...- (1 —z,)"2

DEMOSTRACION. Ya que .
(n—1)!
frtw) = tafu) _ (7)
x u AV (n—1)1\"
Jcsarestaan PO AV st (P2 AV
1 B ((n—=2))m

an_l(xl) avt..... an_l(xm) davm  (Vn—=1)m (1 —z)" 2. - (1 — )" 2

puesto que

1—x l—zj—wi—...—wp—1
/ avi=+n—-1 / / (dwy ... dw,_9) dw,_1 =
anl(xj) 0 0

1—x l—zj—wi—...—wp_2
vn—1 / / (1 —z;) (dw; ...dw,_3)dw,_o =
0 0

1—x l—zj—wi—...—wp—3 1 V1 — 1
n — 1 / / —(1—33]')2 (dwl...dwn,4) d’wn,3 = ...= n—(l_xj>n72
% ; ; 9 (n—2)!

paracada j=1,...,m. O
Proposicién 2.9 Para cada u € U, y cada z € [0,1]P
N =T, 0oR"o F,.

DEMOSTRACION. Puesto que
Np(w) =T (R (z/w)) =Ty (R*(Fy(w))) = (T1 o X" 0 Fy)(x)

para cada u € U, y cada z € [0, 1]7. O

Proposicion 2.10 X! es un vector aleatorio, para cada u € Fp y cada z € [0, 1]P.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.2, 2.3 y 2.9. O]

Ejemplo 2.11 Si consideramos el ejemplo 1.11, tenemos que

qosoa) (03 02 01 o 04 0.3 02 0.1 _
0400\ 92 0.3 04 01 02 03 04

71(0.4,0.3,0.2,0.1),(0.1,0.2,0.3,0.4)) = ((0.3,0.2,0.1), (0.2,0.3,0.4)) .
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Definicién 2.12 Para cada u € U, y cada z € [0, 1], denominamos expectativa electoral

del vector de pesos u € U, y el vector de votos x € [0, 1]? a la aplicacién
EY WP () x N— NCR
definida para cada w € WP_,(z) y cada k € N por
B (w, k) = By ((z/w), k).

Proposicion 2.13 Cualquier otra forma de definir
EY,
pero anadiendo el vector de votos x de cualquier otro modo, es igual casi seguro a la aplicacion

E? definida anteriormente.

DEMOSTRACION. Por el axioma de imparcialidad. O

Proposicién 2.14 Para cada u € U, cada x € [0,1]?, cada w € W?_ (x) y cada k € N

0 < EX(w,k) <k.

DEMOSTRACION. Por definicién. O

Proposicién 2.15 (a) Para cada u € U, cada w € W?_| y cada k € N
EZLO,...70) <w7 k) =0.

(b) Para cadau € U, y cada k € N
E(ul,...,l)(07 k?) - kU

donde 0 es la matriz nula.

(¢) Para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada w € WP _,(z)

E!(w,0)=0.

DEMOSTRACION. (a) Consecuencia inmediata del axioma del voto nulo, teniendo en cuenta
que W;:il(O, e ,0) — Wﬁ*l'

(b) Consecuencia inmediata de 1.17, teniendo en cuenta que W _(1,...,1) = {(0,...,0)}.

(¢) Consecuencia inmediata de 1.17. O
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Definicién 2.16 Para cada u € U, y cada z € [0, 1], denominamos expectativa electoral

relativa del vector de pesos u € Vp y el vector de votos z € [0, 1]F a la aplicacién
et WP (r) x N— NCR

definida por
Ep(w, k)
k
ep(w k) =91, sia=(1,...,1) y k=0,

0, siz#(1,...,1) y k=0,

, si k>0,

para cada w € WP_,(z) y cada k € N.

Proposicién 2.17 (a) Para cada u € U, y cada z € [0, 1]?
ex(w, k) = ri((z/w), k)
para cada w € W _,(z) y cada k € N.
(b) Para cada u € U, y cada x € [0, 1]?
0<ed(wk)<1
para cada w € W _,(z) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y de 2.14. O]

Proposicién 2.18 (a) Para cada u € U, cada w € W?_| y cada k € N
€,...0)(w, k) = 0.

.....

(b) Para cadau € U, y cada k € N

.....

donde 0 es la matriz nula.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.15. O
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Ejemplo 2.19 Como hemos visto en el ejemplo 2.1, dada la matriz w € W5(0.4,0.1) corres-

pondiente a la tabla

=2 | i=3 | i=4

i=1106] 03| 02|01

j=2104102 ] 03| 04

se obtiene la matriz w € W, dada por la tabla

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

j=11061| 04 | 03 | 02 | 0.1

=2 10401 | 02 ] 03 | 04

Entonces, si consideramos el sistema electoral del ejemplo 1.14 que asignaba todos los repre-

sentantes a la candidatura de mayor voto en la circunscripcién de peso mayor

k, siu; >uy paracada j'#j vy w! > wa para cada h # i,
R (w, k) =
0, en caso contrario

para cada u € Fp, cada i € N, cada k € Ny cada w € WP, la tabla de representantes obtenida

era

En consecuencia, se obtiene que

(0.6,0.4) B
E(o.4,0.1) (w, k) =k

y, en particular,

0.6,0.4
6E0_470'1;(w, k)=1.
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Teorema 2.20 (a) Para cada u € U, cadai € N y cada w € WP

N (w) = Ry, (W) -

(b) Para cada u € U, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP
Ri(w, k) = E (wy,, k) .

(c) Para cada u € U, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP

ri(w, k) = ey, (wu;, k).

DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por la simetria de las funciones de recuento parciales,
N?(’LU, k) = N?(U}Z, Wiy ooy Wi—1, Wity - - ,U}n> = NZ)Z (wwz)
para cada u € Up, cada i € N y cada w € WP.

(b) Ya que, por el axioma de imparcialidad,
Ri(w, k) = RY ((wi, w, ..., W1, Wiy1, ..., Wy), k) = By (W, k)

para cada u € Uy, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

(c) Dado que
R¥(w, k EY (wy,, k
- (:7 ) = wl(,uk): - ) = ezz(wuhﬂk)
para cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP. n

ri(w, k) =

Observacién 2.21 Las familias de funciones de recuento y reglas electorales

(Nu>u€7p y (Ru)ueﬁp

determinan las familias de funciones de recuento parciales y expectativas electorales

(NZ)(u,x)eUT,x[o,up y (E;)(u,x)eﬁpx[o,m ‘

Y, reciprocamente, las familias de funciones de recuento parciales y expectativas electorales

(Ng)(u,x)eﬁpx[o,l]P y (E;)(u,x)eﬁpx [0,1]P
determinan casi seguro w € WP las familias de funciones de recuento parciales y reglas electo-

rales
(Nu>u€7p y (Ru)ueﬁp :

Y analogamente con las reglas electorales relativas y la expectativas electorales relativas.
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Asimismo, denotaremos por E%“* a la aplicacién
E“F WP (z) — NCR
obtenida a partir de £ fijando el valor de kK € N
E“F(w) = E*(w, k) .
Proposicién 2.22 Para cada u € U,, cada x € [0,1]? y cada k € N
EF =RV o F,.
DEMOSTRACION. Puesto que
Bt (w) = Bi(w, k) = R ((w/w),k) = B @/w) = RY* (F(w) = (Rf* o ) (w)

para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N. ]

Proposicién 2.23 Para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N
Eu,k
es una variable aleatoria.

DEMOSTRACION. Por 2.22, teniendo en cuenta que qu’k y F, son medibles. O

Asimismo, denotaremos por e* a la aplicacién

et WP (2) — R
obtenida a partir de e¥ fijando el valor de k € N.

ey (w) = eg(w, k).
Proposicién 2.24 Para cada u € U, cada z € [0,1P y cada k € N
w,k
es una variable aleatoria.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.23. O
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Proposicién 2.25 En los sistemas electorales ordinales, si x es el h—ésimo voto de (x/w)
E.(w,k) = cn(k)

para cada x € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.33. O

Corolario 2.26 (a) En el sistema electoral mayoritario puro,

k, six>w; paracada i=1,...,n—1,
E.(w, k) =
0, si x<w; paraalgin 1=1,...,n—1,

para cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W, _1(x).

(b) En el sistema electoral igualitario puro,

k . k
2l +1, si x esunodelos k—mn |*| votos mayores de (x/w),

(2], si & noesunodelos k—n [£] votos mayores de (z/w),

para cada x € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(z).

Proposicién 2.27 En los sistemas electorales ordinales, si x es el h—ésimo voto de (x/w)

cn(k)
er(w, k) = hk

para cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W, _1(x).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.35. O

Corolario 2.28 (a) En el sistema electoral mayoritario puro,

1, six>w; paracada i1 =1,...,n—1,
ex(w, k) =
0, si x<w; paraalgin i=1,...,n—1,

para cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(z).

(b) En el sistema electoral igualitario puro,
] +1
si * no es uno de los k —n [£] votos mayores de (x/w),

si x esuno delos k—n [E] votos mayores de (z/w),

k7
para cada k € N y casi seguro w € W,_1(x).
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Observacion 2.29 La expectativa relativa del sistema mayoritario puro no depende de k.

Proposiciéon 2.30 En los sistemas electorales de cuotas con

c 1 1
gk k’—f—l’k 3

x LT x
{—] +1, si —— [—} es uno de los mayores restos,
qk qk 4k
Ey(w, k) = x T x
—|, si —— |—| no es uno de los restos mayores,
dx dk dk

para cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W, _1(x).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.45.

Corolario 2.31 En el sistema electoral de los mayores restos,
[kx]+1, si kx — [kz] es uno de los mayores restos,

E.(w, k)=
(10, k) {[kx] , si kx — [kx] no es uno de los restos mayores,

para cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(z).

Proposiciéon 2.32 En los sistemas electorales de cuotas con

c 1 1
qk k’—'—l’]{? 3

e e
2 , si — — |—| es uno de los mayores restos,
ex(w, k) = 4k 4k
[E] . T T
_— — — | no es uno de los mayores restos,
k qk dk

para cada x € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.47.

Corolario 2.33 En el sistema electoral de los mayores restos,
k 1
% , si kx — [kx] es uno de los mayores restos,
er(w, k) =
si kx — [kx] no es uno de los mayores restos,

Tk
para cada x € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(x).
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Proposiciéon 2.34 En los sistemas electorales de divisores con

(9a)ax1

estrictamente creciente, existe xo € (0,1) tal que

Ey(w, k) = {9‘1 (%)} :

para cada x € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.62. O

Corolario 2.35 En los sistemas electorales de divisores lineales con
ga=d+s

y s> —1, existe xy € (0,1) tal que

E,(w, k) = [3 - s} ,

Zo

para cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W, _1(x).

Proposicion 2.36 En los sistemas electorales de divisores con

(9a)a=1

estrictamente creciente, existe xo € (0,1) tal que

o L)
ulw b) = S
para cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.64. O

Corolario 2.37 En los sistemas electorales de divisores lineales con
ga=d+s

y s> —1, existe z € (0,1) tal que

para cada x € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(x).
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Consideremos ahora un sistema electoral y su extension media
(N,R,R) vy (N,8,R)
asociados a (P,P) y (P, P), respectivamente.

Dados u € U, = € [0,1]* y w € W, (z), consideremos el vector

Fot * * * * p
7= (UWT1 + o F UG )1 T )ptds - - s UpTp o T ul,Tp) € [0, 1]
y la matriz
*,001 * (z=1)p+1 *, D * 0 2D
ujwy + ...+ Ui 1yp W1 . U, Wy + .U, Wy
Wt = : : e Wk (x).

001 * (z—1)p+1 o0, % 0 2D

U Wy g F o F UGy, Wy ce UpWy g F U WE T

En particular, para los sistemas electorales medios tenemos

T=wx + ... +upxy, €0,1]

W= (uwi + ... +uwl, . wwl o+t upwt ) € W, (7).

Proposicién 2.38 Para u € U,,, cada x € [0,1]* y cada w € W, (z)

—— %

(z/w) = (&"/w").

DEMOSTRACION. Puesto que

wiry + ...+ ufz_l)pﬂx(z_l)pﬂ - UpTp + . ULy
m* _ wiwi + ...+ u;}_l)pﬂwgz‘”p*l o wwl .:. + uf,wi” _ (5
wiwh .+ uz‘zfl)pﬂwif__ll)pﬂ o wwy U w
para u € U, cada x € [0,1]*? y cada w € W*(x). O

Corolario 2.39 Para cada u € U,, cada x € [0,1]P y cada w € W?_,(z)
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Proposicién 2.40 Para cada u € U, y cada x € [0, 1]
Re(w) = N2 (@)
para cada w € W (z).
DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.38,
Re(w) =Ty (R'(w/w)) =T (R ((w/w) ) = T (N (@ /) = N ()
para cada u € U, cada x € [0,1]*? y cada w € W/ * | (x). O
Corolario 2.41 Para cada u € U, y cada z € [0, 1]
&x(w) = Nz ()

para cada w € WP_,(x).

Proposicién 2.42 Para cada u € U,, y cada z € [0, 1]
Ji(w) = [ (w)
para cada w € Wy_q(x1) X ... x Wy_1(zm).

DEMOSTRACION. Puesto que, por 1.79,

S f’u z/w
an,l(Il)X@)anil(gjm) fu(x/w)dV
fre(ar/w) "
- = fi (W)
an—l(xl)X(.’-’f)an_l(zm) fu+ (x*/w) dVv
para cada u € U, cada z € [0, 1] y cada w € W,,_1 (1) X ... X Wy,_1 (). ]

Corolario 2.43 Para cada u € U, y cada z € [0,1]P
fi(w) = fa(w).

para cada w € W,,_(x).
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Proposicién 2.44 Para cada u € U, y cada x € [0, 1]
E¥(w, k) = B2 (0", k)
para cada w € W;*,(x) y cada k € N.
DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.38,
E(w, k) = Ri((w/w), k) = B ((o/w) k) = R (2" /"), k) = B (i, k)

para cada u € U, cada x € [0,1]*?, cada w € W;”,(z) y cada k € N. O

Corolario 2.45 Para cada u € U, y cada z € [0,1]P
EY(w, k) = E;(w, k)

para cada w € W _ | (z) y cada k € N.

Proposicién 2.46 Para cada u € U, y cada x € [0, 1]
et(w, k) = eyd (w* k)
para cada w € W* (z) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Dado que

EY(w, k) Byt (ot k
exu, k) = B B (L) _ e

para cada u € U,,, cada z € [0,1]*?, cada w € W* | (z) y cada k € N. ]

Corolario 2.47 Para cadau € U, y cada x € [0,1]
ér(w, k) = ez(w, k)
para cada w € WP_,(x) y cada k € N.
Proposicién 2.48 En los sistemas ordinales medios, si I es el h—ésimo voto de (& /)
E(w, k) = ¢;(k)
para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.25 y 2.45. O
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Corolario 2.49 (a) En el sistema mayoritario puro medio,

~ k, si x>w; paracada i =1,...,n—1,
E(w, k) = - o
0, si z<w; paraalgin i=1,....,n—1,

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().
(b) En el sistema igualitario puro medio,

B (w ) [E] +1, si @ esunodelos k—n [E] votos medios mayores de (i/w),
x w’ =
[£], si & noesunodelos k—n [£] votos medios mayores de (/W)

para cada u € Uy, cada x € [0,1]P, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).

Proposicién 2.50 En los sistemas ordinales medios, si I es el h—ésimo voto de (/)

exuw, k) = 90

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.27 y 2.45. O

Corolario 2.51 (a) En el sistema mayoritario puro medio,

1, si x>w; paracada 1=1,...,n—1,

éx(w, k) = S o
0, si z<w; paraalgin i=1,....,n—1,

para cada u € U, cada z € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(x).

(b) En el sistema igualitario puro medio,
L] +1
éx(w, k) = [kz]k

si & esunodelos k—n [£] votos medios mayores de (%/w0),

Lnd

L si & noesunodelos k—n [£] votos medios mayores de (&/w),

para cada u € U, cada = € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W’ ().

Observacién 2.52 La expectativa electoral relativa del sistema mayoritario puro medio no
depende de k.
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Proposicion 2.53 En los sistemas de cuotas medios con

c 1 1
gk k“"l’kf )

T .z i
l—] +1, si —— {—] es uno de los mayores restos,
- dk dk dk
EX(w, k) =
s . X s
{—] , SI — — {—] no es uno de los mayores restos,
4k 4k

qk
para cada u € U, cada z € [0,1]P, cada k € N y casi seguro w € W?_, ()

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.30 y 2.45.

Corolario 2.54 En el sistema de los mayores restos medios,
si k& — [kz] es uno de los mayores restos,

B (w, k) — (k] +1,
o [kz] , si ki —[kZ] no es uno de los mayores restos,

para cada u € U, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_ ()

Proposicion 2.55 En los sistemas de cuotas medios con

c 1 1
qk k‘+17kf )

CL
dk . X T
2 , SI — — {—] es uno de los mayores restos,
er(w, k) =q 1, L
HEERE
- — = no es uno de los mayores restos,
k 4k 4k

para cada u € U, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_, (z)
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.32 y 2.45.

Corolario 2.56 En el sistema de los mayores restos medios,
kx| +1 o A
(k] si ki — [k&] es uno de los mayores restos,

Y

ex(w k) = q 1.4
[ xfc si ki — [k] no es uno de los mayores restos,

Tk
para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W’_, (x)
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Proposicion 2.57 En los sistemas de divisores medios con

(gd)d21

estrictamente creciente, existe xq € (0, 1) tal que

sian- [ (2)

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.34 y 2.45.

Corolario 2.58 En los sistemas de divisores lineales medios con
ga=d+s

v s> —1, existe xg € (0,1) tal que

Bw ) = | £ -]

Zo

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).

Proposicion 2.59 En los sistemas de divisores medios con
(9a)a>1
estrictamente creciente, existe xo € (0,1) tal que

NAI0)

para cada u € Uy, cada x € [0,1]P, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.36 y 2.45.

Corolario 2.60 En los sistemas de divisores lineales medios con
ga=d+s

v s> —1, existe xy € (0,1) tal que

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).
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Consideremos ahora unos sistemas electorales
(N,Nl,Rl), oo (N, N*R?)
asociados a (P, P1), ..., (P?,P?) respectivamente, y su suma respecto de uno simple (Z, R°, R?)
(N,XT RT)
asociada a (P, Pt).

Dados = € [0, 1]Pr+-FP= y w € WPT*P#(z), consideremos para cada j € Z el vector

L — by
Tj = (Tpitodpy_141s -+ s Tpytotp;) € [0, 1)P7
y la matriz
w?1+...+p]’71+1 o w11)1+...+pj
j o . . Pj
w’' = . : - anl(x) .
p1+...+pj—1+1 p1+...+D;
wnfl tee n—1

En particular, en los sistemas electorales suma z; es la componente j—ésima del vector x y w?

la columna j—ésima de la matriz w para cada j € P

Proposicién 2.61 Para cada x € [0, 1]++FP= cada w € WPV P2 (2) y cada j € Z
(z/w) = (z;/w’).

DEMOSTRACION. Puesto que

Tpitotpj—1+l -+ Tpito4p;
+oApjo1+ +otp;
; wy TR T ;
(z/w)" = . . = (z;/w),
p1+...+pj—1+1 p1+...+D;
- ceowpt
para cada x € [0, 1]Pr++FP= cada w € WP TP*(z) y cada j € Z. O

Corolario 2.62 Para cada x € [0,1]P, cada w € WP_,(x) y cada j € P

(z/w) = (z;/u).
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Proposicién 2.63 Para cada u € Uy, 1. 1., cada x € [0, 1]"F*P= y cada w € WP 772 (z)
(RO)(w) = (R ()., (X5 (w?)) -
DEMOSTRACION. Ya que, por 2.61,
(W) (w) =T (RF)"(z/w)) = Ty (R ((x/w)"),..., (X)* ((2/w)?)) =
Ty (R (g /'), (R (2 /w)) = (R (), .., (R (w?)

para cada u € Uy, 1. +p., cada x € [0, 1]P*T+FP= y cada w € WP 7P+ (z). O

Corolario 2.64 Para cada u € U,, cada x € [0,1]P y cada w € W?_,(x).

(%)) = (R, ("), .. N2 ()

Proposicién 2.65 Para cada u € Uy 4 4,., cada x € [0, 1]"T7P= y cada w € W, _1(x1) X
cee X Wn—l(xp1+...+pz)

(f5)(w) = (fO5 () - ()i (w?).
DEMOSTRACION. Puesto que, por 1.126,

. F(a/w) )
) an—l(fEl)><~~-XWn—1(xp1+m+pz) fr/w)dv
(1) (@ /wh) - ()" (22 w?) _
fwn_l(m)x...an_1(1p1+u_+pz)(fl)uT(961/w1) o () (xL JwE) dV
(f1)" (21 /w') o
(f1)ei(z/wh)dvt

anfl(zl)X...XWn—l(QJpl)
(f7)" (22 /w?)

‘/‘anl(xp1+-..+pz_1+1)><---><Wn71($p1+4..+pz)(fz)uz (:rz/wz) dVZ

= (M5 (wh) - () (w)
paracadau € Uy 1 4p,, cadax € [0, 1]P1T1P= y cadaw € W1 (x1)X. . X W1 (Tpy 4. 4p.). O

Corolario 2.66 Para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € W,,_1(x1) X ... X W,,_1(x,)

(FF)2(w) = fh (1) o 2.

Observacién 2.67 Es interesante remarcar que la funcién de densidad suma y la funcion de

recuento parcial suma no dependen del vector de votos u considerado.
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Proposicién 2.68 (a) Para cadau € U, _,., cadax € [0, 1]1F+P= cada w € WP+ (x)

ycadak e N

(EN)Y(w, k) = (E )“} (w', R)(u™,k)) + —I—(Ez)“ (w*, RY(u™,k)) .

(b) Para cadau € Uy, 1. .,., cada x € [0, 1]P*T+*P= cada w € WP'T"*P*(z) y cada k € N
(e (w, k) = r{(u™ k) - (')l (w!, RY(u™, k) + ..o 4 rd(u® k) - ()33 (w®, R2(u™, k) .

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 2.61,

(") (w, k) = (R)((z/w), k) = (R)] ((z/w), k) +... (R ((x/w)*, RS(u*, k)
= (RY)} ((21/w"), R (u*, k) + (:cz/w ), R(ut, k)
= (B4 (w', RY(u™, k) + E(wz k)

para cada u € Uy 4 4p., cada x € [0, 1]P1FFP= cada w € ng_’;"'ﬂz () y cada k € N.
(b) Dado que

(E*)e(w, k) (BNai (', RY(u* k) + ...+ (B?)& (w*, R(u* k) _

+\u
(e )k(w, k) = === :
Ri(u' k) (B (w', RY(u', k)) Bt R) () (wh, RO(ut )
k Ri(ut, k) . k R2(ut, k) N

ri(ut k) - (et (wh RY(ut k) .+ (ut k) - ()5 (wF, RY(u, k)
para cada u € Uy, 1. +p., cada z € [0, 1]P*T+P= cada w € WP 7P*(z) y cada k € N, puesto

que si
k=0 0 R?(u*,k) =0

para algin j € Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por la propia definicién de

expectativa electoral relativa y se sigue cumpliendo la igualdad. O]

Observacion 2.69 La formula anterior puede escribirse matricialmente en la forma

rd(ut, k)
(e )aw k) = (N (Rt k) o () (0, R R) ) |

ro(ut, k)

para cada u € Uy, 1. 1,., cada x € [0, 1]P***P= cada w € WPTP*(2) y cada k € N.
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Corolario 2.70 (a) Para cada u € U, cada z € [0,1]?, cada w € W} _,(z) y cada k € N

(EM)u(w, k) = B, (w', RY(u, k) + ... + E? (w”, R)(u,k)) .

b) Para cada u € U,, cada z € [0,1]P, cada w € W?_,(z) y cada k € N
p n—1

(eM)(w, k) = r(u,k) - es, (w', R (u,k)) + ...+ rg(u, k)-eb (w?, Rg(u, k)) .

Observacién 2.71 La férmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
Y (u, k)
(2w, k) = (e, (w R, k) .. e (w?, RO(u,)) )

Tp

rp(u, k)

para cada u € U, cada x € [0, 1]?, cada w € W}_,(x) y cada k € N.

Proposicién 2.72 (a) Para cadau € U, 1 _4p., cada x € [0,1]P* 717> y cada k € N

(El)u’l‘,R?(u‘*',k) (Ez>1x€,Rg(u+,k)

1 g0 e ey

son variables aleatorias independientes.

(b) Para cada u € Uy, 4. 4., cada x € [0,1]**P= y cada k € N

(el)ﬁ,R?(uﬁk)’ L (ez)g,Rg(u+,k)

son variables aleatorias independientes.

DEMOSTRACION. Por 2.63. O

Corolario 2.73 (a) Para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N

0 (w RO (u,k)
(BYHE R | (BP),?
son variables aleatorias independientes.
(b) Para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N
0 u
(e, ey

son variables aleatorias independientes.
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Proposicién 2.74 En los sistemas ordinales suma, si z; es el h;-ésimo voto de (z;/w?)
P
(EM)i(w,k) = ¢ (R)(u, k)
j=1
para cada u € Uy, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.25 y 2.70. O

Corolario 2.75 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si H es el conjunto de circunscrip-

ciones donde x; es el mayor voto de (x;/w?)

(E")u(w, k) = o (R)(u, k)
o jeEH
para cada u € Uy, cada x € [0,1]F, cada k € N y casi seguro w € W!_, (x).

(b) En el sistema igualitario puro suma, si h es el niimero de circunscripciones donde x; es uno
k J
de los k — n [£] votos mayores de (x;/w)

k
<Eﬂ<wk»—h+p[}
para cada u € U, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().

Proposicién 2.76 En los sistemas ordinales suma, si x; es el hj—ésimo voto de (z;/w’)

o c (RO (u,k)) P CZ;J,(R?(U, k))
(e )x(wak’)zz; —Z W

para cada u € U,, cada = € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.27 y 2.70. O

Corolario 2.77 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si H es el conjunto de circunscrip-

ciones donde x; es el mayor voto de (x;/w?)

. c (RO (u,k)) cij(R?(u, k))
(eM)a(w, k) = ;{ = jez;l : W

para cada u € U,, cada = € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € WP, (z).

(b) En el sistema igualitario puro suma, si h es el nimero de circunscripciones en las que x;

es uno de los k —n [£] votos mayores de (z;/w’)
htp (5] htp [£]
(6 )x(w7 ) k T] (U, ) R?('U/, k)

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).
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Proposicion 2.78 En los sistemas de cuotas suma con q € (ﬁ, ﬂ, si h es el numero de

Zj

. . . T4
circunscripciones donde —~— — {

es uno de los mayores restos
qR?(u,k)

9RO (u,k)

(E1)*(w, k) _h+Z

4R (u, k;)]

para cada u € U,, cada = € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_, (z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.30 y 2.70. O

Corolario 2.79 En el sistema de los mayores restos suma, si h es el niimero de circunscripciones

donde RY(u,k)x; — [R)(u, k)x;] es uno de los mayores restos

(EN)“(w, k) = h+ Z [R)(u, k)x;]

j=1

para cada u € U, cada z € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(x).

Proposicion 2.80 En los sistemas de cuotas suma con q € ( [

T E}’ si h es el numero de

circunscripciones donde —2— — = es uno de los mayores restos
ng-)(u,k) ng.)(u,k)
p
2 o
h + ]Zl |:ng(1¢,1€):| 0 h p 0 [qRO(i k):|
+yu k) = - = rYu. k) — M k) 2
(e ):L‘(U)J ) k T_] (U, ) R?(u, k) + ]Zl Tj (u7 ) RJO(U, k)

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_, (z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.32 y 2.70. O]

Corolario 2.81 En el sistema de los mayores restos suma, si h es el niimero de circunscripciones

donde R)(u, k)x; — [R)(u, k)x;] es uno de los mayores restos

h+ Y [R)(u, k)]

(")(w k) = ———— = r%(u, k) -

h " [R?(u,k)xj]
An T2 T

para cada u € U, cada = € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W’ ().
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Proposicién 2.82 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente, existe
z) € (0,1) para cada j € P tal que

e = 3 [o ()]

Jj=1

para cada u € U,, cada = € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W’ ().

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.34 y 2.70. [

Corolario 2.83 En los sistemas de divisores lineales suma con g3 = d+ s y s > —1, existe

x{) € (0,1) para cada j € P tal que

T

p
(B ) =3 | % -]
para cada u € U, cada z € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € WP_,(x).

Proposicién 2.84 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente, existe
z) € (0,1) para cada j € P tal que
N(w, k) = Y \x)) = ro(u, k) - =0l
(6 )m(wﬂ ) ]Zl kf o j( ) ) RO(U, k)

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_, (z).
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.36 y 2.70. O
Corolario 2.85 En los sistemas de divisores lineales suma con g3 = d + s y s > —1, existe

z)) € (0,1) para cada j € P tal que

()b = T: R

x

para cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).
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Consideremos ahora un sistema electoral asociado a (P, P)

y su sistema electoral inducido asociado igualmente a (P, P)

(N,XN, R)

(N, X R).

Dada w € W?,_,(z), consideremos la matriz

1
wy w}f

w’ "l WP,
10 ”0_1 e WP _,(x).
0 . 0

Proposicién 2.86 Para cada x € [0,1]P y cada w € W?, | (z)

DEMOSTRACION. Puesto que

(z/w) = (z/uw').

T Tp
1 p
wy wy
_ n'—1 D
=] w Wy _q
0 0
0 0

para cada z € [0,1]P y cada w € W?,_ (z).

Proposicién 2.87 Para cada u € U, cada z € [0,1] y cada w € WE,_ ()

(R);(w) = R (w').

T

DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.86,

(R);(w) = Ty (W) (z/w)) = Ty (R ((x/w)")) = Ty (R*(z/w")) = N5 (')

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € W?,_,(z).
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Proposicién 2.88 Para cadau € U, cadax € [0,1]P y cadaw € Wy_1(x1) X ... X W_1 ()

AY" _ f;‘(w’)
(f1)e(w) = T oot oy JE @Y AV

DEMOSTRACION. Ya que
s ()" /w) B
(f )x( ) fW r_q ()X X Wy ( m)(f/)u(x/w) dv

[ (z/w)')
anil(xl)X.__Xanl(xm fe((z/w)") dv

T ((z/w)
s ctocson T 1mX...XW,L(i(:m))f)u«x/w)f) v
S (/')
an_l(ml)X...XWn_l(:pm) flx/w')dV B
an,,l(zl)x...an,l(;cm) fHx/w')dV
an_1(x1)><...><Wn_1(a:m) fe(z/w')dV
S (/') fi(w')
fW/ (1) %X W1 () | (@ W) AV fw, (@) X X W1 (@m) fy(w") dV
para cada u € U, cada z € [0, 1] y cada w € Wy_y(zq) X ... X Wy_q(x,). O

Proposicién 2.89 Para cada u € U, cada z € [0,1]P, cada k € N y cada w € W?,_,(z)
(E)z(w, k) = EG(w', k).
DEMOSTRACION. Dado que, por 2.86,
(B3 (w, k) = (R){((z/w), k) = Ri((z/w), k) = Ry ((x/w'), k) = E}(w', k)

para cada u € U, cada x € [0,1]?, cada k € N y cada w € W, _ (x). O

Proposicién 2.90 Para cada u € U, cada z € [0,1]P, cada k € N y cada w € W?,_,(z)
() (w, k) = e (w', k).

DEMOSTRACION. Puesto que

(¢, k) = FEOD)  BEWRY_ iy g

para cada u € U, cada x € [0, 1], cada k € N y cada w € WP,_ (x). O
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2.2 Recorrido de una expectativa electoral

Dado que las aplicaciones E%* y e%* proporcionan las diferentes posibilidades que se le presen-
tan a una candidatura cualquiera, sera interesante ocuparse del conjunto de dichas posibilidades

o recorrido, que notaremos respectivamente,

u,k u,k
Im £ e Im e}”.

Proposicién 2.91 Para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N

Im E%F
I uk _ T
m e, ’

DEMOSTRACION. Por definicién. O

Proposicién 2.92 (a) Para cadau € U, y cada k € N

(b) Para cadau € U, y cada k € N

u,k u,k
Im E(L"wl) - {k} e Im 6(1,...,1) = {1} .

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.15 y 2.18. O
Debido a este resultado, excluimos los casos z = (0,...,0) y x = (1,...,1) de las siguientes
proposiciones.

Proposicién 2.93 En los sistemas ordinales, el recorrido de E¥ es

)
{ea(k),...,cn(k)} 0 {c1(k), ... cn(k)}, siz=
o1 1
)

)

1
n
1

<x<—- para s=1,....n—1,
S

)
1
{c1(k),...,cs-1(k)} o {cr(k),...,cs(k)}, si x=- para s=2,...,n—1,
S

para cada x € (0,1) y cada k € N.
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, . 1
DEMOSTRACION. Primer caso: 0 < x < —.
n

Entonces existe 1 € N tal que

1
w; > —
n

puesto que, en caso contrario, la suma de todos los votos seria menor que 1. Por tanto,

Ef(wl, e ,U}n,1> 7£ C1<k) .

Y como para cada h =1,...,n — 1 tomando
1—2
Wy = ... =W = h y Wht1 = -+ - = Wp—1 =
es
W =...=WH>T>Whg1 = ...= Wp—1
se tiene que efectivamente
k
Ex(wl, Ce ,U)n_l) = Ch+1(k?) .
1
Sequndo caso: <r<-cons=1,...,n—1
S
Entonces, tomando igualmente
11—z
Wy = ... =Wy = h y 'thJrl:...:wn,l:O
para cada h =1,...,s — 1, tenemos de nuevo que
Wy =...=Wp>T>Whg1 = ...= Wp—1
por lo que se tiene asimismo
k
Ex(wl, . ,wn,l) = Ch+1(/€) .
Y si tomamos
11—z
Wy = = Wp-1 =
n—1
entonces
T>W = ... = Wp_1
con lo que

Eﬁ(wl, P ,wn_1> = Cl(k})



185

Expectativas electorales

y el recorrido resulta ser, pues, el conjunto
{c1(k),...,cs(k)}.
1
Tercer caso: x = —yxr=—-cont=2,...,n— 1.
n S

Entonces se dan las situaciones anteriores igualmente, pero con desigualdades en sentido am-

plio, con lo que el que se produzca una posibilidad u otra depende del criterio de desempate

previamente establecido. O

Corolario 2.94 (a) En el sistema mayoritario puro, el recorrido de E* es

2

1
0 1 0 < < —
{0}, =i x ~

1
{O} O{O7k}7 Sl &= —,
1n

1
0,k | — <z <=
{0,k}, Sln T 5

1
{0,k} o {k}, =i x:§,
1
{k}, si §<a:<1,

\
para cada x € (0,1) y cada k € N.

(b) En el sistema igualitario puro, el recorrido de E* es

k k
) 2]
n n
Proposiciéon 2.95 En los sistemas de cuotas con q, € (k+r17 ﬂ, el recorrido de E¥ es el
Ul ol
4k 4k

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.45. O

para cada x € (0,1) y cada k € N.

conjunto

para cada x € (0,1) y cada k € N.

Corolario 2.96 En el sistema de los mayores restos, el recorrido de E* es el conjunto
{[ka], [kx] + 1},

para cada x € (0,1) y cada k € N.
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Proposicién 2.97 En los sistemas de divisores con (gq)q>1 estrictamente creciente, si

cclm EF
entonces existen c¢y,...,¢,_ 1 € Ntalesqueci+...+c,1=k—cy
o7 (Gat A ge) ) m1<e<g (7= (Garr+ o+ o)

para cada x € (0,1) y cada k € N.
DEMOSTRACION. Puesto que si ¢ € E¥ entonces, por 1.66, existen un vector de votos
(Wi, ... wp_1) € Wyh_q(2)
y unos numeros cy, ..., c,_1 € N tales que
ci+...+ch1=k—c

para los que se verifica

T w T Wy
<1, < 1
Get1 9y Get+1 Jen—_1
y
w1 T Wp—1 X
< — .., < —,
Ger+1 e Jen_1+1 e
de lo que se deduce que
o, <y < Jer+1 x,. .., Jena < w, 1 < Jen-atl x
Ge+1 ge Ge+1 [

que, sumando miembro a miembro y teniendo en cuenta que
wy+...+w, 1 =1—1x,

se convierte en

8

T

(gcl +...t gcn71) <l—-z<— (gcl+1 +.o..+ gCn71+1)
Je+1 e

0, lo que es lo mismo,
x x
1-» (Ger +- +Geus) S g1 ¥ g < 1-» (Gert1 4+ F Geui1)
es decir,

T

gil (1f1‘ (gcl T +gc"_1)) -1 S ¢ S gil (E (gm+1 + ... +gcn—1+1))

para cada z € (0,1) y cada k € N. O
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Proposicion 2.98 En los sistemas de divisores lineales con g3 = d + s y s > —1, el recorrido

de E¥ estd contenido en el intervalo cerrado

[(k+ns+ Dz —(s+ 1), (k+n(s+1) =z — s
para cada x € (0,1) y cada k € N,
DEMOSTRACION. Ya que en este caso tenemos que

Jot1+ -+ g1 =k—c+(n—-1)(s+1)

y
gc1+"'+gcn71:k_c+(n_1)8
para cada cy,...,c,_1 tales que ¢; + ...+ ¢,_1 = k — c. Por tanto,
_ T
91<m(9c1+--~+gcn_1))—1=1_x(k‘—6+(n—1)s)—s—1
y
0 (5 (et oot o) | = e (k= (= 1)(s + 1)) — 5
11—z V7 o 1—x
y la condicién queda
1f$(k—c+(n—1)s)—s—1§c§1_x(k—c+(n—1)(s+1))—s,

que equivale a
xk—c+(n—1s)—(s+1)1—2)<c(l—z)<z(k—c+(n—-1)(s+1)) —s(1—x).
Entonces, desarrollando, se convierte en
kr—cx+nsx—sr—s—1+se+r<c—cx<zkr—cr+nsr—sr+nr—x—Ss-+sx
y, simplificando, se obtiene
(k+ns+1l)z—(s+1)<c<z(k+n(s+1)—1Dz—s

para cada z € (0,1) y cada k € N. O

Ejemplo 2.99 Consideremos el sistema electoral de Hondt con n = 4 candidaturas y & = 4

representantes a elegir. Entonces, para el voto x = 0.3 por ejemplo, obtenemos el intervalo
[(441)-03—-1,(4+4—-1)-0.3] =10.5,2.1]

y se concluye que a una candidatura cualquiera con dicho voto le pueden corresponder tinica-

mente 1 o 2 representantes.
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Proposicién 2.100 En los sistemas ordinales, el recorrido de e* es

4
{Cll(f),...,C]i)}7 SI S+1<$<g para s=1,...,n—1,
k o k k sk ' 1
\{Cll(f),...,c llﬂ( )} 0 {CIIE)"..’CIE)}’ 511’:5 para 3:2’.“’71_17

para cada x € (0,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.93. O

Corolario 2.101 (a) En el sistema mayoritario puro, el recorrido de e es

< <
{ }, S1 xz n,

1
{0}y o {01}, siz=—.

1 1
0,1 | — <<=
{0,1}, s1n T 5

1
{0,1} o {1}, =i 91:25,

o1
\{1}, Si §<x<1,
para cada x € (0,1) y cada k € N,

(b) En el sistema igualitario puro, el recorrido de e* es

4 [

A ’

para cada x € (0,1) y cada k € N.
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Proposiciéon 2.102 En los sistemas de cuotas con g € ( el recorrido de ef es el

) [l

ko’ k

1 ;}
k10 k1o
conjunto

para cada x € (0,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.95. O

Corolario 2.103 En el sistema de los mayores restos, el recorrido de e* es el conjunto

(P

para cada x € (0,1) y cada k € N.

Proposicién 2.104 En los sistemas de divisores con (gq)a>1 estrictamente creciente, si

c€Im EF
entonces existen cy,...,c,_1 € N talesqueci+...4+¢c,.1=k—cy
x T
g_l PR (gcl + A + gCn71) - 1 g_l PR (g61+1 + s + gCn71+1)
1—=2x c 1—=x
< - <
k ~—k k
para cada x € (0,1) y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.97. O

Proposicion 2.105 En los sistemas de divisores lineales con g3 = d+s y s > —1, el recorrido

de e estd contenido en el intervalo cerrado

(k+ns+1)xz—(s+1) (k+n(s+1)—Dz—s
k ’ k

para cada x € (0,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.98. O
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Proposicién 2.106 (a) Para cada u € U,,, cada z € [0,1]*? y cada k € N

r k
Im E%% =TIm E;+" .

(b) Para cada u € U,,, cada x € [0,1]*P y cada k € N

’U,+,k
¥

Im é“% =Tm e
DEMOSTRACION. (a) Ya que para cada natural ¢ < k,
o,k
celm B
si, y solo si, existe w € W, (z) tal que
Bt (w) =c,
que equivale a que exista w* € W?_, () tal que
U ,k‘ A% .
E.N(w") = ¢,

es decir, a que

¢ eIm B4
para cada u € U,,, cada x € [0,1]* y cada k € N.
(b) Puesto que, por 2.106,

2 k
Im E%*  Im E."

Im 3 = — o =1Im vt
para cada u € U,,, cada = € [0,1]* y cada k € N. ]

Corolario 2.107 (a) Para cada u € U,, cada = € [0,1]? y cada k € N

Im E“*F =Im Ef.

(b) Para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N

k

3

Im é“* =Tm e
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Proposicién 2.108 En los sistemas ordinales medios, el recorrido de E“F es

1
((eo(k), ... en(k)), i 0<i<=,
L 1
{ca(k),...,cn(k)} 0 {cr(k), ... en(k)}, si@= e
(e (k) ), si—— <<l _1 |
c(k),. .. ce , Sls—i—l 3 . para s = ,1,n ,
k{cl(k:),...,cs_l(lf)} o {cr(k),...,cs(k)}, si i:g para s=2,....n—1,

para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.93 y 2.107. O

Corolario 2.109 (a) En el sistema mayoritario puro medio, el recorrido de E;k es

( 1
{0}, si0O<z<—,

(0} o {0k}, sii=
1 1

K}, si—<@<-=
{0,k}, s — <& <3
{0,k} o {k}, si ==,

1
{k}, SI.§<QA3<1,

\

para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

(b) En el sistema igualitario puro medio, el recorrido de E** es

{CRERS

para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

Proposicion 2.110 En los sistemas de cuotas medios con q € (L, %], el recorrido de E’;‘k

ey

para cada u € U, cada = # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

es el conjunto

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.95 y 2.107. O
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Corolario 2.111 En el sistema de los mayores restos medio, el recorrido de E;‘k es el conjunto
{[kz], [k2] + 1},

para cada u € U,, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

Proposicién 2.112 En los sistemas de divisores medios con (gq)q4>1 estrictamente creciente,
Si
Lk
celm £}

entonces existen c¢y,...,c,_1 € N talesqueci+...4+¢c,.1=k—cy

A

g! ( L (g +---+gcn_1)) —1<e<g™! <1f$ (ger1 +---+gcn_1+1))

1—-2

para cada u € U,, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.97. O

Proposicion 2.113 En los sistemas de divisores lineales medios con gg =d+ sy s > —1, el

recorrido de E** estd contenido en el intervalo cerrado
(k4+ns+ 1)z —(s+1),(k+n(s+1)—1)T — ]
para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.98 y 2.107. O]

Ejemplo 2.114 En el sistema electoral de Hondt medio con n = 4 candidaturas, p = 2
circunscripciones y k = 4 representantes a elegir, dados los vectores de pesos (0.6,0.4) y votos
(0.2,0.45) el voto medio es

0.6-02404-045=0.3

y obtenemos el intervalo
[(44+1)-03—-1,(4+4—-1)-0.3]=[0.5,2.1],

de lo que se concluye que los representantes posibles son 1 y 2.
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Proposicién 2.115 En los sistemas ordinales medios, el recorrido de é%“* es

Ty -
ca(k) cn(k) o c1(k) cn (k) G 3o l
k ) ) k k’ ) M) ]{; ) n)
{
c1(k) cs(k) o1 o1
— =1.... —1
{ g , Sls+1<$<sparas ) ,

(o0 W), (o) o

para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.100 y 2.107.

Corolario 2.116 (a) En el sistema mayoritario puro medio, el recorrido de é“* es

( 1
{0}, siO<@<—,

1
{0} o {0,1}, si &=—,
n
1 1
0,1 | —<z< =
1 {0,1}, st~ <& <,

{0,1} o {1}, si z=

1
{1}, sig<i<l,

\
para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.
(b) En el sistema igualitario puro medio, el recorrido de é“* es

W [

kW k ’

para cada u € U, cada = # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

1
}, si £ =— para s=2,...,n—1,
s
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Proposicion 2.117 En los sistemas de cuotas medios con g, € (k%l, ﬂ, el recorrido de é“*

ol ]+

ko’ k

es el conjunto

para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.102 y 2.107. O]

Corolario 2.118 En el sistema de los mayores restos medio, el recorrido de é%“* es el conjunto

(T

para cada u € U,, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

Proposicién 2.119 En los sistemas de divisores medios con (gq)q4>1 estrictamente creciente,

si
k

ce€lm ey
entonces existen c¢y,...,c,_1 € N talesqueci+...4+¢c,.1=k—cy
T T
g! —(ger + - A Gery) ) — 1 g! — (Gerr1+ - F Geur1)
11—z c 11—z
< - <
k —k k

para cada u € U, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.97 y 2.107. O

Proposicion 2.120 En los sistemas de divisores lineales medios con gg =d+ sy s > —1, el

recorrido de é“* estd contenido en el intervalo cerrado

(k+ns+1)2—(s+1) (k+n(s+1)—1i—s
k ’ k

para cada u € U,, cada x # (0,...,0),(1,...,1) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.98 y 2.107. [
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Proposicién 2.121 Para cada u € Uy 4. 4p., cada x € [0,1]P1TFP= y cada k € N

ut,RY (u"’k)
1

uw* RO 'U,+,
Im (E*)“* = Tm (E"). DR )

+ ...+ Im (E),.

b) Para cadaw € U, 4. .,., cada x € [0, 1]P**1P= y cada k € N
p1 Pz

Im (e")"* =0 (u*, k) - Im (el)glf’R?(“+’k) + o+ (u*, k) - Im (ez)f’Rg(“+’k) )

DEMOSTRACION. (a) Puesto que para cada natural ¢ < k,
cclIm(ET)wk

si, y solo si, existe w € WP 7P# () tal que
(E*)ohw) = ¢,

que equivale a que existan w! € Wﬁfl(ml), Wt E W}?;l(a:z) yel,...,e€Nconect+ ...+
¢ = c tales que

u’{,R(l) (u*,kz) uk,RY (u*,k)

(EY)a (wh)y =c', ... (B, (w*) =¢*,

es decir,
*7R0 +7k ;7R2 +7k
¢t € Im(EY),! t ),...,czelm(Ez)Zz ()

0, lo que es lo mismo,
wt RO (ut,k ut, RO (ut k
¢ e tm (EYSHOTR) L (e )
para cada u € Uy 4 4p., cada x € [0, 1]+ *P= y cada k € N.

b) Ya que, por 2.121, para cada v € U, 1, , cada x € [0, 1]P**TP= y cada k € N
P1 Pz

u’{,R? (u+,k) u:,Rg (u*,k)

Im (ET)%*  Im (EY), + ...+ Im (E?),
I Huk _ L 1 z _
m (et = 228 .
w*, RO (u™t u* RO (ut
Rk mE)d™ ™ ey e
(ut, k) o k RO(ut,k)

k RY
) (u*, k) -Im (el)ﬁ’Rg(“ﬂL’k) + o+ (u*, k) -Im (ez)g’Rg(“+’k) ,
ya que si

k=0 o Ri(u'k)=0
para algin j € Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por la propia definicién de

expectativa electoral relativa y se sigue cumpliendo asimismo la igualdad. O]
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Corolario 2.122 (a) Para cada u € U,, cada = € [0,1]P y cada k € N

T ()2 = T (B0 4T (B2) 50

(b) Para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N

Im (e¥)" = k= (u k) - Im (61)R?(u’k) +...+ Tg(u, k) - Im (ep)fg(u’k) .

Tl P

Proposicién 2.123 En los sistemas ordinales suma, el recorrido de (E*)%“* estd contenido en

el intervalo cerrado

p
> AR k) + Y AR (u k)., Yl (R)(u,k)
wj<s > =1
para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.93 y 2.122. O

Corolario 2.124 (a) En el sistema mayoritario puro suma, el recorrido de (E+)%“* estd con-

tenido en el conjunto

{Z R?(u,k) tH C P}

jeH

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada k € N.

(b) En el sistema igualitario puro suma, el recorrido de (E*)%“* es

[ e )

para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N.

Proposicién 2.125 En los sistemas de cuotas suma con qj € (k+r17 ﬂ, el recorrido de (ET)%*

]|

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.95 y 2.122. O]

esta contenido en el intervalo

£l

Jj=1

h+z

para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

9RO (u,k
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Corolario 2.126 En el sistema de los mayores restos suma, el recorrido de (E*)%* es el

intervalo
p

D B k) ) p+ Y (B (u, k) )]

J=1 J=1

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

Proposicién 2.127 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente, si
+\u,k
celm(e)y

entonces existen c', ..., c* € N tales que ¢* + ...+ ¢ = ¢ y existen c{, . ,c;_l € N tales que
Ad+...+d_, = R)(u, k) — ¢ paracadaje Zy

-1 Lj ; 1 z; .
G ) (= CE )

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.97. O

Proposicion 2.128 En los sistemas de divisores lineales suma con g3 = d+ s y s > —1, el
recorrido de (E1)“* estd contenido en la suma de intervalos cerrados

Z [(Rg(u, k) +mns+1)x; — (s + 1), (R?(u, k)+n(s+1)— 1) T — s]

J=1

para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.98 y 2.122. O

Proposicién 2.129 En los sistemas ordinales suma, el recorrido de (et)%“* estd contenido en

el intervalo cerrado

RICCLLINS Si L L

J:j§1 x]>f Jj=1

cj(

bS]
\_/

para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.100 y 2.122. O
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Corolario 2.130 (a) En el sistema mayoritario puro suma, el recorrido de (e*)“* estd conte-

nido en el conjunto

{Zr;?(u, k): HC P}

jEH
para cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada k € N.

(b) En el sistema igualitario puro suma, el recorrido de (e*)“* es

E[fe) gl

j=1 j=1

k ’ k

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.
Proposicién 2.131 En los sistemas de cuotas suma con g € (kL 1], el recorrido de (e*)%*

esta contenido en el intervalo

» -
L
p [qRo ; 4R (u ]
h + 2 ;
7j=1
para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.102 y 2.122. O

Corolario 2.132 En el sistema de los mayores restos suma, el recorrido de (e*)“* es el intervalo

p+ IR, K) )
N =
Z k ’ k

j=1

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.
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Proposicién 2.133 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente, si
+\u,k
celm(e)y

entonces existen ct, ..., c* € N tales que ¢* + ...+ ¢ = ¢ y existen c{, ce ,c;_l € N tales que
A+...4+c_=Ruk)—c parajeZy

-1 L _ , .
g <1_$j <gcg1—|—...—|—gc;1>) 1 3

k
para cada u € U, cada ¥ € [0,1]P y cada k € N,

N T
9 1— oz T T
S J

k

&

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.104 y 2.122. O]

Proposicion 2.134 En los sistemas de divisores lineales suma con g3 = d+ sy s > —1, el

u,k
T

recorrido de (e™)™* estd contenido en la suma de intervalos cerrados

O (RY(uy k) + s+ D)oy — (s +1) (RY(w, k) +n(s+1) —1)z; —s
> k R

=1

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.105 y 2.122. O

Ejemplo 2.135 Supongamos el caso de n = 4 candidaturas, p = 2 circunscripciones con pesos
0.4y 0.6 y k = 6 representantes a elegir, y supongamos que se aplica la regla de los mayores
restos para repartir los representantes por circunscripciones y la de Hondt para repartirlos en

cada una de ellas.

Entonces, dado que la regla de los mayores restos otorga 2 y 4 representantes a las circunscrip-

ciones, si consideramos el vector de votos
r = (x1,22) = (0.4,0.1)
el intervalo suma es
(2+1)-04—-1,(2+4—-1)-04]+[4+1)-01—-1,(44+4—-1)-0.1]
=10.2,2] +[-0.5,0.7) = [-0.3,2.7]

y por tanto, el nimero total obtenido oscilard entre 0 y 2 representantes, en funcién de los

posibles votos del resto de candidaturas en las diferentes circunscripciones.



200 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

Proposicién 2.136 (a) Para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N

Im (E)“* C Im E»*.

b) Para cada u € U,, cada x € [0,1]? y cada k € N
p

Im (/)% C Im "

DEMOSTRACION. (a) Ya que para cada ¢ < k,
c€lIm (B

si, y sélo si, existe w € W?,_,(z) tal que
(B (w) = c.

Y esto implica —pero no es equivalente— a que exista w’ € WP _,(z) tal que
(') = c,

es decir, a que
c€Im E“F

para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N.

(b) Dado que

Im (E)%* c Im EU*
k -k

para cada u € U, cada z € [0,1]? y cada k € N.

k

Im (¢/)%* = =1Im el

]

Observacién 2.137 La inclusion no es, en general, igualdad puesto que la aplicacion que a

cada matriz w € W¥ | (x) le asocia la matriz w' € WP_,(x) es inyectiva pero no exhaustiva.

En particular, para los sistemas electorales simples tenemos:

Corolario 2.138 (a) Para cada x € [0,1] y cada k € N

Im (E))% C Im EF.

(b) Para cada x € [0,1] y cada k € N

Im ()% C Im €.
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2.3 Crecimiento parcial

Anélogamente al crecimiento de un sistema electoral, cuando consideramos la misma idea pero

sobre las expectativas electorales obtenemos el concepto de crecimiento parcial.

Definicién 2.139 Diremos que el sistema electoral R es parcialmente creciente si, y sélo

si, para cada k,l € N la condicién
k<l
implica
E(w, k) < Ej(w, 1)

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada w € W?_,(z).

Observacién 2.140 Observemos que la condicion anterior no puede ser sustituida por la
misma con r en lugar de R, ya que en un caso r se obtiene a partir de R dividiendo por k y

en el otro por [.

Proposicion 2.141 EI crecimiento implica el crecimiento parcial.

DEMOSTRACION. Puesto que dados &, € N arbitrarios tales que
k<l
entonces, por ser R creciente,
Ey(w, k) = Ri((z/w), k) < Ri((z/w),1) = E(w,1)

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada w € W?_,(z). O

Proposicién 2.142 (a) Los sistemas ordinales son parcialmente crecientes.

(b) Los sistemas de divisores son parcialmente crecientes.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.251, 1.253 y 2.141. ]

Observaciéon 2.143 Los sistemas de cuotas no son parcialmente crecientes en general, como se
deduce de 1.252, teniendo en cuenta que el contraejemplo es igualmente valido con variaciones

suficientemente pequenas de los datos.
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Proposicion 2.144 El crecimiento parcial implica el crecimiento casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Ya que si k,1l € N son tales que
k<l

entonces, por 2.21 y ser R parcialmente creciente,

(1) (%)
RY(w, k) = B (w?,...,w',...,w"), k) <

1) (@)
B (w?,. . wh o w"), 1) = Ry (w, 1)

para cada u € U, cada z € [0, 1] y casi seguro w € WP. O

Proposicion 2.145 La extension media de un sistema electoral parcialmente creciente es

parcialmente creciente.

DEMOSTRACION. Puesto que si k,1 € N son tales que
k<l
entonces, por ser R parcialmente creciente,
E%w, k) = EX (0, k) < ES (0%, 1) = E4(w, 1)

para cada u € U,,, cada x € [0,1]*P y cada w € W* | (x). O

Corolario 2.146 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples parcialmente

crecientes son parcialmente crecientes.

Proposicién 2.147 (a) Los sistemas ordinales medios son parcialmente crecientes.

(b) Los sistemas de divisores medios son parcialmente crecientes.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.257 y 2.141. O

Observaciéon 2.148 Los sistemas de cuotas medios no son parcialmente crecientes en general,

como se ha visto ya en particular para el caso simple en 2.143.
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Proposicion 2.149 La suma de sistemas electorales parcialmente crecientes respecto de uno

simple creciente es parcialmente creciente.

DEMOSTRACION. Ya que si
k<l

entonces, por ser R creciente, para cada j € Z
0 (,+ 0 (,+
R K) < B (u 1)
para cada u € U,. Y, por ser R’ parcialmente crecientes para cada j € Z,

(EN)4(w, k) = (E")! (0", R (u® k) + ...+ (B”)% (w*, R2(u', k) <

1

(BN (wh, RYu® 1)) + .+ (B9 (w', R2(u™, 1)) = (EF);(w,1)

z1

para cada u € Uy, 1. 1p., cada € [0, 1JP1F+P= y cada w € WPT+7P# (). O

Corolario 2.150 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples parcialmente

crecientes respecto de uno simple creciente son parcialmente crecientes.

Proposiciéon 2.151 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple creciente son

parcialmente crecientes.

(b) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple creciente son parcialmente crecientes.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.261 y 2.141. O

Observacién 2.152 Los sistemas de cuotas suma no son parcialmente crecientes en general,

como se ha visto ya en particular para el caso simple en 2.143.

Proposicion 2.153 El crecimiento parcial es hereditario.

DEMOSTRACION. Puesto que si
k<l

entonces

(B3 (w, k) = B (w' k) < EZ(w',1) = (B');(w, 1)

para cada u € U, cada z € [0,1]? y cada w € W’,_,(x), por ser R parcialmente creciente. [J
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2.4 FEstabilidad parcial

Cuando se considera la convergencia de las expectativas electorales se obtiene el concepto de

estabilidad parcial y, en particular, los de mayoria, proporcionalidad e igualdad parciales.

Definicién 2.154 Diremos que el sistema electoral R es parcialmente estable si, y sélo si,

existe

lim el (w, k)
k—o0

para cada u € U,, cada = € [0,1]? y cada w € W}_,(z). Y, en tal caso, a dicho limite lo

denominaremos indice de estabilidad parcial y lo denotaremos

éu(w).

Observacién 2.155 Obsérvese que la estabilidad parcial equivale simplemente a la conver-

gencia de las variables aleatorias discretas

ek WP (z) — R.
Y, en tal caso, tenemos la aplicacion

ey WP (z) — R.
Proposicién 2.156 €* es una variable aleatoria.

DEMOSTRACION. Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, ya que las varia-

bles aleatorias e“* estan acotadas entre 0 y 1 por definicién. O]

Proposiciéon 2.157 (a) Si R es parcialmente estable entonces, para cada u € Fp y cada
we W,

é?o,...,O) (w) =0;

(b) Si R es parcialmente estable entonces, para cada u € Vp

é(ul,...,l)(o) =1,

siendo 0 la matriz nula.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.18. O
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Proposicion 2.158 La estabilidad implica la estabilidad parcial y los indices de estabilidad

parcial son
& (w) =r(z/w)

para cada u € U,, cada x € [0,1]P y cada w € WP_,(z).
DEMOSTRACION. Ya que, por ser R estable,

eb(w) = lim e(w, k) = lim ri((x/w), k) = 7{(z/w)

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada w € W} (). O

Proposicion 2.159 La estabilidad parcial implica la estabilidad casi seguro w € WP y los

indices de estabilidad son

T (w) = i (Wyi)

para cada i € N, cada u € Fp y cada w € WP.

DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.21 y ser R parcialmente estable,

r(w) = kl_lg{loo ri(w, k) = kl_lgloo el i(Wyi, k) = € (wyi)
para cada ¢ € N, cadaueﬁpycadawewg. O

Observacién 2.160 Por tanto, si un sistema electoral es estable la familia de aplicaciones

(fu)ueﬁp

determina la familia
(€2) (u2) Ty x [0,1)7 -

Y, reciprocamente, si un sistema electoral es parcialmente estable la familia de aplicaciones

(€2) (u2) €Ty x 0,1]7

determina la familia de aplicaciones
U
(7" )uEUi;;

casi seguro w € WP.
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Proposicion 2.161 Los sistemas ordinales asintoticos son parcialmente estables y sus indices
de estabilidad parcial son
€z (U)) = Ch,

donde h es el orden del voto = entre los votos del vector (x/w).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.270 y 2.158. O

Proposicion 2.162 Los sistemas de cuotas son parcialmente estables y sus indices de estabi-
lidad parcial son

éx(w) =x.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.272 y 2.158. O

Proposicion 2.163 Los sistemas de divisores t—asintoticos son parcialmente estables y sus

indices de estabilidad parcial son

) ot
ea(w) = Ut Ly
e/t +w ™+ +w,
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.278 y 2.158. O

Ejemplo 2.164 Supongamos que aplicamos el sistema electoral simple de los divisores para
n = 4 candidaturas con

gd:dQ.

Si consideramos, por ejemplo, los votos 0.1 1 0.4 y las tablas de valores

1=1 | 1=2 | 1=3 1=1 | 1=2 | 1=3

03 | 02 ] 0.1 02 | 03] 04

teniendo en cuenta el ejemplo 1.280, los indices de estabilidad parcial correspondientes son
€0.4(0.3,0.2,0.1) = 0.325 y €0.1(0.2,0.3,0.4) = 0.163,

respectivamente.
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Proposicion 2.165 La extension media de un sistema electoral parcialmente estable es par-

cialmente estable y sus indices de estabilidad parcial son

() = et (@)

para cada u € U,,, cada x € [0,1]*? y cada w € W7, (z).

DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.44 y ser R parcialmente estable,
e'(w) = lim & (w, k) = lim ext (W' k) = eyf (w*)
k—o00 k—o00

para cada u € U,,, cada x € [0, 1] y cada w € W7, (). O

Corolario 2.166 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples parcialmente

estables son parcialmente estables y sus indices de estabilidad parcial son
& (w) = & (w)

para cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada w € W2_,(z).

Proposicion 2.167 Los sistemas ordinales medios asintoticos son parcialmente estables y sus
indices de estabilidad parcial son
U

er(w) = ¢y,

donde h es el orden del voto & entre los votos del vector (z/w).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.161 y 2.166. O

Proposicion 2.168 Los sistemas de cuotas medios son parcialmente estables y sus indices de

estabilidad parcial son

U

el(w) =1 .

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.162 y 2.166. O

Proposiciéon 2.169 Los sistemas de divisores medios t—asintéticos son parcialmente estables

v sus Indices de estabilidad parcial son

A1
Py

e (w) = 1 -
ot

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.163 y 2.166. O
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Proposicion 2.170 La suma de sistemas electorales parcialmente estables respecto de uno
simple estable es parcialmente estable y sus indices de estabilidad parcial son

(E)(w) =P (u™) - (E)5 (wh) + ..+ F2(u™) - (835 (w)

T Ty

para cada u € Uy, . 1p., cada x € [0, 1]P1++7P= y cada w € WP7P= ().

DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.68 y ser R? estable y R7 parcialmente estable para cada
JjeZz,
(€M)z(w) = lm (e7)z(w, k) =
k—o00

lim (r{(ut, k) - (@) (0!, ROt k) + 02t k) - (@) (0, RAu™ b)) =
k—o00 z

lm rf(u*, k) - lim (") (w', RY(u", k) + ...+ lm r2(u*, k) - lim (€)% (w*, R(ut, k)) =

k—o0 k—s00 k—s00 k—s00 z

M) @)iw") + .+’ - (@) ()

1 Tz

para cada u € Uy, 1. 1p., cada x € [0, 1JP1F+P= y cada w € WPT7P# (). O

Observacién 2.171 La férmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma

7 (uh)
@ )iw) = (@@ o @) w) )
72 (ut)
para cada u € Uy, 1. 4p., cada x € [0, 1]P* TP+ y cada w € WP (z).

Corolario 2.172 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples parcialmente
estables respecto de uno simple estable son parcialmente estables y sus indices de estabilidad
parcial son

(@)s(w) = (u) - &g, (w') + ... +7p(u) - & (wP)

para cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada w € W?_,(z).

Observacién 2.173 La formula anterior puede escribirse matricialmente en la forma

i (u)

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada w € W} ().
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Proposicion 2.174 Los sistemas ordinales suma asintéticos respecto de uno simple estable

son parcialmente estables y sus indices de estabilidad parcial son

j=1

si x; es el hj—ésimo voto del vector (z;/w’) para cada j € P.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.161 y 2.172. O

Proposicion 2.175 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son parcial-

mente estables y sus indices de estabilidad parcial son
p
(E)a(w) =Y ).
j=1
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.162 y 2.172. O

Proposicion 2.176 Los sistemas de divisores suma t—asintoticos respecto de uno simple es-

table son parcialmente estables y sus indices de estabilidad parcial son

p x'l/t
I g T N —
. -/t J /t j /t
J=1 U twy A W,
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.163 y 2.172. O

Proposicion 2.177 La estabilidad parcial es hereditaria y

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € WP, (z).

DEMOSTRACION. Ya que, por 2.89 y ser R parcialmente estable,

(@) (w) = lim ()4 (w, k) = lim e*(w', k) = e*(w')

z k—o00 k—o00

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € W?,_,(z). O
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2.4.1 Mayoria, proporcionalidad e igualdad parciales

Consideremos el conjunto

T >w; paracada 1=1,...,n—1
we P
anl(x) = w e anl(x) : O

T <w; paraalgin i=1,...,n—1

WP () ={weW!_ [(z): @;#0 paracada i=1,...,n—1}.

Definicién 2.178 Un sistema electoral R es parcialmente mayoritario si, y soélo si, para

— —
cada u € Uy, cada z € [0,1]" y cada w € W?_,(z)

, six>w; paracada i=1,...,n—1,

0, si T<w; paraalgin i=1,...,n—1.

Observacién 2.179 Es interesante observar que el valor del caso de mayoria parcial definido
anteriormente es la expectativa del sistema mayoritario puro medio vista en 2.51 que, como se

observo en 2.52, no dependia de k.

Definicién 2.180 Un sistema electoral R es parcialmente proporcional si, y solo si, para
cada u € U, cada z € [0,1]P y cada w € WP_,(x)

er(w) =12.

Definicién 2.181 Un sistema electoral R es parcialmente igualitario si, y sélo si, para cada

u € U, cada z € [0,1]7 y cada w € W?_,(z)

Proposicion 2.182 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son parcialmente esta-

bles casi seguro w € WY | (x) para cada x € [0,1]P; y los proporcionales, parcialmente estables.

DEMOSTRACION. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en W _(z) — WP_,(z),

WP (x) — WP (x) y WP () respectivamente. O
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Proposicién 2.183 (a) La mayoria implica la mayoria parcial.
(b) La proporcionalidad implica la proporcionalidad parcial.
(¢) La igualdad implica la igualdad parcial.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 2.158 y ser R mayoritario,

1 )
e (w) = P(a/w) =

xr
0, si 2<w; paraalgin i=1,...

si £ >w; paracada i =1,...,n—1,

— ——
para cada u € U,, cada x € [0, 1" y cada w € W} _,(z).
(b) Puesto que, por 2.158 y ser R proporcional,

e (w) = 7 (/) = &

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € W!_, ().
(c) Dado que, por 2.158 y ser R igualitario,

etw) = ri(a/w) =

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada w € W} (). O

Proposicién 2.184 (a) La mayoria parcial implica la mayoria casi seguro w € WP,
(b) La proporcionalidad parcial implica la proporcionalidad casi seguro w € WP,

(¢) La igualdad parcial implica la igualdad casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 2.158 y ser R parcialmente mayoritario,

. 1, si w; >w, para cada h # 1,

i (w) = epi(wyi) =
0, si w; <w, paraalgin h # i,

= . . N
para cada u € U, cada i € N y casi seguro w € WP,
(b) Puesto que, por 2.158 y ser R parcialmente proporcional,
ri (W) = € (wyi) =

para cada u € Fp, cada i € N y casi seguro w € WP.
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(c) Dado que, por 2.158 y ser R parcialmente igualitario,
1

rU — o i) = —
() = s () =

para cada u € Up, cada 1 € N y casi seguro w € WP, O

Proposicién 2.185 (a) Los sistemas ordinales asintéticos de maxima dispersion y minima

dispersion son parcialmente mayoritarios y parcialmente igualitarios, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son parcialmente proporcionales.

(c) Los sistemas de divisores 0—asintéticos, 1—asintdticos y +oo—asintéticos son parcialmente

mayoritarios, parcialmente proporcionales y parcialmente igualitarios, respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 2.183. O

Corolario 2.186 (a) Los sistemas mayoritario puro e igualitario puros son parcialmente ma-

yoritario y parcialmente igualitario, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es parcialmente proporcional.

(c) Los sistemas de divisores lineales —y, en particular, el de Hondt— son parcialmente propor-

cionales.

Proposicién 2.187 (a) La extension media de un sistema electoral parcialmente mayoritario

es parcialmente mayoritaria.

(b) La extensiéon media de un sistema electoral parcialmente proporcional es parcialmente

proporcional.

(c) La extension media de un sistema electoral parcialmente igualitario es parcialmente igua-

litaria.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.72 y 1.281 y ser R parcialmente mayoritario,

_ 1, si 2=uy 2" >up-w =w; paracada 1=1,...,n—1
U g (N ) + + ) ) ) )
e, (w) = et (v*) = o Ny o o

0, si 2=usy 2" <u;y-w =w; paraalgin i =1,...,n—1,

2p
Wn 1

P (z).

para cada u € U, cada x € [0,1]*P y cada w €
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(b) Dado que, por 1.72 y 1.281 y ser R parcialmente proporcional,
en(w) = eut (W) =uy - 3* = &
para cada u € U, cada x € [0,1]*? y w € W*(x).
(c) Puesto que, por 1.281 y ser R parcialmente igualitario,
& (w) = & (%) =
2\ W) = 4 =

para cada u € U,,, cada x € [0,1]** y cada w € W, (). O

Corolario 2.188 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas simples parcialmente mayo-

ritarios son parcialmente mayoritarios.

(b) Los sistemas electorales medios de sistemas simples parcialmente proporcionales son par-

cialmente proporcionales.

(c) Los sistemas electorales medios de sistemas simples parcialmente igualitarios son parcial-

mente igualitarios.

Proposicién 2.189 (a) Los sistemas ordinales medios asintéticos de mdxima y minima dis-

persion son parcialmente mayoritarios y parcialmente igualitarios, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas medios son parcialmente proporcionales.

(c) Los sistemas de divisores medios O—asintdticos, 1-asintéticos y +oo—asintdticos son parcial-

mente mayoritarios, parcialmente proporcionales y parcialmente igualitarios, respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.185 y 2.188. O]

Corolario 2.190 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son parcialmente

mayoritario y parcialmente igualitario, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es parcialmente proporcional.

(c) Los sistemas de divisores lineales medios —y, en particular, el de Hondt medio— son parcial-

mente proporcionales.
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Proposicién 2.191 (a) La suma de sistemas electorales parcialmente proporcionales respecto

de uno simple proporcional es parcialmente proporcional.

(b) La suma de sistemas electorales parcialmente igualitarios respecto de uno simple estable

es parcialmente igualitaria.

DEMOSTRACION. (a) Dado que, por 1.120 y 1.286 y ser R estable y R’/ parcialmente propor-

cional para cada j € Z,

i (ut) uy

o (ut) ul

para cada u € Uy, 4. 1p_, cada z € [0, 1P+ *P= y cada w € WP H1P=,

(b) Puesto que, por 1.286 y ser R® estable y R’ parcialmente igualitario para cada j € Z,

M (u') . . ) (ut) ]
S+ \u I A NG| S2\Uz ()2 : = = — : = —
@)iw) = (@) . @Ew) )| (n n) . -
() ()
para cada u € Uy, 1. 1,., cada x € [0, 1]P1+*P= y cada w € WE - 7P=, [

Corolario 2.192 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas simples parcialmente propor-

cionales respecto de uno simple proporcional son parcialmente proporcionales.

(b) Los sistemas electorales suma de sistemas simples parcialmente igualitarios respecto de uno
simple estable son parcialmente igualitarios.

Proposicién 2.193 (a) Los sistemas ordinales suma asintdticos de minima dispersion respecto

de uno simple estable son parcialmente igualitarios.

(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son parcialmente pro-

porcionales.

(c) Los sistemas de divisores suma l-asintdticos y +oo—asintéticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son parcialmente proporcionales y parcialmente igualitarios,

respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.185 y 2.192. O
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Corolario 2.194 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es par-

cialmente igualitario.

(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es parcialmente

proporcional.

(c) Los sistemas de divisores lineales suma —y, en particular, el de Hondt suma— respecto de

uno simple proporcional son parcialmente proporcionales.

Proposicién 2.195 (a) La mayoria parcial es hereditaria.

(b) La proporcionalidad parcial es hereditaria.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.168, 2.177 y ser R parcialmente mayoritario,

1, si 2>w);=w; paracada i=1,...,n —1,

0, si zZ<w;=w; paraalgin i=1,...,n —1,

— ——
para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada w € W’ _|(x).

(b) Dado que, por 2.177 y ser R parcialmente proporcional,
(€)a(w) =ez(w') =2

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € W?,_,(z). O

Observacién 2.196 La igualdad parcial no es hereditaria, ya que el hecho que

no implica que
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Ezxpectativa electoral media

A lo largo del capitulo anterior hemos definido y estudiado diversos conceptos y propiedades de
los sistemas electorales desde el punto de vista individual de una candidatura cualquiera. En el
presente capitulo, nos basaremos en los resultados de dicho capitulo para introducir una funciéon
que permite analizar formalmente algunas cuestiones a las que nos referimos habitualmente.
Por ejemplo, es frecuente usar expresiones tales como “este sistema electoral favorece a las

candidaturas con mayor voto”, de significado intuitivo pero poco preciso.

Para ello, comenzaremos introduciendo la nocion de expectativa electoral media como la es-
peranza matematica de las expectativas electorales y finalizaremos analizando las propiedades
de crecimiento, estabilidad y, en particular, las de mayoria, proporcionalidad e igualdad en
media, andlogas a las definidas para sistemas y expectativas electorales pero referidas ahora a

la expectativa electoral media.
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3.1 FExpectativa electoral media

Para evaluar la fuerza que otorga un sistema electoral a cada vector de pesos dado de una

candidatura cualquiera, consideramos la esperanza matematica de las expectativas electorales.

Definicién 3.1 Denominamos expectativa electoral media del vector de votos = € [0, 1]?
cuando se eligen k € N representantes respecto del peso u € Fp a la esperanza matemaética de

la variable aleatoria discreta E“*

k
(k) = u(ERY) =Y e Pua(Ept =c).
c=0
Tenemos, asi, una familia
(€u>u€7p

de funciones
¢*:]0,1P x N — R.

Y podemos considerar, asimismo, las funciones
ewk . 0,1P — R
obtenidas fijando el valor de k£ € N.
Proposicién 3.2 Para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N
0< & (x,k)<k.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y de 2.14. O

Proposicién 3.3 (a) Para cadau € U, y cada k € N

¢ ((0,...,0),k)=0 y  €“((1,...,1),k)=k.

(b) Para cadau € U, y cada x # (1,...,1)
¢ (x,0)=0.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y de 2.15. [
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Definicién 3.4 Denominamos expectativa electoral media relativa del vector de votos
x € [0, 1]? cuando se eligen k € N representantes respecto del vector de pesos u € Vp a
¢l(x, k)
k_ )
(v, k) =491, siz=(1,....,1) y k=0,
0, siza#(1,...,1) y k=0.

si k>0,

Tenemos, asi, una familia
¢ = (eu)ue@
de funciones
¢ [0,1P xN—R.
Y podemos considerar de nuevo las funciones
¢“*:[0,1P — R

obtenidas fijando el valor de k € N.

Proposicion 3.5 La expectativa electoral media relativa es la esperanza matematica de la

variable aleatoria discreta e%*

(2, k) = p(eh) P (4= 7)

o

k
c=0
para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

(b) Para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada k € N

0<e(z,k)<1.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y de 3.2. O]
Proposicién 3.6 (a) Para cadau € U, y cada k > 0

¢“((0,...,0),k) =0 y e“((1,...,1),k)=1.

(b) Para cadau € U, y cada x # (1,...,1)
¢“(x,0)=0.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y de 3.3. n
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Proposicion 3.7 Las expectativas electorales medias de los sistemas ordinales son

T >w; para n—S votos
V w e Wn—l(x) :
@( k) i (k;) r < w; paralos s—1 votos restantes
33, - Cg :
— vn—1
(n—2)!

(1 — )2
para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Por 1.38 y 2.93, teniendo en cuenta en el primer caso que el sistema otorga
cs(k)

representantes para cada s = 1,...,n a la candidatura cuyo voto es el s—ésimo mayor, lo que
se corresponde con ser mayor que n — s votos y menor que los s — 1 restantes, salvo conjuntos
de probabilidad 0. O

Corolario 3.8 (a) La expectativa electoral media del sistema mayoritario puro es

V({we W, 1(x):x>w; paracada i=1,...,n—1})

Vvn—1
(n—2)!

(e, k) =k -
(1 —az)n—2

para cada x € [0,1] y cada k € N.
(b) La expectativa electoral media del sistema igualitario puro es

k
V ({w eW, 1(z):x <w; para k—n {—] 0 mas Votos})

Ci(:c,k:)_{ﬂ- (n_\/T;’ o
n—2)!

(1 —x)n2

() ({vem oo i 1] s o)

(n—2)!

(1 —az)n2
para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.26 y 3.7. O]
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Corolario 3.9 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas ordinales son

T >w; para n— S votos
VIqwe W, 1(z):
n r <w; paralos s— 1 votos restantes
(e k) =D _eslk) - T
s=1 1— n—2
T

para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.7. O

Corolario 3.10 (a) La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro es

V({weW,1(x):x>w; paracada i=1,...,n—1})

e(z, k) =
vn—1 )
oy LT

para cada x € [0,1] y cada k € N.

(b) La expectativa electoral media relativa del sistema igualitario puro es

d
r<w; para k—n |—

{k} Vv we W,_1(z): n

0 mas votos

e(z, k) = n
Tk vn—1 (1 — 2y
— n—
(n—2)!
g
x>w; para k—n |—
Lk VI we W, 1(z): n
[ﬁ] +1 0 mds votos
+
k vn —1
(1 —z)n2
(n—2)!
para cada x € [0,1] y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.8. [

Observacién 3.11 La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro no
depende de k.
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Proposicion 3.12 Las expectativas electorales medias de los sistemas de cuotas con q €

1
X W;
T — G [—} < W; — Qk [—] para
gk dk

1
(74777 son
E— ([ﬁ} + {ﬂ} o+ [wnl]) 0 mas restos
qk dk dk

Vv we Wy_q(z) :

ete.) = ] s
n—2)!

T W;
2] uma [2] e
gk dk

VIwe W, (x): " o o |
+ q;_J N 1) . k— qil&?}; nj { - D 0 mds restos
(n—2)!

para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Por 1.49 y 2.95, teniendo en cuenta que la candidatura dada obtiene sélo

[ x ]
Qk
representantes si no esta entre las

(GRS )

de mayor resto, salvo conjuntos de probabilidad 0. O

Proposicion 3.13 La expectativa electoral media del sistema de los mayores restos es

1% ({w € Wyi(2): ko — [kz] < kw; — [kwi]  para })

k — ([kz] + [kwq] + ...+ [kw,—1]) o mds restos

E(x, k) = [kx] - —
TR
1% ({w € Wy_1(x) : ZI B E:x] = :wi — [kwi] Zafa / t })
+ ([ka] + 1) - = ([ka] + [kwn] + ... 4 [kwpa]) 0 mds restos

Vvn—1

n—2)!

(1 —x)n2

—

para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Caso particular de 3.12 cuando ¢, = % O
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Corolario 3.14 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de cuotas con
ar € (7 3] son

€T 3\

n
— | <w;—qx | — para
qk gk

e ([2] e 2] 2]

0 mas restos

T — gk

,
N

o

ko vn—1
(n—2)! (1 =)
( T w; )
Toge || >wimge || para
k k
Vv wEW"_l(x):k—({ﬁ]—l—[ﬂ}jk..—i—[w"_l})
T Ak 4k dx
{q_k] +1 \ 0 més restos )
_|_ .
k vn—1 -
(n —2)! (1-2)
para cada x € [0,1] y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.12. O

Corolario 3.15 Las expectativa electoral media relativa del sistema de los mayores restos es
kx — [kx] < kw; — [kw;] para
V we Woi(x): k— ([kx] + [kwi] + ... + [kw,_1])

(o h) [ka] 0 mas restos

AT )= k vn—1
——— (1 —x)n2
(n—2)!
kx — [kx] > kw; — [kw;] para

1% we Woi(x): k— ([kx] + [kwi] + ... + [kw,_1])
(k] 4+ 1 0 mas restos
+ .
k vn—1

oy T

para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.13. O
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Proposicion 3.16 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores con

(9a)a>1
estrictamente creciente son
1
gc—i-l gc
Vv U we W, q(x): .
c1+...+cn_1=k—c _ n— 1

para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Puesto que, por 1.66, debe ser
w; X T w;
<= vy <
Jei+1 e Ge; Ge+1
que, despejando w;, se convierte en

i i+1

Get+1 9e
paracadat=1,...,n — 1. O

Proposicion 3.17 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores lineales con
ga=d+s

ys>—1, son
(k4+n(s+1)—1)z—s

E(x, k) = Z c

c=(k+ns+1) z—(s+1)

1+ s ca+1+4s
— << —2x
c+1+s c+s
Vv U weW, 1(z):
c1+..+cn_1=k—c Cn1+ S Ch1+1+s
— < Wy < ——7
c+1+s c+s
vn—1
TL— (1 _ x)n—?
(n—2)!

para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.97 y 3.16. O
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Corolario 3.18 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores con

(gd)dzl
estrictamente creciente es
4 )
Jer T < w < Jer+1 x
Get+1 c
Vv U we Wy q(z): L.
ci+...+cn—1=k—c
k gcn—l T < wn_l < gcn—1+1
C Je+1 e
e(x, k) = —. > z
(z, k) Z k vn—1
c=1 (1 _ x)n—2
(n—2)!
para cada x € [0,1] y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.16. O

Corolario 3.19 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores

lineales con

ga=d+s

y s> —1, son
(k4+n(s+1)—1)z—s

e(x, k) = Z %

( c1+ s ci+1l+s )
— < < —x
c+1+s c+s
Vv U weW,_1(z): L
c1+...+cp—1=k—c
T < Wpo1 <
. c+1+s c+s )

para cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.17. O
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Ejemplo 3.20 Supongamos que el nimero de candidaturas es n = 3 y consideremos el caso

del sistema electoral simple mayoritario que otorga
ak)=k-1 vy  elk)=1
representantes a la candidatura mas votada y a la siguiente en voto respectivamente.

Asi, para que una candidatura cualquiera con voto x sea la de voto mayor, la condicién —salvo

empates, que forman un conjunto de probabilidad cero— es que
T >w Y r>1—-w—ux,

es decir,

l1-2z<w<z y O<w<l—uz,

mientras que la condicién para quedar segunda es
O<w<z 0 l-2z<w<1l—z,

siendo también

O<w<l-—=x

1
en ambos casos. Entonces, para x € {O, 5] las primeras son imposibles y las segundas quedan

. 11 L , .
igual; para x € 33 las iniciales se reducen sélo a la primera y las finales pasan a ser
O<w<1l—-22 o} r<w<l-—uxz;

1
y para x € 3 1] las primeras se convierten en la tercera tinicamente mientras que las finales

no se pueden dar, por lo que la funciéon expectativa electoral media es

( 0 2x 2x 1
1 1. — ; il
(k )1_1_—1- .o 1_a O xE[O,B},
3r—1 2(1—2x)_(3k—7)x+(3—k) . 11
Qf(l',k): (k’—l) 1—(1,’+1 1— =2 = 1—=» , Sl I & 5,5 s
1—=x 0 1
—1 1 =k—-1 -1
(k )1_:6—1— - k—1, si ZL‘€|:2, ),
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Proposicién 3.21 Si € y ¢ son las expectativas electorales medias de un sistema electoral R

v su extension media R entonces
¢ (x, k) = € (&%, k)

para cada u € U,,, cada x € [0,1]*? y cada k € N.

DEMOSTRACION. Puesto que

~

¢4z, k) =

(]~
o
A
&
—~
=
o
|
o
S—
Il
(]~
o
-
+
B
*
~—~
5
*r
B

=c) = ¢ (2% k)

para cada u € U,,, cada x € [0,1]* y cada k € N. ]

Corolario 3.22 Si € y & son las expectativas electorales medias de un sistema electoral simple

R y su sistema electoral medio R entonces

~

&z, k) = €(&, k)

para cada u € U,, cada x € [0,1]P y cada k € N.

Proposiciéon 3.23 Si ¢ y ¢ son las expectativas electorales medias relativas de un sistema

electoral R y su extension media R entonces
¢“(x, k) = e+ (2", k)
para cada u € U,,, cada x € [0,1]* y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.21. O

Corolario 3.24 Sie y ¢ son las expectativas electorales medias relativas de un sistema electoral

simple R y su sistema electoral medio R entonces
¢“(x, k) =e(z, k)

para cada u € U,, cada = € [0,1]P y cada k € N.
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Proposicion 3.25 Las expectativas electorales medias de los sistemas ordinales medios son

T >w; para n—S votos
para los s — 1 votos restantes

V({wevﬁhﬂ@:A A
N T < w;
qu(xak) = ch(k) ’ \/m

(1— g

. (n—2)!

para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.7 y 3.22. O]

Proposicién 3.26 (a) La expectativa electoral media del sistema mayoritario puro medio es

. V({weW, (x):2>w; paracada i=1,...,n—1})

& (a,k) = k-
VL) s

(n—2)!

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.
(b) La expectativa electoral media del sistema igualitario puro medio es
T < w; para

%4 w e W,_1(2) : f
k—n {—} 0 mas votos

. k n
Yz, k)= |—| -
@)= |2 —
(1 —x)n2
(n—2)!
T > w;para
%4 w € W,_1(2) I
I k—n {—1 0 mas votos
n
“([]+) =
n n—1 (1 B A)n_2

para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.8 y 3.22.
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Corolario 3.27 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas ordinales medios

. & >w; para n—s votos
VIqweW,1(z):

¢“(x, k) En co(k) T < w; paralos s—1 votos restantes
¢\, = Cs .

=1 vn—1

s

So1

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.25. O

Corolario 3.28 (a) La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro medio

es
V({weW,1(2):&>w; paracada i=1,...,n—1})

vn—1
(n —2)!

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

¢ (x, k) =

(1— )2

(b) La expectativa electoral media relativa del sistema igualitario puro medio es

T <w; para

F} VI qweW,1(2): . {k

—] 0 mas votos

e k) =5 NN
(n—2)! (1 =)=

T >w; para

V w e W,_1(2) :
{k]+1 (@) k—n{k

—] 0 m4s votos
n

(n—2)!

para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

(1— )2

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.26. O

Observacién 3.29 La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro medio
no depende de k.
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Proposicion 3.30 Las expectativas electorales medias de los sistemas de cuotas medios con

4 € (it 7] son
( T wi )
T — q [—] < W; — Qe [—} para
Ak 4k
e ()
4k 4k dk
7 L 0 mas restos J
¢z, k)= |—]| -
(k) {Qk] vn—1 Nno
—(1_x)n
(n—2)!
( 7 'LZJZ A
T — gy —] > Wi — Gy {—} para
Ak Ak
e (G- )
k A K
([j} 1) L 0 mds restos J
+([]=]+1)-
dr vn—1 .
(1 —az)n—2

para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k €

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.12 y 3.22.

(n—2)!
N.

]

Proposicion 3.31 La expectativa electoral media del sistema de los mayores restos medio es

Vv

W€ Wiy (2) :

ki — k2] < kw; — [kw;] para
k— ([kz] + [kun] + ... + [kp—1])

0 mas restos

¢ (x, k) = [ki] -

VI|wew, () :

Vn—1

CEA
ki — [kZ] > kw; — [kw,;] para
k— ([kz] + [kun] + ... + [kp_1])

0 mas restos

+ ([kz] + 1) -

Vvn—1

(n—2)!

(1— )2

para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.13 y 3.22.
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Corolario 3.32 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de cuotas medios

con qy € (k%l, %] son
( R T R W; )
T — Gk [—} < Wi — gk [—} para
4k 4k
e (15
{@] dk Ak dk
Y i L 0 mas restos )
¢(z, k) = .
( ) k vn—1 R
— (1 —2)n2
(n—2)!
( R T R wi )
T—qk |—| >W —qk |— para
qk dk
{ RN (R RIS
7 dk dk dk
—|+1 ;
N i L 0 mas restos )
k vn—1
L (1)

(n—2)!
para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.30. O

Corolario 3.33 Las expectativa electoral media relativa del sistema de los mayores restos

medio es
ki — [kz] < kw; — [kw;] para
V W e Wo1(2) 1 k— ([kz] + [kn] + ... + [kn_1])
. (k] 0 mas restos
U ,k — X
¢ (z, k) k \/n—1<1_A)n_2
(n—2)!
ki — [k&] > kw; — [kw;] para
V w e Wo1(2) 1 k— ([kz] + [kn] + ... + [kbp_1])
[kz] + 1 0 mas restos
_|_ .

vn—1
(n—2)!

para cada u € U, cada z € [0,1]” y cada k € N.

k

(1— )2

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.31.
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Proposicion 3.34 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores medios con

(9d)a=1
estrictamente creciente son
( \
gCl af\j < Ut]l < gC1+1 A
Get1 c
1% U e W, (&):
c1+..+cpn—1=k—c
i gcn—l i’ < wn_l < gcn—1+1 A
5 Get+1 Je )
¢z, k) = Z c- > —
c=1 —n —1 (1 — j)”_2
(n—2)!
para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.16 y 3.22. O]

Proposicion 3.35 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores lineales

medios con

ga=d+s

ys>—1, son
(k+n(s+1)—1)&—s

¢z, k) = Z c

c=(k+ns+1) &—(s+1)

( a+s . R cg+14+s )
— << —2x
c+1+s c+s
v U QweW,1(2): . >
cit...tep—1=k—c
Cho1+8 .. 1t 1l+s .
< Wp—1 <
\ c+1+s c+s J
vn—1
.

(n—2)!

para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.17 y 3.22. O]
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Corolario 3.36 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores

medios con

(9a)a>1
estrictamente creciente son
4 3\
gcl CE' < 1171 < gC1+1 N
Get+1 e
1% U weW,1(2): .
ci+...+tcn_1=k—c
k gcnfl A, < wn_l < gcnfl“rl A
~ & Ge+1 e
¢'(z, k) = — - . -
( ) ;k Vn_l(l_i)nq
(n —2)!
para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.34. O

Corolario 3.37 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores

lineales medios con

ga=d+s

ys>—1, son
(k4+n(s+1)—1)&—s

¢(z, k) = 3 %

c=(k+ns+1) z—(s+1)

( a+s .. cg+1+s . )
— i<W < —— &
c+1+s c+s
1% U weW,(2):
ci+...+cn_1=k—c
Cho1+ 5 . R Cho1+14+s
— < Wy < —Z
L c+1+s c+ s )

vn—1
(n—2)!

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada k € N.

(1—a)n2

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.35. ]



236 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

Proposicién 3.38 (a) Si !, ... & y € son las expectativas electorales medias de los sistemas

electorales R', ..., R* y su suma R* respecto de uno simple R°
(€F) (2, k) = (€)' (wy, RY(u™, k) + .. + (€)% (22, RI(u™, k)
para cada u € Uy 4 4,., cada x € [0,1]P1+7P= y cada k € N.

(b) Siel, ... ¢* y e son las expectativas electorales medias relativas de los sistemas electorales

R',..., R* y su suma R" respecto de uno simple R’
() (k) =19 (u* k) - ()" (21, R{(u" k) + o402 (', k) - (¢9)% (22, RY(u™, K))
para cada u € Uy 4 4p., cada x € [0, 1]+ 7P= y cada k € N.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que la esperanza matemética de la suma es la suma de las espe-

ranzas matematicas de las variables

(El)uf,R?(u+,k)7 - (Ez)uz,R(z)(u+,k) ’

1 Tz

que son independientes como se vio ya en 2.72.

(b) Ya que
) = CETCR) (€ o R ) - (€ o L)
RY (ut k) (€N (21, RY(u™, k) RY (ut k) (@) (zs, RO(u™, k)
k RY (ut, k) o k RY (ut, k)

) (u k) - ()" (e, RY(ub k) + o4 ) (uh k) - (%) (2., RO (u', k)
para cada u € Uy 4 4p., cada x € [0, 1]P1FFP= y cada k € N, puesto que si
k=0 0 RY (u", k) =0

para algin j € Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por definiciéon y se sigue

cumpliendo asimismo la igualdad. O]

Observacién 3.39 La férmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
0
ry (u', k)

() () = ()5 (o, R K)o (€)1 (o, B, ) )

rd (ut, k)

para cada u € Uy, 4+ 1p., cada x € [0, 1]P**P= y cada k € N.
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Corolario 3.40 (a) Si €', ... € y € son las expectativas electorales medias de los sistemas

electorales simples R, ..., RP y su sistema electoral suma R™ respecto de uno simple R°
(€M) (2, k) = €" (z1, R)(u, k) + ... + € (x,, R)(u, k))
para cada u € U, cada z € [0,1]” y cada k € N.

(b) Siel,... ¢? y et son las expectativas electorales medias relativas de los sistemas electorales

simples R', ..., RP y su sistema electoral suma R™ respecto de uno simple R°
(e)“(a, k) = (u, k) - ¢! (21, RY(u, k) + ...+ rp(u, k) - & (2, Rp(u, k)

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

Observacion 3.41 La formula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
r(u, k)

()" k) = (& (@ R k) . o (@ Ru k) ) |
rg(u, k)

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada k € N.

Proposicion 3.42 Las expectativas electorales medias de los sistemas ordinales suma son

(€ (. k) = > R)(u, k)+

zj=1

. xr; >w] para n—S votos
\% w’l € anl(xj) : .
n . ; 7 para los s —1 votos restantes
PIPIACAROIE NIET!

;<1 s=1 5 (1 _ :L.j)n—Z

para cada u € U, cada = € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.7 y 3.40. O]

Proposicién 3.43 (a) La expectativa electoral media del sistema mayoritario puro suma es

i <{wj € W-i(z;) : xjd> u-)g_ fara 1}>
(€)"(x, k) = > R)(uk)+ Y _ R(uk)- — =1,...,

rj=1 ;<1
(n—2)!

(1 —x;)=2

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada k € N.
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(b) La expectativa electoral media del sistema igualitario puro suma es
xj < w{ para

%4 = Wn—l(xj) . R?(u’ k) —n [R?(u,k)]

n

RY(u, k 0 mas votos
(€)= 3 i+ Y [ S
z;j=1 ;<1 (1 _ xj)n—Z
(n—2)!

, J
xr; > w; para

% wl € Wn—l(l’j) . R?(u,k) —n [R?(u,k)}

+Z({R0uk}+1> 0 mas votos
vn—1 )

;<1 1 — 2. )
(n —2)! (1 =)
para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.8 y 3.40. O]

Corolario 3.44 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas ordinales suma

Son Zr uk

rj=1

! para n—s votos
\% wj S anl(x]) . .
(R?(U, k;)) xr; < wf- para los s — 1 votos restantes

(=)=

para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.42. O

Corolario 3.45 (a) La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro suma

. T; > w{ para
V w’ - Wn—l(xj) . d
cada 1=1,...,n—1
(@), k) = > r(u k) + > rd(uk)- —
! <1 ’ 1

Tj=1 n-

(n—2)!

es

(1 — ;)2

para cada u € U,, cada = € [0,1]P y cada k € N.
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(b) La expectativa electoral media relativa del sistema igualitario puro suma es
x; < wf para
: 0(y
V| Qw e Woii(z) : R)(u, k) —n [W]

0 mas votos

(1 — ;)2

{R;’(u,k)}
(€) (. k) = D rf(w )+ NZES]

l‘j:1 :17]'<1 S
(n—2)!

RO( k) ) T > wf para
(u, V w! € Wy,_q(zy) : .
[ : n ] 1 ’ R?(U,k) —-n [@} 0 mas votos
" Z k ‘ vn—1

;<1 -~
(n—2)!

(1 — ;)2
para cada u € Fp, cada x € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.43. O

Proposicion 3.46 Las expectativas electorales medias de los sistemas de cuotas suma con

(€N "(a, k) = > R)(u, k)+

g € (%ﬂ, E] son
zj=1

J

Tj — QRO (uk) { L ] <w] — 9RO (u,k) { i } para

qR0 9RO
R (u,k) R (u,k)

Vv wj € Wn—l(xj) .

n—1 )
0 j - wz ’
Rj(u, k) — {QR% k)] 5 , |:ng@,1®:| 0 mas restos
z : x; . i=
bt LR;?(u,k)] vn—-1
! (1 —ay)
(n—2)!

J

. )
z; j w
T; — qRo ! > w; — qRro g
3 4RI (u,k) |:qR?(u7k>:| i 4RI (uk) |:qRQ<u’k):|

j AN
VIiLw e Wn_1($3) " para R?(u, k?) - |:qRO(u k):| Z |:qR0(u k):|
i=1

0 mas restos

Ve

5 (] ) L ——

(n—2)! (1 =)

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.12 y 3.40. O
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Proposicion 3.47 La expectativa electoral media del sistema de los mayores restos suma es

=) Ri(u,k)+

zj=1
( (R (u, k)x;] o [R)(u, k) w!] )
Tj— —F55 o~ < W; ——557 5~ para
! RY(u, k) Ro(u k)
J N -
V w’ € Wn71<x]) . RJO(U, k’) [RO U, ]’C CL'] Z RO u k:
i=1
Z [RO( k) x) L 0 mas restos )
(u, k) ;] - +
;<1 ’ ’ v n—1 (1_x,)n72
(n —2)! !
( BN GO E IR L CHO R
’ R?(u, k) ! R?(u, k)
; n—1
Vv wl € W,_1(x;) : ,
1(75) RY(u, k) — [RY(u, k) 23] = > [R)(u, k) w!]
i=1
Z ([RO( k) 1) \ 0 mas restos )
i\, k) x|+ 1) —
e Sy ;)"
(n—2)!
para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada k € N.
O

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.13 y 3.40.

Corolario 3.48 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de cuotas suma

k) = Z ) (u, k)+

rj=1

con qy € (k+r1> ﬂ son

J

Tj — GRO(u k) o <w — RO (u k) Y para
] A v A qR?(u,k)

qRO(u k)

1% w! € Wy_1(z;) : n—1 .
z; 0 —
— R;(u, k) LROW k)] Z [q ™ k)} 0 mds restos
Z Rj(u,k) ) i=1
L —
;<1 n 1 (1 _ xj)n—Q
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J

( ) w? )
Tj— QR?(u,k) |:qRQ(]u o > w; — QR?(u,k) |:qRO.(u k):|
9 (u, :
. n—1
\% Je Wi_1(x;) :
v (@) para R?(u, k) — [qRO(u k>] Z [qRo(u kJ (
=1
Z |:ng(1,19):| +1 L 0 mas restos J
k ' Vn—1
;<1 vn—1 (1 — ;)2
(n—2)!
para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N.
]

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.46.

Corolario 3.49 La expectativa electoral media relativa del sistema de los mayores restos suma

es
(€7 (k) = Y rj(u, b)+
zj=1
( IR Rk
TRk T Riwk)
i n—1
% w! € W,_1(x;) :
) RO, k) — (RO, k2] — (RO ) ]
i=1
Z [RY(u, k)] . \ 0 mds restos )
k Jn —
;<1 n 1 (1 _ xj)n—Q
(n—2)!
( R b)) SRR )
T — —————— > W] — ——————= para
7T TR (u, k) RO.( )
J N -
% w’ € Wn—l(xj) . R?('U,, k) [RO U k x] Z RO U k},
i=1
N Z [R)(u, k) ;] + 1 \ 0 mds restos )
;<1 k VI — 1 (1 _ x,)n72
(n —2)! ’
para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N.
[

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.47.
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Proposicion 3.50 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores suma con

(gd>d21
estrictamente creciente son
(&) (x, k) =
( gC1 1 gcl—l-l A
T <w; < ;
Je+1 ! J [ !
Vv U w; € Wn_l(ftj) T .
01+...+cn,1:R9(u,k)—c
k Jen-s Tj < wy < Jen-a+1 x;
Z . \ Jet+1 e )
— vn—1
c=1 (1 _ $j)n—2
(n—2)!
para cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.16 y 3.40. O

Proposicion 3.51 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores lineales

suma con
ga=d+s

ys>—1, son

<€+)u<x, k) = Z R?(”? k) + Z c:

zj=1 ‘362?:1 [(R?(u,k)+ns+l) xj—(s—l—l)S(R?(u,k)—i-n (s—l—l)—l) xj—s]
( c1+ s 1 a+1l+s )
—I; < F < —7;
c+1+s c+s
Vv U w; € Wn—l(l'j) T
c14...4cn_1=RO(u,k)—c
1+...+ 1 J( ) Chit+ s - Cn71+1+8
T; < w; fi
\ c+1+s ct+s )
vn—1
n— (1 _ Ij)n—Q

para cada u € U, cada = € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.17 y 3.40. O]
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Corolario 3.52 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores suma

con

estrictamente creciente son

(9a)ax1

.
gc1 -Tj < w]l < gc1+1 :
Get+1 e
1% U wj € Woq(z;): L b
cl+...+cn_1:R9(u,k)fc
i gcn71x‘<wn 1<gcn 1+1$'
(2+)u(l‘ k?) _ Z E \ Get+1 ’ ! Je J;
7 =1 k vin —1 (1 )2
Cc= — :E \n—
(n —2)! J
para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.50. ]

Corolario 3.53 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores

lineales suma con

ys>—1, son

ga=d+s

c€2§:1 [(R?(u,k)+ns+1)-:13j7(s+1)§(R?(u,k)+n (s+1)71) zjfs]

2.

c

k

c1+s 1 a+1l4+s )
crlds I SIS T Y
% U ijWn_l(l‘j) .........
cl+...+cn71:R§?(u,k)—c
G5 n n-1t1l+s -
c+1+4+s"’ J c+s ’)
vn—1
n—(l_xj>n—2

para cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.51.
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Ejemplo 3.54 Supongamos que el nimero de candidaturas es n = 3, el nimero de circuns-
cripciones es p = 2 con vector de votos u = (0.6,0.4) y se aplica el sistema electoral simple
de los mayores restos para repartir k& = 6 representantes por circunscripciones y el sistema

electoral mayoritario que otorga
al)=k-1 vy ok)=1

representantes a la candidatura mas votada y a la siguiente en ambas circunscripciones. En

primer lugar, como ya se vio en 1.166, corresponden
RY0.6,6)=4 vy  R0.4,6)=2

representantes respectivamente a cada una de las circunscripciones.

Asi, en el conjunto [g,1] x [0, %] por ejemplo, teniendo en cuenta el ejemplo 3.20, tenemos
que
oxr — 1 2
(€+)(0.6,0.4)((x’y)’6) _ Gl(x,zl) +E(y,2) = 1x N 1 Y ‘

Observacién 3.55 Es falso en general que la expectativa electoral media del sistema electoral
inducido sea igual a la expectativa electoral media del sistema electoral original, como muestra

el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 3.56 Si consideramos el mismo sistema electoral simple mayoritario del ejem-

plo anterior 3.20 que otorga
ak)=k-1 vy ck)=1

representantes a la candidatura cuyo voto sea mayor y a la que le sigue en voto respectivamente

pero para n = 2 candidaturas, es claro que la expectativa electoral media en tal caso es

4
0, si z=0,

1 i x € 0—1
1
y 8 9 )
1

E(x,k)=<¢1 o k-1, s xz=-=,

) 2
k—1, sixze(=,1],
are(b)

k, six=1,
\

donde el valor para x = % dependera del criterio de desempate que se haya fijado previamente.

En cualquier caso, no obstante, es obvio que ambas funciones son diferentes.
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3.2 Crecimiento en media

Una propiedad que también parece deseable en los sistemas electorales es que al aumentar el

numero de representantes a elegir la expectativa electoral media no disminuya.

Definicién 3.57 Diremos que el sistema electoral R es creciente en media si, y sélo si, para
cada k,l € N la condicion
k<l

implica

¢ (x, k) < E%(x,1)
para cada u € U, y cada x € [0, 1]P.
Proposicion 3.58 EI crecimiento parcial implica el crecimiento en media.

DEMOSTRACION. Si k,l € N son tales que

entonces, por ser R parcialmente creciente,

€ (2, k) = p(EBy*(w)) < p(Ey'(w)) = €(x,1)
para cada u € U, y cada z € [0, 1]”. O
Proposicion 3.59 EI crecimiento implica el crecimiento en media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.141 y 3.58 O

Proposicién 3.60 (a) Los sistemas ordinales son crecientes en media.

(b) Los sistemas de divisores son crecientes en media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.142 y 3.58. O

Proposicion 3.61 La extension media de un sistema electoral creciente en media es creciente

en media.
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DEMOSTRACION. Dados &, € N tales que
kE<I,

por 3.21 y ser R creciente en media,

~

Uz, k) = G (2%, k) < € (25,1) = (1)

para cada u € U,, y cada z € [0, 1]P. O
Corolario 3.62 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples crecientes en
media son crecientes en media.

Proposicién 3.63 (a) Los sistemas ordinales medios son crecientes en media.

(b) Los sistemas de divisores medios son crecientes en media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.60 y 3.62. O
Proposicién 3.64 La suma de sistemas electorales crecientes en media respecto de uno simple
creciente es creciente en media.

DEMOSTRACION. Dados k,l € N tales que
k<l

por ser RY creciente, R’ creciente en media para cada j € Z y 3.38,

(€5)"(a, k) = > (@) (2, RY(u™, k) < (@)% (2, RY(u™, 1)) = (€7)"(x,1)
J=1 j=1
para cada u € Uy, 4. 1p. y cada z € [0, 1]PrT-TP=, 0

Corolario 3.65 Los sistemas electorales suma respecto de uno simple creciente son crecientes

en media.

Proposicién 3.66 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple creciente son cre-
cientes en media.

(b) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple creciente son crecientes en media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.60 y 3.65. [
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3.3 FEstabilidad en media

Como en el caso de la estabilidad parcial, se generaliza en esta seccion a sistemas electorales la
nocion de estabilidad en media y, en particular, las de mayoria, proporcionalidad e igualdad en
media. Seguidamente se estudia su relacién con la extensién media, la suma y la induccién, y
se deducen en particular los resultados correspondientes a los ejemplos de sistemas electorales

medios y suma considerados.

Definicién 3.67 Diremos que el sistema electoral R es estable en media si, y solo si, para

cada u € U, y cada z € [0, 1]? existe

lim e“(z, k).
k—ro0

Y, en tal caso, a dicho limite lo denominaremos indice de estabilidad en media de x y lo

denotaremos

¢! (z) .
En particular, si R es estable en media queda definida la aplicacion

¢t [0,1)F — R.

Proposicion 3.68 Si R es estable en media, entonces

para cada u € U, y cada z € [0,1].

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y de 3.5. O

Proposiciéon 3.69 Si R es un sistema electoral estable en media, entonces

para cada u € U,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.6. O
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Proposicion 3.70 La estabilidad parcial implica la estabilidad en media y el indice de esta-
bilidad en media es

para cada u € U, y cada z € [0, 1],

DEMOSTRACION. Ya que, por ser R parcialmente estable,

W@%:MHW@Jﬂ:gmu@@:u<Mnﬁ@$0:u@@
—00

k—o0 k—o0

para cada u € U, y cada x € [0, 1]P. O

Proposicién 3.71 La estabilidad implica la estabilidad en media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.158 y 3.70. O]

Proposicion 3.72 Los sistemas ordinales asintéticos son estables en media y el indice de

estabilidad en media es

5(x) = Z - V ({w e W,_1(x) : & es el i—ésimo voto mayor del vector (z/w)}) ‘

Py ‘ vn—1

TR

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.161 y 3.70. [

Proposicion 3.73 Los sistemas de cuotas son estables en media y el indice de estabilidad en
media es

e(x)=uw.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.162 y 3.70. [

Proposicion 3.74 Los sistemas de divisores t—asintoticos son estables en media y el indice de

estabilidad en media es

1

t
/ - —dV
Wt @) o W 4w 4wt

Ji=1 -
(n—2)!

¢(x) =
(1 —z)n2

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.163 y 3.70. [
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Ejemplo 3.75 Consideremos el sistema electoral simple de los divisores
gdd = \/Zl
para n = 3 candidaturas.

Entonces, para cada = € [0, 1)

2

/ Z‘Q \/_ 1—x T
S | VN / dy
Wa(z) Y2 + 22 + 22 o YP+(l-z-—y’+a?

)= V2(1—x) - V2 (1 - ) B

x I-e 1
1—x/0 2y + 2(x — )y + (222 — 22 + 1)
Por otra parte, las raices del polinomio en y del denominador son
—(z—1) Va2 —2204+1—-1622+ 162 —8 1—x+v—-152?+ 14z -7
4 B 4 ‘

Entonces, dado que el valor maximo del discriminante anterior se alcanza cuando su derivada

dy .

—30x + 14 se anula, es decir, para x = R y es, pues,
49 7 84
15. —— 4+ 14. — —7— =
) 225 + 15 7 15

se tiene que las raices del polinomio anterior son complejas con lo que, escribiendo dicho
denominador en la forma
1 2

2 2 \/§y+ (l’_]')
<\/§y+i(x—1)> +3x —2£B+1: V2

V2 2 [32% — 22 + 1
2

y teniendo en cuenta la tltima expresion de ¢(z), se deduce que

2 ~1 \?
+1:( yre > +1
V3z2 -2z +1

2

9 1 1—x
e(x) = 1 v . [\/ 3x% — 2x + 1 arctan 33/2—1— a:2 — J =
- T — 24T 0

x? 1—2x x—1
(arctan — arctan >
(1—2)v322—22x+1 V32 =2z +1 V3x?2 —2x+1

para cada z € [0,1) y, en definitiva,

222 11—z )
arctan si o z<l1,

t(r)={ (1—2)V32> -2z +1 V322 —2r +1°

1, si x=1.
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Proposicion 3.76 La extension media de un sistema electoral estable en media es estable en

media y el indice de estabilidad en media es
() = et (&%)
para cada u € U,, y cada x € [0, 1]*P.
DEMOSTRACION. Ya que, por 3.23 y ser R estable en media,
() = lim ¢ (2, k) = lim e+ (2%, k) = ¢ (&)

para cada u € U,, y cada z € [0,1]*. O

Corolario 3.77 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples estables en

media son estables en media y el indice de estabilidad en media es
¢(r) = ¢(2)

para cada u € U, y cada z € [0,1].

Proposicion 3.78 Los sistemas ordinales medios asintoticos son estables en media y el indice
de estabilidad en media es
f(z) = v V({weW,_1(2): & esel i-ésimo voto mayor del vector (i/w)})
¢“(x) = ; Ci i 0 .
(n—2)!

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.72 y 3.77. O

_ ‘%)n—Q

Proposicion 3.79 Los sistemas de cuotas medios son estables en media y el indice de estabi-

lidad en media es

~“u

¢l(z) =1z

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.73 y 3.77. O

Proposiciéon 3.80 Los sistemas de divisores t—asintéticos medios son estables en media y el

indice de estabilidad en media es

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.74 y 3.77. O
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Proposicion 3.81 La suma de sistemas electorales estables en media respecto de uno simple

estable es estable en media y el indice de estabilidad en media es

*

para cada u € Uy, 4. 1,. v cada x € [0, 1]P1H-+P=,

DEMOSTRACION. Ya que, por 3.38 y ser R" estable y R/ estable en media para cada j € Z,

(eH)(z) = lm (eM)"(z, k) =

k—o00

m (r) (u', k) - (1) (21, RY(u™, k) + ... 4+ 72 (uh, k) - (%) (2., R2(u™,k))) =

k—o0

kll_}lil() ) (ut, k) - klilf(f)lo(el)“I (z1, RY(u™ k) +... + kh_}rglo ) (ut, k)

-l (69" (e, R k) =

M) (@) (@) + o () - (69) (22)

para cada u € Uy 4 4+p. ¥ cada x € [0, 1]P1 P2, 0

Observacién 3.82 La férmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
9 (ut)
@)@ = (@) .. @) )
2 (ut)

para cada u € Uy, 4. 1, y cada z € [0, 1]PrT-TP=,

Corolario 3.83 Los sistemas electorales suma de sistemas simples estables en media respecto

de uno simple estable son estables en media y el indice de estabilidad en media es

(€)"(z) = F(u) - e (1) + ...+ 7p(w) - P (xp)

para cada u € U, y cada z € [0,1]P.

Observacién 3.84 La férmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma

para cada u € U, y cada x € [0, 1]P.
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Proposicion 3.85 Los sistemas ordinales suma asintoticos respecto de uno simple estable son

estables en media y el indice de estabilidad en media es

S

()" () = Z f?(u)—i—z f?(u)'Z@"V {w; € Wyi(z;) nx]_is el i—ésimo voto de (z;/w’)}) |
zj=1 ;<1 1=1 M (1 — :L.j)n—Z
(n—2)!

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.72 y 3.83. O

Proposicion 3.86 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables

en media y el indice de estabilidad en media es

p
(€)"(x) =Y r(u)
j=1
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.73 y 3.83. O

Proposicion 3.87 Los sistemas de divisores suma t—asintoticos respecto de uno simple estable

son estables en media y el indice de estabilidad en media es

(€)"(z) =Y )+ Y )

l‘jil $]'<1
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.74 y 3.83. O]

Ejemplo 3.88 Si consideramos el sistema de divisores suma gq = v/d respecto del sistema de
los mayores restos con n = 3 candidaturas y p = 2 circunscripciones, teniendo en cuenta el

ejemplo 3.75 y que el sistema de los mayores restos es proporcional, obtenemos que

( 222 1—=x
U - arctan +
(1—2)v322—22x+1 3z? —2x + 1
29/ 1-—
(1—u)- i - arctan Y ,six<l ey<l,
(1—y)\/3y?—2y+1 V3?2 —2y+1
S+\u _ 22 1—
(I < arctan < +(1l—-u), stzx<ley=1,
(e7)(z) = 1 i 1 1
(1 —2)v3z2—2x+1 V3x?2 -2z +1
2y 1-—
u+ (1 —u)- Y - arctan Y , stx=1ey<l,
(1—y)\/3y2—2y+1 V32 —2y+1
1, siz=y=1.

\
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3.3.1 Mayoria, proporcionalidad e igualdad en media

Definicién 3.89 Diremos que un sistema electoral R es mayoritario en media si y, sélo si,
para cada u € U, y cada z € [0, 1]?
e (z) V({weW,1(2):2>w; paracada i=1,...,n—1})
¢'(x) =

Vn—1 '

oy Lo

Observacién 3.90 Es interesante observar que el valor del caso de mayoria en media definido
anteriormente es la expectativa media del sistema mayoritario puro medio vista en 3.28 que,

como se observo en 3.29, no dependia de k.

Definicién 3.91 Diremos que un sistema electoral R es proporcional en media si y, sélo

si, para cada u € U, y cada z € [0, 1]

et(z)=1.

Definicién 3.92 Diremos que un sistema electoral R es igualitario en media si y, sélo si,

para cada u € U, y cada z € [0, 1]?
()=
x)=—.
n
Proposicién 3.93 (a) La mayoria parcial implica la mayoria en media.
(b) La proporcionalidad parcial implica la proporcionalidad en media.

(¢) La igualdad parcial implica la igualdad en media.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por 3.70 y ser R mayoritario,
Y s V({W,1(2): & >w; paracada i=1,...,n—1})
¢“(z) = p(ey) =
vn—1
(n —2)!

(1—a)n—2
para cada u € U, y cada x € [0, 1]P.

(b) Dado que, por 3.70 y ser R proporcional,

para cada u € U, y cada x € [0, 1]P.
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(¢) Ya que, por 3.70 y ser R igualitario,

para cada u € U, y cada z € [0, 1]7. ]

Proposicién 3.94 (a) La mayoria implica la mayoria en media.
(b) La proporcionalidad implica la proporcionalidad en media.

(¢) La igualdad implica la igualdad en media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 2.183 y 3.93. O]

Proposicién 3.95 (a) Los sistemas ordinales asintéticos de méaxima dispersion y minima

dispersion son mayoritarios en media e igualitarios en media, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son proporcionales en media.

(c) Los sistemas de divisores 0—asintdticos, 1—asintdticos y +oo—asintdticos son mayoritarios

en media, proporcionales en media e igualitarios en media, respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.303 y 3.94. O]

Corolario 3.96 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario en media e

igualitario en media, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es proporcional en media.

(c) Los sistemas de divisores lineales —y, en particular, el de Hondt— son proporcionales en

media.

Proposicién 3.97 (a) La extensién media de un sistema electoral mayoritario en media es

mayoritaria en media.
(b) La extensién media de un sistema electoral proporcional en media es proporcional en media.

(c) La extension media de un sistema electoral igualitario en media es igualitaria en media.
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DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por 1.72 y 3.76 y ser R mayoritario en media,

ex) = e () =
V ({uy - € Wyq(uy - 3*) s uy -2 >uy -w paracada i =1,...,n—1})
vn—1

(1 uy - )

V({weW,1(2):&>w; paracada i=1,...,n—1})

para cada u € U,, y cada z € [0, 1]*.

(b) Dado que, por 1.72 y 3.76 y ser R proporcional en media,
r) = (i) =uy -2 =4
para cada u € U,, y cada z € [0, 1],

(¢) Ya que, por 3.76 y ser R igualitario en media,

1
¢t(x) =e“(z%) = —
(0) =€ (3) = -
para cada u € U,, y cada x € [0, 1]*. ]
Corolario 3.98 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples mayorita-
rios en media son mayoritarios en media.

(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples proporcionales en media son

proporcionales en media.

(¢) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples igualitarios en media son
igualitarios en media.

Proposicién 3.99 (a) Los sistemas ordinales medios asintéticos de maxima dispersion y mini-
ma dispersion son mayoritarios en media e igualitarios en media, respectivamente.

(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales en media.

(c) Los sistemas de divisores medios 0—asintéticos, 1-asintéticos y +oo—asintéticos son mayo-

ritarios en media, proporcionales en media e igualitarios en media, respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.95 y 3.98. [
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Corolario 3.100 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario en

media e igualitario en media, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es proporcional en media.

(c) Los sistemas de divisores lineales medios —y, en particular, el de Hondt medio— son propor-

cionales en media.

Proposicién 3.101 (a) La suma de sistemas electorales proporcionales en media respecto de

uno simple proporcional es proporcional en media.

(b) La suma de sistemas electorales igualitarios en media respecto de uno simple estable es

igualitaria en media.

DEMOSTRACION. (a) Dado que, por 1.120 y 3.81 y ser R proporcional y R’ proporcional en
media para cada j € Z,

7 (ut) uf
)@ = (@) . @) )| —(upm owa )| i =

o (ut) ut

para cada u € Uy, 4. 1p. y cada z € [0, 1]PrT-7P=,

(b) Puesto que, por 3.81 y ser R? estable y R’ igualitario en media para cada j € Z,

m(ut) . . ) (ut) X
—+\u _ S1\ul —zyut : _ 1 1 : 1
@ = (@) . @) )| (LD L
() ()
para cada u € Uy 4 4+p, v cada x € [0, 1]P1 Pz, O

Corolario 3.102 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas simples proporcionales en

media respecto de uno simple proporcional son proporcionales en media.

(b) Los sistemas electorales suma de sistemas simples igualitarios en media respecto de uno

simple estable son igualitarios en media.

Proposicién 3.103 (a) Los sistemas ordinales suma asintéticos de minima dispersion respecto

de uno simple estable son igualitarios en media.
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(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales en

media.

(c¢) Los sistemas de divisores suma l-asintdticos y +oo—asintéticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son proporcionales en media e igualitarios en media, respec-

tivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 3.95 y 3.102. O

Corolario 3.104 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-

litario en media.

(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional

en media.

(c) Los sistemas de divisores lineales suma —y, en particular, el de Hondt suma— respecto de

uno simple proporcional son proporcionales en media.
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Complementos
de juegos de mayoria ponderada

A fin de poder relacionar los sistemas electorales con la Teoria de Juegos, dedicaremos este
capitulo a analizar algunas cuestiones previas de juegos de mayoria ponderada que se utilizaran

en el capitulo siguiente.

Asi, comenzamos introduciendo algunas formas alternativas de referirse a los juegos de mayoria
ponderada, concretamente su definicién a partir de la consideracién de cuotas y pesos normali-
zados y su definicién a partir de cuotas estrictas. A continuacion, y a partir de la representacion
anterior de los juegos de mayoria ponderada mediante cuotas estrictas, introducimos la idea
de suma de juegos de mayoria ponderada. Finalmente, terminamos el capitulo con el analisis
de la convergencia de juegos de mayoria ponderada como caso particular de la convergencia de

juegos cooperativos en general.
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4.1 Representaciones de juegos de mayoria ponderada

En el contexto de los sistemas electorales se trabaja con votos entre 0 y 1 cuya suma es 1. Es
por ello que a la hora de interpretar dichos votos como los de un juego de mayoria ponderada
trabajaremos con juegos como los anteriores cuya cuota y votos estén también entre 0 y 1.
Ademas, en muchas situaciones se requiere superar y no sélo igualar una cierta cuota —piénsese,
por ejemplo, en la mayoria relativa simple—, lo que conduce también a analizar esta cuestion

en la presente seccién.

Definicién 4.1 Denominamos juego de mayoria ponderada normalizado a todo juego
de mayoria ponderada

[q; Wi, ..., wy)
tal que

0<w,...,w, <1 con w1 +...+w, =1

0<g<1.

Proposicion 4.2 Todo juego de mayoria ponderada

[Q7 wl?"'awn]

con
Wi w, 20y 0<g<T =) w,
ieN
es equivalente al juego de mayoria ponderada normalizado
[2. w %]
T T
DEMOSTRACION. Sdélo hay que tener en cuenta que la proporcionalidad de cuotas y votos no

modifica las coaliciones ganadoras de su juego simple asociado. O]

Ejemplo 4.3 El juego de mayoria ponderada
[51; 40, 30, 20, 10]
se representa en forma normalizada

[0.51; 0.4,0.3,0.2,0.1] .
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Proposicion 4.4 Dado un juego simple v definido en N, son equivalentes:

(i) existe g € (0,T] tal que S es una coalicién ganadora de v si, y s6lo si,

> wi>q;

i€s
(ii) existe ¢ € [0,T) tal que S es una coalicién ganadora de v si, y sélo si,
Zwi >q .
ies
DEMOSTRACION. Para probar que la primera implica la segunda consideremos la cuota
q':mémx{Zwi 0S¢ W} :
icS

Entonces, si S era una coalicién ganadora, se tendra que

sz’ >q';

ies
y si era perdedora, que
Z w; < g
i€s
Reciprocamente, sea ahora
q:min{Zwi:SGW} i
ies

Entonces se tiene que

Zwizq

ieS
si S era una coalicion ganadora y
E w; < q
ics
si era perdedora. O

Ejemplo 4.5 El juego de mayoria ponderada normalizado anterior
[0.51; 0.4,0.3,0.2,0.1]
puede describirse también con la cuota estricta
qd =05

entendiendo que, en tal caso, se trata de superar y no sélo igualar la cuota.
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Ya que la primera condicién anterior es la definicion de juego de mayoria ponderada normali-
zado, podemos usar igualmente la segunda. En tal caso, hablaremos de juegos de mayoria

ponderada con cuota estricta o juegos de mayoria ponderada estrictos y escribiremos

(q; wy, ..., wy,).

Proposicién 4.6 (a) El dual del juego de mayoria ponderada
[q; Wi, ..., wy)
es el juego de mayoria ponderada estricto
(T — q; wy,...,wy).
(b) El dual del juego de mayoria ponderada estricto
(q; wy, ..., wy)
es el juego de mayoria ponderada

T — q; wy, ..., wy.

DEMOSTRACION. (a) Ya que las coaliciones cuyo complementario no son ganadoras del original

T—Zwl<q

ics
son las coaliciones ganadoras del juego dual

Zwi>T—q.

i€S

(b) Analogamente al apartado anterior, pero con desigualdades en sentido amplio. O

Ejemplo 4.7 El dual del juego de mayoria ponderada normalizado estricto
(0.5; 0.4,0.3,0.2,0.1)
es el juego de mayoria ponderada normalizado

[0.5; 0.4,0.3,0.2,0.1] .

Observacién 4.8 Las propiedades que siguen estan formuladas para juegos de mayoria pon-
derada estrictos, pero son igualmente vélidas para juegos de mayoria ponderada usuales. En

todas ellas, notaremos los indices de poder de Shapley—Shubik del jugador ¢+ € N por

¢z[(Q7 Wiy .- 7wn)] :
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Teorema 4.9 Si (q; wy,...,w,) es un juego de mayoria ponderada estricto y

.
1, si wj>q e i1=7,

0, si wj>q e t1#7,

¢ =
0, si wj<qg e i=7,
\gbi[(q—wj;wl,...,wj_l,wj+1,...,wn)], siow;<q e i#7,
para cada i,j = 1,...,n entonces, para cadai=1,...,n,
I X

oil(q; we, ... wy)] -

DEMOSTRACION. Sipy p; son el nimero de permutaciones en las que i es pivote y el nimero

de éstas que comienzan por j respectivamente, entonces p =p1 + ... +p, y

y4! Pn
—_— .+ —
p pi+...+p. (n—=1)! (n—1)!
¢Z[(Q7 wlv"'7wn)]:_|: | =
n! n! n
para cada ¢ = 1,...,n. Por tanto, todo se reduce a probar que para cada i,5 =1,...,n es
_ By
(n—1)! o
Primer caso: w; > q. Entonces, el pivote de todas las permutaciones que empiezan por j es j:
—1)!
=DV 4 g o,
Pi _ ) (n=1)
O L L

Segundo caso: w; < q. En primer lugar, si ¢ = j es w; < g e 7 no puede ser pivote de ninguna
permutacién que empiece por 7. Y sii # j, si v; es la permutacién obtenida de una permutacion
dada v de {1,...,n} prescindiendo de j y manteniendo el orden del resto de elementos de v y

P es el conjunto de predecesores de ¢ en v tenemos que i es pivote de v si, y sélo si,

Zwkﬁq y wi+zwk>Q>

keP keP
o sea,
Z wy—w; <g—w; y w;+ Z W — w; > q— wj,
ke P—{j} keP—{;j}
lo que significa que ¢ es pivote de v;. Por tanto,
0
, — =0, si 1=7,
Pi _J(n—1) J

n— 1) L. )
( ) ¢i[(q_wj§wlw'-7wj—lawj+la---7wn)]7 si i#7,

efectivamente. O
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Observacién 4.10 La propiedad anterior proporciona una forma recursiva de calcular los
indices de poder de los juegos de mayoria ponderada. Podemos facilitar dicho calculo mediante

la adopciéon de algunos convenios adecuados.

Primeramente, escribimos los n juegos de mayoria ponderada de n — 1 jugadores obtenidos
suprimiendo sucesivamente cada uno de los jugadores formalmente:
(¢ —wy; way .o wy), ooy (@ — Wy Wy, Wy_1) .

Entonces, en primer lugar, para los indices j = 1,...,n tales que ¢ — w; < 0 —es decir, cuando
w; > g— convenimos que el indice de poder del jugador j es 1 y el del resto 0 —como en los dos

primeros casos de la definicién de ¢]—.

Y en segundo lugar, para los indices j = 1,...,n tales que ¢ —w; > 0 —es decir, cuando w; < g
convenimos que el indice de poder del jugador j es 0 y el del resto el indice de poder
Gil(q — wy; we, . Wi, Wy, - W)

que le corresponde como juego de mayoria ponderada auténtico —como en los dos ultimos casos
de la definicién de ¢]—

Ejemplo 4.11 Dado el juego de mayoria ponderada normalizado estricto de 4 jugadores
(0.5; 0.4,0.3,0.2,0.1) ,
consideramos los 4 juegos de mayoria ponderada normalizados estrictos de 3 jugadores
(0.1; 0.3,0.2,0.1), (0.2; 0.4,0.2,0.1), (0.3; 0.4,0.3,0.1) y (0.4;0.4,0.3,0.2).

Como en este caso no hay cuotas negativas, para calcular el indice de poder del primer jugador
tendremos en cuenta que en el primero de los juegos anteriores —que es el que se obtiene
prescindiendo del primer jugador— el indice de poder serd 0 y en el resto el que realmente le

corresponde como juego de mayoria ponderada:

$1(0.5; 0.4,0.3,0.2,0.1) =

$1(0.1; 0.3,0.2,0.1) + ¢1(0.2; 0.4,0.2,0.1) + ¢1(0.3; 0.4,0.3,0.1) 4+ ¢1(0.4; 0.4,0.3,0.2)
4
0+3+3+3 5
4 12
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Teorema 4.12 Si (q; wy,...,w,) es un juego de mayoria ponderada estricto entonces, para

cadatr=1,...,n,

T
/0 oil(q; wi, ..., w,)] dg = w;.

DEMOSTRACION. En primer lugar, para cada i € N consideremos el caso en que (q; wy, . .., w,)

es el juego de unanimidad u]' de i. Entonces

T T—w; T
/ ¢i[(q?wlv~~-awn>]dq=/ 0dq+/ Ldg=0+T— (T —w;) = w;.
0 0

T—w;

Y en el caso general, procederemos por induccién sobre n. Asi, si n = 1 como el juego es

entonces el de unanimidad, por el caso anterior se tiene que

/OT il(g; wi)l dg = wy .

Supongamos ahora que la afirmacion es cierta para los juegos de mayoria ponderada estrictos

de n — 1 jugadores. Entonces, por el caso anterior y por 4.9, se deduce que

T 11 /7 . 1
/qui[(q;wl,...,wn)]dqzﬁl/o qb%dq%—...—l—/o gbidq}:ﬁ(wi—i-...—i-wi):wi

para cada 1 € N. O
Proposicién 4.13 Si (¢; wy, ..., w,) es un juego de mayoria ponderada estricto entonces, para
cada i € N,

si, y sélo si, i es jugador nulo para cada q € [0,T)
¢1(Q7 Wiy ... 7wn) =0.
DEMOSTRACION. La afirmacién en sentido directo es obvia.

Y para el reciproco, sélo hay que tener en cuenta que

T
/0 oil(g; wiy ..., wy)]dg = w; =0

por 4.12. O
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Proposicién 4.14 Sea (q; wy,...,w,) un juego de mayoria ponderada estricto.

(a) Para cada h,i=1,...,n

wp, < W
si, y solo si, para cada q € [0,T)
¢h(q7 Wy, .- - 7wn) S ¢Z(q7 Wy, .- - 7wn) .

(b) Para cada h,i=1,...,n

wp < W;

si, y sélo si, para cada q € [0,T)
On(q; w, -y wy) < Gi(g; was - W)
y existe qo € [0,T) tal que
On(qo; Wi, ... wy) < &i(qo; W, ..., W) .
DEMOSTRACION. (a) La afirmacién en sentido directo es conocida.

Y para el reciproco sélo hay que tener en cuenta que para cada h,i =1,...,n

T T
w=/¢M%mww%WM§/@MWM~MM®=w
0 0
por 4.12.

(b) La afirmacién en sentido directo es conocida.

Y para el reciproco sélo hay que tener en cuenta que para cada h,i =1,...,n

T T
wn= [ ol wldn < [ ol o) da =

por 4.12; y que si no existiese ¢ € [0,7") tal que

On(q; wy, ..., wy) < Gi(q; Wi, ..., wy)
significaria que para cada q € [0,7) es

On(q; wi, -y wn) > Gi(g; was - W)
y en consecuencia, por el apartado anterior, se deduciria que

Wy, 2 Wy,

en contra de la hipdtesis inicial. ]
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Teorema 4.15 Sean v, = (q; wy, ..., w,) y vy = (¢; W, ..., w,) dos juegos de mayoria pon-

derada estrictos.
(a) Para cadai=1,...,n, si
w; > w; y  wj<w; paracada j#i

entonces

para cada q € [0,T).

(b) Para cadai=1,...,n, si

casi por todo q € [0,T) entonces

DEMOSTRACION. (a) Serd suficiente con ver que, dada una permutacién cualquiera v de N,

si el jugador ¢ es pivote en el primer juego entonces lo es también en el segundo.

Asi, si P es su conjunto de predecesores respecto de la permutacién v en el primer juego

entonces, para cadai=1,....,n
ijgq y wi+2wj>q.
jEP jeP

Por ser

ij—Zw} :ZW?_“’;) SZ(wj—w}) :ij_zw} = w; — w;

JEP JjeP JjeP J#i JF#i J#i
resulta
YIIED DUFTEERINNTES SUESTED pIer
jep jep jepP jep

y por tanto, el jugador i es también pivote en el segundo juego.

(b) Puesto que, por 4.12,

T T
w = /O dulvg da > /0 bilol] dg = !

paracadat=1,...,n. O
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4.2 Suma de juegos de mayoria ponderada

Para abordar adecuadamente la relacion entre los diferentes conceptos de sistemas electorales y
de juegos de mayoria ponderada relacionados con la suma de sistemas electorales, introducimos

una operacion entre juegos de mayoria ponderada que denominamos suma.

Una de las razones que justifican el uso de cuotas estrictas es que, por ejemplo, la mayoria
simple se describe mas facilmente puesto que entonces la cuota estricta es sencillamente la

mitad de los pesos y se trata, por tanto, de superar dicha cuota y no sélo de igualarla.

Definicién 4.16 Se denomina suma de los p juegos de mayoria ponderada estricto

(q1; w},...,w}t),...,(qp; wh, .o wh)

al también juego de mayoria ponderada estricto

(qi; wi, oo wh) + oo+ (g wh, o wP) = (+ g w e wh L w) k).

Observacién 4.17 La definicion anterior no es consistente respecto a la proporcionalidad arbi-
traria de cada uno de los juegos pero si lo es respecto a la misma constante de proporcionalidad

para todos ellos.

Ejemplo 4.18 Dados los juegos de mayoria ponderada
[31; 24, 18,12, 6] y [21; 8,12, 16, 4]
sumando término a término se obtendria
[52; 32,30, 28, 10]

cuando en realidad la cuota deberia ser 51. En cambio, si escribimos los juegos de mayoria

ponderada utilizando cuotas estrictas tenemos
(30; 24,18,12,6) + (20; 8,12,16,4) = (50; 32,30, 28, 10),

que si se corresponde con el hecho de que la mayoria simple se obtiene superando la cuota 50.
Y esto es igualmente vélido si consideramos, por ejemplo, ambos juegos de mayoria ponderada

multiplicados por 2:

(60; 48, 36,24, 12) + (40; 16, 24, 32,8) = (100; 64, 60, 56, 20) .
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Dados pesos 0 < uy,...,u, < 1 tales que u; + ... +u, = 1 y juegos de mayoria ponderada

normalizados estrictos

(q1; wi,...,w}@),...,(qp; wh, oo wb)

como éstos son equivalentes a los juegos de mayoria ponderada normalizados estrictos

. 1 1 . D D
(U1Q1; ULWy, - - - 7u1wn)7 R (Upr; upwl? ce 7upwn)

wpwy + ...+ upwl o uwy, k=
u(wy + .o+ w) + o uwl ) =u . tu, =1

consideraremos que su juego de mayoria ponderada normalizado suma estricto es el

(urqr =+ - -+ Upp; wrwi + . upwh L uwh L uwh)

Ejemplo 4.19 Consideremos los juegos de mayoria ponderada estrictos

1 1
(5; 0.4, 0.3,0.2,0.1> y (5, 0.2,0.3,0.4,0.1)
Yy supongamos que los pesos respectivos son

Entonces, el juego suma es

(%; 0.32,0.30,0.28,0.10) :

Observacién 4.20 Es falso que el indice de poder de Shapley—Shubik del juego de mayoria
ponderada suma coincida con el promedio de los indices de poder de Shapley—Shubik de los

juegos de mayoria ponderada iniciales, como se puede ver en el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 4.21 El ultimo jugador no es nulo en ninguno de los juegos de mayoria
ponderada estrictos del ejemplo 4.19 pero si lo es en el juego de mayoria ponderada estricto

sulna.

Observacién 4.22 En particular, el contraejemplo anterior muestra también que un jugador
puede no ser nulo en los juegos de mayoria ponderada estrictos iniciales y si serlo en el juego

de mayoria ponderada estricto suma.
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Representaremos por
Wl, ey Wp y %74

las familias de coaliciones ganadoras de los juegos simples
Uiy .. ,Up y v

asociados a cada juego de mayoria ponderada estricto y a su suma respectivamente, y anadi-

remos el superindice m para referirnos a sus coaliciones minimales.

Proposiciéon 4.23 Win..NnW, CW C W, U...UW,.
DEMOSTRACION. Puesto que si
SeWw,n...nw,

entonces

Zw§>q

i€S
para cada j =1,...,p, por lo que
P
2 2wl
i€S j=1
y, por consiguiente,
Sew.

Y por otra parte, si
entonces

para cada j = 1,...,p y por tanto,

> wl<yq

i€s
para cada j = 1,...,p, de lo que se deduce que
p
> D wisa
i€s j=1
y en consecuencia,
S¢Ww

efectivamente. O
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Corolario 4.24 Wi n...N W C W™,

DEMOSTRACION. Ya que si
Sewrn...nwr

entonces

SeWw

por la proposicion anterior.

Y por otra parte, para cada T' C S, se tiene que

T¢w;

para cada j =1,...,p, es decir,
T¢W,uU...UW,

y por tanto,

T¢W
con lo que

Sewnm
efectivamente. O]
Corolario 4.25 Si un jugador es dictador de los juegos simples Wy, ..., W, entonces lo es

también del juego simple W.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior, si 7 es el jugador dictador entonces

{i} e Wwm™.
Pero ademas, tenemos que
N —{i} ¢ W;
para cada j =1,...,p, lo cual implica en particular que
N—-{i}¢W

efectivamente. 0
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4.3 Convergencia de juegos de mayoria ponderada

Una de las cuestiones mas importantes de los sistemas electorales es la de su convergencia. A fin
de poder relacionar la convergencia de los sistemas electorales con la de los juegos de mayoria
ponderada estrictos que se le asocian, es necesario poder considerar la nociéon de convergencia
de juegos de mayoria ponderada. Sin embargo, su definicién, para que sea precisa, requiere de

una situaciéon mas general, la de los juegos cooperativos, que presentamos a continuacion.

Sabemos que el espacio vectorial de los juegos cooperativos tiene dimension 2™ — 1, siendo
n el cardinal del conjunto de jugadores N. Esto permite identificarlo con el espacio euclideo
R2"~!. Podemos, por tanto, transportar la estructura euclidea al espacio vectorial de los juegos

cooperativos sobre N. Asi, por ejemplo, el producto escalar y su norma asociada son

vew=Y u(8)wS) v oll= > WS,

SCN SCN

respectivamente.

Proposicion 4.26 La sucesion de juegos cooperativos
(Vk )r>1
converge al juego cooperativo v si, y solo si, para cada S C N la sucesiéon de nimeros reales

(Uk(S))kZI

converge al nimero real v(S5).

DEMOSTRACION. Sélo hay que tener en cuenta que en el espacio euclideo una sucesién es

convergente si, y solo si, lo es cada una de sus sucesiones componentes. O

Proposicién 4.27 (a) El limite de la suma de dos sucesiones de juegos cooperativos conver-

gentes es la suma de los Iimites de cada una de las sucesiones.

(b) El limite del producto de dos sucesiones de juegos cooperativos convergentes es el producto

de los limites de cada una de las sucesiones.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la proposicién anterior y de las propiedades de

los limites de sucesiones de niimeros reales. O
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Proposicién 4.28 Una sucesion de juegos cooperativos (vg)g>1 converge a otro juego coope-

rativo v

(Uk)k21 — v

si, y solo si, la sucesion de juegos duales (v)r>1 converge al juego dual v*

(UZ)kZl — .
DEMOSTRACION. Por una parte, tenemos
Vi (S) = vE(N) — ve(IN — 9)

que converge a

v(N) —v (N —=S8)=0v"(9).
Y, por otra, usando precisamente este resultado, tenemos que
()" = vn

converge a

()" =v,

puesto que el bidual de un juego coincide con el propio juego.

]

Proposicién 4.29 Una sucesion de juegos cooperativos (vy)r>1 converge a otro juego coope-

rativo juego v

(Uk)kZI — U

si, y sélo si, para cada S C N la sucesion de juegos restringidos (vyy)r>1 converge al juego

restringido v

(Vk|g k=1 —> U -
DEMOSTRACION. Si S C T, entonces
Uk|s (T) = Uk (T)

que converge a
v (T) = 1}|S (T) .

Y para el reciproco de la afirmacion basta con tomar S = V.
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Proposicién 4.30 Una sucesion de juegos cooperativos (vg)g>1 converge a otro juego coope-
rativo v
(Uk)k21 —

M

si, y solo si, para cada M 2 N la sucesion de extensiones nulas (vk converge a la extension

)kzl
nula vM

(op )iz1 — 0™
DEMOSTRACION. Para toda coalicién S C M, se tiene que
M —
v (S)=wv (SN M),

que tiende a

v(SNM)=vM(S).
El reciproco se obtiene, asimismo, tomando M = N. O
Proposicién 4.31 Una sucesion de juegos cooperativos (vg)g>1 converge a otro juego coope-

rativo v

(Uk)k21 — v

si, y sélo si, para cada estructura de coaliciones B = {By, ..., B,} de N la sucesién de juegos

cocientes (vP);>1 converge al juego cociente v®

(V8 )j>1 —> VP .
DEMOSTRACION. Sea T una coalicién arbitraria del conjunto cociente N/B.
Entonces, si consideramos la proyeccién candnica de N en N/B

7:N— N/B

tenemos que
v (T) = vy [m5" (T)]

y su limite es
v [z ()] =05 (T) .

Y aplicando la misma afirmacién al caso B = { N} se obtiene el reciproco. ]
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Proposicion 4.32 El Iimite de una sucesion de juegos cooperativos monotonos es monaétono.

DEMOSTRACION. Si S v T son coaliciones y S C T, entonces
vk (S) < v (T)
para cada k, de lo que se deduce que

w(S) < v (T)

tomando limites. O

Proposicion 4.33 EI limite de una sucesion de juegos cooperativos superaditivos es super-

aditivo.

DEMOSTRACION. Si S v T son coaliciones disjuntas, entonces
Vg (S U T) Z Uk(S) + v (T)

para cada k, de donde
v(SUT) >v(S)+v(T)

tomando asimismo limites. O

Proposicion 4.34 Si una sucesion de juegos cooperativos

(Uk)k21

converge a otro juego cooperativo v entonces, para cada jugador i € N:

(a) la sucesion de valores de Shapley de cada vy,

(¢i [UkaZl
converge al valor de Shapley de v
oilv];
(b) para cada estructura de coaliciones B = {By,...,B.} de N, la sucesién de valores coali-

cionales de cada vy,
(i [v; B])kzl
converge al valor coalicional de v

o; [v; B] .

DEMOSTRACION. Puesto que el limite de la suma es la suma de sus limites, etc. O
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Proposicion 4.35 Una sucesion de juegos simples es convergente si, y solo si, es quasicons-

tante.

DEMOSTRACION. Puesto que el conjunto de los juegos simples se identifica con el subconjunto

del conjunto de vectores del espacio euclideo cuyas componentes son 0 o 1
{(z1,...,0n) ER* 2, =0 0 2;,=1 paracada i=1,...,2" —1}

y, en consecuencia, tiene la topologia discreta como topologia inducida por la del espacio

euclideo. O

Observacién 4.36 La proposicion anterior equivale a decir que el conjunto de coaliciones

ganadoras
(Wi )k21

de los juegos de la sucesion es quasiconstante y que, entonces, el conjunto de coaliciones gana-

doras W del juego limite es, precisamente, dicho conjunto constante.

Corolario 4.37 Si una sucesion de juegos simples (vg)r>1 es convergente a un juego simple v
(Uk)kzl — v
entonces, para cada jugador i € N:

(a) la sucesion de indices de poder de Shapley—Shubik de cada vy,

(¢ [Uk])kzl
converge al indice de poder de Shapley—Shubik de v

bi[v]

v, ademas, es quasiconstante;

(b) para cada estructura de coaliciones B = {By,...,B.} de N, la sucesion de valores coali-

cionales de cada vy,
(¢ [vr; B])k21
converge al valor coalicional de v
¢i [v; B]

v, ademas, es quasiconstante.
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Teorema 4.38 Sean v y v, los juegos simples de los juegos de mayoria ponderada estrictos
(@ wi,owa) vy (g, wy)
para cada k > 1, respectivamente. Si

lm w? = w;
k—+o00

Zwﬁéq

€S

para cadai € Ny

para cada S C N, entonces
lim v, =wv.
k——+o0

DEMOSTRACION. Sean W y W, el conjunto de coaliciones ganadoras de v y v y

a:min{ZwizSEW}>q Yy b:méX{Zwi:S¢W}<q.

ieS i€s
Entonces, para cada i = 1,...,n existen k! y k? tales que para cada k > k! y cada k > k?
k a—q k q—>b
jwi —wi| <—— vy |wi —wi| > ——.
n n
Dada una coalicién arbitraria S, sean s su cardinal y ko = max{kj,... kL k% ... k2}.

Primer caso: Si S € W entonces S € Wy, para cada k > kg, puesto que

wa>z<wi—a;q):Zwi_s_a;q>a_n_a;q:q

ies €S €S

Segundo caso: Si S ¢ W entonces S ¢ Wy para cada k > kg, puesto que

wa<z<wi+q7_b) :Zwi+s~q;b<b+n-q7_b:q.

ies €S €S

Por tanto, W = W), para cada k > kg, por lo que

(Uk>k21

es quasiconstante igual a v de lo que, por 4.36, se deduce la afirmacién del enunciado. O

Observaciéon 4.39 El teorema anterior es igualmente valido para los juegos de mayoria pon-

derada usuales.






Sistemas de poder

Entre los objetivos del presente trabajo se encuentra el de relacionar los sistemas electorales
con la Teoria de Juegos. Para ello, nos basamos en la interpretacion de los votos y el nimero
de representantes de cada candidatura como juegos de mayoria ponderada una vez fijada una

cuota.

Comenzamos introduciendo el concepto de sistema de poder a partir de la consideracion de
los indices de poder de Shapley—Shubik de los juegos de mayoria ponderada obtenidos con una
cuota previamente fijada y los representantes de las candidaturas. Seguidamente, continua-
mos con las nociones de monotonia, superaditividad, estabilidad y, en particular, de mayoria,
proporcionalidad e igualdad en poder, analogas a sus homdénimas para sistemas electorales,
pero referidas a los indices de poder. A continuacion, introducimos la nocién de expectativa
de poder y estudiamos su estabilidad y, en particular, los casos particulares de mayoria, pro-
porcionalidad e igualdad parciales en poder referidos a las expectativas de poder en lugar de a
las expectativas electorales. Finalmente, hacemos lo propio con la expectativa de poder media

y las propiedades de estabilidad, mayoria, proporcionalidad e igualdad en poder y media.
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5.1 Sistemas de poder

Fijada una cuota, podemos considerar el indice de poder de cada candidatura del juego de
mayoria ponderada normalizado dado por dicha cuota y los representantes de cada candidatura.
El objetivo de la seccién es ”valorar”el efecto que tiene un sistema electoral sobre las diferentes

candidaturas en términos de poder en lugar de hacerlo por su niimero de representantes.

Definicién 5.1 Se denomina sistema de poder asociado al sistema electoral R —o sistema de

poder p simplemente si no hay peligro de confusién— a la terna (N, X, p), donde p es la familia

(pq’u)(q,u)e[o,l)xﬁp
de aplicaciones
p7 WP x N —3 R”
definidas para cada ¢ € [0,1), cada u € U, cada w € WP y cada k € N por

pP(w, k) = (p1(q; ri(w, k), ... ore(w, k), .oy dn(q; ri(w, k), .. ri(w, k))) .
Ademas, para cada k € N tenemos las aplicaciones
phek wr — R"
definidas para cada ¢ € [0,1), cada u € U, cada w € WP y cada k € N por

Pt (w) = p™(w, k).

p?% y p?¥ se denominan, respectivamente, reglas de poder y leyes de poder.

Proposicién 5.2 p?™“* es un vector aleatorio.

DEMOSTRACION. Puesto que tanto 7% como ¢ son vectores aleatorios. O]

Proposicién 5.3 (a) Para cada q € [0,1), cada u € U, cada i € N y cada k € N, si
w; = (0,...,0) entonces

pi(w, k) =0.
(b) Para cada q € [0,1), cadau € U, cadai € N y cada k € N, si w; = (1,...,1) entonces

pit(w, k) =1.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.20. O
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Proposicion 5.4 Para cada u € ﬁp, cadai € N, cada k € N y cada w € WP
1
ri(w, k) = / pI*(w, k) dq .
0

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 4.12. O

Observacién 5.5 Por tanto, la familia de reglas electorales relativas

(Tu)ueﬁp
determina la familia
(Pq’u)(q,u)e[o,l)xUﬁ, :
Y, reciprocamente, la familia
(K" qaeto.n)xTy

determina la familia de reglas electorales relativas

(ru)ueﬁp

del sistema electoral.

Ejemplo 5.6 Consideremos el caso del sistema electoral simple definido para n = 4 candida-
turas y con k = 4 representantes a elegir que otorga 3 y 1 representantes respectivamente a
la candidatura de mayor voto y a la siguiente de voto mayor —salvo cuando la primera tenga

voto 1, en cuyo caso obtiene los 4—. Entonces, dada la tabla de votos

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03| 02| 0.1

1
y la cuota ¢ = 2 el juego de mayoria ponderada es

1 31
Z-2.20
(27 4747 70)

que se corresponde con la dictadura del primer jugador

p2((0.4,0.3,0.2,0.1),4) = (1,0,0,0).
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Proposicion 5.7 Sip’ es el sistema de poder asociado al sistema electoral inducido R’ de R

(0)" (w, k) = pi"™ (w', k)

para cada q € [0,1), cada u € U,, cadai € N, cadaw € W’ y cada k € N.

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.189, para cada g € [0,1), cada u € U, y cada i € N
(p,)q’u(w7 k) = ¢i(q; (T/)llt(wv k)? R (TI)Z(U)? k)) =

¢i(q; ri (W', k) ..y (W' k) = p™" (W' k)

para cada w € W?, y cada k € N. O

Proposicion 5.8 En los sistemas ordinales, si w; es el h;—ésimo voto de w

pl(w, k) = ¢ (q; Chllgk>,-..,ch",€(k)) ,

para cada cada q € [0,1), i € N, cada k € N y casi seguro w € W,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.35. O

Corolario 5.9 (a) En el sistema mayoritario puro,

1, si w; >w; paracada h#1,
pi(w, k) = , ) ,
0, si w, <w; para algin h # 1,

para cada q € [0,1), cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

k

(b) En el sistema igualitario puro, si B; = 1 o B; = 0 segtin w; sea uno de los k —n [ﬂ votos

on [

k yees k:

mayores o no respectivamente

plw, k) = ¢ | ¢;

para cada q € [0,1), cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,.

Observacién 5.10 Los indices de poder del sistema de poder mayoritario puro no dependen

ni de ¢ ni de k.
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1

Proposicion 5.11 En los sistemas de cuotas con q, € (k%l, E]? si Bi =10 B; = 0 segiin

L [ﬂ} sea uno de los mayores restos o no respectivamente

qr qr
{%] + B [%] + B,
Yw k) = b | g L2F
p’L (w7 ) QSZ q7 k PR k

para cada q € [0,1), cadai € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.47. O

Corolario 5.12 En el sistema de los mayores restos, si B; =1 o B; = 0 segun kw; — [kw;| sea

uno de los mayores restos o no respectivamente

k B kw,| + B,
by o (5 BB o)

para cada q € [0,1), cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,.

Proposicién 5.13 En los sistemas de divisores con (gq)a>1 estrictamente creciente, existe
xo € (0,1) tal que

pi(w, k) = ¢i | g;

para cada q € [0,1), cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.64. O

Corolario 5.14 En los sistemas de divisores lineales con g3 = d+s y s > —1, existe xo € (0, 1)

tal que

para cada q € [0,1), cada i € N, cada k € N y casi seguro w € W,.
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Proposicién 5.15 Si p es el sistema de poder asociado a la extension media Rde R
F (w0, k) = pI (0, )

para cada q € [0,1), cada u € U,,, cadai € N, cadaw € W y cada k € N.

DEMOSTRACION. Ya que, por 1.91, para cada q € [0,1), cada u € U_zp y cada i € N

P (w, k) = ¢ilq; 7Y (w, k), ... 7 (w, k) = dilq; v (@7, k), ..oy (@07, k) = o (", k)

para cada w € WP y cada k € N. O

Corolario 5.16 Si p es el sistema de poder asociado al sistema de poder medio R deR
ﬁg’u(wv k) = pg(ﬁ), k)

para cada q € [0,1), cada u € U, cadai € N, cada w € WP y cada k € N.

Proposicion 5.17 En los sistemas ordinales medios, si w; es el h;—ésimo mayor voto del vector

P (w, k) = ¢ (q; Chlk(k),...,ch"k(k>> ,

para cada q € [0,1), cada u € Vp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

A~

w

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.8 y 5.16. O

Corolario 5.18 (a) En el sistema mayoritario puro medio,

au 1, si w; >w, para cada h # 1,
Pi’ (wak) = o R 3 )
0, si w; <w, para algin h # 1,

para cada q € [0,1), cada u € U,, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

(b) En el sistema igualitario puro medio, si B; =1 o B; = 0 segiin w; sea uno de los k —n [ﬂ

votos medios mayores o no respectivamente

P (w, k) = ¢ (q; Lo L +B"> :

ko7 k

para cada q € [0,1), cada u € Vp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Observacién 5.19 Los indices de poder del sistema de poder mayoritario puro medio no

dependen ni de ¢ ni de k.

Proposicion 5.20 En los sistemas de cuotas medios con q € (k%l, %], siBi=10B;,=0

Wi

segun ‘;—k — [qk] sea uno de los mayores restos o no respectivamente

sen [len

9k

k‘ e ’

Pl (w, k) = ¢ | ¢

para cada q € [0, 1), cada u € ﬁp, cadat € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.11 y 5.16. O

Corolario 5.21 En el sistema de los mayores restos medio, si B; = 1 o B; = 0 seguin kw; — [k;]

sea uno de los mayores restos o no respectivamente

kw{| + B kw,| + B,
p?(w,k)zcbi(q;[ ﬂk 17.--,[ ]k; )

para cada q € [0,1), cada u € U, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € W,,.

Proposicién 5.22 En los sistemas de divisores medios con (gq),>1 estrictamente creciente,

existe xo € (0, 1) tal que

Py (w, k) = @i | ¢

para cada q € [0,1), cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.13 y 5.16. O]

Corolario 5.23 En los sistemas de divisores lineales medios con g = d+ s y s > —1, existe

zo € (0,1) tal que
5] [

0w, k) = o; | g:
P (w, k) = ¢ | ¢ AR

para cada q € [0,1), cada u € Vp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Por 4.20, no podemos determinar el indice de poder de Shapley—Shubik de la suma como

promedio de los indices de poder de los juegos iniciales. Pero si podemos hacerlo directamente.

Proposicién 5.24 En los sistemas ordinales suma, si w! es el hi—ésimo voto del vector w’

para cada j € P

Z Rouk)) Z Rouk

+\u k) = &, .
(p )Z (w7 ) ¢Z q? k PR ) k

para cada q € [0,1), cada u € U, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.156. O

Corolario 5.25 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si H; es el conjunto de circunscrip-

ciones en las que w! es el voto mayor de w’ para cada j € P

> R(u,k) > R(u,k)

JEH JjEH,

’ ey r

(PP (w, k) = ¢i | ¢;

para cada q € [0, 1), cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

(b) En el sistema igualitario puro suma, si hay h; circunscripciones donde w] es uno de los

k—n [ﬂ votos mayores de w’ para cada j € P

horp [HE8) e p [EY]

k AR k )

(p)F (w, k) = ¢ | &
para cada q € [0,1), cada u € U, cadai € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

1

Proposiciéon 5.26 En los sistemas de cuotas suma con gy € ( , ﬂ , si hay h; circunscripciones

k41
J J
donde —i— — | es uno de los mayores restos
qro(u,k) qro(u,k)
J J
P p
hl + E w1 hn+ E Wi,
— 9RO (u, k) — 9RO (u,k)
+\qu _ . J= J=
(IO )z <w7k)_¢l q; L PRI L
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para cada q € [0, 1), cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.160. O

Corolario 5.27 En el sistema de los mayores restos suma, si hay h; circunscripciones donde

R)(u, k)w] — [RY(u, k)w]] es uno de los mayores restos

p p
b+ Y [RY(u, k)wd] o+ [RY(u, k)w)]
j=1 Jj=1

+\q;u — . .
(P )z (w7k>_¢z q; L gee ey 2

para cada q € [0,1), cada u € Vp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

Proposicién 5.28 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente, existe

2} € (0,1) para cada j € P tal que

N w, k) = ¢ | ¢; 2
(p)z (’LU,) ¢l Q7 k I I k'

para cada q € [0,1), cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.164. O

Corolario 5.29 En los sistemas de divisores lineales suma con g3 = d + s y s > —1, existe

2} € (0,1) para cada j € P tal que

MR- X4
(M. k) =6 | ¢ s

para cada q € [0,1), cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP.
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Dada una una estructura de coaliciones B = { Ny, ..., N,} y fijada una cuota estricta g € [0, 1),
podemos comparar los indices de poder de Shapley—Shubik de los juegos de mayoria ponderada
normalizados dados por los representantes obtenidos por cada una de las coaliciones una vez
efectuada la suma de sus votos y los de la suma de los representantes de cada coalicién por

separado.

El caso particular méds importante es, nuevamente, el de alianza. Asi, dado un subconjunto

0={1,...,a} de N, tenemos los juegos

(q; (T/)g(wOa k)v (T/)Z+1 (wOv k)a SR (T/)Z(wm k))

(Q) Tﬂli(wv k) +..o+ ’I"Z(w, k)a rg—f—l(wa k): cee ,T‘Z(UJ, k)) .

Ejemplo 5.30 Consideremos el sistema electoral simple mayoritario del ejemplo 1.212 que
otorga ¢; (4) = 3 representantes a la candidatura de mayor voto y ¢z (4) = 1 a la siguiente.

Entonces, dada la cuota ¢ = % y la tabla de votos

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03| 02 | 01

si se unen los dos primeros, se tiene la nueva tabla de votos

i=0 | i=3 | i=4

0.7 | 0.2 | 0.1

con lo que se obtienen las tablas de representantes siguientes, segin se sumen los representantes

inicialmente sin alianza alguna o bien después de producirse la correspondiente alianza

i=0 | i=3 | i=4 i=0 | i=3 | i=4

4 0 0 3 1 0

En consecuencia, los juegos obtenidos respectivos son

1_100 1_310
2777 y 2?4747 .
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5.2 Superaditividad en poder

Anélogamente al concepto de superaditividad, se puede considerar la misma idea de goberna-
bilidad pero con los indices de poder de Shapley—Shubik en lugar de los representantes de cada

candidatura.

Definicién 5.31 Diremos que un sistema electoral R es g—superaditivo en poder si, y sélo

si, para cada subconjunto A = {1,...,a} de N

(bO (q; (T/)E)L<w07 k)a (TI)Z+1<w07 k)v R (T’I)Z(woa k)) >

¢0 <Q7 T%(u%k) +.. T;L(w, k>7rg+1(w7k>7 s 7T:1L(w7 k))

para cada u € Fp, cada k € N y casi seguro w € WP2.

Y diremos que es superaditivo en poder si y, sélo si, es g—superaditivo en poder para cada
q<10,1).

Observacion 5.32 Por el axioma de imparcialidad, es claro que las definiciones anteriores son

igualmente validas para cualquier subconjunto A de N.

Obsérvese que exigimos que las condiciones se verifiquen salvo conjuntos de probabilidad cero.
Ello se debe a que es posible que en los casos en que se produzcan empates dichas condiciones

dejen de cumplirse.

Proposicién 5.33 (a) La superaditividad estricta implica la superaditividad en poder.

(b) La superaditividad en poder casi por todo q € [0,1) implica la superaditividad.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 4.15. O
Proposicién 5.34 (a) El sistema mayoritario puro es superaditivo en poder.

(b) Los sistemas de divisores subaditivos son superaditivos en poder.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 5.33. O
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Observacién 5.35 La superaditividad en poder no se hereda a los subconjuntos, ya que el

hecho que se verifique casi seguro w € WP no implica que se verifique también casi seguro
weW?.

Proposicion 5.36 La extension media de un sistema electoral q—superaditivo en poder es

q—superaditiva en poder.

DEMOSTRACION. Ya que para cada subconjunto 0 = {1,...,a} de N, por 5.15 y ser R ¢

superaditivo en poder,
9250 (q; (f/>g(w07 k)? (f/)ZJrl(wOv k)? R (f/)?z(wo? k)) =

¢0 (q; (T/)g+ (w0*7 k)v (7,/>er1 (Iﬁo*, k)? ) (T/>:’LL+ (w0*7 k)) >
Go(q; i7" (W, k) + .. gt (0, k), oy (07, k), ot (07, K)) =
¢0(Q7 fill(w’ k) +...+ f};(wa kj)7,ﬁg+1(w7 k)a s 7722(107 k))

para cada u € U_Zp, cada k € Ny cada w € W?P. O

Corolario 5.37 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—superaditivos

en poder son g—superaditivos en poder.

Proposicién 5.38 (a) El sistema mayoritario puro medio es superaditivo en poder.
(b) Los sistemas de divisores subaditivos medios son superaditivos en poder.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.34 y 5.37. O

Si bien la suma de sistemas electorales g—superaditivos en poder no tiene porqué ser g—
superaditiva en poder, podemos estudiar los ejemplos conocidos a partir del hecho que la

superaditividad estricta implica la superaditividad en poder.

Proposicién 5.39 (a) El sistema mayoritario puro suma es superaditivo en poder.

(b) Los sistemas de divisores subaditivos suma son superaditivos en poder.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 5.33. [
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5.3 Monotonia en poder

Como en la monotonia, podemos considerar la misma idea sustituyendo la condicién correspon-

diente sobre los representantes por la analoga sobre los indices de poder de Shapley—Shubik.

Definicién 5.40 Diremos que un sistema electoral R es ¢—fuertemente monétono en poder

si, y solo si, para cada h,7 € N la condicién
ﬁ)h < ﬁ)z
implica
P (w, k) < pi*(w, k)

para cada u € U, cada k € Ny cada w € WP,

Y diremos que es fuertemente mondétono en poder si es g—fuertemente en poder para cada
q<10,1).

Definicién 5.41 Diremos que el sistema electoral R es ¢—débilmente monétono en poder

si, y solo si, para cada h,7 € N la condicién
wy < wy,...,w, < w!
implica

o (w, k) < pf*(w, k)

2

para cada u € Vp, cada k € Ny cada w € WP.
Y diremos que es débilmente mondétono en poder si es g—débilmente en poder cada ¢ €
[0,1).
En el caso de los sistemas electorales simples, es claro que las condiciones
Wy, < W; y wy < w},. .., wh < wh

se reducen a

wp, < W;

ambas y se habla, en tal caso, de ¢—monotonia en poder y de monotonia en poder,

respectivamente.
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Proposicién 5.42 (a) Si un sistema electoral R es g—fuertemente monétono en poder entonces,

para cada h,1 € N
On(gs ;.. 1) < @i(g; Wy, -, W)
implica
" (w, k) < pi™ (w, k)

para cada u € U, cada k € N y cada w € WP.
(b) Si un sistema electoral R es q¢—débilmente mondtono en poder entonces, para cada h,i € N

on(q; wi,. . wh) < dilg; wi, . W), (g Wk wh) < ¢i(g; Wt wk)
implica

o (w, k) < pf*(w, k)

2

para cada u € ﬁp, cada k € N y cada w € WP.

DEMOSTRACION. (a) Ya que si h,i € N son tales que

On(q; Wy, ..., Wn) < Pi(q; W1, ... Wy)

entonces
UA)h < ’LDZ
ya que es el contrarreciproco de una conocida propiedad del indice de poder de Shapley—Shubik.

Y en consecuencia, por ser R ¢—fuertemente mondétono en poder,
P (w, k) < pi(w, k)
para cada u € U, cada k € Ny cada w € WP.
(b) Puesto que si h,i € N son tales que
on(q; wi, ... wh) < ¢ilq; wi, ..., wy), ... on(q; W, ..., wP) < ¢ilq; wh, ... wP)

entonces

wy < w} .., wh < wh
por la misma razoén del apartado anterior. Y en consecuencia, por ser R g—débilmente en poder,
q.u qu
Ph (w’ k) S Pi (wv k)

para cada u € Fp, cada k € Ny cada w € WP. O
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Corolario 5.43 Si un sistema electoral simple R es g—mondtono entonces, para cada h,1 € N

¢h<Q7 Wi, - - - 7wn) < ¢Z(Q? Wy, ... 7wn)

implica
pr(w, k) < pi(w, k)

para cada k € N y cada w € W,,.
Proposicion 5.44 La g—monotonia fuerte en poder implica la g—monotonia débil en poder.
DEMOSTRACION. Puesto que si para cada h,7 € N
1 1 P p
wy, < W, ..., w, <w;

entonces

~ 1 1 ~
W; = ww; + ... Fupw! < uwy + ...+ upwy =Wy

y, por ser R g—fuertemente mondtono en poder,
p?z’u(w? k) S pim(wv k)
para cada u € Up, cada k € Ny cada w € WP. O
Proposicién 5.45 (a) La monotonia fuerte equivale a la monotonia fuerte en poder.
(b) La monotonia débil equivale a la monotonia débil en poder.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 4.14. O
Corolario 5.46 La monotonia equivale a la monotonia en poder.

Proposicién 5.47 (a) Los sistemas ordinales son mondtonos en poder.
(b) Los sistemas de cuotas son mondtonos en poder.

(c) Los sistemas de divisores son mondtonos en poder.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.237, 1.238, 1.239 y 5.46. O
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Proposicién 5.48 (a) La extension media de un sistema electoral q—fuertemente mondétono

en poder es g—fuertemente mondétona en poder.

(b) La extension media de un sistema electoral g—débilmente monétono en poder es q—débil-

mente monétona en poder.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que si
wy, < IDZ

entonces, por 1.72,

U+'I,Z)Z:wh<'lz)z:'ll+w:
y, por tanto, por ser R ¢—fuertemente mondtono en poder,
Pr(w, k) = pit(w*, k) < pPtt(w*, k) = prt(w, k)

para cada u € U_Zp, cada k € Ny cada w € W?P.

(b) Ya que si

wy < W,y wh < wf,...,w,(f*l)pﬂ < wngl)pﬂ,...,w,zf < w;?
entonces, para cada j € P
VA ' (z=1)p+j ' (z=Dp+i _ (,~#\i
(w");, = u; wi ...+ Ul,—1)pj W < uj wl 4+ ...+ Ul,_1)psj Wi = (w")!
y, por tanto, por ser R g—débilmente mondtono en poder,
o (w, k) = pp " (w", k) < pi " (@07, k) = pi(w, k)
para cada u € U_Zp, cada k € Ny cada w e W2P. O]

Corolario 5.49 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—mondétonos

en poder son q—fuertemente monétonos en poder.

Proposicién 5.50 (a) Los sistemas ordinales medios son fuertemente mondtonos en poder.
(b) Los sistemas de cuotas medios son fuertemente mondétonos en poder.

(¢) Los sistemas de divisores medios son fuertemente mondtonos en poder.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.47 y 5.49. O
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Proposicién 5.51 (a) Los sistemas ordinales suma son débilmente mondétonos en poder.

(b) Los sistemas de cuotas suma son débilmente mondtonos en poder.

(c) Los sistemas de divisores suma son débilmente mondtonos en poder.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.245 y 5.45.

Proposicién 5.52 (a) La g-monotonia fuerte en poder es hereditaria.

(b) La g—monotonia débil en poder es hereditaria.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que si h,i € N'y
Wy, < W;

entonces, por 1.168,
Wy, = Wy, < W; = W,

de donde, por ser R g—fuertemente en poder,

(05" (w, k) = pi" (w', k) < pif*(w', k) = ()7 (w, k)

para cada u € U, cada k € Ny cada w € WP,

(b) Ya que si h,i€ Ny

wy < w,,...,w, < w?

entonces

(W) = wy, < wj = (W)

(2

de donde, por ser R g—débilmente en poder,

(05" (w, k) = pi*(w, k) < pf*(w, k) = (p')

para cada u € U, cada k € Ny cada w € WP,

Corolario 5.53 La g—monotonia en poder es hereditaria.

i (w, k)

7



298 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

5.4 FEstabilidad en poder

De nuevo de forma analoga al caso de estabilidad, obtenemos el concepto de estabilidad en
poder al considerar la misma condicién pero referida a los indices de poder de Shapley—Shubik.
Y, en particular, obtenemos asimismo los conceptos de mayoria, proporcionalidad e igualdad

en poder.

Definicién 5.54 Diremos que un sistema electoral R es g—estable en poder si, y sélo si,
para cada ¢ € N existe

lim 2" (w, k)
k—o0

para cada u € U, y cada w € WP. Y, en tal caso, a dichos limites los denominaremos indices

de estabilidad en poder de : € N y los denotaremos

i (w).

Y diremos que es estable en poder si,y sdlo si, es g—estable en poder para cada g € [0, 1).

Observacién 5.55 Obsérvese que la estabilidad en poder equivale simplemente a la conver-

gencia de los vectores aleatorios discretos

pek WP — R".
Y, en tal caso, queda definida la aplicacion

prt Wk — R".
Proposicién 5.56 (a) Si R es un sistema electoral g—estable en poder, para cada i € N, cada
u € U, y cadaw € WP, siw; = (0,...,0) entonces

pit(w) = 0.

(b) Si R es un sistema electoral g—estable en poder, para cada i € N, cada u € Fp y cada

we WP siw; = (1,...,1) entonces

=q,u

Py (w) =1.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.56. O
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Proposicién 5.57 La estabilidad equivale a la estabilidad en poder casi por todo q € [0,1).

Y, en tal caso, los indices de estabilidad en poder para cada u € Fp, cadat € N, cadaw € WP
y casi por todo q € [0,1) son
pt(w) = dilg; ™ (w), ..., Th(w));

v los indices de estabilidad para cada u € ﬁp, cadai € N y cada w € WP son
1
i) = [ ().
0

DEMOSTRACION. Ya que, por 4.37 y 4.38 y ser R estable, para cada i € N

pr(w) = lm p*"(w, k) = kli)rrolo Oi(q; ri(w, k), ... ori(w, k) = ¢i(q; T (w), ..., 7 (w))

k—o0

para cada u € 71, y cada w € WP y también casi por todo ¢ € [0,1), ya que el conjunto
{wew?r: Z 7i(w) = q para algin S C N} es de probabilidad cero.

i€s
Y, reciprocamente, por 5.4 y ser R g—estable en poder casi por todo ¢ € [0, 1),

1
ri(w) = lim r(w, k) = lim oilq; ri(w, k), ... rp(w, k) dg =

! k—o00 - k—o0 0

1

1
/ m ¢;(q; ri(w,k),...,r(w,k))dg = / p(w, k)
0 k—o00 0

para cada ¢t € N, cadaueﬁpycadawewg. O

Observacién 5.58 Por tanto, si un sistema electoral es estable en poder la familia de aplica-

ciones
(fu)ueﬁp
determina casi seguro w € WP la familia de aplicaciones
(P™™) (g efo.0)xT -
Y, reciprocamente, si un sistema electoral es estable en poder la familia de aplicaciones
(0") tqayepo.n) <7

determina casi seguro w € WP la familia de reglas relativas

(fu)ueﬁp :
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Proposicion 5.59 Los sistemas ordinales asintéticos son estables en poder casi por todo

q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder son
ﬁg(w) = ¢’L (q7 Ehu cee 7Eh'n,) )

donde h; es el orden del voto w; entre los votos del vector w.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.270 y 5.57. O]

Proposicién 5.60 Los sistemas de cuotas son estables en poder casi por todo q € [0,1) y los

indices de estabilidad en poder son
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.272 y 5.57. [

Proposicion 5.61 Los sistemas de divisores t—asintéticos son estables en poder casi por todo

q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder son

1 1
/t /t
—q Wy Wn
wl/t+...+wn/t wl/t—l—...+wn/t
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.278 y 5.57. O]

Ejemplo 5.62 Consideremos de nuevo el sistema electoral simple de los divisores con
ga = &?

para n = 4 candidaturas correspondiente al ejemplo 1.280. Como vimos en dicho ejemplo, los

indices de estabilidad correspondientes a la tabla de valores

i=1 | i=2 | i=3 | i=4

04 | 03] 02 | 0.1

1
eran 0.325, 0.282, 0.230 y 0.163, respectivamente. Por tanto, dada la cuota g = 3 por ejemplo
—que no es la suma de ninguna combinacién de los indices de estabilidad—, los indices de

estabilidad en poder correspondientes a la tabla de valores anterior son

1 111
—; 0.325,0.282,0.2 1 =|=z,=, 2 .
q§(2,03 5,0.282,0.230,0 63) (3,3,3,0)



Sistemas de poder 301

Proposicion 5.63 La extension media de un sistema electoral g—estable en poder es g—estable

en poder y los indices de estabilidad en poder son

pi (w) = p" (")

DEMOSTRACION. Ya que, por 5.15 y ser R g—estable en poder,

b (w) = lim p"" (w, k) = lim p»+ (", k) = pI™* (&")
k—o0 k—o0

para cada u € U_zp, cada? € N y cada w € W?P. O]

Corolario 5.64 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—estables en

poder son g—estables en poder y los indices de estabilidad en poder son
=q,u — A
5 (w) = (i)

Proposiciéon 5.65 Los sistemas ordinales medios asintoticos son estables en poder casi por

todo q € [0,1) y los indices de estabilidad son

=4q,u

P; (w) = ¢z (CL éhp"'?éhn) .

donde h; es el orden del voto w; entre los votos del vector .

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.59 y 5.64. O]

Proposicién 5.66 Los sistemas de cuotas medios son estables en poder casi por todo q € [0, 1)

v los indices de estabilidad son

_Aq’u

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.60 y 5.64. O

Proposiciéon 5.67 Los sistemas de divisores medios t—asintéticos son estables en poder casi

por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad son

=q,u w Wn
Pi (w):¢z q; ! PRI 1/t ]'/t
1,211 + “ e —‘I_ wn ’LI)I + “ e + ,L/Dn

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.61 y 5.64. O]
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Proposicion 5.68 Los sistemas ordinales suma asintoticos respecto de uno simple estable son

estables en poder casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder son
p p
——qu ~ p ~ p
= (1 o0 3B, )
j=1 j=1

J

si w! es el hl~ésimo voto del vector w’ para cada j € P.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.290 y 5.57. O

Proposiciéon 5.69 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables

en poder casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder son

P (w) = ¢ (q; DR CORT A e (1) w%) :

J=1 Jj=1

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.291 y 5.57. O]

Proposicion 5.70 Los sistemas de divisores suma t—asintoticos respecto de uno simple estable

son estables en poder casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder son

. P W Ly P W 1/t
—Tqu - 1 — n
P w) =i (@ Y7 (u) - A J/{“”Zrzo‘(“)' P 1,
j=1 wi] T+t =1 wi] U+t
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.292 y 5.57. O

Proposicion 5.71 La q—estabilidad en poder es hereditaria y los indices de estabilidad en

poder son
7 (w) = ()
para cada i € N', cada u € pr cada w e WP,
DEMOSTRACION. Ya que, por 5.7 v ser R g—estable en poder, para cada i € N' C N,
P (w) = lim (p)#" (w, k) = lim pf"(w', k) = pf" (w')
k—o00 k—00

para cada u € U, y cada w € W7,. O
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5.4.1 Mayoria, proporcionalidad e igualdad en poder

Definicién 5.72 Diremos que un sistema electoral R es g—mayoritario en poder si, y sélo
si,
1, si w; >wy, paracada h # 1,

pi(w) = o ) ,
0, si w; <wy, paraalguin h # i,

) ~ =
para cada u € Uy, cada i € N y cadaw € WP
Y diremos que es mayoritario en poder si es g—mayoritario en poder para cada ¢ € [0,1).
Observacién 5.73 Es interesante observar que los valores del caso de mayoria en poder

definido anteriormente son los indices de poder del sistema mayoritario puro medio vistos en

5.18 que, como se observé en 5.19, no dependian de k.

Definicién 5.74 Diremos que un sistema electoral R es g—proporcional en poder si, y sélo
si,
pi " (w) = ¢i(g; Wr, ..., Wn)

para cada u € U, cada i € N y cada w € WP.

Y diremos que es proporcional en poder si es ¢g-proporcional en poder para cada ¢ € [0,1).

Definicién 5.75 Diremos que un sistema electoral R es g—igualitario en poder si, y solo si,

1
=q,u ———
P (w) -

para cada u € U, cada 7 € N y cada w € WP,

Y diremos que es igualitario en poder si es g-igualitario en poder para cada ¢ € [0,1).

Proposicion 5.76 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son estables en poder

casi seguro w € WP; y los proporcionales, estables en poder.

7/ . . . . /\ YT
DEMOSTRACION. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en WP — WP WP — Wy

y WP respectivamente, y los dos primeros son de medida nula. O
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Proposicién 5.77 (a) La mayoria equivale a la mayoria en poder casi por todo q € [0,1).
(b) La proporcionalidad equivale a la proporcionalidad en poder casi por todo q € [0,1).
(c¢) La igualdad equivale a la igualdad en poder casi por todo q € [0, 1).

DEMOSTRACION. (a) Para cada ¢q € [0, 1), por 5.57 y ser R mayoritario,

Fw) = il Fw), . T w) = 4

0, si wy,>w; para algin h # 1,

si Wy, < w; para cada h # 1,

— . ~ =
para cada u € U,, cadai € N y cadaw € W}.
Y, reciprocamente, por 5.4 y ser R g—mayoritario en poder casi por todo ¢ € [0, 1),

1 flldqzl, si wp < w; para cada h # 1,
— [ o rttw).riw) da = 4
0

fOIOdq:O, si wy, > w; para algin h # 1,
— . ~ =
para cada u € U,, cadai € N y cadaw € W}.

(b) Para cada ¢q € [0, 1), por 5.57 y ser R proporcional,
pi(w) = di(g; T (w), ..., T (w)) = ¢i(qs 1, ..., W)

para cada ¢ € N, cada u € Fp y cada w € WP.
Y, reciprocamente, por 5.4 y ser R g—proporcional en poder casi por todo ¢ € [0,1),
1

/ Gilq; T (w), ..., T (w)) dg = /O Gi(q; W1, - .-, )T (W) dg = b
para cada u € Up7 cada i € N y cada w € WP.
(c) Para cada ¢ € [0,1), por 5.57 y ser R igualitario,

P (w) = oula; THw), . Thw)) = -

para cada u € ﬁp, cada 1 € N y para cada w € WP,
Y, reciprocamente, por 5.4 y ser R g-igualitario en poder casi por todo ¢ € [0, 1),

/cbzq,n )se s To(w ))dQ—/Olidqzé

para cada u € Uy, cada i € N y cada w € W7, ]
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Proposiciéon 5.78 (a) Los sistemas ordinales asintéticos de mdxima dispersion y minima
dispersién son mayoritarios en poder e igualitarios en poder casi por todo q € [0, 1), respecti-

vamente.
(b) Los sistemas de cuotas son proporcionales en poder casi por todo q € [0,1).

(c) Los sistemas de divisores 0—asintéticos, 1-asintdticos y +oo—asintéticos son mayoritarios en

poder, proporcionales en poder e igualitarios en poder casi por todo q € [0, 1), respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 5.77. O

Corolario 5.79 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario en poder e

igualitario en poder casi por todo q € [0,1), respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es proporcional en poder casi por todo q € [0, 1).

(c¢) Los sistemas de divisores lineales —y, en particular, el de Hondt— son proporcionales en

poder casi por todo q € [0, 1).

Proposicién 5.80 (a) La extension media de un sistema electoral g—mayoritario en poder es

g—mayoritaria en poder.

(b) La extension media de un sistema electoral g—proporcional en poder es g—proporcional en

poder.

(c) La extension media de un sistema electoral g—igualitario en poder es g—igualitaria en poder.
DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.72 y 5.63 y ser R ¢-mayoritario en poder,

—qu e 1, si W =uy- W >ug- Wy =w, paracada h #1,
pi (w)=p;""(0*) = o . . ) i ,
0, sl w=us W <us- W) =w, para algin h # 1,

— . =
para cada u € U,), cada ¢ € N y cada w € W,P.
(b) Dado que, por 1.72 y 5.63 y ser R g—proporcional en poder,
=q,u

Pi (w) = ﬁgﬂu (’UA]*) = ¢Z(Q> wl) cee awn)

para cada u € U,,, cadai € N y cada w € W?>.
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(c) Puesto que, por 5.63 y ser R g-igualitario en poder,

=q,u —q,u Ak 1
7 ) = ) =+

para cada u € U,,, cada i € N y cada w € Wy;. ]
Corolario 5.81 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—mayori-
tarios en poder son g—mayoritarios en poder.

(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q—proporcionales en poder

son q—proporcionales en poder.

(c) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—igualitarios en poder son
q-igualitarios en poder.

Proposicién 5.82 (a) Los sistemas ordinales medios asintéticos de maxima dispersion y mini-
ma dispersion son mayoritarios en poder e igualitarios en poder casi por todo q € [0,1).

(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales en poder casi por todo q € [0,1).

(c) Los sistemas de divisores medios 0-asintdticos, 1-asintéticos y +oo—asintéticos son ma-
yoritarios en poder, proporcionales en poder e igualitarios en poder casi por todo q € [0,1),

respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.78 y 5.81. O
Corolario 5.83 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario en
poder e igualitario en poder casi por todo q € [0,1), respectivamente.

(b) El sistema de los mayores restos medio es proporcional en poder casi por todo q € [0,1).
(c) Los sistemas de divisores lineales medios —y, en particular, el de Hondt medio— son propor-
cionales en poder casi por todo q € [0,1).

Proposicién 5.84 (a) Los sistemas ordinales suma asintéticos de minima dispersion respecto

de uno simple estable son igualitarios en poder casi por todo q € [0, 1).

(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales en

poder casi por todo q € [0, 1).
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(c¢) Los sistemas de divisores suma l-asintdticos y +oo—asintéticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son proporcionales en poder e igualitarios en poder casi por

todo q € [0, 1), respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 1.312 y 5.77. O]

Corolario 5.85 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-

litario en poder casi por todo q € [0,1).

(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional

en poder casi por todo g € [0,1).

(c) Los sistemas de divisores lineales suma —y, en particular, el de Hondt suma— respecto de

uno simple proporcional son proporcionales en poder casi por todo q € [0, 1).

Proposicién 5.86 (a) La g-mayoria en poder es hereditaria.
(b) La q—proporcionalidad en poder es hereditaria.
DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.168, 5.71 y ser R g—mayoritario en poder,

_ >, = wy, para cada h # i
q,u _q, ) h h P )
P (w) = pit(w') = 0 g

, Slow; =w

< Wy, = Wy, para algun h # i,
- ] ~ N
para cada u € Uy, cada i € N' y cada w € WP,
b) Puesto que, por 1.168, 5.71 y ser R g—proporcional en poder,
y
P70 (w) = pfM (w') = dilgs @y, dy) = Gilgs D D)

para cada u € Up, cada i € N'y cada w € W7, O

Observacién 5.87 La g-igualdad no es hereditaria, ya que el hecho que

—q.u 1
Pyt (w) = o

no implica que
7w =
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5.5 Fxpectativas de poder

Cuando consideramos la misma idea de expectativa electoral, pero referida a los indices de

poder de Shapley—Shubik, obtenemos el concepto de expectativa de poder.

Definicién 5.88 Denominamos expectativa de poder del vector de votos x € [0, 1]P corres-

pondiente a la cuota ¢ € [0,1) y el vector de pesos u € U, a la aplicacién
e WP (r) x N— R
definida para cada w € WP_,(z) y cada k € N por

er(w, k) = i ((z/w), k).

Proposicién 5.89 Cualquier otra forma de definir
et

pero anadiendo el vector de votos x de cualquier otro modo, es igual casi seguro a la aplicacion

el" definida anteriormente.
DEMOSTRACION. Por el axioma de imparcialidad. O

Fijando el valor de k£ € N, obtenemos la aplicacion
bk WP (z) — R

dada por

e (w) = e (w, k)

que se obtiene a partir de €2 fijando el valor de k € N.

Proposicién 5.90 €2** es una variable aleatoria.

DEMOSTRACION. Puesto que p“* y ¢ son vectores aleatorios y €2%* = ¢, o p»*. O

Ejemplo 5.91 Si en el ejemplo 5.6 fijamos el peso z = 0.4, tenemos que

1 1
€2 ((0.3,0.2,0.1),4) = p,’?((0.4,0.3,0.2,0.1),4) = 1.
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Proposicién 5.92 Para cada ¢ € [0,1), cada u € U, cada x € [0,1]?, cada k € N y cada
we Wy (x)
0 <el(w,k)<1.

DEMOSTRACION. Por definicién. O

Proposicién 5.93 (a) Para cada q € [0,1), cada u € U, cada k € N y cada w € W?_,(z)
€o...0)(w, k) =0.

(b) Para cada q € [0,1), cadau € U, y cada k € N, si 0 es la matriz nula
e (0 k) =1.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.3. O
Proposicién 5.94 Para cada q € [0,1), cada u € Fp, cada i € N, cada k € N y casi seguro

we WP
pg7u(w> k) = Egﬁf(wwzw k) .

DEMOSTRACION. Ya que

Pt (w, k) = pT" ((wi, wi, - Wit Wi, - wy), k) = €5 (wy,)

para cada ¢ € [0,1), cada u € Vp, cada i € N, cada k € N y casi seguro w € WP. O

Observacién 5.95 Por tanto, las familias de reglas de poder

(Pq’u)(q,u)e[o,l)xUj

determinan las familias de expectativas de poder
(Eg’u)(q,u,x)e[o,nxij[o,l]p :
Y, reciprocamente, las familias de expectativas de poder

(€g’u)(q,u,z)e[o,1) x Uy, x[0,1]P

determinan las familias de reglas de poder

(Pq’u>(q,u)e[0,1) xU,

casi seguro w € WP.



Sistemas de poder 313

Proposicién 5.96 Para cada q € [0,1], cada u € Fp, cada x € [0,1]7, cada k € N y casi seguro
we Wy (x)

el (w, k) = ¢y (q; ex((wy,wa, ..., wa—1), k), .y ey (w1, .., wy—2), k:)) )

DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.21,

G%U(w7 k) - p({,u((x/w% k) - ¢1(q; Tlu((x/w)v k)v S ,TZ((I/U)), k))

u u

= ¢1 (q7 eg;((wl:wQa s 7wn71)7 k)) s ,€wn_1((l’,w1, s 7wn72)7 k))

para cada u € U, cada z € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W?_,(z). O

Proposicién 5.97 Para cada u € U, cada x € [0,1]P, cada k € N y casi seguro w € W*_, ()
1
et k) = [ etk dg.
0
DEMOSTRACION. Puesto que, por 5.4,

e2(w, k) = r((z/w), k) = / P (2 w), K) dg = / 1% (w, k) dg

para cada u € U, cada z € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W?_, (z). O]

Observacion 5.98 Por tanto, las familias de expectativas electorales relativas
(ez)m,x)erx[o,up
determinan las familias de expectativas de poder
(€2") (g u,0)el0,1) x Ty x[0,1]7
casi seguro w € W _, (z).
Y, reciprocamente, las familias de expectativas de poder
(€2") (qu)elo)x Ty,
determinan las familias de expectativas electorales relativas

(eg)(u,x)erx [0,1]P

casi seguro w € WP _, (z).
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Proposicién 5.99 Para cada q € [0,1), cada u € U, y cada z € [0, 1]?
(€)3" (w, k) = e (w', k)
para cadaw € WP (x) y cada k € N.
DEMOSTRACION. Dado que, por 2.86,
(€)F"(w, k) = ()T ((@/w), k) = pI"((@/w)’ k) = pI"((x/w), k) = " (w', k)

para cada g € [0,1), cada u € Uy, cada x € [0, 1]?, cada w € W*,_,(z) y cada k € N. H

Proposicién 5.100 En los sistemas ordinales, si x es el hg—ésimo voto de (z/w)

ex(w, k) = ¢ (q; Chokfk), # e Ch"T(k))

para cada q € [0,1), cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,_1(x).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.8. O

Corolario 5.101 (a) En el sistema mayoritario puro,

1, si  >w; paracada 1 =1,...,n—1,
el(w, k) =
0, si © <w; paraalgin i=1,...,n—1,

para cada q € [0,1), cada z € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,,_1(x).

(b) En el sistema igualitario puro, si B; =1 o B; = 0 segtin x,wy, ...,w,_; sean o no uno de

los k —n [£] votos mayores de (z/w)

Jon flon o

k: , k ey ’

el(w, k) =¢1 | ¢

para cada q € [0,1), cada z € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,,_(x).

Observacién 5.102 La expectativa de poder del sistema mayoritario puro no depende ni de

g ni de k.
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Proposicion 5.103 En los sistemas de cuotas con q € (ﬁ, ﬂ, si B; =1 o B; = 0 segiin
i — [i] - [%} e ““}g‘l — [%} sea uno de los mayores restos o no respectivamente
x w W
{—} + By {—1} + B { o 1} + By
4k dk 4k

e(w, k) =1 | ¢ 2 ; ? e p

para cada q € [0,1), cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,,_(x).
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.11. O

Corolario 5.104 En el sistema de los mayores restos, si B; = 1 o B; = 0 segiin kx — [kx], kw, —

[kw1], ..., kw, 1 — [kw,_1] sea uno de los mayores restos o no respectivamente

k] + By [kun] + B k1) + By

para cada q € [0,1), cada x € [0, 1], cada k € N y casi seguro w € W,,_(z).

Proposicién 5.105 En los sistemas de divisores con (gq)a>1 estrictamente creciente, existe
zo € (0,1) tal que

N 8 65 ) G G i i )

r , ’ s r

para cada q € [0,1), cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,,_(x).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.13. O

Corolario 5.106 En los sistemas de divisores lineales con g5 = d+s y s > —1, existe o € (0, 1)
i e O v

——s| |——s —s

Zo i Zo

para cada q € [0,1), cada x € [0,1], cada k € N y casi seguro w € W,_1(x).

tal que

€%<w7k) = ¢1 q;
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Proposicién 5.107 Para cada q € [0,1), cada u € U,, y cada x € [0,1]*
e (w, k) = e (@"), k)
para cada w € W* (z) y cada k € N.

DEMOSTRACION. Dado que por 2.38, para cada ¢ € [0, 1), cada u € U,, y cada = € [0, 1]*

*

& (w, k) = pi((x/w), k) = pi ((w/w) k) = pi (3 /%), k) = €4 (i), k)

para cada w € W, (z) y cada k € N. O

Corolario 5.108 Para cada q € [0,1), cada u € U, y cada z € [0, 1]?
et (w, k) = 6%* (w0, k)

para cada w € W _ (z) y cada k € N.

Proposicién 5.109 En los sistemas ordinales medios, si & es el hy—ésimo voto de (& /)

q,u _ . Cho(k) Ch1(k) Chn(k)
€l (w,k)—gbl(q, PR PR ey )

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € WP_, (z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.8. O

Corolario 5.110 (a) En el sistema mayoritario puro medio,

0 () 1, si £ >w; paracada 1=1,...,n—1,
e (w, k) =
0, si © <w; paraalgin i=1,...,n—1,

para cada q € [0,1), cada u € U, cada = € [0,1]7, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().

(b) En el sistema igualitario puro medio, si B; = 1 o B; = 0 segun I, 0y, ... ,W,_1 sean o no

uno de los k —n [£] votos mayores de (&/w)

(5] + By [E]+ B, (] + B
q,u _ . n n n
€r <U),l€)—(b1 <Q7 L 9 L PRI L

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W2_,(z).
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Observacién 5.111 La expectativa de poder del sistema mayoritario puro medio no depende

ni de ¢ ni de k.

1],51'31-:1031-:0

Proposicion 5.112 En los sistemas de cuotas medios con q € (#1, %

T ’UAA] W1 _ |:UA)n71
)

in & |&] W _
segun - [qk] . [ - e - } sea uno de los mayores restos o no

dk

’ , B e k

R Y AR el R
€ (w k) = ¢ | g = =

para cada q € [0,1), cada z € [0,1]?, cada u € U, cada k € N y casi seguro w € W2_,(z).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.11. O]
Corolario 5.113 En el sistema de los mayores restos medio, si B; = 1 o B; = 0 segiin
kz — [kz], kg — [kwn], ..., ki,_1 — [k,_1] sea uno de los mayores restos o no
kz] + By [kw B k,,_ B, _
(i) = on (g P BT e ey

para cada q € [0,1), cada x € [0,1]7, cada u € U,, cada k € N y casi seguro w € W?_,(x).

Proposicién 5.114 En los sistemas de divisores medios con (gq)q4>1 estrictamente creciente,
existe xo € (0, 1) tal que

o (@ )] ()

Q7 k Y

para cada q € [0,1), cada z € [0, 1], cada u € U, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.13. O

Corolario 5.115 En los sistemas de divisores lineales medios con g =d+ s y s > —1, existe
xg € (0,1) tal que

sty —on [ L ] ]

para cada q € [0,1), cada z € [0,1]?, cada u € U, cada k € N y casi seguro w € W?_,(z).
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Proposicién 5.116 En los sistemas ordinales suma, si z; es el ho—ésimo voto de (z;/w’) y w]

el h;—ésimo voto de (xj/w’) para cadaj € Py cadai=1,...,n—1

ic}i RY(u, k)) Z Rouk)) Z (Rj(u, k)

() (w, k) = ¢ | @5 2=

k ’ k Y k

para cada q € [0,1), cada u € U, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.24. O

Corolario 5.117 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si Hy es el conjunto de circuns-
cripciones donde z; es el mayor voto de (z;/w’) y H; el conjunto de circunscripciones donde

w! es el mayor voto de (x;/w’) para cada j € Py cadai=1,...,n—1
(€2 (w, k) =1 [ ¢ D k), Y k)., Y r)(uk)
J€Ho JEH) JEHn—1

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_, (z).

(b) En el sistema igualitario puro suma, si hy es el nimero de circunscripciones donde x; es

uno de los k —n [%} votos mayores de (x;/w?) y h; el mimero de circunscripciones donde w}

es uno de los k — n [£] votos mayores de (z;/w’) para cada j € Py cadai=1,...,n—1
, ho+p [E] hy+p [E ho1+p [E
(€+)g, (w;k):¢1 <q7 0 . [n]7 1 - [n}7leH

para cada q € [0, 1), cada u € U, cada = € [0,1]7, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().

Proposicion 5.118 En los sistemas de cuotas suma con qk € % % sihg,hi,...,h,_1 son el
. . . . T4 x5 J wzl—l wfz—l
numero de circunscripciones donde — , . —
TR (u,k) 9RO (u,k) qRO(u k) 9RO (u,k) 9RO (u,k) 9RO (u,k)

son uno de los mayores restos

p p .
5 wi
ho + Z; |:‘IR9(u,k):| hl + 2; |:qR?(u,k):| n 1+ Z |:qRo(u k):|
]: j:

; , A sy k:

(eI (w, k) = ¢1 | ¢;
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para cada q € [0,1), cada u € U, cada z € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_,(x).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.26. O
Corolario 5.119 En el sistema de los mayores restos suma, si hg, hy, ..., h,_1 son el niimero de
circunseripciones donde R (u, k)x; — [R9(u, k)x;], RO (u, k)w] —[RO(u, k)w]], ..., RY(u, k)w]_, —

(R} (u, k)w! ] son uno de los mayores restos
(€N)F" (w, k) =

ho+ Y [RS(u.k)aj] ha+ Y [RO(u, k)w]] 1 + Z[R;?(u, kw! ]

_ j=1 i=1
gbl q, ) P

k k

k

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € WP_,(z).

Proposicién 5.120 En los sistemas de divisores suma con (gq)q>1 estrictamente creciente,
existe 3 € (0,1) para cada j € P tal que
P 1 P i P )
— T — w — Wy, _
Sl Gl Xl G Xl )]

+\qu — . J=l Jj=1 7=1
(6 )a: (w,k) ¢1 q; L ) L PRI L

para cada q € [0,1), cada u € U, cada = € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W*_, ().

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.28. O

Corolario 5.121 En los sistemas de divisores lineales suma con g4 = d°* y s > —1, existe

z) € (0,1) para cada j € P tal que

Sl Sl 3l
(EJF)%U(U): k) = ¢ ; 2 ) 2 ) ) 2

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]?, cada k € N y casi seguro w € W?_, (z).
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5.6 FEstabilidad en poder parcial

Como en la estabilidad parcial, si se consideran los indices de poder de Shapley—Shubik se

obtienen la estabilidad, la mayoria, la proporcionalidad y la igualdad en poder parciales.

Definicién 5.122 Diremos que un sistema electoral R es g—parcialmente estable en poder
si, y solo si, existe

lim e2*(w, k)

k—o0

para cada u € U,, cada = € [0,1]? y cada w € W}?_,(z). Y, en tal caso, a dicho limite lo

denominaremos indice de estabilidad en poder parcial en x y lo denotaremos

Y diremos que es parcialmente estable en poder si,y solo si, es g—parcialmente estable en

poder para cada ¢ € [0,1).

Observacién 5.123 Obsérvese que la g—estabilidad en poder parcial equivale simplemente a

la convergencia de las variables aleatorias discretas

gk . 117P

et Wy (x) — R.
Y, en tal caso, tenemos definida la aplicacién

ert Wk (z) — R.

Proposicion 5.124 €2 es una variable aleatoria.

DEMOSTRACION. Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, ya que las varia-

bles aleatorias €2** estdn acotadas entre 0 y 1 por definicién. O]

Proposicién 5.125 (a) Si R es g—parcialmente estable en poder, para cada u € Fp y cada
weWwp

g((;(,)szo)(w) =0.

(b) Si R es g—parcialmente estable en poder, para cada u € U, si 0 es la matriz nula entonces

E((W 1)(0) =1.

geeay

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.93. OJ
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Proposicion 5.126 La g—estabilidad en poder implica la q—estabilidad en poder parcial y los

indices de estabilidad en poder parcial son

e (w) = P (z/w)

para cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada w € WP_,(z).

DEMOSTRACION. Ya que, por ser R g—estable en poder,

€ (w) = lim 2w, k) = I pf*((x/w), k) = i (x/w)

T
k—o0

para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada w € WP_,(z). O

Proposicion 5.127 La g—estabilidad en poder parcial implica la g—estabilidad en poder casi

seguro w € WP y los indices de estabilidad en poder son

pi " (w) = & (wy)

para cada u € Fp, cada i € N y casi seguro w € WP.

DEMOSTRACION. Puesto que, por 5.95 y ser R ¢—parcialmente estable en poder,

pit(x/w) = Hm pP*((x/w), k) = Hm €l (wyi, k) = €57 (wyi)
k——+o0 k—+o0
para cada ¢ € N, cada u € Fp y casi seguro w € WP. O]

Observacién 5.128 Por tanto, si un sistema electoral es estable en poder la familia de apli-

caciones
(ﬁq’u)(q,u)e[og)xUﬁ,
determina la familia
(Egc’u)(q,u,x)e[o,nxij[o,l]p :
Y, reciprocamente, si un sistema electoral es parcialmente estable en poder la familia de apli-
caciones
(E?g’u)(q,u,z)e[og)xﬁpx[o,l]p

determina casi seguro w € WP la familia de aplicaciones

(P"") (g0, <, -
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Proposicion 5.129 La estabilidad parcial implica la estabilidad en poder parcial casi por
todo q € [0,1) y casi seguro w € WP, (x) y los indices de estabilidad en poder parcial son

E:%u(w) = gbl (q7 ég(wla wa, . .. 7wn—1)7 s 76171,1 (l’, Wy, ... awn—Z))
para cada u € U, cada x € [0, 1], casi seguro w € W _,(z) y casi por todo q € [0,1).

DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.21 y 5.98 y ser R parcialmente estable,

() = Hm e —
&"(w) = lm e"(w,k)
kgr—‘?oo ¢1 (Qa 6;((1111,?112, s awn—l)a k)v s 7€Zn_1((x>w17 s >wn—2)7 k))
= ¢1 (QJ éz<w17w27 s 7wn71)7 s 7é1uun_1(x7 Wi, - - 7wn72))
para cada u € U, cada = € [0, 1]?, casi seguro w € W?_,(z) y casi por todo ¢ € [0,1). O

Proposicion 5.130 La estabilidad en poder parcial implica la estabilidad parcial casi seguro

w € WP (x) y casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial son
r(w) = [ @)
0
para cada u € U, cada = € [0, 1], casi por todo q € [0, 1) y casi seguro w € W’ (x).
DEMOSTRACION. Puesto que, por 5.97 y ser R parcialmente estable en poder,

1 1 1
ey(w) = lim ey(w) = lim i el (w) :/0 lim €2 (w) :/0 el (w)

k—+o0 k—4o00 k—4o00

para cada u € U, cada = € [0, 1]?, casi por todo q € [0,1) y casi seguro w € W?_,(z). O

Observacion 5.131 Por tanto, si un sistema es parcialmente estable la familia de aplicaciones

(ég)(u,z)éﬁpx[o,l]?
determina casi por todo g € [0,1) y casi seguro w € WP _,(x) la familia de aplicaciones

(ggg’u)(q,u,x)e[o,nxﬁpx[o,l]p :

Y, reciprocamente, si es parcialmente estable en poder entonces la familia de aplicaciones

(é(a];u)(q,u,x)e[o,l) xUp x[0,1]7

determina casi por todo g € [0,1) y casi seguro w € WP _,(x) la familia de aplicaciones

(éz)(u,x)éﬁpx [Ovl]p ’
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Proposicion 5.132 Los sistemas ordinales asintéticos son parcialmente estables en poder casi

por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial son
%(w) = ¢1 (Q7 Ehu <o 7Ehn> )
donde hy es el orden del voto x entre los votos de (x/w).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.59 y 5.126. O]

Proposicion 5.133 Los sistemas de cuotas son parcialmente estables en poder casi por todo

q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial son
e(w) = ¢1(q; o1,..., 7).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.60 y 5.126. O

Proposicion 5.134 Los sistemas de divisores t—asintoticos son parcialmente estables en poder

casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial son

1 Ly Ui
1t w w
=4 — . x 1 n—1
EI('LU)—¢1 q; 1 1, 1 1, "> 1 1 .
zl/t+w1 /t+...+wn£tl 21/t+w1 /tJrA..ernitl wl/terl /t+...+wn£t1
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.61 y 5.126. [

Ejemplo 5.135 Consideremos el ejemplo 5.62. Entonces, para el voto x = 0.4 y la tabla de

votos

i=1 | i=2 | i=3

03 1] 02 | 0.1

entonces, teniendo en cuenta el ejemplo 1.280, tenemos que el indice de estabilidad en poder

parcial correspondiente al valor 0.1 es

_ 1
p0_4(0.3, 027 01) = g .
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Proposicion 5.136 La extension media de un sistema electoral q—parcialmente estable en
poder es q—parcialmente estable en poder y los indices de estabilidad en poder parcial son
U —U+

& (w) = & (i)
para cada u € U,, y cada w € W/? ().
DEMOSTRACION. Puesto que, por 2.44 y ser R parcialmente estable,
é'(w) = lm e¥(w, k) = lim e, (0, k) = e (%)
k—o00 k—o00

para cada u € U,,, cada x € [0, 1] y cada w € W7, (). O

Corolario 5.137 Los sistemas electorales medios de sistemas simples q—parcialmente estables

en poder son q—parcialmente estables en poder y los indices de estabilidad en poder parcial son

para cada u € Uy, cada x € [0,1]P y cada w € W?_,(z).

Proposiciéon 5.138 Los sistemas ordinales medios asintéticos son parcialmente estables en
poder casi por todo q € [0,1) y, si hg es el orden del voto & entre los votos de (& /), los indices

de estabilidad en poder parcial son
€1 (w) = G145 Cnos Chys - -+ Chy)

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.132 y 5.137. O

Proposicion 5.139 Los sistemas de cuotas medios son parcialmente estables en poder casi

por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial son
gaqc’u(w) - ¢1 <Q7 'fu wl) o 711)71—1) .

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.133 y 5.137. O

Proposicion 5.140 Los sistemas de divisores medios t—-asintéticos son parcialmente estables
en poder casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial son

_ 1 Ly - 1/t
p &/t w,, "
& (w) = ¢n <q; — = e S

1, 1 1 ) 1
$ Vb g, & g, o & i, Mg,

n—1

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.134 y 5.137. O
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Proposicion 5.141 Los sistemas ordinales suma asintoticos respecto de uno estable son par-
cialmente estables en poder casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial
son ) ) )
()2 w) = o <q; SR e, SR, W) c;;%) ,
j=1 j=1 j=1

si 2; es el hl—ésimo voto de (x;/w’) para cada j € P.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.68 y 5.126. O

Proposicion 5.142 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno estable son parcialmente

estables en poder casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder parcial son
p p ‘ p A
()2 (w) = 61 (q; D_rj) Y el Y ) wé_l) -
j=1 j=1 J=1

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.69 y 5.126. O

Proposicion 5.143 Los sistemas de divisores suma t—asintéticos respecto de uno estable son
parcialmente estables en poder casi por todo q € [0,1) y los indices de estabilidad en poder

parcial son

P 1/t
()2 (w) = ¢n (q; > ) (u) - - ,

1 1 1
= LY T L
p 1 P 1
i/t J 7t
—0 ’LU‘{ =0 Wy, _1
i) e, ot v 1/t""’zrj(u)' Le, sl I )
j=1 a M rw] T tw] j=1 R R T
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.70 y 5.126. O

Proposicion 5.144 La g—estabilidad en poder parcial es hereditaria y los indices de estabilidad

en poder parcial son

(€)3"(w) = &)

para cada u € Uy, cada x € [0,1]P y cada w € W?,_,(z).
DEMOSTRACION. Ya que, por 2.89 y ser R g—parcialmente estable en poder,
(€)F"(w) = lim (€)F"(w, k) = lim ef*(w', k) = & (w')
k—o0 k—o0

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € W?,_,(z). O
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5.6.1 Mayoria, proporcionalidad e igualdad en poder parciales

Definicién 5.145 Diremos que un sistema electoral R es ¢—parcialmente mayoritario en

— —~
poder si, y sélo si, para cada u € U, cada = € [0,1]? y cada w € W}_,(x)

1, si z>w; paracada 1 =1,...,n—1,

0, siZ<w; paraalgin i=1,....,.n—1.

Y diremos que es parcialmente mayoritario en poder si, y sélo si, es g—parcialmente

mayoritario en poder para cada ¢ € [0,1).

Observacién 5.146 Es interesante observar que el valor del caso de mayoria en poder parcial
definido anteriormente es la expectativa de poder del sistema mayoritario puro medio vista en

5.110 que, como se observo en 5.111, no dependia de k.

Definicién 5.147 Diremos que un sistema electoral R es ¢—parcialmente proporcional en

poder si, y sélo si, para cada u € U, cada z € [0,1]” y cada w € WP _,(x)
E‘j;“(w) = ¢1<q7 Z%, UAJl, . ,’LZJn_l) .

Y diremos que es parcialmente proporcional en poder si, y sélo si, es g—parcialmente

proporcional en poder para cada ¢ € [0, 1).

Definicién 5.148 Diremos que un sistema electoral R es g—parcialmente igualitario en

poder si, y sélo si, para cada u € U, cada z € [0,1]” y cada w € WP _,(x)

Y diremos que es parcialmente igualitario en poder si, y sélo si, es g—parcialmente iguali-

tario en poder para cada ¢ € [0,1).

Proposicion 5.149 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son parcialmente es-

tables en poder casi seguro w € WP, (x); y los proporcionales, parcialmente estables en poder.

DEMOSTRACION. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en W _(z) — WP_,(z),

WP (x) — WP_,(xz) y WP_,(z) respectivamente, y los dos primeros son de medida nula. [
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Proposicién 5.150 (a) La g-mayoria en poder implica la g-mayoria en poder parcial.
(b) La g—proporcionalidad en poder implica la ¢—proporcionalidad en poder parcial.

(¢) La g—igualdad en poder implica la q—igualdad en poder parcial.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 5.126 y ser R ¢—mayoritario en poder,

1 Y
8 (w) = i (r/w) =

x
0, siz<w; paraalgin i=1,...,n—1,

si £ >w; paracada i=1,...,n—1,

— ——
para cada u € U, cada x € [0, 1]’ y cada w € W}_,(z).

(b) Puesto que, por 5.126 y ser R g—proporcional en poder,

~

" (w) = P (x/w) = ¢u(q; T, by, - .., Wy1)
para cada u € U, cada = € [0,1]P y cada w € W} ().

(c¢) Dado que, por 5.126 y ser R g-igualitario en poder,

w 1
1 (w) = (o fw) =

para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada w € W}_,(z). O

Proposicién 5.151 (a) La g—mayoria en poder parcial implica la g—mayoria en poder casi por
todo q € [0,1).

(b) La q—proporcionalidad en poder parcial implica la g—proporcionalidad en poder casi por
todo q € [0,1).

(¢) La g—igualdad en poder parcial implica la q—igualdad en poder casi por todo q € [0, 1).
DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 5.127 y 5.95 y ser R ¢-parcialmente mayoritario en poder,

1, si w; > w, paracada h #1i
_;],u<w) — Eq,U(wwi) — ) 7 7& )
0, si w; <w, para algin h # 1,

P
Wi

n-1(2):

para cada ¢ € N, cada u € ﬁp, cada z € [0,1]P y cada w €
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(b) Puesto que, por 5.127 y 5.95 y ser R g—parcialmente proporcional en poder,

ﬁg’u(w) = 641]1;?(21]1111) = ¢(Q7 wla s 7wn)
para cada i € N, cada u € U, cada z € [0,1]? y cada w € WP.

(c) Dado que, por 5.127 y 5.95 y ser R (q, x)-parcialmente igualitario en poder
1

P () = 8 wy) = -

para cada ¢ € N, cada u € ﬁp, cada z € [0,1]? y cada w € W, O

Proposicién 5.152 (a) La mayoria parcial implica la mayoria en poder parcial casi seguro

w € WP (x) y casi por todo q € [0, 1).

(b) La proporcionalidad parcial implica la proporcionalidad en poder parcial casi seguro w €
WP . (x) y casi por todo ¢q € [0,1).

(¢) La igualdad parcial implica la igualdad en poder parcial casi seguro w € WE_ (x) y casi
por todo q € [0,1).

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 5.129 y ser R parcialmente mayoritario,

—q,u _ T SU —
€y (U)) - ¢1 (Q7 ex(w17w27' e 7wn—1)7 s )ewn,1<x)w17 s an—Q)) -
1, siz>w; paracada i=1,...,n—1,

0, si z<w; paraalgin 1=1,...,n—1,

— . ) ——
para cada u € U, cada z € [0, 1], casi por todo ¢ € [0,1) y casi seguro w € W?_, ().

(b) Dado que, por 5.129 y ser R parcialmente proporcional,

u ~

E?cm(w) = (bl (Q7 éZ(wtha cee 7wn71)7 ) éwn_l(xu Wiy .- 7wn72)) = ¢1(Q7 52.711317 cee anfl)
para cada u € U, cada z € [0, 1]?, casi por todo g € [0,1) y casi seguro w € W?_, (z).

(c) Puesto que, por 5.129 y ser R parcialmente igualitario,

_ _ 1
¥7u<w) = ¢1 (Qa ez(wthv s 7wn—1)7 s 76171,1 (ZE, Wy, - - - 7wn—2)) = E

para cada u € U, cada z € [0, 1]?, casi por todo ¢ € [0,1) y casi seguro w € WP, (z). O
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Proposicién 5.153 (a) La mayoria en poder parcial implica la mayoria parcial casi seguro
w € WP | (x) y casi por todo q € [0, 1).

(b) La proporcionalidad en poder parcial implica la proporcionalidad parcial casi seguro w €

WP (z) y casi por todo q € [0,1).

c¢) La igualdad en poder parcial implica la igualdad parcial casi seguro w € W?_. (x) y casi
g g g n—1 y

por todo q € [0,1).
DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 5.130 y ser R parcialmente mayoritario en poder,

1 "1dg=1, si &> paracada i=1,...,n—1
B e e
0

1 N L
fOOdq:O, si £ <w; paraalgin t=1,...,n—1,

— —
para cada u € U,, cada x € [0, 1]?, casi seguro w € W}_,(z) y casi por todo ¢ € [0, 1).

(b) Dado que, por 5.130 y ser R parcialmente proporcional en poder,
1 1
cw) = [ aw) = [ onlas b, i) do =
0 0
para cada u € U, cada = € [0, 1]?, casi seguro w € W?_,(z) y casi por todo g € [0,1).
(c) Puesto que, por 5.130 y ser R parcialmente igualitario en poder,

1 11 1
) = [ ertw) = [ Ldg=

para cada u € U, cada z € [0, 1]?, casi seguro w € W*_,(x) y casi por todo ¢ € [0, 1). ]

Proposicién 5.154 (a) Los sistemas ordinales asintdticos de méxima dispersion y minima
dispersion son parcialmente mayoritarios y parcialmente igualitarios en poder casi por todo

q € [0, 1), respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son parcialmente proporcionales en poder casi por todo q € [0, 1).

(¢) Los sistemas de divisores O—asintéticos, 1—asintdticos y +oo—asintéticos son parcialmente
mayoritarios en poder, parcialmente proporcionales en poder y parcialmente igualitarios en

poder casi por todo q € |0, 1), respectivamente.
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DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.78 y 5.150. O

Corolario 5.155 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son parcialmente mayoritario

en poder y parcialmente igualitario en poder casi por todo q € [0,1), respectivamente.

(b) El sistema de los mayores restos es parcialmente proporcional en poder casi por todo
q€[0,1).

(c) Los sistemas de divisores lineales —y, en particular, el de Hondt— son parcialmente propor-

cionales en poder casi por todo q € [0,1).

Proposicién 5.156 (a) La extension media de un sistema electoral g—parcialmente mayoritario

en poder es g—parcialmente mayoritaria en poder.

(b) La extension media de un sistema electoral q—parcialmente proporcional en poder es q—

parcialmente proporcional en poder.

(c) La extension media de un sistema electoral q—parcialmente igualitario en poder es q—

parcialmente igualitaria en poder.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.72 y 5.63 y ser R ¢-mayoritario en poder,

-W; =w; paracada i =1,...,n—1,

=

1, siz=uy-2*>u
=q,u QU oAk ’ + +
€ (w)_px* (’UJ)— N . R , .

<uy-w; =w; paraalgin i =1,...,n—1,

=

0, siT=wuy-
77T Z,
para cada u € U,,, cada = € [0,1]** y cada w € W7, (x).
(b) Dado que, por 1.72 y 5.63 y ser R g—proporcional en poder,
TAMU N g (k) . St . e N P
€, (w) =€ (W") = o1(q; ug - T ug - DY, uy W) = d1(q; Ty Wy, ..., W)
para cada u € U,,, cada z € [0, 1] y cada w € W/, ().
(c) Puesto que, por 5.63 y ser R g-igualitario en poder,
B (w) = & (@) = =
n

para cada u € U,,, cada x € [0,1]*P y cada w € W* | (x). O
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Corolario 5.157 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—parcial-

mente mayoritarios en poder son q—parcialmente mayoritarios en poder.

(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—parcialmente proporcio-

nales en poder son q—parcialmente proporcionales en poder.

(c) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q—parcialmente igualitarios

en poder son q—parcialmente igualitarios en poder.

Proposicién 5.158 (a) Los sistemas ordinales medios asintéticos de maxima dispersion y
minima dispersion son parcialmente mayoritarios en poder y parcialmente igualitarios en poder

casi por todo q € [0, 1), respectivamente .

(b)Los sistemas de cuotas medios son q—parcialmente proporcionales en poder casi por todo
q<10,1).

(c) Los sistemas de divisores medios 0-asintéticos, 1-asintéticos y +oo—asintéticos son q—
parcialmente mayoritarios en poder, g—parcialmente proporcionales en poder y q—parcialmente

igualitarios en poder casi por todo q € [0,1), respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.154 y 5.157. O]

Corolario 5.159 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son parcialmente
mayoritario en poder y parcialmente igualitario en poder casi por todo q € [0, 1), respectiva-

mente.

(b) El sistema de los mayores restos medio es parcialmente proporcional en poder casi por todo
q€0,1).

(c) Los sistemas de divisores lineales medios —y, en particular, el de Hondt medio— son parcial-

mente proporcionales en poder casi por todo q € [0, 1).

Proposicién 5.160 (a) Los sistemas ordinales suma asintéticos de minima dispersion respecto

de uno simple estable son parcialmente igualitarios en poder casi por todo q € [0, 1).

(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son parcialmente pro-

porcionales en poder casi por todo q € [0, 1).
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(c¢) Los sistemas de divisores suma l-asintdticos y +oo—asintéticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son parcialmente proporcionales en poder y parcialmente

igualitarios en poder casi por todo q € [0,1), respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.84 y 5.150. O]

Corolario 5.161 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es par-

cialmente igualitario en poder casi por todo q € [0, 1).

(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es parcialmente

proporcional en poder casi por todo q € [0, 1).

(c) Los sistemas de divisores lineales suma —y, en particular, el de Hondt suma— respecto de

uno simple proporcional son parcialmente proporcionales en poder casi por todo q € [0, 1).

Proposicién 5.162 (a) La g-mayoria en poder parcial es hereditaria.

(b) La g—proporcionalidad en poder parcial es hereditaria.

DEMOSTRACION. (a) Ya que, por 1.168, 5.144 y ser R g-parcialmente mayoritario en poder,

1, siz>w;=w; paracada i=1,...,n —1,
—\q,u _ =q,u AN
(€)3"(w) = e (w') = . o /
0, si Z<w;=w; paraalgin :1=1,...,n" —1

— —~ =
para cada u € U, cada x € [0,1]? y cada w € W?, | (x).
(b) Dado que, por 1.168, 5.144 y ser R g—parcialmente proporcional en poder,
(€/>g,u(w) = E(a]:,u(w/) = ¢1(q ; j"7&)\/17 SR a&}\/n’—l) = Cbl(q ; ja UAjla ce 7wn’—1)

para cada u € U, cada x € [0,1]P y cada w € W?, (). O

Observacién 5.163 La g-igualdad en poder parcial no es hereditaria, ya que el hecho que

1
=q,u w [
() =
no implica que
u 1
(€)F"(w) = —.
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5.7 FExpectativa de poder media

Si, como en el caso de la expectativa de poder media, consideramos la esperanza matematica

de las expectativas de poder obtenemos el concepto de expectativa de poder media.

Definicién 5.164 Denominamos expectativa de poder media del vector de votos x € [0, 1]?

cuando se eligen k € N representantes correspondiente a la cuota ¢ € [0,1) y el vector de pesos

u € U, a la esperanza matemédtica de la variable aleatoria discreta eZ%*
n!
; sk S ak S
k) = ple ) = - =P (@ = 5
5=0
Tenemos, asi, una familia
() et vy
de funciones
e [0,1P x N — R.
Y podemos considerar, asimismo, las funciones
etk 0,1 — R
obtenidas fijando el valor de k € N.
Proposicién 5.165 Para cada u € U, cada z € [0,1]P y cada k € N
0<eM™(x,k)<k.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y 5.92. O

Proposicién 5.166 (a) Para cada u € U, y cada k € N

e ((0,...,0),k) =0 y e ((1,...,1),k) =k.

(b) Para cadau € U, y cada = # (1,...,1)

€?(z,0) =0.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y 5.93. [
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Proposicion 5.167 Las expectativas de poder medias de los sistemas ordinales son

€Uz, k) = i% P, (qh (q; C’”k(k), Chlék),...,chn]sk)) = %)

s=0

para cada q € [0,1), cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.100. O

Proposicién 5.168 (a) La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro es

V({weW,4(x):x>w;, paracada i=1,...,n—1})

vn—1
(n—2)!

ez, k) =

(1 —x)n2
para cada q € [0,1), cada x € [0,1] y cada k € N.

(b) La expectativa de poder media del sistema igualitario puro es

s 5]+ Bo ¢ [E] + B El + B,
€q<ka>=25-7>m<¢l<q Ll Bo e Lol By L]t B ):%>

s=0

para cada q € [0,1), cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por 5.167, es
V(we Wii(z) : pi((z/w), k) =1)

vn—1 oo '
(n—2)! (1—-2)

el(x, k) =

Pero, como el vector
(r((z/w), k), ..., ra((z/w), k)

consta de un uno y n — 1 ceros en el sistema mayoritario puro, se deduce que

pil(z/w) k) =1
si, y solo si,
r((z/w), k) =1,

que equivale a que

x> w;

paracadat=1,...,n — 1. O
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Observaciéon 5.169 La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro no depende

ni de ¢ ni de k.

Proposicion 5.170 Las expectativas de poder medias de los sistemas de cuotas con q. €

(717 3] son

n! z |4 BO [ﬂ] + B1 [M} + Bn—l
q . i . |:Qki| qk qk . i
€<I,k>— n' Px ¢1 q; ]{7 ) ]{Z ) ]C —TL'

s=0

para cada q € [0,1), cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.103. O

Corolario 5.171 La expectativa de poder media del sistema de los mayores restos es

ez, k) = Z % P, (¢1 (q; [kx]]:— BO’ [/fwﬂk-l- By L [kwnl]k—l— Bnl) B )

s=0

n!

para cada q € [0,1), cada x € [0,1] y cada k € N.

Proposicién 5.172 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores con (gq)a>1

estrictamente creciente, son

ot (o[ L] )

s=0

para cada q € [0,1), cada x € [0,1] y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.105. O

Corolario 5.173 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores lineales con
ga=d+sys>—1, son
n z w_ Wno1
o et O o A W

S

s=0

para cada q € [0,1), cada x € [0,1] y cada k € N.
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Proposicion 5.174 Si € y € son las expectativas de poder medias de un sistema electoral R y

de su extension media R entonces
eV (x, k) = e+ (27, k)

para cada q € [0,1), cada u € U,,, cada x € [0,1]* y cada k € N.

DEMOSTRACION. Puesto que

n! n!
~q,u S > ~ S S Utk S S (%
ez, k) = Z = P <E$,k = E> =2 2 (qu* +k m) = € (5, k)
“— nl ! “— nl !
para cada g € [0,1), cada u € U,,, cada = € [0,1]* y cada k € N. O

Corolario 5.175 Si € y € son las expectativas de poder medias de un sistema electoral simple

R y su sistema electoral medio R entonces
P (x, k) = €l(z, k)

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada k € N.

Proposicion 5.176 Las expectativas de poder medias de los sistemas ordinales medios son

@%Lk)ZE:%~P£GﬁC%%i>’%¢)“'”%i))::%)

s=0

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada = € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.167 y 5.175. O]

Proposicién 5.177 (a) La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro medio es
V({weW,1(2):&>w; paracada i=1,...,n—1})

vn—1
(n—2)!

para cada q € [0,1), cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.

e (x, k) =

(1—a)n2

(b) La expectativa de poder media del sistema igualitario puro medio es

“ (5] +Bo ¢ [E]+B k1 4+ B,
gq,u(xjk)_Z%'Pg%(qbl(q’ [n}—i_ 07Qa [n}‘i‘ 17”"%>_i>

k k n!
s=0

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada = € [0,1]” y cada k € N.
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Observacién 5.178 La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro medio no

depende ni de ¢ ni de k.

Proposicion 5.179 Las expectativas de poder medias de los sistemas de cuotas medios con

qr € (k—}rl, 2], son

n! z @1l L B boi| L B
e 7k = _Pi‘ ; 3 PN = -
€, k) Sz;n! 1|4 k k k n!

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.170 y 5.175. O

Corolario 5.180 La expectativa de poder media del sistema de los mayores restos medio es

n!
- s ki) + By [kin] + B [ktb_1] + Ba_ s
Eq7 ("'C?k>_zoﬁ'7)§:‘ (¢1 <q7 k 07 1k 1,..., lk. 1 :E

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada = € [0,1]” y cada k € N.

Proposicion 5.181 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores medios con
(ga)a>1 estrictamente creciente, son

I A AI0) RO S CD

TL' q; ) PRI =

“— n! k

para cada q € [0,1), cada u € U, cada = € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.172 y 5.175. O

Corolario 5.182 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores lineales medios

congg=d+sys>—1, son

ﬁ’"(fﬁ@—i%”’z o1 | g [%_S} [%_S] —[w;()l_s] _ 5

s=0

para cada q € [0,1), cada u € U, cada x € [0,1]” y cada k € N.
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Proposiciéon 5.183 Las expectativas de poder medias de los sistemas ordinales suma son

n!

- s
et (x, k) = ZE

s=0
p p p ]
> (B k) Do (R k) D od, (Ru.k) 8
=1 j=1 j=1 _ S
Pu,x ¢1 q; L ’ k rrtto k n!
para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada k € N.
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.116. O

Corolario 5.184 (a) La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro suma es

n!

e (x, k) = Z% “Puz |01 | ¢ Z r?(u, k), Z r?(u, k),..., Z r;-)(u, k)| = il

! n!
s=0 jEHy jEH JEH/ 1

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada x € [0,1]” y cada k € N.

(b) La expectativa de poder media del sistema igualitario puro suma es

& ho+p [E] hi+p [k By +p [£
€q’“(a:',k):z%,pu’z<¢l<q; 0 ]f[n}’ 1 ]f[n}” 1kp[n}>:i>

n!
s=0

para cada q € [0,1), cada u € U, cada = € [0,1]” y cada k € N.

Proposicion 5.185 Las expectativas de poder medias de los sistemas de cuotas suma con

I € (k+1’ k] son
n!

AU S
e ([L‘, k) = Z E
s=0
p p j
Ty w1
ho + 2 |:ng(%1€):| hl + z; |:qR?(u,k:):| n 1t Z {qRo(u k):|

. j= Jj= _ 5
'PU,IE ¢1 q; ]{5 ) ]{f [ k - n'

para cada q € [0,1), cada u € U, cada = € [0,1]” y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.118. O
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Corolario 5.186 La expectativa de poder media del sistema de los mayores restos suma es

n!

o s
ez, k) = ZH

s=0

ho+ > [R(u, k) x;] i+ Z[R;?(u, k) wl] oy + Z[Rg<u, k)w! ]

=1

'Pu,m ¢1 q; L 9 L st L

s
),
para cada q € [0,1), cada u € U,, cada z € [0,1]” y cada k € N.

Proposicion 5.187 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores suma con

(ga)a>1 estrictamente creciente, son

s=0
p p ; p j
@I X )]
j=1 ¢ j=1 ¢ j=1 ¢ S

'Pu,l’ ¢1 q; ) PRI = —

para cada q € [0,1), cada u € U,, cada = € [0,1]P y cada k € N.

Corolario 5.188 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores lineales suma

congg=d+sys>—1, son

IEPEREp

! S =1 o =1 o =1 o S
~ . J: j: j: o
Eq,u(l,’ k) = _| : Pu,w ¢1 q; k ) k 5 ) k E

s=0

para cada q € [0,1), cada u € U, cada x € [0,1]P y cada k € N.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.120. O
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5.8 Estabilidad en poder y media

Como en el caso de la estabilidad en media, si se considera la misma idea pero con los indices
de poder de Shapley—Shubik, se obtienen los conceptos de estabilidad en poder y media y, en

particular, los de mayoria, proporcionalidad e igualdad en poder y media.

Definicién 5.189 Diremos que el sistema electoral R es g—estable en poder y media si, y

sélo si, existe
lim e®(x, k)
k—o00
para cada u € U, y cada x € [0, 1]7.
Y, en tal caso, a dicho limite lo denominaremos indice de estabilidad en poder y media

y lo denotaremos

Y diremos que es parcialmente estable en poder y media si,y sélo si, es g—parcialmente

estable en poder y media para cada ¢ € [0,1).

En particular, si R es g—estable en poder y media queda definida la aplicacién
ert 0,1 — R.
Proposicion 5.190 Si R es g—estable en poder y media entonces

0<&(z)<1.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de la definicién anterior y de 5.165. O]

Proposicion 5.191 Si R es un sistema electoral g—estable en poder y media entonces

para cada u € U,.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.166. O
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Proposicion 5.192 La q—estabilidad en poder parcial implica la g—estabilidad en poder y

media y el indice de estabilidad en poder y media para cada u € Fp y cada z € [0,1]" es

n!

(@) = ples) = D0 S Pas (0= )
s=0 ’

DEMOSTRACION. Ya que, por ser R parcialmente estable en poder,

n!

—q,u I 7 q,u I 2 q,ukN __ s qu,k\ __ —q,u\ __ i . —q,u __ i
() = lim e (a, k) = lm p(ed) = o (lim et = pu(er) = Z_; = Pua (= =)

para cada u € U, y cada = € [0, 1]P. O
Proposicion 5.193 La g—estabilidad en poder implica la q—estabilidad en poder y media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.126 y 5.192. O

Proposicion 5.194 Los sistemas ordinales asintoticos son estables en poder y media y el

indice de estabilidad en poder y media es

n!

s _ _ s
¢!(x) :ZE'PI <¢1(CI; Chys- - Chy) = m) )
s=0
donde hg es el orden del voto x entre los votos del vector (x/w).
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.132 y 5.192. O]

Proposicion 5.195 Los sistemas de cuotas son estables en poder y media y el indice de

estabilidad en poder y media es

n!
s s
é(x) = ZE - Puz <¢1 (q; x1,. .. ) = m) :
s=0
DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.133 y 5.192. O

Proposicion 5.196 Los sistemas de divisores t—asintoticos son estables en poder y media y

el indice de estabilidad en poder y media es

n! 1 1
z : S 1/t % w, t S

= _ . x wy n—1 —

€ (I) — _'Pu,x ¢1 q, 1 1 5 1 1 g ey 1 1 —_— .
s=0 n! wl/t-i-wl /t—l—...—&-wnitl xlft-i-wl /t—l—..-—&-wnftl acl/t—i—wl /t+...+w it n!

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.134 y 5.192. O]
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Proposicion 5.197 La extension media de un sistema electoral q—estable en poder y media

es g—estable en poder y media y el indice de estabilidad en poder y media es
e () = et (%)

para cada u € U,, y cada x € [0, 1]*7.

DEMOSTRACION. Ya que, por 5.174 y ser R estable en poder y media,

e (x) = lim e(z, k) = lim et (3%, k) = &+ (2")

para cada q € [0,1), cada u € U,, y cada x € [0, 1]*. ]

Corolario 5.198 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples g—estables en

poder y media son g—estables en poder y media y el indice de estabilidad en poder y media es

&(z) = &(2)

para cada u € U, y cada z € [0,1]P.

Proposicion 5.199 Los sistemas ordinales medios asintoticos son estables en poder y media

y el indice de estabilidad en poder y media es
n!

~ S = - r s
() =) 1 Pa (¢1(q; Chos @5 Chys - -5 Chy) = —) )

n!
5=0
donde hq es el orden del voto & entre los votos del vector (I /).

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.194 y 5.198. O

Proposicion 5.200 Los sistemas de cuotas medios son estables en poder y media y el indice

de estabilidad en poder y media es

n!
S S

() = D = Pe (61 (@ Fn, ) = )

! n!
s=0

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.195 y 5.198. O
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Proposicion 5.201 Los sistemas de divisores medios t—asintéticos son estables en poder y

media y el indice de estabilidad en poder y media es

n! 1 1

_ 1 St A/t

= S /t W ) S

q,u — - . R . T 1 n—1 —

€ (x)—Eon! 7:m<¢1<q7 1 T, 1. 1 T, 1, 1 I > n!)'
s—

5:1/t+ﬁ;1 Ay v, & i, M, & i, Mg,

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.196 y 5.198. O

Proposicion 5.202 Los sistemas ordinales suma asintéticos respecto de uno simple estable

son estables en poder y media y el indice de estabilidad en poder y media es
n! s p R ‘ P . s
) =35 P (qsl (q; LI LIyt cgﬁ_l) . —) ,
5=0 j=1 j=1 j=1

si x; es el h}~ésimo voto de (v;/w) para cada j € P.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.141 y 5.192. [

Proposicion 5.203 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables

en poder y media y el indice de estabilidad en poder y media es
n! s P 4 ‘ p . s
@) ) = D0 2 P <¢1 <q; S Sl W w;_1> - 5) .
5=0 j=1 j=1 j=1

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.142 y 5.192. O

Proposicion 5.204 Los sistemas de divisores suma t—asintoticos respecto de uno simple es-

table son estables en poder y media y el indice de estabilidad en poder y media es

n! s P 1/7f
=\, — : 70 k]
G )M(a:)_zmmx ol @ Y M) 1,
=0 =1 ;tw] Pl
P 1 P 1
> > e ) = 5
i [Pa—— R PAEERE j T, 1y vl el I
j=1 ; wy T etwy j=1 oy wy Tty '

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.143 y 5.192. O
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5.8.1 Mayoria, proporcionalidad e igualdad en poder y media

Definicién 5.205 Diremos que un sistema electoral R es g—-mayoritario en poder y media

siy, sélo si, para cada u € U, y cada z € [0, 1]?

V(e W,_1(2): e(w) =1) ‘

ér(x) = -
vn—1 o
T

Y diremos que es mayoritario en poder y media si,y sélo si, es g—mayoritario en poder y

media para cada ¢ € [0, 1).

Proposiciéon 5.206 Un sistema electoral R es qg—mayoritario en poder y media si y, solo si,

para cada u € U, y cada x € [0, 1]?

et(x) = =
(x) — A
— (1 —2)n2
(n—2)!
DEMOSTRACION. En primer lugar,
e (w) =1

si, y solo si,
o (& /1) = 1
que equivale a que el jugador 1 sea dictador. Esto significa que, por una parte, el jugador 1

debe ser pivote en las permutaciones en las que aparece en primer lugar, lo que implica que
r(z/w) > q.

Y, por otra parte, como en las que aparece en ultimo lugar ninguno de los otros jugadores

puede ser pivote previamente, debe verificarse que

~ ~

T /W) + ...+ Tp(2/W) < q.

Finalmente, es obvio que si

r(z/w)>q y  T(B/0) 4 ...+ 7 (T/0) < q

entonces el jugador 1 es pivote en todas las permutaciones. O]
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Definicién 5.207 Diremos que un sistema electoral R es g—proporcional en poder y media

siy, sélo si, para cada u € U, y cada z € [0, 1]?
quu(x) = ¢1 (q7 52‘7wla o 7wn—1) .
Y diremos que es proporcional en poder y media si,y sélo si, es g—proporcional en poder

y media para cada g € [0,1).

Definicién 5.208 Diremos que un sistema electoral R es g-igualitario en poder y media

si y, soOlo si, para cada u € 7], y cada z € [0, 1P

Y diremos que es igualitario en poder y media si,y sélo si, es g—igualitario en poder y
media para cada ¢ € [0, 1).

Proposicién 5.209 (a) La g—mayoria en poder parcial implica la g—-mayoria en poder y media.
(b) La q—proporcionalidad en poder parcial implica la g—proporcionalidad en poder y media.

(¢) La g—igualdad en poder parcial implica la q—igualdad en poder y media.

DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por 5.192 y ser R g—mayoritario en poder,
V(e W,i(2) : e2™(w) = 1)

vn—1
(n—2)!

(1—z)2
para cada u € U, y cada x € [0, 1]P.

(b) Dado que, por 5.192 y ser R g—proporcional en poder,

€q7u(x> = /’L(Eg"u> = <¢1(Qa :i'ﬂj)la s 7wn71))
para cada u € U, y cada x € [0, 1]P.

(c) Puesto que, por 5.192 y ser R g-igualitario en poder,

para cada u € U, y cada z € [0, 1]7. O
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Proposicién 5.210 (a) La g-mayoria en poder implica la g-mayoria en poder y media.
(b) La g—proporcionalidad en poder implica la g—proporcionalidad en poder y media.

(c) La g—igualdad en poder implica la q—igualdad en poder y media.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.150 y 5.209 O]

Proposicién 5.211 (a) Los sistemas ordinales asintéticos de mdxima dispersion y minima
dispersion son mayoritarios en poder y media e igualitarios en poder y media casi por todo

q € [0, 1), respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son proporcionales en poder y media casi por todo q € [0,1).

(c) Los sistemas de divisores 0-asintéticos, 1-asintéticos y +oo-asintdticos son mayoritarios
en poder y media, proporcionales en poder y media e igualitarios en poder y media casi por

todo q € [0, 1), respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.154 y 5.209. [

Corolario 5.212 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario en poder y

media e igualitario en poder y media casi por todo q € [0, 1), respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es proporcional en poder y media casi por todo q € [0,1).

(c) Los sistemas de divisores lineales —y, en particular, el de Hondt— son proporcionales en

poder y media casi por todo q € [0, 1).
Proposicién 5.213 (a) La extension media de un sistema electoral g—mayoritario en poder y
media es g—mayoritaria en poder y media.

(b) La extension media de un sistema electoral g—proporcional en poder y media es g—proporcional

en poder y media.

(¢) La extension media de un sistema electoral g—igualitario en poder y media es q—igualitaria

en poder y media.
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DEMOSTRACION. (a) Puesto que, por 1.72 y 5.197 y ser R ¢-mayoritario en poder y media,

V(ug - 0" € Wiy (uy - 27) : pi(ug - 3% /ug - 0%) = 1)

Vi1 ,

(1 —ug - 2%

B (g) = g (%) =

(n—2)!
_ Vi e Woa(2) : pi(8/w) = 1)
vn — 1( P

(n —2)!
para cada u € U,, y cada z € [0, 1]

(b) Dado que, por 1.72 y 5.197 y ser R g—proporcional en poder y media,

e (z) = €M (2%) = (g uy - ¥ ug - DY, up s West) = Gi(g; T an, .., W)
para cada u € U, y cada z € [0, 1]
(c¢) Ya que, por 5.197 y ser R g—igualitario en poder y media,

eru(x) = eV (3¥) = ~

para cada u € U,, y cada z € [0, 1)*. O
Corolario 5.214 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas simples g—mayoritarios en
poder y media son q—mayoritarios en poder y media.

(b) Los sistemas electorales medios de sistemas simples q—proporcionales en poder y media son

q—proporcionales en poder y media.

(c) Los sistemas electorales medios de sistemas simples g—igualitarios en poder y media son

q—igualitarios en poder y media.

Proposicién 5.215 (a) Los sistemas ordinales medios asintéticos de maxima dispersion y
minima dispersion son mayoritarios en poder y media e igualitarios en poder y media casi por

todo q € [0, 1), respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales en poder y media casi por todo q € [0,1).

(c) Los sistemas de divisores medios 0—asintéticos, 1-asintéticos y +oo—asintéticos son mayo-
ritarios en poder y media, proporcionales en poder y media e igualitarios en poder y media

casi por todo q € [0, 1), respectivamente.
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DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.211 y 5.214. O

Corolario 5.216 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario en

poder y media e igualitario en poder y media casi por todo q € [0, 1), respectivamente.

(b) EI sistema de los mayores restos medio es proporcional en poder y media casi por todo
q<10,1).

(c) Los sistemas de divisores lineales medios —y, en particular, el de Hondt medio— son propor-

cionales en poder y media casi por todo q € [0, 1).

Proposicién 5.217 (a) Los sistemas ordinales suma asintéticos de minima dispersion respecto

de uno simple estable son igualitarios en poder y media casi por todo q € [0,1).

(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales en

poder y media casi por todo q € [0, 1).

(c) Los sistemas de divisores suma 1-asintéticos y co—asintéticos respecto de uno simple pro-
porcional y uno simple estable son proporcionales en poder y media e igualitarios en poder y

media casi por todo q € |0, 1), respectivamente.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de 5.160 y 5.209. O

Corolario 5.218 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-

litario en poder y media casi por todo q € [0,1).

(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional

en poder y media casi por todo q € [0, 1).

(c) Los sistemas de divisores lineales suma —y, en particular, el de Hondt suma— respecto de

uno simple proporcional son proporcionales en poder y media casi por todo q € [0,1).



Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

352

"sa[e)ou so[duIIs Sa[RIO}IA[d SBUWILISIS SO] ap ®Ipaul Iepod ap earjejdedxe e[ ap sepeperdoid :)°G B[R],

§001109ULSD— 00+ ounbuiu UOISLIASID DWAUIUL 9P SOIVOJULSD VIAAIN A 4HHAdOd Nd dAvd1Ivnol
§00109ULSD—T §0poy ounbuiu VIAHIN A HH4dOd NH dVvVdITVNOIDdO0dOodd
§001797ULSD—() ounburu u015.42dSIp DURTPUWL 2P §001]0JUISD VIAIN A HHAdOd NH VIHOAVIAN

§001107ULSD §0poy §001707ULSD VIAHIN A §4dO0d NH dvdITIdV.LSH
SHYOSIAIA | SVLOND SHTVNIAYHO




353

Sistemas de poder

"So[(ej0U SOIpaul

SO[BI0109[0 SRUWASIS SO op RIpawW 1opod ap 'AIjR)dadxa ®[ op sepepatdold :Q°G B[R],

§001109ULSD— 00+ ounbuiu UOISLIASID DWAUIUL 9P SOIVOJULSD VIAAIN A 4HHAdOd Nd dAvd1Ivnol
§00109ULSD—T §0poy ounbuiu VIAHIN A HH4dOd NH dVvVdITVNOIDdO0dOodd
§001797ULSD—() ounburu u015.42dSIp DURTPUWL 2P §001]0JUISD VIAIN A HHAdOd NH VIHOAVIAN

§001107ULSD §0poy §001707ULSD VIAHIN A §4dO0d NH dvdITIdV.LSH
SHYOSIAIA | SVLOND SHTVNIAYHO




Aportaciones al estudio de los sistemas electorales

354

"S9[(RIOU BUINS SI[RIOJII[A SRUIDISIS SO[ 9p ®Ipaul 1opod ap earjeioedxe e[ ap sepeperdoid :6°G B[R],

$091903ULSD— 00+ ounbuy, | uo1S4adSIP DUIUIUL 9P SODUPOJULSD 21qD759 VIAAIN A 4ddO0d Nd advdTvNsOIl
§001303ULSD—T s0poy ounbuyu [puords0dosd VIAEN A HHAOd NH AvVdITVvNOIDd0dOodd
ounburu ounbuu ounbuyu 010431940 VIAEN A HHAOd NH VIHOAVIAN
§001709U1SD s0poq §001107ULSD 219359 VIAHN A ¥3AdO0d NH AvdITIdVvViSH
SHYOSIAIA | SVLOND SHTVNIAYO a[duis [810109[0 BWI)SIS




Conclusiones

La creciente complejidad de las sociedades modernas ha traido consigo que dichas sociedades
se hayan tenido que dotar de formas de decision y representacion diversas. Ello ha provocado
el nacimiento de la Teoria de la Eleccién Social, el analisis formal de los sistemas electorales y
la aparicion de la Teoria de Juegos. Es por ello que las disciplinas anteriores presentan diversos

puntos de contacto entre ellas.

Han sido precisamente los sistemas electorales y su relacién con la Teoria de Juegos los temas
aqui tratados. De hecho, el estudio de los sistemas electorales habia sido abordado ya con
anterioridad desde perspectivas diferentes, que iban desde el simple analisis descriptivo de casos
practicos hasta el de su estudio formal, basado en el método axiomatico. Y es concretamente
en el marco de esta tultima situacion, con el apoyo de la Teoria de Probabilidades, donde se
sitia el presente trabajo, que nace con la voluntad de anadir un grano mas de arena en tal

sentido.

En este punto, cabe recordar que nos habiamos planteado una serie de objetivos a los que
pretendiamos dar respuesta. Debemos analizar, por tanto, cudles han sido dichas respuestas
en cada caso, qué problemas no han sido resueltos todavia parcial o totalmente y qué posibles
soluciones o alternativas prevemos que puede haber en este ultimo caso. Asimismo, puesto que
del analisis de nuevos conceptos se suele derivar el nacimiento de otros, habra que ver cudles son
éstos y qué posibles lineas puede haber a la hora de abordarlos. Comentamos a continuacion

todas las cuestiones anteriores.
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El primer capitulo se ocupa del analisis global de los sistemas electorales. Empezamos con su
definicién y la consideracion de su caso particular mas notable, el de los sistemas electorales
simples, al que corresponden los ejemplos mas importantes: los ordinales, de cuotas y de diviso-
res. Continuamos después con la introduccién de dos operaciones, la extension media y la suma
que, aplicadas a los sistemas electorales simples, dan lugar a los sistemas electorales medios
y suma respectivamente y que, en particular, permiten generalizar los ejemplos anteriores de
dos formas distintas. Y continuamos con el concepto de sistema electoral inducido, obtenido
cuando se restringe el nimero de candidaturas, y analizamos su relacién con la extensién media

y la suma.

Finalizamos el primer capitulo con el estudio de las propiedades de superaditividad, monotonia,
crecimiento y estabilidad, que incluye las de mayoria, proporcionalidad e igualdad. Caben
destacar los resultados obtenidos para los diferentes ejemplos considerados, especialmente los
referentes a la estabilidad y, en particular, la mayoria, proporcionalidad e igualdad. Asimismo,
se analiza también el comportamiento e todas ellas respecto de la extension media, la suma y
la induccién, que permite la generalizacion de los resultados de los ejemplos anteriores a los

casos medios y suma introducidos.

En el segundo capitulo estudiamos los sistemas electorales desde la perspectiva individual
de una candidatura arbitraria en funcién de sus votos en cada una de las circunscripciones.
Obtenemos asi el concepto de expectativas electorales en un sistema electoral, destacando al
respecto la equivalencia casi segura entre los sistemas electorales y la familia de expectativas
electorales correspondiente. Asimismo, analizamos su relacion con la extensién media, la suma
y la induccién. Y es especialmente interesante el estudio del recorrido de las expectativas
electorales, en el que destacan los resultados correspondientes a los diferentes ejemplos bésicos

considerados.

Finalmente, terminamos el capitulo con las propiedades de crecimiento y estabilidad parcial,
que incluye las de mayoria, proporcionalidad e igualdad parcial. En este sentido, destaca la
equivalencia casi segura también de los conceptos de crecimiento, estabilidad, mayoria, propor-
cionalidad e igualdad definidos en el capitulo anterior y los correspondientes conceptos parciales
introducidos. También prestamos especial atencion a los ejemplos basicos y a su relacién con
la extensién media, la suma y la induccién que, como consecuencia, permiten el analisis de las

diversas generalizaciones consideradas para dichos ejemplos.
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El tercer capitulo lo dedicamos a la nocién de expectativa electoral media, definida a fin de
poder evaluar cuantitativamente si un sistema electoral es beneficioso o perjudicial para unos
vectores de votos dados de una candidatura cualquiera. En particular, analizamos su compor-
tamiento respecto de la extensién media y la suma, destacando en este sentido el hecho de que
la expectativa electoral media de la suma es igual a la suma de cada una de las expectativas

electorales medias.

Terminamos el capitulo con el analisis de las propiedades de crecimiento y estabilidad en media
y, en particular, las de mayoria, proporcionalidad e igualdad en media. Y se establece su relacién
con las de crecimiento y estabilidad definidas en el primer capitulo, asi como con las diferentes

operaciones introducidas.

El capitulo cuarto, por su parte, se dedica a la introduccion de tres cuestiones sobre juegos de
mayoria ponderada que son utilizadas posteriormente: una representacion alternativa de dichos
juegos basada en la consideracion de cuotas estrictas, la introduccion de una nueva operacion
entre ellos —la suma— y el andlisis de su convergencia, esta tultima presentada y analizada desde

el punto de vista mas general de los juegos cooperativos.

Finalmente, en el quinto y tltimo capitulo presentamos los sistemas de poder como aplicaciones
asociadas a los sistemas electorales, consistentes en la consideracion del indice de poder de
Skapley—Shubik en lugar de los representantes directamente y establecemos su relacién con la
extension media y la suma. Ello nos permite relacionar los sistemas electorales con la Teoria
de Juegos y analizarlos desde el punto de vista de ésta. Seguimos entonces con la definicién
y el estudio de las propiedades de superaditividad, monotonia y estabilidad en poder y los
casos particulares de mayoria, proporcionalidad e igualdad en poder de esta tltima, todas ellas

referidas al indice de poder de Shapley—Shubik.

A continuacion, y de forma analoga al concepto de expectativa electoral de un sistema electoral,
introducimos el de expectativa de poder de un sistema de poder y estudiamos la propiedad de
estabilidad parcial en poder y, de nuevo, los casos de mayoria, proporcionalidad e igualdad en

poder parciales.

Finalmente, introducimos la nociéon de expectativa de poder media tomando nuevamente la
esperanza matematica de las expectativas de poder y terminamos con las propiedades de esta-
bilidad en poder y media y, de nuevo, con los casos particulares de mayoria, proporcionalidad

e igualdad en poder y media.
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Como resumen de todo lo expuesto en el presente trabajo, queremos terminar sintetizando en

los puntos siguientes las principales conclusiones que de él se han derivado.

(a)

(f)

El estudio de los sistemas electorales salvo conjuntos de probabilidad cero facilita su

formalizacion y tratamiento.

La imposibilidad de la proporcionalidad para valores dados del niimero de representantes

a elegir sugiere su definiciéon en base a la convergencia de aquéllos.

La expectativa electoral media proporciona una forma de evaluar si un sistema electoral

beneficia o perjudica a unos votos dados de una candidatura cualquiera.

La introduccion de la extension media y la suma permite extender al caso de varias

circunscripciones los ejemplos conocidos para una tnica circunscripcion.

La consideracion del indice de poder de Shapley—Shubik en lugar de los representantes de
cada candidatura permite abordar el estudio de los sistemas electorales desde la perspec-

tiva de la Teoria de Juegos.

Se han desarrollado técnicas de calculo para diversos conceptos, que se han podido aplicar

a los ejemplos més conocidos.

Dado que siempre quedan vias abiertas y vias por abrir, finalizaremos citando algunas de las

que podrian seguirse directamente de las aqui expuestas.

La introduccién de nuevas operaciones entre sistemas electorales diferentes de la extension

media y la suma, o bien la generalizacién de éstas.

La consideracion de otros tipos de convergencia entre vectores aleatorios distintas de la

casl segura.

El estudio de los ejemplos bésicos con otras probabilidades que no sean la uniforme,

asi como el analisis de otros ejemplos nuevos.

El célculo de la expectativa electoral media para los ejemplos mas importantes y el

consiguiente analisis de sus propiedades en cada uno de ellos.

El tratamiento segun la Teoria de Juegos con otros indices distintos del indice de poder

de Shapley—Shubik, tales como el de Banzhaf—Coleman o los semivalores.

El andlisis de situaciones mas generales, tales como elecciones indirectas, con mas de una

vuelta o con varios grados de conjuntos de circunscripciones.
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