UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
DEPARTAMENT DE MATEMATIQUES

PROGRAMA DE DOCTORADO DE MATEMATICA APLICADA

Tesis Doctoral

Ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden
y su aplicacion al Analisis Matricial

M? José Jiménez Jiménez

Director: Andrés M. Encinas Bachiller

Barcelona, noviembre de 2015






A todos los que confiaron en la finalizacién de este trabajo.
Ellos ya saben.






Indice general

Agradecimientos 1
Introduccién \%
Capitulo 1. Ecuaciones en diferencias lineales irreducibles y de segundo orden 1
1. Preliminares 1
2. Problemas de valor inicial 3
3. Laecuacién adjunta 6
4. Funcion de Green y férmula de Lagrange 8
5. Solucién de ecuaciones desacopladas 10
6. Ecuaciones en diferencias semejantes y congruentes 12
7. Caracterizacion de las funciones de Green 15
Apéndice: Ecuaciones en diferencias lineales irreducibles de primer orden 18
Capitulo 2. Operadores y ecuaciones de Schrédinger en un camino 21
1. Operadores Laplaciano y de Schrodinger en un camino 21
2. Potenciales y Transformaciones de Doob 27
3. Operadores Laplaciano y de Schrodinger generalizados en un camino 29
4. Ecuaciones de Schrodinger en un camino 34
5. Ecuaciones de Schrodinger con potenciales de Doob 38
Capitulo 3. Ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden con coeficientes constantes 43
1. Caracterizacion y ejemplos de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes 43
2. Ecuaciones en diferencias de segundo orden autoadjuntas con coeficientes constantes 46
3. Ecuaciones en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes 50
4. Polinomios de Chebyshev 54
5. Teorema de Estructura 64
6. Ecuaciones con coeficientes periddicos 68
Capitulo 4. Determinacion de las soluciones fundamentales 75
1. Multi-indices binarios 75
2. Construccioén de las soluciones fundamentales y de la Funcién de Green 79
3. Teoria de Floquet 85
Capitulo 5. Problemas de contorno en un camino finito 97
1. Introduccién 97
2. Condiciones de contorno linealmente independientes y problemas de contorno 99
3. Clasificacion de los problemas de contorno 103
4. Problemas de contorno regulares 111
5. Nucleos resolventes de los problemas de contorno regulares 124

1



6. La ecuacion de Poisson
7. Caracterizacion de los nicleos resolventes

Capitulo 6. Aplicacion al estudio de las matrices de Jacobi generalizadas

1. Introduccién

2. Matrices de Jacobi

3. Matrices de Jacobi (p, r)-Toeplitz
4. Matrices circulantes

Bibliografia

131
135

143
143
145
152
157

169



Agradecimientos

Gracias a Andrés, mi director. Si con mi formacién académica de ingeniera he podido dedicar mi vida
profesional a las Matematicas es gracias a que he tenido la suerte de encontrarme con estupendos do-
centes de esta materia, y Andrés ha sido la guinda del pastel. Es un pozo sin fondo de conocimientos,
no sélo matematicos sino en muy diversas disciplinas y temas varios, generoso compartiéndolos y
acertado trasmitiéndolos. He disfrutado mucho trabajando y debatiendo contigo. Espero que la vida
me siga permitiendo compartirte.

Gracias al resto de mi grupo de investigacion. Me sigue sorprendiendo dia a dia que gente tan di-
versa pueda trabajar sin dificultades de forma tan natural. A Angeles que fue quien me introdujo en el
grupo y por ende en la Universidad, parece que estds destinada a apadrinar muchos acontecimientos
de mi vida y, por cierto, con estupendos resultados por el momento, asi que espero tenerte a mi lado
todo el tiempo posible. A Enric, benvingut, et desitjo que el teu pas pel nostre grup sigui tan plaent
com ho esta sent per a mi. A Margarida, ets encantadora aixi que treballar amb tu esdevé divertit i
productiu, una combinacio fantastica. A Silvia, has sido siempre atenta y considerada conmigo, ha
resultado muy grato sentir que se preocupaban por mi. Y a Enrique, ya no estds en el grupo pero eras
miembro cuando me incorporé, asi que parte de mi progreso en él también te lo debo a ti.

Gracias a mis compafieros en [’Escola d’Enginyeria de Terrassa. Feu que treballar amb vosal-
tres sigui tan agradable que tot aquest procés ha estat molt més planer del que es podia esperar,
especialment en aquests tiltims temps en els que treballar a la universitat ja no és el que era.

Gracias a todos mis alumnos. Si he llegado hasta aqui es porque desde que recuerdo siempre he
tenido vocacién docente. Aprenc de vosaltres i amb vosaltres cada dia.

Gracias a los lectores de estas pédginas. Si este documento les resulta interesante o ttil, todo el
trabajo habra valido mucho més la pena.

Gracias a mis amigos. Los de verdad. Los que en estos tltimos meses en los que he estado des-
aparecida se han percatado de mi ausencia. M ha fet molta il-lusio que em trobéssiu a faltar justament
quan estaveu gaudint d’estones agradables. Efectivament quan aixo acabi, s’ha de remullar!

Gracias a mi marido y a mis hijos, Xavi, Anna y Ramon. Sé que convivir conmigo no es tarea fcil,
y mucho menos lo habrd sido en la etapa final de este trabajo. Xavi, no podia estar mejor acompariiada
en todo este proceso. Anna, muchos de los mejores paréntesis en mi trabajo me los han aportado tus
espectdculos, ni te imaginas lo que disfruto como espectadora. Ramon, que a pesar de ser tan joven
seas una persona tan sensata me resulta muy titil siempre, pero lo ha sido especialmente en estos
dias. Us estimo.

Gracias a mis dos hermanos, y a toda su familia que se han ido incorporando a la nuestra. Que
haydis sido pacientes y no presionar durante la elaboracion de este trabajo ha sido de gran ayuda.

Gracias a mi madre, que decidi6 desde un primer momento dar en herencia a sus hijos una carrera
universitaria. La vida no habia sido muy generosa con ella y se empefié en conseguir que si lo fuera
con su familia. Estoy aqui por mi dedicacion, pero impulsada por tu determinacion y tus sacrificios.

Y finalmente, gracias a mi padre, alli donde esté. Esperemos que este esfuerzo invertido por todos
culmine en que haya una doctora en la familia como tu deseabas. Ya sé que no es exactamente a lo
que te referias, pero seguro que me lo habrias perdonado.

II1






Introduccion

Las ecuaciones en diferencias juegan un importante papel en variados problemas cientificos y de
ingenieria. Sin embargo, mientras que la expresion de las soluciones cuando los coeficientes de las
ecuaciones son constantes es ampliamente conocida, no ocurre lo mismo para coeficientes variables,
excepto en el caso mds simple de las ecuaciones de primer orden.

En este trabajo presentamos un estudio de las ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden,
en los casos infinito, semi—infinito y finito. También, para las ecuaciones en diferencias de segundo
orden en el caso finito, estudiamos los problemas de contorno asociados. Nuestro objetivo es desarro-
llar técnicas que sean analogas a aquellas que se usan en el andlisis de las ecuaciones diferenciales vy,
para el caso finito, las utilizadas en problemas de contorno.

A pesar de que nuestras técnicas, con las convenientes modificaciones, también se ajustan al caso
complejo, en este trabajo tratamos principalmente el caso real, es decir, el caso en el que todas las
funciones involucradas toman valores en el cuerpo de los nimeros reales. Estudiamos en primer lugar
el caso de coeficientes constantes, presentando primero los resultados conocidos para acabar descri-
biendo las multiples relaciones de las ecuaciones en diferencias de segundo orden con coeficientes
constantes con los polinomios de Chebyshev. Dichas relaciones nos permiten el cédlculo de sus solu-
ciones de forma mads directa y sencilla, sin necesidad de imponer condiciones sobre los valores de los
coeficientes de la ecuacion.

Una ventaja afiadida de resolver las ecuaciones con coeficientes constantes utilizando su relacion
con los polinomios de Chebyshev, es que se puede extender la misma estrategia a las ecuaciones con
coeficientes variables, pudiendo expresar también sus soluciones en términos de las que denominamos
funciones de Chebyshev de dos argumentos. De esta forma, conseguimos una férmula cerrada y de
célculo directo.

En el caso particular de ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden con coeficientes va-
riables que satisfacen propiedades de periodicidad, desarrollamos un procedimiento que reduce la
ecuacion en diferencias con esta clase de coeficientes a otra ecuacion del mismo tipo pero de coefi-
cientes constantes, asi que, de nuevo pueden expresarse sus soluciones en términos de polinomios de
Chebyshev. Ademads, la relacion entre estos polinomios y las ecuaciones en diferencias con coeficien-
tes periddicos puede también emplearse para caracterizar la existencia de soluciones periddicas, con
el fin de plantear la Teoria de Floquet correspondiente a estas ecuaciones discretas.

Dada la estrecha relacion entre las ecuaciones en diferencias de segundo orden en el caso finito
y la inversion de matrices tridiagonales, en el dltimo capitulo presentamos la aplicacion de los resul-
tados antes mencionados para determinar la invertibilidad de dichas matrices y, en ese caso, obtener
explicitamente sus inversas.






Capitulo 1

Ecuaciones en diferencias lineales irreducibles y de segundo orden

1. Preliminares

A lo largo de este trabajo R denota el conjunto de los niimeros reales, Z el de nlimeros enteros,
N el conjunto de los nimeros naturales, y R* y N* los conjuntos R \ {0} y N'\ {0}, respectivamen-
te. Ademads, I denota bien Z, el conjunto de los nimeros enteros, o bien N o también el conjunto
{0,...,n + 1} para un cierto n € N* y, entonces, nos referimos a I como al dominio infinito, semi—

[¢]
infinito o finito, respectivamente. Por tanto, I es el conjunto Z, N* 0 {1, ..., n}, y 6(I) es el conjunto (J,
{0} 0 {0, n + 1}, respectivamente. Las diferentes situaciones quedan resumidas en la tabla siguiente:

Dominio I I o(I)
Infinito Z Z 0
Semi-Infinito N N* {0}
Finito 0, n+1t|{L,. .0} [ {0n+1}

En particular, siempre ocurre que 0 € 1.

El espacio vectorial de las funciones con valor en R y variable en un conjunto arbitrario H lo
denotamos por C(H) y, en particular, como C(I) si la variable estd en I. Claramente, dada u € C(I),
el conjunto u(I) = {u(k) : k € I} C R es numerable. Para cualquier F' C I, £, denota su funcion
caracteristica. En particular, la funcién caracteristica de I serd denotada simplemente por €, mientras
que para cualquier m € I, ¢, representard la funcion caracteristica del conjunto {m}. Asimismo, 0
representa a la funcion constante cuyo valor es 0 en todo k el

Si u € C(I), el soporte de u es el conjunto supp(u) = {k € I : u(k) # 0}.Si F C I,
denotaremos por C(F') al conjunto de funciones cuyo soporte estd contenido en F'y por C*(I) al
conjunto de funciones cuyo soporte es I; es decir, C*(I) = {u € C(I) : u(k) # 0 para todo k € I},

y por Q(I) el subconjunto de C*(I) formado por las func10nes positivas. Los elementos de €2(I) se
denominan usualmente pesos.
Dado A C C(I) y o € C(I), denotamos por 0. A = {ou: u € A}.

El subespacio de C(I) formado por las funciones que se anulan en §(I), se denota por C (i)

1, >0
Consideramos la funcion signo, s: R — R, definida como s(z) = 0, = =0 .En conse-
-1, <0

cuencia, s(x) = |z| "tz =27 z], z € R* y s(z) = —s(—x), z € R.

Ademads, a lo largo de este trabajo, usamos el convenio habitual por el que el Valor de sumatorios

vacios y productorios vacios valen 0 y 1 respectivamente; es decir, Z as; =0y H as = 1 cuando
s=k s=k
m < k.



2 Cap. 1. Ecuaciones en diferencias lineales irreducibles y de segundo orden

Dadau € C(I) y k,m € I, definimos la integral de u entre k 'y m como el valor

méax{k,m}

(1) /km u(s)ds = s(m — k) Z u(s) .

s=min{k,m}+1

k k+1 k—1
Por tanto, tenemos / u(s)ds = 0, / u(s)ds = u(k +1) y / u(s)ds = —u(k) para cualquier
k k k

m k
k € 1. Mas generalmente, para cualquier k,m € I tenemos / u(s)ds = — | wu(s)ds, y para
k

m
cualquier k, m,r €1

(2) /km u(s)ds + /":u(s)ds = /]: u(s)ds.

Por otro lado, la integral definida es una aplicacion lineal y mondtona, ya que para cualquier u, v € C(I)

y para cualquier «, 5 € R, se cumple

(3) / (cu(s)+Pu(s))ds = a/ u(s)d8+5/ v(s)ds 'y / u(s)ds| < / |u(s)|ds
k k k k k

Ux+1)=U(z) =u(z+1) y U(x)—U(x—1) = u(x), paratodozr € Italquez + 1,2 — 1 € L.

Si consideramos U (z) = / u(s)d(s), entonces
k

De forma inversa, obtenemos la siguiente version del Teorema Fundamental del Cdlculo.

PROPOSICION 1.1 (TFC). Dada f € C(I), entonces u € C(I) satisface que u(k)—u(k—1) = f(k)

e]
para cualquier k €1 sii existe a € R tal que

u(k) = Oz+/0kf(s)ds, kel

Demostracién. El lado izquierdo de la igualdad u(k) — u(k — 1) = f(k) define una sucesion teles-
cOpica y, por tanto, para cualquier k € 1

k méx{k,0} méx{k,0}
[ feas=s) Y fo=sk) Y (uls) - us 1)
0 s=min{k,0}+1 s=min{k,0}+1

= s(k) [u(méx{k:, 0}) — u(min{k, o})} = u(k) — u(0) = u(k) — a,
donde o = u(0). O

COROLARIO 1.2. Dado ( € R, entonces u € C(1) satisface u(k) — u(k — 1) = [ para cualquier
k €1 sii existe a € R tal que u(k) = a + Sk para cualquier k € 1.

COROLARIO 1.3 (Integracién por partes). Dadas u,v € C(I), entonces para cualquier k € 1 se
verifica que

k k
/0 u(s — 1) (v(s) —v(s — 1))ds = u(k)v(k) — u(0)v(0) — /0 v(s)(u(s) — u(s — 1))ds.
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Demostracion. En primer lugar, observamos que para cualquier k € i se cumple
(wv) (k) — (wo)(k — 1) = (u(k) — u(k — 1))v(k) + (v(k) — v(k — 1))u(k — 1)
. Aplicando el TFC para cualquier £ € I, obtenemos que

k k
/0 u(s — 1) (v(s) —v(s — 1))ds = u(k)v(k) — w(0)v(0) — /0 v(s)(u(s) — u(s — 1))ds.
U

NOTA 1.4. En [49], se introduce una definicion ligeramente diferente de la Integral definida (1),
m méx{k,m}—1
en concreto, se define como / u(s)ds = s(m — k) Zu(s) . No obstante, ambas definiciones
k -
s=min{k,m}
conducen a resultados equivalentes.

2. Problemas de valor inicial

Dadas las funciones a,b,c € C(I), para cualquier f € C(I) una ecuacion en diferencias de
segundo orden con coeficientes a, b, c y dato f es de la forma

) a(kyu(k + 1) — b(kyu(k) + c(k — Du(k — 1) = f(k), kel,

y se trata de encontrar todas las funciones u € C(I) que verifican la identidad.

Se denomina solucion de la ecuacion en diferencias a cada funcién v € C(I) que satisface la
identidad anterior.

Claramente, las soluciones no dependen del valor de los coeficientes a, by del dato f en d(I). Por

tanto, podemos suponer, sin perdida de generalidad, que f € C (i) Asimismo, cuando n + 1 € 4(I),
los valores de c en n 'y n + 1 no tienen ninguna influencia en la Ecuacién (4) y podemos imponer
que a(n + 1) = ¢(n) y ¢(n + 1) = a(n), identidades que asumiremos satisfechas en lo sucesivo
cuando n + 1 € §(I). En la préxima seccion explicamos el porqué de esta imposicion, que como se
ha sefialado no tiene ningtin efecto en la Ecuacion (4).

El coeficiente a de la Ecuacion (4) se denomina usualmente coeficiente principal. En las proximas
secciones mostraremos que juega un papel primordial en el estudio de las ecuaciones en diferencias
de segundo orden. La Ecuacién (4) se denomina explicita o escrita en forma normal si 'y solo si su
coeficiente principal vale 1; es decir, a(k) = 1 para cualquier & € 1.

La ecuacién

5) alk)u(k + 1) — b(k)u(k) + ek — Du(k —1) =0, k€T,

que corresponde a considerar dato nulo en la Ecuacion (4) se denomina homogénea y nos referimos a
ella como la ecuaciéon homogénea asociada a (4).

NOTA 2.1. Supongamos que I = {0,...,n + 1} y para algin 1 < m < n se satisface que
a(m) = 0. Entonces, u € C(I) es solucion de la Ecuacién (4) sii

a(k)u(k+1) = b(k)u(k) + c(k — Du(k —1) = f(k), 1<k<m-—1,
—b(m)u(m) + c¢(m — Du(m — 1) = f(m),
a(k)u(k+1) = b(k)u(k) + c(k — Du(k —1) = f(k), m+1<k<n.



4 Cap. 1. Ecuaciones en diferencias irreducibles de segundo orden

Consideremos los conjuntos I; = {0,...,m}, I, = {0,...,n — m + 1} y las funciones
a,b,¢,f € C(I,) definidas como a(k) = a(m + k), b(k) = b(m + k), é(k) = c(m + k),
f(k) = f(m + k), para cualquier k = 0,...,n — m -+ 1. Entonces, u € C(I) es una solucién de
la Ecuacion (4) sii u(k) = vi(k), k =0,...,myu(k) = vao(k —m), k =m+1,...,n+ 1, donde
v1 € C(I1) y vg € C(I) son soluciones de las ecuaciones

a(k)or(k+1) = b(k) vy (k) + c(k — Doy (k= 1) = f(k), 1<k<m-—1,
a(k)va(k 4+ 1) — b(k)va(k) + é(k — Dwo(k — 1) = f(k), 1<k<n—m,

que satisfacen —b(m)vy(m) + c¢(m — 1)v;(m — 1) = f(m) y, ademds, que v5(0) = v;(m) cuando
c(m) # 0.

Por tanto, cuando a(m) = 0, la Ecuacién (4) se puede reducir a dos ecuaciones en diferencias,
que satisfacen condiciones adicionales, final e inicial, respectivamente. Las mismas consideraciones
se verifican cuando ¢(m) = 0, y también son ciertas en los casos infinito y semi—infinito. En conse-
cuencia, un estudio general de las ecuaciones en diferencias s6lo requiere analizar el caso, llamado
irreducible, en el que los coeficientes a, ¢ € C(I) son no nulos en cada nodo de I, es decir, a, ¢ € C*(I).
Por tanto, en lo sucesivo consideraremos los coeficientes a, b, ¢ € C(I) donde a, ¢ € C*(I) y, ademds,
a(n+1)=c¢(n)yc(n+1)=a(n)cuandon + 1 € 46(I).

El primer resultado de esta seccidn establece las principales cuestiones sobre existencia y unici-
dad respecto las ecuaciones en diferencias de segundo orden. En particular, concluye que cualquier
solucién estd completamente determinada por su valor en dos nodos consecutivos.

PROPOSICION 2.2. Dados m €1 U{0} y xg, 71 € R, para cualquier f € C(I) la ecuacion en
diferencias de segundo orden

a(kyu(k +1) — b(k)u(k) + c(k — Du(k — 1) = f(k), kel
tiene una unica solucion u € C(I) tal que u(m) = xo, u(m + 1) = x;.

Demostracion. Claramente, una funcién u € C(I) es solucién de la ecuacién en diferencias con dato

f sii u(k+1):2<—2u(l€)—%u(l§_1)+%7
u(k —1) = %u(@ - %u(wn +c(£(—f)1)
para cualquier k € I. En particular,
wm+2) = 227:11?) e a(;(:j?l) To 22:2 1 3
wm—1y= 2 atm) L fm)

cm—1)" ¢(m—1) c(m—1)
Razonando inductivamente, tanto regresiva como progresivamente, obtenemos que los valores de
u € C(I) estdan determinados univocamente por zo, x1 y f. O

El problema consistente en obtener la solucién tnica de la Ecuacién (4) que satisface las condi-
ciones de la anterior proposicion, se conoce como el problema de valor inicial para la Ecuacion (4)
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en m. Por tanto, acabamos de demostrar que cualquier problema de valor inicial para la Ecuacion (4)
tiene solucion y es tnica. Naturalmente, si u € C(I) es solucion de la Ecuacién (4) y consideramos

m €IU{0} y los valores zp = u(m)y 1 = u(m + 1), entonces u es la tnica solucién de este pro-
blema de valor inicial. De este modo, determinar la solucién de cualquier problema de valor inicial es
equivalente a obtener todas las soluciones de la Ecuacion (4).

COROLARIO 2.3. Dada u € C(I) que satisface
a(kyu(k +1) — b(k)u(k) + c(k — Du(k —1) =0, ke,
entonces u = 0 sii existe mEiU{O} tal que u(m) = u(m + 1) = 0.

A partir de ahora denotaremos con S el conjunto de soluciones de la ecuaciéon homogénea asociada
a (4) y llamaremos trivial a su solucién nula. Por otro lado, para cualquier f € C(I) denotaremos por
S(f) al conjunto de soluciones de la Ecuacién (4) con dato f.

COROLARIO 2.4. El conjunto S es un espacio vectorial de dimension 2, mientras que para cual-

quier f € C(I) se verifica S(f) # 0y dada v € S(f), se cumple S(f) = u+ S.

Nuestro préximo objetivo es caracterizar cudndo dos soluciones de la ecuacién en diferencias
homogénea forman una base de S. Esto es posible gracias a los siguientes conceptos.

DEFINICION 2.5. Llamamos wronskiano a la aplicacion w: C(I) x C(I) — C(I) que asigna a
cualquier u,v € C(I) la funcion wlu,v] € C(I) definida como
u(k) v(k)
(k+1) vk+1
y como wu,v|(n + 1) = wlu, v](n), cuando n + 1 € §(I).

Dadas u,v € C(1), la funcion wlu, v] se denomina wronskiano de u y v.

wlu, v](k) = det {u )} =u(k)v(k+1) —u(k+ Dv(k), si k e1u {0},

El wronskiano es una aplicacién bilineal antisimétrica. Por otro lado, para cualquier & GiU{O} y
cualesquiera u, v € C(I), se cumple que

u(k) v(k) u(k+1) v(k+1)

wlu, v](k) = det {u(k +1)—uk) vk+1)-— U(/f)l = det {U(k +1) —u(k) v(k+1)—v(k)

PROPOSICION 2.6. Dadas u,v € S, entonces o bien wlu,v] = 0 o bien wlu,v] € C*(I). Es mds,
uy v son linealmente dependientes sii w(u,v] = 0.

Demostracién. Cuando u y v son linealmente dependientes, es obvio que wlu,v] = 0. Asumi-
mos ahora que existe m € I tal que wlu,v](m) = 0. Sin+ 1 € §(I) y m = n + 1, entonces

wlu, v](n) = wlu,v](m) = 0, por consiguiente podemos asumir que m € iU{O}. Siv = 0, entonces
wlu,v] = 0y uy v son linealmente dependientes. Entonces, podemos suponer que v es no nula y,
por lo tanto, el Corolario 2.3 implica que los valores v(m) y v(m + 1) no pueden ser simultdnea-
mente nulos. Asf que la hipétesis wu, v](m) = 0 significa que los vectores (v(m + 1), —v(m)) y
(u(m),u(m + 1)) son ortogonales y, por tanto, existe o € R tal que u(m) = av(m) y u(m + 1) =
av(m+1). En ese caso, la funcién z = u — aw satisface que z € S'y, ademds, z(m) = z(m+1) =0,
lo que segtn el Corolario 2.3 implica que z = 0. En consecuencia u y v son linealmente dependientes
y esto, ademads, supone que w|u, v] sea nulo. O
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En la préxima seccién demostraremos un resultado més preciso acerca de los valores del wrons-
kiano.

La nocion de wronskiano nos permite expresar la solucion de cualquier problema de valor inicial
para la ecuacién homogénea de forma cerrada en términos de una base dada de S.

COROLARIO 2.7. Dada {u,v} una base de S, entonces para cualquier m € U {0} y para cua-
lesquiera xy,x1 € R, la tinica solucion de la Ecuacion en diferencias homogénea (5) que satisface
z(m) = x9y z(m + 1) = 1 viene dada por

1

2(k) = wlu, v](m)

[(mofu(m + 1) — zyo(m))u(k) + (z1u(m) — zou(m + 1))v(k)], kel

Demostracion. Naturalmente, 2 = au + bv para ciertos a,b € R. Por otra parte, z satisface las
referidas propiedades sii a y b son las soluciones del sistema lineal

a Zo
b B T
Entonces, segtn la Proposicién 2.6 obtenemos

[a] 1 [ v(im+1) —v(m)] [a:o] 1 [xov(m + 1) — zyv(m)

u(m) v(m)
u(m+1) v(m—+1)

b

wlu,v](m) |—u(m+1) wu(m) | |z ~ wlu,v](m) zu(m) — xou(m + 1)

de donde se obtiene el resultado. O

3. La ecuacion adjunta

La ecuacion en diferencias homogénea

(©6) c(k)u(k + 1) = b(k)u(k) + a(k — Du(k —1) =0, k€L,

se denomina ecuacion en diferencias adjunta asociada a (4). En particular, la Ecuacion (4) se denomi-
na autoadjunta cuando ¢ = a (recordemos que cuando n + 1 € §(I) suponemos que a(n + 1) = ¢(n)
y ¢(n+1) = a(n)); es decir, cuando las Ecuaciones (5) y (6) son iguales. El espacio de soluciones de
la ecuacion adjunta se indica con S*.

Naturalmente, la ecuacién adjunta de la Ecuacién (6) es la ecuacion homogénea asociada a la
Ecuacién (4), lo que implica $** = S. Ademads, cuando la Ecuacién (4) es autoadjunta entonces
S = §*. Més generalmente, como ilustraremos a continuacion, los espacios S y S* estan fuertemente
relacionados. Para demostrarlo, resulta util introducir la funcién de acompaiiamiento p € C*(I)
definida para cualquier £ € I como

max{k,0}—1 a(s) s(k)
(7) p(t) =1 11 o)
s=min{k,0}
k-1 .
Por tanto, p(0) = 1, p(k) = H % cuando k > 0y p(k) = H % cuando £ < 0. Por otro lado,
s=0 s=k

cuando n + 1 € 6(I), entonces p no depende de los valores de las funciones a y ¢ en el nodo n + 1.
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Obsérvese que si p* denota la funcion de acompafiamiento para la ecuacion adjunta de (4), entonces
* . —1
p=p
La principal propiedad de la funcién de acompafiamiento se muestra en el siguiente resultado,
cuya demostracion es sencilla.

LEMA 3.1. Se satisface que p(k)a(k) = p(k + 1)c(k), para cualquier k € iU{O}. Ademds la
Ecuacion (4) es autoadjunta sii p(k) = 1 para cualquier k € 1.

Tal y como anunciamos en la seccion precedente, vamos a hacer mds preciso el resultado de la
Proposicién 2.6. En primer lugar, cuando n + 1 € §(I), entonces a(n + 1) = ¢(n) y, por lo tanto,

n n—1
o+ Dptn+1) =+ DL 5 =atm [T 55 = atpto
que a su vez implica que p(n+1)a(n+1)w(u, v](n+1) = p(n)a(n)wlu, v](n). Ahora demostraremos
que las igualdades anteriores son ciertas para cualquier k£ € I cuando u,v € S.
PROPOSICION 3.2. Dadas u,v € S, entonces a(k)w[u,v|(k) = c¢(k — 1)w[u,v](k — 1) para

(¢}
cualquier k € 1. Por tanto, la funcién p aw(u,v| es constante en 1y vale 0 sii u y v son linealmente
dependientes.

Demostracion. Como u, v € S, entonces
a(k)u(k+1) = b(k)u(k) —c(k — Du(k—=1) y a(k)v(k+1)=0bk)v(k) —c(k — v(k —1),
para cualquier k € i y
a(k)wlu, v] (k) = u(k) [b(k)v(k) —e(k — Dok — 1)} — (k) [b(k)u(k) —e(k — Dulk — 1)]
— (k1) [v(k)u(k 1) — u(k)o(k — 1)} = c(k — Dwlu, o] (k — 1),
Por lo tanto, multiplicando por p(k) amb(zs lados de la igualdad anterior y aplicando el Lema 3.1,
obtenemos que p a wlu, v] es constante en TU{0} y, por tanto, en I. O
Ahora estamos preparados para obtener la anunciada relacion entre los espacios S 'y S*.
COROLARIO 3.3. §* = p Sy, ademds, {u,v} es una base de S sii {pu, pv} es una base de S*.

Demostracion. Siu € C(I), entonces u € S sii

o

a(k)u(k+1) —b(k)u(k) + c(k —Du(k—1) =0, keI,

0, equivalentemente, sii

(o}

p(k)a(k)u(k +1) — p(k)b(k)u(k) + p(k)c(k — Du(k —1) =0, keTl.
Definiendo @ = pu, la anterior identidad es equivalente a

p(k)a(k) . VNS ph)ek=1) 0 o
m“(’ﬁLl) b(k) (k)+—p(l€—1) (k—=1)=0, kel.

Del Lema 3.1 tenemos que p(k — 1)a(k — 1) = p(k)c(k — 1) para cualquier k € I y, por tanto, la

identidad anterior es equivalente a

o

c(k)a(k + 1) — b(k)a(k) + a(k — Da(k — 1) =0, kel
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es decir, equivalente a u € S*.

Finalmente, dadas u, v € C(I), entonces para cualquier k € iU{O}, se verifica

wlpu, pol(k) = p(k)p(k + Dwlu, v](k).
Por tanto, w|pu, pv](k) = 0 sii w(u, v|(k) = 0, verificindose la dltima afirmacién del enunciado. [J

Puesto que la funcién de acompafiamiento que corresponde a la ecuacién adjunta es p~*, dados
u,v € S, entonces p~cw|pu, pv] es constante en I. De hecho, en la demostracion del anterior coro-
lario hemos comprobado que

(8) pawlu,v] = p~tcwlpu, pv], paracualquier u,v € S.

4. Funcion de Green y formula de Lagrange

Si conocemos una base del espacio de soluciones de la Ecuacion en diferencias homogénea (5),
a partir del Corolario 2.4 y dado f € C(I), para obtener todas las soluciones de la Ecuacién (4)
es suficiente con obtener una solucién particular. Mds especificamente, como cada solucién de la
Ecuacién (4) puede considerarse como la dnica solucion de un problema de valor inicial dado, si

fijamos m € i U{0}, los valores xg,z; € Ry f € C(I), podemos ficilmente hacer mds preciso el
resultado del Corolario 2.4.

PROPOSICION 4.1 (Principio de Superposicion). Si u € C(I) es la tinica solucion del problema
de valor inicial

a(k)u(k +1) = b(k)u(k) +c(k — Du(k — 1) = f(k); ke i, u(m) =z, u(m+1) = x4,

entonces uw = z + v donde z es la uinica solucion del problema de valor inicial para la ecuacion
homogénea

a(k)z(k+1) —b(k)z(k) +c(k—1)z(k—=1)=0; ke i, z(m) = xg, z(m+1) = a1,

y v es la tnica solucion del problema de valor inicial

(o}

a(k)o(k +1) — b(k)o(k) + c(k — Dok — 1) = f(k); k€L, v(m)=uv(m-+1)=0.

Nuestro préximo objetivo es para cada dato f € C(I) dado y fijado m € iU{O}, obtener la tnica
solucién del dltimo problema de valor inicial. El préximo concepto es la clave para alcanzar este
propdsito.

DEFINICION 4.2. Llamamos funcién de Green para la Ecuacion en diferencias (4) a la funcion
g € C(Ix1) definida para cualquier s € I como g(-, s) la tinica solucion de la Ecuacion en diferencias

1 o
homogénea (5) que satisface g(s, s) = 0 para cualquier s € 1y g(s+1,s) = — cuando s e1U{0}

a(s)

og(n,n+1)=— cuando n + 1 € 6(I).

1
a(n+1)

La importancia de la funcién de Green reside en que nos permite obtener una solucién particular
de la Ecuacién (4) con dato f para cualquier f € C(I).
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PROPOSICION 4.3. Dados f € C(I)ym € iU{O}, entonces la funcion

u(k):/ gk, s)f(s)ds, kel

m

es la inica solucion de la Ecuacion (4) que satisface u(m) = u(m + 1) = 0.

Demostracion. Obviamente, u(m) =0y u(m+1) = g(m+1,m+1)f(m+ 1) = 0. Por otro lado,
dado k € i aplicando la aditividad de la integral, es decir, la Identidad (2), obtenemos

a(k)/ : g(k+1,s)f(s)ds—b(k;)/ g(k,s)f(s)ds+c(k—1)/ (k= 1,9)f(s)ds
k—1
- / [a(k»)g(k +1,5) — b(k)g(k, s) + c(k — 1)g(k — 1, s)} £(s)ds

+ /k [a(k)g(k +1,s) —b(k)g(k, s)] f(s)ds + a(k) /k " g(k+1,s)f(s)ds

-1

— [a(k)g(k +1,k) — b(k)g(k, k)} F(B) +a(R)g(k + 1,k + 1) f(k + 1) = f(k). O

Dado que g(+,s) € S para cada s € 1, la funcién de Green puede obtenerse a partir de una base
S, el espacio de soluciones de la ecuaciéon homogénea.

PROPOSICION 4.4. Dada {u,v} una base de S, entonces
—1

a(s)wlu, v](s)

g(k,s) = [U(S) u(k) —u(s)v(k)|, k,sel

1 o
Por consiguiente, g(s, s + 1) = ——— para cualquier s € TU{0}.

c(s)

Demostracion. La primera parte, es una consecuencia directa del Corolario 2.7 cuando xy = 0y

1 o
ry = —, para s € IU{0} y cuando z( = ] y 1 = O cuando s = n+ 1 € §(I). Por otra

a(s) a(n+1
parte, a partir de la expresion obtenida, para cualquier s € iU{O}, se cumple
— +1)u(s) —u(s+1)v(s - 1
sy 2 DU —ue e Du@] w1
a(s + Dwlu,v](s + 1) a(s + Dwlu,v](s + 1) c(s)
donde hemos tenido en cuenta que, por la Proposicion 3.2, ¢(k — 1)w[u, v](k — 1) = a(k)w[u, v](k)

para cualquier k € i O

Teniendo ahora en cuenta el Principio de Superposicion, el Corolario 2.7 y la Proposicion anterior,
obtenemos a continuacion la expresion de la solucién tnica de cada problema de valor inicial para la
Ecuacion (4).

TEOREMA 4.5 (Férmula de Lagrange). Fijados m eiU{O}, zo,x1 € Ry f € C(I), la dinica
solucion de la Ecuacion (4) que satisface y(m) = xo y y(m + 1) = x; estd determinada por la
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expresion
k
vk = 2(0)+ [ gk 9)f()ds, kel
donde z € S satisface que z(m) = xoy z(m+1) = x1. Ademds, si {u,v} es una base de S, entonces

y(k) = MW)O) [(mov(m +1) — zyv(m))u(k) + (z1u(m) — zou(m + 1))0(/1‘)]

N a(0)wlu, v](
1 . k ; . k
~ e 1) [ s = o) [ upese], ber

Demostracion. Basta observar que dada {u, v} una base de S, la funcién p a w[u, v] es constante en
I. U

Aunque en la Proposicién 4.4 y en el Corolario 2.7 hemos utilizado una base especifica de S,
{u,v}, para obtener tanto la funcién de Green como la dnica solucién de cualquier problema de valor
inicial para la ecuacién homogénea asociada a la Ecuacién (4), naturalmente ambas, y, por tanto, la
funcién dada en la Formula de Lagrange no dependen de la base escogida. Por otro lado, podemos
usar también la base {u, v} para obtener la relacién entre la funcién de Green para la Ecuacién (4) y
la de su adjunta.

PROPOSICION 4.6. Si g y g* denotan las funciones de Green para las Ecuaciones (4) y (6),
respectivamente, entonces

9" (k,s) = —g(s, k), para cualquier k,s € 1.

Demostracion. Si consideramos {u, v} una base de S, entonces segtin el Corolario 3.3 sabemos que
{pu, pv} es una base de S*. Ademas, conforme a la Proposicién 4.4 y teniendo en cuenta la Identidad
(8), para cualquier £, s € I se obtiene que

* S) = —p(s)p(k) vis)u —uls)v = _p(k) vis)u —uls)v
9 (k) = s [P ) — (s olh) | = s o) uk) — w(s) o(h)
= p<k) u{s)v —vlSs)Uu = —g\s
= e el el L4 o) = o) uh)] = —g(s, )
donde hemos considerado que p(s)a(s)w(u, v](s) = p(k)a(k)w[u, v](k). O

5. Solucién de ecuaciones desacopladas

Aunque en las secciones anteriores se ha descrito la estructura del conjunto de soluciones de una
ecuacion en diferencias lineal de segundo orden e irreducible, en general no es sencillo encontrar
explicitamente tales soluciones. De hecho, uno de los objetivos de este trabajo es precisamente el
determinar férmulas cerradas para las soluciones de estas ecuaciones y a ello dedicaremos varios
capitulos. No obstante, existen ecuaciones para las que la determinacion de una base de soluciones
de la ecuaciéon homogénea no requiere de técnicas adicionales. Nos ocuparemos a continuacioén de
uno de estos tipos de situaciones. Recordemos que una vez determinada una base de soluciones de
la ecuacion homogénea, podemos determinar la funcién de Green del problema y, por tanto, la Gnica
solucién para cada problema de valor inicial.
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En esta seccion analizaremos la estructura de las soluciones de las ecuaciones denominadas des-
acopladas que son las ecuaciones de la forma (4) en las que el coeficiente b es nulo; es decir, las
ecuaciones

o

9) a(k)u(k + 1) + ek — Du(k — 1) = f(k), kel

donde a,c € C*(I) y f € C(I).

Antes de probar el resultado fundamental de esta seccidn, recordemos que para x € R, |x] es el
mayor entero no superior a 'y [x| es el menor entero no inferior a . Recordemos también que la
funcion de acompafiamiento de la ecuacion es

méax{k,0}—1 s(k)

pk)=| ] als) , kel

s=min{k,0} C(S)

Para simplificar la presentacion, definimos las funciones ¢, 1) € C(I)

[méx{[5],0}-1 1%
1 k c(2s)
k —[1 1’“]—1H A% 1 kel
(10) _s:ml’n{f%],O} i
' misd510-1 1)‘5(’“)
L _[1_ 1 /f] _1)l3] ass= ) . kel
R e G I | = e
[ s=min{[51,1} ]

Observar que si k € I, entonces (k) = 0 sii k es par, mientras que ¢(k) = 0 sii k es impar. Por otra
parte, ¢(0) = ¢(1) = 1, lo que implica que w|¢p, 1)](0) =
PROPOSICION 5.1. Dadas a,c € C*(I), el conjunto {¢, w} es una base de soluciones de la ecua-

cion homogénea a(k)u(k+1)+c(k—1Du(k—1) =0,k € I y, ademds, p(k)a(k)w[o, ¥]|(k) = a(0).
En particular, la funcion de Green de la ecuacion estd determinada por la identidad
o(s)v(k), k,s€l, kimpary s par,
olhcs) = 251 & ()00, ks €1, kpary s impar,

0, k,s €1, k,sde la misma paridad.

Aplicaremos ahora la Férmula de Lagrange para determinar la expresion de las soluciones de los
problemas de valor inicial para las ecuaciones desacopladas.

TEOREMA 5.2. Dados m EiU{O}, zo,x1 € Ry f € C(1), la dnica solucién del problema de
valor inicial

o

a(k)u(k+1)+c(k — Du(k —1) = f(k), k€I, ulm) =1z, ulm+1)=x,
estd dada, para cada k € 1, por

[w p(s)f(s)ds — () w(S)p(S)f(S)dS]
 almp(m) { v (m + D6(k) + w1o(m)b(k),  m par
a(0) (Iogb(m + D)y(k) + xﬂ/)(m)gb(k‘)), m impar
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Como caso particular, describiremos las soluciones en el caso de ecuaciones desacopladas con
coeficientes constantes. En capitulos posteriores obtendremos esta misma expresion como aplicacioén
de la teoria general de resolucion de ecuaciones en diferencias de segundo orden y con coeficientes
constantes.

COROLARIO 5.3. Supongamos que a(k) = ay c(k) = ¢, para cada k € i entonces las funciones
1 £ rc1ls] 1 k
o) = S [T+ DD ST wt) =51 (C1f -0 |
2 a 2
son base de soluciones de la ecuacion desacoplada au(k+1) 4+ cu(k —1) =0 en i En particular, la
funcion de Green de la ecuacion estd determinada por la identidad
(

C

—_

$1-1
} , kel
a

. sret1s rk1-1
(—1)5(—1)@ [2} [E} ’ [E] ' k,sel, kimpary s par,
cl Llal la
ko) — & L ra1s el ret
gk, s) a) —(=1)3(=1)ls! [E} [E] ’ [E} *. k,se€l, kparysimpar,
cl la a

L 0, k,s €1, k,s de la misma paridad.

Ademds, para cada m EiU{O} yxo, 1 € Ry f € C(I), la vnica solucion del problema de valor
inicial

alk)z(k+ 1) +c(k —Dz(k —1) =0, keI, 2(m) =m0, z(m+1) =,
estd dada, para cada k € 1, por

[a}m xo(—l)LmT“J [2] {mTH]_l¢(k)+x1(—1)% E]T;w(k’)» m par.
z(k) = - . -
(-1 [E]F v + 0[] 60), e impar

6. Ecuaciones en diferencias semejantes y congruentes

Cualquier ecuacién en diferencias (irreducible) determina su espacio de soluciones S. Equivalen-
temente, dados b € C(I) y a,c € C*(I) que satisfacen a(n + 1) = ¢(n) y ¢(n + 1) = a(n) cuando
n+ 1 € §(I), el espacio S estd completamente determinado. El principal objetivo de esta seccidn es
estudiar si el espacio S determina o no la Ecuaciéon homogénea (5). Esta cuestion motiva los siguientes
conceptos respecto de la relacion entre ecuaciones homogéneas.

Consideramos b,b € C(I), a,a,c,é € C*(I) tales que a(n + 1) = ¢(n), ¢(n + 1) = a(n),
a(n+1)=¢(n)ycé(n+ 1) = a(n) cuando n + 1 € §(I), las ecuaciones en diferencias homogéneas

(11) a(k)u(k+1) — b(k)u(k) + c(k — Lu(k —1) =0,
(12) a(k)u(k +1) — b(k)u(k) 4+ é(k — Du(k — 1) =0,
para cualquier k € i ySy S sus correspondientes espacios de soluciones.

DEFINICION 6.1. Las ecuaciones (11) y (12) se denominan semejantes si S = S, y congruentes

si existe una funcion o € C*(I) tal que S = o8 vy, en tal caso, la Ecuacion (12) se denomina
o—congruente a la Ecuacion (11).
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Naturalmente, ambas definiciones, semejanza y congruencia, establecen una relacion de equi-
valencia en el conjunto de las ecuaciones en diferencias irreducibles. Por otra parte, cada clase de
equivalencia de tal relaciéon de equivalencia tiene un representante autoadjunto; es decir, cualquier
ecuacion en diferencias de segundo orden irreducible es semejante a una ecuacioén autoadjunta. De
manera mas precisa, tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 6.2. La Ecuacion homogénea (5) es semejante a la ecuacion autoadjunta

p(k)a(k)u(k +1) — p(k)b(k)u(k) + p(k — Da(k — Du(k —1) =0, k¢ i,

donde p es la funcion de acompaiiamiento. Ademds, si g es la funcion de Green de la Ecuacion (4),
entonces la funcion de Green de la ecuacion en diferencias autoadjunta semejante estd dada por
g(k, s)p(s)~! para cualquier k., s € 1.

Demostracién. Como p € C*(I) para cualquier k£ € I, u € C(I) es una solucién de la Ecuacién (4)
sil
p(k)a(k)u(k + 1) — p(k)b(k)u(k) + p(k)c(k — Lu(k —1) =0, k€1,
y se obtiene el primer resultado teniendo en cuenta que segiin el Lema 3.1 p(k — 1)a(k — 1) =
p(k)c(k — 1) para cualquier k € I
Como dos ecuaciones semejantes tienen el mismo espacio de soluciones, la relacién entre las
funciones de Green estd determinada por el resultado de la Proposicién 4.4 0

El Corolario 3.3 determina que cualquier ecuacién en diferencias es congruente a su ecuacion
adjunta, o de forma mds precisa, que su ecuacion adjunta es p—congruente a la ecuacion homogénea
dada.

Nuestro objetivo es caracterizar cuando las dos Ecuaciones en diferencias (11) y (12) son seme-
jantes o congruentes. Para conseguirlo, primero demostraremos que el espacio de soluciones de una
ecuacion en diferencias homogénea determina los coeficientes de la ecuacion salvo multiplicacién
por funciones de C*(I).

PROPOSICION 6.3. Consideramos u,v € C(I) tales que wlu,v] € C*(I). Entonces, dados b €
C(I)ya,ce C*(I) tales que a(n + 1) = ¢(n) y ¢(n + 1) = a(n) cuando n + 1 € (1), el conjunto
{u,v} es una base del espacio de soluciones de la ecuacion homogénea

a(k)z(k+1) = b(k)z(k) + c¢(k — 1)z(k — 1) =0, para cualquier k el
Sil
b(k) [u(k — Do(k + 1) — u(k + 1v(k — 1)] clk—1)  wlu,v|(k)
alk) wlw, o] (k — 1) YT ak)  wiu )k —1)

para cualquier k € i

Demostraciéon. Obviamente, u y v son soluciones de la ecuacion homogénea sii
[u(k +1) 1 [uwk) —u(k—=1D][ bk)
vk+1)|  alk) [vk) —vk—1)| |e(k—1)
para cualquier k € i 0, equivalentemente, sii

[bw)' a(k) rm%—l)u%—lq

ch—1)|  wuok—1) | —vk) k)
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COROLARIO 6.4. Las Ecuaciones (11) y (12) son semejantes sii existe v € C*(1) tal que a = va,

A~ [¢] o
b =vbenly, ademds, ¢(k — 1) = v(k)c(k — 1) para cualquier k € 1. En particular, cada ecuacion
en diferencias es semejante a una inica, ecuacion autoadjunta, salvo constante multiplicativa.

Demostracién. Si existe v € C*(I) que satisfaga la propiedades enunciadas, entonces ambas ecua-
ciones son claramente semejantes.
Reciprocamente, sea {u, v} una base de S = S. Por la Proposicién 6.3 sabemos que

b(k) b(k) B [u(k — 1)v(k+ 1) — u(k + L)v(k — 1)] y clk—1) ¢ék—1) wlu, v](k)

alk) a(k) wlu, v](k — 1) a(k) a(k)  wlu,v](k—1)

o
para cualquier & € I. Entonces, basta con considerar v = a~a.
Asumamos ahora que las ecuaciones (11) y (12) son semejantes y autoadjuntas. Entonces, a = c,
a = ¢y, por tanto,

vik—1ak—1)=ak—1)=¢k—1) =v(k)c(k —1) =v(k)a(k — 1), para cualquier k € i,
lo que implica que v es constante en I u{0}. O

El siguiente resultado, de gran utilidad, es una consecuencia directa del anterior Corolario.

COROLARIO 6.5. Cualquier ecuacion en diferencias es semejante a una ecuacion explicita Y,
ademds, existe exactamente una ecuacion en diferencias explicita en cada clase de equivalencia
de la relacion de equivalencia. Por otro lado, cualquier par de funciones u,v € C(I) tales que
wlu, v] € C*(I) determinan una tinica ecuacion en diferencias escrita en forma normal. Ademds, da-
do a € C*(I), existe una tinica ecuacion en diferencias cuyo coeficiente principal es a en cada clase
de equivalencia de la relacion de equivalencia.

COROLARIO 6.6. La Ecuacion (12) es o—congruente a (11) sii es semejante a la ecuacion
o (k) o (k)

o(k+1) oh—1) c(k — Du(k — 1) = 0 para cualquier k €1.

a(k)u(k + 1) — b(k)u(k) +

~ [¢]
Demostracién. Sabemos que u € S sii 0 'u € S'y, por tanto, sii para cualquier k € I se satisface

u(k +1) u(k) u(k —1)

obteniéndose el resultado multiplicando esta igualdad por o (k). 0

Segtn la Proposicién 4.4, la funciéon de Green para una ecuacion en diferencias homogénea da-
da es determinada por una base del espacio de sus soluciones, asi que de los resultados anteriores
podemos obtener facilmente la relacion entre las funciones de Green de ecuaciones semejantes o
congruentes.

PROPOSICION 6.7. Supongamos que g € C(I x I) es la funcion de Green de una ecuacion
en diferencias explicita. Entonces, el conjunto de funciones de Green para todas sus ecuaciones en
diferencias semejantes viene dado por g(k,s)a(s)™', k,s € 1, donde a € C*(I) es el coeficiente
principal de la ecuacion semejante. Por otra parte, si o € C*(I), la funcion de Green de una ecuacion
o—congruente cuyo coeficiente principal es a viene dada por o(k)g(k, s)a(s)to(s +1)7% k € 1,

s € iU{O} yporo(k)g(k,n+ 1a(n+1)"to(n)™Y, k € L, cuandon + 1 € 6(I).
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Demostracion. Sea {u,v} una base de S, el espacio de soluciones de la ecuacién en diferencias

m [u(s)u(k) — u(s)o(k)], mientras
que la funcién de Green para la ecuacion en diferencias semejante cuyo coeficiente principal es a
viene dada por g(k, s)a(s)!.

Por otro lado, puesto que {ou, cv} es una base de soluciones de cualquier ecuacién o—congruente,
entonces si a es el coeficiente principal de dicha ecuacion, su funcién de Green es

L o(shu(s)o(kpulk) — o(shu(s)o (k)o(k)]

a(s)wlou, ov](s)

) o >
_O(S—l—l)a(S)w[u,v](s)[ (s)u(k) (s) (k)]7 kel sé€l,
mientras que cuando n + 1 € §(I), obtenemos
-1
a(n + 1)wlou, ov](n + 1)
—o(k)

explicita. De acuerdo con la Proposicién 4.4, g(k, s) =

9o (k,s) =

go(k,n+1)= [o(n+ 1)v(n+ 1)o(k)u(k) — o(n+ Du(n+ 1)o(k)v(k)]

ya que
wlou, ov](n + 1) = wlou, ov](n) = a(n)o(n + Dwu,v](n) = o(n)o(n + wlu,v](n+1). O

7. Caracterizacion de las funciones de Green

En las secciones anteriores hemos demostrado que cualquier ecuacion en diferencias (irreducible)
determina su funcién de Green. Equivalentemente, dados a, b, ¢ € C(I) tales que a,c € C*(I) y que
satisfacen a(n+1) = ¢(n) y ¢(n+1) = a(n) cuando n+ 1 € §(I), existe una tnica funcién de Green
de la ecuacidén en diferencias cuyos coeficientes son a, b y c. El principal objetivo de esta seccién
es mostrar que, reciprocamente, dada g € C(I x I) que satisface unas determinadas propiedades,
entonces existe una tnica ecuacion en diferencias tal que g es su funcion de Green. Equivalentemente,
demostraremos que la funcién de Green determina completamente los coeficientes de la ecuacion en
diferencias.

Recordemos que en la seccidn anterior demostramos que si se conoce una base del espacio de
soluciones, queda determinada una tnica ecuacion en diferencias explicita y homogénea. Puesto que
la expresion de la funcion de Green estd relacionada con el coeficiente principal, esperamos que toda
funcion de Green sea capaz de fijar su ecuacion en diferencias. Por otro lado, nos sera util utilizar que
si para ciertos m, m € I las funciones g(-,m), g(-, M) son linealmente independientes, entonces para

o
cualquier s € TU{0} la funcién g(-, s) puede expresarse como una combinacién lineal de g(-,m) y
g(+,m). En primer lugar analizamos cudndo estas funciones son linealmente independientes.

LEMA 7.1. Si g € C(I x 1) es la funcion de Green de una ecuacion en diferencias de segundo
orden, entonces dados m,m € 1 las funciones g(-,m) y g(-,m) son linealmente independientes
sii g(m,m) # 0. En particular, g(-,s) y g(-, s + 1) son linealmente independientes para cualquier

s € Z(EU{O}.
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Demostracién. Sean x = g(-,m)y z = g(-, 7). Si a es el coeficiente principal y {u, v} es una base
del espacio de soluciones de la ecuacion en diferencias homogénea, por la Proposicion 4.4 sabemos
que

—1

e a(m)wu, v](m) [o(m)u —u(m)o] y 2= [v(m)u — u(m)v];

lo que implica que

wiz, 2] :—v(m)u(m)w[u,v] —u(m)v(m)wv, u] _ (u(m)v(m —v(m)u m)) 1]
’ a(m)a(m)wu, v](m)wlu, v](m) a(m)a(m)wu, v](m)wlu, v](m) ’
S LU

a(m)wlu, v](m)
donde hemos tenido en cuenta que el wronskiano es bilineal y antisimétrico. El resultado es conse-
cuencia de la Proposicion 2.6. U

El siguiente resultado nos permite caracterizar qué funciones son funciones de Green de algu-
na ecuacion en diferencias y, cuando se satisfacen las condiciones, determinar la Unica ecuacién en
diferencias de la cual la funcién dada es su funcién de Green.

TEOREMA 7.2. Dada g € C(1x1), entonces g es una funcion de Green sii satisface las siguientes
propiedades:

(1) w[g(a O)?Q(a 1)] S C*(I) .
(i) g(k + 1,k) # 0 para cualquier k € 1U{0} y g(n,n + 1) # 0 cuando n + 1 € 6(I).

1 o
(iil) g(k,s) = w[g(9(5)+g(a 31))](5) [g(s,())g(k;, 1) — g(s, 1)g(k:,())], para cualquier s € TU{0} y
cualquier k € .
g(n,n+1)

k €1, cuandon+ 1 € §(I).

0 [g(n—l— 1,1)g(k,0)—g(n+1,0)g(k,1)| para cualquier

Ademds, g(k,k + 1) # 0 para cualquier k € i U{0} y g es la funcion de Green de la ecuacion en
diferencias con coeficientes a,b, c € C(I) definidos como

1

= PCESNOL para cualquier k € iU{O}

a(k)

y por

B glk+1,k—1) B -1
bik) = gk + 1, kgl k—1) > c(k) = g(k, b+ 1)

Demostracion. La Definicion 4.2 de funcién de Green, la Proposicion 4.4 y el anterior Lema 7.1 de-
terminan que si g es una funcién de Green, entonces debe satisfacer todas las propiedades enunciadas.

Reciprocamente, si ¢ satisface (i)—(iv), entonces definiendo v = ¢(-,0) y v = g(-,1), uy v
satisfacen la hipétesis de la Proposicion 6.3 y, en consecuencia, {u, v} es una base del espacio de
soluciones de una ecuacién homogénea

, para cualquier k €1.

a(k)z(k+1) —b(k)z(k) + ¢(k — 1)z(k — 1) =0, para cualquier k € i,
donde
b(k) _ [ulk — Dok +1) —u(k + vk — 1)] y co(k—1) _ wlu,v)(k)
a(k) wlu, v](k — 1) a(k) wlu, v](k—1)
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[¢]
para cualquier k£ €1.
Ya que (iii) y (iv) enuncian que para cualquier s € I, g(-, s) es una combinacion lineal de u y v,
concluimos que g(-, s) es una solucién de la ecuacién anterior y, ademds, satisface que g(s, s) = 0.

Ademas, cuando s € iU{O}, el valor del lado derecho de la Identidad (iii) en £ = s + 1 coincide
con g(s + 1, s), mientras que cuando n + 1 € 4(I) , el valor del lado derecho de la Identidad (iv) en
k = n coincide con g(n, n+1). Por tanto, segtin la Proposicién 6.7, las expresiones a la derecha de (iii)

y (iv) determinan la funcién de Green cuyo coeficiente principal viene dado por a(k) = m
g 5

(¢}
para cualquier £ € TU{0} y, por consiguiente, los coeficientes de la ecuacién en diferencias vienen
expresados por

:a(k)[u(k: Do(k+1) — u(k + 1)v(k —1)]

)
" wlu, (k1)
gk =1,0)9(k +1,1) — g(k +1,0)g(k — 1,1)]
g(k+ 1, k)wlu,v](k — 1)
o gk+1,k—-1)
gk k—1Dglk+1,k)
c(h—1) = a(k)wlu, v](k) _ wlu, v](k) _ -1
wlu,v](k—1) gk + 1, k)wu,v](k—1) g(k—1,k)’
para cualquier k Ei. O

COROLARIO 7.3. Dada g € C(I x 1), entonces g es la funcion de Green de una ecuacion en
diferencias autoadjunta sii satisface las siguientes propiedades:

(1) w[g(a O)?Q(a 1)] € C*(I) o
() glk+1,k) A0y g(k+ 1,k) = —g(k,k + 1) para cualquier k € TU{0}
(iii) g(n,n+ 1) # 0 cuando n + 1 € §(I).

. g(s+1,s) . °
(iv) g(k,s) = 90,0090 D1s) [g(s,O)g(k, 1) — g(s, 1)g(lf,0)], para cualquier s € TU{0} y

w
cualquier k €
g(n,n+1)

O ) = 05 0) g C D+ 1)
k €1, cuando n + 1 € 6(I).

Por otro lado, cuando esto ocurre g es antisimétrica.

[g(n—kl, 1)g(k,0)—g(n+1,0)g(k,1)| para cualquier

PROPOSICION 7.4. Si g € C(I x I) es la funcion de Green de una ecuacion en diferencias de
segundo orden, entonces la funcion de acompaiiamiento para la ecuacion viene dada por

max{k,0}—1 (5.5+1) s(k)
g\s, s .
k)= (—1) _ - l kel
p(k)=(-1) H o515 ., para cualquier
s=min{k,0}
y, ademds, p(s)g(s, k) = —p(k)g(k,s), para cualquier k,s € 1. En particular, los valores de la

funcion de Green para k < s+ 1 dependen solo de los valores de la funcion de Green para k > s+ 1.
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Demostracion. La expresion precedente de la funcion de acompafiamiento se obtiene a partir de su
1

_ k) = ——— lqui
UESHD) y c(k) G E D) para cualquier

Definici6n (7) teniendo en cuenta que a(k) =

ke iu{o}.
Por otra parte, si {u, v} es una base del espacio de soluciones de la ecuacién homogénea, entonces
— k) — k k) — k
Sy — L0 —ul) o] p&ule) o) — ) uh)] __pls) oy
a(s)wlu, v](s) p(k)a(k)wlu, v](k) p(k)
donde hemos aplicado que p a w]u, v] es constante. O

Concluiremos este capitulo mostrando que el Lema 7.1, junto con el Teorema 7.2, permite obtener
las soluciones de cada problema de valor inicial directamente desde la funcién de Green. Concreta-
mente, tenemos la siguiente version de la Formula de Lagrange.

TEOREMA 7.5. Si g € C(I x1) es la funcion de Green de una ecuacion en diferencias de segundo
orden, entonces para cada m € TU{0}, zo, 21 € Ry f € C(1), la dinica solucion de la ecuacion en
diferencias con dato f que satisface y(m) = xoy y(m + 1) = x; estd determinada por la expresion

k

ﬂEﬁﬁiﬁgwm“*U+/qﬂh$ﬂ@$,keL

g

y(k) = gmt Lm) g(k,m) +

Zo

Apéndice: Ecuaciones en diferencias lineales irreducibles de primer orden

Aunque el objetivo de este trabajo es el andlisis de las ecuaciones lineales de segundo orden,
describiremos a continuacion la expresion de las soluciones de las ecuaciones lineales irreducibles
de primer orden. De hecho, alguno de los resultados que obtendremos a continuacioén ya han sido
utilizados implicitamente, especialmente al describir la expresion de la funcién de acompanamiento,
que esté caracterizada como la Unica solucién de un problema de valor inicial para una ecuacién de
primer orden.

En esta seccion seguiremos un tratamiento similar al efectuado en las secciones anteriores para
ecuaciones de segundo orden, lo que nos permitird no mencionar las motivaciones de las definiciones.

Dadas las funciones a, ¢ € C*(I), para cualquier f € C(I) una ecuacion en diferencias de primer
orden con coeficientes a, cy dato f es de la forma

(13) a(k)u(k) — c(k — Dulk —1) = f(k), keI,

y se trata de encontrar todas las funciones u € C(I) que verifican la identidad.

Se denomina solucion de la ecuacion en diferencias a cada funcién v € C(I) que satisface la
identidad anterior.

Al igual que para ecuaciones de segundo orden, las soluciones no dependen del valor del coefi-
ciente a y del dato f en J(I). Asimismo, cuando n + 1 € §(I), los valores de c en n y n + 1 no tienen
ninguna influencia en la Ecuacion (13) y podemos imponer que a(n + 1) = ¢(n) y ¢(n + 1) = a(n),
identidades que asumiremos satisfechas en lo sucesivo cuando n + 1 € §(I).

La Ecuacién (13) se denomina explicita o escrita en forma normal si y solo si a(k) = 1 para
cualquier k£ € I.

La ecuacion

o

(14) a(k)u(k) —c(k — Du(k—1) =0, keI,
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que corresponde a considerar dato nulo en la Ecuacion (13) se denomina homogénea y nos referimos
a ella como la ecuacién homogénea asociada a (13).

El siguiente resultado muestra que cualquier solucién de la Ecuacion 13 estd completamente de-
terminada por su valor en un nodo. En definitiva, mostramos que cada problema de valor inicial para
una ecuacion lineal irreducible y de primer orden tiene una tnica solucion.

PROPOSICION 7.6. Dados me iU{O} y zg € R, para cualquier f € C(I) la ecuacion en diferen-
cias de primer orden

a(kyu(k) — ek — Dulk —1) = f(k), ke,
tiene una tnica solucion v € C(I) tal que uw(m) = x¢. En particular, si f = 0, es decir, si u es

o
solucion de la ecuacion homogénea asociada, entonces u = 0 sii existe meIU{0} tal que u(m) = 0.

DEFINICION 7.7. Llamamos funcién de Green para la Ecuacién en diferencias (13) a la funcion
g € C(Ix1) definida para cualquier s € 1 como g(-, s) la vinica solucién de la Ecuacion en diferencias

homogénea (14) que satisface g(s,s) = — para cualquier s € L.

afs)
Es muy sencillo obtener la funcién de Green para una ecuacion lineal de primer orden. Concreta-
mente, tenemos que

1 méx{k,s}—1 C(j) s(k—s)
15 kys) = — o . k,sel
(15) alk.s) = o j:mlmI{ks} G D s

TEOREMA 7.8 (Férmula de Lagrange). Para cada m € iU{O}, cada xg € Rycada f € C(1), la
tinica solucion del problema de valor inicial

o

a(k)u(k) —c(k — Du(k — 1) = f(k); k€I, u(m)= xo,

estd determinada por la identidad

[ (k—m) , s5(k—s)
méx{k,m}—1 . ° k méx{k,s}—1 .
c(4) / f(s) c(9)
u(k) ==z —_— + — —_— ds, kel
W=t 1 G5 oo |GG

Observar que cuando a(k) = c¢(k) = 1, la ecuacién (13) se reduce a u(k) — u(k — 1) = f(k),

ke i, cuya funcién de Green es g(k, s) = 1, k, s € I, de manera que dado xy € R, la dnica solucién
del problema de valor inicial u(0) = x( estd determinada por

k
(k) =20+ [ f(s)ds,
0
expresion que coincide con la proporcionada por el Teorema Fundamental del Calculo.
Finalizaremos la secidn con la particularizacion del resultado anterior al caso en el que los coefi-
(¢] (¢}
cientes son constantes en I; es decir, cuando a(k) = a, ¢(k) = ¢ para cada k €1, donde a, c € R*.

COROLARIO 7.9. Sia,c € R*, para cada m € iU{O}, cada xy € Ry cada f € C(I), entonces la
tinica solucion del problema de valor inicial

au(k) — cu(k —1) = f(k); kel, u(m)= o,
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estd determinada por la identidad

oty = [ [ o2 [ s [ 0] v

m



Capitulo 2

Operadores y ecuaciones de Schrodinger en un camino

1. Operadores Laplaciano y de Schrodinger en un camino

En este capitulo analizamos las ecuaciones en diferencias lineales e irreducibles de segundo orden
desde una perspectiva diferente que en el anterior. Adoptamos ahora una visién funcional en vez de la
algebraica que hemos desarrollado en el capitulo anterior. Ademas, este punto de vista ilustra por qué
nuestro andlisis de las ecuaciones en diferencias de segundo orden discurre en paralelo al estudio de
las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. Cuando los coeficientes a y c de la Ecuacién
(4) son positivos, la parte principal del operador en diferencias asociado es un operador eliptico, ver
[18] y, entonces, este andlisis funcional puede concretarse en el uso de las técnicas provenientes de la
Teoria del Potencial, ver por ejemplo [4, 16].

Empezamos definiendo el andlogo discreto a un intervalo continuo, es decir, el dominio equiva-
lente al de los coeficientes de una ecuacion diferencial ordinaria. Por supuesto, el andlogo discreto de
un intervalo continuo es la nocién de camino, que pertenece al campo de la combinatoria. Ademas,
el papel del coeficiente principal de una ecuacion diferencial ordinaria lo representa la conductancia
del camino, que lo convierte en lo que en combinatoria se denomina camino pesado y, en general,
dirigido.

A lo largo de este capitulo utilizaremos la notacién del capitulo anterior y consideramos fijo el ca-
mino cuyo conjunto de vértices es 1y donde dos vértices son adyacentes si 'y solo si son consecutivos;
es decir, k ~ m sii o bien m = k — 1 o bien m = k + 1, o de manera equivalente sii |k — m| = 1.
El camino es el camino infinito cuando I = Z, el semi—infinito cuando I = N y el camino de n + 2
vértices cuando I = {0, ...,n + 1}. De este modo, si definimos el grado de un vértice como el ni-

mero de vértices adyacentes a él, tenemos que el grado de cualquier vértice en i es 2, mientras que el
grado de cualquier vértice en §(I), cuando esta frontera es no vacia, es 1. En lo sucesivo, asumiremos
la anterior relacion de adyacencia e identificaremos I con el camino y nos referiremos a él como el
camino subyacente.

Si ¢ € C(I), podemos considerar el operador lineal denominado diagonal, D,: C(I) — C(I),
que a cada u € C(I) le asigna D,(u) = qu. En particular, D, es un isomorfismo sii ¢ € Q(I) y, en este
caso, Dq_l = D,-1. Es claro que C(I) puede ser identificado con la clase de operadores diagonales y
C*(I) con la clase de operadores diagonales e invertibles.

Si u,v € C(I), denotaremos por u ® v a la funcién u @ v: I x I — R que a cada k,m € Ile
asigna el valor (u ® v)(k,m) = u(k)v(m).

Denotamos por Cy(I) el subespacio de C(I) formado por las funciones con soporte finito. Natural-
mente, Co(I) = C(I) cuando I = {0,...,n + 1}, pero Co(I) C C(I) en otro caso.

Siu € Cy(I), el valor Z u(s) se denota tanto por [ u como por [ u(s)ds. La aplicacién
I

sel I

21
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(-,): Co(I) x Co(I) — R
6
(16) (u,v) — /Iuv

determina un producto interno en Cy(I). Es mads, la expresion / uo tiene también sentido cuando sélo

1
una de las entradas pertenece a Cy(I), mientras que la otra estd en C(I)

n+1
NotA 1.1. SiI = {0,...,n + 1}, para cada v € C(I) no debe confundirse /u con / uya
1 0

que se tiene la siguiente relacion
n+1
/ u=u(0) + / u.
I 0

Si F: C(I) — C(I) es un operador lineal, la funcién K : I x I — R definida como K (k, s) =
(e, F(es)) se denomina Niicleo del operador 'y, claramente, F(u)(k) = /K(k, s)u(s)ds, para

cada k € Iy cada u € Cy(I). Reciprocamente, cada K: I xI — R deﬁrlle un operador lineal
F: Co(I) — C(I) cuyo niicleo es K. Ademds, si para cada k € I se satisface que K (k,-) € Cy(I),
entonces su operador lineal asociado puede definirse en C(I). En particular, si ¢ € C(I), el nicleo del
operador diagonal D, estd determinado por K (k,s) = q(k)es(k) para cada k,s € 1y, claramente,
para cada k € I satisface que K (k,-) € Cy(I).

El operador lineal F: C(I) — C(I) se denomina local si F(u) € Co(I) para cada u € Co(I). Si
K es el nicleo de F, entonces F es local sii K (-, s) € Cy(I), para cada s € I. Claramente, D, es un
operador local para cada ¢ € C(I).

Supongamos ahora que F: C(I) — C(I) es un operador lineal que satisface que / F(u)v =0
para cada u € C(V') y cualquier v € Cy(V'). Entonces, si para cada k € I consideramols v = ¢y, la
identidad anterior implica que 0 = [ F(u)e,, = F(u)(k) y, en definitiva, que F es el operador nulo.
Esta propiedad justifica la siguiente c{eﬁnici(’)n.

DEFINICION 1.2. Si F: C(I) — C(I) es un operador lineal, denominamos adjunto de F al
operador lineal F*: C(I) — C(I) caracterizado por la siguiente identidad

/f(v)u = /]: (u)v, paratodou € C(V')y cualquier v € Co(V').
I I

Diremos que F es autoadjunto si F* = F.

Si Fi, Fo: C(I) — C(I) son operadores lineales, entonces (]—"1 o ]-"2)* = F; o F{. Ademads, para
cada ¢ € C(I) el operador D, es autoadjunto. Por otra parte, si X'y K™* son los nicleos de F y de F*,
aplicando la identidad de la definicibn au = e,y av = €y, k, s € I, resulta que

(17) K*(k,s) = /I]-"*(es)ek = /I]-"(gk)ss = K(s,k).

Después del comentario precedente a la definicién anterior, es claro que si existe el adjunto de
un operador, entonces es Unico. Ademads, la bilinealidad de la aplicacién (16) y la linealidad de F
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implican que F* es lineal y, ademds, que la igualdad / Fr(u)v = / F(v)u se satisface para cualquier
1 I
ueC(I)yv e CyI) sii

(18) F*(u)(k) = /]—"*(u)ek = /]—"(sk)u, para todo u € C(I) y cualquier k € 1.
I I
En particular, la anterior identidad muestra que todo operador local tiene adjunto.

DEFINICION 1.3. Llamamos conductancia (en el camino I), a cualquier funcion v: I x I — R
tal que y(k, s) # 0 sii |k — s| = 1. El conjunto de conductancias en el camino se denota con I'(I).

Si v € I'(I), denominamos adjunta de ~y a la conductancia v* definida como v*(k, s) = (s, k)
para cualquier k,s € 1. Ademds, y se denomina simétrica cuando v* = ~. El conjunto de conduc-
tancias simétricas se denota como 1'*(I).

Una conductancia v se denomina no—negativa sii y(k,s) > 0 cuando |k — s| = 1. El conjun-
to de conductancias no-negativas se denota con I | (1) mientras que el conjunto de conductancias
simétricas y no-negativas se denota como I'*_(I).

Para cada v € T'(1), el par (1,7) se denomina camino pesado, dirigido y con conductancia +.
Cuando ~ € T°(1), el par (1,7) se denomina camino pesado, no dirigido y con conductancia 7.

Si~y € I'(I), la funcion k., € C(I) definida como (k) =Y v(k, s) se denomina grado asociado

an. sel
Observar que
7(0,1), sik=0y 0ed(I),
(19) ko (k) =4 Ak k= 1)+ (kb +1), sikel,
y(n+1,n), sik=n+1y n+1ei).
En todo el trabajo denotaremos por 7 a la conductancia simétrica definida como 7(k,s) = 1

cuando |k — s| = 1. En combinatoria, el par (I, 7) se denomina simplemente camino no dirigido 'y
suele denominarse grafo. Ademds, (k) = 2 si k € I, mientras que ~.(k) = 1 si k € §(I).

Como veremos a lo largo de este capitulo, las conductancias que se expresan basicamente como
producto tensorial de funciones tienen un papel relevante en el estudio de operadores Laplacianos
en el camino. Este tipo de conductancias estin definidas de la siguiente manera: Si p,v € C*(I),
entonces v = 7 - (u ® v) € I'(I). Mds generalmente, si y € I'(I), entonces o« = v - (p ®@ v) € I'(I)
para cada p, v € C*(I). Ademds, si v € I'*(I), entonces o € I'*(I) sii 4 = Av, con A # 0.

NOTA 1.4. En este trabajo, consideramos el concepto conductancia en sentido genérico, ya que
no imponemos a priori ni que sea simétrica ni que sea no—negativa. En combinatoria, el concepto
habitual de conductancia y, por tanto, de los correspondientes caminos pesados y dirigidos, remite a
las conductancias no—negativas, o incluso al caso més especifico de conductancias simétricas y no—
negativas y, por tanto, a caminos pesados no dirigidos. De hecho, la mayor parte de las citas de este
trabajo en este 4mbito, se refieren a este dltimo caso y habitualmente omiten la expresién no dirigido,
[4] parece ser la tinica notable excepcidn. En definitiva, en este trabajo, la apelacién a caminos pesados
se referird siempre al caso en el que la conductancia es simétrica y no—negativa.

Definiremos a continuacion los operadores lineales basicos asociados a cada conductancia sobre
el camino. Este tipo de operadores constituyen nuestro principal objeto de estudio y representan una
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generalizacion, en el sentido apuntado en la Nota anterior, de los considerados habitualmente en el
tratamiento de redes o grafos pesados, ver por ejemplo, [8, 9, 13, 21, 22, 29, 30, 48, 50].

DEFINICION 1.5. Dada una conductancia v € T'(I), el Laplaciano determinado por -y es el
operador lineal L7 : C(I) — C(I), que a cada v € C(X) le asigna la funcion L (u) definida como

L'(u)(k) = y(k, s) (ulk) = u(s)) = ry(k)u(k) = > y(k,s)u(s), keL
sel sel
Para cualquier q € C(I) llamamos operador de Schrodinger asociado a y y con potencial g, al opera-
dor L7 : C(I) — C(I) que a cada u € C(I) le asigna la funcion L] (u) = L7 (u) + qu.

Por analogia con la terminologia de operadores en derivadas parciales, en ocasiones nos referi-
remos a L7 como la parte principal del operador de Schrédinger L7. Por tanto, el Laplaciano L7
corresponde al operador de Schrodinger L7 con potencial nulo.

En la definicién de operador de Schrodinger, cada potencial ¢ € C(I) estd implicitamente identi-
ficado con el operador diagonal D, : C(I) — C(I) y, por tanto, L) = L7 + D,.

Por otra parte, el nicleo determinado por el del operador de Schrédinger con parte principal L7y
potencial ¢ € C(I) estd determinado por las identidades K (k,s) = —y(k,s)sik,s € Iconk # sy
K(k,k) = q(k) + k,(k) para cada k € I. En consecuencia, K (k,-), K(-, k) € Co(I), paracada k € I,
lo que, en particular, implica que L] es un operador local.

NOTA 1.6. Puesto que utilizamos el concepto de conductancia en sentido genérico, el concepto de
Laplaciano se presenta aqui en sentido amplio, ya que v puede tomar valores negativos. Sin embargo,
si asumimos que v € ', (I), entonces tenemos una conductancia en sentido estricto y, por tanto, el
concepto habitual de Laplaciano para un camino pesado y dirigido. Si ademds la conductancia es
simétrica, es decir, v € I'} (I), entonces obtenemos el concepto comin de Laplaciano de caminos
pesados y no dirigidos.

LEMA 1.7. Si v € I'(I), entonces L es singular, concretamente, L (¢) = 0. Ademds,

7(07 1)50 - 7(170)517 sik=0 y 0e 5(1)7
LV(ex) = ¢ Ry(k)ew —y(k — 1, k)eg—1 — y(k + 1, k)egsr, sik €1,
y(n+1,n)en1 —y(n,n + 1)e,, sik=n+1y n+1ed).

En particular, dado q € C(I), se satisface que L] = 0sii~y =0y q=0.

Demostracion. Las expresiones para L7(¢) y L7(ex), k € I son pricticamente inmediatas de la
definicion del Laplaciano.
Por otra parte, es claro que si v = 0y ¢ = 0, entonces Eg = (. Reciprocamente, si Eg =0,

entonces 0 = Eg (€) = qe = q. Asimismo, para cada k € i, resulta que
0=2L7ek) = (v(k, k= 1) +v(k, k+1))er, — v(k — 1, k)epor — v(k + 1, k)epy,
de manera que y(k — 1,k) = y(k+ 1,k) = 0 paracada k € i, lo que concluye la demostracién para
el caso infinito. Si el camino es semi—infinito, entonces 0 € §(I), lo que implica que
0=L"(g9) =7(0,1)eg —v(1,0)e; = —y(1,0)eq,

de manera que también y(1,0) = 0. Un razonamiento andlogo muestra que cuando n + 1 € §(I),
entonces y(n,n + 1) = 0, lo que concluye la demostracién para el caso finito. U
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El resultado anterior implica que los operadores de Schrédinger y, por tanto, los Laplacianos estdn
completamente caracterizados por su potencial y su conductancia. Concretamente, si y;, v, € I'(I),
q1,q2 € C(I), como L) — L2 = L1~ *, del lema anterior obtenemos que £)! = L2 sii v, = 7oy
41 = Q2.

Como cada operador de Schrodinger es local, tiene adjunto. Para determinarlo, serd conveniente
introducir previamente algunos conceptos.

DEFINICION 1.8. Dada ~y € I'(I), el potencial asociado a y es la funcion p, = k~ — K.+, mientras
que la funcién de acompafiamiento asociada a y es p, € Q(I) definida como

max{k,0}—1 s(k)

(s, s+ 1)
k) = _— , kel
p’)’( ) S:mg{ko} ,}/(S_i_ 1,5)

La conductancia simetrizada de v es ¥ € I'(I) definida como §(k,s) = p(k)y(k,s), para cada
k,s el

Las siguientes propiedades, relativas a las funciones que acabamos de definir, son de comproba-
cién practicamente inmediata.
LEMA 1.9. Si~ € I'(I), entonces se satisfacen las siguientes propiedades:
(i) py» = —p, ¥, ademds, p,, = 0 sii v € I'*(I).
(ii) py» = p; 'y, ademds, p = ¢ sii y € T*(I).
(iii) py = Pry(waw) Para cada w € C*(I).
(iv) ¥ € (1) y, en particular, 5 = v sii v € T*(I). Ademds, v*(k,m) = v(m, k)p-(k)~! para
cada k,m € L
(V) LY =D, oL =p,L7.

A continuacién mostraremos que el adjunto de un operador Laplaciano es, en general, un operador
de Schrodinger y determinaremos su expresion.

PROPOSICION 1.10. Si~y € I'(I), entonces
(L)' =L} =Dy 0L1 oD, = LoD,
En particular, (L7)** = L7y L7 es autoadjunto sii v € I'*(I).

Demostracion. Por la Identidad (18), para cadau € C(I) y cada k € I

wn%wwazjtw%m.

I
Teniendo en cuenta las identidades del Lema 1.7, para cualquier v € C(V') obtenemos que

[ 270 = 5(0,1u(0) = 3(1,0)u1) = 3(1,0) (u(0) = (1)) + p, O)u(0).
cuando 0 € 6(I),
/Iﬁw(ek)u = ky(k)u(k) —v(k — 1, k)u(k — 1) —y(k + 1, k)u(k + 1)

= (k= 1,k) (u(k) — u(k = 1)) +v(k + 1, k) (u(k) — u(k + 1)) + p,(k)u(k),
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cuando k € i, mientras que
/£”<an+1)u =y(n+1,n)u(n+1) =y(n,n+1u(n) = y(n,n+1)(u(n+1) —u(n)) +p,(n+1),
I

cuando n + 1 € 6(I), lo que, claramente, implica que (£7)* = E;:. Ademads, L7 es autoadajunto sii
LY = (L7)*, 1o que aplicando nuevamente el Lema 1.7, ocurre sii v = *; es decir, sii v € I'*(I).
En particular, si consideramos la conductancia ¥, obtenemos que

DP’Y oL = L’? = (‘Cﬁ)* = (£7>* © DP’Y’
lo que implica que (£L7)* =D, oL7o Dp_vl. Finalmente, las identidades anteriores implican, a su vez,
que (L) = (L70D, ) =D, o LT = L. O

NoTA 1.11. Obsérvese que el adjunto del Laplaciano asociado con la conductancia y no coincide,
salvo que ésta sea simétrica, con el Laplaciano asociado con la conductancia adjunta v*, ya que el
primero es, de hecho, un operador de Schrddinger con potencial p,. Recordemos que esto ocurre
también en el caso diferencial: Si L(u) = au” + bu’ + cu, entonces

L*(u) = (au)” — (bu) + cu = au” + (2d' — b)u' + (" — V' + ¢)u,

ver por ejemplo [23]. Por tanto, para operadores diferenciales de segundo orden, el adjunto implica
también la modificacion del coeficiente de orden 0, excepto cuando b = a’ que es precisamente la
condicién necesaria y suficiente para que L sea autoadjunto.

Finalizamos esta seccion mostrando la version discreta de una identidad popular en el dmbito
diferencial y que no representa mds que la generalizacion de la Férmula de Integracion por Partes.

PROPOSICION 1.12 (Identidad de Green). Sean v € I'(I) y ¢ € C(I). Entonces, para cada k € 1,
m e i tales que k < m'y cada u,v € C(I) se satisface que

[ ot = [ ey ) = 1m e+ 1mplu. olm) = 306+ 1By, o] (1)
+ (7(m +1,m) —y(m,m+ 1))v(m)u(m +1)
— ('y(k +1,k) —~v(k, k + 1))v(k)u(k +1)

Y, por tanto, / ul](v) = / V(L))" (u) si, ademds, u(k) = v(k) = u(m + 1) = v(m + 1) = 0.
k k

Demostracion. Claramente, se satisface que

/km v (u) - /kmuwz)*w) = /km vE ) ‘/km e

de manera que podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 0. Ademads, podemos suponer
también que k < m, pues cuando k = m ambos lados de las identidades coinciden con 0 y, por tanto,
[¢]

que m €1.
Si u,v € C(I), teniendo en cuenta que para cada s € i
L7 (u)(s) = (fy(s, s—1)4+~(s,s+ 1))u(s) —(s,s — Du(s — 1) —y(s,s + Du(s + 1),
(LN)*(v)(s) = (7(8, s—1)+~(s,s+ 1))1}(5) —y(s—=1,8)v(s—1) —v(s+1,s)v(s+ 1),
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resulta que

m m

/km vL(u) = Z (v(s,s = 1) + (s, s + 1)) v(s)u(s) — Z (s, s + Dv(s)u(s + 1)
- Z (s, s — )v(s)u(s — 1)
m mt1
= (v(s,5 — 1) + (s, s + 1))v(s)u(s) — Z v(s = 1,s)v(s — 1)u(s)
s=k+1 s=k+2
— Z v(s+ 1, s)v(s + 1)u(s)

= /km w(L)*(v) —y(m,m + Lv(m)u(m + 1) + v(k, k + 1)v(k)u(k + 1)

— y(k+1,k)v(k+ Du(k)+y(m+1,m)v(m+ 1)u(m)

- /km WL (0) + y(m + 1, m)wlu, o] (m) — 30k + 1, k)w|u, o] (k)
(

+ (y(m+1,m) —~(m,m+ 1))u(m + 1)v(m)

— (v(k+1,k) —y(k, k+ 1)) u(k + 1)v(k).
El resto de conclusiones se deducen inmediatamente de la primera identidad. U
NOTA 1.13. Observar que la igualdad de la Proposicién anterior también puede expresarse como
/k oL (u) — /k W(L2)* (0) = y(m,m + Dywlu, o)(m) — Ak, k + Dwlu, o] (k)
T ((m + 1m) = y(m,m + 1)) u(m)v(m + 1)
— (v(k+ 1,k) — y(k, k + 1)) u(k)v(k + 1).

COROLARIO 1.14. Seany € I'*(I) y g € C(I). Entonces, para cada k € I, m € i tales que k < m
y cada u,v € C(1) se satisface que

/km oL (u) — /km W3 (w) = (m, m + Dwlu, o)(m) — Ak k + Dwlu, o](k)

Y, por tanto, / ull(v) = / vL)(u) si, ademds, u(k) = v(k) = u(m + 1) = v(m + 1) = 0.
k k

2. Potenciales y Transformaciones de Doob

En el tratamiento de los operadores de Schrédinger que hemos realizado en la seccion anterior,
no se ha exigido ninguna propiedad sobre los potenciales. En esta seccion introduciremos una clase
especifica de tales funciones, concretamente, para las ecuaciones de Laplace, que corresponden a
potencial nulo, se puede generalizar al caso en el que el potencial estd asociado con una funcién que
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toma un valor no nulo en cada nodo. Especificamente, dada una funcién w € C*(I), definimos el

potencial determinado por w, respecto de v como la funcion ¢, = —w ™' L7 (w); es decir, la funcién
dada por
1
(20) a(k) = =y (k) + Szav(k, s)w(s), k€L,
0, mds explicitamente, como
1
( 75)(2’0)) (w(1) — w(0)), sik=0ed(I),

1 o

k) = =m0+ [v(k;, kot Dw(k +1) + (kb — Dw(k—1)], sikel,
1
%(w(n)—w(njtl)), sik=n+1€ed(I).

Un potencial ¢ € C(I) se denomina potencial de Doob, respecto de ~ si existe w € C*(I) tal que
q = q; es decir, si g es el potencial determinado por una funcién de C*(I).

Aunque el resultado que mostramos a continuacién es habitual en el caso continuo y en el contex-
to de Formas de Dirichlet, en el ambito discreto aparecié por vez primera en [9] y estd atn lejos de
ser una herramienta de uso comtin a pesar de la repercusion de sus aplicaciones. Por ejemplo, fue una
herramienta clave en la caracterizacién de las matrices simétricas e invertibles como inversas resisti-
vas, ver [11], resultado que generaliza los obtenidos por M. Fiedler, ver [33]. Hemos introducido aqui
la novedad importante de definir potenciales de Doob asociados a funciones de C*(I), ya que hasta
la fecha este tipo de potenciales s6lo se habia asociado a pesos y, de hecho, a pesos normalizados;
es decir, a funciones positivas en cada vértice y normalizadas para que la integral de su cuadrado sea
igual a 1. Como en este trabajo permitimos caminos infinitos o semi—infinitos, no utilizaremos una
normalizacion de estas caracteristicas.

PROPOSICION 2.1 (Transformacién de Doob). Siw € C*(I), entonces
£ = Do L1658 o pt.
qu w w

Demostracion. De las definiciones de Laplaciano y potencial de Doob, resulta que para cada k € 1

£330 = (B)u(k) = 3 2k, s)uls) = e (R)a) + 205 Sk hs)
w(s) u(k)  u(s)
) SZEI,V(IC’ ) (@ uh - U(S)> - ;Wk’ ols) (W N w(S))
_ Dwls u(k)  u(s) _ 1 ok )w( s u(k)  u(s)
- ;W“’ ool )(w(k:) w(s)) () ZEI:W“’ Jo(k)el )(w( ) w(s))’
es decir, ﬁZZ(u)(k) = (D' o L7®) o D) (u) (k). O

La transformacion de Doob permite reducir el estudio de las propiedades de los operadores de
Schrédinger con potenciales de Doob al de operadores Laplacianos. Es de interés por tanto, determi-
nar qué potenciales son potenciales de Doob. La resoluciéon completa de esta cuestion, en los términos
en los que estd planteada, excede los objetivos de este trabajo. En secciones posteriores de este ca-
pitulo detallaremos tal caracterizacién al menos para el caso finito y con condciones para el resto.
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Nos limitaremos ahora a describir algunas propiedades relevantes de los potenciales de Doob y de su
relacion con el nucleo de los correspondientes operadores de Schrodinger.

Observemos primero que siw € C*(I), entonces 533 es singular y, ademas, 533 (w) = 0. Por tanto,
si ¢ € C(I), entonces ¢ es un potencial de Doob, respecto de +, si y sélo si existe w € C*(I) tal que
q = q; es decir, sii el operador de Schrodinger Eg es singular y, ademads, 53 (w) = 0. En definitiva, los
potenciales de Doob aparecen asociados a los operadores de Schrodinger singulares tales que poseen
autofunciones, respecto del autovalor 0, que no se anulan en ningtn vértice del camino.

NOTA 2.2. Para cada conductancia v € I'(I) se satisface que ¢ = 0y, si consideraremos la
funcion £ definida como (k) = (—1)¥, para cada k € I, también que ¢ = —2k.,. Ademds, es claro
que dados w € C*(I), A € R* y & = Aw, entonces ¢ = ¢). Por otra parte, si w, ;1 € C*(I), entonces
aplicando la Transformacion de Doob tenemos que

1) L(HeK) (%) = pL o (w) = pl (W) + pguw = wilg; — )

y, por tanto, g = ¢, sii L/Wer) (4=1w) = 0 o, equivalentemente, sii £7“®%)(w~!1) = 0. Obsérvese
que la identidad (21), también implica que

(22) g4 = 12 (q) - q)).

3. Operadores Laplaciano y de Schrodinger generalizados en un camino

En la primera seccion de este capitulo hemos introducido los operadores lineales bésicos en un
camino, desde el punto de vista del Célculo discreto aunque, de hecho, el tipo de operador analizado
representaba ya una generalizacion respecto de los habitualmente utilizados en el dmbito discreto,
ya sea en el caso de redes finitas como infinitas. Esta generalidad provenia de la consideracion de
conductancias en sentido amplio y, por tanto, no necesariamente no—negativas. A pesar de ello, el
tratamiento formal de los operadores involucrados era idéntico al que habitualmente se utiliza para
analizar tanto el Laplaciano como los operadores de Schrodinger correspondientes. Sin embargo, este
tipo de generalizaciones no son las tnicas que pueden considerarse. Desde hace aproximadamente
dos décadas se ha hecho un intensivo estudio sobre el denominado Laplaciano sin signo de un grafo
o una red, ver por ejemplo [25]. Comenzaremos esta seccion presentando una generalizacion de este
operador similar a la efectuada en la seccidn anterior para el Laplaciano.

DEFINICION 3.1. Dada una conductancia vy € T'(I), el Laplaciano sin signo determinado por
es el operador lineal Q.: C(I) — C(I), que a cada v € C(I) le asigna la funcion Q" (u) definida
como

Q(u)(k) =Y ~y(k,m)(u(k) + u(m)), k€L

mel

Como vemos, en la definicion del Laplaciano sin signo aparecen con signo positivo todos los
sumandos que en el Laplaciano aparecian con signo negativo. Asi pues, su nucleo es la funcién
K, :Ix1I — Rdefinida como K (k,m) = y(k,m)sik,m € Iconk # my K ((k, k) = ry(k)
para cada k € 1. En general, el andlisis de este tipo de operadores es radicalmente diferente del co-
rrespondiente al Laplaciano. Por ejemplo es conocido, ver [18], que a diferencia del Laplaciano, el
Laplaciano sin signo no es necesariamente singular, a menos que el grafo subyacente a la red sea bi-
partito. Como un camino es un grafo bipartito, en nuestro caso esa diferencia entre ambos operadores
no es detectable.
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Si analizamos las expresiones tanto del Laplaciano como del Laplaciano sin signo observamos
que han sido construidos asignado un signo, negativo en el caso del Laplaciano y positivo en el del
Laplaciano sin signo, a cada rama, es decir, a cada par {k, s} de vértices adyacentes, del grafo. Po-
demos generalizar esta situacidon asignando a cada rama del camino un signo positivo o negativo
independientemente del asignado a otra rama. En este sentido el Laplaciano y el Laplaciano sin signo
representan los casos extremos de estas asignaciones. El primer andlisis sistematico de esta generali-
zacion se realizé en [18], trabajo que ha inspirado algunas de las técnicas desarrolladas aqui.

Para asignar un signo a cada rama del camino introduciremos un tipo concreto de conductancias
que denominaremos ley de signos. Como veremos, en el caso de caminos este tipo de conductancias
estdn intimamente relacionadas con las denominadas funciones de particion.

DEFINICION 3.2. Diremos que o € C(I) es una funcién de particién en el camino si satisface
que 02 = ¢y, ademds, o(0) = 1. Denotaremos por C*' (1) al conjunto de funciones de particion en el
camino.

Es claro que o € CP(I) sii o € C*(I) y, ademds, 0(0) = 1Ly o~ ! = 0.

Obsérvese que en el caso finito; es decir, cuando n + 1 € 4(I) y, por tanto, I tiene n + 2 vértices,
existen exactamente 2" ! funciones de particién diferentes en el camino. En los casos infinito o semi—
infinito, existe una cantidad no numerable de funciones de particién en 1.

Las funciones de particion fueron introducidas en [18] en un contexto mdas general, aunque alli no
se impuso condicién alguna sobre el valor en ningin vértice. Su denominacion esté justificada por el
siguiente resultado.

LEMA 3.3. La funcion o € C(1) es una funcion de particion sii existen 1y, 1; C 1tales que 0 € I,
I=1I,Ul, IoNI, =0y, ademds, o=¢, 6 —¢

Ip°

Claramente, ¢ € C”(I) y estd caracterizada por ser la tinica funcién de particién en la que I; = (),
y& € C’(I)y, ademds, £ = ¢, —¢, dondely = {k € I:par} yI, = {k € I: impar}, que no hace
mas que reconocer el cardcter bipartito del camino.

DEFINICION 3.4. Una ley de signos en el camino es cualquier conductancia simétrica que sélo
toma los valores —1,0,1; es decir, 0 € T*(I) tal que 0> = 7. Si 0 es una ley de signos, definimos
gp € C*(I) como

méx{k,0}—1
(23) eo(k)= [ 0G.j+1), kel
j=min{k,0}

Obsérvese que €, = ¢, £, = £y que para cada ley de signos, 6, se satisface que ¢y € CF(I),
motivo por el que se la denomina funcion de particion de 6. De hecho, tenemos la siguiente caracte-
rizacion.

LEMA 3.5. Si o € CP(I), entonces 0 = 7 - (0 ® o) es una ley de signos cuya funcion de particion

es 0. Reciprocamente, si 0 es una ley de signos, entonces 0 = 7 - (g9 ® €¢). En particular, el conjunto
de leyes de signos en un camino estd identificado con C' (1), el conjunto de funciones de particion.

Demostracion. Si o € C*(I), entonces § = 7 - (0 ® o) es una conductancia simétrica en el camino,
cuya expresion estd determinada por la identidad

_ [ oyslm). silk—m| =1,
0(k,m) = { 0, en otro caso.
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Claramente, 6 es una ley de signos cuando o = ¢, pues entonces 0 = 72(0?> ® 0?) = 7- (e ®¢) = T.
Ademds, como ¢ (0) = 1,

méx{k,0}—1

eok)= ] o()o(i+1)=0(k), kel

j=min{k,0}

Reciprocamente, si 6 es una ley de signos, entonces 7 - (g9 ® g¢)(k,m) = 0si |k — m| # 1,
mientras que

méx{k,0}—1 méx{k—1,0}—1
T-(co@eg)(kk—1) =co(k)eg(k—1)= ] 0Gi+1 ][ 6Gi+D.
j=min{k,0} j=min{k—1,0}

Si k = 0, el término de la derecha se reduce a §(—1,0) = 6(0, —1). Si k > 1, el término de la derecha
se expresa como

k—1 k—2

166G+ ]]6G.5+1) =6k —1.k) =6k k- 1),

Jj=0 J=0
mientras que si £ < 0, entonces el término de la derecha queda

-1 -1

[10G.i+1) ] 0G.5+1) =0(k—1k) =06(kk—1).

j=k j=k—1

Un razonamiento andlogo prueba que 7- (g ®eg)(k, k+1) = 0(k,k+ 1), paracada k € I u{0}. O

Claramente, cuando n + 1 € §(I), existen exactamente 2"*! leyes de signos diferentes sobre el
camino, mientras que en los casos infinito o semi-infinito, existe una cantidad no numerable de leyes
de signos en 1.

DEFINICION 3.6. Dada una conductancia vy € TI'(I), un Laplaciano generalizado asociado con 7y
es cualquier operador lineal £7: C(1) — C(1), que a cada u € C(1) le asigna la funcion L7 (u)
definida como

L) (k) = 3k, s) (ulk) — 0(k, s)u(s)), ke,
sel
donde 0 es una ley de signos en el camino.
Por otro lado, para cualquier q € C(I) llamamos operador de Schrodinger generalizado asociado
con v, con parte principal £ y potencial g, al operador Eg’e : C(I) — C(I) que asigna a cualquier
u € C(I) la funcion L7 (u) = L7 (u) + qu.

Nuevamente, identificando el potencial con un operador diagonal tenemos que £g’9 = L7+ D,.
Asimismo, es claro que los operadores de Schrodinger generalizados son operadores locales.

Observamos que la eleccién # = 7, o lo que es equivalente ¢ = ¢, corresponde al Laplaciano
determinado por 7, mientras que la eleccién § = —7 o, equivalentemente, 0 = &, corresponde al
Laplaciano sin signo determinado por ~y. Cualquier otro Laplaciano generalizado asociado a la con-
ductancia ~y corresponde a diferentes elecciones de la funcién de particiéon y, como vemos a conti-
nuacioén, puede considerarse como una cierta combinacion del Laplaciano y del Laplaciano sin signo:
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para cada u € C(I) y para cada k € I tenemos que

@) L) k)= > Ak s)(ulk) —uls) + Y Ak s)(ulk) +u(s), keL
o= A

de manera que el Laplaciano corresponde a no considerar ningin sumando de la derecha, mientras
que el Laplaciano sin signo corresponde a no considerar ningiin sumando de la izquierda.

Debido a la equivalencia entre leyes de signos y funciones de particion, cualquier Laplaciano
generalizado asociado con «y puede expresarse como

(25) L£r( => y(k,s) —a(k)o(s)u(s)), kel

sel

donde o € CP(I), de hecho, o = &4. Asi pues, cada Laplaciano generalizado estd caraterizado por su
conductancia y su funcién de particién, de manera que cuando n+1 € §(I), existen exactamente 2" !
Laplacianos generalizados diferentes asociados con ~. En el resto del trabajo, utilizaremos esta tlti-
ma expresion para los Laplacianos generalizados y sus correspondientes operadores de Schrodinger,
donde la conductancia y la funcién de particion estdn claramente identificadas.

De la identidad (25), deducimos que para cada u € C(I) y cada k € I, tenemos que
L7 (u) (k) = vy(k, k+1) (u(k:) —o(k)o(k+1)u(k+ 1)) +y(k, k—1) (u(k) —o(k)o(k—1)u(k— 1))

[¢]
para cada k£ € I, mientras que

L7 (u)(0) =~(0,1)(w(0) — a(0)o(1)u(1)), si 0 € d(I),
L7 w)(n+1) =vy(n+1,n)(u(n+1) — o(n)o(n+ u(n)), sin+1e ).

LEMA 3.7. Todos los Laplacianos generalizados en un camino son singulares. Concretamente, si
L7 es el Laplaciano generalizado asociado con 'y la funcion de particion o, entonces L7 (o) = 0.

Demostracion. Para cada k£ € I tenemos que

L7 (o Zv (k,s) o(k)o*(s)) = Zv(l@ s)(o(k) — a(k)) = 0.
sel sel
0
Como una consecuencia del resultado anterior, obtenemos que el Laplaciano sin signo asociado
a la conductancia ~y es singular. Concretamente, como QY = L7, resulta que Q?(£) = 0, propiedad
que también puede probarse directamente.
Como veremos a continuacion, si permitimos conductancias generalizadas, es decir, no necesaria-
mente no—negativas, entonces podemos reducir el estudio de Laplacianos u operadores de Schrodinger
generalizados al de operadores de Schrodinger. Concretamente, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.8. Siy € I'(1) y o € CF(I), entonces para cada q € C(I) se satisface que

L)% =D,0L]oD, =L

q—qq

En particular, para cada w € C*(I), tenemos que

/:% EV 0®U £7(0®0

W(CT@U)
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Demostracién. Como o2 = ¢, si u € C(I), entonces para cada k € I tenemos que

L (u)(k) =Y v(k,s) —o(k)o(s)u(s)) = > v(k, s)(a(k)*u(k) — o(k)o(s)u(s))

sel sel

k) Zv(k‘, s)(o(k)u(k) — o(s)u(s)) = (Dy o L7 0 D, ) (u) (k).

Ademds, como D, o D, 0 D, = D2 = D, resulta que L7? = D, 0 LT 0 D,,.
Por otra parte, aplicando la Transformacién de Doob, resulta que
L1®) :DUO‘CZ'YODU :IDUO»CWOIDJ'*‘IDJOD(]Z oD, :IDUO»CWOIDU_’_,DQL
lo que implica que

L1 =D,0Ll 0D, =D,0L 0D, +D,=L"") D, +D, =L,

q—qd
Finalmente, si ¢ = ¢ con w € C*(I), aplicando la identidad (22), resulta que ¢}, — ¢} = qm(f@w),
con lo que se concluye. U
Observar que tomando w = &, la identidad ¢ — ¢7 = ¢2¥®" concluye que 7 = —¢2'"®” y,
por tanto, que £ = £7wffg?) El siguiente resultado engloba los resultados sobre la singularidad

de Laplacianos y Laplacianos generalizados expresados en los Lemas 1.7 y 3.7 y, también, en el
comentario posterior a la Transformacién de Doob.

COROLARIO 3.9. Dados vy € T'(I), 0 € C*'(I) y w € C*(I), el operador EZ;U es singular, concre-
tamente, L2’ (ow) = 0.

El comentario posterior al Lema 1.7, establece que todo operador de Schrédinger estd comple-
tamente caracterizado por su conductancia y su potencial. Como la proposicion anterior reduce el
estudio de los operadores de Schrodinger generalizados a operadores de Schrodinger, tiene sentido
plantearse si aquéllos también pueden caracterizarse completamente por su conductancia, su funcién
de particién y su potencial. Veremos a continuacion que tal caracterizacion no es posible, excepto
que se introduzcan hipdtesis adicionales sobre la igualdad de o bien las conductancias, o bien las
funciones de particion, o bien los potenciales.

PROPOSICION 3.10. Consideremos 1,72 € I'(I) dos conductancias sobre el camino, 01,05 dos
funciones de particion y q, g2 € C(I) dos potenciales. Entonces, son equivalentes

) LY101 — [£2,02
(1) qu L .

q2

(ii) vi(o1 ® 01) = Y2(02 ® 02) ¥, ademds, q1 — G2 = Ky, — Kn,.

Demostracién. Aplicando la Proposicion 3.8, sabemos que L7777 = EW(CZWZ) t = 1,2. Aplicando el

Vi
(o

comentario al dltimo resultado del Lema 1.7, resulta que £)17! = L7272 sii 71 (01 ®01) = 72(02 @ 072)
y, ademds, ¢; — g2 = ¢)! — ¢)?. Teniendo en cuenta la 1dent1dad (20) y que v1 (01 ®01) = Y2(02 ® 03),
para cada k € I se satisface que

q;g(k) = _"i’m +02 Z’YZ k S 02 _HFyQ +0'1 Z’Yl k’ S 0'1

s€l sel
= _H’m(k) + Koy (k) + QZi (/{7),

es decir, ¢)t — q)2 = Kqy — Ky U
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COROLARIO 3.11. Consideremos 71,7, € I'(1) dos conductancias sobre el camino, o1, 09 dos
funciones de particion y q1, qo € C(I) dos potenciales. Se satisfacen las siguientes propiedades:

. . . 01 02 of7 — —
(1) Si o1 = 09, entonces L’gll 1= Egg 2S5 =YY@ = Qo
.. . . 01 Neg .. _ _
(11) Si vy = 79, entonces E;’ll 1= L’g; 25lloy =02y Q1 = Qo
(iii) Si el camino es semi~infinito o finito y q1 = qa, entonces L117" = L7122 5ii 0y = T3y 71 = Yo

Demostracion. Recordemos que la Proposicién 3.10 determina que £)17 = £72:72 sii (01 ® 01) =
Y2(02 @ 09) y, ademds, g1 — @2 = Ky, — Koy

(1) Si 01 = 09, la primera igualdad implica que ; = 72, que a su vez implica que k., = K., ¥,
por tanto, que g; = qo.

(ii) Si~y; = 79, entonces k., = K., ¥, por tanto, ¢; = go. Por otra parte, la identidad v, (o1 ® 01) =
Yo(09 ® 09) implica que 01 ® 01 = 09 ® 03 0, equivalentemente, que oo = Aoy y, necesariamente,
A= 1lyaque o,(0) = 05(0) = 1.

(i) Si g1 = ¢y, entonces k., = k,,. Como en ambos casos, finito y semi-infinito, sabemos que
0 € 6(I), la igualdad x+,(0) = k-,(0) es equivalente a la igualdad ;(0,1) = 72(0,1). Entonces,
evaluando la identidad 7, (07 ® 1) = Y2(02 ® 03) en (0, 1), obtenemos que o1(1) = 03(1) y, por
tanto, evaluando ahora la identidad v, (01 ®01) = Y2(02®03) en (1,0), resulta que vy, (1, 0) = 12(1,0).

Sea k > 0y supongamos que para cada 0 < j < k se satisface que

NI +1) =%0,7+1), mU+1,5) =20 +17), 01() = 020) y 01(j + 1) = 02(j + 1).

Sik+1€lla igualdad k., (k+1) = k,,(k+1), junto con la hipdtesis de induccion, implica que
m(k+1,k+2) = v (k+1,k+2). Evaluando la identidad v (07 ® 01) = y2(02®02) en (k+ 1, k+2)
y aplicando la hipétesis de induccién, obtenemos que o1 (k + 2) = o2(k + 2) y evaluando ahora la
identidad en (k + 2,k + 1), obtenemos que v, (k + 2,k + 1) = y(k + 2,k + 1). O

4. Ecuaciones de Schrodinger en un camino

En esta seccion reescribimos los resultados principales del Capitulo 1 en un marco funcional; es
decir, en el lenguaje de los operadores de Schrodinger.

DEFINICION 4.1. Dado F un operador de Schridinger generalizado, para cualquier f € C(I)
llamamos ecuacion de Poisson en I con dato f, a la identidad F (u) = — f. En particular, la ecuacion
F(u) = 0, se denomina ecuacion de Poisson homogénea en 1.

Llamamos solucion de la ecuacion de Poisson, respectivamente solucion de la ecuacion de Poisson
homogénea, a cualquier funcion u € C(I) que satisface F (u) = — f en I, respectivamente F(u) = 0
en L.

El anélisis de las ecuaciones de Poisson cuando 6(I) # (), serd abordado en secciones posteriores
de este trabajo, en el marco del estudio de los Problemas de Contorno. En esta seccidon estaremos
interesados en el siguiente problema.

DEFINICION 4.2. Dado F un operador de Schridinger generalizado, para cualquier f € C(I)
llamamos ecuacién de Schrodinger en I, asociada a F y con dato f, a la identidad F(u) = —f
en 1. En particular, la ecuacion F(u) = 0 en I, se denomina ecuacién de Schrodinger homogénea,

asociadaa F,en L
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Llamamos solucion de la ecuacion de Schrodinger, respectivamente solucidon de la ecuacién de
e]
Schrodinger homogénea, a cualquier funcion u € C(I) que satisface F(u) = —f en 1, respectiva-
o
mente F(u) = 0 en 1. Si el potencial de F es nulo, entonces F es un Laplaciano generalizado v,

[}
entonces, las correspondientes ecuaciones se denominan ecuaciones de Laplace en I.
Denotaremos por S . al conjunto de soluciones de la ecuacion de Schrodinger homogénea asocia-
o

da a F y llamaremos trivial a su solucion nula. Por otro lado, para cualquier f € C(I) denotaremos
por S, (f) al conjunto de soluciones de la ecuacion de Schrodinger asociada a F 'y con dato f. Si

F =L}, S, serd denotado por S]° y para cada [ € C(1), S,.(f) serd denotado por S)°(f).

Nuestro préximo objetivo es relacionar las ecuaciones de Schrodinger y las ecuaciones en diferen-
cias. Como muestra de esta relacion, mencionamos la siguiente version del Corolario 2.4 del Capitulo

1: El conjunto S, es un espacio vectorial, mientras que para cualquier f € C(i) se verifica S, (f) # ()
ydadau € S, (f),secumple S, (f) =u+S,.
Para nuestros propdsitos sera util definir los siguientes conceptos.

DEFINICION 4.3. Consideremos v € T'(I) y o € CP(I). Denominaremos coeficientes de la con-
ductancia v, respecto de la funcién de particién o, a las funciones a”?,c"? € C*(1) definidas como

a0 (k) = y(k b+ Do(R)o(k+1) y (k) = y(k + 1, k)o(k)ok+1), si keI U{o},

ycomo a”’(n+1) = c"?(n)y "’ (n+1) = a"?(n), cuando n+1 € §(I). Cuando o = ¢, omitiremos
el superindice relativo a o.
Para cada q € C(I), denominaremos coeficiente del potencial g, respecto de la conductancia v, a
b) = q+ k.
q Y

Observar que la funcién de acompafiamiento asociada a «y se expresa como

, ) , s(k) , (k)
méx{k,0}—1 ° méx{k,0}—1 méx{k,0}—1
A(ss 4 1) 0(s) @ (s)
NI ) (R R Ly Il ker
s=min{k,0} 7(8 T 17 S) s=min{k,0} ! (S) s=min{k,0} C’Y(S)

El siguiente resultado establece la relacion entre las ecuaciones de Schrodinger y las ecuaciones
en diferencias, y descubre un escenario funcional para estudiar este tipo de problemas.

PROPOSICION 4.4. Las ecuaciones de Schrodinger determinan todas las ecuaciones en diferen-
cias lineales de segundo orden e irreducibles y la misma relacion se satisface para las correspondien-
tes ecuaciones homogéneas. Ademds, si F es el operador de Schrodinger generalizado cuya ecuacion
de Schrodinger determina una ecuacion en diferencias dada, la ecuacion adjunta es la ecuacion en
diferencias determinada por F*.

Demostracién. Si F es un operador de Schrodinger generalizado, existen v € T'(I), 0 € CP(I) y

q € C(I) tales que F = L), lo que significa que para cadau € C(I) y cada k € i

L37(w) (k) = i, (K)ulk) = 3 3k, s)o(k)o(s)u(s) + a(k)u(k)

sel

=b)(k)u(k) —a”? (k)u(k + 1) — "7 (k — Du(k — 1),
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que implica que la ecuacién de Schrodinger £77(u) = —f es la ecuaci6n en diferencias lineal, de
segundo orden e irreducible:

a7 (k)u(k + 1) — b (k)u(k) + 7 (k — Du(k — 1) = f(k), kel.
Reciprocamente, consideremos a, b, ¢ € C(I) tales que a, ¢ € C*(I) y, ademds, a(n + 1) = ¢(n) y
c¢(n+1) = a(n) cuando n + 1 € §(I), y la ecuacién en diferencias irreducible y de segundo orden
a(k)u(k + 1) = b(k)u(k) + c(k — u(k — 1) = f(k), k 1.

La anterior ecuacion es equivalente a

o

a(k) (u(k) —u(k+1)) + (b(k) —a(k) —c(k—1))u(k) +c(k— 1) (uw(k) —u(k—1)) = —f(k), k€T.
Por tanto, si definimos ¢ € C(I) y v: I x I — R como

b(0) — a(0), sik =0, a(k), sis=k+1,
q(k) =9 b(k) —a(k) —c(k — 1), sikel, v(k,s) =< c(k—1), sis=k—1,
b(n+1) —¢(n), sik=n+1¢€dI); 0, en otro caso,

entonces la ecuacion en diferencias coincide con la ecuacién de Schrodinger £)(u) = —f en i

Aplicando el resultado de la Proposici6n 1.10, tenemos que (£])* = [,gjrpv,
estan determinados por las identidades

& (k) =7 (ko k + 1) = y(k +1,k) = (k) k €1 U{0},
(k) =~ (k + 1, k) = v(k, k +1) = a?(k), k €1U{0},
by, (k) = q(k) + py(k) + Ky (k) = q(k) + 5y (k) = BY(k), k€T,

ypora’ (n+1)=c"(n)=a’(n) =c(n+1)y (n+1) =a" (n) = (n) = a’(n+ 1), cuando
n + 1 € §(I), que resultan ser los coeficientes de la ecuacion adjunta a la de coeficientes a, b,c. [

cuyos coeficientes

Ahora podemos reproducir los principales resultados respecto existencia y unicidad de las solu-
ciones para las ecuaciones en diferencias dados en la Proposicion 2.2 y el Corolario 2.3 del Capitulo
1 en términos de las ecuaciones de Schrodinger.

PROPOSICION 4.5. Si F es un operador de Schrodinger generalizado, dimS, = 2y dados
m e iU{O} y zo, 21 € R, para cualquier f € C(I), existe una vinica u € C(I) tal que F(u) = —f en
iy, ademds, u(m) = xo, uw(m + 1) = 1. En particular, si F(u) = 0 en I entonces u = 0 sii existe

m € iU{O} tal que u(m) = u(m+ 1) = 0.

Si denotamos por C (i) al espacio de funciones con soporte en i y consideramos JF un operador
de Schrédinger generalizado, entonces F determina el homomorfismo F: C(I) — C(i) que a cada

u € C(I) le asigna la restriccién de F(u) a I

La existencia de soluciones de la ecuacién de Schrodinger descrita en la Proposicion 4.5, implica
que el homomorfismo anterior es sobreyectivo y, por otra parte, su nicleo coincide con S, que no es
mas que el espacio de soluciones de la correspondiente ecuacion homogénea.

Para cadam € iU{O} consideraremos el subespacio vectorial de C(I) definido como
Vi ={u € C() : u(m) = u(m+1) = 0}.
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LEMA 4.6. Si F es un operador de Schridinger generalizado, entonces para cada m € TU{0} se
satisface que

C(I) =S5, ®Vn
y, por tanto, F: V,, — C(i) es un isomorfismo.

Demostracion. La unicidad de solucion de cada problema de valores iniciales para la ecuacion de
Schrodinger; es decir, la dltima parte de la Proposicion 4.5 determina que S, NV, = (.

Siu € C(I) y consideramos f = _}_(u)lf’ xo = u(m)yz; = u(m+1), entonces u es la tnica so-
lucién de la ecuacion de Schrodinger F(u) = — f en I que satisface que u(m) = xo y u(m+1) = ;.
El Principio de Superposicion, Proposicién 4.1 del Capitulo 1, determina que v = z+v,donde z € S
yUE V. ]

DEFINICION 4.7. Si F es un operador de Schrodinger generalizado, para cada m &€ iU{O} de-
nominaremos operador de Green del problema de valores iniciales en m al operador G,, = (ﬂym) -

Si consideramos ¢g: I x I — R la funcién de Green del problema de valores iniciales para la
ecuacion en diferencias cuyos coeficientes son los coeficientes del operador F, entonces para cada

m € iU{O} tenemos que

o

Gn: COI) — Vn

6) .
R / g(k, ) f(s) ds.

Observar que, tanto en el caso infinito como en el semi—infinito, cada operador de Green G,, no es

local: Siu = G,,,(f) € Co(I), entonces u(k) = u(k + 1) = 0 para algtin k el U{0}, lo que implicaria
que u = 0y, por tanto, que f = 0.

Por otra parte, en cualquier caso, infinito, semi—infinito o finito, como fijado £ € I, sabemos
que g(k, -) es solucion de la ecuacion homogénea, por la misma razon anterior, resulta que g(k, -) no
puede anularse en dos indices consecutivos. En definitiva, mientras que los operadores de Schrodinger
generalizados son locales, lo que es coherente con ser el andlogo de un operador diferencial, sus
correspondientes operadores de Green no lo son, y representan el andlogo discreto de operadores
integrales, de hecho, de operadores de Volterra de primera especie, cuyo nucleo es el opuesto a la
funcién de Green del problema de valores iniciales.

La relacién entre la funcién de Green para el problema de valores iniciales y la correspondiente a

la ecuacién adjunta, determina que dado m € iU{O}

o

Gr: C(I) — Vn

(27) k
;o - / o(s.k) f(s) ds

m

y, en particular, que G,, es autoadjunto sii g es antisimétrica.
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5. Ecuaciones de Schrodinger con potenciales de Doob

En esta seccion abordaremos la resolucion de las ecuaciones de Schrodinger en el caso especial
en el que el potencial es un potencial de Doob. Equivalentemente, resolveremos un tipo especifico de
ecuaciones en diferencias lineales e irreducibles de segundo orden, para las cuales hay una relacién
concreta entre el coeficiente b y los coeficientes a y c.

En la seccién consideraremos fijada una conductancia v € I'(I), w € C*(I) y, también, la funcion
(2 € C(I) definida como

k
ds
(28) SRy kel
B = o= = 1 s)ls — D)
Consideraremos también la correspondiente funcién de acompafiamiento de -y; es decir,
. s(k)
méx{k,0}—1
(s, s +1))
k)= —_— , kel
IO’Y( ) szml;!ko} ’Y(S+ 175>

Nuestra intencion en esta seccion es, para cada o € CP(I), resolver la ecuacién de Schrodinger

Ezza(u) = —fen i, donde f € C(i) De acuerdo con los resultados previos, es preciso determinar
previamente una base de soluciones de la ecuacidon de Schrodinger homogénea y, entonces, construir
la funcién de Green para el problema de valores iniciales, correspondiente a la ecuacion en diferencias
equivalente a la ecuacién de Schrodinger dada.

PROPOSICION 5.1. Para cada o € CP (1) el conjunto {ow,ow(]} es una base de soluciones de
la ecuacion de Schrodinger homogénea

o

L7(u)=0, en I.

Demostracion. Observemos primero que

Y — Y — 1
CO) =0 y Q) = o

lo que implica que wlow, ow(?](0) = o(1)7v(0,1)!, de manera que si ow y ow(? son soluciones de

la ecuacién de Schrodinger en T, necesariamente son base de soluciones.
Por otra parte, aplicando la Proposicion 3.8 y, posteriormente, la Transformacién de Doob resulta
que

£y = 1) =Dl 04 o
donde hemos hecho uso de la identidad y(0 ® 0)(cw®ow) = y(wRw), puesto que o = €. Por tanto,
u € C(I) satisface que L£27(u) = 0 en I sii u = owv, donde v € C(I) satisface que L&) (v) = 0
en i 0, equivalentemente,

0= 5k, k + 1) (v(k) — v(k + 1)) +3(k — 1, k) (v(k) — v(k — 1)), k€T,
donde ¥(k, s) = p,(k)v(k, s)w(k)w(s), paracada k, s € L.
Si definimos ® € C(I) como ®(k) = §(k,k + 1)(v(k) — v(k + 1)) para cualquier k € iU{O} y
por ®(n + 1) = ®(n) cuando n + 1 € §(I), entonces la ecuacion anterior se expresa como

k)~ dk—1)=0, kel.
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Aplicando el Teorema Fundamental del Célculo, obtenemos que ® es constante y, por tanto, que
existe € R tal que (k) = —( para cada k € I o, equivalentemente,

B

kE)y—vk+1)=————, kel
vk =k = =2
es decir,
16 o
k)y—vk—-1) = —————, k :
o(k) vk = 1) =zt kel
Aplicando nuevamente el Teorema Fundamental del Célculo, resulta que existe o € R tal que
k k
ds ds
vk)=a+p v—:a+ﬁ/ , kel
(k) o Y(s—1,9) o Py(s—1Dy(s—1,s)w(s—1)w(s)
y, por tanto, u = aow + fow(]. O

COROLARIO 5.2. Si el camino es finito o semi—infinito, entonces ﬁ;f(u) =0enlIsiiu = aow,
donde o € R.

[¢]
Demostracién. Si L'Zf(u) = 0 en I, entonces u es solucién de la ecuacion de Schrodinger en I 'y, por
tanto, u = ow [ + $¢]], donde o, B € R.

En consecuencia, como u(0) = aw(0) y u(1) = o(1) [ozw(l) + S0 w(0) ﬁw(O)] , resulta que
7(uw)(0) = (0.1 w(Du(0) — o(1)w(0)u(l)) = _b
£q3 (u)(0) w(0) ( (Du(0) (Dw(0) (1)) w(())’

de manera que £27(u)(0) = 0sii = 0y, por tanto, sii u = aow. El Corolario 3.9, determina que si
n+ 1 € §(I) también se satisface que £ 27 (u)(n + 1) = 0. O

Teniendo presente la Formula de Lagrange, podemos caracterizar completamente las soluciones
de las ecuaciones de Schrodinger con potenciales de Doob.

TEOREMA 5.3. Para cada o € C(1) la funcién de Green para la ecuacion en diferencias equi-

o
valente a la ecuacion de Schrodinger en 1 estd determinada por la identidad

g(k, s) za(k)w(k)a(s)w(s)m(s)/ B dt

so1 Pyt + Dw(t)w(t +1)°

Por tanto, dados m € iU{O}, xo, 1 € Ry f € C(I), la tinica solucion del problema de valor inicial

k,s el

L (u) = —f enT, u(m)=wo, u(m+1) =y,
estd dada por

o(m+1)

u(k) = o(k)w(k) [xlw(m—i—l)

k-l dt
+ py(m)y(mm+ 1) (z10(m + w(m) — zoo (m)w(m + 1)) / py ()t t + Dw(tw(t + 1)

k s—1 dt
+ [ (rtamese [ pw<t>v<t,t+1>w<t>w<t+1>)ds]’ el
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Demostracién. Como {ow, ow(]} es una base de soluciones de la ecuacién de Schrodinger homo-
génea, y teniendo en cuenta que p.,(s)a™?(s)w[ow, cw(}](s) es constante, por la Proposicién 4.4 del
Capitulo 1 obtenemos que

= alS o(s)w(s)o(k)w (k) —o(s)w(s)((s)o(k)w
9k 5) = o e ol |7 TR R) = o(s)u(s)C(s)o (k)|

k dt
= a(k)w(/f)a(S)w(S)Pw(S) /s p'y(t _ 1)7(15 _ 1, t)w(t — 1)w(t)
K1 dt

— a(pu(blo(hw(s)os s) [

o1 Pyt t+ Dw(t)w(t + 1)
Por otra parte, aplicando el Corolario 2.7 del Capitulo 1 resulta que la tnica solucién de la ecua-

ci6n de Schrodinger homogénea en T que satisface las condiciones iniciales es

2(k) = o (m)(m, m - Der (k) (k) [ o0 (m)w(m + 1) m + 1) = w10 (m + Dw(m)C (m)
+(@10(m + Dw(m) — 2o (m)w(m + 1)) (k)|

= pr(m)y(m, m 4 Ve (k) (k) [z (m)ew(m + 1) (U m + 1) = (k)

o (m -+ 1w(m) (k) - Gm)) ]

= po(m)y(m, m -+ Do (k)(k) | (z10/(m + Lew(m) = a0 (m)eo(m + 1)) (G (k) = ¢ (m +1)

zr1o(m + 1)w(m) }
py(m)y(m, m+ Dw(m)w(m + 1)1

kel

El resultado se concluye con la aplicacién del Principio de Superposicion. U

Concluiremos esta seccion analizando cuando los potenciales de Doob, respecto de la conductan-
cia v, estan caracterizados por la funciéon w € C*(I) que los determina, una cuestiéon que dejamos
pendiente cuando introdujimos estos potenciales.

COROLARIO 5.4. Si pu € C*(I), entonces q) = q,siip= [a+5§tﬂw, donde o, 5 € Ry, ademads,
se satisface una de las condiciones siguientes.

(i) Si 0 € §(I); es decir, cuando el camino es finito o semi—infinito, necesariamente [3 = 0.
(i) Si 0 ¢ 6(I); es decir, cuando el camino es infinito o bien 3 = 0 0 bien § # 0y —af™' ¢
(Z).

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 5.1 y el Corolario 5.2 a la Identidad (21). U

Observar que cuando I = Z, como (1(Z) = {¢(k) : k € Z} es numerable, siempre existen
a,B € Rcon 3 # 0 tales que —afB~! & (7).

La ambigiiedad que se muestra en la caracterizacion del potencial de Doob a partir de la funcién
w € C*(I) que lo determina, puede evitarse normalizando w. En el caso del camino finito es habitual
tomar funciones unitarias respeto de la norma inducida por el producto interno (16). Tal y como
comentamos en su momento, esa normalizacién no es en general posible cuando el camino es semi
infinito o infinito, motivo por lo que normalizaremos las funciones imponiendo que w(0) = 1 cuando
0 € 4(I), es decir, cuando el camino es o bien finito o bien semi infinito, o que w(0) = w(l) =1
cuando 0 ¢ 0(I); es decir, cuando el camino sea infinito.
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Supongamos 41,w € C*(I) son tales que g = ¢}, u(0) = w(0) = 1y, ademds, (1) = w(1) =1
cuando 0 ¢ 4(I) . Entonces, si 0 € §(I), necesariamente ;. = aw y, por tanto, 1 = w, mientras que si
0 ¢ 6(I), necesariamente yu = [a~+(¢]|w y, por tanto, o = 1y, ademds, 1 = a+3¢2(1) = 1+5¢(1),
lo que implica que 5 = 0.

Obviamente, un operador de Schrodinger generalizado cuyo potencial es un potencial de Doob

coincide con el Laplaciano combinatorio si y solo si el potencial es nulo. A continuacién hacemos
una relectura del Corolario anterior para describir cuando se verifica esta propiedad.

COROLARIO 5.5. Un potencial de Doob, respecto de -y, es nulo en i sii estd determinado por
w = a+ Bo donde |a| +|B] > 0y =8 'a & (I(1) cuando 3 # 0. Ademds, cuando 0 € 6(I), el
potencial es nulo en 1 sii B = 0; es decir, sii w es constante.






Capitulo 3

Ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden con coeficientes constantes

1. Caracterizacion y ejemplos de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes

En este capitulo nos centraremos en el estudio de la Ecuacién (4) cuando sus coeficientes son
constantes y, en consecuencia, I = Z. Por supuesto, siempre asumimos que la ecuacién es irreduci-
ble. Naturalmente, si consideramos la ecuacién de Schrodinger equivalente a (4), entonces la hip6tesis
de coeficientes constantes es equivalente a considerar que el potencial ¢ es constante y que la con-
ductancia ~y es constante en el sentido de que existen a7,67,¢” € R tal que v(k,k + 1) = a7,
v(k+1,k) = ¢ yq = b — k, para cualquier £ € Z. Nétese que cuando los coeficientes de la
ecuacion homogénea asociada con la Ecuacidn (4) son constantes, entonces u es una solucién de la
ecuacion

aou(k + 1) — bou(k) + cou(k —1) =0, k€ Z,
donde by € Ry ag, co € R* siy solo si para cualquier a € C(Z) u es una solucion de la ecuacién
a(k)agu(k + 1) — a(k)bou(k) + a(k)cou(k — 1) =0, k€ Z.

El razonamiento precedente motiva la siguiente definicion que identifica las ecuaciones en dife-
rencias con coeficientes constantes con sus ecuaciones equivalentes con coeficientes variables.

DEFINICION 1.1. Consideramos a,b,c € C(Z) tales que a(k), c(k) # 0 para cualquier k € Z, la
ecuacion en diferencias irreducible homogénea
a(k)u(k+1) —b(k)u(k) + c(k —Du(k—1) =0, keZ,

y el espacio de sus soluciones S. Entonces, la ecuacion anterior tiene coeficientes constantes cuando
se verifica la siguiente propiedad: v € S sii

a(0)u(k +1) — b(0)u(k) + c(0)u(k —1) =0, k€ Z.

Tras la definicidn anterior, estamos preparados para caracterizar las ecuaciones en diferencias
con coeficientes constantes en términos de las traslaciones de sus soluciones. Especificamente, dada
v € C(Z) para cualquier s € Z consideramos su s—traslacion; es decir, vy € C(Z) definida como
vs(k) = v(k + s) para cualquier k € Z.

PROPOSICION 1.2. Consideramos a,b, c € C(Z) tales que a(k), c(k) # 0 para cualquier k € Z,
la ecuacion en diferencias irreducible homogénea
a(k)u(k + 1) = b(k)u(k) + c(k — Du(k —1) =0, ke€Z,
y el espacio de sus soluciones S. Entonces, la ecuacion tiene coeficientes constantes sii para cualquier
v € S, se satisface vs € S para cualquier s € 7.
Demostracion. En primer lugar, recordemos que v € S sii
b(k k—1
(8) gy _ <k =)
a(k) a(k)
43

v(k+1)= v(k —1), paracualquier k € Z.
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Si suponemos que para cualquier v € S su (—1)—traslacion satisface v_; € S, entonces

ok +1) =valk+2) = % vk +1) - —a(;(i)n v (k) =
_ bk+1) c(k) '
a(k + 1) (k) — m v(k — 1), para cualquier k € Z,

lo que implica que

ozv%)V%+1> Mm1+Mk—U{dk_D c(k)

ak+1)  a(k) a(k)  alk+1)]’

Consideramos m € Zy u, z € S caracterizados por satisfacer u(m—1) = 1,u(m) =0, z2(m—1) =0
y z(m) = 1, respectivamente. Entonces, aplicando la identidad anterior obtenemos que
_bm+1)  b(m) c(m—1) c(m)

“a(m+1) a(m)  a(m) a(m+1)
b(0)

y, por tanto, b(k) = m a(k) y ek) = cC(L(—Ol))

tales que b(k) = boa(k), c(k) = coa(k + 1) para cualquier k € Z.
Puesto que v € C(Z) obtenemos que

a(k)v(k +1) = b(k)v(k) + c(k — L)v(k — 1) = a(k) [v(k + 1) — bov(k) + cov(k — 1)], k€ Z,

para cualquier £ € Z.

a(k + 1). En consecuencia, existe by € Ry ¢y € R*

y, entonces, v € S sii v(n + 1) — byv(n) + cov(n — 1) = 0 para cualquier n € Z. Tomando n = k + s
obtenemos que v € S sii v; € S. O

Una de las consecuencias inmediatas del resultado anterior es que para conocer la unica solucion
de cada problema de valores iniciales de una ecuacion de Schrodinger homogénea que satisface las
hipétesis precedentes, basta resolver el mismo problema de valores iniciales en k = 0y k = 1. Desde
otro punto de vista, la ecuacién de Schrédinger puede considerarse como el homoélogo discreto de una
ecuacidn diferencial auténoma.

COROLARIO 1.3. Supongamos que existen qo € R y ag,k > 0 tales que a”(n) = aogk™ y
q(n) = qok™, para cada n € Z. En particular, fijados xy, v, € R, si v € C(Z) es la unica solu-
cion de la ecuacion de Schrodinger homogénea que satisface que v(0) = xoy v(1l) = x1, entonces
para cada s € 7, la funcion definida como z(n) = v(n — s), n € Z, es la tinica solucion de la
ecuacion de Schridinger homogénea que satisface que z(s) = xoy z(s + 1) = .

Si tenemos en cuenta la definicién de la funcién de Green para los problemas de valor inicial,
resulta que con las hipétesis anteriores es muy sencillo determinar tal funcién.

DEFINICION 1.4. Supongamos que existen qo € R y ag,k > 0 tales que a”(n) = agk™ y
q(n) = qok™, para cada n € 7. Entonces, la vinica solucion de la ecuacion de Schrodinger homogé-
nea tal que $(0) = 0y ¢(1) = 1 se denomina Solucién Fundamental de la Ecuacién de Schrodinger.

COROLARIO 1.5. Supongamos que existen qo € R y ag,k > 0 tales que a”(n) = aogk™ y
q(n) = qok™, para cadan € 7y consideremos ¢ la solucion fundamental de la ecuacion de Schri-
dinger. Entonces, la funcion de Green del problema de valores iniciales cuyos coeficientes son los del

¢(n —s).

operador de Schridinger es g,(n, s) = e
aop
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Finalizamos esta seccion con el andlogo discreto de la Formula de Lagrange para ecuaciones
lineales de segundo orden y con coeficientes constantes.

TEOREMA 1.6. Supongamos que existen qo € Ry ag,k > 0 tales que a”(n) = aok™ y
q(n) = qok™, para cada n € 7y consideremos ¢ la solucion fundamental de la ecuacion de Schro-
dinger y {z,v} una base de soluciones de la ecuacion de Schridinger homogénea. Dados m € Z,
zo, 1 € Ry f € C(Z), entonces u € C(Z) definida para cada n € Z como

1
un) = oo | (wov(m +1) = zro(m) ) 2(n) + (w12(m) — zoz(m + 1) )v(n)|
b [ otn = ks (),
es la tinica funcion de C(Z) que satisface L] (u) = —f y u(m) = xo, u(m + 1) = 2.

A partir del Teorema 7.5 del Capitulo 1, la Férmula de Lagrange obtenida puede escribirse en
términos de g, la funcién de Green y, por tanto, también en funcién de ¢ la solucion fundamental de
la ecuacién de Schrodinger

n

u(n) = mgq(n,m)vngq(n,erl)Jr/m gq(n, s)f(s)ds
I ) 1 n .
_ anb(”_m)Jrng(—l) ¢(n—m—1)+a—0/m d(n — )k f(s)ds.

Las ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes aparecen frecuentemente en muchas
aplicaciones, principalmente relacionadas con una clase especial de polinomios ortogonales que ana-
lizaremos en una proxima seccion. Finalizamos ésta presentando a continuacién algunas ecuaciones
con coeficientes constantes de tipo especial. Por ejemplo, cuando la Ecuacidn (4) tiene coeficientes
constantes y es autoadjunta, es decir, cuando c = a, entonces se denomina ecuacién de Chebyshev. Por
otro lado, cuando c=-a, entonces la Ecuacion (4) con coeficientes constantes se denomina ecuacion
de Fibonacci.

A las ecuaciones de Chebyshev les dedicamos en proximas secciones un estudio pormenorizado,
pero adelantamos aqui algunas de sus caracteristicas que nos permitirdn presentar algunos ejemplos
mas de ecuaciones en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes.

Una sucesion de Chebyshev es una sucesion de polinomios {Q,, () },ez que satisface la recurren-
cia
(29) QnJrl (x) = QLE'Qn(iIZ') - anl(l’)v para cada n € Z.

La recurrencia (29) es una ecuacion en diferencias de segundo orden, en concreto, la ecuacion de
Chebyshev que hemos mencionado arriba, y sus coeficientes son constantes en el sentido de que no
dependen de n. Ademds esta recurrencia muestra que cualquier sucesion de Chebyshev estd univo-
camente determinada por la eleccion de los correspondientes polinomios de orden cero y orden uno,
Qo y Q1 respectivamente. En particular, las sucesiones {7},},/>°  y {U, }.1>° . denotan los polino-
mios de Chebyshev de primera y segunda especie y se obtienen cuando se elige To(x) = Up(z) = 1,
T\(z) =z, Uy(z) = 2.

De hecho, la recurrencia de Chebyshev (29) abarca todas las recurrencias de segundo orden con
coeficientes constantes, véase [2], tal como abordaremos mds detalladamente en la peniltima seccién
de este capitulo. No obstante, podemos considerar otras recurrencias particulares, como los niimeros

de Horadam {H,,(r, )}, donde r, s € Ry s # 0, definidos como la solucién de la recurrencia

Hn+2 == THn+1 + SHTLJ HO = 07 Hl = 17
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y que, ademds, estdn relacionados con otras sucesiones notables. Notese que para cualquier n € N¥,
H,(1,1) = F,, el enésimo nimero de Fibonacci, H,(2,1) = P,, el enésimo niimero de Pell,
H,(1,2) = J,, el enésimo niimero de Jacobsthal,y H,(2,—1) = U,_1(1) = n.

2. Ecuaciones en diferencias de segundo orden autoadjuntas con coeficientes constantes

La ecuacién en diferencias autoadjunta asociada a (4) con coeficientes a,b € C(I), donde
a(k) # 0 para cualquier £ € I, se denomina ecuacion en diferencias con coeficientes constantes
cuando I = Z y las funciones a y b son constantes; es decir, cuando existen a,b € R con a # 0, tales
que para cualquier f € C(Z), la ecuacién autoadjunta asociada a (4) se expresa como

(30) au(k+1)—bu(k)+aulk—1) = f(k), keZ.

Equivalentemente, si consideramos ¢ = 2a — b, entonces para cualquier dato f € C(Z), la Ecua-
cién (30) puede reescribirse como

(31) —a(u(k) —u(k+1)) —a(u(k) — uw(k — 1)) + qu(k) = f(k), k€L,
y, por tanto, puede considerarse como la ecuacion de Schrodinger en el camino infinito con coeficien-

tes y potencial constantes.

NoOTA 2.1. En ese caso, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, la positividad del coefi-
ciente a; es decir, que a > 0y, por consiguiente, la ecuacion anterior viene dada por el operador de
Schrodinger en sentido estricto.

En esta seccién consideramos fijados a,b € R, tal que a > 0, y la ecuacién en diferencias

homogénea a u(k + 1) — bu(k) + au(k — 1) = 0. Naturalmente, si consideramos el valor p = %0
a

entonces u € C(Z) es una solucién de la anterior ecuacién en diferencias homogénea si y solo si
satisface que

(32) u(k+1) =2pu(k) —uk—-1), keZ.

Y por esa razén denotamos por S, al espacio de sus soluciones.

LEMA 2.2. Siu € S, entonces para cualquier k € 7 se satisface que

%[u(k:) —ulk —2)] = (k) — pulk — 1) = pulk — 1) — u(k — 2).

El siguiente resultado, cuya demostracion se obtiene de forma directa, aplica la propiedad carac-
teristica de las ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes mostrada en la Proposicién 1.2,
que es la clave para el andlisis de este tipo de ecuaciones.

PROPOSICION 2.3. Dada u € S, entonces para cualquier s € Z, la funcion v € C(Z) dada por
v(k) = u(k — s) satisface que v € S,. En particular, fijados x,x1 € R, para cualquier m € Z, la
tinica solucion del problema de valor inicial

2pv(k) —v(k—1)—v(k+1)=0, wv(m)=2xy, vim+1)=ux,
viene dada por v(k) = u(k —m), donde u € C(Z) es la unica solucion del problema de valor inicial

2pu(k) —u(k—1) —u(k+1) =0, u(0)=mxy, u(l)=uz.
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Visto que la propiedad anterior caracteriza las ecuaciones en diferencias con coeficientes constan-
tes, la peculiaridad de ser autoadjunta queda determinada por cumplirse u(k —m) € S, para cualquier
u € S,y cualquier m € Z.

COROLARIO 2.4. Se consideran u,v € S, y m,n € Z. Entonces,
u(n)v(n +1+m) —u(n+ Lvn+m) =u(0)v(m+ 1) —u(l)v(m).
En particular,
u(n)v(n) —u(n + ov(n —1) = u(0)v(0) — u(l)v(-1)
Y, por tanto,
u(n)? —u(n + Du(n — 1) = u(0)* — u(1)u(-1).

Demostracién. Si consideramos z € C(Z) dada por z(k) = v(k + m), entonces z € S, y, por tanto,
u(0)v(m + 1) —u(l)v(m) = wu, 2](0) = wu, z](n) = u(n)v(n + 1+ m) —u(n + )v(n +m).
La segunda hipétesis se obtiene tomando m = —1 y la dltima ecuacion, imponiendo ademaés
v = u. U

A la vista de la Proposicion 2.3, introducimos el siguiente concepto.
DEFINICION 2.5. La tinica solucion del problema de valor inicial
2pu(k) —u(k—1) —u(k+1)=0, u(0)=0, u(l)=1,
se llama solucion fundamental y se denota con ¢y,

LEMA 2.6. La solucion fundamental se caracteriza por ser la vinica solucion del problema de
valor inicial

2pu(k) —u(k —1) —u(k+1) =0, u(l)=1, u(2)=2p.
Por otro lado, ¢,(—k) = —¢,(k) y ¢p(k)* — ¢p(k — 1)@, (k + 1) = 1 para cualquier k € Z.

Demostracion. Puesto que a¢,(2) = bp,(1) — ag,(0) = b, obtenemos ¢,(2) = 2p. Por otro lado,
ap,(—1) = b, (0) — ap,(l) = —a, lo que implica que ¢,(—1) = —1. Ademds, si consideramos
u(k) = ¢,(—k), se satisface que u € S, y, también, u(1) = —1 y u(0) = 0. La unicidad de la
solucién de cada problema de valor inicial implica que u = —¢,, y la ultima identidad del Corolario
2.4 implica la dltima hipétesis. U

La tltima identidad implica que si consideramos ¢, € C(Z) definida como ¢, (k) = ¢,(k—1) para
cualquier k£ € Z, entonces {¢,, ¢, } es una base de S,. Por lo tanto, obtenemos la siguiente version de
la Férmula de Lagrange.

TEOREMA 2.7 (Férmula de Lagrange para ecuaciones autoadjuntas con coeficientes constantes).
Para cualesquiera xq, x1 € R, cualquier m € Zy cualquier f € C(7Z), la unica solucion del problema
de valor inicial

au(k+1) —bu(k) +aulk —1)= f(k), u(lm)=uz, ulm+1)=ux,

viene dada por

1k
u(k) = x1¢9p(k —m) — zopp(k — 1 —m) + E/ op(k —s)f(s)ds, k€L

m
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Demostracion. Segun el Corolario 1.5, la funcién de Green para la ecuacion de Schrodinger es

1
g(k,s) = —¢,(k — s). Por otro lado, si z(k) = ¢,(k) y v(k) = ¢,(k — 1), entonces w[z,v](k) =
a
w(z,v](0) = 1, lo que implica que {z, v} es una base de S,,. Ademads estd claro que y(k) = x1¢,(k) —
zop,(k — 1) es la tnica solucién del problema de valor inicial

—by(k) +ay(k 1) +ay(k+1) =0, y(0) =z, y(1) =1,

y, por tanto, el resultado se obtiene aplicando la Proposicion 2.3 y la Férmula de Lagrange. 0

Algunas soluciones de la ecuacién en diferencias homogénea, distintas de la fundamental, son
también de interés. Por ejemplo, llamamos solucion secundaria a ¢, la tinica solucién del problema
de valor inicial

2pu(k) —u(k —1) —u(k+1) =0, wu(0)=1, u(l)=np.

Entonces, ¢,(—k) = ¢,(k) para cualquier k € Z y, ademas, w[¢,, ¢,](0) = —1, lo que implica que
{gbp, gop} es una base de S,. Entonces, la Férmula de Lagrange puede reescribirse como

u(k) = xopp(k —m) + (21 — pxo)Pp(k —m) / op(k —9)f(s)ds, ke
El polinomio

(33) Py(z) = az’ —br + a = a[(z — p)* + 1 — p°]

se denomina polinomio caracteristico de la Ecuacion (30). Como mostramos mas adelante, sus raices
estdn fuertemente relacionadas con la solucién de la ecuacién homogénea y, en particular, con la
solucién fundamental ¢, y la secundaria ,,. Para comprobarlo, consideramos la funcién 6: R — R

definida como
arc cosh(|x|) € |0,+00), cuando |z| > 1,
(34) 9(:15):{ (lz]) € | ) ||

arccos(z) € (0,7),  cuando |z| <1,

y, también, la funcién r: R\ (—1,1) — [1, +00) definida como

(35) r(zr) = |z| + Va2 — 1.

Cuando |z| > 1, entonces r(z)™' = |z| — Va2 — 1y, en particular, r(z) = 1 sii |z|] = 1.
Ademés, r(z) = cosh (6(z)) + sinh (A(z)) y 6(z) = In (r(x)), puesto que 2|z| = r(z) + r(z) ' =
2 cosh (In(r(z))).

LEMA 2.8. Cuando |b| > 2a, las raices de P, son s(p)r(p) y s(p)r(p)~'; es decir,
s(p)[cosh (6(p)) + sinh (0(p))], mientras que cuando —2a < b < 2a, las raices de P, son

cos (6(p)) £ isin (6(p)).

A continuacion mostramos la relacion antes mencionada entre las raices del polinomio caracteris-
tico y la ecuacion de Schrodinger homogénea.

PROPOSICION 2.9. Se verifican las siguientes propiedades:
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i) Cuando |b| > 2a, entonces {s(p)*r(p)*,s(p)"r(p)~*} es una base de S, y, ademds,

)*
(

_ r@)" = @) _ sk ()
oot) =t |5 | = 0 G )
k
o) = 22X () 4 ()] = s(p)" cosh (k0(p)).
ii) Cuando |b| = 2a, entonces {p*,kp*} es una base de S, y, ademds, ¢,(k) = kp*~!,
op(k) = p.
iii) Cuando |b| < 2a, entonces { sin (k:@(p)) cos (k:@ )} es una base de S, y, ademds,
o) = L) 1) = os (100)

Finalizamos esta seccién obteniendo algunas relaciones ttiles entre ¢, y ¢,. En primer lugar,
observamos que cuando p = 0, es decir, cuando la Ecuacién (30) corresponde a una ecuacion des-
acoplada con coeficientes constantes y de valor uno, entonces ¢o(k) = ¢o(k + 1), para cualquier

k € Z, ya que ambas funciones tienen el mismo valoren £ = 0 y en £ = 1, y podemos compro-
1
bar directamente que ademas ¢ (k) = 5(—1)L§J [1 — (—1)*] para cualquier k € Z. En particular,

®0(2k) = ¢o(2k — 1) = 0, para cualquier k € Z.

PROPOSICION 2.10. Dado p € R, entonces u € S, sii « € S_,, donde . € C(Z) se de-
fine como u(k) = (—1)*u(k) para cualquier k € 7. En particular, ¢_,(k) = (=1)* ¢, (k) y
o_p(k) = (—=1)*¢,(k), para cualquier k € Z.

Demostracién. Naturalmente, u € S, sii par cualquier k£ € Z se satisface que
0= (=DM [2pu(k) — u(k + 1) — u(k — 1)]
= —2p(=Fulk) - (=1 uk + 1) — (~ )Mk — 1)
=2(—p)u(k) —u(k+1) —a(k — 1)
Yy, por tanto, & € S_,,.

~ Por otro lado, p,(0) = ¢,(0) = 1, (1) = —p(1) = —p, $(0) = ¢,(0) = 0y
&p(1) = —¢,(1) = —1, 1o que implica que ¢, = @, y que ¢_, = —¢,. 0

COROLARIO 2.11. Cuando p = +1, entonces ¢, (k) = kp*~y p,(k) = p* para cualquier k € 7.

Demostracién. Resultado directo de la Proposicién 2.10, demostrando previamente que ¢ (k) = k'y
¢1(k) = 1 para cualquier k € Z, lo que se obtiene después de una simple verificacion. U

PROPOSICION 2.12. Las siguientes identidades se verifican para cualesquiera k, m € Z:
2¢0p(F)ep(m) = @p(k +m) + @p(k —m),
20p(k)pp(m) = ¢p(k +m) — ¢p(k —m),
2(p* = 1)8p(k)dp(m) = pp(k +m) — py(k —m).
En particular, para cualquier k € 7. obtenemos

20p(k) = pp(k +1) —p(k—1) 2(272 = D)gp(k) = op(k + 1) — (k= 1).
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Demostracion. Fijado m € Z, consideramos u,v € C(Z) definidas como u(k) = 2¢,(k)p,(m) y
v(k) = ¢,(k +m) + ¢,(k —m), para cualquier £ € Z. Entonces, u,v € S, y, ademds,

U(()) = SDP(m) + @p(_m) = ‘Pp(m) + @p(m) = 290p(m> = U(O)u
v(1) = @p(1 +m) + pp(1 —m) = @y(m + 1) + pp(m — 1) = 2pp,(m) = u(l),

lo que implica que © = v y demuestra la primera identidad. La demostracion de la segunda identidad
se obtiene aplicando un argumento andlogo, teniendo en cuenta que ¢,(—k) = —¢, (k). Parala tercera
identidad, se considera w € C(Z) definida como w(k) = ¢,(k+ 1) — ¢,(k —1). Entonces, w(0) = 0,
w(1) = ¢p(2) — 1 = 2pp,(1) — 2 = 2(p* — 1), lo que, en particular, demuestra la dltima igualdad. Si
consideramos ahora z € C(Z) definida como z(k) = ¢,(k +m) — ¢,(k — m), entonces

2(0) = pp(m) — @p(=m) = @p(m) — pp(m) = 0 =2(p* — 1)¢,(0)Bp(m),
2(1) = pp(1+m) = @p(1 =m) = pp(m+1) — p,(m — 1) = 2(]92 — L)gp(m) =
= 2(]72 - 1)¢p(1)¢p(m)v

lo que implica que z(k) = 2(p* — 1)@, (k)p,(m) para cualquier k € Z.
La pendultima identidad para ¢, es una consecuencia directa de la segunda igualdad, teniendo en
cuenta que ¢,(1) = 1. O

3. Ecuaciones en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes

Dados a,b,c € R donde a,c # 0,y f € C(Z) una ecuacién en diferencias (irreducible) de
segundo orden con coeficientes (constantes) a, b, c y dato f es de la forma

(36) au(k 4+ 1) — bu(k) + cu(k — 1) = f(k), k€Z,

y se trata de encontrar todas las funciones u € C(Z) que satisfacen la identidad.

Claramente, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a > 0, asi que en lo sucesivo
asumimos esta hipétesis. Sabemos que la Ecuacion (36) es equivalente a una ecuacién en diferencias
autoadjunta. Especificamente si consideramos p € C(Z) la funcion de acompaiiamiento definida en
la Ecuacién 7 del primer capitulo, entonces (36) es equivalente a la ecuacién

ap(k)u(k +1) = bp(k)u(k) + co(k)u(k — 1) = p(k) f(k), k€2,

en el sentido que ambas tienen las mismas soluciones. La ecuacién anterior es autoadjunta puesto que
cp(k) = ap(k — 1) para cualquier k£ € Z. Entonces, obtenemos el siguiente resultado general, cuya
demostracion es directa.

PROPOSICION 3.1. La Ecuacion (36) tiene las mismas soluciones que la ecuacion autoadjunta
ap(k)u(k + 1) — bp(k)u(k) + ap(k — Du(k — 1) = p(k)f(k), k€ Z.

Evidentemente la principal dificultad para aplicar el resultado anterior es que esta nueva ecuacion
en diferencias equivalente no tiene coeficientes constantes. No obstante, mostramos a continuacion
como transformar la Ecuacién (36) en otra ecuacién en diferencias con coeficientes constantes cuyas
soluciones pueden relacionarse facilmente con las de la ecuacidn original. Para hacer esto, considera-

] b

mos los valores r =/ — yp =
a

2/ alc|
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PROPOSICION 3.2. La funciénu € C(Z) es una solucion de la ecuacién (36) sii u(k) = r*~v(k),
donde v € C(Z) es una solucién de la ecuacion en diferencias con coeficientes constantes

vk +1) —2pv(k) +s(c)v(k —1) =ar"f(k), keZ
Demostraciéon. De la proposicion anterior, sabemos que u € C(Z) es una solucion de la Ecuacién
(36) sii satisface
ap(k)u(k + 1) = bp(k)u(k) + ap(k — Du(k — 1) = p(k) f(k), k€ Z,

donde p(k) = (¢ ta)* = s(c)*r=2k; es decir, multiplicando por s(c)~*r*, sii

Pu(k +1) — br Fu(k) + s(c)ar* *u(k — 1) =~ f(k), ke,
0, equivalentemente, sii
av(k 4+ 1) — br to(k) +s(c)av(k — 1) =r*f(k), k€2,

donde v(k) = r'~*u(k) y hemos tenido en cuenta que br~* = 2ap. O

COROLARIO 3.3. Cuando ¢ > 0, entonces u € C(Z) es una solucion de la Ecuacion (36) sii
u(k) = r*tu(k), donde v € C(Z) es una solucion de la ecuacién autoadjunta con coeficientes
constantes

vk +1) = 2pv(k) +v(k—1)=ar *f(k), kecZ
En particular, la solucion del problema de valor inicial
au(k+1) —bu(k) + cu(k—1) =0, w(0)=0, u(l)=1,
es u(k) = r*=1¢,(k), mientras que la solucién del problema de valor inicial
au(k +1) —bu(k) +cu(k —1) =0, w(0)=1, u(l)=rp,
es u(k) = rFo, (k).
Basta ahora aplicar el Teorema 2.7 para obtener la Férmula de Lagrange cuando ¢ > 0.

COROLARIO 3.4. Cuando ¢ > 0, para cualesquiera xy,x1 € R, cualquier m € Z y cualquier
f € C(Z), la unica solucién del problema de valor inicial

au(k +1) —bu(k) + cu(k—1) = f(k), u(m)=u1x, ulm+1)=ux,

viene dada por
i1

k
u(k) = xlrk_m_lgzﬁp(k —m) — a:grk_mgzﬁp(k; —1—-m)+— op(k —s)r°f(s)ds, keZ,
a m
o, equivalentemente,
u(k) = xork_mgop(k:—m) —I—rk_m_l(xl —rpxo)p,(k—m)+ —/ op(k—s)r°f(s)ds, keLZ.

Como muestra el Corolario 3.3, el método seguido en la Proposicion 3.2 solo funciona cuando
los coeficientes a y c tienen el mismo signo; es decir, cuando ¢ > 0. Cuando ¢ < 0 la ecuacién
equivalente tiene coeficientes constantes pero no es autoadjunta. Sin embargo, la técnica anterior pue-
de adaptarse facilmente para obtener otras ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes que
sean autoadjuntas, pero con coeficientes complejos. Aunque este proceso nos conduciria a identida-
des muy interesantes, en este trabajo nos restringimos a tratar solo con coeficientes reales. Por tanto,
cuando ¢ < 0 seguiremos otro camino para determinar las soluciones de la Ecuacién (36), usando
unicamente funciones reales. Para ello mostramos a continuacién que se puede obtener la expresion
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de cualquier solucién determinando separadamente su expresion para indices pares y para indices
impares. Ademas esta técnica también funciona cuando ¢ > 0y, en consecuencia, definimos el valor

p=2p*—s(c).

PROPOSICION 3.5. Si u € C(Z) es una solucion de la Ecuacion (36), entonces para cualquier
k € 7 se satisface que

u(2k) = 12 (|| “bu(1) = s(c)u(0)) d5(k) — u(0)g5(k — 1)]
= 12 [u(O)p(k) + (je Mbu(1) = 20°u(0)) 35(k) |,

u(2k — 1) = r?

| tau(1)pp(k) — ¢t (bu(0) — au(1)) dp(k — 1)}
_ 2kl [(bum) — au(1))pp(k) + (2ap*u(l) — bﬁu(O))qﬁi,(k)].
Demostracion. Por la Proposicién 3.2, u € C(Z) es una solucién de la ecuacion homogénea asociada
a la Ecuacion (36) sii u(k) = r*"'v(k), donde v € C(Z) es una solucion de la ecuacion en diferencias
con coeficientes constantes

v(k+1) —2pv(k) +s(c)v(k—1)=0, keZ

Cuando p # 0, es evidente que v € C(Z) es una solucion de la ecuacién anterior sii

1
v(k) = » [v(k+1) +s(c)v(k —1)]  para cualquier k € Z.

Si para cualquier k£ € Z definimos z(k) = v(2k) y w(k) = v(2k — 1), entonces obtenemos

0=2pv(2k) —v(2k+ 1) —s(c)v(2k — 1)

= 2pu(2k) — 2ip [0(2k + 2) + s(c) v(2k)] — 52(—;) [0(2k) + 5(c) v(2k — 2)]
— 2ip [(4192 —25(c))v(2k) — v(2k + 2) — v(2k — 2)} = %[Qﬁz(k) —2(k+1) — z(k — 1)]

y, andlogamente,
0 = 2pu(2k — 1) — v(2k) — 5(c) (2k — 2) = 2ip [2pw(k) — w(k +1) — w(k — 1)].

Por tanto, z, w € S; y, ademds, estdn caracterizadas por satisfacer las condiciones iniciales siguientes

2(0) =v(0) = ru(0), 2(1) =v(2) =r~'u(2) = a—lr(bu(l) — cu(0)),
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asi que, segun la Férmula de Lagrange obtenemos,

(k) = = (bu(1) — cu(0)) (k) — ru(0)y(k 1)
= ru(O)p(k) + — (bu(1) = (c+ Ielp)u(0)) 35(h).
wk) = u(1)65(8) — < (u(0) — au(1)) g5 - 1)
= % bu(0) — au(1)) k) + (e + alelp)u(1) — pblefu(0)) (k)
En consecuencia, aplicando la Férmula de Lagrange, se obtiene
o(2k) = [ (bu(1)  eu(0)) (k) — Iclu(0)65(k — 1]
= [lelu(0)ea(k) + (bu(1) — 20clpu(0)35(h)],

v(2k — 1) = i acu(1)65(k) — el (bu(0) — au(1))gs(k — 1)|

I

ac

(bu(0) = au(1)) (k) + (2ap*u(1) — bpu(0)) é5(k)]

Cuando b = 0, entonces p = 0, p = —s(c), por el Corolario 2.11 ¢,(k) = p* y la formula pasa a
ser

u(2k) = TQkU(O)(,Op(k) = [%] u(0) y u(2k—1) = —r%c_lau(l)gpﬁ(k’) = {%} ) u(1).

Por otro lado, cuando b = 0, entonces u es una solucién de la ecuacién homogénea asociada a la
Ecuacién (36) sii

u(k+1) = —a teu(k — 1) = —s(c)r’u(k — 1) = priu(k — 1), para cualquier k € Z,
lo que implica que u(2k) = p*r#*u(0) y que u(2k — 1) = pF~1r2*=1y(1), para cualquier k € Z. O
COROLARIO 3.6. La solucion uinica del problema de valor inicial
au(k +1) —bu(k) + cu(k —1) =0, u(0)=0, u(l)=1,
viene dada por
u(2k) =271 p ¢, (k),
u(2k = 1) = 12D g5(k) + 5(c)gp(k — 1)| = r2* () 20°05(k) — 93(k)|.

para cualquier k € 7. En particular, cuando ¢ > 0, entonces

Op(2k) =2p dop2_1(k) y ¢p(2k — 1) = o2 1 (k) + Pop2_1(k — 1), para cualquier k € Z,

mientras que cuando ¢ < 0,

Oip(2K) = 2= 1) ip a1 (K) ¥ ip(2k = 1) = (=1)* B2 1 () = b1 (k = 1)
para cualquier k € 7.
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COROLARIO 3.7. Cuando |c| = a, la solucion vinica del problema de valor inicial
au(k+1) —bu(k) + cu(k—1) =0, w(0)=1, u(l)=p,
viene dada por
u(2k) = poy(k) — dp(k — 1) = @p(k),
u(2k = 1) = p|@5(k) — s(c)gp(k — 1)]
=ps(c) [gpﬁ(lﬁ) —2(p* - 5(0))@3(/{;)} , para cualquier k € Z.

En particular, cuando ¢ > 0, entonces

Pol2K) = Gapa(K) ¥ o2k — 1) = p[oae s (k) — ber(k — 1)) para cualquier k € Z
minetras que cuando ¢ < 0,

Pip(2) = (~1)0n2 1 (k) ¥ 9ipl2k = 1) = (1) ip| g1 (k) + b1 (k = 1)

para cualquier k € 7.

4. Polinomios de Chebyshev

Nuestra intencién en esta seccion es describir las propiedades fundamentales de los polinomios
de Chebysheyv, que serdn ttiles en la resolucion de los problemas que involucren ecuaciones en dife-
rencias de segundo orden con coeficientes constantes. La relacion entre las ecuaciones en diferencias
y los polinomios de Chebyshev estd determinada por la ley recurrente de tres términos que verifican
estos polinomios. Por tanto, esta relacion recurrente seré la clave en todo nuestro andlisis, razén por
la cual nos hemos centrado en el estudio de las propiedades que pueden deducirse directamente de
dicha relacion. No hacemos por tanto referencia a otras cuestiones importantes relacionadas con este
tipo de polinomios como pueden ser la descripcion de sus ceros, sus extremos, asi como su aplicacion
a problemas de interpolacién y aproximacion, o incluso a los desarrollos de Fourier tomando estas
funciones como base. Para estas cuestiones puede consultarse [42], que es también nuestra referencia
fundamental, asi como los trabajos alli citados.

La principal novedad de nuestro planteamiento consiste en considerar las sucesiones de polino-
mios subindexadas no sélo en los nimeros naturales sino en los enteros. Como veremos esta iniciativa
no introduce dificultades, ni formales ni practicas y permite un tratamiento mds 4gil de los problemas.

DEFINICION 4.1. Una sucesion { P, }}>° . C Clx] se denomina sucesion de Chebyshev si satis-
face la ley de recurrencia

Poio(x) =22P,11(x) — Py(x), paracada n € 7.

Para cadan € 7Z, el elemento P, de la sucesion anterior serd denominado Polinomio de Chebys-
hev de orden n.

Es claro que la recurrencia en la Definicion 4.1 puede expresarse de manera equivalente como
(37) P,(x) =2xP,1(x) — P,y2(x), paracada n € Z,
que incorporada a la de la Definicién 4.1 puede subindexarse en N de la manera siguiente:

(38) Pria(x) = 2xPyy1(x) — Po(z) y P_(nt1)(x) = 20 P () — P_(n—1)(x), paracada n € N.
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Las primeras propiedades de los polinomios de Chebyshev son una consecuencia directa de la
férmula de recurrencia que los determina.

LEMA 4.2. Si{P,},/>°  es una sucesion de polinomios de Chebyshev, entonces para cadan € 7
y cada x € C, se satisface que P, o(x) + P,(x) = 22 P, 1(x) y, por tanto, para cada k € 7, se tiene
que

Pula) ~ 2Pins(a) = 3 [Pola) = Pess()] y Pala) = oPea(a) = 5 [Pu(e) = Pra(e)].

Demostracion. La primera identidad es una consecuencia directa de la identidad en la Definicién 4.1.
Aplicando dicha identidad an = k 'y n = k — 2, obtenemos que

1 1
x Py (z) = 5 |:P]€+2($) + Pk(x)} y P q(x) = 5 [Pk(x) + Pk_g(l')]7
de donde deducimos las otras dos identidades propuestas. U

LEMA 4.3. Sean {P,},>° vy {Q,}2° . dos sucesiones de Chebyshevy P,Q € Clz]. Fijados
k,m € 7, si para cada n € Z consideramos el polinomio R, = PPy, + QQ..n, entonces la
sucesion { R, es de Chebyshev.

77,7—00

Demostracion. Basta observar que para cada n € Z se satisface que

Ryy2(x) = P(@) Porns2(@) + Q(2)Qrtnsa()
= P(2)[22Pins1 — Proin(2)] + Q(2)[22Qm4n11(2) — Quogn ()]
= 22[P(2) Piynt1 + Q(@)Quint1] — [Porn(®) + Qmsn(7)] = 22Rp i1 (x) — Ro(x). O

La relacién de recurrencia de la Definicidon 4.1 muestra, claramente, que cualquier sucesion de
Chebyshev estd univocamente determinada por la eleccién de los polinomios de Chebyshev de 6rde-
nes cero y uno. En particular, la paridad o imparidad de cada polinomio de la sucesion puede deducirse
de la de los de orden n, conn = 0, 1.

LEMA 4.4. Si {P,}/>° _ es una sucesién de polinomios de Chebyshev tal que Py(—x) = Py(x)y
P (—x) = —Py(x), respectivamente tal que Py(—x) = —FPy(z) y P\(—z) = Pi(x) para cada x € C,
entonces P,(—x) = (—=1)"P,(x), respectivamente P,(—z) = (—1)""' P, (), para cadan € Zy
cada x € C.

Demostracion. Las demostraciones de ambos resultados son andlogas, asi que s6lo demostraremos
el primer caso. Como P, (z) = (—1)"P,(z) sin = 0, 1, supuesto que P,,(—x) = (—1)"P,(x) y que
P_,(—x)=(-1)"P_,(x) paran > 1, resulta que

P, (=) = —22P,(—2) — P,_1(—2) = —2z(—1)"P,(z) — (=1)"'P,_1(2)
— (C1)RaP() = Pos(2)] = (—1)™ P (),
P_iuin)(=2) = —20P_(=2) = Pup(—z) = ~22(=1) "P_y(x) = (~1)"""P_ (s 1(x)
= (1) O RePL (@) = Py (@) = (<) P (@), O

DEFINICION 4.5. Una sucesién de Chebyshev {P,},"
satisface que Py(z) =1y 0°P; = 1.

C C[z] se denomina normalizada si

n=—oo
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Si {P,}/>°  es una sucesiéon de Chebyshev normalizada, entonces 9°P, = nsin = 0,1y
supuesta esta propiedad cierta para n € N*, de la relacion de recurrencia de la Definicion 4.1, tenemos
que 0°(zP,) =n+ 1ycomo 0°P,_1 = n — 1, necesariamente

Py = 0°(22P, — Py—1) = 0°(xP,) =n+ 1.

Asi pues, si {P,},/>° _ es una sucesién de Chebyshev normalizada, entonces { P, }/>) es simple,

es decir, 0°P, = n, para cada n € N. Por otra parte, es claro que una sucesion de Chebyshev

normalizada esté univocamente determinada por la eleccion del polinomio de Chebyshev de primer
orden.

DEFINICION 4.6. Denominaremos sucesiones de Polinomios de Chebyshev de primera segunda,
tercera y cuarta especie y las denotaremos por {T,}12° o, {U 32 o, AV oy AW o,
respectivamente a las sucesiones de Chebyshev normalizadas correspondientes a las siguientes elec-
ciones del polinomio de orden 1:

Ti(z)=xz, Ulzx)=2z, Vi(x)=22x-1 y Wij(zx)=2z+1.
PROPOSICION 4.7. Para cada x € Cy cadan € 7 se verifica que
T p(z) =To(x), U_p(@) = =Un-2(x), Von(z) =Vioa(z) y Wop(z) = —Wya(z)
y, en particular, T_y(z) =z, U_1(z) =0, V_1(z) = 1y W_,(z) = —1.
Demostraci(’)n Es sencillo comprobar que basta demostrar las identidades sélo para n € N. Por otra
parte, si { P, }.7°° _ es una sucesién de polinomios de Chebyshev normalizada, entonces aplicando la
Identidad (37) an = —1 y teniendo en cuenta que Fy(z) = 1, resulta que P_(x) = 2z — P (z). Por
tanto, 71 (z) = = T1(x), U_1(z) = 0, V_1(x) =1 = Vo(z) y W_1(2) = —1 = —Wy(z), es decir

las identidades son vélidas para n = 1. Supuestas ciertas para n > 1, aplicando la segunda Identidad
de (38), tenemos que

Ty (x) = 22T = T_(n_1)(2) = 22T (x) — Thoi () = Ty (),
U_msy(2) = 22U = U_(n-1)(2) = —[22Un—2(2) = Un—3(2)] = =Utn-1)(2),
Vo (@) =22V_,, = V_ony(z) = 22V, (2) — Voea(z) = Viu(2),
() = 22W_p = W_noyy(2) = =[22Wh 1 (z) = Woa(2)] = =Wa(z). [
Los polinomios de Chebyshev de primera segunda, tercera y cuarta especie no son independientes,

sino que estdn relacionados entre si, de manera que pueden obtenerse facilmente unos de otros. A
continuacion detallaremos las relaciones mds importantes.

PROPOSICION 4.8. Para cada x € Cy cadan € Z se tienen las siguientes relaciones:

1. Ty(z) = 5[Un(z )— —2(2)] = Un(z )—xUn 1(#) = 2Un 1 (2) = Up—a(2).

2. Ty(x) = L[Vi(a +Vn 1(2)] = 3[Wa(z) = Woaii(z)] y To(—2) = (=1)" T ().

3. Un() = 5 [Va(z) + Wa(z)] = [ n+1($) = Var1(@)] y Un(=2) = (- ) n ().

4. (z = DYUn(2) = 3[Vai(z) — Vn( )] (z + D)Un(z) = 2 [Woi(z) + Wi(x)] y, también,

n-4 (
(2% = D)Un(x) = Thyo(x) = 2Tpi1(2) = § [Thya(z) — To(z)].
5. Vo(@) = Un(z) = Up—i1(2) = Topa(z) — (2 — DUn(x) y Va(—2) = (=1)" Wi ().
6. Wo(z) = Up(x) + Up—1(x) = Tp(x) + (x + 1)Up—1(x) y Wy (z) = (—=1)"V,(2).

Demostracion. En todos los casos, el Lema 4.3 asegura que los polinomios que aparecen a los dos
lados de las igualdades determinan una sucesion de Chebyshev, por lo que bastard comprobar que los
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correspondientes polinomios de 6rdenes cero y uno coinciden. Para ello también haremos uso de los
resultados de la Proposicion 4.7.

1.Si P, = %[Un — U,_2|, entonces Py = %[Uo — U] = Uy = 1 = Tp, mientras que
Pi(z) = [Ui(z) — U_4(z)] = z = Ti(x). Ademds, la segunda y tercera identidades son conse-
cuencia directa del Lema 4.2.

2. Si definimos P,(z) = [V,(2) + V,_1(2)] y Qu(z) =

2

Py=31[Vo+ V] =Vo=Ty =Wy = 1[Wys — W_;]. Ademds,
Pi(z) =1[Vi(z) + Vo(z)] = 3[20 — 1+ 1] =2 = T1(x),
Qi(z) = 5 [Wi(z) = Wo(z)] =5[22 +1— 1] =2 = Ti(a).

Finalmente, la identidad 7},(—z) = (—1)"T,,(x) es consecuencia directa del Lema 4.4.

[Wn(x) — Wn_l(x)}, entonces

1
2

3. Si definimos P,(z) = 1 [Vi(z) + Wy(2)] y Qn(z) = L [Whii(z) — Viya(z)], entonces
Py = %[VO + WO} = 1 = Uy, mientras que

Qola) = 5 [Wa(a) ~ Vi(@)] = 5[20 — 1~ 20+ 1] = 1 = Ui(a).
Ademis, P(z) = [Vl(x) + Wl( )] = 3[22 — 1+ 22+ 1] = 22 = Uj(z), mientras que
Q1(z) = 3 [Wa(z) = Va(x)] = L [2aW1(2) — 1 — 22Vi(2) + 1] = 2224+ 1 — 2z + 1] = 2z = U ().

Finalmente, la identldad Un(— ) = (—1)"U,(z) es consecuencia directa del Lema 4.4.

4. Consideremos los polinomios P, (z) = 3[Vii1(2) — Vo (2)], Qn(z) = 5[Waia(2) + Wa(2)] y
R,(x) = T, 42(x) — 2T, 11 (z). Entonces,

Po(z) = 5[Vi(z) = Vo(a)] = 522 — 1 = 1] =2 — 1 = (2 — )U(2),
Qo(z) = 3[Wi(z) + Wo(z) =122+ 1+ 1] =2+ 1 = (z + 1)Us(),
Ro(z) = Ty(z) — 2T (x) = 2Ty () — To(z) = 22 — 1 = (2% — 1)Up(2),
Pi(x) = 5[Va(z) — Vi(@)] = 3[(22 — DVi(z) — 1]

=32z -1 —1] = (z—1)2z = (z — 1)U (=),
Qi(x) = 3[Wa(x) + Wi(2)] = 3[(22 + D)Wi(2) — 1]

=12z +1)* = 1] = (z + 1)2z = (z + 1)U (),
Ri(z) = T3(z) — 2Ty (z) = 2Ty(x) — Ti(z) = 22%T (x) — xTy(x) — Ty (x)
=2z(z? — 1) = (2* — 1)Uy (x).

Finalmente, la segunda identidad es nuevamente consecuencia directa del Lema 4.2.

5. Consideremos P,(z) = Uy(x) — Uy—1(x) y Qun(z) = Thia(x) — (:U — 1)U, (x). Entonces,
Py=Uy—U_1 =Uy= 1=V, mientras que P,(z) = U(z) — Up(z) = 22 — 1 = Vi(z). Por otra
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parte, Qy = T1(z) — (r — 1)Uy = — (z — 1) = 1 = V},, mientras que
Q1(z) = Ta(z) — (x — 1)Uy (x) = 22T (x) — To(x) — 22(x — 1) = Vi(x).

Finalmente, como V,,(—x) = U,(—xz) — U,_1(—x), aplicando la dltima igualdad del apartado 3, ob-
tenemos que V,,(—x) = (—1)"U,(z) — (—1)" " 'U,_1(z) = (—=1)"[U,(x) + U,_1(z)], de manera que
la dltima identidad de este apartado estard demostrada en cuanto probemos la primera del siguiente.

6. Consideremos P,(z) = Uy(x) + U,—1(x) y Qun(x) = T,(x) + (z + 1)U,_1(z). Entonces,
Py=Uy+U_1 =Uy=1= Wy, mientras que P(z) = Uy(z) + Up(z) =20+ 1 = Wl( ). Por otra
parte, Qo = To(x) + (z + 1)U_; = 1 = W, mientras que

Finalmente, como W,,(z) = U, (z) + U,—1(z), aplicando nuevamente la tltima igualdad del apartado
3, obtenemos que

Wa(=2) = (=1)"Un(2) + (=1)" " Un-1(2) = (=1)"[Un(z) = Up-r(@)] = (=1)"Va(2). O

COROLARIO 4.9. Para cada x € Cy cadan € Z se tienen las siguientes relaciones:

1. T5,(0) = Uzn(0) = V5,(0) = Wo,(0) = Wopy1(0) = —Vop41(0) = (—1)" y, ademas,
T5,41(0) = Uzp11(0) = 0.

2. T,(1) = Vi, (1) LUS(1) = n+ 1y Wy(l) = 2n + 1.
3. T,(—1) =W,(-1) :1( )" Uy(=1) = (=1)"(n+ 1)y V(1) = (—1{" 2n +1).
4. T/ (1) =n% U\ (1) = gn(n—i—l)( n+2), V(1) =nn+1)y W\ (1) = 3 (n+1)(2n + 1).
5. T (=1) = (=1)""'n? U, (~1) = é(—l)"ﬂn(nﬂL D(n+2), Wi(=1) = (=1)"'n(n + 1)
YVI(—1) = (—1)"“% n(n+1)(2n + 1),
Demostracion.

1. Las ultimas igualdades de los apartados 1 y 3 de la proposicion anterior, implican directamente
que T5,+1(0) = Usp41(0) = 0. Por otra parte, la segunda identidad de 1 muestra que 7,,(0) = U, (0),
mientras que la tercera de 4 implica que U,(0) = —T,,2(0), para cada n € Z y, en particular,
que 75,(0) = Uzn(0) = —To(41)(0). Como T(0) = 1, es sencillo concluir que 75, (0) = (—1)".
Finalmente, de las identidades de los apartados 5 y 6 de la proposicion anterior, obtenemos que

VZn(O) = UQn(O) - U2n71(0) = <_1)n7 V2n+1<0) = U2n+1(0> - UQn(O) = (_1)n+1’
W2n(0) - U2n(0) + U2n—1(0> = (_1)"> W2n+1(0) = U2n+1(0> + UQn(O) - (_1)n-

2. Desde luego Tp(1) = Ti(1) = 1y supuesto que 7,,(1) = 1 para n > 1, resulta que
To1(1) = 27,(1) — T,,-4(1) = 2 —1 = 1, para cada n € N. Ademds, si n € N, se tiene que
T_.,(1)=T,1)=1.

Por otra parte Up(1) = 1, U;(1) = 2y supuesto que U,(1) = 1 para n > 1, resulta que
Upni1(1) = 2U,(1) = Up—1(1) = 2(n + 1) —n = n + 2, para cada n € N. Ademds, si n € N,
se tiene que U_,,(1) = 2(l)=—=(n—1)=—-n+1.

Finalmente los Valores V (1) y W, (1) se deducen directamente del correspondiente a U, (1) y de
las primeras identidades de los apartados 5 y 6 de la proposicion anterior.
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3. Teniendo en cuanta los resultados del apartado 1, las igualdades son consecuencia directa de la
aplicacién a x = —1 de las ultimas identidades de los apartados 1,3, 5 y 6 de la proposicion anterior.

4. Demostraremos primero las identidades para los polinomios de Chebyshev de primera y de
segunda especie. Para ello, observemos que si {P,} es una sucesién de polinomios de Chebyshev
normalizada, entonces Fj(xz) = 0y, teniendo en cuenta las identidades (38), resulta que para cada
n € N*y cada x € C se tiene que

Pria(w) = 2P, (x) + 226, (x) — P, ()
y, por tanto, P, (1) = 2P,(1) + 2P, (1) — P,_,(1).

Como T7(1) = 1, U{(1) = 2, se satisfacen las dos primeras igualdades para n = 0, 1. Supuesto
cierto que para cada n > 1 se satisface que 7/(1) = n*y U/ (1) = %n(n + 1)(n + 2), resulta que,
teniendo en cuenta que 7,,(1) =1y U, (1) = n+ 1,

T0(1) =24+ 202 — (0 — 1) = (n+ 1),

U (1)=2(n+1)+ gn(n—l— (n+2)— % (n—1)n(n+1)

n+1 1
=D ot +5)] = 0+ )+ 2)(n 43,
de manera que las identidades son ciertas para n € N. Ademads, aplicando la Proposicién 4.7, resulta

que

7,(1) =T,(1) = n* = (-n)?,
1

UL(1) = ~Upy(1) = = (0 = 2)(n = 1o = 3 (=n)(=n -+ (-7 +2),

de manera que el resultado es cierto para n € Z. Finalmente, aplicando las primeras identidades de
los apartados 5 y 6 de la proposicion anterior, tenemos que para cada n € Z,

V(1) = U (1) — U, (1) = % n(n + D(n+2) — (n— Dnln + 1)] = n(n + 1),

W (1) = U(1) + U, (1) = % n(n + (n+2) + (n— Dn(n + 1)) = %n(n +1)2n+1).

5. Las identidades son consecuencia directa de los resultados del apartado anterior junto con las
ultimas identidades de los apartados 1, 3, 5 y 6 de la proposicion anterior. 0

Todas las identidades anteriores de relacion entre los polinomios implican, en particular, que para
determinar la expresion en potencias de la variable x de los polinomios de Chebyshev de primera,
segunda, tercera y cuarta especie y de cualquier orden, es suficiente obtener la correspondiente a los
de primera y segunda especie de orden n € N. Ademads, utilizando las férmulas recurrentes (38), no
es dificil obtener, ver [42], que

1] 13

T =53 C (" ey v =S (" e

A continuacién nos preocuparemos de describir las relaciones entre productos de polinomios de
Chebysheyv.

PROPOSICION 4.10. Para cada n,m € Zy cada x € C se satisfacen las siguientes identidades:
1. 2T, (x) Th(x) = Thypm(x) + Thom(x).
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2. 2T, (2) Up(z) = Upym(z) + Upp—n(2).

3. 2(x? = 1) Up(x) Up(2) = Trymao(x) — Trmn ().
4. (v + 1) Vo) Vi () = Topmr () + T ().

5. (x = 1) Wy(x) Wi (x) = Thnmr () = Them(2).

Demostracion. En todos los casos consideraremos m € Z arbitrario pero fijado y demostraremos las
identidades para n € Z. Como en la Proposicion 4.8 tendremos en cuenta que aplicando el Lema 4.3,
los polinomios que aparecen a los dos lados de las igualdades determinan una sucesion de Chebyshev.
Asi pues, bastard comprobar que los correspondientes polinomios de érdenes cero y uno coinciden, o
lo que es equivalente, que las identidades son ciertas para n = 0, 1. Para ello también haremos uso de
los resultados de la Proposicion 4.7.

1. Como T_,,(z) = T,,(x) y Ty = 1, la identidad es cierta para n = 0. Por otra parte, como
Ti(x) = xz, tenemos que T}, 1(z) = 22T, (x) — T)_1(z) = 271 ()T (x) — T)1(x), es decir,
20T, (x) = Thi1(x) + Tp—1(x), de manera que la identidad también es cierta para n = 1.

2. Como Ty(z) = 1, la identidad es obvia si n = 0. Como 7 (x) = z, nuevamente tenemos que
20U, (2) = Upi1(x) + Upp—1(x), de manera que la identidad también es cierta para n = 1.

3. Aplicando la ultima igualdad del apartado 4 de la Proposicion 4.8, tenemos la identidad
222 — 1) Up(x) = Typia(x) — Tru(x) y como Tp,, = T, y Uy = 1, el resultado es cierto para
n = 0. Por otra parte, 2(z* — 1) Uy(2)U,(2) = 22T,,42(x) — 22T, (z), de manera que teniendo en
cuenta que por la relacion de recurrencia de la Definicion 4.1, 22Ty (x) = Tii1(x) + Ti—1(x), resulta
que

20T 0(x) — 22T, (x) = Thys(x) + Tong1(2) — Toa () — Tone1 (2) = Tpys(x) — Tho(2),

con lo que la identidad es también vélida para n = 1.

4. Como para cada k € Z se tiene que V;, = Uy — Uj_1, aplicando la identidad del apartado 3,
obtenemos que para cada n, m € Z se satisface que
2(2? — 1)V (2) V() = 2(2* — 1)U (2)Upp () — 2(2* — DU, (2) U1 ()
—2(2? = VDU, 1 () Up(2) + 2(2* — 1)Up— 1 (2) U1 ()
= Ttm+2(2) = Lo () = Tomr1(2) + Tt (2)
— T2 () + Tnom-1(2) + T (2) — Tom ().
Por tanto,
2a? = VVo(@)Vin(2) = Topmsa(®) + Tom(2) — 2T s (2)
Tt (2) + T (2) = 2T ()
= 2(¢ = DTnsmar (2) + 2(2 = 1) T ()
= 2(2 = 1)[Toims1 () + T (@),

de donde se deduce la identidad propuesta para cada x # 1y, por tanto, también para v = 1.
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5. Teniendo en cuenta que Wy, = Uy, + Uj,_1, para cada k € Z, aplicando nuevamente la identidad
del apartado 3, obtenemos que para cada n, m € Z se satisface que

2(2? = D)W (2)Wp(z) = 2(2* — 1)U, (2)Upn () + 2(2? — DU, (2) U1 ()
+2(2? = 1)Up—1(2)Upp () + 2(2* = 1)U, —1(2) U1 ()
= Thimt2(®) = Toem(2) + Toimi1 (@) — Tooms (2)
+ Tongnt1(2) = L1 () + T () — T (2).

Por tanto,
2('772 - 1)Wn<x)Wm<x) = Tn+m+2(x) + Tn+m<$) + 2T 4t (m)
- (Tnfm+1(x) + Tn,m,1($)> - 2Tnfm<x)
=2(z + 1) Tmii(x) = 2(x + 1) T ()
=2(z + D) [Thymir(z) = Tom(2)],
de donde se deduce la identidad propuesta. O

COROLARIO 4.11. Para cadan € Zy cada x € C se satisfacen las siguientes identidades
1. 2T, () Tha(z) =Tona(z)+2 y 2T, (x)Up_1(x) = Ugp1 ().
2 (x4+ 1) Vy(z) =Thui(x) + To(z) y (z—1)Wy(z) =Thpa(x) — Th(x).

Demostracion. Las dos primeras identidades corresponden a las dos primeras de la Proposicion 4.10
tomando m = n — 1 y teniendo en cuenta que 7} (x) = x y U_; = 0. Las dos dltimas identidades
corresponden a las dos ultimas de la Proposicién 4.10 tomando m = 0 y teniendo en cuenta que
U() = Vb - WO = 1 |:|

COROLARIO 4.12. Fijado m € Z, para cadan € 7y cada x € C se satisfacen las siguientes
identidades

() Tngni1(®) = Tog1 () T (x) = (2% = 1)Upp 1 (),

OO N LR W~
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10. Wi(2) Wonimir () = Wnst () Winn () = 2(2 + 1)U 1 (2).

Demostracion.
1. Aplicando la identidad del apartado 1 de la Proposicion 4.10 y, posteriormente, la dltima iden-
tidad del apartado 4 de la Proposicion 4.8, obtenemos que

T () T s1(2) = T (2) o) = 5 [Tonia () = Tos (@] = (22 = )0 ()

2. Aplicando el apartado 2 de la Proposicion 4.10 y la primera identidad del apartado 1 de la
Proposicion 4.8, tenemos que

1
TnUm+n+1 - Tn+1Um+n = §[Um+1 - Um—l] = Tm+1-
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3. Aplicando primero el apartado 5 de la Proposicion 4.8 y, posteriormente, el resultado del apar-
tado anterior, obtenemos que

Tnvm+n+1 - Tn+1vm+n = TnUernJrl - TnJrl Um+n - [TnUern - Tn+1Um+n71] = Tm+1 - Tm;

de manera que el resultado se concluye del segundo apartado del anterior corolario.

4. Aplicando primero el apartado 6 de la Proposicion 4.8 y, posteriormente, el resultado del apar-
tado 2 anterior, obtenemos que

TnWm+n+1 - TnJrl Wern = TnUernJrl - TnJrl Um+n + TnUern - Tn+1 Uernfl = Tm+1 + Tm7

de manera que el resultado se concluye del segundo apartado del anterior corolario.

5. Aplicando la identidad del apartado 3 de la Proposicién 4.10 y, posteriormente, la dltima iden-
tidad del apartado 4 de la Proposicion 4.8, obtenemos que para cada x # +1,

Upn(2)Upsntr1 () = Unt1 (2) Uppn () = Q(x;—il)[Tm"_l(x) — Tn-1(2)] = U1 (2).

Por otra parte, aplicando los resultados de los apartados 2 y 3 del Corolario 4.9, obtenemos que
Un(DUnns1(1) = Unit (D Upin(1) = (nF 1) (mtn+2) = (n42) (ntm+1) = —m = ~Upa (1),
mientras que

Un(=D)Unin1(=1) = U1 (=) Unmyn(=1) = (=1)"m = =Upn1(=1),
de manera que la identidad propuesta es también valida para x = +1.

6. Aplicando la primera identidad del apartado 5 de la Proposicién 4.8 y, posteriormente, el resul-
tado del apartado anterior, obtenemos que

Unvm-‘rn-‘,—l - Un+lvm+n - UnUm+n+1 - Un+1Um+n - [UnUm-‘rn - Un+lUm+n—1] - Um—2 - Um—la
de manera que el resultado se concluye de nuevo de la primera identidad del apartado 5 de la Propo-
sicién 4.8.

7. Aplicando la primera identidad del apartado 6 de la Proposicion 4.8 y, posteriormente, el resul-
tado del apartado 5 anterior, obtenemos que
UnWm+n+1 - Un+1Wm+n = UnUm+n+1 - Un+1Um+n + UnUm—i-n - Un+1Um+n—1 = Um—2 + Um—la

de manera que el resultado se concluye de la primera identidad del apartado 6 de la Proposicién 4.8.

8. Aplicando la primera identidad del apartado 5 de la Proposicion 4.8 y, posteriormente, el resul-
tado del apartado 6 anterior, obtenemos que

anm—i—n—i-l - Vn+1vm+n = Unvm-‘rn—i-l - Un+1vm+n - [Un—lvm-l—n—i—l - Unvm+n] = Vm - Vm—b

de manera que el resultado se concluye de la primera identidad del apartado 4 de la Proposicién 4.8.

9. Aplicando la primera identidad del apartado 5 de la Proposicion 4.8 y, posteriormente, el resul-
tado del apartado 7 anterior, obtenemos que

VnWm—i-n—i-l - Vn+1 Wm+n = UnWm-‘rn—H - Un+1 Wm+n - [Un—1Wm+n+1 - UnWm—i—n] = Wm—l - Wma

de manera que el resultado se concluye de la segunda identidad del apartado 2 de la Proposicién 4.8.
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10. Aplicando la primera identidad del apartado 6 de la Proposicion 4.8 y, posteriormente, el
resultado del apartado 7 anterior, obtenemos que

WnWm+n+1 - Wn+1 Wm+n = UnWm+n+1 - Un+1Wm+n + Un—1Wm+n+1 - UnWm+n = Wm—l + Wma

de manera que el resultado se concluye de la segunda identidad del apartado 4 de la Proposicion
4.8. O

Acabaremos esta seccion evaluando las sumas de diferentes familias de polinomios de Chebyshev.

PROPOSICION 4.13. Para cada n € Ny cada x € C se satisfacen las siguientes identidades:

1. ZT2k+1( U2n+1 ZT% U2n )+ 1]y ZTk Wo(x) +1].
(z—1) ZUk Vit (& ka Un(2) y (z—1) ZWk = Ty (2) — 1.

Demostracion.
1. Como Ty(z) = . = 3 Uy(2) y To(z) = 1 = 3 [Uo(x) + 1], las dos primeras identidades son
ciertas para n = (. Supuestas validas para n, aphcando la primera identidad del apartado 1 de la

Proposicion 4.8,

n+1
> Tors1(7) = § Uspyr (%) + Tongs ()
i=0

= 5 Uani1(2) + 5 [U2n43(2) = Uzni1 (2)] = § Usna(2),

ngk(Jf) = %[Ugn(l’> -+ 1] + TQTH_Q(ZE)

= 3[Uan () + 1] + 5 [Uznsa(x) — Usp(2)] = § [Usnsa(z) + 1],

lo que demuestra las dos primeras identidades. Por otra parte, para cada n € N, si tenemos en cuenta
las anteriores igualdades y la primera identidad del apartado 6 de la Proposicion 4.8, resulta que

zl:il Ty(w) = éT2k+1(l‘) + i To(x) = L Uspia () + 3 [Us(2) + 1] = & [Wappa(z) + 1],

k=0
2n n n—1
> Ti(z) = 3 Ton(x) + 3 Topsa(2) = 5 [Uan(2) + 1] + 5 sy () = 3 [Wan() + 1],
k=0 k=0 k=0
lo que concluye la tercera identidad.

2. Aplicando la identidad del tercer apartado de la Proposicion 4.10, obtenemos que
22 = 1)Y Ui(w) = ) Trsa(x) ZTk = Thia2(2) + T (z) — To(z) — Ti(z),
k=0 k=0
de manera que aplicando la identidad del apartado 4 de la misma proposicion,

2(2* 1)) Up(w) = (¢ + 1)[Vaya(2) - 1],
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lo que implica la identidad propuesta para x # —1. Por otra parte,

- 1 1
22 Ul-1) = —22 “(k+1) = SI(=1)"™ @+ 8) = 1] = S[Van(=1) — 1],
lo que implica también la 1dent1dad parax = —1.

Ademads, teniendo en cuenta que U_; = 0 y la primera identidad del apartado 5 de la Proposicién

4.8, resulta que
n n n—1
D Vi) =) Ui(z) = ) Uk(x) = Un(w),
k=0 k=0 k=0

mientras que de la primera identidad del apartado 6 de la Proposicion 4.8, resulta que

(=1 W) = (x—1)) Ui(z) + (z - 1) ZUk = (z — DUy (x )—1—2(35—1)2Uk(w)

de manera que aplicando la primera identidad de este apartado y la segunda identidad del apartado 5
de la Proposicion 4.8

(z—1 ZWk = Tpa(x) = V() + V(z) =1 =Tpy(z) — 1. O

5. Teorema de Estructura

Nuestro objetivo en esta seccidn es mostrar la conocida relacion entre los polinomios de Chebys-
hev y las ecuaciones en diferencias autoadjuntas con coeficientes constantes. Esta relacion nos permi-
tird obtener expresiones unificadas de las soluciones de estas ecuaciones y, por extension, de las solu-
ciones de las ecuaciones con coeficientes constantes en general, es decir, expresiones que no dependan
de cuando su coeficiente |b| sea igual a, mayor que o menor que el coeficiente 2a. Reciprocamente,
la relacion entre los polinomios de Chebyshev y las ecuaciones en diferencias nos permitird obtener
a lo largo del resto del trabajo algunas relaciones muy dtiles para diversas familias de polinomios de
Chebyshev.

Si consideramos el conjunto K que denota R o C y, por tanto, K* = K \ {0}, una sucesién de
elementos de K es una funcién v: Z — Ky denotamos por ¢(K) el espacio de todas las sucesiones
de elementos de K. Claramente, ((R) = C(Z).

Dados v € ¢(K) y p € N*, para cualquier m € Z denotamos por v, ,, € {(K) la subsucesién de v
definida como

Upm(k) =v(kp+m), k€ Z.
Obviamente, cualquier sucesién v € ((K) estd completamente determinada por los valores de las su-
cesiones vy, j, para() < j < p—1. En particular, v, o = v, mientras que v, y v2,1 son las subsucesiones
de indices pares e impares, respectivamente. Ademas, las subsucesiones vy ,,, son las traslaciones de
v, ya que vy (k) = v(k + m) para cualquier k& € Z. Nétese que si permitimos p = —1, entonces
U_1,m, son las traslaciones simetrizadas de v, puesto que v_; ,,,(k) = v(m — k) para cualquier k € Z.

Recordemos que una sucesion de polinomios { Py () }rez C C[z] es una sucesion de polinomios
de Chebyshev si satisface la siguiente recurrencia de tres términos

Pii1(z) =22 Py (z) — Pr_1(x), k €Z,

y el elemento P, de la sucesion anterior es un polinomio de Chebyshev de grado k.
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Dado g € K, la ecuacion en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes
(40) vk +1)—2qu(k)+v(k—1)=0, keZ,

se denomina ecuacion de Chebyshev con pardmetro q y sus soluciones se denominan sucesiones
de Chebyshev con pardmetro q. Obviamente, cualquier traslacion o traslacién simetrizada de una
sucesion de Chebyshev es también una sucesion de Chebyshev. Ademds, una sucesiéon de Chebyshev
determina su pardmetro, ya que si v € ¢(K) es una sucesién de Chebyshev con pardmetro q y ¢,
entonces

2qu(k) =v(k+1)+v(k—1)=2¢v(k), k€Z

y, por tanto, 2(q — ¢)z = 0, que implica que ¢ = q.

Claramente, cualquier sucesion de Chebyshev con pardmetro g es de la forma { P (q) } ez, donde
{Px(7)}kez es una sucesion de polinomios de Chebyshev. En particular, para cualquier sucesion de
Chebyshev v(k) existe a, § € R tales que

v(k) = aUk-1(q) + BUk—2(q), para cualquier k € Z.

En consecuencia, muchas propiedades de las sucesiones de Chebyshev son consecuencia de las pro-
piedades de los polinomios de Chebyshev y viceversa.

Ya habiamos anunciado en secciones precedentes que las ecuaciones de Chebyshev y los poli-
nomios de Chebyshev juegan un importante papel en el estudio de las ecuaciones con coeficientes
constantes, cometido que queda descrito en los siguientes resultados. Comenzamos con un resultado
facil de demostrar que involucra ecuaciones en diferencias de primer orden con coeficientes constan-
tes.

LEMA 5.1. Sea r € K* y se considera ¢ = (r + r™'). Entonces, una funcién u € ((K) es una
solucion de la ecuacion en diferencias de primer orden u(k + 1) = ru(k), k € Z, sii es una solucion
de la ecuacion de Chebyshev v(k + 1) — 2qu(k) + v(k — 1) = 0, k € Z, que satisface v(1) = rv(0)
o, equivalentemente, sii v es un miltiplo de rUy_1(q) — Ui_2(q).

El segundo resultado atafie a las subsucesiones pares e impares de una sucesion de Chebyshev
dada.

LEMA 5.2. Sea q € Ky v € {(K) una solucion de la ecuacion de Chebyshev
v(k+1)—2quk)+v(k—1)=0, keZ

Entonces, para cualquier m € 7, la subsucesion v, ,, es una sucesion de Chebyshev con pardmetro
2¢° — 1.

Demostraciéon. Cuando ¢ = 0, entonces v(k) = —v(k — 2) para cualquier k£ € Z; lo que implica
que vy, (k) = —vo,,(k — 1), para cualquier k € Z. Aplicando el Lema 5.1 obtenemos que v, €s
solucién de la ecuacién de Chebyshev con pardmetro —1 = 2¢? — 1. Cuando ¢ € K*, para cualquier
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1
k € Z tenemos que v(k) = o [v(k + 1) + v(k — 1)] y, por tanto,
4q

0=v2k+m+1)—2qu(2k + m) + v(2k +m — 1)

1
=3, [0(2k + m + 2) + 20(2k +m) + v(2k + m — 2)] — 2qv(2k + m)
q

- %q[v(Qk +m+2)—2(2¢* — Dv(2k +m) +v(2k + m — 2)}
- %q[”z"”(k +1) = 2(2¢° = Dvg,m(k) + vam(k = 1],

verificdndose el lema. 0
Como mencionamos anteriormente, muchas propiedades e identidades que involucran polinomios

de Chebyshev son consecuencia de ser soluciones de las ecuaciones de Chebyshev. Por ejemplo, a

partir del lema anterior se obtienen las siguientes identidades cldsicas, vedse (1.14) y (1.15) en [42],

(41) Usi(z) = Wi(22® — 1) 'y Ugpyr(7) = 22U, (22° — 1), k€ Z,
que a su vez implica
(42) Tor(x) = Ti(22% — 1) 'y Toppa(z) = 2Vi(22® — 1), k € Z.

A continuacién presentamos el Teorema que da titulo a esta seccion y que es su resultado prin-
cipal. Muestra que cualquier ecuacion en diferencias con coeficientes contantes es equivalente a una
ecuacion de Chebyshev. Aunque es un resultado conocido, véase [2, Teorema 3.1], reproducimos
también su demostracion.

TEOREMA 5.3 (Teorema de Estructura). Consideramos a,c € R*, b € Ry u € ((K) una solucion
de la ecuacion en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes

au(k+1) —bu(k) + cu(k—1) =0, ke Z.

Entonces, u(k) = (Va~tc)*v(k), k € Z, donde v € ((K) es una solucién de la ecuacién de Chebys-
hev

vk +1)—2qu(k)+v(k—1)=0, keZ,
b
2y/ac
entonces, para cualquier m € Z, ua (k) = (a='c)*w(k), donde w € ((R) es una solucién de la
ecuacion de Chebyshev

cuyo pardmetro es ¢ = Ademds, si ac > 0, entonces v € ((R), mientras que cuando ac < 0

w(k +2) — 24wk +1) +w(k) =0, k€ Z,
2

cuyo pardametro es § = 200 leR
ac

Demostracion. Claramente, para cualquier £ € Z tenemos que
0=au(k+1) —bu(k) + cu(k — 1) = (VaLe)" |cw(k + 1) — bWatcv(k) + co(k — 1)|.
Entonces, v € ¢(C) es una solucién de la ecuacion en diferencias

0=cuo(k+1)—bValev(k)+ co(k —1)
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. . bvale b .
0, equivalentemente, de la ecuaciéon de Chebyshev con pardmetro ¢ = = .Siac > 0,
2c 2v/ac
2
entonces ¢ € Ry, ademds, v € /(R); mientras que si ac < 0, entonces ¢ = 2¢° -1 = a0 1 eR.
ac

Ademads, dado m € Z, (Va~'c)™v es también una solucion de la ecuacion de Chebyshev con pardme-
tro ¢ y, en consecuencia, aplicando el Lema 5.2, w = (Va~'¢)™v,,, es una solucién de la ecuacién
de Chebyshev con pardmetro ¢ € R. Por tanto, para cualquier k£ € Z obtenemos

w(k) = (Vate)"v(2k +m) = (\/aflc)m(\/aflc)’m’%u@k +m) = (a e) Fug (k)

que, en particular, implica que w € ¢(RR) y, en consecuencia, el resultado. 0

La resolucion del problema de valor inicial
v(k+1)—2quv(k)+v(k+1)=0, ©(0)=0, v(l)=1,

conduce a la solucion fundamental ¢,. Y puesto que cualquier sucesion de Chebyshev puede ex-
presarse como combinacion lineal de polinomios de Chebyshev de segunda especie de la forma
v(k) = aUg-1(q) + BUk—2(q), entonces ¢,(k) = Ui_1(q). Por tanto, aplicando el Teorema 2.7
obtenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 5.4. Para cualesquiera xo, r1 € R, cualquier m € 7y cualquier f € C(Z). la tinica
solucion del problema de valor inicial
vk +1)=2qu(k) +v(k—1) = f(k), wv(m)=uz, vim+1)=ua,

viene dada por
k

U(k) = :L‘lUk_m_l(q) - onk_m_Q(q) —f-/ Uk_s_l(q)f(s)ds, ke Z.

m

Y el Teorema de Estructura nos proporciona, finalmente, los siguientes resultados.

COROLARIO 5.5. La tinica solucion del problema de valor inicial
au(k+1) —bu(k) +cu(k—1) = f(k), u(0)=0, u(l)=1,

viene dada por u(k) = (Va=1¢)*'Us_1(q), k € Z, donde q = ﬁ.
Y para cualquier m € 7Z, la vinica solucion del problema de valor inicial

(43) aw(k+1)—bw(k)+cw(k—1)= f(k), w(m)=0, wim+1)=1,

viene dada por w(k) = u(k —m) = (Va=tc)* " Uy _n_1(q), k € Z.
COROLARIO 5.6 (Férmula de Lagrange para ecuaciones con coeficientes constantes). Para cua-

lesquiera xo,x1 € R, cualquier m € Z 'y cualquier f € C(Z), la iinica solucion del problema de
valor inicial

au(k+1) —bu(k) + cu(k —1) = f(k), u(m)=z0, u(m+1)=ua,
viene dada por

u(k) =z (Va1e) Wy _o1(q) — ro(Va1e)* U _pn—a(q)
k
+1/ (Va=Le)"*U__1(q) f(s)ds, k € Z,

aJm
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b
donde q = N

NOTA 5.7. En la Seccién 5 del primer capitulo se determiné una base de soluciones {¢, 1} de la
ecuacion homogénea asociada a las denominadas ecuaciones desacopladas, que son las ecuaciones
en diferencias lineales de segundo orden en las que el coeficiente b es nulo. Como caso particular se
obtuvo también esa misma base de soluciones en el caso de coeficientes constantes, es decir, para las
ecuaciones

au(k+1)+cu(k —1) = f(k), ke Z,
donde a,c € R*y f € C(Z).

También se anunci6 que se contrastaria los resultados obtenidos con los que determinaran la teoria
presentada en este capitulo para la resolucion de ecuaciones en diferencias con coeficientes constan-
tes.

Con las técnicas presentadas en esta seccion, la funcion ¢ corresponderia a la solucién del Pro-
blema de Valor Inicial (43) con b = 0y m = —1; es decir, ¢(k) = (Va1c)*Ui(0), k € Z. Te-
niendo en cuenta del Corolario 4.9 que Us,(0) = (—=1)" y Us,41(0) = 0, ¢(k) = 0 sii k es impar y
6(k) = (=1)2(Va~lc)* para k par.

Para la funci6n ) tenemos que considerar b = 0y m = 0, asi que ¥(k) = (Va~tc)*"1Up_1(0),
k € Z. Es decir, (k) = 0 sii k es par, mientras que ¢ (k) = (—1)%(\/6L 1c)k=1 para k impar.

En ambos casos, hemos obtenido idénticas soluciones a las del Capitulo 1 de forma mas rdpida y
directa.

Finalizamos esta seccion mostrando que la equivalencia entre cualquier ecuacién en diferencias
de segundo orden y las ecuaciones de Chebyshev dada en el Teorema 5.3, conduce también a los si-
guientes resultados que relacionan los polinomios de Chebyshev de segunda especie con los niimeros
de Horadam, los de Fibonacci, los de Pell y los de Jacobsthal, todos ellos presentados en la primera
seccion de este capitulo como ejemplos de soluciones de ecuaciones en diferencias de segundo orden
con coeficientes constantes.

LEMA 5.8. Dados r,s € Z'y s # 0, se obtienen los siguientes resultados:

(i) Si s <0, entonces H,(r,s) = (\/—_s)”_lUn_l(#_—s), n € N*.

(i) Si s > 0, entonces Hoy(r,s) = rs" " U,_1 (1 + ﬁ) n € N*.
En particular, para cualquier n € N*, F,, = U, _ 1( ) Jop, = 277U, 1( ) y Py, = 2U,_1(3).
Ademds, Hy,(r,7) = 1r"Up_1(1 + %) cuando v > 0y H,(r,r) = (v/=1)"*U,- 1(F) parar < 0.

Nuestro préximo objetivo es extender el resultado principal de esta seccion a todo tipo de ecuacio-
nes en diferencias lineales de segundo orden. En la siguiente seccion lo hacemos para las ecuaciones
con coeficientes periddicos. En el capitulo siguiente, entre otras cosas, los ampliamos para coeficien-
tes variables en general.

6. Ecuaciones con coeficientes periédicos

En esta seccion desarrollamos un procedimiento que reduce cualquier ecuacion en diferencias li-
neal de segundo orden con coeficientes periddicos a una ecuacién en diferencias del mismo tipo pero
con coeficientes constantes. De esta forma, las soluciones de la primera ecuacién pueden ser expre-
sadas en términos de polinomios de Chebyshev. Ademads, este resultado es también valido cuando los
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coeficientes pertenecen a un tipo mas general de sucesiones, que nosotros denominamos sucesiones
casi—periodicas.

Recordemos que denotamos por /(KK) el espacio de todas las sucesiones de elementos de Ky,
entonces, /(K*) C ¢(K) es el subconjunto de sucesiones z € ¢(K) tales que z(k) # 0 para todo
k € Z. La sucesion nula se denota por 0.

La sucesion z € ((K) se denomina casi—periddica con periodo p € N* y razon r € K* si satisface
que

2(p+k)=rz(k), keZ,

que también implica que z(kp + m) = r*z(m) para cualquier k, m € Z.

Claramente, una sucesién z € ¢(K) es periddica con periodo p si y solo si es casi—periddica con
periodo p y razén r = 1. El conjunto de las sucesiones casi—periddicas con periodo p y razén r se
denota por ¢(KK; p, ) y definimos ¢(K*; p,r) = ¢(K;p, r) N ¢(K*). Entonces, {(KK; p, 1) es el espacio
de las sucesiones periddicas con periodo p, mientras que ¢(KK; 1,7) es el conjunto de las sucesiones
geométricas de razén r; es decir, si z € ((K; 1,7), entonces z(k) = 2(0)r*. En particular, ¢(K; 1, 1)
representa a todas las sucesiones constantes y se identifica con K.

En los sucesivo omitimos el pardmetro  cuando vale 1. Entonces, el espacio de las sucesiones pe-
riédicas con periodo p se denota por ¢(K; p) y, por tanto, ¢(K; 1) representa las sucesiones constantes.

Si z € ((K;p,r) no es una sucesion nula, entonces r = z(ko)*z(ko + p), donde ky = min{k €
N : z(k) # 0}. Entonces, si z es una sucesion casi—periddica no nula de periodo p, entonces z estd
determinada por los p+ 1 valores z(j), j = 0,...,p— 1y r o, equivalentemente, por los valores z(7j),

j=0,...,p.

LEMA 6.1. Dados p € N* y r € K, entonces z € {(K;p,r) sii la subsucesion z,,, € {(K;1,r)
para cualquier m € 7. Ademds, ((K;p,r) C ((K;np,r"™) para cualquier n € N*.

Dadas tres funciones a, ¢ € C*(Z) y b € C(Z), consideramos la ecuacion en diferencias irreducible
de segundo orden y homogénea

(44) a(kyulk +1) — b(k)u(k) +c(k — Du(k—1) =0, k€ Z.

La Ecuacién (44) tiene coeficientes casi—periodicos con periodo p € N* y razon r € R* si a,c €
((R*;p,r)y b € {(R;p, r). Esbien conocido que cualquier ecuacién en diferencias lineal y irreducible
de segundo orden es equivalente a una ecuacion autoadjunta. Con este fin, consideramos la funcion
de acompaiiamiento p, . € C*(Z) definida en la Ecuacién (7) del Capitulo 1.

LEMA 6.2. Dados a,c € C*(Z), se verifican las siguientes propiedades:

(i) pac(k) =1paratodo k € Z sii a = c.

() pac(k —1)a(k —1) = pac(k)e(k — 1), k € Z. Entonces, z € ((K) es una solucion de la
ecuacion en diferencias cuyos coeficientes son a,by c sii es una solucion de la ecuacion en
diferencias autoadjunta cuyos coeficientes son po ..y pq cb.

(iii) Si a,c € ((R*;p,r), entonces p, . € E(R*;p, pa,c(p))~ Por tanto, si b € ((R;p,r), entonces

Pa,cb € E(RS b, 7"pa,C(p))'

El siguiente resultado muestra el papel que juegan las ecuaciones de Chebyshev en la resolucién
de ciertos sistemas lineales de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes. Es justamente
la clave para resolver ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden con coeficientes casi—
periddicos.
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PROPOSICION 6.3. Dados p € N*, a; € R*yb; € R, j = 0,...,p — 1, consideramos las
funciones v; € C(K), j =0,...,p — 1, que satisfacen las igualdades

bovo(k) = agui(k) + ap—1v,-1(k — 1),
bjvi(k) = ajvji1(k) + aj1v;1(k), J=1...,p—2,
bp-10p-1(k) = ap1vo(k + 1) + ap 20, o(k),

donde vy (k) = vo(k + 1), k € Z, cuando p = 1. Entonces, existe q,(ao, ..., a,—1;bo,...,bp—1) € R
tal que para cualquier j = 0,...,p — 1, v; es una solucion de la ecuacion de Chebyshev

v(k+1) —2q,(ag,...,ap_1;bo, ..., bp—1)v(k)+v(k—1)=0, keZ

Demostracion. Se demuestra por induccién en p.
Si p = 1, el sistema se reduce a la ecuacién byvg(k) = agvo(k + 1) + agve(k — 1) y, por tanto,
b
basta con tomar ¢ (ag; by) = 2—0 eR.

Qo
Si p = 2, entonces el sistema resulta

bgUo(k) = Qg1 (k‘) + G101<k — 1),
bl’Ul(kJ) = Cblvo(l{? + ]_) + aovo(k‘).

Si by # 0, despejando v; de la segunda ecuacion y sustituyendo su valor en la primera, se obtiene

1
bovo (k) = [aoalvo(k + 1) + (ag + a?)vo(k) + agave(k — 1)} :
1

by

que implica gz(ag, a; bo, by) = [bobl —a — aﬂ € R. Ademas, puesto que ag, ay, by, by € R,

apay
obtenemos que

+1
2@0@1

Como la anterior ecuacién de Chebyshev con pardmetro ¢ tiene coeficientes constantes, la fun-
cién v € C(K) definida para cualquier £ € Z como v(k) = vo(k+ 1) es también solucién de la misma
ecuacion. Por tanto, v; es también una solucién ya que, de la segunda ecuacion del sistema, es una
combinacion lineal de las funciones v y vy.

Si by # 0, entonces despejando v, de la primera ecuacién y sustituyendo su valor en la segunda,
se obtiene

iC&(:l:’lng, ay, bo, bl) = [bobl—i—ag—aﬂ R y ?:QQ(CL(], iial; b(), bl) = [bobl—ag—i—aﬂ e R.

1
brui(k) = - [aoalvl(k +1) + (a5 + af)vi (k) + agarvi (k — 1),
0

que implica nuevamente las mismas conclusiones anteriores.
. a
Si by = by = 0, entonces vy (k) = rvi(k — 1) y vo(k + 1) = r~'vy(k), donde = ——. Entonces,
a

0
aplicando el Lema 5.1, obtenemos que ambos, vy y v; son soluciones de la ecuacion de Chebyshev
con pardmetro 3 (r + ') = g»(ao, as; 0, 0).

Supongamos ahora que p > 3y que la proposicidn se verifica para cualquier 1 < ¢ < p — 1.
Si b,—1 # 0, entonces de la dltima ecuacién tenemos

vp—1(k) = b, ap_1vo(k + 1) + bt ap_ov,o(k),  para cualquier k € Z,
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y sustituyendo el valor de v,_1(k — 1) y de v,_1(k) en la primera y en la peniltima ecuacién del
sistema, obtenemos

b;_ll(bobp_l - ag_l)vo(k:) = agv1 (k) + b;_llap_lap_gvp_g(k: - 1),
bjv;(k) = ajvjp1(k) + aj_1v,-1(k), j=1,...,p—3,
by t1(bp—2bp—1 — ap_)vp-a(k) = b, yap—sa,—1vo(k + 1) + ap—3v,-3(k).
Aplicando la hipoétesis de induccién y considerando
O = Qo1 (ao, Ay, ..., 0p_3, b;_llap,Qap,l; b;_ll(bobp,l — %2;—1)7 bi,...,by—3, Ij_ll(bp,gbp,l — %23—2)) ,
gp € Ry para cualquier j = 0,...,p — 2 se verifica que
2¢,0;(k) = vj(k+1) +v;(k —1), paracualquier k € Z.

Ademds, como v,,_; es una combinacion lineal de dos soluciones de la misma ecuacion de Chebyshev,
es también una solucion de ésta. Y también, puesto que a;,b; € R, j = 0,...,p — 1, entonces

byt yap—say_1,b, 1 (bobp—1 — a2_y), b (by—2b,—1 — a2_,) € Ry aplicando la hipétesis de induccion

podemos concluir que
igp(ao, . . ., £iaj, ..., ap—1;bo, ..., bp—1) € R,

para cualquier 7 =0,...,p — 1.
Cuando by # 0, despejando v, de la primera ecuacién y aplicando el mismo razonamiento anterior,
para cualquier j = 0,...,p — 1 se obtiene

2q,0(k) = vj(k+1) +v;(k—1), paracualquier k € Z,
donde
qp = Qp—l (al, Ce ,ap_g, balagap_l; bal<bob1 — CLS), bQ, c. ,bp_Q, bal(bobp_l — (112)_1)) < R

y las restantes propiedades de ¢, también se verifican.
Sibg = by—1 = 0, entonces vy (k) = —a, ! a,_ov, 2(k — 1) y v,_1(k) = —a, agvi(k + 1) y, por
tanto, sustituyendo sus valores en la segunda y en la pendltima ecuacion, obtenemos

bivi (k) = ajve(k) — ;flaoap_gvp_g(k‘ - 1),
bjv;(k) = ajujp1(k) + aj_1v,-1(k), j=2,...,p—3,
bp-20p-a(k) = —a, yaoay—svi(k + 1) + a,-3v,-3(k).
Aplicando nuevamente la hipétesis de induccién y tomando
dp = Qp—2 (al, ey Qp_3, —a;}laoap,g; bi,y... ,bp,g) € R,
entonces para cualquier j = 1,...,p — 2 se verifica que
2q,0;(k) = vj(k+ 1) +v;(k — 1), paracualquier k € Z.

Finalmente, como las funciones vy y v,_; son ambas multiplos de las soluciones de la anterior ecua-
cién de Chebyshev, son también soluciones de ésta. Ademds, puesto que a;,b; € R, j =0,...,p—1,
—G;EICL(]CLP_Q € R, y vuelve a verificarse que

igp(ag, . .., ia;, ..., ap_1;bo,...,by—1) € R, paracualquierj=1,...,p—1. O

Estamos ya en disposicion de presentar el resultado principal de esta seccion.
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TEOREMA 6.4. Consideramos p € N, r € R*, a,c € {(R*;p,7), b € U(R;p,7), $ = pac(p),

v = (v/rs)™' yu € {(K) una solucion de la ecuacién con coeficientes casi-periédicos
a(k)u(k +1) = b(k)u(k) + c(k — Du(k —1) =0, k€ Z.
Entonces, existe q,,(a;b;c) € C tal que para cualquier m € 7Z, u,,,(k) = v*v(k), k € Z, donde la
sucesion v € ((C) es una solucion de la ecuacion de Chebyshev
v(k+1) —2q,.(a;b;c)v(k) +v(k—1)=0, keZ.

Ademds, obtenemos los siguientes resultados

(i) Sirs > 0, entonces q,,(a;b;c) € Ryv € {(R).

(ii) Si rs < 0, entonces q,,.(a;b;c)* € Ry, entonces, ugy (k) = (rs) ™ w(k), k € Z, donde

w € (R) es una solucion de la ecuacion de Chebyshev

wk+1) = 2(2gp,(a;b;¢)* = Dw(k) + wk — 1) =0, k€ Z.

Demostracion. Dado m € Z, podemos considerar m = kop + j, donde 0 < 7 < p — 1. Entonces,
Upm (k) = u, j(k+ ko) y, por tanto, basta con probar la hipotesis para 0 < j < p—1y tener en cuenta
que si una funcién es solucién de una ecuacién en diferencias con coeficientes constantes, entonces
cualquier traslacion de aquélla es una solucion de la misma ecuacion.

Del apartado (ii) del Lema 6.2, sabemos que u € ¢(K) es una solucién de la ecuacion sii es una
solucion de la ecuacion autoadjunta

pa,c(k)a(k)u<k + 1) - pa,c(k)b(k)u(k) + pa,c(k - 1)0’(1{: - 1)“(1{: - 1) =0, ke Z7

y, ademads, el apartado (iii) del Lema 6.2 implica que p, ., pa..b € {(R;p,rs).
Puesto que los coeficientes de esta tltima ecuacién son casi—periddicos con periodo p y razén rs,
u € ((K) es una solucion sii las subsucesiones u,, ;, j = 0, ..., p — 1 satisfacen las igualdades

Pa,c(0)b(0)up,0(k) = pa,c(0)a(0)up,1 (k) +7*pac(p — Dalp — Dupp-1(k — 1),
pa,c(j)b(j)up,j(k) = pa7c(j)a(j)up,j+l(k) + Pa,c(j —1a(j — 1)up,j—1(k5), 1<j<p-2
Pa.c(p = 1)b(p = Dupp-1(k) = pa.c(p — Da(p — Dupo(k + 1) + pa.c(p — 2)alp — 2)upp-2(k).
Definiendo v; (k) = v *u, ;(k), j = 0,...,p — 1, obtenemos
Pa,c(0)b(0)vo(k) = pac(0)a(0)vi(k) + Ypac(p — alp — Lvp-1(k — 1),
Pac(3)0(5)v; (k) = pa,c((5)a()viti(k) + pac(i — Dalj — Dvj—1(k), 1<j<p-2,
Pac(p = Db(p = D)vp-1(k) = ypac(p — Dalp — Dvo(k + 1) + pac(p — 2)a(p — 2)vp-2(k).
Se obtiene el resultado aplicando la Proposicién 6.3 y considerando
qPW(a; b; C) =dp (pa’c(O)CL(O), e a’Ypa,C<p - 1)CL(p - 1)§ pa,C(O)b(O)a oo 7pa,C<p - 1)b(p - 1))
Ademds, cuando rs > 0, entonces v € R. Aplicando nuevamente la Proposicién 6.3 se obtiene
que ¢, (a;b;¢) € Ry v € ¢(R), lo que demuestra (i).
(ii) Cuando rs < 0, entonces v = —i(4/|rs|)~. Por tanto, si consideramos la funcién ¢ € C(R)
definida para cualquier k£, j € Z como a(pk+j) = a(pk+j) cuando j # p—1yenelcasoj =p—1
como a(pk +p — 1) = (\/|rs]) L a(pk + p — 1), claramente,
Qp,r(a; b; C) = Qp(pa,c<0)&<0)a ) _ipa,c<p - 1)&(]9 - 1)1 pa,c(o)b<0)a s 7pa,c(p - 1)b<p - 1))7

que segtin la Proposicién 6.3 implica que ig, -(a;b;c) € Ry, en consecuencia, g, (a; b;c)* € R. Se
llega a la conclusién siguiendo el mismo razonamiento del dltimo apartado del Teorema 5.3, teniendo
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en cuenta que uy, ,,(2k) = w(2pk + m) = ugp »(k), mientras que u,,,,(2k + 1) = u(2pk +p+m) =
Ugp p+m (k) para cualquier k € Z. O

Resaltamos que mientras la equivalencia entre una ecuacién en diferencias de segundo orden
con coeficientes casi—periddicos y una ecuacion de Chebyshev ha podido establecerse, mas o menos
facilmente, por induccion, la determinacién del parametro g, ,(a;b; c) de la ecuacién de Chebysev
equivalente es mds dificil ya que involucra una recurrencia fuertemente no lineal. En el préximo
capitulo resolvemos esta recurrencia obteniendo una férmula cerrada para este pardmetro en términos
de los coeficientes de la ecuacién de segundo orden que se pretende resolver.






Capitulo 4

Determinacion de las soluciones fundamentales

1. Multi—indices binarios

El objetivo de este capitulo es, dado m € iU{O} y zo, 21 € R, obtener una expresion explicita de
de la solucién dnica u € C(I) del problema de valor inicial

45) a(k)ulk +1) — b(k)u(k) + ek — Du(k — 1) = f(k), k€1, x(m)=xo, z(m+1) = a1,

para cualquier dato f € C(I), en términos de sus coeficientes a,c € C*(I) y b € C(I) y de las que
denominamos soluciones fundamentales, que no son mas que soluciones de su ecuacion homogénea
asociada que satisfacen unas determinadas condiciones iniciales. En definitiva, pretendemos deter-
minar una férmula cerrada para las soluciones fundamentales de cualquier ecuacioén en diferencias
lineal y de segundo orden. Para alcanzar dicha meta, nos resultara util introducir algunos conceptos y
notaciones previos.

Un multi-indice de orden p € N* es una p-tupla & = (o,...,a,) € NPy su longitud es
p
al = 3 a.
j=1

Dadas p variables, z1, ..., %, ¥y a@ = (o, ..., ;) un multi-indice de orden p, definimos el mono-
mio de grado ||
(46) % =yt
Claramente, ® € Z[z] = Z[z1, ..., z,| C Rlzy,...,2,] = R[z] y, en consecuencia, si consideramos
a=(ay,...,a,) € RP, entonces a® = af' - - - ap” € R.

Extendemos la notacién anterior a a € C(I). Especificamente, si a € C(I) y para cualquier p € N*
consideramos « = (o, ..., @), un multi-indice de orden p, entonces a® = a(1)**---a(p)** € R.

Por otro lado, cuando a € C*(I) entonces (a!)* = (a®)~! y denotamos este valor por a~®. Nétese
que para a € C(I) y a € NP, a® no tiene en cuenta el valor de a(0).

Dado p € N* un multi—indice binario de orden p es una p—tupla a = (o, ..., ) tal que o; €
{0, 1} para cualquier j = 1, ..., p. El conjunto de multi-indices binarios de orden p se denota por L,
y se verfica que su nimero de elementos es |L,| = 2P, para cualquier p € N.

Dados p € N*y a € L,, entonces 0 < |a| < p. Es decir, |o| = m si y solo si exactamente
m componentes de « valen 1 y p — m componentes de « valen 0. Obviamente, & = (0,...,0) es
el unico multi-indice binario de orden p y longitud nula. Por otra parte, denotamos por 7, € L,
el tnico multi-indice binario de orden y longitud igual a p; es decir, 7, = (1,...,1). Notese que
a™ = a(l)---a(p), para cualquier a € C(I). Ademas definimos a™ = 1y cuando a € C*(I),
a7 = a(—p+ 1)7ta(—p + 2)71---a(0)~!; es decir, la expresiéon a™ cona € C*(I) y m < 0
corresponde al cdlculo a™ = a(m+1)~"---a(0)~'. Por tanto, si a(0) € R*, entonces a™* = a(0) .

Por otra parte, si || = m > 1, se denota poriy, . .., i,, los indices talesque 1 < iy < -+ <, <p
ya,=1Lj5=1,...,m.

75
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1.1. Multi-indices generales. En el caso de la resolucion del Problema de Valor Inicial (45)
con cualesquiera coeficientes a,b y ¢, estamos interesados en considerar Gnicamente ciertos multi—
indices binarios de orden p, para cualquier p € N, cuya longitud es |£] como madximo. A continua-
cidn, se definen estos conjuntos de multi—indices:

(1) ParapEN*,Egz{ozELp:|a|=0}:{(0,...,0)}.
() Parap>2, 0 ={a el a,=0yla] =1},
() Parap > 4ym = 2,..., 8], (' = {a €l,:a,=0lal =myiw—i >2

p
jzl,...,m—l}.
Notese que para cualquier m € N*, se obtiene /3!, = {(1, 0,1,...,0,1, O)}

Y

Claramente, |()| = 1 para cualquier p € N* y |[(}| = p — 1 para cualquier p > 2. Por otro lado si
p = 4, puesto que escoger m posiciones para los unosen a € £, m =2,..., | 2], implica fijar otras
m — 1 coordenadas con ceros entre i, y ,,, podemos escoger m posiciones entre p — 1 — (m — 1)
disponibles, lo que implica que |€g‘| = (p ;Lm) Ademads, esta formula también se verifica para ]ﬁg ,
p € N*, ypara [(}], p > 2.

Dadosp € N*ym = 0,..., | 2], para cualquier o € (3!, su multi-indice binario complementario

esa = (ai,...,q,) € L,, el mult—indice binario de orden p definido como
Qi =01 =0, j=1,....mya; =1, i=1,...,p, i #1515, +1, j=1,...,m

Es evidente que |&| = p — 2m. En particular, si « € 0, p € N*, entonces & = Tp, Mientras que para
cualquier m € N*si o € ¢3, , entonces & = (0, ..., 0).

La relacion entre los conjuntos £}, |, £ Em | se muestra en el siguiente resultado, cuya demos-
tracion es inmediata.

LEMA 1.1. Se verifican las siguientes propiedades:

(i) Para cualquier p > 2y cualquier m = 1,...,|%| entonces

i = (G < {0}) U (G5 < {(1,0)}) = ({0} x 67) U ({(1,0)} x 4751).

— {1 0)) = {(L0)} x 2T

(iii) Si a = (53,0) con 8 € [, entonces & = (5’ 1), mientras que si « = (3,1,0) con € €p I
entonces a = (f3,0,0). Andlogamente, sz a = (0,8) con B € ™, entonces a = (1, ),
mientras que si o = (1,0, 3) con 3 € (™7}, entonces a = (0,0, 3).

LIH-I

p—1 1
(i1) Si p > 1 es impar, entonces Ep A L%~

pl’

1.2. Multi-indices periddicos. En el caso que la ecuacion asociada al Problema de Valor Ini-
cial (45) tenga coeficientes casi—periddicos, podemos aprovechar esta propiedad de sus coeficientes
para resolver la ecuacion en diferencias homogénea mediante su equivalencia con una ecuacién de
Chebysheyv, tal como se muestra en el Teorema 6.4 del Capitulo 3. Para la resolucion de la ecuacion
homogénea, entonces, nos interesara encontrar una expresién explicita del parametro g, ,(a;b;c), y
para ello también necesitaremos utilizar multi—indices binarios o = (ay, ..., ®,_1) € {0, 1} de or-
den p que coincidird con el periodo de los coeficientes de la ecuacion. Notese que en este caso el
multi-indice o comienza en el elemento o, y no en a; como anteriormente. Por tanto, ahora a® si
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tendrd en cuenta el valor de a(0), y los indices 7; tales que o;, = 1, j = 1,--- ,m, estardn en el rango
0<4 <+ <14y <p—1. Ademds « pertenece a subconjuntos de L, hgeramente diferentes a los
4 mostrados hasta el momento, y que denotaremos por A}".

Dado p € N*, definimos AY = {(0,...,0)} yparap > 2, Al = {a € L, : || = 1}. Ademds,
cuando p > 4, para cualquier m = 2, ..., | 5], se define
47)

A = {ae Ly:lal=m, yi; +2 <i;1; <p—2(m—j)+min{i, 1}, j= 1,...,m—1}
0, equivalentemente,

A;”:{aELp:]a|:m, Qi1 — 15 > 2, j:1,...,m—1yim§p—20uandoil:0}.

Dadosp > 2,m =1,...,[5]ya € A, sean 0 < iy < --- < iy < p — 1 los indices tales
que o, = -+ = «;, = 1. Entonces, definimos el multi—indice binario complementario & de orden p
como

a;, =q;41=0,j=1,...,m, y a; =1 enotro caso,
donde si i,, = p — 1, entonces &,_1 = &y = 0. Ademds, si o € Ag, es decir, si @« = (0,...,0),

entonces se obtiene & = m,. Evidentemente, en cualquier caso, |&| = p — 2m.
Dadosp > 2y 0 <5 < [gJ, se definen los siguientes conjuntos de multi—indices binarios de
orden p

Ag)’l = {Oé € A% Qg = @p—l = ].},

AJ’QZ{OéEAg)IO_éQ:O O_ép 1:1} j’BZ{OZEAj'O_Z[):]_, O_ép_1:0},
AJAZ{CJ{GA%:O./O—OJP 1—Oya0—1} AJ5 {aGAJ dgz@p_leyaon},
que, claramente, determinan una particién de AJ. Ademds, A)' = {(0,...,0)} y A)? = AY® =

A04 — 405 _ )
p p :
LEMA 1.2. Dadosp >4y 2 < j < |E], entonces Ag;ﬂ = AJ® x {0} y, ademds,
APl = (A3 x {0}) U (AZ® x {0}), APZ = (A3% x {0}) U (AZ* x {0}),

AR = (AP < {(L0)) U (A1 x {(1,0)}), A2 = (AW x {1}) U (49712 x {1}).

PROPOSICION 1.3. Dados p € N*y 0 < j < |B], entonces |Aj| = L (p B j). Por tanto,
p—=1J J

o 3
lquier m € N* se obti A, | = 2T, ( ) A (-)
para cualquier m se obtiene JZ:; |A2,,| Z | m+1| 5
Demostracion. Sabemos que [A] = 1, para cualquierp € N*y que |AL| = [{a € L, : [o| = 1}| = p,
para cualquier p > 2.
Siae Al meN,y0<i < -+ <1ty <2m—1sontalesque o;, = -+ =, = 1,
entonces 0 <73 <1y

2+ij§z’j+1§2j+m1’n{z’1,1}, J=1...,m—1

Si ¢y = 0, entonces i; = 2(j — 1), j = 1,...,m, mientras que cuando i; = 1, entonces
i;=2(j—1)+1,7=1,...,m.Enambos casos @ = (0, ...,0) y, ademas, |[A}} | = 2.
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Sia e Ay, y0 <4 < -+ <y < 2m son tales que a;, = -+ = «;, = 1, entonces
0<4 <2y

2+i; <ijp1 <25+ 14+ min{i, 1}, j=1,...,m—1.

Sii; = 0, entonces o bien i; = 2(j — 1), j = 1,...,m, lo que implica que & = (0,...,0,1); 0
bien existe 2 < ¢ < mtalque i; = 2(j — 1) cuando 1 < j < {y i, = 2¢ — 1. Por tanto i; = 2j — 1,
j = L,...,my, en consecuencia, ap—» = 1y @& = 0, en otro caso. Asf que, |[{a € A, :
ag =1} =m

Sii; = 1, entonces o bieni; =2j — 1,7 =1,...,m, lo que implicaque @ = (1,0...,0); o bien

existe 2 </ <mtalquei; =2j —1lcuando 1 < j < {yi, = 2(. Entonces, i, = 2j,j ={,...,mY,
por tanto, a1 = 1y &; = 0, en otro caso. Es decir, [{a € AL ., 19 =0,y =1} =m

Sii; = 2, entonces i; = 27,7 = 1,...,my, por tanto, &; = 1y a; = 0, en otro caso; lo que
implicaque [{a € AL tap=a; =0, ap =1}| = 1.

Asique, [{aw € AL, : oy = 1}| = 2m + 1y, por tanto, hemos obtenido que dado p € N*, la
formula propuesta para |AJ| es cierta cuando j = 0,1y para j = [£].

Asumimos ahora que la férmula se verifica parap > 2y 0 < j < [£]. Entonces, dado 1 < j <
|2£1] — 1y aplicando el Lema 1.2, se obtiene

5 5
A = Z AT+ Z AT = Z |ATYR | AD2 |+ |ADL | + | ASY + | AP

|AJ+1|+|A 1|+|A"41|+|A]’ | A+ [A324] = AT+ 1A |

. p (p—j—1> p—1 (p—l—j)_p+1(p—j>
=7 . + . = —\ . .
p—g—1\ Jj+1 p—1— J p—J\J+1

Finalmente, de la primera identidad de la Ecuacién (39) del Capitulo 3 se obtiene

T

p

, e 51
(%) = % J;) |AJ| para cualquier p € N*, que conduce, a partir de las identidades (42) del mismo

capitulo y teniendo en cuenta que 7,,,(—z) = (—1)" T, () y Vin(—2) = (=1)™W,,(z) para cualquier
m € N*, a las ultimas férmulas de la proposicion. U

Dados o € L, y una sucesion a € {(R), los valores a® y a®® en el caso de multi~indices para
ecuaciones en diferencias con coeficientes casi—periddicos, se calculan considerando las componentes
ajdeaconj=0,---,p—1;es decir,

p—1 p—1
(48) a® = | | a(4) a(j§)*,
j =0

<

I
=)

.

p—1
respectivamente, donde se asume 0° = 1. Obsérvese que a™ = [] a(j) para cualquier a € /(R).
j=0
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COROLARIO 1.4. Dados p,m € N*, se verifican las siguientes identidades

-1
j=0

a€cAf 7 s - s
Y=Y a(@)’ [] bG)+alp—1)*]]00),
oA = i i=1
m—1 m
> @b =[] a2 + [Jal2i - 1),
aEAT 7=0 j=1
m 1—1 m m i—1 m
> @b = b(2i) [[a2)? [ a@i—1+ b2i—1)[Ja2i—1)* [ al2)>
Q€A i=0 j=0 j=i+1 i=1 j=1 j=i

2. Construccion de las soluciones fundamentales y de la Funcién de Green

Dada a € C(I) y m € Z, recordamos que la funcién a,, denota la m-traslacion de a; es decir,
an (k) = a(k + m) para cualquier k € Z.

Para cualquier & € N*, definimos la funcion de Chebyshev de grado k, P;: C(I) x C(I) — R,
de la forma

(49) Pi(z,y)

Il

|
N
3

&
Ql

<
\.Q

para cualquier z,y € C(I). También definimos Py(z,y) = 1y P_i(x,y) = 0. Claramente, para
cualquier k£ € N, la funcién P; no tiene en cuenta los valores de las funciones x e y en 0 y, por tanto,
si ',y € C(I) son tales que =} = z1, y; = yi, entonces Py (2", y') = P(z,y)

Notese que Pi(z,y) = z(1) ya que £9 = {0} y cuando a = 0, entonces @ = 1. Ademds,
Py(z,y) = x(2)z(1) — y(1) puesto que 3 = {(0,0)} y cuando o = (0,0), entonces @ = (1, 1),
mientras que /3 = {(1,0)} y cuando o = (1,0), entonces & = (0, 0).

Para cualquier £ € N* tenemos

(50) Pu(z,0) = 2™ =y a2, Py 1(0,y) =0y Por(0,9) = (—=D)*y1 - yor_1,

ya que cuando k > 1 entonces, a € (7', m = 0,...,|%] estal que @ = (0,...,0) sii k es par y
k

PROPOSICION 2.1. Dados z,y € C(I), para cualquier k € N*, las funciones de Chebyshev se
caracterizan por la recurrencia de tres términos

P (z,y) = 2(k 4+ 1) Py(z,y) —y(k)Pioa(z,y), k€N, P_y(z,y) =0, P(z,y)=1.

Demostracion. Demostraremos que si la funcion {P;}2° , viene dada por la anterior recurrencia,
5] )

entonces Py(z,y) = > (—=1)™ > a%y®, para cualquier k € N*.
m=0 acl®

En primer lugar, para k = 0, la parte derecha de la recurrencia proporciona (1) Py(z,y) = z(1)
y, por tanto, para k = 1 se obtiene z(2)P;(z,y) — y(1)Py(z,y) = x(2)x(1) — y(1). Asi que, la
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proposicion es cierta para k = 1,2 y continuamos la demostracién por induccion. Si asumimos que
las identidades se verifican para cualquier £ > 2, entonces

ek + D Pu(2,y) — y(k) Per(z,y) = Aoz, y) + Ar(2,y) + Bi(z, ),

donde
Ag(z,y) =2(k+1 Z:cy,
Bel?
15) ) 15) )
Ap(ryy) =a(k+1) ) (1™ Y 2’y =Y (1" ) alk+ 1)y,
m=1 BeLy m=1 BeLy
L5+ i L55t+1 i
Bi(z,y) =y(k) Y (=)™ > 2y’ = (=™ > 2Pyk)y’.
m pely met pe)
En primer lugar, puesto que para cualquier £ > 1, si o € £) = {(0,...,0)}, entonces & = 7, se
obtiene
Ao(z,y) = x(k + Dz (k) = >ty
acl?

k+1
Por otra parte, del apartado (iii) del Lema 1.1, obtenemos

15
Agle,y) =D (=)™ > 2™y Bilw,y) = o™ > ay

m=1 aclr x{0} m=1 el x{(1,0)}

Cuando k es par [£| = |%#1] 41 = [ 21|y, entonces, aplicando el apartado (i) del Lema 1.1 se
tiene

L)

Ap(z,y) + Br(z,y) = Z (=)™ Z %y,

m=1 a€€k+1

Cuando k es impar [£| = |51 = |21] — 1y, entonces, aplicando los apartados (i) y (ii) del

Lemal.1,
1%] K=

Ap(,y) + Bilw,y) = Y (=)™ Y 2%y + (=D DT = Y (—nm Y ety

m=1 aEl™ k+1 m=1 aclm
k+1 aEfI\;?J k+1
En cualquier caso, el resultado se verifica. O

PROPOSICION 2.2. Dados x,y € C(I), para cualquier k € N*, las funciones de Chebyshev se
caracterizan por la recurrencia de tres términos

Pk+1($7y) = x(l)Pk(l“l,yl) - y<1)Pk71(x27y2)7 ke N, Pfl(xay) =0, PO(xay) = 1.

Demostracion. Demostramos que si la funcion { P }72, viene dada por la anterior recurrencia, en-
L5
tonces Py(x,y) = > (=1)™ > a®%“, para cualquier k& € N*.
m=0 acl®
En primer lugar, para k = 0, la parte derecha de la recurrencia proporciona x(1)FPy(z,y) = x(1)
y, por tanto, para k = 1 se obtiene x(1) Py (x1, y1) —y(1) Po(z2, y2) = x(1)x(2) —y(1) = Py(z,y). Asi
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que, la proposicidn es cierta para k = 1, 2 y continuamos la demostracién por induccién. Si asumimos
que las identidades se verifican para cualquier £ > 2, entonces

m(l)Pk(xla yl) - y(l)Pk_l(l'g, 92) = Ao(l‘, y) + Ak(l’, y) + Bk(l‘yy)’
donde

Bet? m=1 Been
|52 +1 i
By(z,y) = (=™ > y(W)(@) ()’
m= pef)

Por otro lado, del apartado (iii) del Lema 1.1, se obtiene

[NIES

14) B3+
Azy) =D (=)™ > 2™y Buzy)= > ()" > 2%y

m=1 o€ {0}x m=1 ae{(1,0)}x 67}

Cuando k es par |5] = [551] +1 = |5:L] y, entonces, aplicando el apartado (i) del Lema 1.1
obtenemos

Ar(,y) + Bilw,y) = > (=)™ Y 2%y™
m=1 acl’
Cuando k es impar [%| = |51] = |21 | — 1y, entonces, aplicando los apartados (i) y (ii) del
Lema 1.1,
15] LE54

Ap(r,y) + Bi(z,y) = D (-1 3 2%y + (—DUFD ST et = 3 () S ety

m=1 ael™ k1 m=1 el
k+1 e ££+% ] k+1
En cualquier caso, el resultado se verifica. OJ

Ahora ya estamos en condiciones de establecer los resultados principales de esta seccion.
Dada la ecuacién en diferencias lineal de segundo orden,

1) a(kyu(k + 1) — b(k)yu(k) + clk — Vulk —1) = f(k), k€T,

donde a(n + 1) = ¢(n) y ¢(n + 1) = a(n) cuando n + 1 € §(I), llamamos solucion fundamental de
la ecuacion en diferencias homogénea en m , o bien, de forma breve, solucién fundamental en m, a
Um € S determinada por las condiciones iniciales v,,(m) = 0y v,,(m + 1) = 1.

PROPOSICION 2.3. Dado m € iU{O}, entonces {Vp,, U1} es una base de S.



82 Cap. 4. Determinacion de las soluciones fundamentales

Demostracién. Segtin la Proposicién 2.5 del Capitulo 1, basta con demostrar w[v,,, Uyq1](m) # 0
para verificar que las soluciones fundamentales v,, y v;,,,+1 forman base. Se obtiene

Um(m) g (m)

W[V, Um1](m) = det U (m + 1) Vg (m+1

)| = —Upmy1(m).

Como m € iU{O} Y Umy1 € S, tenemos que
0=a(m+ Dvgmei(m+2) —b(m+ vy (m+ 1) + e(m)vgmei(m) = a(m + 1) + ¢(m)vy1(m)

Y, por tanto, v, 1(m) = —c(m)~ta(m + 1), que es no nulo para cualquier m € iU{O} puesto que
a,c e C*I). O

Una consecuencia de la proposicion anterior es la posibilidad de expresar la solucién de cualquier
problema de valor inicial para la Ecuacién (51) a partir de la soluciones fundamentales v,,, y v, 1.
Empezamos por obtener la expresion para la ecuacion homogénea.

[¢]
COROLARIO 2.4. Dados m € TU{0}, y {vm, Vm+1} una base de soluciones fundamentales S,
entonces para cualesquiera vy, 1 € R, la tinica solucion de la ecuacion en diferencias homogénea
asociada a (51) que satisface z(m) = xo y z(m + 1) = x1 viene dada por

c(m)

z2(k) = zyopm (k) — am+ D)

ToUm11(k), k€L

Demostraciéon. Basta con sustituir u por v, y v por v,,+1 en el Corolario 2.7 del Capitulo 1, y se
obtiene el resultado. U

Segun el Principio de Superposicion de la Proposicion 4.1 del Capitulo 1, para obtener la solucién
de cualquier problema de valor inicial asociado a la Ecuacién (51), es necesario obtener la solucién de
su ecuacion homogénea con idénticas condiciones iniciales y la solucién del problema de valor inicial
asociado también a la Ecuacién (51) pero con condiciones iniciales nulas. En primer lugar, acabamos
de comprobar que la tnica solucién del problema de valor inicial para la ecuacién homogénea

a(k)z(k+1) —b(k)z(k) +c(k—1)z(k—1)=0, k€ i, z(m) =g, z(m+1) = xq,
puede expresarse en funcion de las soluciones fundamentales v,,, y v, 11,
c(m)
a(m+1)

Por otro lado, la funcién de Green ¢(-, s) es la tinica solucién de la anterior ecuacion homogénea que

z(k) = 210 (k) ToUm+1(k), k€L

1
satisface las condiciones iniciales g(s,s) = 0y g(s + 1,s) = — y, por tanto, se puede obtener la
a(s

expresion de esta funcion también en términos de la solucién fundamental,

(52) g(k,s) = ——v,(k), k,sel

1
a(s)
Por la Proposicién 4.3 del Capitulo 1 sabemos que la tinica solucién de la Ecuacién (51) que satisface
las condiciones iniciales u(m) = u(m + 1) = O es

k
u(k) :/ g(k,s)f(s)ds, kel

m
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En consecuencia, basta aplicar la férmula de Lagrange para obtener la solucién del problema de valor
inicial en m con dato f € C(I),

o

a(k)u(k +1) = b(k)u(k) +c(k — Du(k — 1) = f(k), k€I, u(m)=uwx, ulm+1)=ux,
en términos de las soluciones fundamentales v,, y V.11,
k

1

c(m) ToUmt1(k) +/ a(s) vs(k)f(s)ds, kel

El siguiente resultado es la expresion de la solucion fundamental en m de la ecuacién homogénea

asociada a (51) en términos de las funciones de Chebyshev.

TEOREMA 2.5. Dados a,c € C*(I) y b € C(I), entonces para cualquier m € Z la solucion
fundamental en m para la ecuacion en diferencias homogénea

a(kyulk +1) — b(k)u(k) + c(k — Du(k —1) =0, k€T,

) a(m)a”m—la_”kflPk_m_l(bm,amcm), k>m,
vm(k) =
" —a(m)c M= e™R=1 P g (bk, akck), kE<m.
En particular, la funcion de Green de la ecuacion es
a™la 1Py (bs, ascs), k> s,
g(k,s) =
—c‘”S*lc“k—lPs,k,l(bk, akck), k <s.

Demostracion. En primer lugar, nétese que v,, estd definida sin ambigiiedad puesto que P_; = 0.
Por otro lado, u € C(I) es una solucién de la ecuacién dada sii

(%) u(k +1) = a(k)'b(k)u(k) — a(k) te(k — Du(k — 1)
0, equivalentemente, sii
(%) u(k — 1) = c(k — 1) *b(k)u(k) — c(k — 1) ra(k)u(k + 1),

[¢]
para cada k €1 . Usamos estas identidades para demostrar nuestro resultado.
Si consideramos u € C(I), la funcion definida como

a(m)a™=1a"™ 1 Py_py 1 (b, @), k> m,
ulk) = { —a(m)c ™1™ Py (b, akcr), k< m,
entonces

u(m) = a(m)a™ a1 Py (bm, amcm) =0, u(m+1) =a(m)a™ ta™PF, (bm7 amcm) =1
y, ademds, cuando k = m — 1 también obtenemos

u(m —1) = —a(m)c™™ ™2 Py (b1, Gm-16m—1) = —a(m)c(m — 1)~ ",

Por tanto, u satisface las condiciones iniciales impuestas y, cuando m > 1, también verifica (*x) en
kE=m-—1.
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Si k > m, entonces k — 1 > m y, en consecuencia, aplicando la Proposicién 2.1
u(k+1) =a(m)a™a~™ Py_, (bm, amcm)

a(m)a™=1a~"™ by (k — m) Py_ym—1(bim, @mcm)

—a(m)a™1a ™ a,,(k—m — 1)ep(k —m — 1) Py 2 (bm, amcm)

a(k)~'o(k)u(k) — a(k)" e(k — 1u(k — 1);

es decir, u verifica la Identidad (x) en k.
Si k < m, entonces k + 1 < m y, por tanto, aplicando la Proposicién 2.2
u(k — 1) = —a(m)c ™ 1c™ 2P, (bk_l, ak_lck_l)

= —a(m)c ™1 e =2by 1 (1) Pp—g1 (bk, akck)

+ a(m)c ™1™ =2 ay_1 (1) cp—1(1) Pro——2 (D1, Qr1Citr)

=c(k — 1) o(k)u(k) — c(k — 1) ta(k)u(k + 1);
es decir, u verifica la Identidad () en k. Por consiguiente, u es solucién de la ecuacién dada, asi que
U = Uy,

Para la obtencion de la funcién de Green basta con introducir la expresion de v, en la Ecuacion
(52). U

A continuacién y para finalizar esta seccion, aplicaremos el resultado anterior al caso en el que
los coeficientes de la Ecuacion (51) son constantes. Para ello, en primer lugar obtenemos la expresion
de la funcion de Chebyshev cuando x e y son constantes, con y # 0,

[SIES

L5) 15)

(53)  Plr,y) =y (D)"Y a2yt = (-1 (k - m) PRy = g5 U (i) ,

m
m=0 aell m=0

donde se ha tenido en cuenta que |¢*| = (*~™) y la segunda identidad de la Ecuacién (39).

Noétese que la expresion de las funciones de Chebyshev para v € R e y € R* corresponde al
polinomio de Chebyshev de segunda especie que, como vimos en la Seccion 5 del Capitulo 3, esta
relacionado con la solucién fundamental de la ecuacion de Chebyshev y ésta a su vez con la solucién
de las ecuaciones en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes. Podemos recuperar
ahora la funcién v,, para estas dltimas ecuaciones.

COROLARIO 2.6. Dados a,c € R* y b € R, entonces para cualquier m € 7 la solucion funda-
mental en m para la ecuacion en diferencias homogénea

au(k+1) —bu(k) +cu(k—1) =0, k€ i,

es
Um(k) = ( \Z ailc)k_m_lUk—m—l (Q)7
b
donde q = . En particular, la funcion de Green de la ecuacion es
2 Jac

g(k,s) = 1(\/ a~le) Uy (q) :

a
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Demostracion. Por el Teorema 2.5 y aplicando, posteriormente, la Identidad 53 obtenemos

(k) a'm_k_lpk—m—l <b> ac), k 2 m, (V ailc)k_m_lUk—m—l (C_Z)a k 2 m,
(k) = —
—act M Py, (b, CLC), kE <m, —~(WVa e =mU,, (q), E<m.

Si tenemos en cuenta que por la Proposicién 4.7 del Capitulo 3 U_(,11)(z) = —Ug,—1)(z), se con-
cluye el primer resultado. Y para la funciéon de Green, de nuevo basta con introducir la expresion de
v, en la Ecuacion (52). ]

Los resultados obtenidos coinciden con los presentados en el Capitulo 3 que analizaba las ecua-
ciones con coeficientes constantes, en concreto, en el Corolario 5.5 para la solucién fundamental, y
en el Corolario 5.6 para la funcién de Green.

3. Teoria de Floquet

La resolucién de ecuaciones en diferencias con coeficientes periddicos estd presente en muchos
problemas cientificos y de ingenieria, tales como problemas electromagnéticos [31]. o en el andlisis
de la propagacion del sonido o de ciertos osciladores cudnticos [3]. Estos problemas se resuelven
con la inversion de ciertas matrices tridiagonales, como por ejemplo las matrices k—Toeplitz, cuyas
diagonales paralelas a la diagonal principal estan formadas por sucesiones periddicas de periodo k.
Por tanto, las férmulas recientes para la inversiéon de estas matrices estan basadas, mas o menos
directamente, en la solucién de ecuaciones en diferencias con coeficientes periddicos. Sin embargo,
la mayoria utiliza la formulacién aportada en [39], que en realidad no tiene en cuenta la periodicidad
de los coeficientes, véase por ejemplo [28], y que, en cualquier caso, supone aplicar una expresion
muy compleja. Como prueba de su complejidad notese que todos los ejemplos mostrados en [31]
tienen coeficientes constantes. En el dltimo capitulo de este trabajo nos centraremos en la aplicacién
de las ecuaciones en diferencias a la invertibilidad de estas matrices tridiagonales.

Aunque en la seccién precedente hemos presentado una solucién para ecuaciones en diferencias
con coeficientes variables, de nuevo no se tenian en cuenta caracteristicas especiales de los coeficien-
tes, como puede ser su periodicidad. Esa es la razén de mostrar en esta seccién un método alternativo
para estas ecuaciones concretas y que reproducimos de [32].

Ya mostramos en el Capitulo 3 que aprovechar la propiedad de periodicidad o casi—periodicidad
de los coeficientes de la ecuacién en diferencias homogénea supone obtener sus soluciones en tér-
minos de sucesiones de Chebyshev valoradas en el parametro g, ,. Pero de este pardmetro solo se
aport6 una féormula recurrente para obtener su expresion. Asi que un primer objetivo de esta seccién
es obtener una férmula cerrada para el pardmetro g, ,, pero también, ya que tratamos con ecuacio-
nes en diferencias con coeficientes periddicos, plantear la Teoria de Floquet correspondiente a estas
ecuaciones discretas.

La cuestion principal en el desarrollo de la Teoria de Floquet para ecuaciones homogéneas cuyos
coeficientes son periddicos es encontrar bajo qué condiciones la ecuacion dada tiene soluciones pe-
riddicas con el mismo periodo que sus coeficientes. Desde el punto de vista de la Teoria de Matrices,
es equivalente a preguntarse bajo qué circunstancias los coeficientes de la matriz inversa son también
periddicos.

En la formulacién clésica de la Teoria de Floquet para ecuaciones en diferencias (o diferenciales)
lineales de segundo orden, se escribe dicha ecuacién como un sistema de primer orden y, entonces, el
Teorema de Floquet se formula en términos de la matriz fundamental del sistema equivalente, véase
por ejemplo [1].
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Nuestra estrategia es aprovechar la equivalencia entre las ecuaciones de segundo orden con coefi-
cientes periodicos o casi—periodicos y las ecuaciones de Chebyshev. De esa forma, la caracterizacion
de la existencia de soluciones periddicas puede reducirse al mismo problema respecto a las ecuaciones
de Chebyshev.

LEMA 3.1. Dados a,c € K*, b € K, y z € C(K) una solucion de la ecuacién en diferencias
az(k+1)—bz(k)+cz(k—1)=0, keZ,
entonces z € ((K;p,r) sii z(p) =rz(0)y z(p+ 1) = rz(1).

PROPOSICION 3.2. Dado q € K, entonces para cualquier p € N* la ecuacion de Chebyshev con
pardmetro q tiene soluciones no nulas pertenecientes a {(K; p, r) sii

r="T,(q) £1/T,(q)*> — 1.

En particular, se verifican los siguientes resultados:
(1) Sip € N*, la ecuacion de Chebyshev con pardmetro q tiene soluciones no nulas pertenecien-
tes a ((K; p) sii ¢ = cos (%), i=0,...,[E]
(i1) Sir € K*, la ecuacion de Chebyshev con pardmetro q tiene soluciones no nulas pertenecien-
tes a ((K;1,r) sii g = %(7’ +r71).

(ii1) La ecuacion de Chebyshev con pardmetro q tiene soluciones constantes sii ¢ = 1.
Demostracion. Dada z(k) = AUy (q) + BUk—1(q) una sucesion de Chebyshev no nula con parametro
g, entonces del Lema 3.1 z € ((K; p,r) sii z(p) = rz(0) y z(p + 1) = rz(1); es decir, sii

Uyq) —r Up1(q) | |A 0]
Up1(q) —2qr Uy(q) —1r| | B 0

Entonces, la ecuacion de Chebyshev con pardmetro ¢ tiene soluciones no nulas pertenecientes a
((K; p,r) sii el determinante de la matriz anterior vale 0; es decir, aplicando del Capitulo 3 la se-
gunda igualdad del apartado 1 de la Proposicion 4.8 y el apartado 5 del Corolario 4.12 param = 1y
n=p-—1,sii

0=r2+ Ug(q) — Up1(Q)Up-1(q) — 2r [Up(q) — qu,l(q)] +1=7*=2T,(q) + 1.
(i) Cuando z € ((K;p); es decir, cuando = 1, la ecuacion de arriba queda 7),(¢) = 1, lo que

implica que g = cos (%),j =0,..., F‘%l}, véase [42].

(ii) Cuando p = 1, entonces la ecuacién anterior resulta 7> — 2gr + 1 = 0y, por tanto, ¢ =
1
5(7“ + 7’_1).

(ii1) Es una consecuencia directa de ambos apartados anteriores, (i) o (ii). ]

Ahora estamos en condiciones de deducir un teorema tipo Floquet para ecuaciones con coeficien-
tes constantes.

COROLARIO 3.3. Dados a,c € R* yb € R, la ecuacion con coeficientes constantes
au(k+1) —bu(k) +cu(k—1) =0, keZ,

tiene soluciones casi—periodicas de periodo p € N* y razon r € K* sii

r= \/g {Tp(Q) + \/m] , donde q = Qja_c'
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b+ +Vb? —4dac

En consecuencia, la ecuacion tiene soluciones geométricas con razon r sii v = B vE— y, en
a

particular, tiene soluciones constantes sii b = a + c.

Demostracion. Segin el Teorema 5.3, la funcién u € C(K) es una solucion de la ecuacién anterior sii

la sucesién definida para cualquier k € Z como v(k) = o*u(k), donde o = v'ac™!, es una sucesién

2 /ac

ra? =T,(q) £1/T,(q)* — 1.
O

Dados p € N*,r € R, a,c € {(R*;p, ) y b € {(R;p,r), el Teorema 6.4 del Capitulo 3 establece
que existe g, (a; b; ¢) € C tal que la ecuacién en diferencias

(54) a(k)u(k+1) — b(k)u(k) + c(k — Du(k—1) =0, ke€Z,

es equivalente a una ecuacién de Chebyshev con pardmetro g, .(a; b; ¢) que se calcula mediante una
recurrencia no lineal. A continuacién se obtiene la expresion g, (a;b; ¢) en términos de los coefi-
cientes de la ecuacion en diferencias considerada. Y como consecuencia directa, determinamos la
condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciones periddicas

Asi que, dados p € N* y r € R*, denominamos funcion de Floquet de orden p y razon r, a la
funcion g, : {(R*;p,7) X {(R;p, ) x {(R*;p,r) — C tal que para cualquier a,c € {(R*;p,7)y
b € UR;p,r),si u € ¢(C) es una solucién de la Ecuacién (54), entonces para cualquier m € Z,
v(k) = v *u, (k) es una solucién de la ecuacién de Chebyshev

v(k+1) =2, (a;b;c)v(k) +v(k—1)=0, keZ

Comprobamos en primer lugar que es suficiente determinar la expresion del pardmetro para el caso
autoadjunto y de coeficientes periddicos. Especificamente, si dados a,c € {(R*;p,r)y b € ¢{(R; p,T),
1

de Chebyshev con parametro ¢ = . Por tanto, u € ((K;p,7) sii v € ¢(K;p,ra?) y por la

Proposicién 3.2, esto ocurre sii

p—1 . 2 )
11 %) = (rpac(p))”2, donde p es la funcion de acompaiiamiento defi-
j=0 €\J

nida en la Ecuacién (7) del primer capitulo, y el par (a,,b,) € £(C*;p) x ¢(R;p) definidos como la
extension periddica de

aﬂ<k> = pa,C(k)CL(k)? k= 07 RNy 2 2; ap<p - 1) - 7pa,6(p - 1)@(]) - 1)7
bp(k) = pa,c(k)b<k)v k=0,....p—1,

entonces de la demostracién del Teorema 6.4 podemos deducir que g, ,(a;b;¢) = gp1(a,;b,;a,).
Ademis, si consideramos la funcién @),,: ¢(C*;p) x ¢(R;p) — C dada por Q,(a;b) = ¢,1(a; b; a),
entonces (), estd determinada por la siguiente recurrencia no lineal

consideramos vy = (r

59 Qulaib) = gt Qalaih) = g (MO — a0 ~ a(1))
y

Qpl(@:6),  b(p) # 0,
(56) Qpea(a;b) = ¢ Qplah),  b(0) #0,

Qp-1(a;0), b(p) = b(0) =0,
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para p > 2, donde las sucesiones periddicas a, b, a,b,a y b estdn definidas como las extensiones
periddicas

a(k) = a(k),  k=0,...p—2, a(p—1) =22 &;;“@),
b = b(),  k=1..p—2, bp—1) = 2L 1)6(1;215 slp=1y
o) - 40—l
a(k) =a(k+1), k=0,...,p—2 alp—1)= “(22&(1’),
Bk) = b(k+1), k=1,....p—2 b(p—1) = b<0>b(§20_ a(p)*
o) - YO a0
a(k)=a(k+1), k=0,...,p—3, alp—2)= —%,
bk)=bk+1), k=0,....,p—2.
Notese que cuando p = 2, a(0) = —%. Ademads, las propiedades de las ecuaciones de Chebys-

hev y sus soluciones establecen que cuando b(0), b(p) # 0, necesariamente Q,(i; b) = Q,(a; b).

Ahora ya estamos en disposicion de obtener una férmula cerrada para las funciones de Floquet.

TEOREMA 3.4. Dados p € N*yr € R* entonces para cualquier a,c € {(R*;p,r)yb € {(R;p,7),
se verifica que
1 r 2]
Gpr(a;b5¢) = 5 S (=1 > e abie”

a™rc™p

[MS]

= aeA;
Demostracién. En primer lugar demostramos, por induccion en p, que para cualquier a € ((R*,p) y
b € {(R;p) se obtiene
1 1%
1\ 2apa
D Bl en VD SR

J=0 a€h,

[NJ4S)

Qpla;b) = gpa(as b;a) =

(—, mientras
2a(0)
(b(O)b(l) — a(0)? — a(1)2>. Entonces, teniendo en

A partir del Corolario 1.4, para p = 1 la férmula propuesta proporciona el valor

1
que para p = 2 se obtiene el valor W

cuenta las identidades (55), nuestra férmula coincide con la expresion de (), para p = 1, 2. Asumimos
ahora que es cierta para p > 2y consideramos a € ((R*;p+ 1) y b € {(R;p + 1). Puesto que las
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hipétesis b(0) # 0 0 b(0) = b(p) = 0 conducen a razonamientos analogos al caso b(p) # 0, a partir
de ahora asumimos siempre que b(p) # 0y, en consecuencia, nuestro objetivo es demostrar que

Q,(d;D) = Q,11(a; b) para cualquier p > 2.
Cuando p = 2, entonces

by ) (b(0)b(2) — a(2)*) (b(1)b(2) — a(1)?) ,  a(1)%a(2)?
Qa(@:0) = 2a(0)a(1)a(2) ( b(2)? —a(0)* — b(2)? )
= %(0)a(1)a(2) (6(0)6(1)6(2) — a(1)%6(0) — a(2)%(1) — a(0)2b(2)> = Qs(asb).

Cuando p = 3, entonces

On(ish) = —— 2O b(1) ((0)b(3) — a(3)*) (b(2)b(3) — a(2)?)
ST 20(0)a(1)a(2)a(3) b(3)?

Ca(1)?(b(0)b(3) — a(3)*)  a(2)%a(3)*b(1)
b(3) b(3)

~a(0)*(b(2)b(3) — a<2>2>>
b(3)

1 2 — a(3)? —al1)?
= SeaDa@a’) ((0)(1)B(2)b(3) — a(2)26(0)b(1) — a(3)*6(1)b(2) ~ a(1)2b(0)b(3)

+a(1)%a(3)? — a(07b(2)b(3) + a(0)a(2)?) = Qa(a;b).

Cuando p > 4, teniendo en cuenta que

b =y b =5 —alp— 10* []66) — o [[o0) + "L O o),

las dos primeras identidades del Corolario 1.4 implican que

~ 1 _ _ ) A
Q,(a;D) = D ab = Y @b +b(p) Y (1) Y @™ + Ry(ash) |

2aTp+1

a€hpL a€hp iy =2 aehy
donde
p—3 p—2 p—2 p—1
Ry(a;0) =a(p—1)? > a(i)’ b(5) +a(p)? Y ali)® b(4)
=0 Jj=0 i=1 =1
FESR ! Jj#i,i4+1
-3 p—2
a(p — 1)%a(p)* < 2
- al(i b(y)
w2
J#ii+1 ( )
2001 201 201 a\p 201
= a“ b + a“ b + a“®b b
2 A D AT L e eSer 2
€AY A €AY a€Ay
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Por otro lado, a partir de las dos ultimas identidades del Corolario 1.4, cuando p es par entonces

[5]-1 a(p)2 L]
blp) Y @b =blp) [ a(2))*+ by 1192~ 1)°
aerd P
_ 2010 20100 (p) 2.
= Z a““b™ + Z a™ b + —+— Z b,
EIB! 1812 o) L5
€AY €A a€A,?”

acald i1 =0
1511 i—1 L]
+b(p) > b(2i) [Ta@i)® I a@i - 1)
=1 7=0 Jj=i+1
a(p)? L£] i—1 L5]
4+ 2P Zb(Qz 1)Ha(2j—1)2 a(27)?
b(p> =1 7=1 Jj=t

7=1 7=0 =0 Jj=0 J=i+1
a(p)? i1 2]
+ b(2i — 1) [ [ a(2j — 1)* [ ] a(2))?
b(p) =1 j=1 Jj=t
_ Z a2 + Z a8 + Z a2l + a(p) Z a2obe
ptl P P b(p) P
\_TJ L2J1 L2J72 LQJ»
a€lp T a€A ¢ €AY acAy

En particular, cuando p = 4,5 entonces |5 | = 2 obteniéndose

b(4) Y @%b + Ry(a;b) = > a”b™ y b(5) Y a%B + Rs(a;h) = — Y a®b* + Y a*b°

aeh] ael? aeA? aeAd aeA?

y, en consecuencia, Q,(a; b) = Q,41(a; D).
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Consideramos ahora p > 6y 2 < j < || — 1. Entonces, b(p) 3. a>*b® = b(p )Z S a2epe

aeA{;
y, ademads, se obtiene

IR (R

acA)! acAp! acA)! acA)!
a
+ ( Z 2a H bcu2
EA] 1 i=1
2apa 2apa 2apa (l(p)2 2apa
= a b — a“b* — b + ——= b
Z 2. 2 T 2
ac AL x{0} ac AT {0} ac AR x{1} acAlth
p—2
b(p) Z a20pe = b(p) Z a2 — g p— 2 Z GZaHb&i _ Z a2 — Z 2ab07’
aep? aep? wedl? S0 acalx{o} aeATTL
p—1
b(p) Z G200 = b(p) Z a2 — a(n)? Z a2® Hb&i _ Z a2l — Z a?ab&’
acA)? acA)? acA)? =1 acA}® x{0} ac AP x {1}
b(p) Z a20p% = b(p) Z a2 = Z a2ab077
acAd? acAd? ac Ayt x {0}
2
b(p) Z G220 — C;)(p) Z a2’
aEA{;’S (p) aGAg,’s

Entonces, del Lema 1.2 obtenemos que

aeAJ o

o3 T

[5]-1 [2]—1 -
b(p) QZ (1) ) @b = QZ (17| Y ar e+ Y 2%@]
e, acazl,

: S e ¥
Jj=2 L erA;ii 3 aEA;ii 4
13)-1
9 L2
a
* b((p)) (_l)j[ 2
p =2 anA{fl’s
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L5]-1
— Z a2ep® 4+ Z a2ep® 4+ QZ(—l)j Z a2op®
j=3

acAZl acAZ? aer!
+ (—1)&[ Z a® + Z a’* b + Z a2ab5‘]
ozEAL?l’3 CMGAL%’4 aeA%{’s
a(p)” 207 |2 207
+ a”b® — (—1)L2 a* b |,
b(p) [ 25 Z
CKEAP' OéEAIL?2J75
p—3 p—2 p—2 p—1
Ry(a;b) =a(p—1)* ) _a(i)’ b(j) +a(p)® p_ ali)’ b(5)
=0 Jj=0 i=1 =1
J#i,i+1 JF#L,i+1
-3 p—2
a(p — 1)%a(p)* § 2 :
- a(i) b(5)
b(p) i=1 j=1
JFL i+
_ Z a2 1 Z a2 1 Z a2aba_al;((p)) Z a2,
acA?, a2, acAZ?, Pl ez
lo que implica que
5] 15)-1
) Y1 Y @+ Ryfah) = S (1) Y 0
J=2 aeh) J=2 ozeAi+1
+(_1)L§J Z a2ab5z+ Z a2ab€v+ Z a2abc‘v]
[ 2
+(_1>ng b(p) Z dZab@_a(p) Z a2ope |
L5 o(p) LE1.5
- a€h,? a€AR?”

Finalmente, usando la expresion para b(p) E a*“b® en ambos casos, p par e impar, se obtiene

aEAIL?%J
que
L%J LPJZrlJ
b(p) D (~1) D0 @+ Bylaib) = Y (<1) Y @
3=2 a€A) j=2 aeA{ﬂ-l

y, en consecuencia, que Q,(d; b) = Q,1(a;b).
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. . c™p
Si ahora consideramos a, ¢ € {(R*;p,r), b € {(R; p,r), entonces v = y, por tanto,
ra’
1 L5]
Gp,r(a; b;¢) = Qpap; b,) = 207 (—1) Z aiabfi
r J=0 aEA{,
1 L5]
— 20p-1—1 2a a 2o+a
i 2TV 2 b pi
aeh]
1 [ r L5 ™\
- _1\J 201.a , 2a+&
- QprC a™ cTp Z( 1) Z (raﬂ'p> ab pac :
’ 3=0 ach)
El resultado se obtiene teniendo en cuenta que para cualquier o € A7, m = 0,..., | 5] obtenemos
L A
a™» pac - pa,caa'

O

Si tenemos en cuenta que a partir del Lema 6.1 del Capitulo 3, /(R; p,r) C ¢(R;np,r™), para
cualquier p € N*, cualquier € R* y, cualquier n € N*, entonces ¢,,, . (a; b; ¢) tiene sentido cuando
a,c € L(R*;p,r) y b € {(R;p,r). De hecho, obtenemos la siguiente relacion entre las funciones de
Floquet Anp,rm Y Gp,r-

PROPOSICION 3.5. Dados p € N* y r € R* entonces para cualquier a,c € ((R*;p,r),
b e l(R;p,r)yn € N* se obtiene

qnp,rn (a; b; C) =T, (Qp,r(a; b; C)) :

Demostracion. En primer lugar, suponemos que a,c € R* y b € R; es decir, que la Ecuacién (54)
tiene coeficientes constantes. Entonces, p = r = 1 y del Teorema 3.4 y la Proposicion 1.3, para
cualquier n € N* obtenemos

15 . ,
/ 1 . n (n—j b \"%
] ] n—2j J| — § 1\ - —
n1 (03 bic) a”c” bR = (=1) n—j( j )<\/a_c> Tula),

j =0

donde g =

2L\/a_c = q11(a;b;0).

Asumimos ahora que a,c € ({(R*;p,r) y b € {(R;p,r) y consideramos u € ¢(K) una solucién
de la Ecuacién (54). Si v = (rpa,c(p)) _%, entonces por el Teorema 6.4 del Capitulo 3, para cualquier
m € 7Z, la sucesion v(k) = v *u, (k) es una solucién de la ecuacién de Chebyshev con pardmetro
Qpr(a;b;c).

Por otro lado, puesto que po.(np) = pa.c(p)" obtenemos que (r"pq.(np))
el Teorema 6.4 también implica que para cualquier m € Z, la sucesion w(k) =
solucion de la ecuacién de Chebyshev con pardmetro gy, .~ (a; b; ¢).

Finalmente, como ., (k) = u(knp + m) = u, ,(nk), se obtiene que w(k) = v(nk) = v, (k).
En consecuencia, se prueba el resultado aplicando la primera parte de esta demostracion.

N

= ~" y, por tanto,
Y™ U (k) €8 una
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La particularizacion de la Proposicion anterior a ecuaciones de Chebyshev, conduce a la siguiente
generalizacion del Lema 5.2 del Capitulo 3.

COROLARIO 3.6. Dada v € ((C) una sucesion de Chebyshev con pardmetro q € C, entonces
para cualquier n,m € N*, la subsucesion vy, ,, es una sucesion de Chebyshev con pardmetro T,,(q).

Aplicando el resultado anterior junto con las identidades de los apartados 2 y 5, respectivamente,
del Corolario 4.12 del Capitulo 3, para cualesquiera n,m € N* y cualquier £ € Z obtenemos las
siguientes relaciones entre polinomios de Chebyshev de primera y segunda especie:

Tientm(2) = T(2)Up (T (%)) = T (@) Up—1 (T (),

Uknim(2) = Un (@)U (T (2)) — U (2) Up—1 (T () -
Tomando £ = 1 en ambas identidades se obtienen las conocidas relaciones, véase [42]
(57) 2T ()T (x) = Thgm(x) + Toen(x) Yy 2Un(2)Th(x) = Upym(x) + U ().

Considerando m = 0 en la primera ecuacion y n = 2m + 2 en la segunda y, teniendo en cuenta
alguna de las identidades de las Proposiciones 4.7 y 4.8 del Capitulo 3, obtenemos las siguientes
generalizaciones de las primeras identidades en (41) y (42) del Capitulo 3

(58) Tin(x) = Ty (Tn(x)) Y Usiimst)4m () = Up () Wy (TQ(mH)(x)).

Por dltimo, tomando n = 2m en la primera ecuacién y m = n — 1 en la segunda y, nuevamente,
considerando las Proposiciones del Capitulo 3 anteriormente mencionadas, se obtienen las siguientes
generalizaciones de las segundas identidades de (42) y de (41) del Capitulo 3, respectivamente

(59) Tm(2k+1)(9€) = Tm(ﬂf)Vk(sz(fE)) y U(k+1)n71(95) = Up—1(2)Ug (Tn(fﬂ))

Finalizamos esta seccion analizando cuando una ecuacion en diferencias de segundo orden con
coeficientes casi—periddicos con periodo p tiene también soluciones casi—periddicas con el mismo
periodo. Asi que, dados p € N*, r € R* y las sucesiones a,c € ((R*;p,r), b € ((R;p,r), si
u € ((K;p,7) es una solucién de la Ecuacién (54), por el Lema 6.1 del Capitulo 3 sabemos que
Upm € ((K;1,7). Ademds, el Teorema 6.4 del mismo capitulo establece que wu,,,(k) = y*v(k),

Tp
donde y = 4/ ¢ y v(k) es una solucion de la ecuacién de Chebyshev con pardmetro g, ,-(a; b; ¢). Por
ra’™p ’

tanto, v € ((K;p,7) sii v € £(K; 1,7y~!). En consecuencia, aplicando la Proposicién 3.2 obtenemos
la siguiente caracterizacion.

TEOREMA 3.7. Dados p € N*yr € R* entonces para cualquier a,c € ((R*;p,r)yb € {(R;p,r),
la ecuacion en diferencias

a(k)u(k + 1) — b(k)u(k) + c(k — u(k — 1) =0, k € Z,

tiene soluciones casi—periodicas con periodo py razon v € K* sii

L%
Fa™ + (ri) '™ = E (—1) E rorah™ ™.
J=0 aeAf;
Cuando » = 7 = 1, el resultado anterior determina la condicidén necesaria y suficiente para la

existencia de soluciones periddicas de las ecuaciones en diferencias con coeficientes periddicos, que
representa una completa generalizacion del Corolario 3.3.
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COROLARIO 3.8 (Floquet). Si a,c € {(R*;p) y b € U(R; p), la ecuacion en diferencias
a(k)u(k+1) —b(k)u(k) +c(k —Du(k—1) =0, keZ,
tiene soluciones periodicas con periodo p sii
L5
a™ + ™ = Z(—l)j Z a“b .
3=0 a€h)

Puede compararse la condicién dada en el anterior corolario con el mismo resultado en [1, Co-
rolario 2.9.2], en el que se expresa la condicién en funcion de la matriz fundamental del sistema
equivalente a la ecuacion en diferencias.






Capitulo 5

Problemas de contorno en un camino finito

1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es el andlisis de los problemas de contorno que pueden plantearse en
un camino, por lo que necesariamente nos situaremos en el caso de un camino finito. Concretamente,
en todo el capitulo supondremos que I es el camino con n+2 vértices, estoes I = {0, 1,...,n,n+1},

lo que implica que §(I) = {0,n + 1} y que I= {1,...,n}.

Seguiremos el guién que nos proporciona la teoria cldsica de problemas de contorno lineales y de
segundo orden, por lo que la referencia obligada es [23]. Por otra parte, el tratamiento que haremos en
todo el capitulo representard una extension natural del estudio realizado en [10] para los problemas
de contorno asociados a ecuaciones de Chebyshev o, equivalentemente, para ecuaciones con coefi-
cientes constantes. Como veremos nuestro tratamiento presenta numerosisimas analogias con el caso
continuo, especialmente por lo que se refiere al tratamiento algebraico de las condiciones de contorno,
pero también permitird plantear nuevas cuestiones que parecen exclusivas del caso discreto.

Nuestro punto de partida serd la Identidad de Green, Proposicion 1.12 del Capitulo 2. Recordemos
primero que si a,c € C*(I) satisfacen que a(n + 1) = ¢(n) y ¢(n + 1) = a(n), podemos definir la
conductancia v: I x I — R como ~(k,k + 1) = a(k) y como vy(k + 1,k) = c(k), para cada

kel U{0} y v(k, s) = 0 en otro caso. Si para cada b € C(I), definimos el potencial ¢ € C(I) como
b — k., entonces para cada f € C(I), la ecuacion en diferencias lineal irreducible y de segundo orden

o

a(k)u(k + 1) — b(k)u(k) + c(k — Du(k — 1) = f(k), k€L,

coincide con la ecuacién de Schrodinger £7(u) = —f en I. Reciprocamente, el mismo resultado se
obtiene si consideramos v € T'(I), sus coeficientes a”,¢” € C*(I) y para cada potencial ¢ € C(I) el
coeficiente by = q + K.
Ademas, si tenemos en cuenta el potencial asociado a vy; es decir, p, = k., — k., resulta que
() = £;

q+p~

_ v -1
= (e] O
Dpw Eq DM .

En este capitulo, partiremos de los coeficientes a,c¢ € C*(I) y b € C(I) y consideraremos y €
I'(I) y ¢ € C(I) la conductancia y el potencial determinados por ellos y, también, el operador de
Schrodinger asociado L. Asi pues, para cada f € C(I), la ecuacion en diferencias

o

a(k)u(k + 1) = b(k)u(k) + c(k — Du(k — 1) = f(k), k€1,

y la ecuacion de Schrodinger dada por £ (u) = — f en I son equivalentes. Asimismo, la ecuacién de

Schrodinger homogénea dada por (£))*(u) = 0 en I coincide con la ecuacién adjunta de la anterior,

[¢]

c(k)u(k+1) —b(k)u(k) +alk —Du(k—1) =0, kel.

97
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DEFINICION 1.1. Si a,c € C*(I), denominamos bilineal de contorno asociada a a y ¢ a la aplica-
cion B, .: C(I) x C(I) — R, tal que a cada u,v € C(I) le asigna el niimero real

Bo.c(u,v) =a(0)u(l)v(0) — c(0)u(0)v(l) — a(n)u(n + 1)v(n) + c(n)u(n)v(n + 1).

Claramente, ‘B, . es una aplicacion bilineal, con lo que el nombre estd justificado y, ademds,
B,.(u,v) =0 para cada u,v € C(i), mientras que para cada u, v € C(I) tenemos que
B.o(u,v) =a(n)wu,v](n) — a(0)wu, v](0)

+ (c(n) — a(n))u(n)v(n + 1) — (c(0) — a(0))u(0)v(1)
= c(n)w(u,v](n) — c(0)w|u, v](0)

+ (c(n) — a(n))v(n)u(n+ 1) — (c(0) — a(0))v(0)u(1)

Con la definicién anterior, la Identidad de Green, Proposicion 1.12 del Capitulo 2, puede expre-
sarse como

(60) /On [ﬁ”(u)v - (/ﬁ)*(v)u} =B, .(u,v), paracadau,v e C(I)

y, en particular,

/ L'(uw)v= [ (L") (v)u, paracadau,v € C(i)
0

0

Como, para cada potencial ¢ € C(I) se satisface que

[ [ - cpren] = [ [ - @ren]

la bilineal no cambia al considerar cualquier potencial o, equivalentemente, cualquier coeficiente b
para la ecuacion en diferencias.

c(k)
detB, (k) = a(k)c(k) # 0 para cada k € I'y, ademds, para cada u,v € C(I),

0 —a(k
Por otra parte, si para cada £ € I definimos la matriz B, .(k) = [ ( >], entonces

u(0)
—B..(0) 0 u
Ba,e(u,v) = [0(0), v(1), v(n), v(n + 1)] o( | B (n)] u%
61) u(n + 1)

= oo+ D)8l [, 0 [ = 0080 [

Como en [23], la anterior identidad serd clave en el andlisis de los problemas de contorno, més
concretamente de las condiciones de contorno. En este sentido, todo el estudio algebraico que efec-
tuaremos sobre las condiciones de contorno para ecuaciones en diferencias de segundo orden, es
totalmente valido para ecuaciones diferenciales de segundo orden.



2. Condiciones de contorno linealmente independientes y problemas de contorno 99

2. Condiciones de contorno linealmente independientes y problemas de contorno

En esta seccidn presentaremos y estudiaremos las condiciones de contorno lineales que configuran
los diferentes problemas de contorno relativos a las ecuaciones en diferencias lineales e irreducibles
de segundo orden.

DEFINICION 2.1. Dados ¢y, ¢2, c3, ¢4 € R no simultdneamente nulos, la aplicacion¢: C(I) — R
determinada por la expresion
c(u) = c1u(0) + cou(l) + csu(n) + cqu(n + 1),  para cada u € C(I),

se denomina forma lineal de contorno o condicién de contorno lineal, de coeficientes cy, co, c3 y c4.

Es claro que, en las anteriores condiciones, ¢ es un funcional lineal no nulo. Ademéds, los coeficien-
tes de ¢ estdn perfectamente caracterizados ya que ¢(g¢) = ¢1, ¢(e1) = ¢2, ¢(€,) = 3 Y ¢(Enp1) = C4.

Si ¢, ¢5 son las condiciones de contorno de coeficientes c;1, 12, €13, C14 Y Ca1, C22, C23, Ca4, TESPEC-
tivamente, entonces para cada u € C(I) se satisface que

U((l))
@ B Rl I

u(n+1)

y (¢, ¢2) se denomina el par de condiciones de contorno determinadas por la matriz

C — {011 Ci12 (13 0141 €M2X4(R).

C21 C22 C23 Coq

LEMA 2.2. Consideremos ¢, y ¢o las formas lineales de contorno determinadas por la matriz C €

Moy4(R) y definamos b : C(I) — R? como b(u) = (¢1(u), cz(u))T. Entonces, son equivalentes:
(1) ¢y y ¢o son linealmente independientes.

(i1) b es sobreyectiva.

(iii) rgC = 2.
Ademds, si se satisface cualquiera de las condiciones anteriores, para cada w = (w;,w;)" € R?
existe u € C(I) tal que ¢;(u) = wy y co(u) = wy. Concretamente, siv = (vi,vq,v3,v4) € R* es tal
que Cv = w, podemos tomar u = v1€g + Vo€1 + V3Ep + V4Epi1-

Demostracién. Si consideramos (-, -) el producto interno estdndar en R? y v = (v1,v5)" € (Imb)*,
entonces (v, h(u)) = 0 para cada u € C(I); es decir, vi¢i(u) 4 voco(u) = 0 para cada u € C(I).
Por tanto, v = (v, UQ)T € (Im f))L sii v1¢; + voco = 0, lo que implica que ¢; y ¢, son linealmente
independientes sii (Im h)* = {0}, es decir, sii Im h = R2. Asf pues, hemos demostrado que (i) y (ii)
son equivalentes.

Ademis, u € C(I) es tal que h(u) = w = (wy,w2)" € R?sii v = (u(0), u(1), u(n),u(n + 1))T
satisface que Cv = w y, en este caso, también 4 = u(0)eg +u(1)e; +u(n)e, +u(n+ 1)e,41 satisface
que h(a) = w. Esto demuestra que (ii) y (iii) son equivalentes y la dltima afirmacion del lema. U

Observar que, en las condiciones del lema anterior, es claro que C(I) /ker h ~ R? y, también, que
ker h = ker ¢; Nker ¢o. De hecho, consideremos u, v € C(I) tales que h(u) = (1,0)T y h(v) = (0,1)".
Si a,b € Ry tomamos z = au + bv, entonces h(x) = (a,b)" y, por tanto, x € kerh siia = b = 0,
lo que, en particular, implica que u y v son linealmente independientes. Por otra parte, si x € C(I) y
h(x) = (a,b)", entonces x — au — bv € ker b, lo que implica que existe z € b tal que z = au+bv+ 2.
En definitiva, C(I) = sg{u, v} @ ker b.
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Presentamos a continuacién el problema a cuyo andlisis estard dedicado todo el capitulo. En el
resto de la seccidn, consideraremos fijadas las funciones a,c € C*(I) tales que a(n + 1) = ¢(n)
y ¢(n + 1) = a(n), b € C(I) y, también, la conductancia v € I'(I), el potencial ¢ € C(I) y el
operador de Schrodinger £7 determinados por ellas. Asimismo, también consideraremos fijado el
par (cq, ¢2) determinado por C € Moy, 4(R) y asumiremos que ambas condiciones son linealmente
independientes; es decir, que rg C = 2.

DEFINICION 2.3. EI problema de contorno en I determinado por el operador de Schrodinger £
y el par de condiciones de contorno linealmente independientes (¢;, ¢2), que representaremos por la
tripleta (L], ¢1,¢2), para cada dato f € C(I), trata de determinar si existe u € C(I), denominada
solucion, tal que

Li(uw)=Ff, en T, «afu)=[f(0)y c(u) = f(n+1).
El problema de contorno se denomina semihomogéneo cuando f € C (i) es decir, cuando se satisface
que f(0) = f(n+ 1) = 0, y homogéneo cuando f = 0.

El siguiente resultado, cuya demostracion se reduce a una simple comprobacién, muestra que
podemos restringir nuestro estudio al de problemas de contorno semihomogéneos. Para ello, es clave
que las condiciones de contorno sean linealmente independientes o, equivalentemente, que si el par
estd determinado por la matriz C € Mo, 4(R), entonces rg C = 2. Esto implica que dados f(0) y

f(n + 1), siempre podemos encontrar v = (vy, v2,v3,v4) " € R* tal que Cv = (f(0), f(n + 1))T.

LEMA 2.4. Consideremos el problema de contorno (L, c1,¢2) y f € C(I). Si vy, vp,v3,04 € R
son tales que
c1101 + C1av2 + C13v3 + cigvg = f(0) Y co1v1 + oz + Cozvz + coqvy = f(n 4 1)

y definimos g € C(I) como
g=/f—f(0)ey + [(vl — v2)c(0) — vy (a(l) + q(l))}sl + vac(1)eg
+ vsa(n — Ve + [(04 = vs)a(n) — vy (c(n — 1)+ q(m) |2 = F(n+ Denir
entonces u € C(I) es solucion del problema de contorno con dato f sii la funcion
V=1U— V1) — V2€1 — VU3Ep — V4Ept1
es solucion del problema de contorno semihomogéneo con dato g.

El que el andlisis de cada problema de contorno se reduzca a otro semihomogéneo motiva el
siguiente concepto.

DEFINICION 2.5. Si (¢1,¢3) y (€1, ¢2) son dos pares de condiciones de contorno linealmente in-
dependientes entre si, diremos que son equivalentes si ker ¢; N kercy = kerc¢; N ker ¢y En estas
circunstancias, los problemas de contorno (L], ¢y, ¢3) y (L], €1, ¢2) se denominan también problemas
de contorno equivalentes.

La nocién anterior puede extenderse de manera obvia al caso de problemas de contorno en el que
los operadores de Schrodinger son semejantes: Los problemas de contorno (L1, ¢1,¢9) y (£)2,¢1, ¢2)
se denominan equivalentes si los pares de condiciones de contorno son equivalentes y, asimismo, los
operadores de Schrodinger son semejantes en el sentido de que las correspondientes ecuaciones en
diferencias lo son; es decir, existe 0 € C*(I) tal que L£)? = o/L]!. En particular, cada problema de
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contorno es equivalente a otro en el que el operador es autoadjunto. No obstante, en este capitulo
estaremos mds interesados en describir y analizar las propiedades de las condiciones de contorno, por
lo que, a menos que especifiquemos otra cosa, utilizaremos la nocién de equivalencia en el sentido de
la Definicién 2.5.

De la definicién se deduce de manera inmediata que los pares (cq, ¢3) y (c2, ¢1) son equivalentes. Si

. . Ci1 G2 C13 Ci4 . .
el par (¢q, ¢2) estd determinado por C = , entonces el par (¢s, ¢;) estd determinado
Co1 Co2 C23 C24

-~ Co1 C22 C23 C24 0 1| |cr 2 13 cua .
por C = = . Como veremos esta propiedad es
cii Ci2 C13 Cug L Of |ea1 ca2 o3 c:
caracteristica de los pares de condiciones equivalentes.
LEMA 2.6. Si (¢1,¢2) y (€1, o) son los pares de condiciones de contorno linealmente indepen-
dientes determinadas por las matrices C,C € Moy 4(R), entonces ambos pares son equivalentes sii

existe una matriz no singular M € My (R) tal que C = MC.

Demostracién. Consideremos b, h: C(I) —s R? las funciones definidas como b(u) = (e1(u), C2(U>)T
y h(u) = (¢1(u), Eg(u))T. Con estas notaciones, los pares son equivalentes sii ker h = ker b y, ade-
mds, si M € Mjy(R), entonces C = MC sii b(u) = Mp(u), para cada u € C(I). Por tanto, si se
satisface la identidad anterior y M es invertible, entonces ker ) = ker b.

Reciprocamente, consideremos wu, v, w, y € C(I) tales que [h(w), h(v)] = [h(w), h(y)] = {(1) ﬂ

Sabemos que v y v son linealmente independientes y que lo mismo ocurre con w € y.
Sib(u) = (a,b)" y h(v) = (¢, d)", entonces existen z;, 2, € ker b tales que u = aw + by + 2, y
v = cw + dy + 2.

. a c . .
Consideremos M = {b d} y supongamos que los pares de condiciones de contorno son equi-

. D A
valentes. Entonces, M es no singular, pues si existieran A\, u € R tales que M LL] = 0, entonces

T = Au+ v € ker b = ker b y, por tanto, h(z) = (A, u)T = (0,0); es decir, A = p = 0.
Siz e C(I)yh(z) = (a,B)T, entonces existe 2 € ker h = ker b tal que

T =au+ fv+ 2= alaw+ by) + flcw + dy) + az + Bz + Z,
lo que implica que h(z) = M {g} = Mb(z), puesto que «vz, + Bz + 2 € kerb. O

DEFINICION 2.7. Si (¢, ¢3) es el par de condiciones de contorno linealmente independientes
determinadas por la matriz C € May,(R), diremos que el par de condiciones de contorno (¢, ¢5)
linealmente independientes determinadas por la matriz C¢ es complementario del par (cy, c) sii la

C .
ce| € M, (R) es no singular.

PROPOSICION 2.8. Sean a,c € C*(I) y consideremos B, . su bilineal de contorno asociada. En-
tonces, para cada par de condiciones de contorno (c§,c5) complementario del par (¢1, cs), existen
dos pares de condiciones de contorno (¢}, ¢3) y ()%, (¢3)°) linealmente independientes y comple-
mentarias una de otra y tales que

Boc(u,v) = cq(u)(c])(v) + ca(u)(c3)(v) + ¢ (uw)ci(v) + 5(u)es3(v), para cada u,v € C(I).

matriz {
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Ademds, si (¢1,¢2) es equivalente a (cy, ¢3) y consideramos ((€1)¢, (¢2)°) cualquier par complemen-
tario, entonces si (¢},¢3) y (€)%, (¢3)) son los pares de condiciones de contorno que satisfacen la
identidad anterior, resulta que (¢}, ¢}) es equivalente a (¢, ¢3).

Demostracion. Es idéntica a la demostracion del Teorema 2.1 en [23, Capitulo 11]. [

DEFINICION 2.9. Denominaremos par adjunto del par (¢, ¢2), respecto de a,c € C*(I), a cual-
quier par de condiciones de contorno (¢}, ¢}) que satisfagan las identidades de la Proposicion 2.8.
Cada una de las condiciones de contorno del par (¢}, ¢}), se denominan condiciones adjuntas, res-
pecto de a,c € C*(I). Si a = ¢, diremos que el par (cy, ¢3) es autoadjunto, respecto de a € C*(I), si
es equivalente a cualquier par de condiciones adjuntas.

Denominaremos problema de contorno adjunto de (L], ¢1, c2) al problema de contorno homo-
géneo determinado por la tripleta ((L])*, ¢}, ¢3). El problema de contorno (L], ¢1, ¢3) se denomina
autoadjunto si tanto el operador L] como el par (¢1, ¢2) son autoadjuntos.

NoTA 2.10. El problema adjunto de (Eg, ¢1,¢2) es siempre un problema homogéneo. Por otra
parte, si el. prol?lema (ﬁg‘, ¢1, ¢2) es autoadjunto, entonces Ll = ([,g)*, lo que, en particular, implica
que 7 es simétrica o, equivalentemente, que a = c.

El siguiente resultado establece una caracterizacion analitica del problema adjunto de uno dado,
a partir de la Identidad de Green.

COROLARIO 2.11. El problema de contorno ((L])*, ¢}, ¢3) es adjunto de (L], ¢y, c3) sii

/On Li(u)v = /On(ﬁg)*(v)u, para cada u,v € C(I) tales que ¢, (u) = c2(u) = ¢f(v) = ¢5(v) = 0.

En particular, el problema de contorno (ﬁg, ¢1, C2) es autoadjunto sii

/o Li(u)v = /0 Li(v)u, para cada u,v € C(I) tales que ¢, (u) = ¢1(v) = co(u) = co(v) = 0.

Concluiremos esta seccion con una nueva aplicacion de la identidad y de la expresion de la forma
bilineal de contorno dada en la Proposicién 2.8, para analizar las condiciones de resolubilidad del
problema de contorno (L7, ¢, ¢z). Consideremos, pues, f € C(I) y planteemos el problema

Liw)=f, en L a(u)=/f(0)y eu)=F(n+1).

Si suponemos que u € C(I) es una solucién del problema anterior, entonces la Proposicién 2.8
establece que necesariamente ha de satisfacerse que

/0 " o= FO)(E) W) + Fn+ 1)(E) (),

para cada v € C(I) solucién del problema adjunto. En particular, si f € C(I), es decir, si el problema
es semihomogéneo, entonces si u € C(I) es una solucién del problema anterior, necesariamente

/ fv =0 para cada v € C(I) tal que (£])*(v) = 0 en i, ¢;(v) = c5(v) = 0.
0

Dado que todo problema de contorno es equivalente a uno semihomogéneo, podemos investigar
dnicamente si la anterior condicion necesaria es también suficiente. Para ello, estudiaremos con un
poco mds de detalle las condiciones de resolubilidad de los problemas de contorno. Concretamente,
si f € C(I), entonces el Corolario 4.1 del Capitulo 1 establece que todas las soluciones de la ecuacién
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de Schrodinger con dato f se expresan como u = a2 + S22 + yy, donde {21, 2o} es una base de la
ecuacion de Schrodinger homogénea, y; es una solucion particular de la ecuacion de de Schrodinger
condato fya,S €R.

Teniendo en cuenta que toda solucién del problema de contorno es solucién de la ecuacién de
Schrodinger, obtenemos la siguiente caracterizacion de resolubilidad. En lo sucesivo mantendremos
fijadas {21, 22} y {27, 25}, respectivamente bases de soluciones de las ecuaciones de Schrodinger

homogéneas L] (u) =0y (L))*(u) = 0en I

LEMA 2.12. Si f € C(I) e ys es una solucion particular de la ecuacion de Schrédinger con dato
f, entonces uw = azy + Bzo + yy con o, 8 € R, es solucion del problema de contorno

Low)=[f en T, «fu)=f(0)y ca(u) = f(n+1),
sii 'y 3 son soluciones del sistema lineal

{ c1(z1) () } [a} _ { f(0) —alyy) } .

c2(21) ca(22) b f(n+1) = e2(yy)

Denotaremos por S, , Y por Sc*; ¢ A los subespacios de soluciones de los problemas de contorno
homogéneo y adjunto, respectivamente.

PROPOSICION 2.13. Se satisface que dim S, ., = 2 — rang [ (1) cl(zQ; 1 dim & . =

CQ(Zl) CQ(ZQ
B ci(z1) ci(z3) P, 3 o
2 —rang [ gz (=) y, ademds, dim S, ., = dlmgq‘,c;
Demostracion. Es idéntica a la demostracion del Teorema 3.4 en [23, Capitulo 11]. O

TEOREMA 2.14 (Alternativa de Fredholm). Si f € C(I), la condicion necesaria y suficiente para
que el problema de contorno semihomogéneo

Li(u)=f en i, ¢1(u) = ca(u) =0,

tenga solucion, es que
/ fv=0 paracadav € C(I) tal que (L])*(v) =0 en i, ¢;(v) = ¢i(v) = 0.
0

Ademds cuando esta condicion se satisface, si u, es una solucion, el conjunto de soluciones estd
determinado por la identidad u = u, + S, ,.

3. Clasificacion de los problemas de contorno

En esta seccion clasificaremos los problemas de contorno atendiendo a diferentes criterios. Los
primeros de ellos se refieren fundamentalmente a qué vértices de d(I) aparecen involucrados en la
expresion de las condiciones de contorno. Resulta entonces que este tipo de clasificacion no depende
de los coeficientes del operador en diferencias considerado y, por tanto, se trata mds bien de una
clasificacion de las propias condiciones de contorno.

Consideraremos fijado (cq, ¢2) el par de condiciones de contorno linealmente independientes de-

. . €11 G2 G113 Ci4 ) . )
terminado por la matriz C = yparacadal < ¢ < j < 4 definimos la
C21 Co2 C23 Co4
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C1; Ci4
matriz C;; = vy y el nimero d;; = det C;;. Observar que como rgC = 2, resulta que
Coi  C2j
> |dij| > 0. Observar que C = [C;3 C34] y que Ces equivalente a C sii existe N € M,(R)
1<i<j<4

no singular y tal que C = [INCi2 NCay].

Aunque como acabamos de comentar, la clasificacién no depende mas que de las condiciones,
como en cada caso nos preocuparemos de obtener las correspondientes condiciones de contorno
adjuntas, que si dependen de los coeficientes del operador considerado, cuando sea necesario con-
sideraremos también funciones a,c € C*(I). Comenzaremos precisamente con la caracterizacion
algebraica del problema adjunto a partir del andlisis de la bilineal de contorno.

PROPOSICION 3.1. Si (¢1, ¢2) es el par de condiciones de contorno determinadas por C'y (¢y, ¢s)

es el par de condiciones de contorno determinadas por C, entonces el segundo es adjunto del primero,
respecto de a,c € C*(1), sii

ClgB;i(O)ElTQ = C34B;}:(n)63T4
En particular, si a = c, el par (c1, ¢3) es autoadjunto, respecto de a, sii a(n)diz = a(0)dsy.

Demostracion. La prueba de la primera afirmacion es idéntica a la demostracion del Teorema 1.1 en
[23, Capitulo 11].
Para demostrar la segunda parte, observemos que cuando a = ¢, entonces B_ (k) = a(k)™'H,
donde H = {_01 (1)} y para cualquier matriz A € My (R) se tiene que AHAT = (det A)H. O
Tal y como han sido definidas, las condiciones de contorno involucran los valores de las funciones

en los vértices 0, 1,n y n + 1. La primera clasificacién atenderd precisamente al tipo de vértices que
son tenidos en cuenta.

DEFINICION 3.2. Diremos que el par (¢, ¢3) es:

(1) Exterior, si cada condicion de contorno de todo par equivalente involucra al menos un vértice
de ().
(i1) Interior si existe un par equivalente de condiciones de contorno que involucra sélo los vértices
1lyn.
(ii1) Exterior—interior si no es de ninguno de los tipos anteriores; es decir, para cada par equi-
valente, una condicion no involucra ningiin vértice de §(I) y la otra involucra al menos un
punto de 6(I).

Es claro que dos pares equivalentes de condiciones de contorno son siempre del mismo tipo,
exterior, interior o exterior—interior. Por otra parte, debemos mencionar que esta clasificacion de las
condiciones de contorno sélo tiene sentido en el caso discreto y no es aplicable al caso continuo.
La razén es que mientras en el caso discreto podriamos distinguir dos tipos de frontera, la exterior
formada por los vértices {0,n + 1} y la interior formada por los vértices {1, n}, en el caso continuo
ambas estdn identificadas. Notese que la denominacién de condiciones exteriores o interiores hace
referencia a si son o no tenidos en cuenta los puntos de la frontera exterior. En el siguiente resultado
se describe la clasificacion de las condiciones de contorno atendiendo al criterio anterior, tal y como
fue realizado en [10, Proposicién 3.6]. Como es previsible, la informacién relevante sobre este criterio
se encuentra en la matriz Cy4, cuyos coeficientes son precisamente los asociados a los vértices de J(I).
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PROPOSICION 3.3. Se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) El par (c1, c9) es exterior sii diy # 0. En este caso, el par es equivalente al par
¢1(u) = dyau(0) + dagu(l) + dsqu(n),
a(u) = dipu(l) + digu(n) + dgu(n + 1),
lo que ademds implica que un par adjunto estd determinado por
¢i(u) = a(0)dy4u(0) + ¢(0)dogu(l) + a(n)disu(n),
¢5(u) = ¢(0)dzqu(1l) + a(n)dizu(n) + c¢(n)digu(n + 1).
(ii) El par (¢, co) es interior sii C14 = 0, lo que implica que es equivalente al par dado por

c(u) =u(l) y c2(u) =u(n).

En particular, (¢1, ¢3) es siempre su propio adjunto y, por tanto, autoadjunto si a = c.
(iii) El par (¢, co) es exterior—interior, sii C14 # 0 pero diy = 0. Ademds, si j = 1,2 es tal que
lci1| + |¢ja| > O, entonces el par (¢, c2) es equivalente al par (¢;, ¢;), donde

R ( ) B d24u(1) + d34u(n), si le = 0,
! B dlgu(l) + d13u<n), Si Cj1 7& O,

en cuyo caso, un par adjunto estd dado por ¢;(u) = a(0)c(0)%cjyu(1) — a(n)?c(n)cjiu(n) y

() = { a(0)d34u(0) — a(n)dyzu(n) — c(n)dpu(n +1), si cjy =0,
2 a(0)di3u(0) + ¢(0)dagu(l) — c(n)dipu(n + 1), si cj # 0.

Demostracién. El par es de tipo interior sii existe una matrix N € M5 (R) no singular y tal que
NCy4 = 0 o, equivalentemente, C;4 = 0. En este caso dsg # 0 pues rg C = 2, de manera que si
consideramos M = C;', entonces el par determinado por MC satisface las propiedades requeridas.

Si dy4 # 0, entonces detMCyy # 0 para cada M € My (R) no singular, lo que implica que cada
condicién de contorno de cada par equivalente involucra al menos un vértice de §(I). De hecho, como
detMCy4 # 0, si una de ellas involucra el vértice 0 la otra necesariamente involucra al menos al
vértice n + 1y viceversa. En particular, la eleccion M = d;4C;;} determina el par de condiciones
equivalentes descritas en (i).

Finalmente, si d14 = 0 pero Cy4 # 0, existe j = 1,2 tal que |c¢j1| + |cju| > 0. Sij = 1, como

—a 1
condiciones determinadas por MC son precisamente las descritas en (iii). El razonamiento si j = 2,
es analogo.
La comprobacién de que en cada caso las condiciones son las adjuntas de las dadas, se reduce a
la verificacion de la identidad algebraica de la Proposicion 3.1. U

. . . 1 0
diy = 0, existe a € R tal que co; = acyy y ¢y = acyy y si consideramos M = }, las

La siguiente clasificacion de condiciones de contorno hace referencia a si una o las dos condicio-
nes tienen en cuenta sélo los vértices en un lado de 6(1); esto es, o bien {0, 1} o bien {n,n + 1}.

DEFINICION 3.4. Diremos que el par de condiciones de contorno (¢1, ¢3) es unilateral, o que las
condiciones ¢ y ¢, son unilaterales si o bien C3; = 0, en cuyo caso se denomina inicial; o bien
Ci2 =0, en cuyo caso se denomina final.
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LEMA 3.5. Supongamos que (¢1,¢2) es un par de condiciones unilaterales. Entonces, (c1,¢2) es
exterior—interior y todo par equivalente es también unilateral. Ademds, se satisfacen las siguientes
propiedades:

(i) Si el par es inicial, entonces di5 # 0y es equivalente al par (¢1,¢2), donde ¢1(u) = u(0) y
¢o(u) = u(1l). Ademds, cualquier par de condiciones finales es adjunto de (cy, c2).
(i) Si el par es final, entonces dzq # 0y es equivalente al par (¢1,¢2), donde ¢,(u) = u(n)y

¢o(u) = u(n + 1). Ademds, cualquier par de condiciones iniciales es adjunto de (cy, ¢3).

DEFINICION 3.6. Supongamos que el par de condiciones de contorno (c¢y, co) satisface C1o # 0
y Cs4 # 0. Diremos que el par es separable en el vértice 0 si d3y = 0, respectivamente separable en
el vértice n + 1 si dio = 0. Diremos que el par es separable si lo es en 0y en n + 1; es decir, si
diz = dzs = 0.

Observar que la hipétesis Ci2,C34 # 0 determina que el par (¢, ¢2) no es unilateral. Recipro-
camente, si Cio # 0y dj2 = 0, necesariamente C34 # 0y, andlogamente, si C34 # 0y d3y = 0,
necesariamente Cy5 # 0, pues rg C = 2. Por otra parte, si el par (¢, c2) es separable, bien en 0, bien
en n + 1, entonces cualquier par equivalente tiene la misma propiedad.

PROPOSICION 3.7. Se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Si (¢1,¢c2) es separable en 0, entonces es equivalente al determinado por una matriz de la
ayp aip 0 0

forma , donde (|an1| + |aia|) (|azs| + |aza]) > 0y az; - aze = 0.

(ii) Si (c1, c2) es separable en n

forma

21

a

0

22

Q12

0

a23

ais

ag3

Q24

Q14

Q24

+ 1, entonces es equivalente al determinado por una matriz de la

. donde (|ay1| + |axa|) (lazs] + |asa]) > 0y ars - a1q = 0.

(iii) Si (¢, C_2> es separable, entonces es equivalente al determinado por una matriz de la forma
0

@11 a2
0 0 ag an

autoadjunto respecto de cualquier a € C*(I).

, donde (|ay1| + |ai2])(Jags + |aza|) > 0. En particular, el par (¢1, ¢2) es

Demostracion. Los razonamientos para las partes (1) y (ii) son idénticos, asi que solo demostraremos
el caso ().

Si co3 = 94 = 0, entonces |c13| + |c14] > 0y, ademds, la independencia lineal de las condiciones
de contorno, obliga a que |co1| + |caa| > 0. Entonces, (¢, ¢2) es equivalente a (co,¢1) , que estd
0 0

. . | €21 C22
determinado por la matriz

€11 Ci2 C13 Cia
Si |eas| + |24 > 0, como d34 = 0, existe a € R tal que (¢33, ¢14) = (ca3, C24) Y si consideramos

1 —« P 0
, entonces MC = { 1 12

M= 0 1 Co1 C2g Co3 ¢11| + |é12] > 0, pues rgMC = 2.

En definitiva, el par (¢, ¢2) es equivalente al determinado por una matriz de la forma

0 } y, ademas,
Coq

¢ ¢ 0 N . A A
, donde (|¢11] + |12]) (|C2s| + |2a]) > 0.

Co1 C22 C23 Co4
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. . ) 1 0 } . .
Ademds, si cuando ¢;; # 0 consideramos N = {_ EE mientras que cuando ¢, # 0 consideramos
¢11
1 a11 Q2 0 0 é11 é12 0 0 . .
N = &z q|> entonces =N| | tiene las propiedades
¢12 21 (22 (23 (24 Co1 C22 C23 C24

requeridas.
(iii) Como el par (¢q, ¢y) es separable en 0, aplicando la parte (i), resulta que es equivalente al

. . apn a2 00
determinado por una matriz de la forma ,donde (|ai1|+|ai2]) (Jas|+|azal) > 0
G21 (22 (23 A4
y @91 - age = 0. Como ademds es separable en n + 1, necesariamente aj1a29 = a12a21, lo que implica

. . . . 1 0
que existe a € R tal que (a1, ag) = a(ay1, aie). Si ahora consideramos la matriz M = L 1},

a1;p a9 0 O i . .
entonces M tiene las propiedades requeridas. U
Qg1 Q22 Q23 (24

DEFINICION 3.8. A las condiciones separadas que estdn determinadas por la matriz

C11 C12 0 0
’

0 0 Co3 Co4

donde (|c11| + |c12])(|cas| + |c24]) > O se las denomina condiciones de Sturm—Liouville.

Las condiciones de Sturm-Liouville pueden ser de cualquiera de los tres tipos, exterior, inte-
rior o exterior—interior, dependiendo de cudles de sus coeficientes sean no nulos. Como veremos a
continuacon, este tipo de condiciones forman una clase cerrada dentro del conjunto de condiciones
de contorno, en el sentido de que sus condiciones adjuntas, respecto de cualquier par de funciones
a,c € C*(I) son del mismo tipo, no s6lo Sturm-Liouville, sino que también respetan el cardcter
exterior o interior.

PROPOSICION 3.9. Si (¢1,¢2) es el par de condiciones de Sturm—Liouville determinado por la
matriz
C11 Ci12 0 0

)

0 0 Co3 Co4

donde (|c11| + |c12])(|cas + |c24]) > 0, entonces un par adjunto (i, ¢3) es el par de condiciones de
Sturm—Liouville determinado por la matriz

a(())cn C(O)Clg 0 0

0 0 a(n)ecys  c(n)egy

Cr =

En particular, el par (c1, ¢o) es autoadjunto respecto de cualquier a € C*(I). Reciprocamente, si el
par (¢q, ¢o) es autoadjunto respecto de cualquier funcion a € C*(I), entonces es de Sturm—Liouville
y esta propiedad es equivalente a que dy5 = dz4 = 0.

Demostracion. La primera parte se reduce a una comprobacion de la identidad de la Proposicion 3.1.

B ) ) Ci1 Ci2 C13 Ci4
Supongamos ahora que el par (¢q, ¢2) estd determinado por la matriz C = tal
Co1 C22 Co3 C24

querg C = 2.
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Si el par es autoadjunto respecto de cualquier funcién a € C*(I), aplicando la dltima parte de la
Proposicién 3.1 resulta que a(n)di2 = a(0)ds4 para cada a € C*(I). En particular, tomando a € C*(I)
tal que a(0) = a(n), la identidad anterior implica que necesariamente dy» = ds4. Tomando a € C*(I)
tal que a(0) = —a(n), la misma identidad implica que di» = —d34, por lo que necesariamente d;o =
dss = 0. Por tanto, el par es autoadjunto respecto de cualquier funcién a € C*(I) sii dyp = d3y = 0,
condicién que satisfacen las condiciones de Sturm—Liouville.

Supongamos finalmente que d;» = dz4 = 0. Como rg C = 2, necesariamente Cy5, C34 # 0y, por
tanto, existen vy, as, 31, B2 € R tales que (|ay| + |aa])(|B1] + |B2]) > 0y, ademds,

041(011, 012) + 042(021, 022) = 51(0137 014) + 52(0237 024) =0.

Si (|er1| + |e12])(|eas| + |c24]) = 0, necesariamente (|co1| + |c22|)(|c13] + |c14]) > 0 pues en otro
caso o bien C;5 = 0, o bien C3; = 0, o bien una fila de la matriz C es nula, lo que contradice la
hipétesis rgC = 2. Ademds, si ¢;; = ¢15 = 0, necesariamente J5 # 0, ya que en otro caso la primera

. . 1|81 B2 . .
fila de C es nula, y podemos considerar la matriz M = ﬁ_ 5 , mientras que si co3 = coq = 0,
2 2
necesariamente «; # 0, ya que en otro caso la segunda fila de la matriz C es nula, y podemos
0 (&5}
considerar la matriz M = — . En ambos casos, tenemos que
ay (o Qo
Co1 Co2 O O
detM = -1, MCyy, = y MCy =
0 O C13 Ci4

Si ([e11| + |e12]) (Jeas] + |caa|) > 0, necesariamente Sy # 0y, ademds, a3y # o f31. Es claro
que esta ultima condicion se satisface si «; = 0, mientras que si a; # 0y a182 = asf, entonces
Bi(ci1; c12) + Balcar, c22) = 0y, por tanto, fy(ci1, Ci2, €13, C1a) + Pa(car, a2, €3, ¢24) = 0, lo que

. . . . 1 Praz  [aas
contradice la hipétesis rgC = 2. Si ahora definimos M = ————— , entonces
brag — Pacr | fron fro
C11 Cr12 0 O

detM = Bian, MCyp = y MGy =
0 0 C23 Co4

O

La Proposicién 3.7 muestra que cuando un par es separable es equivalente a un par en el que al
menos una de las condiciones de contorno tiene una expresion simple que involucra s6lo dos vértices
y que es natural denominar separada. Con esta terminologia, un par de Sturm—Liouville estara cons-
tituido por dos condiciones de contorno separadas. Determinaremos ahora el par adjunto cuando una,
pero sélo una, de las condiciones es separada; es decir, el par es separado en un vértice pero no es de
Sturm-Liouville.

La demostracion del siguiente resultado se reduce de nuevo a una comprobacion de la identidad
de la Proposicién 3.1.

PROPOSICION 3.10. Se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Si el par (¢q,¢y) es separado en 0; es decir, si estd determinado por una matriz de la forma

ci ¢z 0
, donde (|cu| + |012|)(|023| + |024|) > 0y diy # 0, entonces un par
C21 Co2 C23 C24
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adjunto estd determinado por la matriz
o a(0)(c33 + c3)crr c(0)(c3g + 3y)cra a(n)casdins  —c(n)coadys
0 0 c(n) ez a(n) ey

En particular, las condiciones adjuntas de (c1, ¢3) son separables en n + 1.
(i) Si el par (c1,¢3) es separado en n + 1; es decir, si estd determinado por una matriz de la
€11 Ci2 €13 Cig

forma . donde (|c11] + |ci2]) (|c2s| + [c2a]) > 0y dss # 0, entonces un
0 0 co3 cu

par adjunto estd determinado por la matriz
c(0)7teyr  a(0) e 0 0

—a(0)ciadss  c(0)erndss  a(n)(ciy + cfy)cas  c(n)(cly + ¢ty)ca

*

En particular, las condiciones adjuntas de (c1, ¢3) son separables en 0.

Observar que si el par es separado en 0 y, ademds, d;o = 0, entonces también es separado en n + 1
y, andlogamente, si es separado en n + 1y ds4 = 0, entonces es también separado en 0 y, por tanto,
en ambos casos el par serfa de Sturm-Liouville. Un andlisis algo mds casuistico permite simplificar
enormemente las expresiones para el par adjunto. Por ejemplo, si el par es separado en 0 y, ademas,
Co3C24 # 0, asumiendo claro estd que dio # 0, entonces una facil manipulacion algebraica reduce la
matriz C* a su equivalente

C* (1(0)011624 0(0)012024 a(n)dlg 0
0 0 c(n)leas a(n) tea|

mientras que si co3 = 0, entonces
CL(O)CQ4CH 0(0)024612 a(n)d12 0
0 0 0 1

C' =

y, finalmente, si co4 = 0, entonces
Cl(O)CQgCU 0(0)623012 0 —C(Tl)dlg
0 0 1 0

Cr =

A continuacién pondremos nombres especificos a las condiciones separadas, que por otra parte
son los que aparecen mds frecuentemente en la literatura.

DEFINICION 3.11. Consideremos ¢ la condicion lineal de contorno de coeficientes ¢y, ¢y, 3y Cy,
donde |c1| + |ca| + |c3| + |ca| > 0.

(1) Diremos que ¢ es separada en 0 si c3 = ¢4 = 0. Si, ademds, c;-co = 0, entonces ¢ se denomina
condicién de Dirichlet en 0, interior si co # 0y exterior si ¢y # 0. Si ¢1-co # 0, ¢ se denomina
condicién de Robin en 0. En particular, si co = —cy, ¢, se denomina condicién de Neumann
en 0.

(i) Diremos que ¢ es separada en n + 1 si ¢; = co = 0. Si, ademads, c3 - ¢4, = 0, entonces ¢
se denomina condicién de Dirichlet en n + 1, interior si c3 # 0y exterior si ¢4 # 0. Si
c3 - ¢4 # 0, ¢ se denomina condicion de Robin en n + 1. En particular, si c3 = —cy, ¢ se
denomina condicién de Neumann en n + 1.
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Observar que si ¢ es una condicion de Dirichlet en 0, entonces es equivalente a la condicién
¢(u) = u(0) si es exterior 0 a ¢(u) = wu(1) si es interior y una situacién andloga se presenta para las
condiciones de Dirichlet en n + 1. Por otra parte, si suponemos fijadas las funciones a, ¢ € C*(I), si
¢ es una condicion de Robin en 0, entonces es equivalente a la condicién de Robin ¢(u) = c;u(0) —
a(0)u(1) y, en particular, si es una condicién de Neumann en 0, es equivalente a la condicién de
Neumann ¢(u) = a(0)u(0) — a(0)u(1). Andlogamente, si ¢ es una condicién de Robin en n + 1,
entonces es equivalente a la condicion de Robin ¢(u) = cqu(n + 1) — ¢(n)u(n) y, en particular, si es
una condicién de Neumann en n + 1, es equivalente a la condicién de Neumann ¢(u) = ¢(n)u(n +
1) — c¢(n)u(n).

En lo sucesivo, cuando nos refiramos a condiciones de Dirichlet, ya sean interiores o exteriores,
estaremos asumiendo que las condiciones de Dirichlet son las que acabamos de sefialar. Andlogamen-
te, cuando nos refiramos a condiciones de Robin o Neumann en cualquiera de los dos vértices de 6(I),
también nos estaremos refiriendo a las condiones de Robin o Neumann que acabamos de describir.

En la Proposicion 3.7 hemos demostrado que todo par separable de condiciones de contorno, en
0 o en n + 1, es equivalente a uno en el que al menos una condicién es separada, en 0 o en n + 1,
respectivamente. Si la condicion es separada en 0, entonces o bien es equivalente a la condicién de
Dirichlet, o bien a la condicién de Robin. Andlogamente, si la condicién es separada en n+1, entonces
o bien es equivalente a la condicion de Dirichlet, o bien a la condicién de Robin.

Finalizaremos la clasificacion de condiciones de contorno introduciendo las que denominaremos
de tipo periodico, que como veremos en secciones posteriores, pueden interpretarse en términos de
ecuaciones en diferencias definidas sobre ciclos. Este tipo de condiciones incluyen también las que,
en el caso continuo, son tratadas en [23, Capitulo 8.3] y que nosotros tratamos aqui como un caso
particular de las denominadas condiciones de tipo periddico de segunda especie.

DEFINICION 3.12. Diremos que (c1,¢3) es un par de condiciones de tipo periddico si ni es uni-
lateral, ni separado ni en 0 ni en n + 1. Por tanto, el par es periodico si estd determinado por una
matriz de la forma

€11 Ci2 €13 Cig

C= ,

C21 C22 Co3 Coq

donde dy5 - d34 # 0. Las condiciones se denominan de tipo periédico de primera especie o de tipo
periddico de segunda especie si, ademds, daz = 0 0 dog # 0, respectivamente.

Observar que la condicion d;5 - d34 # 0 implica, en particular, que C;5 # 0y que C34 # 0, por
lo que las condiciones no pueden ser unilaterales. Ademds, como d3; # 0 no puede ser separado
en 0 y como di5 # 0 tampoco puede ser separado en n + 1. Por otra parte, como tanto los pares
de condiciones unilaterales como de separables tienen adjuntos que son unilaterales o separables,
respectivamente, resulta que los adjuntos de las condiciones de tipo periddico son también de tipo
periodico.

LEMA 3.13. Consideremos (c1, ¢c2) un par de condiciones de tipo periddico.

(i) Si el par es de tipo periodico de primera especie, entonces es equivalente al determinado por

. 11 a2 @13 Aaiq
una matriz de la forma 0 0 , donde a5 - a13 - as1 - asy # 0, y, por tanto, su
21 24
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adjunto es el par de tipo periodico de segunda especie determinado por la matriz

0 —C(O>CLQ4CL13 a(n)aglalg —C<7’L)d24
a(O)a13 0 0 —c(n)a12
En particular, el par es autoadjunto, respecto de a € C*(I), sii a(n)ajzaz; = —a(0)aizas,.
(i1) Si el par es de tipo periodico de segunda especie, entonces es equivalente al determinado por una
. a1 —a(O) 0 14 .
matriz de la forma , donde asy - a14 # 0y, por tanto, su adjunto es el par
a921 0 —C(TL) 924

de tipo periddico de primera especie determinado por la matriz

aii —C(O) 0 a921

14 0 —a(n) 24

En particular, el par es autoadjunto, respecto de a € C*(I), sii az; = a4.

4. Problemas de contorno regulares

Una vez clasificados los problemas de contorno sobre un camino finito, nuestro propdsito es abor-
dar su resolucion efectiva cuando ello sea posible. Como en [10], nos centraremos en este trabajo en
los problemas regulares; es decir, en aquellos problemas para los que existe una unica solucion. El
andlisis de otras situaciones, que incluyen el planteamiento del denominado problema de autovalores,
no serd abordado aqui. Nuestras técnicas estdn dirigidas hacia la determinacion de los denominados
niicleos resolventes. Como veremos, el tratamiento que desarrollaremos para determinar tales niicleos
representa una extension de resultados mds o menos conocidos, tanto en el dmbito discreto como
en el continuo, pero habitualmente referidos al tratamiento de las condiciones de Sturm-Liouville.
Mostraremos aqui que el proceso de determinacién de los nucleos resolventes y, por tanto, la reso-
lucién de los problemas de contorno, depende siempre de una adecuada eleccion de soluciones de
la correspondiente ecuacién de Schrodinger homogénea, por lo que los resultados de los capitulos
anteriores adquieren ahora mayor relevancia. Por tanto, el planteamiento que hacemos aqui es ligera-
mente diferente, y mds general del que se sigui6 en [10] para la determinacion del niicleo de Green de
los problemas de contorno asociados a ecuaciones con coeficientes constantes. Queremos remarcar
también que nuestras técnicas son también vélidas para el caso continuo y pueden utilizarse en ese
contexto sin grandes modificaciones.

Recordemos que I = {0,1,...,n,n + 1}, con lo que §(I) = {0,n + 1} y que consideramos
fijadas las funciones a,c € C*(I), b € C(I), la funcién de acompafiamiento p., la conductancia
v € I'(T), el potencial y el operador de Schrodinger determinados por ellas. Asimismo, asumiremos
fijado (¢, ¢2) el par de condiciones de contorno linealmente independientes determinado por la matriz

Ci1 Ci2 C13 Ciy . . . .
C = ,tal que rgC = 2, yparacadal < ¢ < j < 4 consideramos la matriz

C21 C22 C23 Co4
C1i Cyj ,
Cy; = y el nimero d;; = det C;;. Como rgC = 2, sabemos que Y. |d;;| > 0y,
Coi Coj 1<i<j<4

también, que existen matrices C € My, 4(R) tales que C' es inversa por la derecha de C; es decir,
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01

b € R2 el vector v = Cb satisface que Cv = b.
Fécilmente podemos determinar inversas por la derecha de C. Por ejemplo, si d;; # 0, basta

cCT = I, donde |, = [1 O} . Es claro que en estas circunstancias rga = 2y, ademds, para cada

considerar C, cuyas componentes son ¢1; = d;jlcgj, C1j = —d;jlclj, Co; = —d;jlcgi, Coj = d;jlcu y 0
en otro caso.
De acuerdo con la Definicién 2.3, consideraremos el problema de contorno (L7, ¢1, ¢2) que para

cada dato f € C(I), trata de determinar si existe u € C(I) tal que

Liw) =f, en L a(u)=/f(0) y eu)=Fln+1).

DEFINICION 4.1. Denominamos Wronskiano del par de condiciones de contorno (¢, ¢s) a la
funcion W: C(I) x C(I) — R definida como

W, o] = det Lgug 28] — (o) - o)), uo e cl).
Claramente, IV es bilineal antisimétrica y, por tanto, si ¢ = a;u + byv 'y ¥ = asu + bov, entonces
(63) W, 1] = Wu, v] det [Z; Zj .
PROPOSICION 4.2. Si g: I xI — R es la funcion de Green de la ecuacion de Schrodinger
homogénea L] (u) = 0 en I, entonces la funcion D: 1 — R definida como D(n + 1) = D(n) y

como a(o)a(s)

py(s+1)
es constante y su valor estd dado por

D(s) = Wig(-,s),9(-,s+1)], s=0,...,n,
d34a(0)
a(m)pr(n)
Demostracién. Si definimos u = g(-,0) y v = g(-, 1), entonces w[u, v](0) = a(0)"'c(0)~' y, ade-
mas, las partes (iii) y (iv) del Teorema 7.2 del Capitulo 1 establecen que
1
a(s)wlu, v](s)
Aplicando ahora la identidad (63), resulta que
Wig(-, s),9(-, s +1)] = c(0)?p, (s + 1) py(s)wu, v](s) W u, v]
= a(0)c(0)?py (s + D)a(s) " wlu, v](0)Wu, v]
=c(0)p, (s + Da(s) ' Wu,v], s=0,...,n,

d12 + CL(O) (dlgg(n, 0) + d14g(7’L + 1, O)) + C(O) (d23g(n, ].) + d24g(n + 1, 1)) +

g(-,8) = [u(s)v — v(s)u] = ¢(0)p,(s)[u(s)v —v(s)u], s=0,...,n+ 1.

y, por tanto, se satisface que
D(s) = a(0)c(0)WTu, v} = D(0),
ya que p,(1) = a(0)c(0)*. Por otra parte,

0 o)
1(“) 1(1)) Ci1 Ci2 Ci13 Ci4 ( ) 1 0
Wlu,v] = det |:E2(u) E2(v)} = det L21 Coy  Ca3 624] g(n,0) g(n,1) |

gn+1,0) g(n+1,1)
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por lo que la expresiéon de D(0) se obtiene aplicando la Identidad de Cauchy-Binet al céalculo del
determinante anterior. U

DEFINICION 4.3. Denominamos Determinante del problema de contorno (L7, ¢y, ¢2) al valor
D&be = a(n)py(n)diz + a(0)dss 4+ a(0)a(n)py(n)(disg(n,0) + disg(n +1,0))
+ ¢(0)a(n)py(n) (dasg(n, 1) + daag(n + 1,1)).

Comenzamos el andlisis de los problemas de contorno con la siguiente nocién fundamental, que
nos permitird abordar el célculo de los nicleos resolventes.

DEFINICION 4.4. El problema de contorno (L], ¢1, ¢2) se denomina regular si el correspondiente
problema homogéneo tiene como tinica solucion la trivial.

Claramente, un problema de contorno es regular sii cualquier problema equivalente lo es. Ademas,
la Proposicién 2.13 implica que un problema de contorno es regular sii su adjunto es también regular.

PROPOSICION 4.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El problema de contorno (L], ¢y, c2) es regular.
(ii) Para cualquier dato f € C(I) el correspondiente problema de contorno tiene una tinica
solucion.
(iii) D% £ 0.

€1,02
Demostracién. Si z; = ¢(-,0) y zo = ¢g(-, 1), entonces {21, 22} es una base de soluciones de las

ecuacion de Schrodinger homogénea £)(u) = 0 en i Si para cada f € C(I) consideramos y; una
solucién particular de la ecuacién de Schrodinger con dato f, el Lema 2.12 establece que la funcién
u = az + Sz + yscona, B € R, es solucién del problema de contorno

Low)y=f, en I, c(u)=f(0) y ca(u) = f(n+1),

sii v y 3 son soluciones del sistema lineal

20 s3] [1] =[]

El Lema 2.2 muestra que cuando f recorre C(I), entonces el término de la derecha del anterior
sistema recorre todo R?. Por tanto, el sistema tiene solucion para cualquier f € C(I) sii el correspon-
diente sistema homogéneo tiene como tnica solucion la trivial; es decir, sii la matriz de coeficientes es
no singular. Ademads cuando esto ocurre, la solucién es tinica. Como el sistema homogéneo asociado
al anterior determina las soluciones del problema de contorno homogéneo, resulta que el problema es
regular sii el sistema homogéneo asociado al anterior tiene como tUnica solucién la trivial. Por tanto,
(1) y (i1) son equivalentes y, ademads, equivalentes a que la matriz de coeficientes sea no singular y, por
tanto, a que su determinante sea diferente de 0. Por tanto, (i) y (ii1) son equivalentes. [

COROLARIO 4.6. Si el problema de contorno (L], ¢1, ¢3) es regulary u,v € C(I) son soluciones

de la ecuacion de Schrodinger homogénea en 1, entonces u 'y v son linealmente independientes sii
Wlu,v] # 0.

Demostracion. Basta aplicar la equivalencia entre problema regular y la no anulacién del determi-
nante del problema de contorno y tener en cuenta tanto la Identidad (63), como la Proposicién 4.2. [
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DEFINICION 4.7. Supongamos que el problema de contorno (Eg, ¢1, Co) es regular. Denominare-

mos niicleo Resolvente del problema de contorno a R%:¢: T x I — R caracterizado como

L(RSC9) =0 en T a(BEE(.9) = e0). ea(BLE(.0) =en+ 1), sl

€1,02 €1,02 €1,02
Denominaremos nitcleo de Green del problema de contorno a G%%¢: I x I — R caracterizado

€1,02
como G&0¢(-,5) = 0sis € 6(I) y como

07 a,b,c 2 a,b,c a,b,c 2
LHGE(9) = en 1 a(GHE(5) = o(GHE(5) =0, s €T
Denominaremos nicleo de Poisson del problema de contorno a Pg’fif : I x I — R caracterizado

[¢]
a,b,c _ .
como Pye(-,s) = 0sis €1y como

LI(PXe(-,5)) =0 en I L (PE0e(-,5)) = e5(0), (P, s)) = es(n+1), sed(I).

€1,02 €1,02 €1,C2

Observemos que si el problema de contorno es regular, entonces existe un tinico nucleo resolvente,
un tnico nucleo de Green y un tnico nucleo de Poisson, que se determinan fijando su segunda variable
y encontrando la unica solucién de un determinado problema de contorno. La importancia de estos
nucleos esta senalada en el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.8. Si el problema de contorno (L], ¢1,¢2) es regular y G&:be, Pobe y R:bC son
sus niicleos de Green, de Poisson y Resolvente, respectivamente, entonces

Ra,b,c — Ga,b,c + Pa,b,c

€1,02 €1,02 €1,62 "

Ademds, para cada f € C(I) la funcion

M@Z[@%%@ﬂw%:/GﬁWwﬁ@mka
I

0

es la tinica solucion del problema de contorno semihomogéneo

LIw)=1f en I, (v) =cav) =0,

la funcion

€1,02 €1,02 €1,02

2(k) = / PYYe(k, ) f(s)ds = P*%¢(k,0) f(0) + P*>¢(k,n4+1) f(n + 1), ke,
5(I)

es la vinica solucion del problema de contorno
L) =0 en I, ci(v) = f(0), ©a(v) = f(n+1)
Y, por tanto, la funcion u = v + z; es decir, la determinada por la expresion
u(k) = / Ree(k,s) f(s)ds, k€L,
I
es la vinica solucion del problema de contorno con dato f; es decir, del problema de contorno

Llw)=f en I, a(v) = f(0), ca(v) = f(n+1).
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Demostracion. Las propiedades para z son inmediatas. Por otra parte, como

ZG‘”’C (k,s) f(s) paracadak €1,

€1,02

resulta que

n

() = a1 (Gele(-,5)) f(s) =0 (v) =Y ea(Ge(r)) f(s) =0

s=1

3

y, también, que para cada k € i
Z L1(GEr5 () (R)f(s) = Y eulk) f(s) = f(R),
s=1

de manera que Eg(v) = fen i Las propiedades para la funcién v son inmediatas. 0

Si un problema de contorno es regular, cualquier problema equivalente también lo es. La relacion
entre los respectivos nucleos resolventes se establece en el siguiente resultado, cuya demostracion es
inmediata.

LEMA 4.9. Consideremos los problemas de contorno (L], ¢1,¢2) y (EZ, €1, C2) y supongamos que
son ambos regulares y equivalentes en sentido general es decir, existen o € C*(I) y una matriz
M € My(R) no singular tales que EY =oLyy C = MC donde C, C son las marices de rango 2 que
determinan los pares (¢, c2) y (¢1, c2) respectlvamente. Entonces, se satisface que

GaaabO'C(k, S) Gabc(k S) () 1’ 3:’17...,71, k:O77n+1

€1,C2 €1,C2

mientras que

Paa ,ob, O’C(k 0)

€1,02

PoaabUC(k n + 1)

€1,02

P (k,0)e(0) !
’ Ck=0,....n+1
P2¢(k.n+ 1)o(n+ 1)1

€1,02

Como cada problema de contorno es equivalente a uno semihomogéneo, es posible determinar el
nucleo de Poisson y, por tanto, el nicleo resolvente de cada problema de contorno regular por medio
del nicleo de Green. Concretamente, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.10. Supongamos que el problema de contorno (L], ¢, c2) es regular y conside-

b, b,
remos G&°5 y P0e sus miicleos de Green 'y de Poisson. Entonces, para cada C = (&) € Mya(R)



116 Cap. 5. Problemas de contorno en un camino finito

que sea inversa por la derecha de C resulta que
Pg’fé’;(k, 0) = é1160 + €161 + 3160 + Ca1En41
+ (€11 — C21)e(0) — ¢ (a(l) + Q(l))] G?{?&g(h 1)
+ 6216(1)Ga’b’c<k’, 2) + égla(n — 1)Ga’b’c(k, n — 1)

€1,02 €1,02

+ | (Ca1 — €31)a(n) — s (C(” —1)+ Q(”))} G?{f’éﬁ(k‘, n),
PUYe(k,n + 1) = é1980 + E261 + C326n + CazEna

+ (@12 = e)e(0) = Gz (al1) + q(1)) ] Gt 1)

—+ éQQC(l)Ga’b’C(l{?, 2) + égga(n - ].)Ga’b’c(k, n — ].)

€1,02 €1,02

+ :<(:=42 — ép)a(n) — éxac(n — 1) + q(n))} Gabe(k,m).

Demostracion. Basta aplicar los resultados del Lema 2.4. U

La estrecha relacion entre un problema de contorno y su adjunto se traslada también a los corres-
pondientes nucleos de Green.

PROPOSICION 4.11. Supongamos que el problema de contorno (L], ¢y, ¢3) es regular'y conside-

a,b,c vava . * * *
remos G¢; y Gt los nucleos de Green de (L7, c1,¢2) y de su problema adjunto ((E;’) €3, ¢5).

Entonces,
Gf,{b%(k:, s) = G%(s, k), paracadak,s=1,... n.

€1,62

1A 11 — 1 — (I,b7C J— C,b,(l
Demostracion. Fijemos k,s = 1,...,ny consideremos u = G2 (-, k) y v = Gq,c; (-, s). Entonces,
aplicando el Corolario 2.11, tenemos que

Gflbcz (k,s) =v(k) = /n ex(r)v(r)dr = /On L (u)(r)v(r)dr = /On u(r) (L) (v)(r)dr

0

_ /0 " u(P)es(r)dr = u(s) = GEB (s, k).
O

Los resultados principales de esta seccién son el calculo de los niicleos de Green, de Poisson
y resolvente para cada problema de contorno regular. Como veremos, todos ellos estdn totalmente
determinados por las soluciones de la ecuacién de Schrodinger homogénea y los coeficientes de las
condiciones de contorno. Pero antes, serd ttil definir las siguientes funciones asociadas con el proble-
ma de contorno.

DEFINICION 4.12. Consideremos vy, v, iy, pio € C(I) definidas como las iinicas soluciones de
la ecuacion de Schrodinger homogénea en 1 determinadas por las condiciones
v1(0) = —ci2, i(1) = e, va(n) = —cuu, v2(n+1) = cis,

p1(0) = —coo, (1) = co, po(n) = —cag, p2(n +1) = cos.

Denominaremos soluciones fundamentales de la ecuacion de Schrodinger homogénea en I, respecto
de las condiciones de contorno ¢; y ¢; o, simplemente, soluciones fundamentales a las funciones

a,b,c

s = a(m)py (v + a0y y %S = a(n)py () + a(0)pe.
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La importancia de las soluciones fundamentales queda reflejada en el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.13. Si ?{{’gg y ?{f’gg son las soluciones fundamentales de la ecuacion de Schro-

[¢]
dinger homogénea en 1, respecto de las condiciones de contorno ¢, y ¢o, entonces

(98%) = (%) =0, —a (&%) = ca9lhe) = DEbe

Y, ademds,
W[ a,b,c a,b,c] — (Da,b,c)2 y ,w[ a,b,c a,b,c]([)) —_ a(,n)p’y(n)Da,b,c

€1,627 7€1,62 €1,02 €1,627 7 €1,62 €1,02°

Demostracion. Consideremos {u, v} 1a base de soluciones de la ecuacion de Schrodinger homogénea
caracterizada por satisfacer que u(0) = 1, u(1) = 0, v(0) = 0y v(1) = 1; es decir, u = a(0)g(-, 1) y
v =—c(0)g(+,0). Ademds, w[u, v](0) = 1, mientras que wlu, v](n) = a(0)a(n) 'p,(n)~".
Si demostraramos que
a,b,c a,b,c

e =a(n)py(n) (W —a)u) y  ¥5s = an)py(n)(ca(u)v — ea(v)u),

entonces, claramente, ¢1(¢%%¢) = ¢y(1p%5¢) = 0. Por otra parte,

a1 (U5) = ea(98h2) = a(n)py (M)W u, v] = a(n)p,(n)a(0)c(0)W(g(-,0), g(-,1)] = D&%
y, ademas,
wlge, vete)(0) = a(n)p, (n) AW [u, olwfu, v)(0) = a(n)p, (n)*W[u, 0] = a(n)p, (n) DEL.

01,627 77¢1,02 1,02

Para demostrar que ¢%%¢ = a(n)p,(n) (c1(uw)v — ¢ (v)u) y &2 = a(n)p,(n) (c2(u)v — ca(v)u)

observemos primero que
¢ (u)v — ¢ (v)u = 11V — cpu + ¢13 (u(n)v — v(n)u) + c1a (u(n +1v—v(n+ 1)u) =z +w,

donde z = ¢11v — cpu y w = e3(u(n)v — v(n)u) + cra(u(n + 1)v — v(n + 1)u) que, claramente,
son soluciones de la ecuacion de Schrodinger homogénea en i

Como z(0) = —cy2, 2(1) = 11, w(n) = —cywlu, v](n) y w(n + 1) = cizwlu, v](n), resulta que
resulta que z = 11 y w = w(u, v](n)vs.

Por otra parte, ¢3(u)v — ¢o(v)u = 2 + w, donde

2= —cpu y W= caz(u(n)v —v(n)u) + caa(u(n + 1)v — v(n + 1u),

son las soluciones de la ecuacion de Schrodinger homogénea en i que satisfacen que 2(0) = —cao,
2(1) = c91, w(n) = —cyqwlu,v](n) y w(n + 1) = cozwlu, v](n), lo que implica que 2 = py y
W = wlu, v](n)pe. O

COROLARIO 4.14. El problema de contorno (Eg, ¢1, ¢2) es regular sii las soluciones fundamen-

[0)
tales son una base de soluciones de la ecuacion de Schrodinger homogénea en 1. Ademds, cuando

o

el problema es regular, si u € C(I) es una solucion de la ecuacion de Schrodinger homogénea en 1,

entonces ci(u) = 0 sii u = \¢L5E, respectivamente ¢3(u) = 0 sii u = M, donde X € R.

Demostraciéon. La primera afirmacion resulta de la expresion del wronskiano de las soluciones fun-
damentales.

Consideremos ahora u € C(I) tal que £)(u) = 0 en I y, ademas, ¢;(u) = 0. Si definimos

z = c(u)plhe — oot u, LI(2) = 0 en Iy, ademds, ¢1(2) = ¢3(2) = 0. Como el problema

es regular, necesariamente z = 0. Si ¢(u) = 0, concluimos que v = 0 y basta tomar A = 0. Si
co(u) # 0; es decir, si u # 0, tomamos A = co(u)co(p®b¢) 7L,

€1,02
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El razonamiento para la condicion de contorno ¢, es analogo. U

DEFINICION 4.15. Si el problema de contorno (L], ¢1, c2) es regular, denominaremos base fun-
damental para el problema de contorno o, simplemente, base fundamental a la base de soluciones de

o
la ecuacion de Schrodinger homogénea en 1 dada por { ‘jl’ljc’g, ?1bc20}
DEFINICION 4.16. Supongamos que el problema de contorno (Eg, ¢1, o) es regulary considere-
mos { ?{f’;g, f{f’g;} su base fundamental. Denominamos pardmetros del problema de contorno a los
siguientes niimeros reales:

g11 = 11 dEhe(0) + 0B (1), gra = crshBhE(n) + cuah®hE(n + 1),

€1,02 €1,02 €1,02 €1,C2

go1 = C21¢?1bc§( ) + 022¢?1?c§( ), g = 0231/)?{?55(”) + C24¢?1bc§(n +1).
LEMA 4.17. Supongamos que el problema de contorno (Eg, ¢1,¢o) es regular. Entonces, los pa-
rametros del problema satisfacen las siguientes relaciones:

g1 = =10 (n) + cudllis (n + 1)) g2 = = [en?ig(0) + g (1) + D),
9o = DY — [ (n) + coadlS(n+ 1)), goa = — [ean®B5E(0) + canp % (1)].

Ademds, g12 + g1 = a(n)p,(n)diz — a(0)dsy y, también,
911922 — g12g1 = gu DLV — diow[58, wEE1(0) = —g1a DS — dagwlgds, el (n),
En particular, el par (c1, ¢o) es de Sturm—Liouville sii g11 = goz = g12 = go1 = 0.

Demostracion. Para las primeras identidades, basta tener en cuenta las siguientes igualdades de la
Proposicién 4.13

0 = ¢y ?f’cg) =g+ C13¢?{bc§(n) + C14¢?1l,’c§(n +1),

i = e2(08%s) = gon + et (n) + caadlls (n + 1),
— D0 = ¢ (P20E) = gip + 1195 (0) + cryp@he(1),
0 = ca(&0C) = gaz + ca1pB%E(0) + cap®he(1).

Por otra parte,
g2 = wlshe, o) (n) = a(n)p, (m)wlps, va) (n) + a(0)wlpz, o] (n) = a(0)wlpur, v2](0) — a(0)dss,
g1 = w]gEe, 1) (0) = a(n)py (n)wlvr, pa) (0) + a(O)w(va, 1] (0)
= a(n)py(n)diz — a(0)wlps, 1] (0),

de donde se sigue que g12 + g21 = a(n)p,(n)diz — a(0)dss. La demostracion de la expresion para

911922 — g12921 es analoga.
Finalmente, si el problema es de Sturm—Liouville, es claro que g;2 = g21 = 0y, como entonces,

a,b,c a,b,c

g = c1(9G5) Y gaz = a(YE%5), resulta que también g1 = gao = 0.

Reciprocamente, si los pardmetros son nulos, las expresiones para g;1g22 — g12g21 implican que
dipw([p&be, 3{?;2](0) = dyqw[@B%e, p2he)(n) = 0; es decir, que di» = ds, = 0, lo que por la Propo-
sicidn 3.9 es equivalente a que el par sea de Sturm—Liouville. 0

TEOREMA 4.18. Si el problema de contorno (L], ¢1,c¢y) es regular, el niicleo de Poisson estd

determinado por las identidades

—a(0)y¢7%s (k) a(0)¢ % (k)

b b b b
Pcal,c;(k 0) = a,b,c ctz,cb%c Pg Czc(k n+ 1) a,b,c = ;?b,c ’
wl €1,629 cl,cz]( ) wl €1,62 c1,t2]( )
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paracada k =0, ... ,n + 1, mientras que el niicleo de Green estd determinado por las identidades
e  py(8)8 (min{k, s})pehe (max{k, s})
th Cz( ) -

a(0)w[pd%, vi1E1(0)
o) gV (R)VELE(5) = gaadt (k)2 ()]
wlge s, vils] (0)w [¢g’1§, Y] (n)
pa(5) | 9120 ()81 (5) — g (k)b (s)]
w[pGs, YEE (0wl viks] (n)
paracadas=1,....nycadak =0,...,n+ 1.

)

Demostracién. Observemos primero que como w([¢&5¢, &%<1(0) = a(n)p,(n)D&5E, resulta que

1,627 7¢€1,02 Cc1,02°
w(pthe pEhel(n) = a(0)DE%E; y la funcién de Green de la ecuacién de Schrodinger en I estd dada
por la identidad
P (S) a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
g(k, s) = ; (W& ()05 s(s) — s (RYes ()], kos=0,...,n+1,

a(0)w[p&be, &%) (0)

donde hemos tenido en cuenta que a(s)p.(s)w| ‘j{{’c’g, f{f’gg] (s) = a(0)w| ?{f’gg, flbcg] (0).

Si f € C(I), aplicando el Principio de Superposicion, sabemos que el conjunto de soluciones de

la ecuacion de Schrodinger £)(u) = f en i esta descrito por la identidad

U = a¢a7b7c + 5¢a7b7c —I— y’ a? /8 6 R?

€1,02 €1,02

donde si goo = — (a(0)w[p%e CL’b’c](()))_l,

€1,027 77€C1,02

k k
) = o) [ O ()1 6)s = gt h) [ usls(s)on () (s
0

Utilizando las propiedades de la base fundamental, descritas en la Proposiciéon 4.13, resulta que

¢1(u) = f(0) yco(u) = f(n+ 1) sii

[f(n+1)—c(y)] vy B= !

a = —
Da,b,c
€1,62

[c1(y) — £(0)]

DY

Por otra parte, como y(0) = y(1) = 0y, también,

vt )= = [ gln+ 1) (5)ds — glnt Lt Dfn+ 1) == [ gn+ 15)p(s)ds,
0 0

utilizando las identidades del Lemma 4.17, resulta que

c1(y) = cisy(n) + cuy(n + 1) = goo /0” [911 o CQ( s) + g2 ?f’é( )}Pw(s)f(s)d&

¢2(y) = cosy(n) + coay(n + 1) = goo/o [(921 — D?ﬁj)wé‘;f’;i(s) + 922¢?{?£§(5)]Pv(s)f(g)ds-

Para determinar los niicleos de Green y de Poisson, tenemos que sustituir en las identidades anteriores
el dato f pores,s=0,...,n+ 1.
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Si consideramos f = &, entonces y = 0, lo que implica que ¢;(y) = ¢3(y) = 0y, por tanto, que

a=0ypf=— <o En definitiva, tenemos que
€1,62
1
a,b,c _ a,b,c
Pq,cz (k> 0) - _Da,b,c 1,62 (k)
€1,02

Si consideramos f = &,,41, entonces y = 0, lo que implica que ¢;(y) = ¢2(y) = 0y, por tanto,

que B=0ya= b En definitiva, tenemos que

€1,02

1
Pa,b,c(k, n -+ 1) — a,b,c(k)'

€1,62 a,b,c 71,62
€1,02

oy ,  aly)
ab,c’ B - a,b,c’
Dy, Deye,
0, k<s,
y(k) =
gOOp'y(S) a,b,c(k) a,b,c(s) o a,b,c(k.) a,b,c(s)], k Z s,

€1,02 €1,02 €1,02 €1,02

mientras que

Si consideramos f = ¢4, s =1,...,n, entonces & = —

0, de forma equivalente,
a,b,c(k) a,b,c(s)7 k < s,

y(k) = —goopy ()05 (R)YEhe(s) + goopy(s) 2" -
TR k abe(k)pBhe(s), k> s,

es decir,
y(k) = goops(s) | @i (min{k, s} v s (mae{k, 5}) — g (Ve (s)|.
Por otra parte, también tenemos que
c1(y) = Goopy () (gt (s) + 120855 (5)]
¢2(y) = goop(5) [(g21 — DEVE) V&% (5) + gaad s (s)]

lo que implica que

G (k, ) = goops () |0 (min{k, s}t (max{k, s}) — gt (R)ue(s)|

. g(]Op’Y(S> |:(921 . Da,b,c) a,b,c(k,) a,b,c(s) + oo a,b,c(k) a,b,c(s>:|

Da,b,c €1,02 €1,02 €1,02 €1,02 €1,02
€1,62

Goop~ (s abc ab.c a,b,c a,b,c
+M[911 Pk ek, (8)+912¢c1’?é2(k) tf?@(s)]

Da,b,c €1,02 €1,02
€1,02

= goop~ (5)0%"%S (min{k, s})ps"e (méx{k, s})

_ gOOP’Y(S) |:921 a,b,c(k) a,b,c(s) +922¢a,b,c(k) a,b,c(s)]

Da,b,c €1,02 €1,2 €1,C2 €1,02
€1,02

Goo P (S> a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
+ T gt (Rywate(s) + g (k) oste (s)].
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Observar que, como era de esperar, el niicleo de Poisson en cada extremo del camino, coincide
esencialmente con cada una de las funciones de la base fundamental. Ademas, a la vista de las iden-
tidades anteriores, resulta que el nicleo de Green también estd determinado por el nucleo de Poisson.
Concretamente, tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 4.19. Si el problema de contorno (L], ¢c1,¢2) es regulary Pcalvfgc es su niicleo de
Poisson, entonces el niicleo de Green estd determinado por las identidades

py(s)PEoc(minf{k, s}, n + 1) P*0¢(méx{k, s},0)

G(cl{l,)c’g(kﬁ) = e abc abc -
a(0)w[PA%(-,0), PA%E(0,n + 1)](0)
P () [anﬁ’fif(ka 0)Pes(s, 0) + goa Piry (kym + 1) P (s,m + 1)}
" (O[PS (- 0), PA%E(0,n + 1) 0)
s (912 P2 (k, 0) Pt (s,m o+ 1) + Gor Pk, m o+ 1) Pt (5,0)]

Y

a(0)w[PA (-, 0), e (0,n+ 1)](0)
paracadas=1,....,nycadak =0,...,n+ 1, donde

G11 = c1 1 P2¢(0,n + 1) + c1pPP2¢(1,n 4+ 1), g1z = c13P*%¢(n, 0) + ¢4 P*%¢(n + 1,0),

€1,02 €1,¢62 €1,02 €1,¢2
N~ a,b,c a,b,c N a,b,c a,b,c
go1 = chPcl,CQ (0, n -+ ].) + CQQ.Pcl7c2 (]_, n -+ 1)7 go2 = 023Pc1,c2 (n, 0) + 024PC1’C2 (TL + 17 0)

Demostracién. En la demostracion del Teorema 4.18 hemos probado que si { P, fl’bgg} es la base
fundamental, entonces

w[ ?{bé§7 317bc726] (n) a.b.c a,b,c
7 a(o) 7 Pclll?Q <k’ n+ 1> y wcf?é(k) =

pue (k) =

’LU[ (5117{)572’ ?;?8;](”)Pa,b,c(k 0)
a(0) ez A

lo que implica que

wlp®*< h2%(0) = a(0) " 2w[d®%C, p®2C] (n)?w[P¥PC(-, 0), P“¢(0,n + 1)](0).

€1,627 7€1,02 €1,627 7 €1,C2 €1,02 €1,02

Finalmente, los valores de g;; son consecuencia de la definicion de los valores g;; y la relacién entre
la base fundamental y el niicleo de Poisson. 0
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COROLARIO 4.20. Si el problema de contorno (L], ¢1,¢a) es regular, su niicleo resolvente estd
determinado por la identidad

Rabc(k 5) = Pv(s) ?{f’é‘;(mfn{k,s}) f{?&g(méx{k‘,s})
e a(0)w[pt’s, ve£(0)
2 (3) [ (R)Uts(s) — 9200 (L5 5)]

)
wlge, vl (0)wohs, vikE) (n)

)

(n

pa5) | 9120 (R)B15 (5) — g (R ()
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
J(0)w] J(n)

w[ €1,027 7€1,62

[(a(0) + ex2) s k) — et (k)]
- ab,c jabc €s 0
w[ 1,025 C1’7C’2](n>
oo+ 1) [exst5 () — (c(m) + eas) 655 ()|

wle&he, e (0)

€1,629 C1,C2

es(n+1),

paracada k,s =0,...,n+ 1.

Demostracién. Como R?lbcg = G?lbcg + P 2;, la identidad es cierta para cada k = 0,...,n + 1,
cuandos =1,...,n.

Consideremos ahora Ay, A,,11 € C(I) las funciones obtenidas permitiendo los valores s = 0y
s =n + 1 en la expresion del nicleo de Green; es decir,

Aol = —— L OV k)
a(0)w[pd e, ¥ i) (0)
[(Qlﬂﬂif’c;( )+912¢?11,7cg( )) ?{?ei(k) (922¢?11,7c§( )+921w31?c20< )) ?f’é(k)]
w[gd%s, VS 0wl , v (n)
[ (gne8e(0) + (912 + DG (0)) Ve (k) — (922055 (0) + gt 0)) gt (k)

€1,02 €1,62
[ a,b,c a,b,C](()) [ a,b,c a,b,C]( )
W[ Pey,e5 Wer ez W{Peq oy Yeq,ea (T
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Anﬂ(k):_pmm ?;f’e;"b(k) ?{’é(nﬂ)
a(0)w[ges, ves](0)
o D) (guvhs(n + 1) + gt (n + 1) vt (k)
wo s, UEE) (0 wlells, v sl (n)
a1+ 1) (9220855 n + 1) + gortb2is(n + 1)) 255 ()|
w(ges, VE S 0)wleds, Vsl (n)
py(n + 1) (gn&%5(n 4 1) 4 gragdts(n + 1)) e (k)
w(gees, Y] (0)w[ees, vevs] (n)
L At D (g0t (n 4 1) + (gm = DEWeis(n + 1) o (k)
wo8 s, Y& (0)wlelks, v (n)

donde hemos utilizado que D®%¢ = a(0) ' w[p®%¢, ¥ &%¢](n). Teniendo en cuenta las identidades del

+

I

Lema 4.17, resulta que

gupEE(0) 4 (12 + DE%E)Gebe(0) = —craw[ddhs, vebe1(0),
9aPEs(0) + 922085 (0) = —caaw[9855, %151 (0),

(921 = DEYOVETS (04 1) + gaad s (n + 1) = —cazw[ds, vkl (n),
guEts(n + 1) + gi2olhs(n + 1) = —cizwlofhs, vl (n),

que a su vez, implican que

A0<k) _ [022¢c1 c2( >— C12¢cl Q( )] _ P“bc(k; ()) (a(o) +012) g{bcz( )_ Co ¢?1bcg( )

wleds, vEE(n) e W], Vi) (n)

p,y<77, + 1) |:613 gl’f)c’g(k) - CQ3¢?1bcg< ):|
w(ges, vk (0)
a(0) a,b,c(k) py(n+1) [613¢flbc§( ) — 023¢?1bcg< )]

An—i—l(k) =

_Pfalzc(k +1) a,b,c CI;ch a,b,c a,b,c
v [¢C1 €29 wtl CQ](n) w[ C£,£27 5177572](0)
_ pebe(n 1) — a(n)p,(n)gete(k)  pr(n+1) [013 &g (k) — ca3 ?;?ej(krﬂ
a{ 2c —"_ a C a 1762 + a C a C
o wloshs, v (0) wloshs, viE)(0)

py(n+1) [Clzﬂﬂibcg( ) — ( (n) + 023) glbcg(k>:|
w[gES, UELE](0)
donde hemos tenido en cuenta que a(n)p,(n) = c(n)p,(n + 1). O

= P(k,n+1) +

c1,C2 Y
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COROLARIO 4.21. Supongamos que el problema de contorno (E:]’, €1, C2) es regular y conside-
remos G&%¢ y R&%¢ sus micleos de Green y resolvente, respectivamente. Entonces, se satisfacen las
siguientes propiedades:

(i) py(k)GEVE(k,s) = py(s)GEPE(s, k), kys = 1,...,n, sii a(n)py(n)diz = a(0)dss.
(i) p,(k)R%%C(k,s) = p,(s)R%C(s, k), k,s = 0,...,n + 1 sii a(n)p,(n)dia = a(0)day,

€1,02 €1,02

c12 = —a(0), c13 = co2 = 0y o3 = —c(n). En este caso, tenemos que
a,b,c 3 a,b,c £
R?lbcg(k ) _ _p'Y(S) €1,02 (mln{k:lfc}) ;11),? (maX{k?S})
a(0)wlde) sy, Ve & ](0)
o (3) | 918 (K055 (5) — gm0t (R)205(5)|

pa(5) [ g1t (R) 01 () — ot (Ruas(s)|
a,b,c a,b,cKO) [ a,b,c abC] ) :

)
wlols, v (0)wlods, ekl (n)

)
w[ c1,625 Yeq,co (n

€1,025 ¥€1,02

paracada k,s =0,...,n+ 1.

Demostracién.
(i) Se satisface que p, (k)G&%E (K, s) = py(s)GEbe(s, k), paracada k, s = 1,... nsii

€1,02 €1,02

(912 + g21) (V5 (k)05 (5) — 9B (k)wse(5)) = 0, ks =1,...,n

a,b,c a,b,c
€1,027 77C1,02

y esto ocurre sii go; = —g12, ya que w| | # 0. Aplicando el Lema 4.17, sabemos que

gdi12 + go1 = O Sll a(n)pv(n)dlg = CL(O)d34
(ii) De (i) deducimos que p, (k)REYC(k,s) = py(s)RENE(s, k), para cada k,s = 0,...,n + 1 sii
gi2 + g21 = 0y, ademas,

(k)R‘flbc;(k 0) = Rflbcg(() k), k=1,...,n,
oo (k)RS (kom 1) = py(n+ DR (n+ 1K), k=1,....m,
p(n + )Rflbcg(njL 1,0) = Rflbcg(() n+1).

Teniendo en cuenta que g12 + go1 = 0, las anteriores identidades se satisfacen sii
(&) a,b,c(k) - ((I(O) + 012) a,b,c(k,) = O, k= 1, Lo, n

€1,02 €1,02
(c(n) + co3) pEhe (k) — castp&S (k) =0, k=1,...,n

y, ademas,

(M) (n-+1) [ eaa0 e (n+1) = (a(0)+cr2) :i§<n+1>] a(0) [ (e2s-+(m) 92 (0)— 15 15(0)

Como w(p&’e, ?fgg]( ) # 0,k = 1,. — 1, las dos primeras identidades se satisfacen sii
C13 = 20 =0, c10 = —a(0) y co3 = —c(n ) lo que supone que la tercera también se satisface. O

5. Nicleos resolventes de los problemas de contorno regulares

El propésito de esta seccion es determinar los niicleos de los diferentes problemas de contorno
regulares. Como los nticleos de Green y de Poisson se deducen inmediatamente de la expresion de lo
nucleos resolventes, sélo describiremos estos dltimos. Atendiendo a la clasificacién que realizamos
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en la Seccion 3 de este capitulo, estudiaremos problemas unilaterales, separables en uno u otro ex-
tremo del camino y, finalmente, de tipo periddico. En todos los casos estableceremos las condiciones
especificas para que tales problemas sean regulares y determinaremos entonces el niicleo resolvente
correspondiente.

5.1. Problemas unilaterales. Supongamos que las condiciones de contorno (¢, ¢2) son unilate-

rales iniciales; es decir, que C34 = 0. En este caso, con las notaciones anteriores, tenemos que ‘j{b;; es

[¢]
la dnica solucién de la ecuaciéon de Schrodinger homogénea en I que satisface
@be(0) = —a(n)py(n)ciz y ¢&%¢(1) = a(n )py( )ci1, mientras que ¥®5%¢ es la dnica solucion

€102 1,62 1,62
de la ecuacién de Schrodinger homogénea en T tal que Y&%¢(0) = —a(n)py(n)ce y (1) =
a(n)p, (n)ean. Como
wlgts, wEhe(0) = a(n)?py(n)?dia # 0,
el problema es regular. En este caso, g11 = ga2 = ¢12 = 0, mientras que go; = a(n)p,(n)dix =
a(0)~tw[p®b:e @bl (n). Por tanto, se satisface el siguiente resultado.

€1,027 77€1,02

PROPOSICION 5.1. Si el problema de contorno (L], ¢y, ¢2) es unilateral inicial, entonces es regu-
lar y su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

Rabc k’ s p’}’(s> a,b,c L a,b,c S a,b,c min k’ S a,b,c max kf,S
S 8) = o e o AL (RAS) — O amin{h, sUS (ko)
|:(CL(O) + 612) ?{?Sg( ) - C22¢?1bc§( )] p’y(n + 1)c(n) a,b,c(k)

_ é‘S(O) + 2 53(n+ 1)7

wle&he e (n) wle&he ke (0)

paracada k,s =0,...,n+ 1.

Supongamos ahora que las condiciones de contorno (c¢y, ¢2) son unilaterales finales; es decir, que
Ci2 = 0. En este caso, con las notaciones anteriores, tenemos que qb?l’bc’g es la unica solucion de la ecua-

cién de Schrodinger homogénea en I que satisface ¢%%¢(n) = —a(0)ca y ¢%%¢(n 4 1) = a(0)cus,

o
mientras que fl’bgzc es la unica solucién de la ecuacién de Schrodinger homogénea en I tal que

gl’f)C’QC(n) = _a(0>024 y Tﬁ?lf)cg(n + 1) = G(O)ng. Como
wlpthe hheY(n) = a(0)2dz # 0,

el problema es regular. En este caso, g11 = g22 = g21 = 0, mientras que g;o = —a(0)ds4. Por tanto,
se satisface el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.2. Si el problema de contorno (EZ, ¢1, ¢2) es unilateral final, entonces es regular
y su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

a C p (S) a (& a C a,0,C a Cc 4
RCl?Q (k S) a,’IZ,c a,b,c 61{)672 (k) tfl,)£2 (S> tlbt2 (mln{k S}> t1{22 (maX{k’ S})]
a(0)w(ee; &, Ver é51(0)
0)epabee (e py(n+1) [613 ehs(k) — (c(n) + cas) ?;f’ei(k‘)]
_ CL( ) C17C2( ) 85(0) — i 55(71, + 1)a

wlehE, wEhE) (n) wle&he ke (0)

paracada k,s =0,...,n+ 1.
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NOTA 5.3. Observar que en el caso de las condiciones unilaterales iniciales,

p(8) , :
Gils(hys) = e | ot (R (s) — gt (minfk, s})vete(mix(k, s})]
a(0)wlee s, i) (0) L ’ | |
0, sik <s,
B —g(k,s), sik>s,
mientras que cuando las condiciones son unilaterales finales,
Gtk ) = LA [yane(rygnte (o) — gute (minfk, shuats(mix(k, s})]
a(0)w[es i, e &l(0) b ’ ’

{ g(k,s), sik <s,

B 0, sik>s,

donde g es la funcién de Green de la ecuacién de Schrodinger en i

5.2. Problemas separados. Supongamos que el par (¢, ¢y) es separado en 0; es decir, estd

. e a2 00
determinado por la matriz , donde (|cn| + |012|) (|023| + |(:24|) >0y cor-co =0.
Co1 Ca2 C23 Cog

a,b,c

o
En este caso, tenemos que ¢%”° es la tinica solucién de la ecuacién de Schrodinger homogénea en I

€1,C02
que satisface ¢»"¢(0) = —a(n)p,(n)cra y ¢%%<(1) = a(n)p,(n)crr. Como
w[B%e, vEbe)(0) = —a(n)py(n) [c1rp55(0) + crppt%E(1)],

a,b,c a,b,c

resulta que D&%¢ = [cllz/zq 2<(0) + cnwflbcg( )] Ademds, g11 = g12 = 0, go1 = a(n)p,(n)dia y
wlpehe, vl (n) = —a(0) [eny55(0) + crapehe(1)].

€1,62 €1,62 €1,62

PROPOSICION 5.4. Si el problema de contorno (,C;’, ¢1, C2) es separado en 0, entonces es regular

sii c11p®he(0) # —c12®h(1) y, en ese caso, su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

py()0c (min{k, s})vgbs (max{k, s})
) = )l () ferVB2E0) + oz (1)
o5 (922085 (5) + diza(m)p, ()i c(5)) s ()|
a(0)a(n)p, (m) [en 5 (0) + e (1)]°
RICORED ?f’é( ) — endtts(h)] 5

a(0) [011%1 5 (0) + C12¢glbc§( )}
py(n + 1)(6(n) + c23) 075 ()
a(n)py(n) [endid % (0) + el (1)]

paracada k,s =0,...,n+ 1.

es(n+1),



5. Nicleos resolventes de los problemas de contorno regulares 127

Supongamos que el par (cq,¢o) es separado en n + 1; es decir, estd determinado por la matriz
[011 Ci2 €13 Ci4

, donde (|011| + ]012|)(|023| + |C24|) > 0y ci3-cy = 0. En este caso, tene-
0 0 co3 cu

[¢]
mos que wfl’bgg es la unica solucion de la ecuacion de Schrodinger homogénea en I que satisface

flbcg(n) = —a(0)coy y flbcg(n +1) = a(0)ce3. Como
w[oBhe, e (n) = a(0)[casdlS (n) + st (n + 1)],
resulta que D&% = o3¢l (n) + 405 (n + 1). Ademds, gz = go1 = 0, g1 = —a(0)dss y

w[gBhe, @b (0) = a(n)py(n) [casdBE(n) + caadfhE(n + 1)].
PROPOSICION 5.5. Si el problema de contorno (L7, ¢y, ¢c2) es separado en n + 1, entonces es

regular sii 023¢?{f’£(n) + —024gb‘jl’f’;§(n + 1) y, en ese caso, su niicleo resolvente estd determinado por
la identidad

Py ()0%%c (mindk, s})psbe (méix(k, s})
a(0)a(n)p,(n) [cas gl (n) + caapls(n + 1)
o) [ 911055 (5) — a(0)dasts(9) | wisis ()
a(0)a(n)py (n) [essd %5 (n) + caadlis (n + 1))
a(0) + ¢ ?{bgg k
~ a(0) [623(&(;?;;?(71) i)@z@?ﬁ?&izn +1)] =0
o (1 4+ 1) |erai () — (c(n) + ) 855 (K)|
Ca()py(n) [zt () + 00 (n + 1)

Rabe(k,s) = —

€1,02

es(n+1),

paracada k,s =0,...,n+ 1.

Supongamos finalmente que el par (cy, ¢5) es un par de Sturm-Liouville; es decir, estd determinado

, 1 ¢z 0
por una matriz de la forma

, donde (|c11| + |c12|)(|cas + |ca4]) > 0. En este caso,
0 a3 co

[¢]
tenemos que qb‘jl’bgg es la Unica solucién de la ecuacion de Schrodinger homogénea en T que satisface

&0e(0) = —a(n)py(n)erz y ¢8%5(1) = a(n)p,(n)ci1, mientras que &% es la tinica solucién de la
[e]
ecuacion de Schrodinger homogénea en T que satisface %% (n) = —a(0)caq y 25%E(n41) = a(0)cos.
Ademads, g11 = g12 =921 = g2 =0y
Dgt = —enviis (0) — et (1) = sl (n) + coadlis (n + 1),

PROPOSICION 5.6. Si el problema de contorno (L], ¢y, c2) es de Sturm-Liouville, es regular sii

cn8he(0) # —ciap®he(1) o, equivalentemente, sii cozd®"C(n) # —coad®hS(n 4+ 1) y su miicleo

resolvente estd determinado por la identidad
P ()8 (min{k, s})og % (max{k, s})
a(0)a(n)p,(n) [e2305 (n) + 200 (0 + 1)]
Lt D) [a(0) (c(n) + c2s) ¢&%s (k)es(n + 1) — c(n) (a(0) + c12) Y% (k)es (0)]

R¥be(k,s) = —

€1,62

€1,02

a(0)a(n)py(n) [c230 55 (n) + 20085 (n + 1)) ’
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paracada k,s =0,...,n+ 1.

Obsérvese que para problemas de Sturm-Liouville, el niicleo de Green se expresa como

Gt ) — OGOk, shusmaxh, )

- a(0)a(n)py (n) [exsd5 (n) + casdrlis(n + 1))
mientras que el ndcleo resolvente puede expresarse como

R?f?é;:(k? S) = :pr(S) ab,c
a(())a(n)pv (n> [023¢cf,£2 (n) + C24¢t1’7£2 (n + 1)}

x [otte(mink, s}) + a(n)p,(n) ((0) + e12)24(0)]

x [vabe(maxik, s}) = a(0)(e(n) + cx)ey(n + 1)].

Esta ultima identidad motiva que nos planteemos reformular ligeramente los resultados de la pro-
posicion anterior, para obtener una expresion del nicleo resolvente completamente andloga a la de la
funcidn de Green. Para ello, consideraremos las funciones

(64) dube = (a(n)pw(n))il @he 4 (a(0) + crz)eg y UERE = a(0) 'm0 — (e(n) + c23)Ent-

€1,02 €1,62 €1,02 €1,02

Entonces,

LI(@50) = —c(0)(a(0) + ero)er y  LI(T) = a(n) (c(n) + cas)en, en I,

€1,02 01,02

y, ademas,
dobe(0) = a(0), D¥*(1) = cqy, VAE(n) = —coy, V(0 +1) = —¢(n).

€1,02 €1,02 €1,02 €1,02
COROLARIO 5.7. Supongamos que el problema de contorno (L7, ¢1,¢2) es de Sturm—Liouville

[¢]
y consideremos @?{bgg y \Ifgl’bc’g las vnicas soluciones de la ecuacion de Schrodinger en 1 con datos

—c(0) (a(O) + 012)51 ya(n) (c(n) + 023)5n, respectivamente, que ademds satisfacen
Ee(0) = a(0), (1) = cn, VEhE(n) = —cos, VR (n+1) = —c(n).

Entonces,

a(0) (canavbﬂ(()) n cmw’bvcm) = —a(n)py(n) (ngq)“’b’c(n) + 0BT (1 4 1))

€1,62 €1,62 €1,02 €1,02

el problema es regular sii c;1WEE(0) # —c12VE%C(1) y su miicleo resolvente estd determinado por
la identidad

a,0,C p <S) a.b.c z a.b.c ’
Rk, s) = ! ——— e (min{k, s}) Ve (max(k, s}),
a(0) [en WEE(0) + W (1)

paracada k,s =0,...,n+ 1.

Demostracion. Basta observar que

(I)a’b’c(k) _ (a(n)pv(n))_l a’b’c<k) y \Ifa’b’c(k’) — a(o)*l “’b’c(k), para k= 1, ooy,

€1,C2 €1,62 €1,C2 €1,62
y aplicar los resultados de la Proposicién 5.6. U
A continuacién utilizaremos la expresion anterior para describir los nicleos resolventes para los
problemas de Sturm—Liouville mas conocidos. El caso general expresado en el Corolario 5.7, corres-
ponde también al problema de Robin; es decir, cuando ambas condiciones son las de Robin.
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COROLARIO 5.8. Si el problema de contorno (L7, ¢1, ¢2) es de Dirichlet exterior; es decir, ¢, (u) =
u(0) y ¢a(u) = u(n+1), entonces es regular sii W& (0) # 0 o, equivalentemente, sii ®¢(n+1) # 0
v su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

p (S) b 7 b ’
Rk, 5) = ——1 2 @20 (min{k, s}) U0 (méax{k, s}),
1, 2( ) a(O)\If?{?ég(O) 1, 2( { }) 1, 2( { })

paracada k,s =0,...,n+ 1.

COROLARIO 5.9. Si el problema de contorno (L], ¢1, c2) es de Dirichlet interior; es decir, ¢, (u) =
u(1) y ¢a(u) = u(n), entonces es regular sii W&:<(1) # 0 o, equivalentemente, sii ®4%<(n) # 0y su
niicleo resolvente estd determinado por la identidad

a,b,c 1% (S) a,b,c / a,b,c ¢
Rcl’bc’Q(k, s) = —Va — O o (min{k, s})WEe (max{k, s}),
’ a(0)Wels() ™ ’

paracada k,s =0,...,n+ 1.

COROLARIO 5.10. Si el problema de contorno (L], ¢1,¢2) es de Dirichlet exterior—interior; es
decir, ¢1(u) = u(0) y ca(u) = u(n), entonces es regular sii V&"5(0) # 0 o, equivalentemente, sii

@‘j{f’gg(n) # 0y su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

1% (3) b , b ,
R%%¢(k, s) = — 02 9%%¢(min{k, s})W4*¢(max{k, s}),
C1,C2( ) a(O)\IJ?I’?C’g(O) c1,c2( { }) c1,c2( { })

paracada k,s =0,...,n+ 1.

COROLARIO 5.11. Si el problema de contorno (L], ¢, ¢3) es de Dirichlet interior—exterior; es
decir, ¢1(u) = u(1) y ca(u) = u(n + 1), entonces es regular sii V&"<(1) # 0 o, equivalentemente, sii

PE0C(n + 1) # 0y su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

abe 1% (S) a.b.c ’ a,b,c <
Refealh ) =~ Gy P min{k, sH U méx(k, )
€1,¢2

paracada k,s =0,...,n+ 1.

COROLARIO 5.12. Si el problema de contorno (L], c1,¢3) es de Dirichlet exterior-Robin; es
decir, ¢ (u) = u(0), ca(u) = cozu(n)+cagu(n+1) con cozcay # 0, entonces es regular sii W4%(0) # 0

€1,62
o, equivalentemente, sii cy3PE0C(n) # —coq®E0E(n41) y su niicleo resolvente estd determinado por
la identidad (s)
PS8 , (
RE%(k, ) = m b (mindk, s}) Wl (max{k, s}),
€1,62

paracada k,s =0,...,n+ 1.

COROLARIO 5.13. Si el problema de contorno (L], c1,¢,) es de Dirichlet interior-Robin; es
decir, ¢;(u) = u(1), co(u) = cozu(n) + coqu(n + 1) con cozcay # 0, es regular sii V&5(1) # 0 o,

€1,02
equivalentemente, sii co3P%%¢(n) # —coy®%%¢(n + 1) y su niicleo resolvente estd determinado por

€1,02 C1,62
la identidad

p (8) b ’ b ,
R%%¢(k, s) = — 02 d%0¢(min{k, s})W4¢(max{k, s}),
C1,C2( ) a(O)\IJ?{?Eg(l) C1,C2( { }) C1,C2( { })

paracada k,s =0,...,n+ 1.
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COROLARIO 5.14. Si el problema de contorno (L], ¢y, ¢2) es de Robin-Dirichlet exterior; es

decir, ¢1(u) = c11u(0) + c12u(1) con cyiciz # 0, ¢a(u) = u(n + 1), entonces es regular sii D&5¢ (n +

1) # 0, 0 equivalentemente, sii c11W35C(0) # —c12VE%S(1) y su niicleo resolvente estd determinado
por la identidad

p ( ) a,b ’ ,b,c z
R%b¢(k. s T QL (min{k, s}V (max{k, s}),
C1, C2< ) (n)p’y( )¢?lbc§ (TL + 1) C1,C2( { }) c1, CQ( { })

paracada k,s =0,...,n+ 1.

COROLARIO 5.15. Si el problema de contorno (L, ¢1, ¢3) es de Robin-Dirichlet interior; es decir,

c1(u) = enu(0) + crpu(l) con cricrs # 0, co(u) = u(n), entonces es regular sii ¢ (n) # 0 o,

equivalentemente, sii c11VEPC(0) # —c120EC(1) y su micleo resolvente estd determinado por la
identidad

a,0,Cc p (S) a.b.c g a.b.c ’
RCIZ’C2 (k,s) = 2 ahe CIDCIbCQ(mln{k:, S})\IICIbCQ(maX{k, s}),
~a(n)p, () @5 (n)

paracada k,s =0,...,n+ 1.

5.3. Problemas de tipo peridodico regulares. En este caso, las condiciones bajo las cuales el
problema es regular no se pueden simplificar, puesto que las funciones de la base fundamental invo-
lucran valores en ambos extremos. Por ello, asumiremos en los dos casos que el problema es regular
y, bajo esa hipdtesis, determinaremos el nicleo resolvente.

Supongamos primero que el par de condiciones de contorno (¢, ¢2) son de tipo periddico de

€11 Ci12 C13 Ci4

, donde
¢ 0 0 cu

primer especie; es decir, estin determinadas por una matriz del tipo [

19 - A13 - A1 - A24 7é 0. En este caso,
g = cnn@Be(0) + cragthe (1), gio = cisp@he(n) + cuahS(n + 1),
go1 = €21 ?{?&5(0)7 9oz = Cz4¢flbc§(n +1).

PROPOSICION 5.16. Si el problema de contorno (Eq, ¢1, o) es de tipo periddico de primera es-
pecie y regular, su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

a,b,c ‘ a,b,c ‘
R(clbcc(k' ): _,07(8) chc?(mln{k’s}) C1,C2(ma’x{kas})
o a(0)wpfs, vis)(0)
p(s) [911 ERE(R)YEE(5) — gaads s (k)b (s )]

)
W[, Va0 w[ds, v (n)

)

(n

pa(5) |10 (k) B (5) — gmenb (R)ute(s)]
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
W[ €1,62) C17C2](0)w[ €1,629 Chcz] )
(a(0) + c10) b (k) pa(n 4+ 1) [ergutbc (k) — e(n)otts (k)
- a,b,c OL,b,c7 85(0) - a,b,c ,ab,c Es (n + 1)’
W[Pe; &5, Yoy i (n) WP} i Yeres] (0)

paracada k,s =0,...,n+ 1.
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Supongamos ahora que el par de condiciones de contorno (¢1, ¢2) son de tipo periddico de segun-
. . . . . . C11 —G(O) 0 C14
da especie; es decir, estan determinadas por una matriz del tipo , donde
Co1 0 —C(TL) Co4
C21 * C14 7’£ 0.
En este caso, tenemos que
b b b
g = cndGs(0) —a(0)ed%e(1), gz = cupis(n+ 1),
b, b b
g21 = 021¢?17c§( ), g2 = —c(n) ?lcj(n) + C24¢31 czc(n +1).

PROPOSICION 5.17. Si el problema de contorno ([,g, ¢1,¢2) es de tipo periddico de segunda
especie y regular, su niicleo resolvente estd determinado por la identidad

a,b,c g a,b,c ’
R?bcCU{? ):—pW(S) cl’CQ(mln{k’;}> Clb,cQ<maX{k7S})
- a(0)w[gss, vhe) (0)
o) g (R)VELe(5) = gaadis ()25 )]

)
W[, Va0 w[dd s, vE%s (n)

)

(n

pa(5) | gr2v s ()85 (5) — gmutc (Rt (s)]

W[, WS (0)wled s, vE%s (n) ’

€1,025 ¥€1,02

paracada k,s =0,...,n+ 1.

6. La ecuacion de Poisson

Analizamos en esta seccion uno de los problemas mads relevantes en el &mbito de la combinatoria
0, mas exactamente, en el contexto de la Teoria del Potencial en redes, en nuestro caso caminos,
finitas. Mantendremos aqui las notaciones que hemos utilizado en todo el capitulo.

DEFINICION 6.1. Denominamos ecuacién de Poisson en el camino I con dato f € C(I), a la
ecuacion

Li(u)=f, enl

Cada u € C(I) que satisfaga la identidad anterior, se denomina solucién de la ecuacién de Poisson
en I. A la ecuacion de Poisson con dato nulo se la denomina ecuacién de Poisson homogénea en el
camino L.

Al describir la ecuacion de Poisson en cada vértice del camino observamos que
L£3(u)(0) = a(0) (w(0) — u(1)) + q(0)u(0) = b(0)u(0) — a(0)u(1) = £(0),
Ly(u)=f en T,
LY (u)(n) = c(n) (u(n +1) — u(n)) +q(n+ Du(n+1)
=bn+ Dun+1) —c(n)u(n) = f(n+1),

donde b = &, + ¢. Si definimos el par de condiciones de contorno (cy, ¢z), como ¢;(u) = L) (u)(0)
y ¢2(u) = LY (u)(n + 1), entonces (ci, ¢) es el par de Sturm-Liouville determinado por la matriz
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b(0) —a(0) 0 0 . .
C= , de manera que la ecuacién de Poisson sobre I no es més que
0 0 —c(n) bn+1)

el problema de contorno de Sturm—Liouville

Llw)=f, en T, a(u)=f(0), e(u)=f(n+1).

Recordemos también que el adjunto de L7 es el operador de Schrodinger £
zado por satisfacer que

(65) /Iv/jg(u) = /Iu/lg;m (v), paracadau,v € C(I)
Como la ecuacién de Poisson homogénea (£])*(v) = 0 en I significa que
(£3)"(©)(0) = e(0) (v(0) = v(1)) + (4(0) + p4(0))v(0) = b(0)v(0) = e(0)v(1) =0,
(L))" () =0 en T,
(£3)*(v)(n) = a(n)(v(n+1) = u(n)) + (¢(n +1) + py(n+ 1))v(n + 1)
=b(n+ Lv(n+1) —a(n)v(n) =0,

si ahora definimos el par de condiciones de contorno (c7, ¢5), como ¢j(v) = (£])*(v)(0) y como
c3(v) = (L£7)*(v)(n + 1), entonces (c7, ¢3) es el par de condiciones de Sturm-Liouville determinado
b(0) —c(0) 0 0

por la matriz C* = , lo que implica que la anterior ecuacién de
0 0 —a(n) bn+1)

Poisson homogénea sobre I no es mds que el problema de contorno homogéneo de Sturm-Liouville
((£3)",¢F,3).

PROPOSICION 6.2. En las condiciones precedentes, ((E;’)*, 7, cg) es el problema adjunto del
problema de contorno (L], ¢y, ¢3), equivalente a la ecuacion de Poisson L] (u) = f en 1.

,y*

a+p, Y esta caracteri-

Demostracion. Es suficiente probar que el par (cj, ¢3) es un adjunto del par (cy, ¢3). Aplicando la
Proposicion 3.9, resulta que un par de condiciones adjuntas del par (¢q, ¢5) estd determinado por la
matriz

C =

Y

[a(0) 0 | [b(0) —c(0) 0 0
| 0 c(n) 0 0 —a(n) bn+1)
de manera que el par es equivalente al par (c}, ¢5). Alternativamente, de la Identidad (65) se deduce

v(0)er(u) + v(n+ 1)ea(u) + /On vLl(u) = /0" w(L)*(v) +u(0)ei(v) + u(n + 1)c5(v)

0, equivalentemente,

/On [0L3 () = w(£7)"(0)] = =0(0)es () = v(n + Dea(w) + u(0)e}(v) + uln + 1e3(v),

se concluye también el resultado identificando ¢§(u) = u(0), ¢§(u) = u(n + 1), (¢)(v) = —v(0) y
(¢3)(v) = —v(n + 1) en la Proposicién 2.8. O
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Aplicando ahora los resultados del Corolario 5.7, tenemos el resultado fundamental relativo a las
ecuaciones de Poisson.

TEOREMA 6.3. Consideremos ®¢ c; y \Ifﬁlbf las vinicas soluciones de la ecuacion de Schrodinger

homogénea en I que satisfacen
i (0) = a(0), ETE(1) = b(0), WEIL(n) = —b(n+1), UEli(n+1) = —c(n).

C1,62 €1,C2 C1,C2 €1,02

Entonces,

a(0) (B(0)WE5(0) — a(0)WE%E (1)) = alm)py(m) (c(m)@EEE () = b(n + )@EEE(n + 1)),

el operador L] es invertible sii b(0)U%%<(0) # a(0)V&%¢(1) y, ademds, para cada f € C(I),
/cbzabf(mm{k sHwebe (max{k, s)
I

(L) (k) =
a(0) [b(0) W5 (0) = a(0) Wi ()

py(s)f(s)ds,

paracada k =0,...,n+ 1.

Finalizaremos la seccién explicando la motivacion de las condiciones de contorno de tipo perio-
dico en términos de ecuaciones de Poisson en un ciclo de n 4 1 vértices, tal y como fue adelantado
en secciones precedentes. Esta interpretacion es la misma que motivo el estudio de este tipo de pro-
blemas en [10] y, por otra parte, es la que motiva la consideracién de problemas de contorno con
condiciones periddicas en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Consideraremos ahora un ciclo de n + 1 vértices I = {0,1,...,n}, donde j ~ j + 1,
Jg = 1,. — 1y, ademds, n ~ 0; es decir, los vértices 0 y n son tamblen adyacentes. Como
en el caso de un camino, podemos ahora definir una conductancia en el ciclo como ': IxI—R
tal que (k,s) # 0 sii o bien |k — s| = 1 o bien |k — s| = n. Ahora si ¢ € C(I), el operador de
Schrodinger en el ciclo de conductancia 7 y potencial ¢, estd definido como 52 :C(I) — C(I) quea

cada u € C(I) le asigna la funcién

LI(u)(0) =4(0,1) (w(0) — u(1)) +4(0,n) (w(0) — u(n)) + G(0)u(0)
= a(0) (u(0) — u(1)) + c(n >< (0) = u(n)) + q(0)u(0),

(66) £ (u)(k) _ Yk, k+ 1) (u(k) —u(k + 1)) + 3(k, k — 1) (u(k) — u(k — 1)) + q(k)u(k)
a(k)(u(k) — u(k + 1)) + c(k — 1) (u(k) — u(k — 1)) + q(k)u(k),

(1, 0) (u(n) = u(0)) +4(n,n — 1) (u(n) — u(n — 1)) + q(n)u(n)
= a(n)(u(n) — u(0)) + c(n — 1) (u(n) — u(n — 1)) + §(n)u(n),

donde las funciones a,c € C*(I) estdn definidas de manera andloga al caso de un camino. Nuestro
préximo objetivo es la resolucién de la ecuacién de Poisson en el ciclo; es decir, dada f € C(I)
buscamos las funciones v € C(I) tales que £Z(u) = f en L. Nuestra estrategia, como en [10], es
transformar la anterior ecuacién en un problema de contorno en un camino de n + 2 vértices. Para
ello, duplicamos el vértices 0 del ciclo, dando lugar a un nuevo vértice que denotaremos como n + 1,
tal y como se representa en la siguiente figura.

£3(u)(n) -
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0=n+1

FIGURA 1. Condiciones periddicas

Definimos una conductancia v € I'(I) como 7(k,s) = 4(k,s) para cada k,s = 0,1,...,ny
v(k,n+1) = y(n+1,k) = 0paracadak = 0,...,n—1y~y(n,n+1) = 5(n,0),v(n+1,n) = 4(0,n).
Definimos también el potencial ¢ € C(I) como ¢(k) = ¢(k)sik = 0,....,ny qg(n+ 1) = ¢(0).
Debemos ahora extender v a I dando un valor en n + 1 para que se satisfagan también las otras dos
ecuaciones de (66). Como los vértices 0 y n + 1 del camino representan el mismo vértice en el ciclo,
impondremos que u(n + 1) = u(0) y denotaremos a la extensién también por w.

Si u € C(I), entonces satisface que Eq?(u) — f en I sii satisface Li(u) = fen I \{n}. Por
otra parte, como u(0) = u(n + 1), la dltima identidad de (66) es equivalente a L7 (u)(n) = f(n). Si
consideramos ahora las condiciones de contorno en el camino

¢ (u) = b(0)u(0) — a(0)u(l) —c(n)u(n) y  ca(u) =u(0) —u(n+1),

entonces el par (¢, ¢2) es de tipo periddico de primera especie y la ecuacién de Poisson en el ciclo es
equivalente al problema de contorno en el camino

Liw) = [ en T, ou)=f(0), eo(w)=[(n+1),

donde f(n + 1) = 0. Observar que, en este caso las condiciones periddicas de primera especie estdn
determinadas por la matriz

c_ [b(O) —a(0) —c(n) 0O ] |
1 0 0 -1

La aplicacion de la Proposicion 5.16 conduce al siguiente resultado sobre ecuaciones de Poisson en
el ciclo, donde mantenemos las notaciones de la seccién precedente.

PROPOSICION 6.4. El operador de Schridinger con conductancia 7 y potencial q en el ciclo, Ll
es invertible sii w[p®"C, 1)®*<](0) # 0y, entonces, para cada f € C(I),

€1,027 77€1,62

-1 = 1 S s)f(s)ds
(c)) Uﬂ@—ammﬂzg7Z%MDAR%,m¢>ﬂ>d, kel
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donde
R(k,s) = ¢@%¢ (min{k, s})y®%¢ (max{k, s})

€1,C2 €1,C2

a(n)p (TL) a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
w[(bg{bé; , 1;?17})[,;](0) |:(b(0) C1,C2 (0) - a(o) C1,C2 (1)) C1,C2 (k) €1,C2 (S) + 1/}(1,(2 (n + ]‘) Cl,éQ (k) C1,C2 (S):|
a(n)py(n) ¢ c : : : "
- e et (M ()0 (5) + ot (0)oets (Rywete(s)|,
w[(bclyczawu,w}(o)

paracada k =0,...,n.

Demostracion. Basta tener en cuenta que en este caso,
g1 = b(0)p=%<(0) — a(0)pebe(1), gia = —c(n)v&he(n),

ga1 = ¢L<(0), gaz = —pZ0e(n 4+ 1).

7. Caracterizacion de los nacleos resolventes

Finalizaremos el capitulo mostrando que el niicleo resolvente caracteriza completamente el pro-
blema de contorno, de forma andloga a como en la Seccion 7 del primer capitulo mostramos que
la funcién de Green caracteriza la ecuacion en diferencias; es decir, el operador /Jg, tal como fue
establecido en el Teorema 7.2 de ese mismo capitulo.

Supondremos que R: I x I — R es una funcién dada y nos preocuparemos de determinar bajo
qué condiciones existe un problema de contorno (L7, ¢1, ¢z), donde (cy, ¢2) tal que R es su niicleo
resolvente. De hecho, nos propondremos determinar las funciones a, ¢ € C*(I), b € C(I) y una matriz

€11 Cli2 Ci3 C T
C= C; C;z C;i C;l tal que rg C = 2, de manera que R = R%%¢, lo que implica que R(-, s),
s =1,...,n describe el nicleo de Green G‘j{f’gg del problema, mientras que R(-,s), s = 0,n+ lesel

correspondiente ntcleo de Poisson, P2%¢(-, s). En realidad, tenemos que determinar sélo los valores

de las funciones a, ¢ y b que realmente estdn involucrados en la ecuacién en diferencias; esto es, en
la ecuacion de Schrodinger en i , que no son otros que a(k), k =1,...,n,¢(k),k=0,...,n—1y
b(k), k =1,...,n.Recuérdese que también asumiremos que c¢(n+1) = a(n) y que ¢(n) = a(n+1),
aunque este ultimo valor no necesitaremos determinarlo explicitamente.

Consideremos pues 2: I x I — R una funcién y supondremos que es el nucleo resolvente del
problema de contorno regular (L7, ¢1, ¢z). Por simplicidad en la notacién, definamos u = R(-,0) y

v = R(-,n + 1). Entonces, como Wu,v] = 1 resulta que {u,v} es una base de la ecuacién de
(o]
Schrodinger homogénea en T; es decir, su wronskiano w|u, v] es no nulo en 1.

Por tanto, aplicando la Proposicién 6.3 del Capitulo 1, tenemos que

b(k) _ [u(k —Do(k+1) —u(k + v(k — 1)] ck—=1)  wlu,vl(k)
a(k) wlu, v](k —1) a(k) wlu,v](k —1)’
paracada k = 1,...,n. Por otra parte, paracada s = 1, ..., n, tenemos que
L _ ) R(s,s) — MR(S —1,5) = R(s+1,s)

a(s)  als) a(s)

~Juls —Du(s+1) —u(s + L)o(s — 1)] R(s, s) ~wu,v](s)R(s —1,5) . .
N wlu, v](s — 1) wlu,v](s — 1) R(s+1,3),
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lo que implica que necesariamente

[u(s — Dv(s +1) —u(s + L)v(s — 1)] wlu, v](s)
R(S"‘l,S) % w[u)v}(s— 1) R(S,S) - WR(S— 1,5),
paracadas =1,...,nYy, por tanto, que
a(s) = wlu, v](s — 1)
[u(s — D)v(s+1) —u(s + 1)v(s — 1) R(s, s) — w[u,v](s)R(s — 1,5) — w[u,v](s — 1)R(s + 1, 5)

para cada s = 1,...,n. En definitiva, las identidades anteriores permiten determinar de forma uni-
voca los valores a(k),b(k),k=1,...,nyc(k),k=0,...,n— 1.
A continuacidn identificaremos los coeficientes de la matriz C que determina las condiciones de
contorno. Para ello, tendremos en cuenta las siguientes identidades en T,
67 L(g0) = —c(0)ey, L(e1) = b(1)er — c(1)eq,
Li(en) = —a(n —1)ep1 + b(n)ey, LI(ent1) = —a(n)en.

que motivan la consideracion de las funciones z; € C(I), j = 1,2, 3, 4, definidas como

2z = c(0)R(-,1) + e, 2o =c(1)R(+,2) = b(1)R(-, 1) + €,
zz=a(n—1)R(-,n—1) = b(n)R(-,n) + e, zg =an)R(-,n) + epy1,

que claramente satisfacen que Lg(zj) =0en i paraj = 1,2, 3,4. Como ademas,

Cl(Zl) = C11, C2(21) = Ca1, Cl(Zz) = C12, C2(22) = (22,
C1(22,) = (13, C2(23) = C23, C1(24) = C14, C2(Z4) = Ca4,
resulta que
Z1 = Cc11u + C1v, Z9 = C12U + C220,
Z3 = C13U + C23, Z4 = Cl4U + C240.

Considerando ahora los valores z;(n) y zj(n + 1), j = 1,2y los valores z;(0), z;(1), j = 3,4,
obtenemos las identidades

o T[] [ A ],
u(n +1) v(n+1)_ ¢ - _zj(n+1) ’ J=172
u(0) v(0)] [ey] B [2;(0) Y
u(l) v(l)_ | C2j | a _Z](l) ’ J =99
que implican que
_Clj_ _ 1 v(n+1)zj(n) —v(n)zj(n+1) L
_CQJ_ UJ[U,U] (n) U(?”L)ZJ (n —+ 1) — u(n + 1)2](71) J y &y
_61]_ _ 1 v(1)z;(0) — v(0)z;(1) .
| €2 ] wu, v](0) [u(0)z;(1) — u(1)z;(0) |’ J =9
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Resulta entonces que los coeficientes de las condiciones de contorno estdn determinados por las
siguientes identidades:

cmﬂmn+mRmJy—mmRm+1Jﬂ

= wlw, v](n) ’
_c@ﬂﬂ@RM+&J)—Mn+URmJﬂ
o wlu, v](n) |
- :v(n +1)(c(1)R(n,2) — b(1)R(n, 1)) — v(n)(c(1)R(n+ 1,2) — b(1)R(n + 1, 1))}
e wlu, o](n) |
__pquan+¢@y—man+1J»—um+¢anngy—uanJ»}
@22 = wlu, v](n) ’
__}uxan—anﬂpqq—umRmm»—Umxan—nRuﬂqu—mmRum»]
@3 = wlu, v](0) ’
__p@xan—nRaﬂpq)—mmRum»—uuxmn—anﬂpq)—mmRmm»}
= wlu, v](0) ’
cuzaﬁ%ﬁﬁpaﬂmmw—mmR@nm
Qy_ﬂjgmﬂmmRumy—uannﬁ

En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 7.1. Sea R: I x I — Ry consideremos F': i — R definida como
F(s)=[R(s—1,0)R(s + 1,n+1) — R(s + 1,0)R(s — 1,n + 1)] R(s, s)

— [R(s,0)R(s +1,n+1) — R(s + 1,0)R(s,n + 1)] R(s — 1, s)
— [R(s = 1,0)R(s,n+1) — R(s,0)R(s — 1,n + 1)| R(s + 1, 5).

Si R es un niicleo resolvente de un problema de contorno (L7, ¢y, ¢3), debe satisfacerse que

R(s,0)R(s+1,n+1)# R(s+1,0)R(s,n+1) y F(s)#0, paracada s=0,...,n
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y, entonces, los coeficientes a, by c del operador L] estdn determinados por las identidades

ofs) = [R(s — 1,0)R(s,n+1) — R(s,0)R(s — 1,n + 1)]

F(s)
[R(s —1,0)R(s +1,n+1) — R(s +1,0)R(s — 1,n + 1)]
b(S) = )
F(s)
(5-1) = [R(s,0)R(s+1,n+1) — R(s+1,0)R(s,n+ 1)]
c(s = Fis) ,
para cada s = 1, ... ,n, mientras que los coeficientes de las condiciones de contorno estdn determi-

nados por las relaciones

¢(0) [R(n +1,n+ DR, 1) — R(n,n+ DR(n +1, 1)}

N T R, 0RMnm+1,n+1) —Rn+1,0)R(n,n+1)
¢(0) [R(n, 0)R(n+1,1) — R(n + 1,0)R(n, 1)]
N Rn,0Rn+ L,nt1)— Rn+1,0R(m,n+ 1)
R(n+1,n+1)(c(1)R(n,2) — b(1)R(n, 1)) — R(n,n + 1) (c(1)R(n+1,2) — b(1)R(n + 1, 1))}
cz== Rn,00R(n+ L,n+ 1) — R(n+ L,0)R(n,n + 1) ’
—R(n, 0)(c(1)R(n+1,2) = b(1)R(n +1,1)) — R(n+1,0)(c(1)R(n,2) — b(1)R(n, 1))]
2= R(n,0)R(n+1,n+1) — R(n+ 1,0)R(n,n + 1) ’
:R(l,n +1)(a(n — 1)R(0,n — 1) — b(n)R(0,n)) — R(0,n+ 1)(a(n — )R(1,n — 1) — b(n)R(l,n))]
s = R(0,0)0R(1,n + 1) — R(L,0)R(0,n + 1) ’
:R(O, 0)(a(n — 1)R(1,n — 1) — b(n)R(1,n)) — R(1,0)(a(n — 1)R(0,n — 1) — b(n)R(o,n))]
= R(0,0)0R(L,n + 1) — R(L,O)R(0,n + 1) ’
a(n [R(L n+ 1)R(0,n) — R(0,n + 1)R(1, n)}
U= TTR0,0B(1,n+ 1) — R, 0R(O0,n+1)
a(n) [R(o, 0)R(1,n) — R(1,0)R(0, n)}
Co4 =

R(0,0)R(1,n+1) — R(1,00R(0,n+ 1)’

Ademads, con las notaciones previas al Teorema anterior, el Corolario 4.20 se reformula como

R(k,s) = —WSL](O) v(min{k, s})u(méx{k, s})

P4 (8)

" a(0ywlu, v](0)

[glllL(k})U(S) + QQQU(/{Z)U(S) + §12u(k)v(s) + g21’0<k)u(8) ,
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paracadas=1,...,nycadak =0,...,n+ 1, donde
gin = c11v(0) + c1ov(1), g1z = crzu(n) + crau(n + 1),
g1 = c210(0) + c2ov(1), oo = cozu(n) + coqu(n + 1),

lo que significa que R debe satisfacer estas relaciones para ser nicleo resolvente del problema de

contorno cuyos coeficientes estdn determinados en el Teorema. Obsevar que el valor de a(0) estd in-
p(s) pls) _ 1 a(j)

—a(O)w[u, o10) no depende de a(0) ya que a(0) = FORLYOR

determinado, puesto que el cociente

paracadas=1,...,n.

A la vista del Teorema 7.1, podemos preguntarnos si es posible caracterizar a través del nicleo re-
solvente si el problema de contorno es de algtin tipo determinado. Por ejemplo, podemos preguntarnos
si el problema del que R es su nucleo es unilateral y la respuesta es sumamente sencilla.

PROPOSICION 7.2. Si R:b¢ es el miicleo resolvente del problema de contorno regular (L7, ¢y, ¢3),
entonces el problema es unilateral inicial sii

Rebe(0,n = 1) = REE(Ln — 1) = RES5(0,n) = REE(Ln) = 0

€1,02 €1,62 €1,02 €1,62

y unilateral final sii

b b b b, _
R‘jl’,;g(n, 1) = R‘jl”gg(n +1,1) = R‘jl’?gg(n, 2) = thcg(n +1,2)=0.
Demostracién. El problema es unilateral inicial sii ¢;; = 0,7 = 1,2, 7 = 3,4. Aplicando el Teorema
7.1 o, equivalentemente, considerando los sistemas que originaron las expresiones de los coeficientes,

estas condiciones se satisfacen sii 23(0) = z3(1) = 24(0) = 2z4(1) = 0; es decir, sii

a(n — 1)R¥%¢(0,n — 1) — b(n)R%%¢(0, n)

€1,02 €1,62

a(n — 1)R¥%¢(1,n — 1) — b(n)R%>¢(1,n)

€1,C2 €1,02

a(n)R*%¢(0,n) = a(n)R%%¢(1,n) = 0,

€1,02 €1,02

que implica el resultado. La demostracion para el caso de las condiciones finales es andloga. U

Aplicar la estrategia anterior para analizar si el problema es separado; es decir, de Sturm-Liouville,
conduce a expresiones complicadas, pues a diferencia de los casos anteriores esas caracteristicas no
conducen a la anulacion de ninguna de las funciones z;, j = 1,2, 3,4. De hecho, como veremos a
continuacion, la caracterizacion de los problemas de Sturm-Liouville desde el comportamiento del
nucleo resolvente involucra una expresion complicada, cuyo origen puede situarse en los trabajos pio-
neros de W. W. Barrett, ver por ejemplo [7], sobre la caracterizacién de matrices inversas de matrices
de Jacobi, a cuyo estudio dedicaremos el ultimo capitulo de este trabajo.

DEFINICION 7.3. Si el problema de contorno (L7, c1, ¢o) es regular 'y R‘c’fgg es su niicleo resol-

vente, denominamos funcién triangular a T%¢: I x I x I — R definida como

TEbe(k, m, 5) = REME (k, 5)REAE (m, m) — RE<(k, m) RESE (m, 5),

€1,02 €1,02 €1,02 €1,02 €1,02

si 0 < min{k, s} <m < méx{k, s} <n+1ycomoTo%(k,m,s) =0, en otro caso.

PROPOSICION 7.4. Si el problema de contorno (L], ¢y, ¢2) es regular, { abe 4habel o su base

€1,027 77€1,02
fundamental y p., la funcion de acompaiiamiento del operador L, entonces la funcion triangular del
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problema de contorno estd dada por

Tabc(k? m, S) Kabc(k m S)( a,b,c(m) a,b,c(k) - a,b,c(k,) a,b,c(m)>

e 1,02 o102 1,02 o1,02 \F) Pl
(921¢g{?€§(m) + 9220855 (m ), s =0,
< q (vetes)ontetm) - vete(msgte(s)), s=1....m,
(911085 (m) + 1208 (m)). s=n+1,
donde K2 bcg I x I xI— R estd definida como
K& (kym, s) = —5 a’b’—cpv(m)pygi)c abc
[ C{7£27 C1,C2](0)2 [ €1,629 c17C2]( )2
( —a(0)w[ptbe, YEhe](0), si 0=s<m<k<n+1,
dyw| ‘jfgg, flbcg](n), si 1<s<m<k<n+1,
X daqw([p@be, pEbe](n), si 0<k<m<s<n,

a(0)py(n+ 1) tw[p®he 22e)(0), si 0<k<m<s=n+1,

€1,627 7C1,62

{ 0, en otro caso.

Demostracién. Como la identidad es inmediata cuando o bien m = min{k, s} o bien m = max{k, s},
podemos suponer sin pérdida de generalidad que 0 < min{k, s} < m < méax{k,s} <n+ 1.
Sis=0y0<m< k<n+ 1, entonces
0
CL( ) a,b,c(k)Gabc(m m) Gabc(k m) a,b,c<m>

[ a,b,c CL,b,C]( )[ 1,62 1,62 €1,02 1,02
W[ Pey,ca9 Yep e |\

— Kbk, m, 0) (gavhs(m) + gaa0ts(m)

Tebe(k,m,0) =

c1,02

€1,02 €1,02 €1,02 €1,02

% a,b,c(m) a,b,c(k) o a,bﬁ(k) a,b,c(m):| )
Sis=n+1,entonces 0 < k < m < n+ 1y, ademds,

a(0)
e | S (Rl (m,m) — Gtk m) gzt (m)
W[Pe; &5, Ve el (n)

Tehe(k,m,n+1) =

1,62

_Kabc(k, m, n—+ 1) <g11 a,b,c(m) _|_912 a,b,c(m)>

€1,02 €1,02 €1,62

€1,62 €1,¢2 €1,62 €1,02

% a,b,c(m) a,b,c(k,)_ a,b,c(k,) a,b,c(m):|‘

Si k < s < n, el nicleo de Green se expresa como

Ga,b,c(k, 5) = —p4(5)

1b1 7b7
€12\ - a,b,c ja,b,.c a,b,c jab,c [H(k) ?Mg(s) + JUC) ?1,626(8)] )
w[ €1,629 517C2](0)w[ €1,029 C1,C2](n)

donde
H(k) = ga0is(k) = grile(k) y  J(k) = [g21 — DEbe|ttic(k) = gnuttie(h)
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y, por tanto, si k < m < s < n,

a,b,c pw(m)pw(s} [J(k)H(m) B J(m)H(k)] a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
T (b, s) = —— gt |G ()0 (m) — st (m) g (s)|
w]ee &, Ve &) (0)wloe &, e &) (n)

p(m)p(s) (911922 — g12921 + 912Df{?£>
wlg ', ] (0)wle's, vl (n)
x [wambe(m)gnts (k) — vete(R)suts(m) | [wate(s)onts(m) — vate(m)onte(s)]
y se obtiene la expresion para la funcion triangular teniendo en cuenta las identidades del Lema 4.17.
Por otra parte, si 1 < s < k£, entonces el niicleo de Green se expresa como

~

A (k)9 () + T(hpwete(s)|,

Ga7b7c k, — _p’Y(s)
Cl,C2( S) w[ a,b,c a,b,C](O)w[ a,b,c a,b,C](n>|:

€1,C2» 1,02 €1,C29 1,02
donde
H(k) = 922¢?1bc§< ) — [Dgl?cg + 912} flbczc(k) y J(k)= g21¢?1l,)c§( ) — 911 flbc;:(k)

y, por tanto,

a,b,c pw(m)p’y(S) |:J(k)H( ) J(m)H(k)} a,b,c a,b,c ab,c a,b,c
Tcl €2 (k m, S) = a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c [ C17,C72(S) C177C’2 (m> - C17,£2 (m) C£,£2 (8)]
w[ €1,62) C1,C2]( ) [ €1,625 ¥e1 C2](n)
p(m)py(s) (911922 — g12921 — 921D?{f’g§>
wlge e, vl (0)wohs, vk (n)
x [uabe(m)gnt (k) — vate(R)sets(m) | [wate(s)omts(m) — vabe(m)oste(s)]
y, nuevamente, se obtiene la expresion para la funcion triangular. U

COROLARIO 7.5. Si el pmblema de contorno L;’y, C1,Cy) esre ular, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) To%¢(k,m,s) = 0, para cada k,m,s = 0,...,n+ 1.

(ii) Tglz;(k: m,0) = Tgﬁ;(k m,n+ 1) =0, para cada k,m =0,...,n+ 1.

(iii) 72%¢(k,m,s) =0, paracada s =1,... ,nycadak,m=0,...,n+ 1.

1,02
(iv) Las condiciones de contorno son de Sturm—Liouville.

Demostracion. El problema es de Sturm—Liouville sii g11 = g12 = g21 = ¢g22 = 0, de manera que
(iv) implica (i) que, a su vez, implica tanto (ii) como (iii).

Por otra parte, si se satisface (iii), entonces considerando o bien k = s — 2y m = s — 1 o bien
k=s+2ym = s+ 1, resulta que d15 = d3y = 0, lo que implica que el problema es de Sturm—
Liouville. Finalmente, si se satisface (ii), entonces tomando o bien ¥k = m — 1 obien kK = m + 1,
resulta que necesariamente

9210 (m) + G220t (m) = guh&%(m) + g1208% (m),

para cada m = 1,...,n. La independencia lineal de gb‘jlbcg y fl’bgzc concluye que, necesariamente,

g11 = g12 = go1 = g2 = 0; es decir, el problema es de Sturm-Liouville. O






Capitulo 6

Aplicacion al estudio de las matrices de Jacobi generalizadas

1. Introduccion

El objetivo del dltimo capitulo de este trabajo estd centrado en el estudio de un tipo especifico de
matrices que denominaremos matrices de Jacobi generalizadas. Bajo esta denominacién se incluyen
las matrices tridiagonales, tradicionalmente denominadas matrices de Jacobi, y también las matrices
de Jacobi periodicas, ver [20]. Este tipo de matrices, que esencialmente son matrices tridiagonales
(y simétricas), aparecen con frecuencia tanto en el &mbito de la Matematica general como en el de la
Matemadtica Aplicada, ver [28, 44].

En todo el capitulo, para cada m € N*, si v € R™, denotaremos sus componentes por v;, j =
1,...,m, de manera que v = (vy,...,v,)". Como es habitual, denotaremos por 1 al vector cuyas
componentes son todas iguales a 1 y seguiremos denotando por 0 al vector cuyas componentes son
todas iguales a 0. También e € R denota el primer vector de la base estindar de R™; es decir,
e = (1,0,...,0)". El conjunto de matrices de orden m con coeficientes reales se denota por M,,,(R).
Finalmente |,,,, 0,,, y J,,, denotardn la matriz identidad de orden m, la matriz cuyas componentes son
todas nulas y la matriz cuyas componentes son todas iguales a 1, respectivamente.

DEFINICION 1.1. Si n € N¥, denominamos matriz de Jacobi generalizada de orden n + 2 de
coeficientes {a}7_y, {bi}i 1, {cx}iZy C R cij,c05 € R, j = 1,2,3,4, a la matriz M € M,,.5(R)
cuya estructura es la siguiente:

[ci1 ci2 0 0 ce 0 c13  Ciq |

—Cp b1 —ay 0 cee 0 0 0

o |
0 0 0 0 -+ —cp1 b, =—ay,
L C21  C22 0 0 s 0 Ca3  Co4 |

Cuando c13 = c14 = C91 = Co9 = 0, la matriz es tridiagonal y se denomina matriz de Jacobi, mientras
que si c13 = cog = 0y €14 - o1 # 0, se denomina matriz de Jacobi periddica.

Como en [44], hemos escogido presentar las matrices de Jacobi con signo negativo en los coe-
ficientes no diagonales. Esto es un mero acuerdo de conveniencia, motivado por la relacion de las
matrices de Jacobi y los operadores de Schrédinger en un camino.

El problema fundamental que estudiaremos aqui es el de determinar las condiciones bajo las
cuales la matriz M es invertible y, entonces, nos proponemos determinar también la expresién de
M~!. Cuando M sea invertible, denotaremos por R = (r},) a su inversa.

Observamos que antes de abordar el problema planteado, debemos introducir algunas hipétesis
sobre los coeficientes de la matriz para evitar situaciones o bien de respuesta trivial, o bien reducibles
Ci1 Ci2 Ci13 Ci4

a un problema de menor orden. Para comenzar, exigiremos que rg = 2, yaque
Co1 C22 C23 C24

143
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en otro caso M no puede ser invertible. Exigiremos también que ax, # 0, k = 1,...,ny que ¢; # 0,
k = 0,...,n — 1, ya que en otro caso M es reducible y el problema de invertir M se reduce a la
invertibilidad de una matriz de menor orden.

La matriz M es invertible sii para cada f € R"*2 existe u € R"*? tal que

[c11 c1o 0 vy cua | [ uo ] i fo ]
—c b - 0 0 Uy i
(68) A N B N
0 0 0o - b, —a, Uy, fn
[ Co1 C2 O -+ co3 Coa ] [Upgil | frg1l

es decir, tal que
C11lg + C1aUy + C13Uy + Clalinp1 = fo,

(69) —ArUk+1 + bkuk — Cp—1U—1 = fk’ k= 1, o, n.
Co1Ug + Coolly + Co3ly, + Coslipy1 = frp1-

Podemos reconocer en las identidades anteriores la estructura de un problema de contorno aso-
ciado a una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden o, de manera equivalente, a un operador
de Schrédinger sobre el camino de vértices I = {0,...,n + 1}. Concretamente, consideramos el
camino de vértices I = {0,...,n + 1} y las funciones a,c € C*(I) definidas como a(k) = ay,
k=1,...,nycomoc(k) =ck k=0,...,n—1ytalesquec(n+1) =a(n)yc(n) =aln+1),y
la conductancia -y determinada por ellas. Consideremos también el potencial ¢ € C(I) definido como
q(k) = by, — ap — cx—1, k = 1,...,n,y las funciones u, f € C(I) dadas por f(k) = fr y u(k) = ug,
k = 0,...,n + 1. Finalmente, consideremos las formas lineales de contorno ¢; y ¢y determinadas
C11 Ci2 Ci13 Ci4
Co1 C22 C23 Cog
los valores a(0), c(n),q(0) y ¢(n + 1). Recordemos que si escogemos a(0), c(n) # 0, la funcién de
acompaflamiento estd determinada por

T 20)
pa,c(k):H— s=0,...,n+1

por la matriz C = } . Nétese que los datos del problema no determinan ninguno de

s=0 C(S)
Con estas notaciones las ecuaciones (69) coinciden con el problema de contorno
(70) Li(u)=f enT, c(u)=f(0)y c(u)=f(n+1),

de manera que las condiciones para la invertibilidad de M son exactamente las condiciones bajo las
cuales el correspondiente problema de contorno es regular, y la determinacién de la inversa se reduce,
por tanto, al cédlculo del nucleo resolvente. Implicita o explicitamente esta es la estrategia seguida pa-
ra abordar este problema, ver por ejemplo [17, 27, 28, 31, 35, 40, 43, 51, 52], especialmente cuando
se consideran matrices tridiagonales. Observar que en este caso el problema de contorno correspon-
diente es de Sturm-Liouville, y en casi todos los trabajos puede reconocerse la técnica de reducir el
problema al calculo de determinar soluciones para problemas de valor inicial o final, por ejemplo
[51] y [27, 28] hacen mencidn explicita a este tipo de problemas. En este sentido, quizé la excepcidon
mads significativa sea el trabajo de R.K. Mallik, ver [40], en el que se aborda el problema de contorno
directamente dando lugar a una estructura excesivamente intrincada. En todo caso, el tratamiento de
la situacidn general aqui planteada no parece haber merecido la atencién de los investigadores y, por
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tanto, podriamos considerar que el material relativo a esta situacion es nuevo. Como comentamos en
el capitulo anterior, las técnicas de resolubilidad que reducen la determinacién del nicleo resolvente
a la obtencién de determinadas soluciones de problemas de valor inicial o final es, a nuestro juicio,
una novedad y puede también exportarse al tratamiento de los problemas de contorno para ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales y de segundo orden.

El contenido de este capitulo se reduce a incorporar la aplicacion de la teoria de problemas de
contorno en un camino desarrollada en el capitulo anterior a clases concretas de matrices. Por tanto,
se trata de un material mds descriptivo que el de los capitulos precedentes. Comenzaremos con el
andlisis de las que denominamos matrices de Jacobi generalizadas. Concluiremos el capitulo con el
tratamiento de algunas matrices circulantes, caso que se aparta, al menos en su presentacion inicial,
de la tipologia de matrices mencionadas anteriormente, aunque como veremos su andlisis se reduce
al caso de matrices de Jacobi asociadas a ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes, de
manera que, finalmente, representard el caso mds simple de aplicacién de nuestra metodologia.

2. Matrices de Jacobi

Iniciamos nuestro andlisis de las matrices de Jacobi generalizadas por el caso de las matrices que
habitualmente son denominadas matrices de Jacobi; es decir, las matrices tridiagonales. Consideremos
pues la matriz de Jacobi

[c11 ci2 0 0 0 c13  Ciq |
—Cp bl —a 0 0 0 0
0 —c b —a 0 0 0
71) M — 1 .2 2
0 0 0 0 —Cp—1 by —ay,
[ co1 c2 O 0 0 Co3  Co4 |

Si o bien ¢15 = 0 o bien cp3 = 0, entonces M es claramente reducible. De hecho, M es irreducible sii
12 - c23 # 0. Nos ocuparemos en primer lugar de este caso, por lo que asumiremos cis - co3 # 0. En

estas circunstancias, definimos a(0) = —cjo y ¢(n) = —ca3, b(0) = 11 y b(n + 1) = ¢a4, con lo que
si denotamos M por J(a, b, ¢), resulta que
C5(0) —a(0) 0 0 0
—c(0)  b(1) —a(l) - 0 0
0 —c(1) b2 0 0
(72) J(a,b,c) = : : )
0 0 0 b(n) —a(n)
0 0 0 - —c(n) bn+1)]

y la matriz no es otra que la asociada al operador de Schrédinger en el camino, de manera que J(a, b, ¢)
es invertible sii L7 es invertible. En otras palabras, el problema de contorno correspondiente no es
mas que la ecuacion de Poisson en el camino, que fue analizada en la Seccién 6 del Capitulo 5.
No obstante, antes de aplicar los resultados alli obtenidos, haremos un breve repaso a los resultados
conocidos en este ambito, que es probablemente el de mayor relevancia y el mas estudiado en la
literatura. Comenzaremos con algunas definiciones utiles.

DEFINICION 2.1. Si a,c € C*(I), b € C(I), donde a(n + 1) = ¢(n) y ¢(n + 1) = a(n), diremos
que J(a,b,c) tiene coeficientes constantes si existen «, 3,7 € R tales que a(k) = «, b(k) = S,
k=1,....,nyc(k)=vk=0,...,n—1,donde a- v # 0.
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El estudio de la invertibilidad de las matrices de Jacobi simétricas con coeficientes constantes fue
realizado en [10], con las misma técnicas presentadas aqui.

DEFINICION 2.2. Diremos que D = (d;;) € M,,(R) es una matriz de tipo D si existe un vector
v € R™ tal que
Vi, Si 1 < ja
dij = Ummfij} = .. .
vj, Sil 2> ].
Diremos que D = (d;;) € M,,(R) es una matriz de tipo D reverso si existe w € R™ tal que
Wy, sit < j:
dij = Wmax{ij} = .. .
w;, Si1> 7.
Diremos que R = (r;;) € M,,(R) es una matriz de Green si es el producto de Hadamard, es decir,
componente a componente, de una matriz de tipo D y otra de tipo D reverso. Equivalentemente,
existen vectores v,w € R™ tales que
viw;, sit < g,
Tij = Umin{i,j} Wmax{i,j} = L. .
vjwi, SL1 2> J.
Las matrices de tipo D, de tipo D reverso y las de Green son simétricas. Ademads, como la matriz
J., es de tipo Dy de tipo D reverso simultdneamente, toda matriz de tipo D y toda matriz de tipo D
reverso son asimismo matrices de Green, ya que ambas se obtienen realizando el producto de Hadamar
de ellas mismas por la matriz J,,,. Observar también que si D es la matriz de tipo D, determinada por
v € R™, D es la matriz de tipo D reverso determinada por w € R™,y R = D oD es la matriz de Green
determinada por ambos vectores, entonces

o T ) | wr W2 v Wy nwr Nnwe o VW,

V1 Vg =+-- V2 ~ wWao Wy - Wy V1W2 VoWg  * - VoW,
D=1|. . . |, D=1 . . . .| ¥y R=

Uy V2 Uy Wy W, -+ Why V1Wy VW, - UpWi

En particular, para que D sea invertible es necesario que v, # 0, para que D sea invertible es necesario
que w,, # 0y para que R sea invertible es necesario que v,w,, # 0. Ademads, es claro que estas
condiciones necesarias no son suficientes. De hecho, las condiciones para la invertibilidad de las
matrices de tipo D y de tipo D reverso estan dadas en el Lemma 2.3, que veremos un poco mas
adelante.

La matrices de tipo D fueron introducidas por T.L. Markham en 1972, ver [41], para el estudio
del denominado problema inverso de M—matrices. De hecho, las matrices que hemos presentado son
las que en [43] se denominan matrices de tipo D y de tipo D reverso, débiles, ya que Markham
requeria que los coeficientes del vector satisficieran que v,,, > vy, —1--- > v; > 0. Como en este
trabajo no estamos interesados en el problema inverso de M —matrices, hemos optado por simplificar
la presentacion y hemos eliminado el adjetivo débil de las definiciones.

Las matrices de Green aparecieron en los trabajos de F.R. Gantmacher y M.G. Krein, ver [35], pero
con el nombre de matrices apareadas. De hecho, aparecen en la literatura sobre el tema con varias
otras denominaciones, como matrices factorizables, ver [6], o matrices semiseparables, ver [53] y
[54]. Este tltimo trabajo contiene una valiosisima resefia histdrica del problema que nos ocupa.

La denominacién de matrices de Green se debe a S. Karlin, ver [38] y es la que, probablemente,
se ha hecho mds popular, y la que desde luego nosotros preferimos. Esta denominacién, dista mucho
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de ser inocente: el aspecto de las componentes de R se asemeja enormemente al de las funciones
de Green para los problemas de contorno de tipo Sturm-Liouville y, por tanto, autoadjuntos en un
intervalo, ver [23].

La relacion de las matrices de tipo D y de tipo D reverso con las matrices de Jacobi se expresa en
el siguiente resultado. No deja de ser curioso que a pesar de su sencillez no aparece habitualmente en
la literatura, [17] parece ser la Ginica excepcion, ni siquiera en el trabajo pionero de Markham.

LEMA 2.3. Si D es la matriz de tipo D determinada por v € R™, respectivamente D es la matriz
de tipo D reverso determinada por w € R™ y definimos vy = wy,+1 = 0, entonces D es invertible sii

v; # Vip1, © = 0,...,m — 1, respectivamente D es invertible sii w; # w; 1, 1 = 1,...,m. Ademds, si
se verifican las hipdtesis, entonces
_Cl + Co —Co 0 0 0 T
—Co c3 + Co —C3 0 0
1 0 —C3 C3TC4 0 0 1 .
D™ = : : : G =~ —,)=1....,m,
. . . Uy Vj—1
0 0 0 Cmn-1+t+Cm —Cm
| O 0 0 —Cm —Cm |
mientras que
[ ¢, —é1 0 0 0
—C1 G+ —Cy 0 0
~ 0 —é Ca+¢3 - 0 0
5-1_ 2 21+ C3 o 1 1 .
- . . . . ) 7] 7] - ) )
. . . Wy — Wj4q
0 0 0 ém—Q + ém—l _ém—l
| 0 0 0 —Crm—1 Cm-1+ Cm |

Por tanto, las matrices de tipo D y de tipo D reverso e invertibles, son las inversas de matrices
tridiagonales, mds concretamente, inversas de las matrices asociadas a los operadores de Schrodinger
con conductancia simétrica y potencial ¢ = vy 'eg y ¢ = w;'e,,, respectivamente, en el camino con
m vértices. El que esta propiedad sea también cierta para matrices de Green es uno de los resultados
fundamentales en el drea y, en cierta medida, ha sido inspirador de parte de este trabajo. El resultado
que referimos a continuacioén puede encontrarse tanto el trabajo original de Gantmacher y Krein, [35]
como en numerosisimas referencias bibliograficas, ver por ejemplo [6, 7, 17, 26, 43, 44, 45]

TEOREMA 2.4 (Gantmacher & Krein). Si R € M,,(R) es la matriz de Green determinada por
los vectores v,w € R™, entonces
m
det R = vyw,, H(vsws,l — Vg1 Ws).
s=2
Ademads, si R es una matriz simétrica, irreducible e invertible, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) R es una matriz de Green.
(ii) R™! es una matriz tridiagonal, simétrica e irreducible.

Estos resultados ha sido extendidos al caso de las inversas de matrices tridiagonales no simétricas
(e invertibles), ver por ejemplo [7, 27, 28, 37].
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TEOREMA 2.5. ([37, Teorema 2]) Si A € M,,,(R) es una matriz irreducible, tridiagonal e inver-
tible, existen u,v,w,z € R™ rales que si A=* = R = (r;;), entonces

vz, si1 <7,

Tij = .. .
u;w;, Sii 2> 7,
es decir,
vy V1 v1 U1 21 22 Z3  tct Zn
Uy Y2 Vo - V2 Wy 22 Z3 "t Zm
R=|U1 U2 V3 -+ V2o |W3 W2 23 - Zp
Uy Uz U3 - Um Wy Wy Wy -0 Zm,

En [37], el anterior resultado se deduce de un caso mds general aplicado a matrices de Hessenberg,
que son aquellas matrices que, o bien tienen todas sus componentes nulas por encima de la primera
superdiagonal, o bien tienen todas sus componentes nulas por debajo de la primera subdiagonal. Sin
embargo, en el caso de matrices tridiagonales puede hacerse mds explicito, si se tiene en cuenta
la siguiente particularidad de las matrices simétricas e irreducibles: Existe una matriz diagonal e
invertible, H € M,,,(R), tal que HA es simétrica.

Podemos aplicar el Teorema de Gantmacher & Krein a la matriz HA para obtener el siguiente
resultado que precisa el anterior teorema, ya que muestra que en el caso tridiagonal existe h € R™ tal

queu=vohyz=woh.

COROLARIO 2.6. ([43, Teorema 3.3]) Si R = (r;;) € M,,,(R) es una matriz irreducible e inver-
tible, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe una matriz diagonal e invertible H tal que RH™! es una matriz de Green; es decir,
existenv,w,h € R™, donde h; # 0, j = 1,...,m, tales que
Ui"LUjhj, si1 < j,

Tij = NjVmin{i ) Wmax{i,j} = o
vihjw;; sii > j,

es decir,
U1 U1 U1 cee U1 h1w1 h2w2 h3w3 s hnwn
hivr vy Vg o V2 wy  howy hsws -+ hpwpy,
R = hivi hovy w3 -- Vo | o | w3 wy  hsws - hpwpy,
hivy hove havs -+ v, Wy, Wy Wy RpWin

(ii) R~ es una matriz tridiagonal irreducible.
Ademds,
m
det R = hyvw,, H hs(Vsws—1 — vs_1wy).
s=2

Demostracion. Si A = R™! es tridiagonal y H € M,,,(R) es la matriz diagonal e invertible tal que HA
es simétrica, entonces R = (HA) ™! es una matriz de Green simétrica y, por tanto, existen v,w € R™
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tales que
. viw;, sii<j,
Tij = Umin{i,j} Wmax{i,j} = .. .
vjw;, S11 2> .
Sidenominamos h;, j = 1, ..., m alas componentes diagonales de H, entonces como R = A~ = RH,

resulta que

. injhja si¢ < j,
Tij = hﬂ”z‘j = hjvmin{i,j}wméx{i,j} = .. .
vihjw;, sii > j,

y, ademds, det R = det H det R. O

Noétese que el anterior resultado es hgeramente diferente del que aparece en [43, Teorema 3. 3]
donde se usa que si A es simétrica, también existe H diagonal con entradas no nulas y tal que AH es
simétrica. Preferimos utilizar aqui la version que hemos presentado, pues es la que encaja en nuestros
desarrollos.

Si bien la descripcién de la inversa de una matriz tridiagonal irreducible, simétrica o no, estd
bien estudiada, la caracterizacion de aquellas matrices que son inversas de matrices tridiagonales
irreducibles parece haberse reducido esencialmente al caso simétrico, con la notable excepcion de

[7].

PROPOSICION 2.7. ([7, Teorema 1]) Si R = (r;;) € M,,(R) es invertible y satisface que
m—1
[T 7j; # 0, entonces R es tridiagonal sii R satisface la Propiedad Triangular; es decir,
=2

TiiThk = TikTkj, paracadai,j=1,...,mycadamin{i,j} <k < méax{i,j}.

Ademds, si k;j = ;1 — 175, 1, ] = 1,...,m, entonces

m—1 M= 1

detR = < H rjj) H ]{5]]+1,

=2

lo que implica que d;j11 # 0, j=1,...,m —1,ysi R™' = A = (a;;), entonces
r22 riiki—e , —ri o1
anzd—, ajjzﬁ, Sll<]<m, Qi = —F, Sl’Z—j‘:l, amm:k—
12 G—15Rj+1 ij m—1m

Observar que la propiedad triangular implica que los coeficientes de R estdn determinados por las
tres diagonales principales de la matriz:
Tii+1Tit1i+2 " Tj-15 C Tii—1Ti—1,i-2 """ Tj+15

rij = , Sl <j oy 1= , Sl1>7
Tit1i+1T54+2i+2 * - Tj—1,5—1 Ti—1i—17Ti—2i—2 " " Tj41,541

Las condiciones de invertibilidad de J(a, b, ¢) asi como la expresién de su inversa R = (r;;) estan
descritas en la Proposicion 5.6, en el Corolario 5.7 del Capitulo 5 o, de acuerdo a su interpretacion
como la matriz del operador de Schrodinger, en el Teorema 6.3 del mismo capitulo. Ademas, inclui-
remos la expresion de las soluciones de los problemas de valor inicial y de valor final demostradas



150 Cap. 6. Aplicacion al estudio de las matrices de Jacobi generalizadas

en el Capitulo 4. Recordemos que las funciones de Chebyshev han sido definidas por las Identidades
(49) como

_
SIS
[y

Po(z,y) =0, Pz,y)=1 y Plz,y) = ny, k>1

para cada x,y € C(I).

Con la ayuda de las funciones de Chebyshev podemos determinar las funciones CD?lbcg y \If‘jll’cg que
son esenciales para el andlisis del problema planteado.

En todo el capitulo consideraremos las funciones ®,, ¥ € C(I) definidas como

®,(0) =
P, (k) = ( )Pi_1(b,ac) — a(0)c(0) Py—_a(b1, arcy), k=1...,n+1,
) U, (k) = a(n)e(n) Py—g—1(bg, axcr) — b(n + 1) Py_g (b, agcr), k=0,...,n,
U (n+1)=
y el valor

D, = b(0) [a(n)c(mpn,l(b, ac) — b(n + 1) (b, ac)}
—a(0)c(0) [a(n)c(n)Pn_g(bl, aic) —b(n+1)P,_1(by, alcl)] :

LEMA 2.8. En las condiciones anteriores, se satisface que

q)glbcg(k):a(())(ﬁa(s))ICIDJ(k:) y \pgf;g(k):c(n)(ﬁc(s)>1\1/J(1€), h=0,.. . n+1,

s=k

Y, ademds,
b(O)WEE(0) — a(0) Ve (1) = (H (s))
TEOREMA 2.9. La matriz J(a, b, c) es invertible sii D, # 0, en cuyo caso

"

1

e

a(j))th(k:)\IlJ(s), si0<k<s<n-+1,

Tks =

T

1
J

c(j))CDJ(S)\I/J(/{:), Si0<s<k<n+l

S

.
Il

Ademds,

i
L

—(n+2)

detR = —a(O)””D?H( c(s))

w
I
o
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Demostracion. La primera parte es consecuencia del Teorema 6.3 del Capitulo 5, teniendo en cuenta
las identidades del Lema anterior y que para cada k,s = 0,...,n + 1 se tiene que

s—1

a(y), sik <s,

3

|

]
N—
o,
e

puc(s)( T e(s)

min{k,s}—1

T

1

o)) T ) ), sk s

s=méx{k,s} Jj=s

a(0)(
de donde se deduce la férmula establecida en el enunciado.

Para demostrar la féormula del determinante de R, haremos uso de la dltima parte del Corolario
2.6. En este caso hj = p, .(j), v; = ®42(5) y w; = ¥%<(4), lo que implica que

€1,02 C1,C02
hs(VswWs—1 — Vs 1Ws) = — pa.c(8)w[PLYC, We0C|(s — 1)

€1,627 = €1,62

= —c(s — 1)7'a(s — 1)pac(s — Dw[@20e, Wabe](s — 1)

€1,627 7 €1,62
n—1 -1
= —c(s = 1) a(0)wl@2s, wa%)(0) = e(s = 1)a(0)D, ( I e(s)) .

paracadas =1,...,n+ 1, de manera que

s=1

|
—

n

—(n+2)
detR = —a(O)"”D?H( c(s)) .

@
I
o

O

Aunque la expresion de la inversa de J(a, b, ¢) en términos de las soluciones de los problemas de
valor inicial y final, es basicamente conocida, ver [28, 40], la que proponemos aqui tiene la novedad
de considerar la expresion de tales soluciones. Por otra parte, la férmula para el determinante de R
parece ser nueva. Sorprendentemente, ha pasado desapercibida a lo largo de los afnos. Probablemente
la explicacion resida en que la mayor parte de los métodos utilizados en este drea son de caricter
algebraico, y este parece ser el primer estudio sistematico basado en las propiedades de las ecuaciones
en diferencias. Notese que para llegar a la expresion hemos utilizado las propiedades del wronskiano
de las soluciones de las ecuaciones en diferencias homogéneas.

A continuacion particularizamos el resultado anterior al caso en el que la ecuacion tiene coefi-
cientes constantes, lo que significa que a(j) = a # 0,b(j) = 6,7 =1,...,n, y c(j) = v # 0,
j=0,....,n—1.

Recordemos que si z(j) =z ey(j) =y # 0,7 =1,...,n, entonces

k X
P,l(x7y) = 07 Po(x,y) =1 y Pk,(x7y) =2 Uk <m>

Por tanto, si consideramos ¢ = ———, entonces
2./«

@, (k) = (y/am)* 2 [b(0) /a7 U-1(q) — (011U 2(a) . k=1...n+1,

(74)
\IIJ (k> = (\/O‘_’y)n_k_l |:C<n)aUn—k—1(Q) - b(n + 1)\/a_’yUn—k(Q)} ) k= 07 RN
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y D, = dy(y/ay)"? donde
d, = b(0)/ay [c(n)aUn,l(q)—b(n—i—l)\/av Un(q)] —a(0)y [c(n)aUn,Q(q)—b(n—i—l),/ay Un-1(q) |-

En sentido estricto, las formulas anteriores s6lo deberian ser utilizadas cuando ay > 0, mientras
que para ay < 0 deberiamos hacer uso del Teorema de Estructura de las ecuaciones con coeficientes
constantes presentado en el Capitulo 3 y considerar las subsucesiones de indices par e impar. Por no
alargar y complicar innecesariamente la exposicion, permitiremos valores complejos en las identida-
des finales. No es dificil observar que todos los resultados permanecen vélidos en ese caso, incluso
st los coeficientes de las matrices se permiten que sean nimeros complejos. En el resto del capitulo
seguiremos considerando que las matrices de Jacobi tienen coeficientes reales, pero cuando sea nece-
sario, es decir, cuando oy < 0, permitiremos que las expresiones, puedan valorarse en el complejo

V.
COROLARIO 2.10. Sia(j) =a#0,b(j) =0 7j=1,....n,¢(j) =7#0,j=0,...,n—1,
entonces J(a, b, c) es invertible sii d, # 0, en cuyo caso

a(0)a* 1@ (0)¥ (s), si0=k<s<n-+1,

1 ke (k)W (s), sil<k<s<n+1,
Ths = —————
T d (a2 V()W (K),  si0<s<k<n,
cm)y"*d (s)¥,(n+1), si0<s<k=n+1

Ademds,

detR = _a(o)n+2,y—n(n+1)(\/Oé—,y)(n—Q)(n—i—l)de-l.

3. Matrices de Jacobi (p, r)-Toeplitz

Una matriz de Toeplitz es una matriz cuadrada cuyas diagonales son constantes. Por tanto, una
matriz de Jacobi que ademads es de Toeplitz tiene las tres diagonales principales constantes y el resto
nulas. Estas matrices no deben confundirse con las matrices de Jacobi con coeficientes constantes
introducidas anteriormente. De hecho, una matriz de Jacobi con coeficientes constantes «, 3,y es de
Toeplitz sii ademads a(0) = a, b(0) = b(n + 1) = Sy ¢(n) = . En esta seccién trataremos con este
tipo de matrices y con sus generalizaciones.

DEFINICION 3.1. Dados p € N* y r € R*, diremos que la matriz de Jacobi J(a,b,c), donde
a,c € C*(I), b € C(I), a(n + 1) = ¢(n) y c¢(n + 1) = a(n), es una matriz (p, r)-Toeplitz si existe
m € N* tal que n + 2 = mp y, ademads,

alp+7) = ra(j), blp+j)=rb(j), y clp+3j)=rc(j), j=0,....(m—1)p.

NoOTA 3.2. Si r = 1, las matrices de Jacobi (p, 1)-Toeplitz son las matrices conocidas con el
nombre de matrices tridiagonales p—Toeplitz, ver por ejemplo [28], cuyos coeficientes son periddicos
de periodo p. Cuando p = 1, las matrices de Jacobi (1, 1)-Toeplitz antes definidas no son otras que
las habituales matrices tridiagonales y de Toeplitz; es decir, matrices tridiagonales, cuyas diagonales
son constantes. Para el estudio de la invertibilidad de las matrices de Jacobi (p, 1)-Toeplitz, puede
consultarse por ejemplo [27, 28].

Obsérvese que las matrices de Jacobi que son (1, r)-Toeplitz son aquellas cuyas diagonales son
progresiones geométricas de razén r. Mas generalmente, si J(a, b, ¢) es (p, r)—Toeplitz, entonces

a(kp+j) = r*a(j), b(kp+j) = *6(j), y clkptj) =rke(s), k=0,...,m—1, j=0,...,p—L
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El primer resultado se refiere al estudio de las matrices de Jacobi (1, 1)—Toeplitz. Naturalmente,
no es mds que una especializacion del Corolario 2.10.

PROPOSICION 3.3. Si ay # 0, la matriz de Jacobi (1, 1)-Toeplitz

3 —a 0 -+ 0 0
0 — B8 - 0 0
Ja )= . . . .
0 0 0 b —«
0 0 0 ~y 8]
es invertible sii "
T
2./ k=1 2
en cuyo caso,
) @ (o) Uk (5755 ) Un—si (505), Si0<k<s<n+1,
Tks = 7 B\ '
Unia(57%) PV U (575 ) Uit (5055 ), si0<s<k<n+l.
Ademds,

n+1
detR:(—l)”ow(”“)2(\/av)(”“)(”“)Umz(2B ) '

3

Demostracion. Si consideramos ¢ =

, entonces

@,(k) = (a7)* | By Uia(a) = arUi-(0)|
(VAT 20Uk 1(0) = Ur2(9)] = (a0 Ula),

(VA" [1alioa(a) = ByaT Uns(0)].

= (o)t [Un—k—l(Q) - 2qUn—k(Q)] = —(yay)" U, 41 (q),

paracada k = 0,...,n + 1. Observar que como Up(q) = 1, ¢,(0) = 1, ¥ (n+ 1) = —1 y pueden
unificarse las dos primeras identidades y las dos dltimas de (74). Por otra parte,

d, = —a*7y*Upni2(q),

de manera que d, # 0 sii ¢ no es un cero del polinomio U,5(x); es decir, sii ¢ # cos (%),
k=1,...,n+ 2, ver [42]. Cuando esto ocurre J(«, [3,7) es invertible y se tiene que

1 o (o) T U (@) Up—sia(q), si0<k<s<n+1,
Unt2(q) | 7* (/o) " WUs(q)Un—isa(q), si0<s<k<n+1

v, (k)

Tks =

Ademas,
detR = (_1)na7_(n+1)2(\/@)(n+4)(n+l)Un+2(Q)n+l.

O
La expresion anterior coincide con la obtenida por Fonseca y Petronilho en [27, Corolario 4.1] y
[28, Ecuacion 4.26].
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COROLARIO 3.4. Si « # 0, la matriz de Jacobi (1, 1)-Toeplitz simétrica

8 —a 0 -+ 0 07
—-a g —a -+ 0 0
0O —a g -~ 0 O
Nepy= |, 0 T
0O 0 0 g —«
L0 0 0 —a [ ]

es invertible sii

km
2 k=1,... 2
B # acos(n+3), e, 2,

en cuyo caso,
Uml’n{kz,s} (%) Un—maﬂx{k,s}-‘rl (%)
aUnsa(37)

Tks = s k,SIO,...,n+1.

Ademds,

n+1
detR = (—1)"0423"Un+2<£> .
2a
La espresion para la inversa de una matriz de Jacobi simétrica y de Toeplitz es bien conocida, ver

por ejemplo [27, Corolario 4.2] y las referencias citadas alli.

Como una matriz de Jacobi (p, r)-Toeplitz no deja de ser una matriz de Jacobi, las condiciones
bajo las cuales es invertible y el cdlculo de su inversa serdn particularizaciones del resultado del
Teorema 2.9. Equivalentemente, deberemos seguir los mismos pasos que en la demostracion de dicho
resultado, sacando provecho de la estructura adicional de las matrices. Como dicha prueba estd basada
en la obtencion de la inversa del operador de Schrodinger en el camino, Teorema 6.3 del Capitulo 5,

volvemos a tener como objetivo la determinacion de las funciones ®%%¢ y U2t las dnicas soluciones

de la ecuacion de Schrédinger homogénea en i que satisfacen
d=be(0) = a(0), ®0¢(1) = b(0), VC(n) = —b(n+1), ¥2*(n4 1) = —c(n).

€1,02 01,02 €1,62 €1,02

En este caso particular, la ecuacion de Schrodinger tiene coeficientes casi—periddicos, podemos
aplicar los resultados de la Seccion 6 del Capitulo 3, correspondiente al estudio de este tipo de ecua-
ciones y, mas concretamente, el Teorema 6.4 y, también, los de la Seccién 3 del Capitulo 4, donde se

desarroll6 la Teoria de Floquet.
p—1
Tendremos en cuenta que si a € C(I) tiene periodo p, entonces a™ = [] a(j). Por tanto, si
=0

p—1
a,c € C*(I) son periédicas de periodo p, entonces a™c™ = p, .(p)~* [] a(j)?. Ademds, para cada

7=0
keNycadal =0,...,p— 1, setiene que po.(kp + £) = pa.c(p)*pac(l).
Definimos § = /7 p,.(p) y consideraremos el nimero

L5]

[N

0 . _
(75) q= (—1) Z PP 1g%p* e,

p—1
2 1] la(s)] =0 aeh}
7=0
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Cuando rp,.(p) > 0, g define un nimero real, pero cuando 7p,.(p) < 0, ¢ es imaginario puro. En
este caso, segun el Teorema de Estructura del Capitulo 3 deberiamos considerar el nimero real

P

5

. _ 2
q= 2(]2 — 1= Tpm—C(p)(Z(_l)] Z T—ap71aozbaca> — 1

p—1
2] a(y)? =0 aehd
7=0

pero como hemos indicado anteriormente, por simplicidad no desarrollaremos ese caso y permitire-
mos el uso de nimeros complejos en las expresiones de la inversa de J(a, b, ¢).

TEOREMA 3.5. Sean p,m € N¥ tales que pm = n + 2, r € R*, J(a,b,c) una matriz (p,r)-
Toeplitz y las funciones

u(k, 0) = 0045 (p + O)Uyp_1(q) — P22 (0)Ur_2(q),

€1,02 €1,62

v(k, 0) = brbe (n +2-2p+ E) Up_k—2(q) — 000 (n +2—-—p+ f) Unn—k—3(q),

€1,62 C1,62
definidas para cada k =0,....m —1lycada ¢ =0,...,p— 1.
Entonces, J(a, b, c) es invertible sii

b(0)v(0,0) # a(0)v(0,1)
Y, ademds,
X u(k, O)v(s, 0), sik <s,
a,c E A
Tkp—&-ﬁ,sp-i—é = P 7 ( ) u(5>€)v(k7£)u si k < S,

a(0)r0%=+[5(0)v(0,0) = a(0)v(0, 1) u(s, min{l, Y )v(s, méx{l,0}), sik=s.

Demostracion. El Teorema 6.4 del Capitulo 3 establece que
L (kp+0) = 07 u(k, 0) y WE(kp+0) = 0™ 0(k, (),

paracadak =0,...,m —1ycada/l =0,...,p— 1. Basta ahora aplicar el Teorema 6.3 del Capitulo
5. O

Observar que los valores ®%¢(k), k = 1,...,2p — 1 necesarios para evaluar las funciones en el

Teorema anterior, pueden obtenerse a partir de la férmula

(k) = (ﬁa(j))l [b(0)Py1(b,a0) = a(0)c(0) Pya(by, arer) |, k=1...,2p—1,

mientras que los valores \If‘jlvf’gg(n +1—k),k=1,...,2p— 1 se evaldan mediante la identidad,
n—1 -1
weten+ 1=k = (TI () [alm)e(n) Peaburi i nsiscnsis)
j=n+l—k
—b(n + 1) Py—1(bny1—k, an+1fkcn+lfk):| ;
paracadak =1...,2p — 1.
Observar también que
p—1+4 p—1 {—1 n—1 n—1 n
IT o) = (TTe) (TTa)) v IT e =r"( II e)( II <)).
7=1 7=1 7=0 j=n+1l—p—~L j=n+1l-p j=n+1-¢

paracadal/=1,...,p— 1.
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La siguiente particularizacién del teorema anterior, al caso de matrices tridiagonales cuyas diago-
nales estan en progresion geométrica es, a nuestro entender, un resultado nuevo en la literatura.

COROLARIO 3.6. Sir € R*, la matriz (1, r)-Toeplitz

8 —« 0 e 0 0
-y  pBr  —ar 0 0
0 —yr pBr2 ... 0 0
e, Byvir) = .. N : ;
0 0 o - pBr™  —ar®
| 0 0 0 - —yrm prott

es invertible sii

km
24/ k=1,... 2

(/2 Vit () Ui i (3 5)

en cuyo caso,

/-\
[\Jed }‘

Tks =
75Upny 1/a—v)
Ademds,
n+1
det R = (—1y 4 (ay o)t (5 [ 1)
ary

. /ar /
Demostracién. En este caso 0 = 6

u(k) = 98U1-1(q) — alli(q) = a [Qqu_mq) ~ Ur2(q)] = alin(g).
v(k) = —r" U, _1(q) + r"v0U,_1_1(q)

= —r"~0 [2qUn_k(q) — Un_k_1( )} = \/Oé_WUn—&-l k( )

Como
Oehe(k) =07 u(k) y wEhe(k) = 0" v(k),

€1,02 €1,62

resulta que

BULTS(0) — aW (1) = —r"af" ™'/ | 2qUn11(q) — Un(q) | = —1"a0"Uny2(q)

€1,62 €1,62
y la matriz J(«, 3, ~y; r) es invertible sii U,,12(q) # 0y, entonces,

Frs = 93+17kUm1’n{k,s}(Q)UnJrlfméx{k,S}(Q)
s arsU,.2(q)
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4. Matrices circulantes

Presentamos en esta dltima seccion las condiciones necesarias y suficientes para la invertibilidad
de algunas matrices circulantes que dependen de tres pardmetros y, ademads, calculamos explicitamen-
te su inversa. Nuestro estudio también engloba una amplia clase de matrices circulantes simétricas.
Las técnicas que usamos estdn relacionadas con la solucién de problemas de contorno asociados a
ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden. En consecuencia, reducimos el coste compu-
tacional del problema. En particular, restablecemos las inversas de conocidas matrices circulantes
simétricas, aquéllas cuyos coeficientes son sucesiones aritméticas o geométricas y, también, si son
numeros de Horadam, entre otras. También caracterizamos cudndo una matriz circulante, simétrica y
tridiagonal es invertible y, en ese caso, calculamos explicitamente su inversa.

Muchos problemas cientificos y de matemdtica aplicada conducen a la solucién de sistemas linea-
les con coeficientes circulantes relacionados con la periodicidad de estos problemas, como los que
aparecen cuando se utiliza el método de diferencias finitas para aproximar ecuaciones elipticas con
condiciones de contorno periddicas, véase [19]. Las matrices circulantes tienen un amplio rango de
aplicacion en procesado de sefal, tratamiento de imagen digital, prondstico lineal, teoria de correcion
de errores de cédigo, véase [24, 55]. En los dltimos afos, han aparecido varias publicaciones sobre
matrices circulantes que pretenden ofrecer una expresion efectiva de su determinante, sus valores
propios y la inversa de la matriz, véase por ejemplo [34, 47, 56].

En este capitulo, consideramos matrices circulantes del tipo Circ(a,b,c,...,c) vy
Circ(a, b, c, ..., c,b), reproduciendo el trabajo presentado en [14]. Este tipo de matrices se plantean
cuando se trata, por ejemplo, con diferencias finitas para resolver ecuaciones elipticas en una dimen-
sién, o cuando se calcula la funcién de Green de ciertas redes que se obtienen cuando se afiade un
nuevo vértice a una red anterior con funcién de Green conocida, véase [15]. Aportamos una condicién
necesaria y suficiente para su invertibilidad. Ademds, como ya es conocido, su inversa es una matriz
circulante y obtenemos una férmula cerrada para la expresion de sus coeficientes.

Para un n € N* fijado, consideramos el vector R junto con el producto interno estdndar (-, -). La
matriz | corresponde a |,, y la matriz J a J,,, es decir, la matriz Identidad de orden n y la matriz de
orden n cuyas entradas son todas uno, respectivamente.

Una matriz A = (a;;) se denomina circulante con pardmetros ay, . . ., a,, si
ay as - a,
(76) A |t o o
Gz as --- aq

0, equivalentemente, véase [47, 56],

(77) Aij = Q14(j—i)(mod n)-

Dados a € R”, Circ(a) = Circ(ay,...,a,) € M,(R) es la matriz circulante con pardmetros
ai,...,a,. Obsérvese que Circ(e) = 'y Circ(1) = J.

Sea 7T una permutacion del conjunto {1, ..., n} definida como,
(78) T(1)=1, 7(j)=n+2—-j, j=2,...,n.

Denotamos por P, € M,,(R) la matriz con entradas (p;;), tales que para cualquier j = 1,....n,

pr(j); = 1y pij = 0, en otro caso. Resulta que P, es invertible y se satisface P, = P] = P,-1 = P_..
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De manera similar definimos ahora a, = P a; es decir, el vector cuyas componentes son (a,); = a;
y (ar); = @pi+2—j, j = 2,...,n.Entonces, 1, =1y (a,,1) = (a, 1). Ademds,

(79) Circ(a,) = P,Circ(a)P,.

Para cualquier a € R"”, las matrices

al a2 ... an
) ) a9 as e ai
(80) Circ,(a) = P.Circ(a) = . , y
Qp a1 -+ Gp-1
ap  Qap %
) ) Apn  Ap—1 ay
(81) Circ"(a) = Circ(a) P, = i
az a as
se denominan circulante por la izquierda y circulante por la derecha con pardmetros ay,. .., ay,,

respectivamente. Ambas matrices son simétricas y, por esta razén, las matrices Circ,(a) se denominan
matrices circulantes simétricas en [S5]. Para evitar confusiones, nos referiremos a este tipo de matrices
con la notacién introducida arriba. Ademas, de la Identidad (79) obtenemos Circ”(a) = Circ,(a,) para
cualquier a € R".

Con el fin de completar la caracterizacion introductoria de estas matrices, enumeramos a conti-
nuacion las propiedades de las matrices circulantes que son relevantes en nuestro estudio. Se puede
comprobar facilmente que todos los enunciados se verifican.

LEMA 4.1. Dado cualquier a € R", se verifican las siguientes propiedades:
(i) Para cualquierb € R"y o, € R, Circ(aa + b) = aCirc(a) + SCirc(b).

(ii) Circ(a)" = Circ(a,). En particular, Circ(a) es simétrica sii a = a,.

(iii) Circ,(a) = Circ(a) sii Circ"(a) = Circ(a). Estas igualdades se verifican sii a = a,.

(iv) Circ(a)l = (a, 1) 1. Ademds, si Circ(a) es invertible, entonces (a, 1) # 0.

(V) Para cualquier b € R™, Circ(a)b = Circ(b,)a, y Circ(a)Circ(b) = Circ(b)Circ(a) = Circ(c,),
donde c = Circ(a)b, = Circ(b)a.

(vi) Circ(a) es invertible sii el sistema lineal Circ(a)g = e es compatible determinado. En ese caso,
existe una tinica solucion g(a) que ademds satisface (g(a), 1) = (a, 1)~ . En consecuencia,

Circ(a) ™' = Circ(g(a))T y a,=a sii g(a); =g(a).
(vii) Circ.(a) y Circ”(a) son invertibles sii Circ(a) es invertible y, en ese caso

Circ.(a)~" = Circ.(g(a)) y Circ’(a)~" = Circ"(g(a)).

Uno de los principales problemas en el campo de las matrices circulantes es determinar las condi-
ciones de invertibilidad y, en ese caso, calcular la inversa. Del lema anterior, resulta que para cualquier
a € R" la invertibilidad de las matrices Circ.(a) y Circ"(a), al igual que el célculo de sus inversas,
puede ser deducido a partir de la invertibilidad y de la matriz inversa Circ(a). Es mds, la solucién de
este dltimo problema se reduce al estudio de la compatibilidad de cierto sistema lineal y al cdlculo de
su solucién, cuando ésta exista. Ademas, el problema ha sido ampliamente estudiado en la literatura
utilizando la raices primitivas enésimas de la unidad y ciertos polinomios asociados con ellas, véase
[36, 47]. Especificamente, sea w = e la raiz primitiva enésima de la unidad. Ademads, se define



4. Matrices circulantes 159

paracada j = 0,...,n — 1, el vector t; = (1,wj, . ,wj("_l))T € R" y para cualquier a € R" el

polinomio P,(z) = > a;z?~!. Obsérvese que to = 1y para cualquier a € R™, P,(1) = (a,1). El

J=1
siguiente lema proporciona una condicién necesaria y suficiente para la invertibilidad de Circ(a) y
proporciona una férmula para la inversa.

LEMA 4.2. Para cualquier a € R", se verifican las siguientes propiedades:
n—1

(i) Circ(a)t; = Pa(w)t), para cualquier j = 0, ..., n. En particular, det Circ(a) = [ Pa(w").
k=0

(ii) Circ(a) es invertible sii Py(w’) # 0, j = 0,...,n — 1. En ese caso, Circ"*(a) = Circ(h,)

1 n—1

donde (h,), = — Y w k=D P, (wh)7L,
N k=0

Notese que la propiedad (i) del anterior lema implica que todas las matrices circulantes de orden n
tienen los mismos autovectores pero diferentes autovalores. Aunque el problema estd completamente
resuelto, la complejidad de cdlculo de la férmula (i1) para la determinacion de la inversa de una matriz
circulante crece con el orden de la matriz, asi que esta férmula no resulta muy util desde el punta de
vista computacional. Para ilustrar este fendmeno, aplicamos el Lema 4.2 a los casos n = 2,3, que
pueden ser resueltos directamente sin dificultad.

Paran = 2,w = —1y paraun vector a € R? dado, se tiene P,(7) = a; +asz,y Pa(—1) = a; —as.
Entonces, Circ(a) es invertible sii (a; + az)(a; —az) # 0y

1 1 1 aq
ha == - s
(ha), 2(a1+a2+a1—a2) a} — a3

1 1 1 a9

h —- = — = .
(ha), 2 (al—i—ag al—a2> a? — a3
Por otra parte, sin = 3, w = 2(—1+iV3),w? = Wy

Py(z) = a1+ asx + azx?; Py(w) = ay + asw +azw y Py(
sii

para un vector a € R?® dado, se tiene

%) = P,(w). Entonces, Circ(a) es invertible

Py(1)|Py(w)|? = (a1 + ag + a3)|a; + asw + as©|* = a? + a3 + a3 — 3ayasa3 # 0
en ese caso,

1 a? — asas
ha) = (1P ()2 + 2P, (1)Re(Py(w) )= ! ,
(a); 3P, (1)| Py(w)|? [Pa@)[” + 2P (1)Re(Fa () al + a3 + a3 — 3ajazas
1 a2 — ajas
ha)= (Pa 24 9P,(1)Re(wP, ): E ,
O 3P, (1)| Py(w)|? Fa(w) + 2P (1)Re(why (w) ad + a3 + a3 — 3ajasaz
1 a? — aqas
ha)= (Pa 24 9P,(1)Re(@P, ): 2 .
(a); 3P, (1)| Py(w)|? Paw) [P+ 255 (Re(@F(w) ad + a3 + a3 — 3ajazas

Nuestro objetivo es calcular la matriz inversa de algunas matrices circulante de orden n > 3
con tres parametros como maximo. Por ejemplo, ese tipo de matrices circulantes aparecen cuando se
calcula la resistencia efectiva y el indice de Kirchhoff de una red que proviene de afiadir nuevos nodos
a una red ya conocida, véase [15]. Reducimos significativamente el coste computacional de aplicar el
Lema 4.2 puesto que la clave para encontrar la matriz inversa consiste en resolver una ecuacién en
diferencias de como médximo orden dos.
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4.1. Matrices Circ(a,b,c,...,c). Dados a,b,c € R, sea a(a,b,¢) € R" definido como
a(a,b,c) = (a,b,c,...,c)". Entonces, Circ(a,b,c,...,c) = Circ(a(a, b, c)).
Para cualquier ¢ € R, también consideramos el vector z(q) = (¢" 1, ¢""%,...,¢,1)" € R™. Se

(

—~

—1
comprueba inmediatamente que z.(q) = (¢" %, 1,q,...,¢" %) "y (z(q),1) = q T Observamos

que la dltima identidad también se verifica para ¢ = 1, ya que h’rq =" _p= (z(1),1). Remarca-
=1 q —

mos que z(1) = 1y z,(—1) = z(—-1) = (=1,1,—1,...,1)7, paran par.
PROPOSICION 4.3. Para cualquier q € R se satisface
Circ(a(q, —1,0))z-(q) = [¢" — 1]e.

Ademads, se verifican las siguientes propiedades:
(1) Circ(a(q, -1, O)) es invertible sii " # 1, y la matriz inversa es

Circ(a(gq, —1,0)) ™" = (¢" — 1)"'Circ(2(q)).

(ii) El sistema lineal Circ(a(l, -1, O))h = v es compatible sii Y, v; = 0. En ese caso, para
i=1
cualquier vy € R la solucion vinica del sistema lineal que satisface (h,1) = -y es

hj:%[v—zwi] +> v, j=1,....n.
: —

=1

(iii) Si n es par, el sistema lineal Circ(a(—l, -1, O))h = v es compatible sii (v,z(—1)) = 0. En
ese caso, todas las soluciones vienen dadas por

n
hj = (=1 (=1)'vi+0z(-1), j=1,....n, a €R,
i=j
y, por tanto, 2(h, 1) = (v, 1).
La matriz inversa de una matriz circulante cuyos parametros son una sucesion geométrica puede
calcularse como una aplicacion del resultado anterior.

COROLARIO 4.4. Para cualquier a,r € R, la matriz Circ(ar™',... ar,a) es invertible sii
a(r™ — 1) # 0. En ese caso, la matriz inversa es

Circ(ar™*, ... ar,a)”" = (a(r™ — 1))71Circ(a(r, —1,0)).
El resultado principal de esta seccion proporciona la condicidn necesaria y suficiente de la inverti-

bilidad de las matrices con las que estamos tratando. Pero ademds, cuando la inversa existe, aportamos
uan expresion simple y cerrada para sus entradas.

TEOREMA 4.5. Para cualquier a,b, ¢ € R, la matriz circulante Circ(a, b, c, ..., c) es invertible sii
l[a+b+ (n—2)c|[(a—b)*+ (1—(=1)")(c—b)*] #0
y, en ese caso, Circ(a,b,c,...,c) b = Circ(k(a, b, c)) donde, si a # 2c — b
(c=b)yYa—c)v c

b = (@ —e=b)  @rb—29(at bt (n=20)
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111 n—1 G-1)
kj(zc_b’b’c):E[E+2(c—b)]_n(c—b)’ I

Sy M.

Demostracién. Definiendo a(n;a,b,¢) = [a + b+ (n — 2)c][(a — b)* + (1 — (=1)")(c — b)?],
entonces a(n;a,b,b) = 0siia = boa = (1 —n)b. Ademds, cuando ¢ # b, si n es impar, entonces
a(n;a,b,c) = 0sii a = —b — (n — 2)c, mientras que si n es par, entonces a(n;a, b, ¢) = 0 sii o bien
a=bobiena=—b— (n—2)c.

Segin (iv) del Lema 4.1, (a(a,b,¢),1) = a+ b+ (n — 2)c # 0 es una condicién necesaria
para asegurar la invertibilidad de Circ(a(a, b, c)) Asi que, a partir de ahora asumiremos que se sa-
tisface esa condicion. Ademas, del Lema 4.1 (vi), Circ(a(a7 b, c)) es invertible sii el sistema lineal
Circ (a(a, b, c))h = e es compatible y, en ese caso, existe una solucion tnica que, ademds, satisface
(h,1) = (a(a,b,c), 1)~ 1.

Por tanto, como Circ(a(a,b,c)) = Circ(a(a — ¢,b — ¢,0)) + cJ, si el vector h € R" verifica
Circ(a(a, b, ¢))h = e, entonces Circ(a(a — ¢,b — ¢,0))h = e — c(a(a, b,c), 1) 1.

Reciprocamente, si h € R satisface Circ(a(a — ¢, b — ¢,0))h = e — c(a(a, b, c), 1)1, entonces

Circ(a(a, b,¢))h = Circ(a(a — ¢,b — ¢,0))h + cJh = e + ¢[(h, 1) — (a(a,b,c),1) '] 1

y, por tanto, h es una solucién de Circ(a(a, b, ¢))h = esii (h, 1) = (a(a, b, ¢), 1)~ %
En consecuencia, hemos obtenido que

Circ(a(a,b,¢))h = e sii Circ(a(a — ¢,b — ¢,0))h = e — c(a(a, b,c),1)"'1

y, ademds, (h,1) = (a(a,b,c), 1)~ 1.
Si ¢ = b, entonces (a(a, b,b),1) = (n —1)by Circ(ala — ¢,b—¢,0)) = (a — b)l. Asi que, el
sistema (a — b)lh =e — b(a+ (n — 1)b ) "Tes compatible sii @ # by, por tanto,

1
S I CET e [(@+ (n = 1)p)e — 0],
o B (a+(n—1)b) —bn _ 1 B I
lo que implica que (h,1) = (@ —b)(a+ (n=1)p) e (a(a,b,b),1)~". Noétese que,
1 b
ffa,b,b) = a—b (a—b)(a+ (n—1)b)’
hj(a,b,b) = — b Jj=2,...,n.

(a—b)(a+ (n—1)b)’

a—c
c—b
consecuencia, el sistema Circ(a(a — ¢,b — ¢,0))h = e — ¢(a(a, b, ¢), 1) '1 es equivalente a

Para el caso ¢ # b, consideramos ¢ = ,entonces a(a — ¢, b—¢,0) = (¢ —b)a(q, —1,0) y, como

1
(c—=b)(a+b+ (n—2)c)

Circ(a(g, —1,0))h = ((a+b+(n—2)c)e—cl>.
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Si h es solucidn del sistema anterior, entonces
(a+b—2c)
(c=b)(a+b+ (n—2))

= (Circ(a(q, —1,0))h,1) = (h, Circ(a, (¢, —1,0))1)

(a+b—2c)
= —1 1)(h,1) = —— = (h,1
<a(q7 70)7 >< ? > (C—b) < ) >7
1
lo que implica que si a + b — 2¢ # 0,, entonces (h, 1) = P p— 1 =(a(a,b,c), 1)L, Asi que,
sic#bya+b—2c#0;es decir, si ¢ # 1, entonces Circ(a(a, b, c))h = esii

1

Circ(a(q, _170>)h = (C _ b) (a+ b+ (n — 2)@) <(

a+b+(n—2)c)e—c1).

Para n par o n impar pero b # a; es decir, ¢" # 1, segun la Proposicién 4.3 (i), Circ(a(q, -1, 0))
es invertible y, ademas,

1 .
= o Db g ) (4t (= 2))e 1)

1

T e—b)e - (a+b+(n—2)c) ((a+ b+ (n—=2)e)z(q) — e(z(a), 1) 1)-

Sinesparyb=a,entoncesq=—1,a+b+ (n—2)c=2(b—c)+ncy
((2b4 (n —2)c)e — cl,z(—1)) = —(2(b — ¢) + nc) #0.
Por consiguiente, el sistema

1
(c—=b)(a+b+ (n—2)c) <(

Circ(a(—1,-1,0))h = a+b+(n—2)c)e—cl>

es incompatible, asi que Circ(a(a, b, ¢)) no tiene inversa.
Sic#bya+b—2c=0,esdecir, ¢ =1, entonces a + b+ (n — 2)c = nc y el sistema

: 1
Circ(a(1,—1,0))h = e =) (ne —1)

tiene solucion. Ademds, por la proposicion 4.3 (ii), si

h 1[1+n—1] 1[1+n—1] (n+1-7) . 5
L R — =2,...,n
"Tonlne T 20e=0)1" 7 T nlne T 2(c—b) n(c—>5) ’ JE S
1
entonces h es la solucién tnica del sistema lineal que satisface (h,1) = —.
ne
En todos los casos basta con tomar k = h. O

Notese que para a = 2¢ — b en el anterior Teorema, Circ (a(2c —b,b, c) es invertible si y solo si
c(c —b) # 0y, entonces, las entradas del vector h(2¢ — b, b, ¢) son los elementos de una sucesién
aritmética. Por tanto, podemos dar una caracterizacion de la inversa de una matriz circulante cuyos
pardmetros estdn en progresion aritmética. Por supuesto, nuestros resultados coinciden con los obte-
nidos en [§] y, para matrices circulantes por la izquierda en progresion aritmética, en [55].
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COROLARIO 4.6. Para cualgquier a,b € R, la matriz Circ (a, a+b,...,a+(n— 1)6) es invertible
sii (2a + (n— 1)b)b # 0y, en ese caso,

2 J— iCirc(a(1,—1,o)).

. -1
Clrc(a,a+b7--->a+(n_1)b) :n2(2a+(n—1)b) nb

En particular, para cualquier m € 7 tal que 2m + n # 1, la matriz Circ(m,m +1,...,m+n — 1)
es invertible y su inversa es

2
n?(2m+n—1)

Circ(m,m+1,...,m+n—1)"" = J— lCirc(a(l, —1,0)).
n

4.2. Matrices Circ(a, b, c,...,c,b). Para cualquier a,b,c € R, sea b(a, b, c) € R™ definido

como b(a,b,c) = (a,b,c,...,c,b). Entonces, Circ(a,b,c,...,c,b) = Circ(b(a,b,c)) y
b,(a,b,c) = b(a,b,c), ya que la matriz Circ(a,b,c,...,c,b) es simétrica. Si consideramos el caso
b(a,b,b) = a(a,b,b), la matriz Circ(a,b,b,...,b,b) ya ha sido analizado en la seccién anterior, asi

que a partir de ahora asumimos ¢ # b. El caso ¢ = 0 ha sido analizado en [46] bajo el nombre
de matriz tridiagonal circulante simétrica, imponiendo la condicion |a| > 2|b| > 0; es decir, que
Circ(b(a, b, 0)) es una matriz estrictamente diagonalmente dominante.

Notese que Circ(b(2, -1, O)) no es mas que el denominado Laplaciano combinatorio de un ciclo
de n vértices. Mas generalmente, para cualquier g € R, Circ(b(2q, —1, 0)) es la matriz asociada con
el operador de Schrodinger en un ciclo con potencial constante 2(¢ — 1) y, por tanto, su inversa es
la funcién de Green de un ciclo de n vértices; o, equivalentemente, puede considerarse la funcién de
Green asociada con un camino con condiciones de contorno periddicas, como vimos en el capitulo
anterior. Puesto que la inversion de matrices del tipo Circ(b(2q, —1, 0)) involucra la resolucién de
ecuaciones en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes, relacionadas con los polino-
mios de Chebyshev mediante el Teorema de Estructura 5.3 del Capitulo 3, recordamos algunas de las
propiedades de estos polinomios, en concreto, referentes a los de primera y segunda especie, que nos
seran utiles en el desarrollo de nuestro trabajo en esta seccion. Véase [42] para las demostraciones y
detalles adicionales.

“+oo

(i) Para cualquier sucesién de Chebyshev {Q,, },/2°  existe «, 5 € R tales que

Qn(z) = aU,_1(x) + BU,_o(x), para cualquier n € Z.

(i) T, (z) =T, (z) y U_,(x) = —=U,_2(x), para cualquier n € Z. En particular, U_;(z) = 0.

(iii) T5,4+1(0) = Uspy1(0) = 0, T2, (0) = U, (0) = (—1)™, para cualquier n € Z.

(iv) Dado n € N* entonces, To(q) = 1siiq = cos (222),j = 0,..., [%5}], mientras que U,(q) =
0sii ¢ = cos (;25),j = 1,...,n. Enese caso, U, _1(q) = (=1} y Un11(q) = (—1)7.

W) T,,(1) =1y U,(1) = n+ 1, mientras que T,,(—1) = (=1)"y Up(—1) = (=1)"(n + 1), para
cualquier n € Z.

vi) T,(z) = 2Up—1(x) — Up—a(x) y T} (x) = nU,—1(z), para cualquier n € Z.
(vil) 2(z — 1) > U;(z) = Upsa(x) — Up(z) — 1, para cualquier n € N.
=0
Ademds, para cualquier ¢ € R denotamos por u(q), v(q) y w(q) los vectores de R™ cuyos compo-
nentes son u; = U;_2(q), v; = U;_1(q) y w; = Uj_2(q) + U,—;(q), respectivamente.

LEMA 4.7. Para cualquier ¢ € R", se satisfacen las siguientes propiedades:
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) we(g) = wla) y wla).1) = D1

(ii) w(q) = 0sii ¢ = cos (%), j = 1,..., [251]. En ese caso, {u(q),1) = (v(g),1) = 0.

. Ademds, w(1) = nl.

(iii) Cuando n es par, entonces waj—1(0) = 0y wq;(0) = (—1)7~* [1 (-1)z],j=1,...,2
(iv) Cuando n es impar, entonces w;_1(0) = (—1 ', 5 =1,. L2y wg;(0) = (—-1)77,
j=1,..., %%
(iv) Cuando n es impar, entonces w;(—1) = (—=1)7"*(n+2—2j),j=1,...,n.
Demostracién. w(q) = 0sii U,_;(q) = —U;_2(q) para cualquier j = 1,...,nyes ta 1gualdad se
verifica sii U,_1(q) = 0y U,_2(q) = —1. Ademds, U,_1(q) = 0sii ¢ = cos (%), k = —1,
por tanto U,,_»(q) = (—1)**1, que conduce a U,,_»(q) = —1 sii k = 2j. O

NoTA 4.8. El cociente % estd bien definido para ¢ = 1, porque T,,(1) = 1, U, (1) = n + 1,
y T'(q) = nU,-1(q), y usando la regla de I"Hopital, h’rri(w(q), 1) = nU,_1(1) = n®. Ademds, para
q—
q =1, se tiene w(1) = nl asi que, (w(1),1) = n?

PROPOSICION 4.9. Para cualquier q € R,
Circ(b(2g, —1,0))w(q) = 2[To(q) — 1]e

y se verifica:
(1) Circ(b(2q, -1, O)) es invertible sii ¢ # cos (2”) 7=0,...,[%%],y
_ 1
Circ(b(2¢, —1,0)) = —————Circ(w(q)).

(ii) Siq = 1, el sistema lineal Circ(b(2q, -1, O)) h = v es compatible sii (v,1) = 0. En ese caso,
para cualquier v € R la solucion vinica que satisface (h,1) = -y viene dada por

5——Z|J—Z| (n—li—jDvi, j=

(111) Si g = cos ( ), Jj=1,. [”T_ll, el sistema lineal Clrc(b(2q, — ,O))h = v es compatible

sii (h,u(q)) = (h,v(q)) = 0.

Demostracion. Para demostrar (i), nétese que w(q) es la primera columna de la funcién de Green
para el operador de Schrodinger de un ciclo de n vértices o, equivalentemente, para un camino de
(n + 1) nodos con condiciones de contorno periddicas, véase [10, Proposicién 3.12].

1
Para demostrar (ii), basta con ver que G = (g;;), donde g;; = Tom (n* —1—6)i —j|(n—|i—jl])),

1,7 = 1,...,n es la funcién de Green del Laplaciano Combinatorio del ciclo, véase por ejemplo
[12]. El tercer enunciado (iii), proviene del apartado (ii) del Lema 4.7 que establece los valores de

w(gq) = 0. Ademads, en ese caso, U,,—1(q) =0, U,—2(q) = —1y U,(q) = 1. Por otro lado, los vectores
u(q) y w(q) verifican

2quy — ug — Uy, = —1 —U,_2(q) =0,

—Up — Up—1 + 2(]Un = - n—d(Q) + 2qUn—2<Q) - Un—l(Q) = 07
2quy —v9 — v, =2q — 2q — U,—1(q) =0,

—U1 — Up—1 + 2qvn =—-1- Un—2(Q) + 2qUn—1(q> - 07
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asi que, Circ(b(2¢, —1,0))u(q) = Circ(b(2¢, —1,0))v(q) = 0. O

A continuacion se presenta y se demuestra el resultado principal de este apartado. Proporcionamos
las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de la inversa de la matriz Circ(a, b, ¢, ..., ¢, b)
y obtenemos explicitamente los coeficientes de la inversa, cuando ésta existe.

TEOREMA 4.10. Para a,b,c € R, la matriz circulante Circ(a, b, c, ..., c,b) es invertible sii
Bl O
(a+2b+ (n—3)c) H [a—c+2(b—c)cos(—]>]7é0

, n
7j=1
Y, en ese caso,
Circ(a, b, c,...,c,b) ™t = Circ(g(a7 b, c)),

donde si a # 3¢ — 2b,

U;j—2(q) + Un—;(q) c .
- b = J J — == 1 ..
9;(a,b,c) 2c—0)[Tu(g)—1] (a+2b—3c)(at2b+(n—3)c) "
con q = %, mientras que

1
g;(3¢ —2b,b,c) = —1—6(j—1)(n+1—j))+%, j=1,...,n.

12n(c — b) ("

Demostracion. Del enunciado (iv) del Lema 4.1, una condicion necesaria para la invertibilidad de
Circ(b(a,b,c)) es (b(a,b,c),1) = a + 2b+ (n — 3)c # 0, por tanto, asumiremos que se satisface
esta condicién. Ademads, el enunciado (vi) del mismo Lema establece que la condicién necesaria y
suficiente para invertir Circ(b(a, b, ¢)) es la compatibilidad del sistema lineal Circ(b(a,b,c))g = e y,
en ese caso, existe una solucion tnica que satisface (g, 1) = (b(a, b, c), 1)L

Como en el Terorema 4.5,

Circ(b(a, b, c))g = e sii Circ(b(a — ¢,b—¢,0))g = e — ¢(b(a, b,c), 1) "1
y, ademas, (g, 1) = (b(a,b,c), 1)~ L.
Puesto que b(a — ¢,b — ¢,0) = (¢ — b)b(2¢q, —1,0), el sistema lineal
Circ(b(a — ¢,b—¢,0))g = e — ¢(b(a,b,c),1)7'1
es equivalente al sistema
1
(c—b)(a+2b+ (n—3)c) <(
Si g es una solucion del sistema anterior, entonces
(a+2b—3c)
(c—b)(a+2b+ (n—3)c

Circ(b(2¢, —1,0))g =

a+26+(n—3)c)e—cl>.

) = (Circ(b(2q, —1,0))g, 1) = (g, Circ(b(2q, —1,0))1>
(a+2b— 3c)
o= (g, 1).

1

a+2b+ (n—3)c
este supuesto; es decir, si a # 3¢ — 2b o, equivalentemente, si ¢ # 1, entonces Circ(b(a, b, c))g =e

= <b<QQ> _17 0)7 1><g7 1> =

= (b(a,b,c),1)~1. Bajo

Como consecuencia, si a+2b—3c # 0, entonces (g, 1) =
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Circ(b(2¢, —1,0))g = D 21b+ =3 ((a +2b+ (n—3)c)e — cl).

Bl ‘
Ademds, si ] [a —c+ 2(b — ¢)cos (2”>] = 0, entonces ¢ # cos (2%) para cualquier

J=1

j=1,...,["]. Usando el apartado (i) de la Proposicién 4.9, Circ(b(2g, —1,0)) es invertible y
1
& 2(c—b)(a+2b+ (n—3)c)[Tn(q) — 1] irc(w(q ))<(a+ +(n—3)c)e—c )
1

“ 2c—b)(a+2b+ (n—3)c) [Tulg) — 1] ((“ +2b+ (n = 3)c)w(q) — c{w(q), 1) 1)-

Siexiste j = 1,...,[%], tal que @ — ¢ + 2(b — ¢) cos (%J) = 0, es decir, ¢ = cos <27”),
entonces, el apartado (ii) del Lema 4.7 asegura
((a+2b+ (n—3)c)e —cl,v(q)) = (a+2b+ (n — 3)c)vi(q) = a+2b+ (n — 3)c # 0,

asi que, por el enunciado (iii) de la Proposicion 4.9, el sistema lineal Circ(b(a, b, c)) g = e es incom-
patible, Circ(b(a, b, ¢)) es no invertible.
Cuando a = 3¢ — 2b, esto es ¢ = 1, entonces a + 2b + (n — 3)c = ncy el sistema

1
Circ(b(2,—1,0))g = -1
re(b(2, ~1,0))g = s (ne 1)
es compatible. Ademds, utilizando el apartado (ii) de la Proposicién 4.9, el vector g € R" cuyos
componentes vienen dados para cualquier j = 1, ..., n por
9= 5~ 5= D= G- 1)+ Zu—un—\z—m
7 n2¢ 2n(c—0b) 2n2
es la solucidn dnica del sistema que satisface (g, 1) = —. Por dltimo, sélo tenemos que tener en
nc
cuentaque Y [j —i|(n—|i —j|) = %(n2 — 1), para cualquier j = 1,...,n. O
i=1

El caso a = 3¢ — 2b en el anterior Teorema, involucra la funcién de Green de un ciclo. Los casos
relacionados con este, aparecen como aplicacioén en el andlisis de los problemas asociados a estas
estructuras combinatorias.

COROLARIO 4.11. Dados a,b € R, la matriz
A= Circ(a,a+b(n— 1),a+2b(n—2),...,a+ jb(n —j),...,a+b(n — 1))
es invertible sii (6a + b(n* —1))b # 0y
6 1
e J— Circ(b(2, —1,0)).
n?(6a + b(n* — 1)) 2nb re(b( )

COROLARIO 4.12. Dados a,b € R, se verifican los siguientes resultados:

(i) Si n = 1mod(4), entonces A = Circ(a,a,b,b,a,a,...,a,a,b b a) es invertible sii

(a—b)(a(n+ 1)+ b(n — 1)) # 0y se obtiene
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1 2 b
A-l = —Cire(b(0,1,0)) — la+b)
a—>b (a—b)(a(n+1)+b(n—1))
(ii) Si n = 2mod(4), entonces A = Circ(‘%b, a, CLTH’, b, “TH’, e CLTH’, b, “TH’, a) es invertible sii
(a—b)(a(n+1) +b(n — 1)) # 0y se obtiene
1 2 b
A=t = ——Circ(b(0,1,0)) — (a+9)
a—>b (a—b)(a(n+1)+b(n—1))
(i) Si n = 3mod(4), entonces A = Circ(b,a,a,b,b,...,a,a,b,b,a,a) es invertible sii
(a—b)(a(n+1) +b(n — 1)) # 0y se obtiene
2(a+0)

J.

-1 _ L ir _
A= a—bC <(b(0,1,0)) (a—b)(a(n+1)+b(n—1))

(iv) Cuando n es impar, entonces
A = Circ(a+nb,a— (n—2)b,...,a+ (=1) " (n+2—=2j)b,...,a— (n—2)b)
es invertible sii b(an + b) # 0y se obtiene

PR B a
ATl = 4bC|rc(b(2,1,0))

b(an + b) )

Finalizamos esta seccion deduciendo la inversa de una matriz tridiagonal circulante simétrica ge-
neral, sin asumir la hipétesis de diagonal dominancia. Obsérvese la diferencia entre nuestro resultado
y la metodologia numérica utilizada en [46].

COROLARIO 4.13. Para a,b € R, b # 0, la matriz circulante Circ(a,b,0,...,0,b) es invertible
Sii
E o
H [a + 2bcos (—J)] # 0
, n
7=0
Y, en ese caso
Circ(a,b,0,...,0,b)~" = Circ(g(a, b,0)),
donde
(—1) a a ,
- (5 v ()] -
g](a 0) Qb[]_ _ (_1)nTn<%>] Jj—2 2 + ( ) J 2b J n

Nétese que la hipdtesis de matriz diagonalmente dominante [a| > 2|b|, claramente implica que
a + 2bcos (2%]) # () para cualquier j = 0,...,n.
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