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Capitulo 1

Introduccion.

Dentro de la Fisica, un ejemplo representativo de ecuacion eliptica es el problema de con-
ductividad eléctrica. Para plantear el problema supondremos que 2 C R", con n > 2, representa
un conductor eléctrico cuya frontera, que representamos como 0f2, es suave. Imaginemos que
inducimos, en la superficie del material, un potencial eléctrico que representaremos como una
funcién vy : 92 — R. A su vez, este potencial en 0€2, inducird un potencial en €2 que hara que
se almacene una energia £ dada como

E:%/Q(AVU,VU)—/Q(F,VU).

Aqui A es una matriz A% que dependera de la conductividad del material del que esté compuesto
Q y F representa factores ajenos al material como fuerzas externas, otras fuentes eléctricas, etc.
La distribucién de cargas dentro de €2 tenderan a equilibrarse de manera que la energia, en el
interior de €2, sea minima. De esta forma, encontrar el potencial v se traduce en el siguiente
problema de minimos

min £ (v) = min 1/(AVU,VU> —/(F,Vv).
RET Yl Y0 Q Q

O lo que es lo mismo, encontrar aquella funcién v para la que se cumple la desigualdad
E(v) < E(v+ty)

para toda ¢ € C* (Q). El Método cldsico de Variaciones prueba la existencia y unicidad de un
equilibrio v, bajo condiciones de elipticidad y regularidad suficiente sobre A, vy, 02 y F. Por
otro lado, dado que la desigualdad anterior puede verse como una funcién real en ¢, derivaremos
e igualaremos a cero como en el caso real. Esto es

d
EE(UO + tp) =0 = 0.

Gracias a las propiedades bésicas de la norma vectorial || - || vemos que la igualdad anterior es
equivalente a la siguiente ecuacion integral

/AVUVQO—/FV’U para todo ¢ € C* ().
Q Q

Ademads, como ¢ € C(§2) y conocemos el potencial vy en 0f2, podemos plantear el problema
de conductividad como el siguiente Problema de Dirichlet dado por una FEcuacion en Forma
Divergencia

div(AVv) = divF en Q,
v = 1y en 0€).



Un estudio interesante, desde el punto de vista matematico, es el de generalizar este problema
a otros funcionales de energia no necesariamente lineales en Vuv. Para ello, es habitual tomar
funcionales de energia no lineales

E(v) = min/ E(x,v, Dv),
vlan Jo

que permitan que el método clasico del calculo de variaciones funcione. En este caso, la Fcuacion
de FEuler-Lagrange obtenida para el problema de minimizacion es

1.1
u =10 en Of) (1.1)

(+) {div(.A(x, Du(z))) = divG en Q
para cierto término independiente G, y donde A depende de las derivadas de £ en la variable
del graciente.

En este trabajo, nos centraremos en cuestiones de regularidad sobre las soluciones de los sis-
temas del tipo (* ). En general, asumiremos que A : R" x R™*" — R"*" satisface las condiciones

(A1) (A(z,&6) — Az, &), 6 — &) >0 ]& - &)
(A2) [A(z, &) — A(z, &) < L& — &,

(A3) JA(z,8)] < 6(92 + |5,2)%

para todo € Q y para todo &, &, & € R™Y. Estos operadores A(z, £) incluyen varios funciona-
les de energia ademas de otras ecuaciones elipticas no variacionales. Nuestro trabajo se centrard
en el estudio del sistema eliptico

divA(x, Du(z)) = divG (1.2)
donde A satisface (A1) — (\A3) y G pertenece a un espacio de funciones adecuado.

La teoria de la regularidad de los sistemas elipticos se remontan a los trabajos seminales
de Giorgi, Nash y Moser sobre la continuidad Holder de las soluciones. Posteriormente, para
sistemas lineales, Meyers encontro la existencia de un ntimero pg, que depende de la dimensién y
de la elipticidad del problema (pero no del problema en si), para el cual tenemos una estimacién
LP a priori para el gradiente de la solucién, siempre y cuando n < p < pg. En ambos casos, no
se necesita que el operador z — A(x,§) tenga algin tipo de regularidad, solo que sea medible.

Por contra, si lo que buscamos son resultados sobre una regularidad extra sobre las solu-
ciones, debemos imponer alguna condicién a la depencia del operador A respecto a la varibale
x. Las estimaciones cldsicas de Schauder son un claro ejemplo de este hecho (e.g. [15]). Estas
estimaciones prueban que una regularidad Holder, del término independiente GG, se transfie-
ren al gradiente Du, siempre y cuando tengamos que la aplicacién z — A(z, ) sea también
Holder continua. Una descripcion precisa de este hecho puede encontrarse en los trabajos de
Kuusi-Mingione [30], [31].

Para alcanzar nuestro resultados, iremos desgranando poco a poco el Sistema en Forma de
Divergencia
divA(z, Du(z)) = divG



con A satisfaciendo (\A1),(A2)y (\A3). En un primer momento, nos limitaremos al caso
n = 2y lineal con respecto a la variable del gradiente. En tal caso podemos interpretar el sistema
como una Fcuacion de Beltrami Generalizada en el plano complejo. Esto nos permitird estudiar
el problema mediante herramientas del Andlisis Complejo. Por contra, si n > 2 no podemos
resumirnos al plano complejo y trabajaremos en R™. Por ello, estudiaremos el problema A(x, §)
no lineal mediante el herramientas cldsicas de EDPs y de analisis armédnico.

En el caso lineal con n = 2, el operador A(z,§) viene dado como A(z,§) = A(x){ con
A=(aij);; € R*72. Ademds, el sistema (1.2) se reescribe,como

1:7

div(AVu) =divG, (1.3)

con G = (G1,Gy) € L}, (R?R?). Sabemos que para cada solucién u € W2 (R?) de (1.3), existe

loc oc
. Iy 1,1
una tnica funcién v € W, (R?) tal que

Vv = «AVu — %G,

donde * es el operdor estrella de Hogde. Ademads, v es la una solucion de la ecuacion conjugada

div (xA™" % Vo) = div (xA7'G) . (1.4)

Mas an, si identificamos C con R?, mediante la relacién (x,y) = z = x + iy, y definimos la

funcién f € VV;C1 (C) como f := u + iv, entonces f es solucién de la Fcuacion de Beltrami
Generalizada B o

Of =pof +vof+h, (1.5)

donde pu,v y h vienen determinados por ser solucién del siguiente sistema:

M'det(]+A):(122—()é11—i(Oé12+0621)
v-det(I+A) =1—detA + i (a2 — as)
2h=(14+p+v)G+i(l —pu+v)Gs.

Reciprocamente, si f € W,o!(C) es una solucién de (1.5), entonces las funciones u = Re(f) y
v = Im(f) son soluciones de las ecuaciones (1.3) y (1.4) donde la matriz A y el vector G se
recuperan de resolver el sistema de ecuaciones anterior (ver [4, Theorem 16.1.6.]). De hecho,
podemos ver que el transito dado por el sistema de anterior nos asegura que la regularidad de
la matriz A es equivalente a la de los coeficientes p y v, pues el transito entre A y el par (u,v)

es bilipschitz.

En primer lugar, en el Capitulo 3, estudiaremos la Ecuacion de Beltrami Generalizada y
daremos una variante del Lema de Weyl

H e D' (C)

= — HeC>*(C

0H =0 ©
con hipétesis mas restrictivas, conclusiones mas relajadas y adaptadas a operadores distintos del
9. Concretamente, veremos que si u, v pertenecen a Wh? (C) y h € W,2*(C), entonces tenemos
que

f € Li,.(C)

loc

Of = pudf +vof +h

para ciertos valores p, 7 y s. Con ello, generalizaramos el estudio realizado por A. Clop, D.
Faraco, J. Mateu, J. Orobitg y X. Zhong en [11] para el caso v = 0 = h.

oc

} — fewE ()
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En segundo lugar, en el Capitulo 4, estudiaremos la funcién log (0¢) donde ¢ € VVl})C2 (C) es
un homeomorfismo solucién de la Ecuacion de Beltrami Generalizada Homogénea

0p = oo + vop (1.6)

cuando los coeficientes tienen una regularidad Sobolev y Sobolev Fraccionaria. Ahlfors en [2]
prueba que log (0¢) € W1P(C) con p > 2 cuando du € LP(C) y v = 0. De hecho, el resultado
puede extenderse al caso p = 2 (como podemos ver en [11]). Ademds, esto tiene implicaciones a
la hora de conocer la regularidad de todas las soluciones de

Of = nof +g.

En nuestro trabajo, buscaremos la implicacion

p, veWdP(C) = log(d¢p) € W**(C)

dondep>s>1lsia=1yp=s= % si @ < 1. Ademas, los métodos que usamos en el caso

a < 1 son aplicables a cualquier soluciéon cuasiregular f € VVIIOCQ(C) de la Ecuacion de Beltrami
Generalizada. Concretamente, tenemos que si i, v € W*#*(C) con0 < a <1y q < % entonces

_ heW*(C)
Of =puof+vof+h

b= rewzo. (1.7)
Esta tltima implicacién complementard el trabajo realizado por V. Cruz en [13] cuando v = 0 =
hype W (C) con ap > 2. Con este resultado, daremos por concluido el estudio del sistema

(1.2) lineal con n = 2.

En el Capitulo 5 pasaremos a dimensiones superiores (R™ con n > 2) y estudiaremos el
sistema

divA(x, Du(z)) = divG

cuando z — A(z, &) es de tipo de Besov o de Triebel-Lizorkin. Para ello, al inicio del Capitulo
5, adaptaremos las definiciones de los espacios de Besov y de Triebel-Lizorkin usuales a este
tipo de operadores  — A(z, ) no lineales. Una vez definamos cuando el operador x — A(x, &)
es Besov o Triebel-Lizorkin, pasaremos a estudiar el sistema en el caso homogéneo. Es decir, el
sistema

divA(xz, Du) = 0 en ) (1.8)

donde el operador A (z,€) satisface las condiciones (A1) — (LA3). En este caso llegaremos a
demostrar que existe un nimero py = po (n, o, £) para el que se cumple que

r— A(x, &) € Fr () local = Du € By () local (1.9)

r— A(x, &) € Ba ,(Q) local = Du € By, () local (1.10)

para toda 2 < p < min{Z, po} donde u € W2 (Q) es cualquier solucién débil de (1.8). Obser-
vemos que la segunda implicacién extiende a la primera ya que F}' , C By . Posteriormente
pasaremos a tratar el caso no homogéneo. Aqui, la situacién cambia draticamente ya que apa-
recen ciertas dificultades en el indice ¢q. Esto se debe a que si 1 < p < 2, entonces el embbeding

np
n—ap

que si ¥ — A(z,§) € Be () local, entonces toda u € W2 (Q) solucién débil de (1.2) cumple
la implicacion

By, C La solo se cumplesil < ¢ < y falla en otro caso. En este caso, hemos demostrado

G € By, = Du e By, (1.11)



para toda p € <méx{p6, #qaq}, min{Z2, po}). Ademads, nuestros argumentos demostraran que la

restriccién p < min{Z,po} puede relajarse hasta p < 2 cuando A es lineal en la variable del

gradiente. Con estos dos resultados, habremos conseguido generalizar la implicacién (1.7) a los
ambito Besov y Triebel-Lizorkin, y a cualquier Sistema en Forma de Divergencia (incluso no
lineal) con n > 2. Mas atn, estos tres resultados son 6ptimos en el sentido de que no podemos
esperar Du € Bﬁl para alguna g > «.

La razén por la que nos interesamos en los operadores A(x, ) que pertenecen a las clases
Fw vy Bx . es que estos espacios quedan incluidos en la clase de funciones VMO [39]. Por
elfo, en la Seccién 5.1 introduciremos una nocién de pertencia al espacio VMO adecuada para
nuestros propositos. Ademas, alli veremos que existe una constante A > 1 para la que se cumple

la siguiente variante de la desigualdad de Caccioppoli

1
F 1Dulr < Cnront,Los,a) (1 b e f rGrq) (1.12)
B |B|~ JaB AB

para toda B con AB C 2, donde 2 < s <n,q>s, Ae VMO satisface (A1), (A2), (A3)y

u € W2 (Q) es una solucién débil de

divA(z, Du) = div (|G"* G) ,
con G € L} (;R). En particular, esto nos asegura que Du € L] (£2). Este resultado es una
versién general del conocido resultado de Iwaniec en [21] (si n = 2), del resultado de Iwaniec-
Sbordone en [23] para el caso lineal (si n > 2), y de un resultado de Kinnunen y Zhou en [25]
que trata del operador p-laplaciano con peso en VMO. De hecho, esta estimacién se cumple
para operadores A con un crecimiento s — 1 (incluso no lineales) tal y como formulamos en el
Teorema 5.5.

Nuestro trabajo se estructura como sigue. En el Capitulo 2 daremos a conocer algunas defi-
niciones y resultados previos que necesitaremos a lo largo del escrito. Entre estas definiciones,
destacamos la nocién de pertenencia local a los espacios de Besov y de Triebel-Lizorkin que
usaremos en el estudio del sistema eliptico (1.2). En el Capitulo 3 estudiaremos la Ecuacion
de Beltrami Generalizada cuando los coeficientes pertenecen a un espacio de Sobolev W!»(C)
con derivadas enteras. En el Capitulo 4 trateremos con log (0¢) donde ¢ es un homeomorfismo
solucion de la Fcuacion de Beltrami Generalizada Homogénea cuando los coeficientes pertene-
cen a un espacio de Sobolev W!?(C) o de Sobolev Fraccionario W' 2 “(C). Le prestaremos una
atencion especial al caso v = 0. Por ltimo, en el Capitulo 5 probaremos las implicaciones (1.9),
(1.10), (1.11) y la desigualdad (1.12) que introduciremos como Teoremas 5.1, 5.2, 5.8 y 5.5
respectivamente. Ademads, comentaremos brevemente que implicaciones tienen estos teoremas
cuando los aplicamos a las soluciones de la Fcuacion de Beltrami Generalizada. Por otro lado,
a lo largo del documento, iremos dejando algunos Problemas Abiertos que no hemos sabido
solventar en este escrito.
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Capitulo 2

Preliminares Generales.

En este capitulo veremos algunos de los resultados previos que hemos necesitado para nues-
tra investigacion. Hemos dividido el capitulo en varias secciones. En la primera definiremos los
distintos espacios de funciones que necesitaremos a lo largo del escrito. También, veremos algu-
nas de las propiedades mas importantes de dichos espacios de funciones. En la segunda seccion
introduciremos algunas herramientas del Andlisis Armdnico y la teoria de los Operadores de
Fredholm. En la tercera daremos los resultados clasicos sobre la Ecuacion de Beltrami Genera-
lizada. En la cuarta veremos las definiciones y los resultados previos que usaremos en el estudio
de la Ecuacion en Forma Divergencia tanto en la forma planar n = 2 como en la dimensional
n > 2. Ademas, detallaremos, cuando n = 2, como los Sistemas en Forma Divergencia Lineal
pueden reescribirse como una Ecuacion de Beltrami Generalizada.

A lo largo del escrito usaremos la convencion usual y denotaremos por c a las constantes gene-
rales las cuales pueden variar en diferentes ocasiones, incluso en la misma linea de desigualdades.
Revelaremos la dependencia de parametros y constantes especiales enfatizando adecuadamente
mediante el uso de paréntesis o subindices. La norma que usaremos sobre R" (o sobre C) sera
la euclidea y la denotaremos por | - |. En particular, para vectores £, n € R™ escribiremos (&, n)
para el producto interno usual de £ y 1, y [£] := (&, f)% para la norma euclidea asociada a dicho
producto interno. En lo que sigue, B(x,r) = B,(x) = {y € R": |y—x| < r} denotard la bola de
centro x y radio r. En ocasiones omitiremos la dependencia del centro o del radio cuando esto
no provoque confusiéon alguna. Ademas, cuando trabajemos con el plano complejo C, usaremos
la notacién D para referirnos a un disco genérico del plano.

2.1. Preliminares de Espacios de Funciones.

En lo que sigue, salvo que se especifique otra cosa, supondremos que €2 C R" es un dominio
medible con |2 > 0. Para cada funcién medible f, escribiremos su promedio en €2 como fo. Es
decir fq := ﬁ Jo f (x) de = f, f(x)dz. Si tenemos un espacio de funciones X (), denotaremos

por X.(Q) v X0.(2) a los espacios
X (Q) ={f € X(Q) tal que supp (f) S Q es compacto} ,
Xioe(2) ={f € X(K) tal que f¢ € X(R") para toda ¢ € C°(Q)} .

donde el soporte de una funcion f: Q +— €, se define como

supp (f) = {z € Q tal que f(z) # 0}.

12



Es evidente que siempre se tiene la inclusién de clases X (£2) C X (Q) C Xj0.(€2).

Definicién 2.1. Para cada par de indices o y 3, se define la seminorma

pus(f) i= sup [*DIf(2)].
zeR"
Diremos que una funcion f € C5°(R™) pertenece a la clase de Schwartz si p, s(f) < oo para
todo a y B. Esta clase se denotard por S (R™).

En numerosas ocasiones, recurriremos a los Espacios de Lebesgue LP(€)) tanto para trabajar
con ellos como para introducir otros espacios. Si 1 < p < 0o, llamaremos por L? (€2) al conjunto
de funciones medibles en €2 tales que la norma

ey = ( [ 17607 da:);

es finita. Cuando p = oo, diremos que L*({2) es el espacio de las funciones esencialmente
acotadas en {2 cuya norma asocida es || f[| ) = €sssup.cq | f| < co. Unos espacios proximos
a los Espacios de Lebesgue LP con 1 < p < 00, espacios de oscilacion media acotada BMO y de
oscialacion media nula VM O. Localmente, estos espacios quedan encajados entre los espacios
LP con p < oo y L*™. Concretamente, para todo p < oo, tenemos la inclusién LjS. € VMO C
BMO c L}

loc*

Definicién 2.2. Se define el espacio de funciones de oscilacion media acotada, que denotaremos
por BMO (), como el subconjunto de L}, () tal que

loc

1
llssso = 171 = su {E [ 7@ -5 dx} o

La cantidad ||-]|, define una seminorma en BMO(QY) y los elementos de BMO (2) estdn defi-
nidos modulo constantes aditivas. Denotaremos por VMO(Q) al cierre de C(2) bajo la semi-

“ooron

norma || - ||«. Es decir, VMO(Q) := C=(2)

Definicién 2.3. Dado Q0 C R" y 0 < a < 1, se define el conjunto de las funciones a-Holder
continuas como el conjunto de las funciones f tales que

|f(21) — f(ZQ)‘ S C ‘Zl - ZQ’a Vzl, 2o € Q.

Y se denotard por C* ().

Consideremos que a = (aq,...,a,) con «; € N para todo ¢ = 1,...,n es un multi-indice y
escribamos |a] := " | o;. Denotaremos por D® a la a-ésima derivada parcial, es decir,
|af
D 0

Ox"*... Qxon

Recordemos que g es la derivada distribucional de orden o de f, y se denota por D*f := g, si
se satisface

[ (0 @) @) o= (1) [ ooy (@) da

n

13



para toda ¢ € C2° (R"™). Con esta nocién de derivada, dados 2, k € Ny 1 < p < oo, se define
el Espacio de Sobolev como

WP (Q) = { f € LP(Q) tales que D*f € LP(Q) Y|a| <k} .

A este espacio se le asocia la norma

| f HW’MH(Q) = Z HDafHLp(Q)

0<|a|<k

para la cual es completo. Sabemos que en particular los espacios L? () y W™? () con n € N
son espacios de Hilbert con el producto escalar usual, es decir,

<f>g>L2(Q) ::/Qfga

(fs 9 wna :=Z/D’“fD’“g-
k=0 /%

A lo largo del escrito haremos uso de la siguiente clase de funciones, conocida como Espacio de
Sobolev Homgéneo, la cual viene definida como

WEe(Q) = { f € L}, (Q) tales que D°f € LP (Q) V|a| =k} .
A esta clase se le asociara la siguiente seminorma
Hf“kaP(Q) = Z ||DafHLp(Q) :
la|=k

Es evidente que siempre se tiene la inclusion de clases Whr(Q) € WhP(Q). Ademés, si Q = R,
entonces se tiene la igualdad W*P(R™) = WHP(R") N LP(R™).

Recordemos que para cada funcién f € S(R™), se define la Transformada de Fourier de f
como

F(F)E) = f(& = 5 Fz)e 2™ dy

Mediante esta transformada, introduciremos los Potenciales de Riesz y los Potenciales de Bessel
que generalizan el concepto de integracion fraccionaria.

Definicién 2.4. Seann € N, a € (0,n) y una funcion f de la clase de Schwartz en R™. Usando
la representacion de Fourier, se define el Potencial de Riesz de f como

-~

LJ(&) = €]~ Fl&).

De forma similar, se define el Potencial de Bessel de f como
Gaf(§) = (1+1€) ™ f(&).

El Potencial de Riesz de orden o puede escribirse como la siguiente integral

I f(x) = cn,a/ f(y)

g |T — Y[

Estos potenciales pueden extenderse a clases mas generales como por ejemplo los Espacios
de Lebesgue LP(R™). De hecho, al actuar sobre LP(IR™), se generan los siguientes espacios de
funciones.
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Definicién 2.5. Dados « € R\ {0} y 1 < p < oo, se define el espacio Gy, x LP(R™) como
Go*x LP(R™) = { f € LP(R") tales que existe g € LP (R™) con f=Guxqg} .

La unica funcion g que cumple f = G, % g determinard la norma de f en este espacio. Con-
cretamente

||f||Ga*Lp(]Rn) = “g”LP(R”) :

Definicién 2.6. Dados 0 < a <n y 1 < p < oo, se define el espacio I, x LP(R™) como
I, LP(R") = { f € LP(R") tales que existe g € LP(R™) con f=1,%g} ,

La unica funcion g que cumple f = I, * g determinard la norma de f en este espacio. FEs decir
17 zony = N9l ogny -

En ocasiones, a estos espacios también se les llaman FEspacios de Sobolev Fraccionarios. La
razén es que para toda k € N y toda 1 < p < oo se cumple que Gy, * LP(R") = WFP(R")
y I x LP(R™) = W*P(R") (si k < n) con equivalencia de normas. Por ello, estos espacios se
consideran una forma de generalizar los Espacios de Sobolev a regularidades fraccionarias. Esta
no es la unica forma de generalizar los espacios de Sobolev, conocemos otra nocién de derivada
fraccionaria que mostraremos tras el siguiente resultado sobre la integrabilidad exponencial de
los Potenciales de Riesz.

Proposicién 2.7. [1, Theorem 8.2.1.] Sean f € LP(R"), 0 < a < n, p =2 yp = L.
Asumamos ademds que supp (f) C Br y que ||f|, = 1. Entonces

/BR exp (ﬂ][a *f\p/> dx < cR"

para cualquier < [y = )\p/w” donde A\ =T (%) / (2a7r”/2F (%)) yc=c(a, p,n,p).

n—1 ’

A continuacion, introduciremos el concepto de derivada fraccionaria inducido por los inversos

formales de los Potenciales Cldsicos de Riesz. Este concepto de derivacion fraccionaria es la

que usaremos a lo largo del Capitulo 4 cuando tratemos con log (0¢) donde ¢ es la solucion
cuasiconforme de (1.6).

Definicién 2.8. Sean n € N y o € (0,n). Usando la representacion de Fourier, definimos la
Derivada Fracionaria de Orden « de una funcion f € S(R™) como

—_ ~

Def(§) = (2rm(g)™ F(S)-
Entonces, diremos que f pertenece a WP (R") si f y D*f € LP (R"™). Se define la norma de
WP (R™) como
[ lwer@ny = || fllr@ny + |1 D fl| orn) -

Observemos que definicion de la Derivada fracionaria de orden o puede ampliarse a funciones
medibles f : R™ — R y escribirse como el siguiente valor principal

D*f(x) :=1im G J@) = /) dy. (2.1)

|x—y|>e |‘T - y|n+a
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O equivalentemente, puede representarse como un Laplaciano fraccionario. Esto es, usando el
lado de Fourier

—
[e3

Def(§) = (—A)% f(€) = (2rleN™ f(&).
Al igual que con el espacio G, * L? (R"), cuando a € N, los espacios de Sobolev Fraccionarios
y los espacios de Sobolev coinciden. De hecho, cuando o € (0,1), el espacio W*? (R™) puede
identificarse con el espacio G, x L? (R™) con equivalencia de normas.

En lo que sigue, introduciremos otro tipos de espacios de regularidad fraccionaria que, en
ocasiones, engloban a los anteriores. Nos referimos a los Espacios de Besov-Lipschitz B;"q(]R”)
y alos Espacios de Triebel-Lizorking FJ, (R").

Dada h € R" y v : R® — R, definiremos 7,v(z) := v(z + h) y Apv(z) := v(z + h) — v(z).
Como en [42; Section 2.5.12], dada 0 < @ < 1y 1 < p,q¢ < oo, diremos que v pertenece al
espacio de Besov-Lipschitz BS (R") si v € LP(R") y

ol 5y, @) = vllzr@n) + [v]pg, @ny < 00

donde

1

= ([ (L e ) <

Equivalentemente, podremos simplemente decir que v € LP(R™) y ﬁl"f S (ﬁfﬁl,LP(R”))

Ademds, si integramos respecto a h € B(0,0) para un 6 > 0 fijado, entonces obtenemos una
norma equivalente, porque

v(z+h) —v(z)P v dn )"
[ (f el )N ) ol
{Ih|=6} \JR" A L

De forma similar, diremos que v € By (R") si v € LP(R") y

o+ h) — (@)l |\
[U]Bﬁw(w) = sup (/n T dr) < oo

heR”™

RS2

De nuevo, podemos tomar supremo sobre |h| < § y obtener una norma equivalente. Es evidente
que por construccién By (R") C LP(R").

Dado un dominio 2 C R", diremos que v pertenece localmente al espacio de Besov-Lipschitz

o oc (§2) si v pertenece al espacio de Besov-Lipschitz global By, (2) para cualquier ¢ €

C>(Q). El siguiente lema nos muestra una caracterizaciéon del espacio B 1 10c () sin recurrir al
uso de funciones test.

Lema 2.9. Una funcionv € Ly, () pertenece localmente al espacio de Besov-Lipschitz By . (€2)
sty solo si
H AhU
< 00
1 M s )

para toda B C 2B C Q con radio rg. Aqui, la medida 2
h-espacio.

|h|n estd restringida a la bola B(0,7g) del
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Fijada una funcion test ¢ de soporte compacto, siempre se tiene la identidad puntual

Ap(pv)(z) App(z)  Apv(z)
—— =w(x+h) o(x).
| 2] |h]® [h]®
Es evidente que
Ah@('r) —a
v(z +h) e | S oz + W) [Vl [R]'
y por lo tanto siempre tenemos que ﬁ—’ff e Le (%; Lr (]R”)) Como consecuencia, obtenemos la
equivalencia
Ah’U dh
B (R" = L1 ; LP(R™) | .
ov € By, (R P n ()
Ademas, esta claro que ‘Ah—}‘f p e Lq (%; LP(R”)> para cada ¢ € C2°(€2) si y solo si lo mismo

sucede para cada ¢ = yp y cada bola B C 2B C (2. Con esto garantizamos la veracidad del
lema anterior.

Para introducir los espacios de Triebel-Lizorkin F' (R") actuamos como en [42, Section
2.5.10]. Diremos que una funcién v : R” — R pertenece al espacio F' (R") si v € LP(R") y

[v]|Fe, @) = [0l zo@n) + [V] ragny < 00,

e = (/ - (/ . = Thﬁiﬁxf(x)'q dh)gdx);

Equivalentemente, simplemente diremos que v € LP(R™) y IAfz_}r: err (dx; Lq(%))

donde

Un hecho importante del espacio de Triebel-Lizorkin es su identificacion con los espacios de
Sobolev Fraccionarios. Concretamente

Foy (R™) = WP (R")

Por su parte, el espacio de Besov-Lipschitz, tiene la siguiente identificacién con la clase de
funciones Holder continuas.

B oo (R") = C*(R") .
En el caso entre los espacios de Besov-Lipschitz y Triebel-Lizorkin, se tiene que éstos coinciden
cuando p = q. Es decir,

By, (R") = FJ (R") .

Para el resto de indices se tiene la siguiente inclusion de espacios

(R") C F;,(R") C By

;max{p,q}

(R") .

o
B p,min{p,q}

Ademas, los espacios de Besov-Lipschitz y de Triebel-Lizorkin pueden ser caracterizados en
términos puntuales. Dada una funcion medible v : R® — R, un a-gradiente fraccionario de
Haglasz de v es una secuencia {g }x de funciones medibles no negativas g : R” — R, junto a un
conjunto de medida nula N C R", para los que se cumple la desigualdad

lv(z) —v()| < |z —y|* (ge(z) + g (y))
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para cualquier k € Z y cualquier x,y € R"\ N tales que 2% < |z — y| < 27+, Diremos que
(gx) € 1(Z; LP(R™)) s

1
1(gx)ellea ey = (Z ”gknip(R“)) < 0o

kEZ

De forma similar, escribimos {g;}r € LP(R™; ¢4(Z)) si

| ()|l Lo (ea) = (/n ||(9k($))k||§q(z) dx) ’ < 0.

El siguiente resultado fue demostrado en [27].

Teorema 2.10. Sean 0 < a <1, 1 <p< ooyl <qg<oo. Dadav e LP(R™).

1. Tenemos quev € By (R™) siy solo si existe un a-gradiente fraccionario de Hajlasz {gi}r €

01(Z; LP(R™)) de v. Ademds,

vl Bg, ey = nf || (gr )kl es (e
donde el infimo se toma sobre los posibles a-gradientes fraccionarios de Hajtasz de v.

2. Tenemos que v € FJ (R™) si y solo si existe un a-gradiente fraccionario de Hajlasz {gy}x €
LP(R™01(Z)) de v. Ademds,

[0l kg, mny == Inf || (gr )]l ogen)

donde el infimo se toma sobre los posibles a-gradientes fraccionarios de Hajtasz de v.

También tenemos la siguiente verisién del embedding de Sobolev con el que cerramos la
seccién (su prueba puede encontrarse en [20, Prop. 7.12]).

Lema 2.11. Supongamos que 0 < o < 1. Entonces, los siguientes embeddings son continuos

(a) By (R™), 2 (R") C Ln=or (R") para todo 1 <p < 2 y todo 1 < q < &

n—ap

(b) B%q(R”),F%q(R”) C VMO(R™) para todo 1 < q < 0.

2.2. Preliminares de Analisis Armonico.

En esta seccion empezaremos dando a conocer algunos de los operadores mas importantes
en el marco del Andlisis Armonico, tales como la Maximal de Hardy-Littlewood o los Operadores
de Calderon-Zygmund, y algunas de sus propiedades que usaremos a lo largo del escrito. Dentro
de los Operadores de Calderén-Zygmund estaremos especialmente interesados en la Transfor-
mada de Beurling y las Transformadas de Riesz. Posteriormente definiremos la Transformada
de Cauchy e introduciremos el teorema de compacidad de Frechet-Kolmogorov y la teoria de
operadores de Fredholm.
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Sean 1 < s <ooyu€ Ly (R";R). Denotamos

loc

M (u)(z) = sup (][ W) |
>0 B(z,r)

Observemos que cuando s = 1, recuperamos el operador maximal de Hardy-Littlewood. También

denotaremos )

Mi) =sup (£ = une )
>0 B("]}”")

1
MﬁR(u)(x) = sup (][ lu — uB(I7r)|S>
0<r<R B(xﬂ“)

Cuando s = 1, la linea anterior nos devuelve a la funcion maximal fuerte de Fefferman-Stein.
Estos operadores son herramientas clasicas dentro del Anélisis Armoénico, para mas informacion
sobre ellos recomendamos la lectura de la referencia [18].

El siguiente lema fue probado en [26] para s = 1. La prueba para s > 1 se sigue de manera
similar.

Lema 2.12. Sean 1 <s<qg<oo yu € L; (R").

loc
(1) Se tiene que || Mul|pamny < C(n, s, q)||uf Lo@n).

(2) Eziste una constante ky = ko(n, s,q) > 2 tal que si u tiene soporte compacto en B(zo, R),
entonces
IME 4 mull La(Bokor)) = C(n, 5, @) 1ull o (Bao,R)-

Otra herramienta que usaremos seran los Operadores de Calderdn-Zygmund (a partir de
ahora C-Z). Recordemos que dado un operador lineal 7" definido sobre una clase de funciones
en R", se dice que T es C-Z si existe una contante C' > 0 para la que se satisfacen las siguientes
tres condiciones (ver [18]).

1. Es un operador integral singular. Es decir

(Tf) (z) = lim K(x,y) f(y)dy.

e—0 ‘Z‘—y|>€

2. El nicleo K (z,y) cumple la cota

C

K(z,y) < ——.
(.9) |z —y|"

3. Se tiene la condicién de cancelacion de Hormander

/ |K(z1,y) — K(22,y)| dy < C.
|1 —y|>2|z1—22|

Es un hecho conocido (ver [40]) que si T" es de C-Z, entonces para toda 1 < p < oo exite una
constante ¢ = ¢(n, p) para la que se cumple la desigualdad

| T flLr@ny < cl| fllr@n)
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para toda f € LP(R"). Mas aun, si consideramos b € BMO(R™), entonces el conmutador
Cy: LP(R™) — LP(R™) definido como

Cof (x) = [b,T] f(x) = lim (b(x) = b(y)) K (x, ) f(y) dy,

e—0 |:17—y|>6
también es acotado con constante que solo depende de n, py ||b|..

Entre todos los operadores de C-Z, estarmos interesados especialemente en las Transformadas
de Riesz y la Transformada de Beurling. Usando la representacién de Fourier, para cada i €
{1,---,n}, se define la Transformada i-ésima de Riesz de una funcién f € S(R™) como

Rif (&) = = f (&)
I3
De forma equivalente, podemos definir la Transformada i-ésima de Riesz como el siguiente valor
principal
1 i — T
Rif(z) = —lim — gi— ~

e—0 7T

—— f(y)dy.
|lz—y|>e |(13 _y|n+1 ( )

Es un hecho conocido que para toda 1 < p < oo, los operadores
R;: LP(R") — LP(R") son continuos.

Mas atn, esta transformada puede definirse de forma anéloga en el plano complejo C. En tal

caso el operador
Ri1+iRy: LP(C) — LP(C)

es continuo e invertible para toda p € (1,00). De hecho

(Ri4iRs) ™ =Ry —iRs.

Por su parte y en el plano complejo, la Transformada de Beurling de una funcién f € S(C)
se define, usando la representacion de Fourier, como
—~ . g ~
Bf(ﬁ)—-gf(ﬁ)-

O equivalentemente, como el siguiente valor principal

1
Bf(z):—lim—/ L)Qd/l(w).
e—0t T l2—w|>e (Z — w)

Observemos que la Transformada de Beurling, es el tinico operador que cumple BOf = df para
toda f €S (C). En ocasiones, necesitaremos usar la conjugada de la Transforamda de Beurling
B = CB y la adjundta B* = CBC donde C es el operador conjugacion compleja. En otras
palabras, para cada f € S(C), se define la Conjugada de la Transformada de Beurling de f
como _

— 1

|z—w|>€

e—0t+ T zZ — w)

De la misma forma se define la Transformada Adjunta de Beurling de f como

B'f(2) = — lim _/|— ) ) aw) .

(z-w)

Para cada 1 < p < oo, estas Transformadas de Beurling cumplen que ( e.g. [9] )
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» Los operadores B, B*, B: L?*(C) — L*(C) son isometrias.
= Los operadores B, B*, B: L? (C) ~ LP(C) son continuos e invertibles.
» BoB* = Ipc) = Bo B.

Ademids, dado a € R, se cumple que ( e.g. [13] )

» Los operadores B, B*: W*? (C) — W*P (C) son continuos, invertibles y conmutan con
las distintas nociones de derivada (entera y fraccionaria).

= El operador B: WP (C) + WP (C) es continuo e invertible pero no conmuta con las
distintas nociones de derivada (ni entera ni fraccionaria).

Otro operador que utilizaremos, en el plano complejo C, serd la Transformada de Cauchy.
Para cada f € S (C), se define la Transformada de Cauchy de f como

Cf(z) ::% g %dy.

La Transformada de Cauchy resuelve el operador distribucional 0. En otras palabras, la trans-
formada C es el tinico operador tal que 9C¢ = ¢ para toda ¢ € S (C). Es importante destacar
que mientras que la identidad OC = Id puede generalizarse a otros espacios, la composicién
inversa CO podria no ser siempre la identidad. Si sabemos que si f € L (C) con 1 < p < oo,
entonces se tiene que

acf = f. (2.2)

Mas atin, podemos asegurar que los siguientes operadores son continuos ( e.g. [2] )
n C: O (C) = Cr(C) .
» C: L*(C) = VMO (C) .
» C: [2(C) con p>2 — W (C).

Para acabar con la Transformada de Cauchy, observemos como se relaciona con Transformada
de Beurling.

acwz):a(iw)<z)zpv<__12w)(z):8qf(z> (2.3)

W e

para toda ¥ € S (C) y de hecho para toda funcién en W'? (C) con p > 1.

Definicién 2.13. Dado un Espacio de Banach A (Q), diremos que es un Algebra de Banach si
existe una constante C' > 0 tal que para toda pareja de funciones f,g € A(Q), se cumple que

||ngA(Q) <C Hf“.A(Q) HgHA(Q) :

Ejemplo 2.14. Los espacios W*? (Q) con k € N y kp > n son Algebras de Banach.

A partir de este momento nos dedicaremos a introducir la teoria de operadores de Fredholm
y la caracterizacion de Atkinson. Esta teoria serd una pieza clave cuando estudiemos la ecuacién
(1.5) en el caso fraccionario. De hecho, necesitaremos que el Operador de Beltrami

Id—uB—-vB: X (C) = X (C)

sea Fredholm de indice cero cuando X (C) es un espacio de Sobolev Fraccionario.
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Definicién 2.15. Dados dos espacios de Banach E y F y un operador T : E — F lineal y
acotado, diremos que T es un operador de Fredholm si Ker(T) y Coker(T') tienen dimension
finita. Al conjunto de todos los operadores de Fredholm entre E y T se les denotard por F (E,F).

Definicién 2.16. Dado el operador T € F (E,F) se define el indice del operador T como:

Ind (T") := dim (Ker (T")) — dim (Coker (T)) .

Una ventaja que presentan los operadores de Fredholm es que si tienen indice nulo, entonces
la inyectividad y la sobreyectividad son equivalentes. Por ello, una vez que demostremos que
un operador de Fredholm con indice nulo es inyectivo (o sobreyectivo), automaticamente ten-
dremos que es invertible. Ademads, la Caracterizacion de Atkinson nos facilitard saber cuando
un operador es de Fredholm. Para introducir esta caracterizacion, necesitaremos de la siguiente
nocion de compacidad.

Definicién 2.17. Dados dos espacios de Banach E y F, y un operador lineal T : E — F, se
dird que es un operador compacto si cumple alguna de las dos condiciones siguientes:

(i) V{&y}nen C E acotada, {T(xy) }, oy CF admite una subsucesion convergente.
(i) T (Bg) es relativamente compacto en F.

Al congunto de todos los operadores compactos entre E y F se le denotard por K(E,F).

Teorema 2.18. (Teorema de Fréchet-Kolmogorov) Sea 1 < p < co y F un subconjunto
de LP(R™). Entonces, F es relativamente compacto si y solo si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

(1) F es uniformemente acotado, i.e. sup ||1)|| Lr@n) < 00.
a
(2) F decae uniformemente en oo, i.e. sup ||v Xjz|>rl|/zr@ny = 0 cuando R — oo.
a

(3) F es uniformemente equicontinuo, i.e. sup || (- + h) — ()| Lrny — 0 si |h| = 0.
YeF

A continuacién, mostraremos algunas propiedades de los operadores compactos asi como
algunos ejemplos de operadores, en los que intervienen las Transformadas de Cauchy y la de
Beurling, que son compactos. Despues de estos ejemplos desvelaremos la Caracterizacion de
Atkinson y seguidamente daremos una series de propiedades de los operadores de Fredholm.
Con ellos, cerraremos la seccion.

Proposicién 2.19. Dados tres espacios de Banach E, F y G. Se cumple que:

(1) K(E,F) es un subespacio cerrado de L (E, F), el espacio de operadores lineales y aco-
tados de E a F.

(2) Sean dos operadores T, S tales que T € L(E,F) y S € L(F,G). Si uno de los dos
operadores es compacto, entonces S oT' también es compacto.
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(3) T e L(E,F) es compacto si y solo si su operador adjunto T* € L (F*, E*) lo es.

Proposicién 2.20. /4, Chapter 4]. Dado Q@ C C un conjunto medible y acotado, los siquientes
operadores son compactos.

-Pampe(Q,oo]yOSa<1—]%

XaoC: LP(C) — C*(Q).

_2p
2—p

xqoC: LP(C) — L*(C).

» Parape[1,2]yl < s <

Teorema 2.21. [43] Sean una funcién b € VMO (C) y un operador de Calderon-Zygmund de
convolucion K. Entonces, el conmutador

(K, b]: ¢ — (Kb—bK)o

es un operador compacto de LP (C) en si mismo ¥p € (1, c0).

Lema 2.22. Caracterizacion de Atkinson: Un operador acotado T : E — T es Fredholm

sty solo st
JAe L(F,E), 3K, e K(E) y 3K, € K(F)

tales que AoT = Ig + K1 y ToA = Ip+ Ks.

Proposicion 2.23. Sean E, F y G tres Espacios de Banach. Se tiene que

(1)) SiT:E — FyS:F — G son operadores acotados y dos de los siguientes tres operadores
T, S, SoT son Fredholm, entonces el tercero también, y ademas

Ind(SoT) =1Ind(S)+ Ind(T).
(2) TeF(E,F) siysolosiT* e F(F*, E*), y ademds
Ind(T) = Ind(T*) .
(3) SiKe K(E,F)yT e F(E,F) entoncesT + K € F(E,F) y ademds
Ind(7T + K) = Ind(T) .

(4) SiT € F(E,F) entonces Ind(T) = 0 si y solo si T = A + K para algin par de
operadores A y K con A invertible y K compacto.
(5) SiT e F(E) es inyectivo con Ind (T') = 0, entonces T es invertible.
Dado que el enfoque que le hemos dado a las ecuaciones (1.5) y (1.2) a la hora de estudiarlas

son totalmente distintos, necesitaremos de unas nociones previas especificas para cada caso. Por
ello, abriremos una seccién para cada ecuacién; empezaremos por (1.5).
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2.3. Preliminares de Cuasiconformidad.

Consideraremos la Ecuacion de Beltrami Homogénea

0f(z) = u(2)0f(z) pct.z€C (2.4)

donde p es una funcién medible en C que cumple la condicién de elipticidad ||p]| =: k& < 1. A
este coeficiente lo llamaremos coeficiente de Beltrami. Ya en 1938, Morrey (ver [32]) demostrd que

: . s . : 1,2
existe, modulo transformaciones de M&bius, un tnico homeomorfismo perteneciente a W7 (C)

que resuelve (2.4). A estos homeomorfismos se les conoce como K-cuasiconformes donde K :=
% o simplemente cuasiconformes. Al resto de las soluciones W, 7 (C) de la ecuacién se las conoce

como K-cuasiregulares o abreviadamente cuasiregulares. A las soluciones que solo pertenecen a
1,1 s . o :
W,,.. (C) se las llama débilmente K-cuasiregulares o débilmente cuasiregulares. Se sabe que todo
1,1 (- . . o
homeomorfismo W, (C) es autométicamente cuasiconforme, pero hay soluciones débilmente

cuasiregulares que no son cuasiregulares como por ejemplo f(z2) = —— - de la que hablaremos

z|z| K

en el Fjemplo 3.2.

Anos mas tarde, en 1960, Lars Ahlfors y Lipman Bers demostraron el Teorema de la Apli-
cacion Medible de Riemann [3] que asegura la existencia de una tnica aplicacion cuasiconforme
¢ € W,22(C) solucién de (2.4) normalizado por la condicién ¢(z) = z + O(1/z) cerca del oo
siempre y cuando el coeficiente p tenga soporte compacto. A este homeomorfismo se le conoce
como solucion principal y puede ser facilmente calculado. Para ello, supongamos que ¢ = z+Ch
para alguna funcién h € L?(C). En tal caso, la ecuacién (1.6) se reescribe, en términos de h,

como la siguiente ecuacion
h(z) = u(z)Bh(z) + p(2) -
O equivalentemente
h=(Id—pB)™"

donde el operador Id — uBB : L* — L? es invertible gracias a que ||uB||p22 < k < 1. A este
operador Id — uBB se le conoce como operador de Beltrami. De esta forma, para cada coeficiente
de Beltrami p € L2°(C), existe una tnica cuasiconforme principal que resuelve (2.4) y esta
definida como

¢p=z2+CId—puB) " pu.

, Y, . 1,2 . .
Reciprocamente, para cada aplicacién cuasiconforme ¢ € W, 7 (C) normalizada por ¢ = z +

O(1/z), existe un tnico coeficiente de Beltrami p para el que ¢ resuelve (2.4). Evidentemente,
i viene definida como py = g—i. Por otro lado, cuando el coeficiente p no tiene soporte compacto,
aunque no podamos garantizar la existencia de la solucion principal, sabemos que existe un tinico
homeomorfismo f : C — C con f € W? (C) solucién de (2.4) normalizado por las condiciones
f(0) =0y f(1) = 1. A este homeomorfismo se le conoce como solucién normalizada y es un
poco mas dificil de calcular. Esto podemos verlo en [4, Theorem 5.3.4] donde demuestran la
existencia de la solucién normalizada como limite de las soluciones principales de las localizadas
del coeficiente p.

Existen, que sepamos, dos formas de extender la Fcuacion de Beltrami. La primera de ellas
es anadir otro coeficiente a la ecuacién. Concretamente hablamos de la Fcuacion de Beltrami
Generalizada Homogénea introducida como (1.6). Es decir,

Of(2) = u(2)0f(2) +v(2)0f(z) pect. z€C

donde los coeficientes de Beltrami p y v son dos funciones medibles en C que satisfacen la
condicién de elipticidad |||p] + |v|||ec =: k& < 1. De los trabajos de Morrey, podemos deducir que
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para cada pareja de coeficientes p y v con soporte compacto, existe un tnico homeomorfismo
¢ € W'?(C) solucién de (1.6) normalizado por la condicién ¢(z) = z + O (1/z) cerca del co. Al

loc
igual que antes, si suponemos que ¢ = z + Ch para alguna funcién h € L*(C), la ecuacién (1.6)

se reescribe, en términos de A, como
h(z) = u(z)Bh(z) + v(2)Bh(2) + u(z) + u(z) .

O equivalentemente

h = (Id—uB—uE)_l(;H—y)

donde el operador Id—uB—vB : L? — L? es invertible gracias a que |uB+vB|| 22 <k < 1. A
este operador Id— puB—vB se le conoce como operador de Beltrami Generalizado. De esta forma,
a cada pareja de coeficientes de Beltrami u, v € L°(C), se le asocia una tnica cuasiconforme
principal que resuelve (1.6). Esta solucién viene definida como

¢:z+C(Id—uB—uE)_1(u+u).

En la direccién contraria, una tnica aplicacién cuasiconforme ¢ € VV;)C2 (C) no basta para de-
terminar univocamente al par de coeficientes p y v, y se necesita al menos otra aplicacién
cuasiconforme (no principal) que sea linealmente independiente de ¢. Esto podemos verlo, por
ejemplo, en [4, Chapters 6,16].

La otra forma de ampliar la Ecuacion de Beltrami, que engloba a la anterior, es sustituir el
lado derecho de la ecuacién (pudf ) por una funciéon medible y de soporte compacto en z € C y
Lipschitz en 0f. Especificamente, nos referimos a la Ecuacion de Beltrami no Lineal Homogénea

0f(z) = H(2,0f(2)) pect.z€C (2.5)
donde la funcién H satisface las siguientes tres condiciones

(1) La funcién H : C x C — C es medible en z. Es decir, la aplicacién z — H (z,w) es medible
para toda w € C.

(2) H(z,0) =0 para toda z € C.

(3) Existe un nimero 0 < k < 1, llamada constante de elipticidad, y un radio R > 0 tal que

[H(2,&1) = H(2,&)| < kxog (2) |6 = &

para casi toda z € C y toda &, & € C.

Mas atn, la ecuacién (2.5) admite una solucién principal siempre y cuando la funcién H
tenga soporte compacto en la primera variable. De hecho, para cada 0 < k < 1 existe una
funcién H (sin soporte compacto en la primera variable) para la que no existe solucién principal
(véase [4, Theorem 8.1.1]). Para demostrar la existencia de la solucién principal, actuamos como
en las ecuaciones (2.4) y (1.6). Es decir, supondremos que la solucién ¢ € W,-?(C) viene dada
como ¢ = z + Ch para alguna funcién h € L*(C). De esta forma, podemos reescribir la ecuacién
(2.5), en términos de h, como

h=H (z,Bh(z))+ g(2)

donde g(z) = H (2,1 + Bh(z))—H (2, Bh(z)). Observemos por un lado que gracias a la condicién
Lipchitz de H(z,§), la funcién g cumple

9(2)| = [H (2,1 + Bh(z)) — H (2, Bh(2))| < kxpg(2).
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Por lo tanto ¢ tiene soporte compacto y esta acotada independientemente de h. Por otro lado,
el operador H : L?(C) — L?(C) definido como

Hf(z) = f(z) — H(z,Bf(z)) paracada f e L*(C)

es invertible en L? (C) porque Id — H es una contraccién en L?*(C). Mas atin, el operador
H : LP(C) — LP(C) es invertible para toda 1+k < p < 1+ 3 tal y como veremos en el siguiente
resultado. Esta invertibilidad, junto a que g € L>°(C) (independientemente de h), nos permitira
asegurar que el homeomorfismo solucién de (2.5) pertenece a W,o"(C) para toda p < 1 + z.

Teorema 2.24. [6] Supongamos que la funcion medible H : C x C — C satisface la condicion
de elipticidad

|H (2,&) — H (2,&)| < kxpgp(2) & —&]  con k<1

para casi toda z € C, toda &, & € C y para algun radio R > 0, junto a la normalizacion
H(2,0) =0 para toda z € C. Entonces, el operador H : LP(C) — LP(C) definido como

Hf(z) = f(2) — H (2, Bf(2))

es continuamente invertible para toda 1 +k <p <1+ % Mas aun, para cada p <1+ k y cada
p>1+ % existe una funcion H para la que el operador H no es invertible.

Como un caso particular, este teorema nos asegura que si g y v son dos funciones medibles
que satisfacen la condicién de elipticidad |||u|+ |v|||oc = k£ < 1y con soporte compacto, entonces
el operador de Beltrami

Id — uB—vB: LP(C) — LP(C)

es invertible para toda 1 +k <p <1+ % Recordemos que la solucién principal ¢ € VV;CQ((C)
viene dada como

¢:z+C(Id—,uB—VB)_1(,u+u).

De esta forma vemos que la solucién principal de la Ecuacion de Beltrami Generalizada pertenece
a W,oP(C) para toda p < 1 + =. Mas atn, esta regularidad extra se aplica a toda f € WLa(C)
con ¢ > 1+ k solucién de (1.6). Efectivamente, si definimos F' = f¢ donde ¢ € C®(C) y
feWri(C) con g > 1+ 1 una solucién débilmente cuasiregular de (1.6), entonces F' € W}4(C)

es solucion de una Ecuacion de Beltrami Generalizada no Homogénea

OF = poF +vOF +g,

- S 2q
con g = fOp — pufop — v fdp que pertenece a L™ (C) si ¢ < 2. De forma equivalente, gracias
a que OF = BOF, podemos asegurar que

OF = (Id—uB—I/E)_lg.

Llegados a este punto pueden ocurrir dos cosas segun el valor de g y de k. O bien ;qu > 14+ % 0

bien ;—fq <1+ % En el primer caso, el soporte compacto de ¢ y la invertibilidad del operador

nos garantizar que F € W1?(C) para toda p < 1 + % y equivalentemente f € W,2”(C). En el
2

loc
1 q

23 Q).

segundo caso, ;qu <1+ %, la invertibilidad del operador solo nos garantiza que F' € W,

Sin embargo, esto nos garantiza (via embedding de Sobolev) que f € C°(C) y por lo tanto
g € C°(C). Una vez tenemos que g estd acotada, podemos volver a usar la invertibilidad del
operador para concluir que en este caso F' también pertenece a W1?(C) para toda p < 1+ % y
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por ende f € W,2P(C) para toda p < 1+ =. De hecho, en [35], (cuando v = 0) se demuestra que

para toda aplicacion débilmente cuasiregular f € I/Vlloch((C) se obtiene la misma automejora.

Mas ain, de las prueba dada en la referencia, podemos ver que esta automejora se amplia

facilmente al caso v # 0. Como ya habfamos indicado, el ejemplo f(z) = (z|z|% 1)~ con
K= % nos muestra que para toda p < 1+ k, existe una solucién K-cuasiregular débil que no

es K-cuasiregular.

Anteriormente vimos que la solucion principal de la ecuacién
0¢(2) = H (2,0¢0(2)) p.ct. z€C,

pertenece a VVlif(C) para toda p < 1+ % donde k es la constante de elipticidad del operador
H : C x C — C. De hecho, puede demostrarse que toda f &€ Wl’q((C) con p € [1 +k, 1+ %)

loc

solucién de (2.5) también pertenece a I/Vllocp((C) para toda p < 1+ % Para ver esto podemos

actuar como sigue. Para cada f € I/Vllocq(C) con q € [1 +k, 1+ %), definimos un coeficiente de

Beltrami f17(2) como pys(z) = H(%(fzgz)). Entonces, por un lado es evidente que f cumple la

Ecuacion de Beltrami Homogénea

0f(2) = us(2)0f(z) pct.z€C.
Por otro lado, gracias a homogeneidad y a la condicién Lipchitz de H(z,&), tenemos que

_ H(z0f(2)] _ |H(2,0f(2)) — H(20)|

AT orar S h

Y por lo tanto podemos aplicar, a f € VVli)’Cq(C), la automejora alcanzada previamente para las

soluciones cuasiregulares de (2.4). Asi vemos que f € V[/llof((C) para toda p < 1+ %

Cabe preguntarse si alguna condicién extra, sobre los coeficientes p y v, implican algun tipo

de regularidad igual o superior a VVZZ’CH%((C) para las aplicaciones cuasiregulares, en particular
para la cuasiconforme principal. Este serda nuestro objetivo principal en el Capitulo 3 donde
estudiaremos el caso pu, v € WP, El primer resultado que encontramos en este sentido lo
encontramos en los trabajos de T. Iwaniec [21] o en los trabajos de A. Koski [28]. Ambos sobre
los operadores de Beltrami.

Teorema 2.25. [21] Sean dos coeficientes de Beltrami i, v € VMO, (C) tales que ||| + V]|, =
kE<1yl<p<oo. Entonces, el operador

Id —uB —vB: LP(C) + LP(C)

es invertible.

En este caso, en el que los coeficientes u, v pertenecen a VMO, (C), la automejora alcanzada
aumenta de manera notable. Evidentemente, si volvemos a definir una funcién F = f¢ donde
© € C®(C)y f€WriC) con ¢ > 1 una solucién débilmente cuasiregular de (1.6), podemos
repetir los mismos pasos que antes donde ahora el operador siempre es invertible. Por ello, en
este caso alcanzaremos que f € VV;?(C) para toda p < oco. En particular, también tendremos
esta mejora para la solucion cuasiconforme.

Si los coeficientes pu, v tienen algin tipo de regularidad Sobolev, entonces podemos definir
un nuevo tipo de solucion para la Ecuacion de Beltrami Generalizada. Concretamente.
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Definicién 2.26. Sean p,v € L°(C) tales que ||| p| + [v]], < k < 1yhe L, (C).
Supongamos ademds ji,v € WP (C) para alguna p > 1. Diremos que f es una solucién distri-
bucional de la Ecuacion de Beltrami Generalizada

Of = pdf +vof +h,
si f € LT (C) para alguna r < p y se cumple que

loc
(0f , o) = (pdf, @) +(vdf, )+ (h,¢) enD'(C).

Donde consideramos el producto ( f, g) = Re [ fg. O de forma equivalente, que se cumpla

Re/ f%dA(z):Re/ f@0p + pufop + feov +vfop — hipdA(2)
C c
para toda p € C°(C).

Notemos que las condiciones p, v € WP (C)y f € L7 conr < p son necesarias para definir
las soluciones distribucionales de (1.5). En caso contrario, los términos (udf, ¢ ), <V8f, g0>
podrian no tener sentido en D’ (C).

A continuacién, abriremos una subseccién dedicada completamente al producto escalar (f, g) =
Re [ fg. Al final de la misma explicaremos brevemente porqué usamos este producto escalar y
no el producto escalar

(f.9)e = /CfﬁdA<Z)

que suele ser usual en el plano complejo.

2.3.1. Preliminares Producto Escalar.
Pensemos el espacio de funciones C evaluadas LP(C) como el espacio R-lineal
L7(C) = g (C) @ Lg (C)

mediante la identificiéon u + v = (u,v). De acuerdo con esta estructura de producto, todo
operador acotado T : LE(C) @ LE(C) — LE(C) @ L (C) tiene la representacién matricial

. . u o T11 T12 u
i) =7 (4) = () (4)-
donde cada operador T;; : Li(C) — LE(C) es acotado.

De forma similar, toda aplicacién lineal y acotada U : L (C) & L (C) — R esta representada

(1) - o (),

donde U; : LE(C) — R son formas lineales acotadas. Por el teorema de representaciéon de Riesz,
deducimos que el dual topolégico del espacio L (C) & L (C) es precisamente Lg C) & L% (C)
con p' = z%‘ De hecho, podemos tomar como dualidad R-bilineal a

<<5) , (:)> _ /u(z)u’(z)dz +/v(z)v’(z>dz
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para cualquier pareja (u,v) € Lp(C) & LE(C) y (u/,0) € L%((C) ® L%(C). Sif=u+ivy
f' =" +iv', tendremos la representacion equivalente

() (7)) e f sore = s

(LR(C) & L(C)) = { U, Us) tales que U; € (L(C))'} = Lk (C) & L (C)

Es decir,

donde ademés sabemos que (L%(C)) = L% (C).

Recordemos que a cada operador R-lineal T : LE(C) & Ly (C) — LE(C) & Ly (C) podemos
asociarle otro operador / / , ,
T . LB (C)@® LE (C) — LL (C) @ LE (C)

llamado el operador R-adjunto de T y estd definido mediante la regla

() ())={r () (0)

Ciertamente, todo operador R-lineal tiene un operador R-adjunto. Por ejemplo, de acuerdo con
la estructura anterior, la conjugacién compleja es un operador R-autoadjunto, es decir C = C'.
Por su parte, la multiplicaciéon puntual por una funcién g = py + i y su operador R adjunto

i/ vienen dados por
1 —pe2 / My — 2
= = C C
a <M2M1) yor (M2M1)
donde el operador conjugacion C viene dado como
Id 0
c= (% %)
Para la transformada de Beurling B y su operador R-adjunto tenemos las expresiones
(B -B, . ( B B,
B_(Bgzsa) v B={lsp5)

donde el nicleo de los operadores B; y By vienen dados como
—1 2% —9? 1 2xy
T 5 N2 y o o2
T (2% +y?) T (2% + y?)
respectivamente.

Observemos que bajo esta estructura, la derivadas distribucionales se comportan como
(3f ) = —Re [ 135 = — (1. 0p)
(0f  v) = —Re/f% = —(f,00).
Por su parte el producto puntual por una funcién adecuada p cumple que
(pf,e) = Re/uf@ = Re/fﬁ =(f. o).
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Lo que concuerda con la expresiéon integral que vimos en la definicion de solucién distribucional
de la Ecuacion de Beltrami Generalizada (ver Definicion 2.26). Y por ultimo, la transformada
de Beurling, actia como

(Bf, o) =(f,Bv).

Esta sera la nocion de dualidad que usaremos a lo largo de los Capitulos 3 y 4 cuando tratemos
con la Fcuacion de Beltrami Generalizada. Especialmente usaremos las identidades del tltimo
parrafo. La razon por la que usaremos esta nociéon de dualidad es que en ciertos momentos
necesitaremos usar que el operador conjugacion es R-autoadjunto. Es decir, necesitaremos de la
identidad

(Cf.,9) :Re/79=Re/f,§=<f,Cg>

la cual no es cierta si consideramos la dualidad usual en el plano complejo (f, g)c = [ fg. O en
otras palabras, el operador conjugacién no es C-autoadjunto ya que evidentemente

(f.g)c= [Ta# [ 19=1r Cox.

lo que no es 1til para nuestros propésitos como podremos comprobar en los capitulos siguientes.

2.4. Preliminares de los Sistemas en Forma de Divergen-
cia.

En esta seccién, daremos todos los resultados previos que iremos necesitando a lo largo del
Capitulo 5 cuando estudiemos las soluciones del siguiente sistema eliptico no lineal en forma
divergencia,

divA(xz, Du) = div@ en ),

donde 2 C R™ es un dominio, u : @ - R, G: Q - R*"y A: Q x R" — R" es una funcidn
de Carathéodory de crecimiento lineal. Esto ultimo quiere decir que existen unas constantes
¢, L,o>0y0<p< 1 tales que

("41) <A(I7£) - ‘A(x777>7£_ 77> > O-‘f - 77|27
(A2) |A(z, &) — Az, n)[ < L& —mnl,y

(A3) |A(z, )] <0 (& +|€P)7,

para todo &, n € R™ y para casi todo x € ). Ademas, mostraremos que en el caso n = 2 y lineal
en la segunda variable, es decir A(z, §) = A(x){ para alguna matriz A(z), el sistema (1.2) puede
reducirse a una Fcuacion de Beltrami Generalizada.

Como ya indicamos en la introduccién, nuestro trabajo consistird en imponer al operador
A(z,€) algin tipo de regularidad Besov-Lipschitz o Triebel-Lizorkin con respecto a la varia-
ble z y demostrar que regularidad (también Besov-Lipschitz o Triebel-Lizorkin) del término
independiente se transfiere adecuadamente a las soluciones de (1.2). El punto clave en este
transito es que al operador le impondremos condicione que nos aseguraran que la aplicacion
r — Az, &) € VMO(R") para toda £ € R". Ademas, los resultados que alcancemos usando
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esta condicion VMO del operador pueden a extenderse a los sistemas elipticos no lineales en
forma de divergencia

divA (z, Du) = div(|G[" G) en Q, (2.6)

donde 2 C R™ es un dominio, 2 < s <n,u: Q2 >R G:Q > R"yA:QxR" = R" es
una funcion de Carathéodory de crecimiento s — 1. Esto tltimo quiere decir que existen unas
constantes ¢, L, 0 > 0y 0 < o <1 tales que

(A1) (A(z, &) — Az, ). E—n) > o (E+[EP+ )7 [e—nP.y

(A2) [A(z, &) = Az, )| < L ([P +n) 7 € —nl,

s—1
2
)

(A3) [A(z, &) < (& +I€F)

para todo &, € R" y para casi todo z € ). Observemos que en el caso s = 2 recuperamos las
condiciones (\A1)—(.A3) descritas anteriormente. Ademds, si consideramos el operador A(x, &)
definido como

Az, &) =~y(z) 6P ¢,

obtenemos el p-laplaciano con peso (donde p = s), el cual proviene de minimizar el funcional de
energia

min/’y(:l:) VU (Vu, Vu) |
u Q

el cual satisface las condiciones (A1) — (A3). No solo esto, el funcional de energia

E(u) = minl/ (1+ |Du|2)%,
Q

u S

asociado a una variante de la superficie de una funcién en el recinto €2, induce un operador
A (z,€) definido como

25
(1+1¢l°)
el cual también satisface las condiciones (A1) — (A 3). De esta forma vemos que las condiciones

(A1) — (A3) engloban algunos operadores que actualmente son sujetos de estudio por parte
de la comunidad.

Az, ¢) =

En lo que sigue, reservaremos las condiciones (A1) — (A3) y la notacién A(zx,§) para
los operadores A : 2 x R" — R"™ de crecimiento lineal. También reservaremos las condiciones
(A1)—(A3) ylanotacién A(x,§) para los operadores A : Q@ x R" — R™ de crecimiento s — 1.

Hemos divido la seccién en tres subsecciones. En la primera, daremos a conocer algunos
resultados ya conocidos sobre los sistemas elipticos no lineales (2.6) y un lema de iteracién que
usaremos en nuestro trabajo. En la segunda introduciremos la descomoposicion de Hogde y
un tipo de desigualdad no estdndar de Caccioppoli para las soluciones de (1.2). En la tltima,
desvelaremos como el caso lineal con n = 2 se reduce a una Fcuacion de Beltrami Generalizada.
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2.4.1. Sistemas Elipticos No Lineales en Forma de Divergencia

Esta subseccion esta dedicada a recuperar algunos de los resultados fundamentales de la
teorfa LY = de las soluciones de los sistemas elipticos no lineales en forma de divergencia que
necesitaremos a lo largo del Capitulo 5. Nuestro primer resultado es una propiedad bastante
conocida sobre la integrabilidad méxima de las soluciones de la ecuacién (2.6). Mostramos una

version adecuada para nuestros propositos.

Teorema 2.27. Sean s € [2,n] y A : QxR" — R" que satisfaga las condiciones (A1) — (A3).
Supongamos que u € W,2*(Q) es una solucion local de (2.6). Si G € LY (Q) para alguna q > s,

loc
entonces existe un exponente t con s <t < q tal que se cumple la siguiente desigualdad

(][ \Du!tdx)t <c (][ ]Du|5d:c>s + (f \G!tdaz>t,
Bgr Bagr Bar

para toda bola Br C Bar € Q. En particular, Du € L}, .(Q).

Para la prueba nos remitimos a [17, Theorem 6.7, p. 204]. A continuacion, estableceremos
un resultado de regularidad para las soluciones de un sistema eliptico no lineal y homogéneo de
la forma

divB(Du) =0
donde B : R" — R"™ es una funcion autonoma de Carathéodory con crecimiento s — 1. Esto
quiere decir que existen unas constantes ¢, L, 0 > 0y 0 < p < 1 para las que se cumplen las
siguientes tres propiedades

s—2

(B1) (B(&) —B(n),&—n) >0 (P + [ +1In")? [€—nl,

(B2) |B(&) —B(n)| < L(+ 6P+ 0P)7 e —nl.y

(B3) |B(&)| <0 (o®+ €))7,

para toda &, n € R™. Para este tipo de operadores enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 2.28. Sean B : R® — R™ tal que satisface (B1), (B2), (B3), yv € W.5(Q) una
solucion de
divB(Dv) =0 en ().

Entonces, para toda bola B € 2, se cumple que

C :
] D < 1+ |Dvl® 1.
Iseu/\%| v(z)| < Jiam(B)(1 =N <]i( + | Do )> para toda 0 < \ <

. ][ |Dv — (Dv)spl|* < C 6% ][(1 + |Dv|®)  para toda 0 < § <1 y alguna > 0.
5B B

Para la prueba nos remitimos a las Secciones 8.3 y 8.7 de [17] o, mas especificamente a las
férmulas (8.104) y (8.106), p.302-303 de [17]. En lo que sigue, y siempre que no cause confusion,
reservaremos las condiciones (B1)-(B3) y la notacién B (§) para los operadores B : R” — R”
auténomos de crecimiento s — 1.

Del Teorema 2.28, podemos deducir facilmente el siguiente resultado.

32



Lema 2.29. Sea B : R" — R" tal que satisface (B1), (B2), (B3). Sean también una bola
B € Q y una funcién w € W*(Q). Entonces, el problema

loc

divB(Dv) =0 z€ B,
v = w x € 0B.

admite una tnica solucién v € W4*(B) y ademds se cumple que:

C :
" < s .
sup |Dv(z)| < Jiam(B) (L =N <]i(1 + [Dw| )) para toda 0 < X < 1

TEAB

. ][ |Dv — (Dv)g|* < C 67 ][(1 + [Dw|®)  para toda 0 < 6 < 1 y alguna 5 > 0.
5B B

Concluimos esta subseccion con un lema de iteraciéon bastante conocido, el cual tiene un
aplicacion muy importante en el llamado método hole-filling. Su prueba puede encontrarse, por
ejemplo, en [17, Lemma 6.1].

Lema 2.30. Sea h : [r, Rg] = R una funcion acotada no negativa, 0 <9 <1, A, B >0y > 0.
Asumamos que

h(s) < 9h(t) + + B,

(t—s)?
para toda r < s <t < Ry. Entonces,

donde ¢ = ¢(v,3) > 0.

2.4.2. Descomposicion de Hodge

El contenido de esta subseccién puede encontrarse de manera mas detallada en la monografia
[22]. Recordemos que para todo campo vectorial F' € LP(R", R") con 1 < p < +o0, la ecuacién

de Poisson
Aw = divF

admite una tnica solucién w € WH(R") cuyo gradiente puede expresarse en términos de la
transformada de Riesz como sigue

Dw = —(R & R)(F),

donde el producto tensorial R ® R es un operador matriz n X n cuyas entradas son las trans-
formadas de Riesz de segundo orden R, o Ry (1 < j,k < n). Por lo tanto, la identidad anterior
puede leerse como

Djw=—>" R; R F*,
k=1

donde F* denota la k-ésima componente del campo vectorial F. Por otro lado, definiendo & =
—(R®R)y B =1Id— €& podemos escribir

F=¢(F)+B(F),
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donde, por construccién, E(F) tiene rotacional nulo y B(F') tiene divergencia nula. Ademads, la
teoria estandar de Calderon-Zygmund nos da una cota LP para estos operadores € y 8, siempre
y cuando 1 < p < +o00. Sin embargo, para nuestros propositos necesitaremos de una estimacién
mas precisa. Esta estimacion la encontramos en la siguiente propiedad de la descomposicion de
Hodge.

Lema 2.31. Sea w € W'(R") con 1 < p < oo. Entonces, existen un campo vectorial € €
LP(R™) con curl(€) = 0 y un campo vectorial B € LY (R™) con div(B) = 0 tales que
Dw|Dw[P~? = & + B.

Ademas
1€]] @y <C ||Dw||LP (Rm) (2.7)

1Bl 1y < C mix{p — 2,9 = 2} | D[}, g (2.8)

donde C' es un constante universal.
La prueba del lema previo esté contenida en [23, Theorem 4]. El hecho de que la constante
es universal e independiente de n y de p puede deducirse de [29, Corollary 3]. Hemos usado la
descomposicion de Hodge para probar la siguiente desigualdad no estandar de Caccioppoli, la

cual es bien conocida para la comunidad y cuya demostracion ha sido incluida para la comodidad
del lector.

Lema 2.32. Sea A tal que cumpla (A1) — (\A3). Existe un nimero py = po(n,o, L) > 2 con
la siguiente propiedad. Sip € (ph,po) Yy u € VVllof(Q) es una solucion débil de (1.2) para alguna
Ge Ll (QNLP (Q), entonces

loc
/ |Du|p<0<gp+ ! / |u|p—|—/ |G|p)
Bo |B0|p/’n 2By

para toda bola By C 2By C ().

Demostracion. Sea B, un bola de radio r tal que B, C 2B, C (). Elegimos radios r < s <t < 2r
y una funcion de corte n € C°(Q2) tal que x5, <7 < x5, ¥ ||Vn]le < 7% Si aplicamos el Lema
2.31 a w = nu, entonces podemos escribir

|Dw|P~? Dw = & + B
con & B € L” (R™), ambas con soporte en By, div($B) = 0, curl(€) = 0, y mas atin

-1
€]l o (5, < Cl DT s

(2.9)
1Bl L 5,y < € max{p — 2 0 =2} [ Dwly s,

De curl(€) = 0y 1 < p/ < oo sabemos que existe p € WiP (B,) tal que & = D¢p. Ahora,
testamos (1.2) contra ¢ y obtenemos

/Bt<«4(I,Du),Dw)|Dw|p—2 _ /Bt<A(x’Du>’sB> N /Bt<G7 D)
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y por lo tanto

/B<.A(:L‘,Du),Du}n\Dw\p2 = —/B (A(:c,Du),Dn}u]Dw|p2+/B <.A(:C,Du),‘3>+/ (G, Dyp).

By

Usando (A1), (A3) y las propiedades de 7, obtenemos

|DulP < ¢ (o + [Dul) [ Dyl [ul [Dwl"~* + € | (o+ |Dul)|B]+ [ |G]|Dgl.

Bs B:\B; By B

Ahora, como w = nu,la desigualdad de Young nos dice que

| (e 1Dul) Dyl ful Dl < Cp) [
B¢\Bs;

B¢\ Bs

l? |DuP +Co) [ |Dul + Clp)? 28]

Bt\Bs

También, por la estimacién (2.8) y la desigualdad de Young, tenemos

/B (¢ + [Dul) B[ < [lo+ |Dulll o) Bl 1 5,)
t

< C méx{p —2,p' = 2} lo + [Dull| o) || DwlT (5,
< 02 méx{p — 2,9 = 2} o+ |Dulllos, (lu Dnll7, (g, + 11 DullTss,)
< C(p)d” 12B,| + C 27 méx{p — 2,p' — 2} || Dull}, ) + C(p) [lu D7, 5,

donde C' es la constante universal dada por el Lema 2.31. Finalmente, también por (2.7) y la
desigualdad de Young, logramos que

| 1611061 < [Gllizy 1Dl
t

<ellDell g, + CEPNCIL s,
< C€||Dw||Lp )+ CEDICILs,
<C2 18HDu”LP By T ¢ 15HUD77HIEP(B,) + C(e G}y (Bt)’

donde € > 0 sera elegida mas adelante. Uniéndolo todo

|DMp<cpwe(/|mmDmp+0@¢(/ Dul + C(p)” |28,

B:\Bs
+C(0) 2" (méx{p — 2,p' — 2} + 2¢) | Dullf, 5,y + CEGI0 5,

B,

Sumando C(p,?) [ B. |Du|P a ambos lados y usando las propiedades de 1 alcanzamos que

o+ Clp)) [ pup < TR

+(mnw+am%%mm@—zp—%+%)wWM& CE G

/ [ul? + C(p)e? 2B
2B,

Arriba, esta claro que siempre podemos obtener

C(0) 2" X (mix{p —2,p — 2} +2) <

o] 9

si elegimos £ > 0 suficientemente pequeno y p suficientemente cercano a 2. Escribimos esto
como p € (py, po)- Llegados a este punto, podemos usar la iteracién dada por el Lema 2.30 para
terminar la prueba. O

El nimero py fué descrito de manera precisa en [6] cuando n = s = 2, y es desconocido en
otro caso.
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2.4.3. Equivalencia del Sistema Eliptico Lineal con n = 2 y la Ecua-
cion de Beltrami Generalizada.

En esta subseccion trataremos con Sistemas en Forma de Divergencia
div (A (z, Vu(z))) = div G(x) ,

cuando n = N = 2 y el operador A(z,€) es lineal con respecto a la segunda variable. Esto
significa que el operador viene definido como A(z, &) = A(x) - £ donde A(z) es una matriz 2 X 2.
Concretamente veremos como todo Sistema Lineal en Forma de Divergencia no Homogéneo
puede reescribirse como una Ecuacion de Beltrami Generalizada donde los coeficientes dependen
de la matriz A(x). Para ello, nos basaremos en los resultados dados por K. Astala et. al. en [4,
Chapter 16].

Antes de seguir, hemos de introducir el Operador FEstrella de Hodge *, el cual corresponde
con un un giro de 90 grados en sentido antihorario. Este operador se define como

-1
x = [[1) O} :R* 5 R?,  y cumple que * % = —Idge.
Observemos que si identificamos el plano real R? con el plano complejo C mediante la relacién
(x,y) = z = x + iy, entonces Operador Estrella de Hogde se indentifica con el operador multi-
plicacion con la unidad imaginaria ¢ = v/—1. Ademas, este operador envia campos de rotacional
nulo en campos de divergencia nula.

A partir de ahora, supondremos que la matriz A(z) estd definida como

A(z) = |:a11 alz}
ag1 G22

y la funcién G € L'(R?%* R?) como G(z) = (G1(z), Go(z)). Ademds, dado que tratamos con ope-
radores elipticos y lineales en la segunda variable, la condicién de elipticidad puede reescribirse
como

(A(z) €&, €) >0
para toda |¢| = 1. Con estas indicaciones, asumiremos que u € W' (Q) es una solucién del
sistema

div (A(x) - Vu(x)) = divG(z), . (2.10)

Gracias a las propiedades del operador *, sabemos que ha de existir otra funcién v € VVlicl (R?)
tal que

div (%A % Vo) = div (+A7'G) . (2.11)

Efectivamente, si u € W,2(Q) es una solucién del sistema (2.10), entonces podemos actuar como
sigue
div (AVu) =divG = div(AVu—G) =0

y por el Lema de Poincaré, ha de existir un campo v € Wl’z(Q) tal que AVu — G = «Vuv y por

loc
lo tanto
Vu=A1%Vuv+ A'G = *xVu=*A""xVu+xA"'G

— xVu —*A"'G =%xA"'Vv.

Y ya, aplicando div en ambos lados y usando que div+V = 0, alcanzamos el sistema (2.11).
Ademas, también sabemos que v cumple que

Vv = «AVu — x(G.
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A continuacion, veremos que la Ecuacion de Beltrami Generalizada genera a la pareja de sis-
temas elipticos conjugados (2.10)-(2.11). Posteriormente veremos que también ocurre el recipro-
co. Supongamos que tenemos dos coeficientes de Beltrami p, v € L (C) con |||p| + |v|]|, < 1,
un término independiente h € L}, (C) y f € W,>! (C) una solucién de la Ecuacion de Beltrami
Generalizada

Of = nof + vof + h.

Si etiquetamos f = u + v y reescribimos la FEcuacion de Beltrami Generalizada mediante la
identificacién C = R?, tenemos

(Vu+ *Vv) — uC (Vu — xVv) — v (Vu — xVov) = 2h

donde x es la representacién matricial del producto por la unidad imaginaria i. Es decir, el
Operador Estrella de Hodge. Ahora, aislamos los términos Vu y * Vv para poder escribir

(Id = pC —vid)Vu + (Id + pnC + viId) « Vv = 2h. (2.12)

A partir de esta ultima linea, alcanzaremos los dos sistemas en forma divergencia, uno para u y
otro para v. Comenzamos con el sistema correspondiente a u. Aplicando (Id 4+ uC + vId)™"' a
ambos miembros de (2.12) obtenemos que

(Id + pC + vId) ™ (Id — pC — vId) Vu + *Vov = (Id + nC + vId) " (2h).

Ahora, tomando div a ambos miembros de la tltima linea y usando que div *V = 0, vemos
finalmente que
div(AVu) = div G

donde

A= (Id+ puC+vId)™" (Id — uC — vId)
G := (Id+ pC +vId)"(2h).

Por otro lado, aplicando * (Id — uC — vId)~" a ambos miembros de (2.12) tenemos que
«Vu + * (Id — pnC — vId)™" (Id + pC + vId) * Vo = % (Id — nC — vId)" h.
Ya, sin mas que aplicar div a ambos miembros de la linea anterior vemos finalmente que
div(* A7 % Vo) = div (xA7'G)

como ya indicamos al inicio de la subseccién. Ademas, gracias a la condiciéon de elipticidad
el + [7|llso < 1, tenemos garantizado que los operadores inversos que han aparecido anterior-
mente estan bien definidos. Mas dun, también tendremos que si los coeficientes p y v tienen
derivadas medibles, entonces las entradas de la matriz A también tienen derivadas medibles. Y
evidentemente, la integrabilidad de los términos independientes G y h son equivalentes.

Llegados a este punto, escribiremos A como una matriz y no en términos de dos operadores
como hemos hecho anteriormente. Un simple calculo nos demuestra que

1
(Id + puC +vId)"' = ———— (Id — nC +7vId) .
1+ v[" =yl
De esta forma aseguramos que
1 _
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Interpretando la igualdad anterior en forma matricial tenemos que
A 1 1+ Rer Imv | Rep —Imp 10
L+ = ) —Imv 1+ Revr Impu  Rep 0 -1
1—Rer Imv | Rep —Imp 1 0
—Imv 1—Rerv Imp  Rep 0 —1
B 1 1+ Rer Imv | Rep Imyp
_|1+V‘2—|/ﬁ|2 —Imv 1+ Revr Imp —Rep
1—Rer Imv | Rep Imupu
—Imv 1—Rev Imp —Rep

B 1 14+ Rev —Rep Imyv—Imp 1—Rerv—Rey Imv—Imp
_’14_,/‘2_’#‘2 —Imv—Impu 1+ Rev+ Rep —Imv—Impu 1— Rev+ Reu

Tras realizar la multiplicacion de matrices de la tltima linea y despejar adecuadamente logramos
ver finalmente que

— 1 |1_/~L|2_ |V|2 21II1(I/—IM)2 _ (213)

L+ v’ — |pf? [ —2Im (v +p) L+l v
O lo que es equivalente

11— p*— v 2Im(v — p)

=g e 2 G2 =10 02
1+ v? = 1+ v —ul
—2Im(v + p) 11+ pf —[v]?

21 = 5 2,2 Q2 = 0 o (2
1+ v[> = |yl 1+ v]? = |yl

Tal y como podemos ver en [4, Theorem 16.1.6.]. Ahora usaremos la identificacién de R? con
C y que toda matriz 2 x 2 puede descomponerse de forma tinica en una parte conforme y otra
anticonforme. Es decir, A = A, Id+ A_C donde A, y A_ son ntimeros complejos. Asi, podemos
ver que para todo £ € C con |£] =1 se tiene que

(A, &) =Re((AE) - &) =Re((Ar &+ AL)-¢)
- Re(A+ €2 + A_E2> — Re(A,) + Re(A_§2>
> Re(Ay) — [A-].

Pretendemos ver que (A&, &) > 0 para todo € C, lo que por los cdlculos anteriores es equivalente
a

Re(Ay) > |A_|. (2.14)
Por otro lado, de la expresién (2.13), podemos deducir facilmente que
A, = 1+ |u)? = |v* = 2i Im(v) ;oA = —24 '
1+ v]> = |ul? 1+ v —|u

Asi, (2.14) se reescribe en términos de p y v como

1+WF—WV> 2|yl
T+v?—|p? = [1+v]2—|p?
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O lo que es lo mismo

(Il =1)" =P _ (el =1 =D (el =1+ D)
L+vP=lul? (4wl =lu) (B+vl+e) —

Dado que por hipétesis |u| + |v| < 1, entonces 1 > 1|_L‘|V| > % y asi los dos términos del

denominador son positivos. Evidentemente, los dos términos del numerador son negativos y con
ello vemos que la matriz A es eliptica como queriamos demostrar.
Ahora veremos como a partir del sistema
div(AVu) = divG,
con A una matriz eliptica, recuperamos la ecuacién (1.5) donde f = u + v con v tal que

Vv = «AVu — xG.

Antes de seguir, necesitamos ver que det (Id + A) > 0. Efectivamente, por un lado tenemos que
(&,€) > 0y por el otro, tenemos la condicién de elipticidad (A, €) > 0. Por lo tanto sumando
ambas expresiones tenemos que

((Id+ A) &£, €) > 0 para toda & € R%.

En particular para todos los autovectores de la matriz Id+A. Esto nos asegura que det (Id + A) >
0.

De la expresién Vv = *AVu — *G podemos deducir por un lado que
Vu —«Vv = (Id + A) Vu — G (2.15)

y por el otro que

—Vu — Vv =—(Id — A)Vu — G. (2.16)
La expresion (2.15) se reescriben como
(Id + A)™" (Vu — xVv) = Vu — (Id + A)™' G (2.17)

1

donde hemos usado que det(/d + A) > 0 para garantizar que (Id+ A)™" estd bien definida.

Aplicando (Id — A) en (2.17) tenemos
(Id — A) (Id + A) " (Vu — Vo) = (Id — A)Vu — (Id — A) (Id + A)"'G.
Donde podemos usar (2.16) para alcanzar
(Id — A) (Id + A) " (Vu — Vo) = Vu + *Vo — G — (Id — A) (Id + A)"'G.
Ademas, dado que f = u + iv, la Ultima linea puede leerse como
(Id — A) (Id + A)™" (20f) =20f — G — (Id — A) (Id + A)'G.
Y equivalentemente
20f = (Id — A) (Id + A)™" (20f) + G + (Id — A) (Id + A)™'G. (2.18)

Evidentemente, los valores de p y v saldrdn de la expresién (Id — A)(Id + A)~!. Para proceder
a calcular dicho producto, volveremos a usar la descomposicién conforme y anticonforme de la
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matriz A. Sean a y b dos niimeros complejos tales que A = ald+bC. En tal caso, det(Id+ A) =
det (1 + a)Id +bC) = |1 + a|* — |b|* > 0. Entonces, podemos ver que

(Id — A)(A+Id)™" = ((1—-a)Id = bC) ((1+a)Id + bC)™"
(1—a)Id —bC) ((1+a)ld — bC)

1+ al* —|b?
_ 1= la|? — 2i Im(a) + |b|? Id+ —2b C.
1+ al* —|b? 1+ al? — [b]?
Asi, si definimos
1 —lal* — 2iIm(a) + |b|? —2b
v = Vo= s
1+ al? — [b]? 1+ al? —|b]?

la expresion (2.18) se traduce como
20f = u20f + v20f + 2h,

donde
2h == (Id + vid + uC)G.

Lo que concuerda con los pasos que dimos en la direccién contraria.

Para terminar, solo nos queda ver que (A&, £) > 0 para toda & € R? implica que |u|+ |v| < 1.
O lo que es lo mismo, usando la representacién conforme y anticonforme, que Re(a) > |b| implica
\u] + |v| < 1. Recordemos las definiciones dadas para p y v, que |1+ al?> — [b]*> > 0 y actuemos
como sigue

2Re(a) 2|b| B
TraP - oF ~ [Lsaf—Jof
2Re(a) B 1+ |al® — |b?
TraP—E T ap— o
Lt Jaf? — b2 — |1 — Jaf? — 2 Tm(a) + |8
T+ aP — o '

Re(a) > |b] <=

= 1> |pl+1-

= 1> |pu|+ v+

De esta forma, si vemos que el ultimo sumando es positivo, habremos conseguido ver la condicion
de elipticidad |u| + |v| < 1 de la Ecuacion de Beltrami Generalizada. Efectivamente, dicho
término es positivo ya que

1+ [a> = [b]* > |1 = |a|* = 2i Im(a) + |b]|
si y solo si
(1+ laf® = b)) > [1 = [af? + p2|* + |20 Im(a)]*.

Desarrollando los cuadrados y despejando adecuadamente, vemos que esto tltimo es equivalente
a
4la)* — 4 (Im(a))® = 4 (Re(a))® > 4/b|?

cosa que sabemos cierta. Con esto concluimos la equivalencia entre la Ecuacion de Beltrami
Generalizada con un sistema eliptico y lineal dado en forma de divergencia con n = 2.

Observemos que formalmente solo hemos demostrado que toda Fcuacion de Beltrami Gene-
ralizada Degenerada (es decir con |||p| +|v||le < 1y no con |||p] +|v|||ec < k < 1) es equivalente
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a un sistema eliptico lineal dado en forma de divergencia con n = 2 y degenerado (es decir con
(AE,€) > 0 y no con (A&, &) > NEJ?), nuestros célculos demuestran también la equivalencia
entre los casos no degenerados aunque sin determinar la dependencia entre k y a. Para conocer
la dependencia entre k y A de los problemas no degenerados, se requiere de un estudio un poco
mas cuidadoso que el dado por nuestros calculos que hemos preferido omitir ya que se alejan de
nuestros propositos.

Antes de concluir la subseccién, destacamos que a partir de la matriz A podemos deducir
las siguiente propiedades en el transito entre el sistema lineal dado en forma de divergencia y la
Ecuacion de Beltrami Generalizada.

1. A es simétrica si y solamente si v tiene imagen real. En este caso tenemos

1 —detA
YT det(I+ A)

2. A tiene determinante 1 si y solo si v es puramente imaginaria.

3. A es simétrica con determinante 1 si y solamente si v = 0.

4. A es diagonal {%1 OO} si y solamente si p, v tienen imagen real. En este caso
2
09 — 01 1— 09201
— UV = .
P 0voniro) 7 T Ao +ow)

5. A es isotrépica (es decir, A(z) = o(z)I con o(z) € R)) si y solamente si u =0y v € R.
En este caso recuperamos la ecuaciéon

_ 1—0— _
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Capitulo 3

Resultados tipo Lema de Weyl.

En este capitulo estudiaremos las soluciones de la Ecuacion de Beltrami Generalizada
Of = pof +vof +h

cuando los coeficientes y el término independiente pertenecen a distintas clases de Sobolev
W2LP(C). Observemos que si p, v, h = 0, entonces estaremos en el caso de ecuacién de Cauchy-
Riemann de la que conocemos el Lema de Weyl. Este lema nos asegura que si ‘H es una dis-
tribucion tal que OH (¢) = 0 para toda funcién test ¢ € S(C), entonces H coincide con una
funcién holomorfa. En particular, esto nos dice que toda solucion distribucional de la ecuacion de
Cauchy-Riemann es fuerte. Nuestro esfuerzo se centrara en extender, a la Fcuacion de Beltrami
Generalizada, este resultado de automejora de las soluciones. Para ello, lo primero que debemos
hacer dar sentido a la Distribucion de Beltrami Generalizada

(5—u8—uCa)T:8T—u8T—V8_T.

Evidentemente, esta distribuciéon podria no tener sentido ya que las funciones acotadas no son
siempre multiplicadores de distribuciones. Sin embargo, tal y como hemos detallado en Definicion
2.26, si exigimos que los coeficientes sean Sobolev y que la distribucién sea integrable, podemos
encontrar la manera de definir la distribuciéon de Beltrami. Siempre que tenga sentido, dada una
funciéon f y una funcion test ¢, se puede escribir

((0—po—vCO) f,@)=—(f,00)+ ([, 00u)+{f,e0v)+{f,m0p)+(f,vdp) (3.1)

donde hemos consideramos el producto ( f, g) = Re [ fg (tal y como explicamos en la Sub-
seccion 2.8.1). Cuando pu, v € WH(C) y f € L, (C) con ; + ; = 1, la expresién (3.1), tiene
sentido. En lo que sigue, diremos que 0f — udf — vdf es la derivada distribucional de Beltrami

de la funcién f y viene dada como

(Of —pof —vdf, o) =—(f,00)+ (f.0(ne))+ (f.0(ve)).

Esta definiciéon toma sentido para toda funcién test ¢ infinitamente diferenciable y con soporte
compacto. Efectivamente, los términos del lado derecho estan bien entendidos. Definimos las
soluciones distibucionales de (1.6) como aquellas funciones f para las que

(E—uﬁ—yCﬁ)fzo

como distribucién. En principio, las soluciones distribucionales no son cuasiregulares (ni débil-
mente cuasiregulares). Nuestro primer objetivo es saber, bajo la condicién pu, v € Wh*(C),
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cuando una solucién distribucional es cuasiregular (o débilmente cuasiregular). A posteriori, ya
precisaremos la regularidad méxima que obtenemos.

La primera referencia sobre esta cuestion la encontramos gracias a A. Clop et. al. en [11] en
el caso v =0y u € WI?(C). A fin de enunciar sus resultados en el caso v = 0 introducimos los

valores
1 1 1 I k 1

Do T 1+k P Y qo 1+k p
con los que trabajaremos a lo largo de este capitulo y el siguiente. Con estos valores, en [11],

obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 3.1. [11] Sea p € WHP(C) N L>® (C) con ||plleo =k <1yl+k<p. Sea f € L]
con — < p una solucion distribucional de la Ecuacion de Beltrami Homogénea

Of = pof.

(©)

loc

Se cumple

(1) Sip>2, entonces f € W2P(C).

loc
(2) Sip=2, entonces f € W2I(C) para toda q < 2.
(3) Sil+k<p<2yr>py, entonces f € W4 para toda q < qo.

En los tres casos, [ es cuasiregular.

Mas atin, cuando p = 2, el teorema anterior es éptimo en dos sentidos. El primer sentido es
. 2,2
que no podemos esperar que las soluciones pertenezcan a W, 7(C), tal y como nos demuestra la
aplicacion cuasiregular definida, en un entorno del origen, como

f=z(1—loglz]) ¢ W (C)
cuyo coeficiente de Beltrami es

1

- W12(C
2log|z| —1 ©.

z

M=z

Z

El segundo es que no podemos partir de f € L2 (C) y lograr la cuasiregularidad. (Ver Ejemplo

3.14 ). Ademas, es remarcable que la regularidad méxima de las soluciones presenta un salto en

p = 2 que se ve reflejado por la aparicién de las constantes pg v gy cuando p < 2. Observemos
que

1+k %+1 2K 1+ k
lim py = 25— = 2K lm gy — - donde K — —"
pog DO "k Yo T oo T o1 Gonee 1— &

El siguiente ejemplo nos demuestra que la restriccion r > py que aparece en el caso p < 2 es
genuina. Es decir, veremos que existe un coeficiente eliptico u € WP para todo p < 2 y una
funcién f € Lj,.(C) con "5 < p que resuelve (en el sentido distribucional) la ecuaciéon C-lineal
(2.4) para esta uy f no es K-cuasiregular.

Ejemplo 3.2. Fijado un nimero real k < 1, definimos K = % y f como

1

z |Z|%_1

f(z) =
Tenemos que
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(1) fe€Lj,. para toda r < 2K pero no para r = 2K.

loc

(2) f es solucion, en el sentido de las distribuciones, de la ecuacion Of — pdf = 0 donde

1-K 7~z
F=1TFK> € WP para toda p < 2.
z
(3) f €Wy para toda8<[§—f1per0 no pams:;—ﬁ,

En particular, f es débilmente K -cuasireqular pero no es K-cuasireqular.

Veamos como en [11] se prueba el Teorema 3.1. En un primer momento, demuestran el
resultado para la solucién cuasiconforme ¢ € VVlif (C). A posteriori, extienden el resultado al

resto de soluciones. Para ello definen h = f o ¢~ y comprueban que
< Z§}l y P > - < 2517 - [Lé)j?7 99<gb) é9qb > .

Asi, siempre y cuando la distribucién 0f — pudf extienda a una clase de funciones donde la
funcién ¢(¢)0¢ estd bien definida, podremos asegurar que dh = 0 y por lo tanto h es una
funcion holomorfa. Entonces, f = h o ¢ es cuasiregular tal y como nos asegura el Teorema de
Factorizacion de Stoilov. Asi, a fin de alcanzar el resultado, han de solventar el problema de
extender la distribucion de Beltrami

(Of —pdf, o) =—(f,00)+ (f,0(¢))

a una clase mas grande que C° (C). Para ello distinguen entre los valores p del exponente W17,
donde pertenece el coeficiente. Si p > 2, la distribucién se extiende al espacio W1?(C) ya que es
un algebra de Banach, es decir

1 fgllwircy < Iflwrrllgllwriec) -

Si p = 2, la acotacién del coeficiente i les permite tomar funciones test en W)!#(C) para toda
s < 2. En ambos casos ( p > 2 ) no es dificil comprobar que ¢ (¢) 0¢ pertenece a la clase donde
extienden el operador. Con ello, prueban los dos primeros apartados del Teorema 3.1. Cuando
p < 2, la situacién se complica ya que el operador de Beltrami no extiende a W)?(C) y han de
recurrir a una clase mas pequenia. Para cada 1 < ¢ < p < 2 definen la clase de funciones E}?(C)
como

EP9(C) = Wh (C)n L7 (C) .

loc loc loc
Observemos que p < 2 implica que 227‘1(] < pquq y por lo tanto E'¢ es un subconjunto propio de

W9, Si p = 2 entonces la clase E.9(C) coincide con el espacio W,24(C). Para esta clase, los

autores demuestran el siguiente resultado que daremos en el ambito de la ecuacion generalizada.
Su demostracién sigue las mismas lineas que en el caso v = 0.

Lema 3.3. [11, Lemma 17] Fijemos 1 < q < p < 2. Supongamos que tenemos un par de
_q
coeficientes de Beltrami p, v € WP (C) y una funcién f € L} (C). Entonces,

loc

(1) Las aplicaciones ¢ — pup y @ — vy son continuas en El'? (C).

loc

(2) Las derivadas distribucionales Of, Of y Of actiian continuamente sobre funciones perte-
necientes a EP1(C) con soporte compacto.
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(8) La distribucion Of — udf —vOf actia continuamente sobre funciones de EP9 con soporte
compacto.

Para terminar de demostrar el Teorema 3.1, solo queda ver que si p < 2 entonces ¢ (¢) ¢ €
EP1(C) para alguna g adecuada. Lamentablemente, este procedimiento no nos permite ampliar
el Teorema 3.1 a la Ecuacion de Beltrami Generalizada Homogénea. Efectivamente, para esta
ecuacion la factorizacién de Stoilov no se realiza mediante aplicaciones holomorfas, sino mediante
soluciones cuasiregulares de la Fcuacion de Beltrami Reducida Homogéna, es decir v = —pu. Por
ello, a fin de alcanzar el resultado para la ecuacién generalizada, debemos buscar otros caminos
alternativos.

En un primer momento nos apoyaremos en la invertibilidad de los operadores de Beltrami
Id — uB—vB: X(C) - X(C),

los cuales han jugado un papel esencial en el estudio de las soluciones cuasiregulares. En [14] se
prueba que si pu y v satisfacen ciertas condiciones, entonces el operador de Beltrami es invertible
en ciertos espacios de Besov B24(C) y de Triebel-Lizorking F?9(C) con ap > 2. Lo que nos pro-
pondremos es estudiar la invertibilidad, en ciertos espacios de Sobolev, del operador de Beltrami
cuando p y v pertenecen a W'P(C) N LP(C) con p < 2. Le dedicaremos la primera seccién del
capitulo a este estudio. Una vez sea alcanzada la invertibilidad podremos obtener la existencia
de segundas derivadas para las soluciones cuasiregulares de la ecuacién (1.6). Lamentablemente,
cuando p < 2 no alcanzaremos la invertibilidad para cualquier pareja de coeficientes u, v y solo
la tendremos para aquellas parejas que satisfacen cierta condicién que desvelaremos mas ade-
lante. Por ello, a fin de alcanzar la automejora al resto de parejas de coeficientes, tendremos que
idear otro camino alternativo. Este consistira en estudiar la Fcuacion de Beltrami Conjugada
Homogénea

af = vof, (3.2)

donde el coeficiente de Beltrami v € L (C) con |lv|,, = k < 1 pertenece a un espacio de
Sobolev W!?(C) con 1 < p < oo. A esto le dedicaremos la segunda seccién del capitulo donde
daremos los primeros resultados tipo Weyl. Posteriormente, gracias a los métodos utilizados,
extenderemos los resultados a la Ecuacion de Beltrami Generalizada

Of = pof + vof + h,

donde los coeficientes p, v € L (C) satisfacen |||u| + |v|||,, = k < 1 y tienen algin tipo de
regularidad Sobolev.

Dividiremos el capitulo bajo el siguiente esquema

» Seccién 3.1 El operador de Beltrami en EP4(C), ¢ < p < 2. En esta secién veremos
para que valores p y ¢ el operador de Beltrami Id — uBB — vB : EP9(C) — EP4(C) es in-
vertible cuando p, v € WP(C). Ademés veremos que repercusion tiene esta invertibilidad
en las soluciones de la Ecuacion de Beltrami Generalizada.

= Seccién 3.2 La Ecuacién de Beltrami Conjugada. Aqui motivaremos el estudio de
esta ecuacion dando los resultados ya conocidos sobre la misma. Ademads veremos bajo
que condiciones sobre v y f alcanzaremos un resultado analogo al Teorema 3.1.

= Seccién 3.3 La Ecuacién de Beltrami Generalizada. En esta seccién extenderemos
los resultados obtenidos en la seccion anterior al caso y # 0 # v. Ademas, comparare-
mos estos resultados con los ya conocidos sobre Ecuacion de Beltrami y la de Beltrami
Conjugada.
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3.1. El Operador de Beltrami en EP4(C), g < p < 2.

Histéricamente, el estudio de la Ecuacion de Beltrami Generalizada
Of = udf +vof +h

ha ido de la mano del estudio del operador de Beltrami Id — ;B — vB. Una referencia bésica para
este hecho es el articulo de K. Astala, T. Iwaniec y E. Saksman [6]. All{ los autores demuestran
que si u, v € L¥ (C) con |||p| + |v|||« = k < 1 entonces, el operador

Id —uB —vB: L* (C) — LP(C)

es invertible para toda p € (1 +k, 1+ %) Cabe destacar que en el caso p = 1 + k el operador
es inyectivo (aunque no invertible) tal y como podemos ver en la referencia [35]. Ademds, si
uw € VMO, (C), entonces la invertibilidad se amplia a toda p € (1,00) tal y como probé T.
Iwaniec en [21]. Mas aun, de los resultados de V. Cruz en [13] y de V.Cruz junto a A. Clop en
[10], se deduce que si p, v € WP (C) con p > 2, entonces el operador

Id — uB —vB: Wh (C) — W' (C)
es invertible.

Nuestro primer objetivo serd ampliar el estudio de la invertibilidad del operador cuando
los coeficientes p, v pertenecen a WP (C) con p < 2. Observemos que si p < 2, entonces los
coeficientes no pertenecen a la clase VMO y no podremos usar el resultado previo de Iwaniec. De
hecho, en el caso p < 2 ya encontramos un problema en la acotacion del operador. Efectivamente,
sipe Wh?(C)y f € WhH(C) con ¢ < p, no tenemos garantias de que el producto pf pertenezca
a algin espacio de Sobolev. Por ello, tenemos que recurrir a otra clase de funciones donde
encontrar la invertibilidad del operador. Para este fin, usaremos una modificacién del espacio
EP?(C) introducido al principio del capitulo. Concretamente, para cada 1 < ¢ < p < 2, definimos

loc
las clases de funciones

EPI(C) := W(C) N L7-4(C)

dotada con la siguiente topologia. Dada ¢, , ¢ € EP4(C), diremos que ¢,, converge a ¢ en EP4(C)
si se cumple que

T (lln =9l g o) + 1090 = Dl ) =0.

Es evidente que bajo esta topologia C2° (C) es denso en EPY. Ya avanzamos que si p < 2, solo
podremos estudiar la invertibilidad del operador para aquellas parejas de coeficientes u, v con
[l + |v]lle = k < 2 (mas adelante veremos el motivo de ello). Esta restricién sobre k es la
que nos obliga a estudiar la ecuacién mediante resultados del tipo Weyl que daremos en las
siguientes secciones.

Ahora estudiaremos la invertibilidad del operador de Beltrami en EP4(C) en los casos p = 2
y p < 2. Posteriormente, en cada caso, mostraremos como repercute esta invertibilidad en la
regularidad de la solucién cuasiconforme y del resto de soluciones cuasiregulares. Empezamos

con la invertiblidad en los espacios £77(C) cuando p = 2 o lo que es equivalente, en los espacios
Wh4(C) con ¢ < 2.

Lema 3.4. Sean dos coeficientes de Beltrami p, v € W}H?(C)NL> (C) con |||u] + V|||, =k < 1.
Entonces, el operador B
Id — uB —vB: W (C) - Whi(C)

es continuamente invertible para toda q < 2.
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Demostracidn. Observemos que gracias al resultado de Iwaniec y a que pu,v € WI?(C) C
VMO(C), entonces el operador de Beltrami

Id —uB —vB: L¥(C) — L*(C)

es continuamente invertible para todo s € (1,00). Por otro lado, para toda ¢ < 2 el embedding

2
de Sobolev nos asegura que W4(C) < Lz (C). Por ello, si tenemos una pareja de funciones
f, g tales que g = f — uBB — vBf, entonces si una de las funciones pertenece a W14(C), la otra
pertenecerd a L%(C). Ademés, con el siguiente control de normas

oullgl, 2, o) < WA, o) < Cillal, s,

donde ¢, y C% solo dependen de k y de q.

Veamos como se comportan las derivadas. Para ello, primero suponemos que f € WhH4(C).
29
En tal caso, gracias al embedding de Sobolev, tenemos que f € L2-¢(C) y por lo tanto Bf €
2q —
La=2(C). Mas aun, gracias a la desigualdad de Holder, obtenemos que DuBf, DvBf € Li(C).

Ahora, para ver que dg € L(C), consideramos ¢ € C° (C). Entonces
(09, 0) = —(9,0¢p) = = (f — uBf — vBf,dp)
= —(f,0p) + (B, () + (Bf,0 (Tp)) — (Bf, Oup) — (Bf,vp)
= (0f, ) — (uOBf,p) — (vOBf,¢) — (OuBf,¢) — (OvBf, ) .
Usando la cadena de identidades 0B = 0CB = COB = C09C = CIOC = CO y agrupando

términos obtenemos que

(0g, ) = (0f — uBof — vOf — OuBf — OvBf,p) . (3.3)

Dado que la parte izquierda del lado derecho pertenece a L?(C), entonces dg € L?(C). Para ver
que dg € L(C) actuamos de forma andaloga.

(Dg,¢) = —(g,00) = = (f — uBf — vBf,0p)
= —(f,0p) + (Bf,ide) + (Bf,vdp)
= —(f,0¢) + (Bf,0 (p)) + (Bf,0 (ve)) — (Bf,0pp) — (Bf,dvp)
= (0f,¢) — (uOBf, ) — (VOBf, o) — (OuBf, o) — (OVBf, ©)

Usando que 0B = 9, que 0B = COCCB = COB = B0 y reagrupando alcanzamos la igualdad
<59,<,0> = <5f—u@f—ygaf—guBf—gugf,cp> . (3.4)
De esta forma, conseguimos finalmente que si f € W14(C), entonces g € Wh4(C).

Antes de demostrar la implicacién g € WhH(C) = f € W4(C), consideramos la siguiente
identidad de operadores que necesitaremos mas adelante

Id—vC — uB = (Id — vC) (Id— L S B).

e R &
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En particular, como pu, v € W}?(C) € VMO,(C), esta identidad nos asegura que el operador
Id—vC — pB: LP(C) — LP(C) es invertible para toda p € (1,00). A continuacién veremos que
J0f € L1(C). Para ello, consideramos que ¢ € C°(C). Entonces

(0g,0) = —(9,09) = = (f — uBf — vBf,0p)
= —(f,0¢) + (Bf,110p) + (Bf,70yp)

Si despejamos convenientemente, conseguimos ver que

(09, 0) + (Bf,0up) + (Bf,0vp) = — (f,00) + (Bf,0 (i) + (Bf,0 (vg)) .

Simplificando en el lado izquierdo y tomando operadores adjuntos en el lado derecho podemos
reescribir la igualdad anterior como

(89 + OuBf + OvBf, ) = (0f , (Id— B — CP) o) (3.5)

donde, en el dltimo término del lado derecho, hemos usado que 0B = CO. Ademas, el lado

izquierdo pertenece a L(C) y por lo tanto la igualdad se extiende a toda ¢ € L9 (C) con ¢* = q_il.

Por ello, podemos tomar como funcién test a ¢ = (Id — B — Cv) " 1) con ¢ € C=(C). De
esta manera vemos que para toda ¢ € C2° (C), se tiene la identidad

(Of , ) = <([d —uB—vC)7! [89 + (OuB + ovB) (Id — puB — Z/B)_l g} ,w> (3.6)

donde hemos usado que f = (I d— uB — VB)fl g. Asi conseguimos que si g € WH4(C), entonces
0f € L1(C). Para ver que la otra derivada de f también pertenece a L?(C) actuamos como sigue

(9g,0) = —{g,00) = — (f — uBf — vBf,00)
= (0f,¢) — (0 (uBf) . ¢) — (9 (vBf) . o) .

Tras despejar adecuadamente y desarrollar las derivadas, tenemos que
(Of . p) = (0g, ) + (O f + OuBf, o) + (vBOf + OvBf,¢) (3.7)

donde hemos usado que 0B = 0y que OB = BJ. Ya, sin mas que recordar que f = (I d— uB — I/B) ! g
y usar la expresién alcanzada antes para df tenemos que

of = (/L + Z/E) (Id — nB — VC)_1 [3g + ((9,uB + 81/3) ([d — ubB — VB)_lg}
+ g + (OuB + OvB) (Id — uB — VB)flg.

Por lo tanto df € LI(C). De esta forma acabamos demostrando la implicacién g € W4(C) =
f € WhH4(C) y concluimos la prueba. [

. ., . 1.2 .,
Gracias a este lema, podemos ver que toda solucién cuasiregular f € W, 7(C) de la ecuacién
de Beltrami Generalizada Homogénea

Of = pof +vof

con u,v € WH(C), pertenece a VVif(C) para toda ¢ < 2. De hecho, si el término independiente
h es el adecuado, esta mejora de regularidad se extiende a toda soluciéon de la FEcuacion de
Beltrami Generalizada tal y como nos asegura el siguiente corolario. Con el, concluimos estudio
del operador de Beltrami cuando u, v € W1?(C).
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Corolario 3.5. Sean pi, v € W2 (C)NLX (C) tales que ||| +|v|||o = k < 1y sea h € WLI(CT)
para alguna q < 2. Asumamos que [ € VVlif((C) es una solucion de la Ecuacién de Beltrami
Generalizada

Of = pof + vof +h.
Entonces, f € Wz’q((C). En particular, si h =0, entonces f € WQS(C) para toda s < 2.

loc loc

Demostracion. Dada f € W,?(C) la solucién de (1.5) con h € W,-%(C) para alguna ¢ < 2,

definimos F' € W}?(C) como F = fyp donde p € C> (C) a valores reales. Entonces, F' es la
solucién de la ecuacion de Beltrami Generalizada

OF = uoF +vOF + H

donde H € W}4(C) viene definida por H = he + ufop + (f — V?) 0p. Ademés, dado que F

tiene soporte compacto, podemos asegurar que OF = BOF y por lo tanto, se cumple que
OF = (Id—uB—vB) " H

de donde se concluye que OF € W14(C) ya que H € W14 (C). De la igualdad OF = BOF se
sigue que F' € W24(C) y de manera inmediata, también tenemos que f € VVlicq((C) Con esto
concluimos la primera sentencia del enunciado.

Ahora veremos que si h = 0, entonces la automejora se amplia a cualquier ¢ < 2. Para
ver esto, solo hay que observar que si h = 0, entonces la funcién H viene definida como H =
wfop + (f — uf) dp y por lo tanto H € W1*(C) para toda s < 2. Con esta observacién, los
pasos dados en el parrafo anterior nos permiten ver que f € VVZ?)CS((C) Con esto, finalizamos la
prueba. O

A continuacion, consideramos el estudio de la invertibilidad del operador de Beltrami Id —
pBB —vB en los espacios EP4(C) con 1 < ¢ < p < 2. En este caso, ya no tenemos la identificacién
con el espacio de Sobolev W1 como tuvimos en el caso p = 2. Ademds, como pu, v € W?(C)
con p < 2, tampoco tenemos que los coeficientes pertenezcan a VMO por lo que no podemos
usar el resultado de invertibilidad de T. Iwaniec. Por ello, solo podremos usar los resultados de
Astala et. al. en [6]. Hemos alcanzado el siguiente resultado.

Lema 3.6. Fijemos dos coeficientes de Beltrami u, v € L (C) para los cuales se tiene que
|l + V|l =k < 2. Supongamos ademds que pu, v € W'? (C) con 1% < p < 2. Entonces, el
operador

]d—,uB—l/B: EPI(C

) =
es continuamente tnvertible para toda q con L 1+_k: +

EP9(C)

1 _
P q

1+k

Observaciéon 3.7. <2 s1ysolosik <

[SI] )

Demostracion. La prueba de este lema sigue, con algunos cambios, las mismas lineas que la
demostracién del Lema 3.4. Dado que en este caso los coeficientes no pertenecen a VMO, (C),
hemos de comprobar que los pasos dados en dicha demostracion nos permiten alcanzar la equi-
valencia g € EP(C) <= f € EP4(C). Para ello, primero observamos que el operador

Id — uB —vB: L*(C) — L*(C)
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es invertible para toda s € (1 +k, 1+ %) Ademas, dadas las condiciones sobre p, ¢ tenemos que

1
Pe 142

p—q k

1+ k<

Poprq ello, si tenemospgios funciones f, g tales que ¢ = f — uBf — vBf podemos ver que g €
L»=4(C) < f € L»(C).

Por ultimo, hemos de ver que la doble implicacién Df € LY(C) <= Dg € L4(C) dada en la
prueba anterior por las igualdades (3.3)-(3.7) es valida bajo estas hipétesis. Para ello, observamos
que el operador Id — uB —vC : L*(C) — L*(C) es invertible para toda s € (1 + k,1 + ). Mas
aun, este operador es continuamente invertible con constantes que solo dependen de k. Esto se
sigue de la identidad entre operadores

Id — vC — uB = (Id — vC) (Id L S B)

L=[wP 1—=[v?

donde el ultimo operador es continuamente invertible, con constantes que solo dependen de
k, al menos en los espacios L*(C) con s € (1 +k, 1+ %) y el operador (Id — vC) es siempre
invertible. A fin de que el transito siga valiendo en nuestro caso, necesitamos que 1+k < ¢ < 1+%
o lo que es equivalente
k 1 1
1+k< STtk

Evidentemente, la desigualdad < = se tiene gratuitamente de la hlpotelsls = > L —|— . Por

1+k
Para esto es suﬁc1ente

1+k
ello, solo tenemos que garantizar que tenemos la des1gualdad <

ver que podemos escoger g < p tal que

1+k

k 1 1 1
[
Comparando los extremos de esta cadena de desigualdades, vemos que podremos escoger dicha
q si y solamente si
k 1 1
vk p 15k

O lo que es equivalente, si K = H—k < p < 2. De esta forma terminamos la demostracion. O

Mediante este lema, podemos ver que toda solucién cuasiregular f € VVZIOS(C) de la ecuacion

de Beltrami Generalizada Homogénea con p, v € WIP(C) donde ﬁ < p < 2, pertenece a

2,9 1 k 1 :
W 4(C) para toda > nrts tal y como aseguramos en el siguiente corolario. De esta forma,

extendemos parcialmente el Teorema 3.1.

Corolario 3.8. Sean dos coeficientes de Beltrami p, v € L¥ (C) para los cuales se tiene que
il + |l = k < 2. Supongamos que i, v € W (C) con Bk < p < 2. Si f € W,;*(C) es
una solucion cuasireqular de la Ecuacion de Beltrami Generahzada Homogénea

Of = udf + vof.

Entonces, f € W29(C) para toda q con 2 > —|— : qlo_
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Demostracion. Para cada f € W,2*(C) solucién cuasiregular de (1.6), definimos F € W1?(C)

loc

como F' = fy donde ¢ € C° (C) es a valores reales. Entonces tenemos que
OF = pndF + vOF + H

donde H viene definida por H = pufoy + ( f— 1/7) 0y. Debido a la automejora de las soluciones
cuasiregulares (es decir, f € W,2*(C) para toda s < 1 + %), podemos concluir que H € E?4(C)
para toda % > Hik + zlv‘ Ademas, en analogia al caso p = 2, tenemos que

OF = (Id— uB—vB) H

y por el Lema 3.6, OF € EP?(C). Por lo tanto, f € W2%(C) para toda % > Hik + %. O

Lamentablemente, en la invertibilidad del operador, no hemos conseguido esquivar la condi-

cion 1 < 2. Sin embargo, en las siguientes secciones podremos alcanzar la misma automejora

-k
prescindiendo de la condicién ﬁ < 2. Ademas, lograremos esta misma automejora para otros
tipos de soluciones mas débiles, las soluciones distribucionales (ver Definicion 2.26 ). Para ello,

empezamos estudiando la Ecuacion de Beltrami Conjugada, es decir p = 0.

Problemas Abiertos 3.9. Fijemos dos coeficientes de Beltrami p, v € WP (C) conp < 2 y
tales que ||| + |V|||oo ==k < 1.

= Encontrar una demostracion alternativa del Lema 3.6 que no requiera de la condicion
2
k<3

En caso de que no sea posible

» Encontrar otro espacio de funciones X (C) C I/Vlloc1 (C) para el que el operador de Beltrami
Generalizado B
Id — pB—-vB: X(C) - X(C)

sea invertible incluso si k > %

3.2. La Ecuacién de Beltrami Conjugada.

En esta seccién, estudiaremos la regularidad de las soluciones distribucionales de la Fcuacion
de Beltrami Conjugada Homogénea

of —vof =0,

donde v € WIP(C) con 1 < p < 00y ||V|le = k < 1. Nuestro objetivo es dar, para Ecuacion
de Beltrami de Beltrami Conjugada Homogénea, un resultado andlogo al Teorema 3.1. Como
referente tenemos los trabajos de L. Baratchart et. al. en [8] (especialmente los Capitulos 3 y 4)
de los que deduce el siguiente resultado: si v € WI?(C) con p > 2 e imagen real y f € L{ (C)

loc
con q > ]% es una solucién distribucional de (3.2), entonces f € Wif(@) y en particular es
cuasiregular. Para alcanzar este resultado, los autores se apoyan en el estudio previo de una
ecuacion del tipo

Ow — aw = 0,
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donde w depende de v y de f, y a solo depende de v. Concretamente demuestran que las
soluciones w, de la ecuacién anterior, tienen una regularidad adecuada que puede transferirse a
la solucién f de (3.2).

Por nuestra parte, ampliaremos el resultado previo a cualquier coeficiente v € W!?(C),
no necesariamente real, con p > 1. Para ello, estudiaremos la ecuacién (3.2) con coeficiente
v € WHP(C) segtin los casos p > 2, p = 2 0 p < 2. Ademads, segin el caso, usaremos unas
herramientas u otras.

Hemos dividido la seccién en cuatro subsecciones. En las tres primeras encontraremos un
resultado tipo Weyl para las soluciones distribucionales de (3.2). Es decir, partiendo de una
funcién que sea soluciéon distribucional, probaremos que de hecho tiene derivadas integrables.
En la ultima completaremos los resultandos conseguidos hasta obtener derivadas de segundo
orden. Concretamente hemos dividido la seccion tal como sigue

» Subseccién 3.2.1 Coeficiente v € W}!* (C) con p > 2. En esta subseccién, introduci-
remos los resultados dado por L. Baratchart et. al. en [8] y los extenderemos a cualquier
coeficiente v no necesariamente real. Para ello, nos basaremos en las ideas mostradas en di-
cha referencia. Concretamente veremos que las soluciones distribucionales son débilemente
cuasiregulares.

» Subseccién 3.2.2 Coeficiente v € W2 (C). En este punto, extenderemos los resultados
de la subseccion anterior a este tipo coeficientes. Al igual que antes, nos basaremos en las
ideas mostradas en dicha referencia.

= Subseccién 3.2.3 Coeficiente v € WP (C) con p < 2. Aqui estudiaremos la Ecuacion
de Beltrami Conjugada Homogénea cuando el coeficiente estd en este espacio sin usar las
ideas mostradas en las subsecciones anteriores. Ademas, veremos como con los métodos de
esta subseccion recuperamos gran parte de los resultados de las subsecciones anteriores;
aunque en el camino perderemos algin extremo de integrabilidad.

= Subseccién 3.2.4 Regularidad de las Cuasiregulares. En esta subseccion, veremos
cuando las soluciones cuasiregulares tienen segundas derivadas integrables. Asi mismo con
los resultados que alcancemos en esta subseccion, junto con los de las subsecciones anterio-
res, mostraremos cuando una solucién distribucional tiene segundas derivadas integrables.

3.2.1. Coeficiente v € W}* (C)con p > 2.

Primero de todo, enunciaremos (en nuestros términos) uno de los resultados alcanzados en
[8] cuando el coeficiente de Beltrami v solo toma valores reales.

Teorema 3.10. Seanp > 2y 1 < q<p y seav € WH(C) a valores reales y tal que ||V|| =

9
k<1. 8 feL" esuna solucidn distribucional de

loc
af = vaf,

entonces f € W'l})f((C) En particular, f es cuasireqular.

Para comprobar la validez de este resultado, los autores definieron las funciones w =

ya= 1:5,,”2' Demostraron que para toda ¢ € C2° (C) se tiene la identidad

<5w —aw,<p> = <5f—yW,\/%>.
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Por lo tanto, una vez probaron que la distribucion de Beltrami extiende a una clase donde la
funcién \/—1%2 estd bien definida, vieron que cualquier informacion de la distribucién dw — aw nos

aportaba informacién sobre la distribucién 0 f —vd f. Efectivamente, si w pertenece al espacio de
Sobolev VVli’f((C), entonces, dado que dicho espacio es un algebra de Banach, también tendremos
que f = w + v € W2P(C).

Por lo expuesto anteriormente, demostrar la regularidad de f se resume a demostrar la
regularidad de w. Para tal fin, lo que buscan es una factorizacion mediante una exponencial y
una funcién holomorfa. Concretamente, demuestran el siguiente resultado que presentaremos en
nuestros términos.

Lema 3.11. /8, Theorem 4.2.1.] Seanp > 2 y1 < q < p. Sean ademds a € L2 (C) yw € L},' (C)
una solucion distribucional de _
ow —aw = 0.

Entonces, existen una funcién s € WH (C) con ||s||lwie < ||a|lr y una funcién holomorfa H
tales que
w=¢eH.

En particular, w € WP (C).

Sigamos los pasos dados en la referencia para demostrar este lema. Definamos una funcion

1) como
Ya w#0
d}_{() w = 0.

Como « € LP con p > 2 y tiene soporte compacto, ¥ € LP y también tendra soporte compacto.
Sea s la transformada de Cauchy de v, s = Ci. Evidentemente, por (2.2) y (2.3).
IDsllr = [19s]lze + 10sllzr = 1 llze + 1B ll2e < cpllerllre -

Mas atn, como s es la transformada de Cauchy de una funcién de soporte compacto en LP,
entonces s € WP y es una funcién acotada. Como consecuencia, las exponenciales e® y e~*
estan bien definidas y pertenecen a I/Vl})f((C) De esta forma, estas exponenciales tienen derivadas
distribucionales bien definidas y ademas De™® = —e™*Ds. Asi obtenemos que e™* € VVllof(C)

Ahora, si ¢ € 0 (C) es una funcién test, la accién de dw sobre e~*¢ estd bien definida ya
que e *¢ € WHP (C). También lo estd la accién de aw sobre e *p. Asf obtenemos que

(0(eFw),p)=—(e*w,0p) =—(w,e*dp)
= —(w,0(e7¢)) + (w, pde™)
= (0w, pe®) — (w, pe*05)
= (0w, pe®) — <w, pe ® a>
= (0w, pe) — (a, pe™ ) = 0.

Por el clasico Lema de Weyl vemos que H = e~ *w es holomorfa. En particular, esto implica que
w € Y/Vlicp (C). Ya, solo hace falta observar que W'?(C) es un algebra de Banach para asegurar

que f € WLP(C), al menos cuando v € W1P(C) a valores reales.

Por nuestra parte, hemos podido demostrar que la condicién sobre el coeficiente (v real) es
innecesaria y que el resultado puede alcanzarse cuando el coeficiente no es real. Concretamente,
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llegamos al siguiente resultado. Para su prueba, nos basaremos en las ideas mostradas en [8] que
vimos anteriormente. Para ello realizamos algin cambio en el argumento.

9
Teorema 3.12. Seanp >2 y1<q<pyseav € WH(C) tal que |v]joo =k < 1. Si f € L}
es una solucion distribucional de

af = vof,

entonces f € I/Vllof((C) En particular, f es cuasireqular.

En las condiciones del teorema anterior, de hecho se demuestra que f € VVZ?,CP((C) Esto lo
veremos en la Subseccion 3.2.4.

Demostracion. Basdndonos en las ideas ya comentadas de [8], definimos una funcién w €
L (C) como w = af +bf donde

loc
7OV
a =¢e" con h=——— y b= -va.
1—v|

Observemos que v € WP(C) y que la exponencial de una funcién de W'? (que es continua)
pertenece a W?(C), entonces a € WLP(C). Ademas como W'?(C) es un élgebra de Banach,

loc

también tenemos b € W,2”(C). Por otro lado, definimos la funcién o € L?(C) como

a —0v

CTaI-pp

Entonces, para toda ¢ € C2° (C) se cumple que

1—

=~ T 0@e)) + (f —vTF, poa) + < ov

1—|V|2(f _vf) 790>
0 _
al_Tyyg(f—Pf),sO>

0 —
S )

=—(f—-vf,0@p))+(0a(f-vf),p)+

T

=—(f,0(@@yp)) —|—<y?, 3(6g0)> + <5a (f—u?) +a

(3 = vOf.ap) — (F,ap0) + <5a (f —vF) + alja—Tyf(f—vf) ,¢>
o (T—ﬁf)7sa>-

L)

— (3f — vOF. ap) + <_a75V+5a(f_y7) ta

vov
1—|v|?
Por lo tanto conseguimos que para toda ¢ € C2° (C) se cumple que

<5w — ozw,gp> = <5f — Vﬁ_f76<p> =0.

Usando que da = a tenemos que el ultimo término del lado derecho es idénticamente nulo.
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La acotacion de estas cantidades se sigue facilmente de las condiciones sobre p y ¢ del enunciado
lo que nos asegura que todos los término involucrados estan bien definidos. La anulacién proviene

L
de que f es solucién distribucional de (3.2). Efectivamente, dado que v € W}P(C)y f € L ' (C)
entonces podemos ver que

(0f —vaf.¢) =0
para toda ¢ € W)?(C); en particular para 1) = ap con p € C> (C).

1 .
Vamos a probar que w pertenece a W, ?(C). Para ello, seguiremos el argumento comentado
anteriormente. Definamos la funcion

|

Dado que o« € L” tiene soporte compacto, entonces 1) € LP también tendra soporte compacto.
Definamos una nueva funcién s = C¢. Evidentemente tenemos que

a w#0

w=20.

S glel

|Dslre = |0s]|e + |0s||Le = |¥||lLr + 1B e < cplle]| 1o -

Ademsds, las exponenciales e® y e™® estan bien definidas y pertenecen a VVllof((C) Esto es una

consecuencia de que la funcién s estd acotada (por el embedding de Sobolev) y de que s(z) — 0
cuando z — oo ya que es la transformada de Cauchy de una funciéon de LP(C). De hecho,
De™* = —e~*Ds. Ahora, si consideramos ¢ € O (C), entonces la accién dw sobre e ¢ estd
bien definida ya que e ¢ € WP (C). También lo estd la accién de o @ sobre e~ *¢. Asf obtenemos
que

<5(e_sw) L) =—(ePw,0p) = —(w, e dp)
= —(w,0(e¢)) + (w, pde ™)
= <5w, pe ™) —(w, pe*0s)
_ . LW
— <8w, e > — <w, pe 5a>
= (0w, pe®) — (aw, pe®) = 0.
Por el clasico Lema de Weyl vemos que H = e *w es una funciéon holomorfa. En particular,
esto implica que w € W,2* (C).
Ahora veremos que f € W,2P(C). Ya sabemos que w = af+bf € W?(C). Dado que W?(C)

loc c
es un dlgebra de Banach y =" € W,2P(C), tendremos que e~'w € VVli;f((C) Para asegurar que

f también pertenece a este espacio actuamos como sigue.

w=e"f —vef = f—vf=ew

— f=Id—vC)" (e w) .

Ademaés, el operador

Id—vC: WP(C) — W,.P(C)

loc loc

es invertbile. Por lo tanto f € VVlif(C) tal y como queriamos demostrar. O

Observemos que en la prueba anterior si v es a valores reales, inmediatamente obtenemos

que o = \/1177 con lo que rescatarfamos el resultado dado en [8].
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3.2.2. Coeficiente v € W!*(C).

En esta subseccion extenderemos, a costa de perder el extremo ¢ = p, los resultados alcan-
zados en la seccién anterior a este tipo de coeficientes. Concretamente, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.13. Supongamos que 1 < g < 2 yv € WH(C) N L>®(C) con ||V||eo = k < 1. Si

fe Lﬁ? (C) es una solucion de la Ecuacién de Beltrami Conjugada
af = vof,

entonces [ € VVllof(C) En particular f es cuasiregular.

En las condiciones del teorema anterior, de hecho se demuestra que f € VVlQOCT((C) para toda
r < 2. Esto lo veremos en la Subseccion 3.2.4. Ademads, podemos asegurar que el resultado es
fuerte en el sentido de que no podemos esperar esta regularidad cuando partimos de f € L2 (C).

loc
Lo comprobamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.14. Fijemos o« > 0 y consideremos una funcion g que en un entorno del origen

viene dada por
1

1+a
z <log ﬁ)

solo para r < 2. Ademds, tenemos que

9(z) =

T

Entonces, es evidente que g € Lj,,

_ _ Lo
09(2) = ST
2 24a 1 7
|22 log™* o
log 1;j — ¢

2

y por lo tanto g € W2l (C). Observemos que ambos coeficientes ju(z) = gzg; yv(z) = %8

convergen a 0 cuando z — 0. En particular, al menos en un entorno del origen, tenemos la
condicion de elipticidad |||, ||V]]co = k < 1.

Como consecuencia, tenemos que g es una solucion distribucional de las ecuaciones
09 —pdg =0 y dg—vdg =0,

ya que tenemos la igualdad puntualmente. Mas atin, u, v € WY2. A pesar de ello, g ¢ W9 para
ninguna q > 1. En particular g no es cuasiregular (de hecho, g no es continua,).

Para demostrar el Lema 3.13, volveremos a usar las ideas mostradas en la subseccién anterior.

Es decir, transformar (mediante una combinacién lineal) la Ecuacién de Beltrami Conjugada
Homogénea

of —vdf =0,
en una ecuacién del tipo

Ow —aw =0,
y asegurarnos de que la igualdad w = af + bf mantiene las regularidades de las funciones. Por
ello, primero veremos que w € VV;Z(C) para toda r < 2 con el siguiente resultado. Tras la prueba
del mismo, pasaremos a demostrar el Teorema 3.13 con lo que cerraremos la subseccion.
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P
Lema 3.15. Sean1 < ¢ < 2. Sean ademds a € L2(C) yw € L (C) una solucion distribucional
de

Oow —aw = 0.

Entonces, existen una funcién s € W2 (C) con ||sl|lwr2 < ||al|ze y una funcién holomorfa H
tales que
w=-¢e"H.

En particular, w € VV;CT((C) para todo r < 2.

Demostracion. Procederemos como en la prueba del Lema 3.11. Definimos la funcion

_J%a w#0
¢_{0 w = 0.

Como « € L? tiene soporte compacto, ¥ € L? también tendra soporte compacto. Ahora, defi-
namos una nueva funcién s = Cy que serd una de las funciones del enunciado. Evidentemente

|Ds||r2 = ||0s]r2 + |0s]| 12 = [|¥]|r2 + |BY||r2 = 2||a|| 2 -

Una ligera modificacion de la Proposicion 2.7 nos demuestra que e® y e® estan bien definidas

y pertenecen a L} (C) para toda t < oo. De esta forma, estas exponenciales tienen derivadas
S

distribucionales bien definidas y ademés De™® = —e~*Ds. Asf obtenemos que e~* € W' (C)
para toda r < 2.

Ahora, si ¢ € 0 (C) es una funcién test, la accién de w sobre e ¢ est4 bien definida ya
que e *p € WhHe (C). También lo estd la accién de aw sobre e *p. As{ obtenemos que

<5(e_sw) ,<p> = —<e_5w, 8g0> = —<w, e_§890>
= —(w,0(e7p)) + (w, pde)
= <5w, pe ™) —(w, pe*0s)
= (0w, pe™®) <w,goe_§w6>
Y = (aw,pe® ) = 0.
Y por el clasico Lema de Weyl tenemos que H = e~ *w es holomorfa. En particular, esto implica
que w € W,2" (C) para todo r < 2. O

| E”

s J—

= <5w, pe

Demostracion del Teorema 3.13. Actuamos como en la prueba del Lema 3.12. Definimos la fun-
cién como w = af + bf donde
70
a = ¢" con h:V—V2 y b= —va.
1— v

Observemos que v € WH2(C)NLE (C) y que la exponencial de una funcién de la transforma de de
Cauchy, de una funcién de L? (C), pertenece a W,-4(C) para toda r < 2. Entonces, a € W' (C)

loc

para todo r < 2 y ademas, como W}?(C) N L>(C) es un multiplicador del espacio W' (C) para
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a
todo r < 2, también tenemos que b € W4(C) para todo r < 2. Por lo tanto, w € L' (C) para
alguna ¢ < ¢ < 2. Por otro lado, definimos la funcién a € LZ(C) como

Ov

a
al—|v?

o =

Entonces, para toda ¢ € C2° (C) se cumple que
<5w - auw, go> = <5f — ua_f,ago> =0

como ya detallamos en la pagina 49 ( demostracién del Lema 3.12 ). Podemos asegurar que los

términos anteriores estan acotados gracias a las condicion sobre ¢ y ¢. Con ello tenemos que

todos los término involucrados estan bien definidos. La anulacién proviene de que f es solucion
q

de (3.2). Efectivamente, dado que v € W}2(C) N L> (C) y f € L}, (C) con ¢ < 2, entonces
podemos ver que

<5f - Va—fa ¢> =0
para toda v € Whi(C) con q < 2; en particular para ¢ = ap con ¢ € C>° (C). Asi, vemos que

q
G—1
loc

w € L1 (C) es una solucién distribucional de

Oow—aw=0.
Gracias al Lema 3.15, tenemos que w € VV;;(C) para todo r < 2.

Ya, solo nos falta demostrar que f € WI’Q((C). Al igual que en el Lema 3.12 tenemos

loc

f={Id—vC)™" (e % w) .

Observemos que si h, g € ﬂ W,b"(C), entonces hg € ﬂ W5 (C). Por lo tanto e~%"w € WL(C)

loc loc loc
r<2 r<2
para toda r < 2 Ademas, como v € W12(C) N L*> (C), el operador

Id—vC: WL (C) - W' (C)

loc loc

es invertible para toda r < 2. Asi f € I/Vllocr(C) para toda r < 2 y en particular f es débilmente
cuasiregular. Por ultimo, la teoria clasica de aplicaciones cuasiregulares nos asegura que f €

I/VZIOCQ(C) y por lo tanto es cuasiregular tal y como queriamos demostrar. O]

3.2.3. Coeficiente v € W}* (C)con p < 2.

En este caso evitaremos usar la factorizacion mediante las exponenciales, dada por Barart-
chart et. al. en [8], y recurrimos a los espacios E77(C) que introdujimos al principio del capitulo.

Teorema 3.16. Sean 1 < g < p <2 yv € W'(C) tal que ||v]eo = k < 1. Supongamos que

tenemos f € L' (C) y asumamos que

loc
<5f — vof, g0> =0

loc

para toda ¢ € C=(C). Entonces, f € W' (C) conr = plf;, y es débilmente K -cuasireqular.
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Observemos que el resultado nos garantiza que un coeficiente v € W?(C) con 1 < p < 1+k
implica cierta regularidad Sobolev VV;!((C) de las soluciones distribucionales. Aunque dicha
regularidad solo implique cuasiregularidad débil y no cuasiregularidad, este fenénmeno no se ha
visto (que sepamos) en la Ecuacion de Beltrami Homogénea Of = pdf cuando pu € WP(C) con
I<p<1+k

Problema Abierto 3.17. Determinar si el exponente r = T del Teorema 3.16, cuando
1<qg<p<1+4+k, es dptimo.

Demostracion. Definimos g = f — vf. Es evidente que g € L i (C) y ademés

(0g,0) =—(f—vf,00)
—(f,00) + ([, 70¢p)
=—(f,00) +(f,0(ve)) = ([, @dv)
= —<7, g085> = —<75V7 g0> .

Esto significa que la derivada distribucional dg coincide con la funcién — f v la cual pertenece
a LL(C) con r = pq . Notemos que 1 < r < p porque 1 < ¢ < p. Asi la funciéon H dada como

H=g+—«(fov)

estd bien definida y su derivada distribucional 9 es idénticamente nula en C. Por lo tanto H
es holomorfa y podemos asegurar que g pertenece a Wz . Mas atin, como g € Lloc y [% =,
también tenemos que g € E}’(C).

De la defincién de g, tenemos
g tvyg

=1

Ademds, como v € WM y ||Vl = k < 1, entonces ﬁ Y 1z también pertenecen a WL?
Mas atin, gracias a que 1 < r < p, ya sabemos que WP N L™ es un multiplicador puntual del
espacio EP". De esta forma, f € EP'(C) y en particular f € W,2"(C) tal y como querfamos
demostrar. O

En el teorema anterior, de 1 < ¢ < p obtenemos 1 < r < p. Mas ain, cuando g * p, entonces
r \¢ 1. No obstante, ya hemos indicado al principio del capitulo que toda aplicacion débilmente
K-cuasiregular de 0f — v0f = 0 que pertenece a W' es automaticamente K-cuasiregular
cuando r > 1 + ||V]|. Esto hace que centremos nuestra atencién en los valores p > 1 + ||| 0o-
Para ello, rescatamos las constantes pg y qo (definidas anteriormente) con las que alcanzamos el
siguiente resultado.

Corolario 3.18. Asumamos que 1 +k < p < 2. Sea f € L
supongamos que

para alguna 1 < q < qo ¥

loc

<5f - Va—fa ()0> =0
para toda ¢ € C° (C). Entonces, f es K-cuasiregular.
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Demostracion. Recordemos que

1 1 k k

=+ =
@ p l1+k 1+k

De las condiciones 1 +k < p < 2y 1 < g < qp, obtenemos que 1 < ¢ < p < 2. Entonces,
gracias al Teorema 3.16, sabemos que f tiene derivadas distribucionales en L]  con r = 24

ptq’’
Ademas, de la condicién ¢ < gy también se sigue que r > 1 + k. Entonces f es una aplicacién
K-cuasiregular gracias a los resultados de [6] y [35] (ver también [4]). O

Para cerrar la subseccién, observemos que de la demostracion del Teorema 3.16 engloba,
perdiendo el extremo ¢ = p cuando p > 2, al Teorema 3.10y al Teorema 3.13 de las secciones
anteriores. Efectivamente, si p = 2, entonces el espacio El2 H(C) = M/llocq((C) con lo que alcanzamos
el resultado de la Subseccion 3.2.2. Si p > 2y q < p, entonces la demostraciéon anterior nos
demuestra que g € VVIIOCT((C) para alguna r > 2y en particular, g es acotada. Por ello, como g =
f—vf, entonces f también seria acotada y como dg = — fOv, llegariamos a ver que g € VV;?(C)
Por lo tanto, gracias a que este espacio es un algebra de Banach, también tendriamos que
fe T/Vlicp((C) tal y como asegurabamos. Con ello alcanzamos el resultado de la Subseccion 3.2.1.
Lamentablemente, este método, aunque sea mas breve que el dado en las subsecciones anteriores,
no nos permite alcanzar el extremo p = ¢ cuando p > 2. Evidentemente, si consideramos el caso
g = p > 2, entonces demostrariamos que 59 € L} (C) pero esto no nos seria suficiente para

loc

probar que g € VVl})cl((C) Efectivamente, observemos que la funcion H = g + C (ﬁu) sigue
siendo holomorfa. Sin embargo, si derivamos distribucionalmente con respecto a 0, vemos que
tendriamos la igualdad dg = OH — B ( f@u) y dado que el operador B : L' — L' no es acotado,

no podriamos asegurar que dg € L}, (C).

loc

3.2.4. Suavidad de las Soluciones Cuasiregulares.

En las secciones anteriores vimos que bajo ciertas situaciones, las soluciones distribucionales
de la Ecuacion de Beltrami Conjugada son verdaderas aplicaciones K-cuasiregulares. En esta
seccion deseamos obtener la mejor regularidad posible para las soluciones cuasiregulares de la
Ecuacion de Beltrami Conjugada Homogénea

of —vof =0.

Ademas queremos comparar los resultados alcanzados con los resultados conocidos para la ecua-
cion de Beltrami C-lineal.

Para lograr la regularidad méaxima, nos apoyaremos en los resultados ya mostrados en las
subsecciones previas. Concretamente tenemos un resultado andlogo al de A. Clop et. al. para la
Ecuacion de Beltrami Homogénea. Mas atin, gracias a las ideas aportadas por L. Baratchart et.
al. consiguimos mejorar sensiblemente el resultado llegando a extremos que no pueden alcanzarse
en la ecuacién C-lineal. Concretamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Tomemos v € W (C) con ||v]|eo =k <1y 1+k <p. Sea f € L2 (C) para
alguna 1 < q < p una solucion distribucional de

of —vof =0.
Se cumple que
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(1) Sip>2, entonces f € W27 (C).

loc
(2) Sip=2yl<gqg<2, entoncesfeVVli’cr(C) para todo r < 2.
(3) Sil+k<p<2yl<q<qo, entoncestT/Vlif(C) para todo 1 < r < qq.

En los tres casos, f es cuasireqular.

Este resultado ya se conocia para la ecuacién de Beltrami C-lineal (ver Teorema 3.1). Como
ya mencionamos, la diferencia principal con el método de [11] es que ahora no podemos usar el
Teorema de Factorizacién de Stoilov y reducirnos a soluciones cuasiconformes.

Demostracion. Gracias a los resultados de las secciones anteriores, en todos los casos (1), (2)
y (3) sabemos que f es K-cuasiregular y por lo tanto, ambas derivadas df y 0f, pertenecen

1
a Lll;;’“’oo((C) y definen una distribucién absolutamente continua en L2(C) siempre y cuando

p > 1+ k. Como consecuencia, toda derivada distribucional segunda de f actia de forma
continua sobre W}P(C). Asf estamos legitimados para escribir

(301 0) = (31, 3¢
= —(vaf, dp)
= —(0f,0(vy) — pdv)
— (0F, 0(v)) + (OF, ¢ B0
— —(50f. 0(7)) + (O], o)
_ (3(50f), 7 + (3F, )
= (vof,ve) + (v00f,ve) + (Of, oOv)
= <58f, ]V\Q <p> + <8V8_f—i- vovof, 90>
y por lo tanto
<58f, (1 — |1/|2) <p> = <8u8_f—i- vovof, go> :

Si etiquetamos 1 = (1 — |v|?)y, esta igualdad se escribe como

<58f, ¢> _ <81/8_f+1/$8f7¢>‘

(1= 1v[")

Es decir,

00f = OvOf + vovof = (Id —vC)™ (ovaf) . (3.8)

(1=1vI)

Ahora, estudiamos cada caso por separado.

(1) Para p > 2, sabemos que v € C’k%(C). Por las estimaciones clasicas de Schauder,
sabemos que f tiene derivadas 0f y 0f Holder continuas y en particular acotadas. Como con-
secuencia, el lado derecho de (3.8) pertenece a LZ(C) y por lo tanto f € W27,

r

(2) Cuando p = 2, tenemos que f y Of pertenecen a LI, (C) para toda 1 < r < oo, pero
no necesariamente en Lo (C). Esto es una consecuencia del resultado de Iwaniec en [21] y de la
inclusién W2 < V MO.(C). De esta forma obtenemos que el lado derecho de (3.8) pertenece a

L7(C) para toda r < 2 consiguiendo asi el apartado.
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1+%,oo

(3) Para 1+ k < p < 2, solo tenemos garantizado que of, 0f € L,,. gracias a los
resultados de [6]. Asi si la accién de 00 f sobre 1 € L7 esta bien definida solamente si

1 n r—1 - k
P r 1+ k-
O lo que es equivalente r < qg, concluyendo asi la prueba. O

Observemos que el primer paso para la prueba anterior era ver que, partiendo de una solucion
distribucional, teniamos que la solucién estaba en algun espacio de Sobolev. El segundo paso
consiste en ver que la primeras derivadas de la solucién también pertenecen a un espacio de
Sobolev. A continuacién supondremos que la solucién ya estd en algin espacio de Sobolev y
obtendremos informacion sobre sus derivadas segundas.

Corolario 3.20. Sean 1 < ¢ <p < oo yv € W (C) un coeficiente uniformemente eliptico. Si

Lo '
feWwW, 7 (C) es una solucion puntual de la ecuacion

of —vdf = 0.

/
Prq

- ; . 2,22,
Entonces, 00f € L& (C). En particular, cuando p > q tenemos que f € W, " (C).

loc

Demostracion. Para la prueba del resultado, solo hay que seguir las mismas lineas que en la
prueba del Teorema 3.19, bajo estas nuevas condiciones, y alcanzar la identidad (3.8).

ovof + vovof
(1—1vl)

El corolario se sigue claramente de esta identidad y de que si p > ¢ tenemos }f—q;/ > 1. Entonces

20f =

00 controla al resto de segundas derivadas . O]

Hemos de destacar que este corolario, cuando p < 1 + k, no tiene andlogo conocido para
la ecuacion C-lineal. Para ver esto, fijemos p € W!P(C) con ||ullee = k < 1y p < 1+ k.

1,45 .
Supongamos ademds que tenemos f € W, ' (C) una solucién de

Of = uof.
En tal caso, llegamos a la expresion
00f — podf = oudf .
O equivalentemente, siempre que tenga sentido, podemos escribir

90f = (Id —puB)~" (9pdf) .

Sin embargo, en esta ocasién, que 0 fdu pertenezca a Lj .(C) para alguna s > 1 no nos aporta

informacion sobre las segundas derivadas de la solucién. Evidentemente, el operador de Beltrami
Id — uB : L*(C) — L*(C) podria no ser invertible si s estd préximo a 1 y por lo tanto, no
podremos asegurar que la integrabilidad de Oudf coincida con la regularidad de 99 f al contrario
de lo observado en la Ecuacion de Beltrami Conjugada Homogénea.
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3.3. La Ecuacidon de Beltrami Generalizada .

Tras dar a conocer las diferencias entre las Fcuaciones de Beltrami y Beltrami Conjugada,
parece que la ecuacién R-lineal tiene mejores propiedades que su andloga C- lineal. Esto se debe
a que los operadores de Beltrami del tipo (Id — pB) no juegan un rol tan decisivo como en
la ecuacion C-lineal. Ante esta situacién nos preguntamos ; pueden los resultados anteriores
extenderse a la Ecuacion de Beltrami Generalizada

Of = pof + vof + h,

cuando los coeficientes p, v € WHP(C) con p < 2 o incluso si 1 < p < 1+ ||| + |[V||lo ?
Claramente, si h = 0 trataremos con la Fcuacion de Beltrami Generalizada Homogénea.

Nuestro primer objetivo serd demostrar el siguiente resultado de automejora para las solu-
ciones distribucionales de (1.5). Posteriormente pasaremos a estudiar la existencia de segundas
derivadas.

Lema 3.21. Fijemos 1 < r < p < oco. Supongamos que tenemos dos coeficientes de Beltrami
p, v € Wt (C) tales que ||| | + |v]|]l, = k < 1y un término independiente h € L; ' (C).

loc

Si f €L, (C) es una solucién distribucional de la Ecuacién de Beltrami Generalizada

Of = pof + vof + h.
Entonces se cumple que

(1) Sip>2, entonces f € W (C).

loc

(2) Si1+k<p<2y%>%+1+¢k, entoncesfel/[/ﬁ)f(@),

Antes avanzar con la ecuacién de Beltrami Generalizada necesitamos del siguiente resultado
previo. Tras su demostraciéon daremos la prueba del lema.

Proposicién 3.22. Sean 1 <r < p < co. Tomemos g € W (C)NL®(C) yh e L' (C).
Entonces, para toda p € C°(C) se cumple que:

(0Bh,ge) = (Boh,gyp) .

Mas ain, la igualdad de extiende a toda p € WP (C) N L*> (C).

Demostracion. Consideramos un radio R > 0 tal que supp (h) Usupp (¢g) C Dg. A continuacién
veremos que tanto dBh como BOh estdn bien definidas como distribuciones y que extienden a
WP (C)n L>*(C). Sea ¢ € C°(C), entonces

(OBh,p) = — <Bh,5g0> —
= [(0Bh, o) < crpr | Bl |2l [ Dol -

(Boh, ) = —(0h,B ¢) = — <h,515"g0> —
= [(0Bh, ¢)| < Crpyr IBllpo 1o IRl | Dl -
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con lo que conseguimos ver que estan bien definidas. Ya, sin mas que considerar la norma de
Whr (C) N L>(C) dada como || - [[wrsnre = |[|D -« ||z» + || - ||z vemos que ambas distribuciones
extienden a toda p € WP (C) N L>(C).

Veamos la igualdad. Para toda ¢ tenemos

(0Bh, o) = = (h,Bdp) =~(h,08¢) =
= (Oh, B v) = (BOh, ).
Aquf hemos usado que B'0 = 0B para toda funcién test. Para acabar la prueba, observamos

que WP (C) N L*> (C) es un algebra de Banach. De esta forma podemos cambiar ¢ por gy €
Wt (C)NL>®(C) y con ello conseguimos la igualdad del enunciado finalizando la prueba. [

Demostracion del Lema 3.21.

El esquema de la prueba es el siguiente

(a) Localizamos la solucién f para obtener otra Ecuacion de Beltrami Generalizada donde
ahora todos los términos involucrados tendran soporte compacto.

(b) Consideramos una combinacién lineal de la funcién localizada y veremos que dicha com-
binacién tiene primeras derivadas integrables.

(¢) Veremos que la combinacion lineal traspasa la integrabilidad de las primeras derivadas a
la solucion original f.

Comencemos por el punto (@) del esquema. Para ver la localizacién actuamos como sigue.
Consideramos una funcién ¢ € C° (C) arbitraria a valores reales y definimos la funcién F' €

Lé”%l (C) como F' = 1 f. Evidentemente, la regularidad global de F' implica la regularidad local
de f.

Ahora veremos que F satisface algin tipo de FEcuacion de Beltrami Generalizada. Como

f €L, esuna solucion distribucional, para toda ¢ € C> (C) tenemos que

(f,00)=(f,m00) + (f,00m) + (f,00v) + (f,70¢) — (h, o).

En particular si ¢ = ¢ con ¢ € C® (C) la funcién elegida arriba y ¢ € C° (C) una funcién
arbitraria, tenemos

(fo000) + (f,000) = ([, vpdu) + ([, mvdp)
+ ([ wpdv) + ([, 79 0p)

Agrupando convenientemente llegamos a
(0f,00) = (Wf,00m) + (Vf, 5dp) + (O f,00v) + (b [, v0p)

donde hemos usado que ¢ € C°(C) es a valores reales. Escribiendo la igualdad anterior en
términos de F' = f1 tenemos que

(F,0p) =(F,o0u) + (F,mdp) + (F,odv) + (F,vdp)
~((f=vF) O+ ufov +hi,p).
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Asf obtenemos que F € L: ' (C) es una solucién distribucional de la Ecuacion de Beltrami

Generalizada B o
OF = pnoF + voF + H, (3.9)

donde H estd definida como
H:= (f-vf)o — pnfov+ hi.

Observemos que H pertenece a L: ' (C).

A continuacién pasaremos al punto (b) del esquema. Dada la funcién F definida arriba,
definimos una nueva funcién GG como

G=(ld—uB—-vC)F.

Evidentemente como F' € L' (C), entonces G € L~ (C). Por lo tanto tiene sentido hablar de
la derivada distribucional 0G. Para toda ¢ € C2° (C) tenemos

(0G, ) = —(G,0p) = —(F —vF — uBF, dp)
= —(F,0p) + (VF,0p) + (uBF, d¢)
=(0F,p) — (0F ,vp) — (FOv, o) + (BF,0(fy)) — (OuBF, ¢)
= <5F, g0> — <(‘9_F,ﬁgo> — <F§I/, g0> — <58CF,E@> — <5,uBF, g0>
=(0F,p) —(OF ,vp) — (FOv,p) — (OF ;i) — (OuBF, o)
=(H —Fdv— (BF)du, ¢).

Aqui hemos usado ICF = F en la quinta linea y la ecuacién (3.9) en la tltima linea. De esta
forma aseguramos que G es una solucién distribucional de

0G = H — Fov — (BF) ou (3.10)

y evidentemente dG € L (C) con s = pz_’:;,. Mas aun, aplicando la Trasformada de Cauchy

directamente en la ecuacién (3.10) tendremos que

G=Q+C(H—Fov— (BF) )

con 0Q = 0. Sin embargo, como G tiene soporte compacto, @) ha de ser la funcién nula y en
tal caso s _

oG = B(H— Fov — (BF)@,u) eL*(C).
Por lo tanto, G € W)*(C).

Antes de seguir, necesitamos suponer que para dos coeficientes de Beltrami g y v uniforme-
mente elipticos, el operador

M v L7t t
(Id—l_—WB—l_—WC).L((C)—)L((C) (3.11)
es invertible para toda 1 + k <t < 1+ % También necesitaremos suponer que si los coeficientes
pertenecen a VM O,, entonces el operador es invertible para toda 1 <t < oco. Para demostrarlo
definimos .

H1 = P y vy = e
1= [y L= [y
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Es evidentemente que ||p1]|oo ¥ ||#1]| son valores inferiores a k gracias a la elipticidad de los
coeficientes p y v. Entonces, podemos ver que

(Id —1nC —mB) = ([d—le)([d— %8_ V1 [ B).

I I

Como el operador (Id — v; C) es invertible en todos los espacios LP (C) con 1 < p < o0, la
invertibilidad de nuestro operador se reduce a la invertiblidad del operador de Beltrami que
aparece en ultimo lugar, lo cual vamos a acometer.

Vift

Supongamos que pu, v € WP (C) con p > 2. Entonces W Y i-f,;7 pertenecen a Whr(C)

con p > 2y por lo tanto son de VMO, (C). Esto nos asegura que si u, v € W? (C) con p > 2,
entonces el operador (3.11) es invertible para toda ¢ € (1,00). Sin embargo, si u, v € WP (C)
con p < 2, el operador (3.11) solo serd invertible dentro del intervalo critico asociado al operador

d—- -t g UM Bor(c) - L(C).

1— || I

Observemos que este operador de Beltrami se reescribe en términos de p y v como

1—|v]*)u T2 —
( 2|2|) — B - e B: L'(C) - L'(C).
(1= 1v[")" — |val (L= 1[v[")" = |val

Id —

Evidentemente este operador es invertible para toda t € (1 + ki, 1+ —> donde definimos

e Hl—\u‘rw—ruu\“

Por otro lado, ya que por hipétesis |u| + |v] < k < 1, tenemos que
il + & vl (o] + () < ol + K v] < Jpl+[v] <k
y asi
|l < k(L= [ (vl + |ul)) -
Es decir, llegamos a tener la cota ky < k y tendremos que el intervalo critico (1 +k, 1+ %)

esta contenido en el intervalo (1 + ki, 1+ k—ll ) Por lo tanto el operador (3.11) serfa invertible

en el intervalo critico. Una vez tenemos la invertibilidad del operador podemos continuar con la
prueba.

Sabemos que G € W)* (C) y queremos traspasarle esta regularidad a F' y por lo tanto a f.
Para ello, consideremos OG en el sentido de las distribuciones. Para toda ¢ € C2° (C) tenemos
que

(0G, @) = — (G, 0¢p) = <:F+VF+M(BF),5QO>

= (OF , @)+ (F,0(ve)) +(BF,0(nyp)) — (Fov, @) — ((BF) ou, ¢) .
Aqui, sustituiremos ( F', 9 (7 ) ) usando que OF = OF, que OF satisface (3.9) y que la expresién

(OF, ¢) = (OF . po) + (OF ,v¢) + (H, ¢)
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extiende toda ¢ € WP (C) N L> (C). Tras la substituicién alcanzamos que

(0G, ) = (OF ) — (OF , |v|" p) — (IF ,uvp) + (BF, (@)
—(vH, o) —(Fov+ (BF)du,¢).
Simplificando y reordenando los términos,
(OF, (1 — [v]?) g0>+<BF,5(ﬁg0)>—<8_F, prve) =(0G — vH — Fov — (BF) 0u, ¢ ).

Ademds, esta igualdad se extiende toda ¢ € WP (C) N L> (C). En particular, para funciones
del tipo p = # con ¥ € C (C) arbitraria. Entonces,

(8F,\If>—<8BF, L\1/>—<8_F, qu> - <6G —vH = Fov - (BF)a“,xI/>.

L= |v? L—[vP? 1= [vf

Si usamos la propsocién anterior para intercambiar la transformada de Beurling con la derivada
en el lado izquierdo, podemos tomar operadores adjuntos y escribir

<8F,(Id—8’ i __c 187 2)\I;>:<8G_VH_F8V2_(BF)6’U”\I;>‘
1= v 1= v 1= v
(3.12)
Observemos que el operador
(Id—B’ E__c 2):L”(C)—>L”(C)
1 —|v| 1 — v

es el operador adjunto del operador indicado en (3.11), y por lo tanto serd invertible para todo
t e (1 +k, 1+ %) si los coeficientes son acotados y para toda ¢’ € (1, co) si ademds perte-
necen a VMO,(C). Llegados a este punto, consideramos cada apartado del lema por separado.
Empezamos por el apartado (2).

(2 ) En este caso, tenemos que el operador

d-B—r ¢ "V . ) e LH(C)

L— v L— v

es invertible para toda t € ( 1+k,1+ % ) Ademas, gracias a las hipotesis del enunciado 1+k <
Dy % > %—1— 1+Lk tenemos que

/

1
Pr <2<s<1+4—.

1+k<s=
+ S bt r

Ahora actuamos como sigue. El lado derecho de (3.12) puede extenderse por dualidad a toda
¥ € ¥ (C). Entonces podemos usar como funcién test a la funcién ¥ definida por

_ — -1
i p
UVi=|(Ild-B—— — C—)
( N Pl
con ¢ € C (C) arbitraria. En tal caso obtenemos que

0G — vh — Fov — (BF) d T 7 -
(OF | o) = 2( )“,(Id—BLZ—C“—Q o).
1 —|v| 1 —|v|
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O equivalentemente, usando el operador adjunto

<aF,¢>:<<Jd— n g Vi C)_1<8G—VE—F0V—(BF)8M>790>.

1— v 11— |v] 1— [v]?

Podemos ver que efectivamente el lado derecho de la igualdad pertenece a L* (C ). Por lo tanto,
OF € L*(C) y gracias a que F satisface la Ecuacion de Beltrami Generalizada (3.9) tenemos
que F' € Wk* (C). Una vez tenemos que F tiene primeras derivadas en L*(C) para alguna s > 1,
podemos asegurar que BOF = OF y por lo tanto escribir

(Id — uB — vB) OF = H.
o equivalentemente, usando la invertibilidad del operador

OF = (Id — uB —vB) ' H

donde H € L&' (C) y por lo tanto H € L (C) para toda t < -~. En particular para ¢t = 2 con
lo que obtenemos f € W2*(C).

loc

(1) Como u, v € Wh? (C) N L>(C) con p > 2 tenemos que el operador

d-p—t" ¢ MY . pic) e L(C)

L= |v]’ L= v

es invertible para todo g € (1, 00). Repitiendo el razonamiento del apartado anterior llegamos a
ver que F' tiene derivadas distribucionales en L*(C) para alguna s > 1. Y gracias a la ecuacién

(3.9) tenemos que -
(Id — puB—vB)OF = H,

donde H € L;™' (C) y el operador es invertible. Por lo tanto, 9F € L:~' (C) y de manera

inmediata concluimos que f € W. "~ (C). De esta forma finalizamos la prueba. O

Repasemos esqueméticamente la demostracion del Lema 3.21. El punto clave en ella es, en
primer lugar, demostrar que 0G € L* (C) para alguna s > 1 y trasferir esa integrabilidad a OF.
Luego, una vez tenemos F' € W* (C) usamos la igualdad

(Id — uB —vB) 9F = H

junto a la invertibilidad del operador Id — uBB — vB para asegurar que F € Wh? o F € whi
segun el caso. Sin embargo, el transito de integrabilidad entre 0G y OF no se lleva a cabo
mediante este operador de Beltrami sino a través del operador

d-—t g "' _c.rtc) > (o),

I
el cual en ocasiones puede llegar a ser atin mas eliptico que el propio operador Id — ulB — vB.
Efectivamente, vimos que la invertibilidad de este operador se resume a la invertibilidad de otro

operador de Beltrami el cual es invertible para todo espacio L'(C) con t € (1 + ki, 1+ %)
donde k; satisface 0 < ky < k < 1 y viene definida por

e
L P v |
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Siempre podemos dar una ecuacién puramente generalizada (es decir con u, v # 0) para la
cual k; = k. Para ello solo hay que razonar como sigue. Dada una funcién p € W'? (Dg) con
litlloe = k < 1, definimos una nueva funcién v € WP (Dyg) como v(z) = pu(z + R). En tal caso,
il + Wlllee =k y by = k.

De la misma forma, siempre podemos dar un par de coeficientes p y v con ky < k. Sin ir mas
lejos, cuando tratamos con la Fcuacion de Beltrami Reducida

Of = 2AIm (0f) + h
es decir v = =Xy p = X con |[A|oc = & < 1, estamos en esa situacién. En este caso no es
dificil demostrar que k; = # < k. Para este tipo de Ecuacion de Beltrami Generalizada en
las que k1 < k tenemos la siguiente ampliacién del Lema 3.21 donde obtenemos un resultado
para valores p por debajo del intervalo critico. Concretamente.

Corolario 3.23. En las mismas condiciones del Lema 3.21. Supongamos ademds que los coefi-
cientes i, v satisfacen ki < k. Entonces se cumple que

entonces f € W,2% (C) con s = ppJ:T < 2.

1+k ’

En particular, st h =0, entonces f es cuasireqular débil.

Evidentemente, bajo estas condiciones sobre p y r tenemos que

/

1
pr <2<s <14 —

14+k <s=
+18p+r k1

y podremos repetir los pasos de la demostracién anterior hasta llegar a la igualdad (3.12)

<aF, (M-B/L _cﬂ_ﬁ) q,> _ <3G—VH Fov — (BF) dp q,>

1—|v) 1—|v]? 1— v

Llegados a este punto tenemos que OF € L*(C) y trivialmente alcanzamos la veracidad de la
observacion. Cabe destacar que en este caso s < 1+ % y por lo tanto la ecuacion y el operador

de Beltrami Id — uBB — vB no nos aportan ningin tipo de automejora para las derivadas de la
solucion.

Si combinamos el Lema 3.21 y Corolario 3.23 con la teoria clasica de las aplicaciones de

distorsion acotada, tenemos que el siguiente corolario para el caso homogéneo.

Corolario 3.24. Sean 1 <r<p<oo ys = ppTT;,. Supongamos que tenemos dos coeﬁcientes

p,v € WP (C)NL>® (C) tales que || || + |v| |l = k < 1y asumamos que f € Ll’;)cl (C) es
una solucion distribucional de la Ecuacion de Beltrami Generalizada Homogénea

Of = udf + vof.
Entonces se cumple que
(1) Sip>2, entonces f € VVlif (C) para toda q € (1,00) y es cuasiregular.

(2)Sil+k<p<2yl> —+1+—k, entonces f € W;4(C) para toda ¢ < 1+ 1 y es
cuasiregular.
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St ademds p, v son tales que ki < k, se cumple que

(no necesarmmente cuasuegular )

(C) y f es débilmente cuasiregular

loc

Con este resultado, conseguimos ver cuando una solucién distribucional de (1.5) tiene deriva-
das distribucionales en Lj . para alguna s > 1. A continuacién, impondremos alguna regularidad
extra al término independiente a fin de conocer cuando nuestras soluciones tienen segundas de-
rivadas integrables. Adelantamos que del Lema 3.21 y Teorema 3.25, recuperamos (perdiendo
algin extremo) algunos de los resultados ya mencionados sobre las FEcuaciones de Beltrami y
de Beltrami Conjugada. Por otro lado, en el Corolario 3.23, hemos recuperado la primera me-
jora que dimos en la seccién anterior para la Ecuacion de Beltrami Conjugada. Ademas, en el
Corolario 3.28, volvemos a alcanzar la segunda mejora con la que cerramos la seccién anterior.

Teorema 3.25. Sean 1 < r < p < oo, tomemos v, ju € Whr(C)n L>*(C) tales que

|| + V]l =k <1yheW(C)n L[O(f (C). Supongamos ademds que f € L[ocl (C)
es una solucién distribucional de

Of = pudf +vof+h.
Se cumple que

(1) Sip>2, entonces f € W27,

loc

(2) Sip=2, entonces f € W2 (C) para todo s < 2.

loc

(3) SthLlOC C),1+k<p<2yi>1 +1+k,em‘oncesfeVVZQO’CS((C)pamtodo—> +1+k

En los tres casos, f es cuasireqular.

Demostracion. Veamos cada apartado por separado. En los apartados (1 )y (2 ) nos apoyaremos
en la invertibilidad del operador de Beltrami Generalizado en los espacios de Sobolev. En el
apartado ('3 ), al no tener la invertibilidad en espacios de Sobolev, daremos otro camino que solo
requiere de la invertibilidad en los espacios L?(C).

(1) Tomemos p > 2. Consideramos ¢ € C2° (C) una funcién arbitraria a valores reales y

definimos F € L7 (C) como F := 1 f. Gracias al Lema 3.21, sabemos que F € VVCIﬁ C)y
que satisface (3.9) B .
OF = noF + voF + H,

donde H € Lé%l (C) viene dada por
= (f—vf)o —ufoy +hy.

Asi, consegulamos ver que f € I/Vl T (C). Mas atin, por el embedding de Sobolev, tenemos que

f < Lloc

hipétesis h € Li2 (C), entonces H € L’“ 2 (C)sir>2, HeLi(C)paratodag<oosir=2y
H € L (C) sir < 2. Gracias a la igualdad

(C)sir>2, feLl (C) paratodaq<oos1r—2yf€LlOC(C) si r < 2. Como por

1

OF = (Id —pB —vB) H
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y a la invertibilidad del operador tenemos que F' € W) (C) para alguna ¢ > 2 indistintamente
del valor de r. Por lo tanto F, f € Lg5. (C) y obtenemos que H € L (C). Volviendo a usar la

loc
invertibilidad del operador, esta vez obtenemos que F' € W17 (C) para toda ¢ < co. De manera

inmediata tenemos que f € W4 (C) para toda ¢ < oo. Con esto, es sencillo comprobar que
H e Wlr (C).

Por un lado, como p > 2, sabemos que el operador
Id — uB —vB: WY (C) - W (C)

es invertible (ver [13]). Por otro lado, sabemos que

1

OF = (Id —pB —vB) H

y por lo tanto F € W1 (C). Asi, como F es una localizada de f, tenemos que f € W2 (C)
y con ello concluimos la prueba el apartado.

(2 ) Tenemos p = 2. La demostracion de este apartado sigue exactamente las mismas li neas
que el aparatado (1 ). Solo hay que tener en cuenta que en este caso el operador

Id — uB —vB: W (C) - Whi(C)

solo es invertible para toda ¢ < 2 (y no para ¢ = 2). Por ello, solo tenemos que f € W2>~(C)
para toda € € (0, 1] tal y como queriamos ver.

(3) Ahora tenemos 1 + k < p < 2. En este caso no podremos usar la invertibilidad del
operador de Beltrami en espacios de Sobolev y solo la tendremos en los espacios L(C). Por
ello tendremos que recurrir a otro método. Consideramos ¢ € C2° (C) una funcién arbitraria

a valores reales y definimos I € LCT%1 (C) como F' := o f. Por el Lema 3.21, sabemos que
F € Wh?(C) y satisface B o
OF = noF +voF + H,

donde H viene dada por
H:= (f-vf)oy—pufoy+ hy.

y pertenece a Lotx (C) ya que f € Lt (C) para toda t € (1,00) y h € LotF (C) por hipdtesis.

loc

Por lo tanto, gracias a la invertibilidad del operador Id — u3 — vB, tenemos que DF € L2 (C)
para toda g < 1+ % En particular, F' € L (C) y con ello alcanzamos que H € W17 (C).

Definimos G := 9F donde G € LI (C) para toda ¢ < 1+ 1. Consideremos ¥ € C (C)
arbitraria, entonces se cumple que

(0G,¥) = —(G,0V) = —(9F,0¥) = —(0F, 0¥ )
=—(0F,pov) — (OF ,v0¥) — (H,0V)
=—(G,pov) — (G, vov) — (H, V)
=(0G,n¥) + (G, vV ) + (0H, V)

+ (Gop + Gov, V)

Es decir
(0G,¥) =(0G,u¥) + (G, vV ) + (Gou + GOv + OH, V) (3.13)
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Observemos por un momento que g, v¥ € W7 (C). Gracias a ello podemos asegurar que
(0G,7W) = = (G,9(vV¥)) = (G,0B(vV¥)) = (G, B (a¥)) (3.14)

y que _ —
(0G,v¥) = (COG,vV) = (9G,C(v¥)) . (3.15)
Sustituyendo (3.14) y (3.15) en (3.13), tenemos que
(0G,(Id — Bp—Cv) V) = (Gop+ Gov + 0H, V) . (3.16)

Por construccién, G du, G Ov € L# (C) para toda % > }D + Hik Por lo tanto, el lado derecho de

la igualdad se extiende a toda ¥ € L* (C). Es facil demostrar que

([d—uB—uC):(Id—uC)(Id— E_p- £ E),

L—[P™ 1= |uf?

y entonces el operador (Id — B'm— Cr) : L' — L' (adjunto del anterior) es invertible para
toda t € (1 + ko, 1 4 1?12) con ko = ] < k < 1. De ky < k se obtiene que el operador

=l
es invertible dentro del intervalo critico (1 +k, 1+ %) Por otro lado s € (1 +k, 1+ %) y
asi, en (3.16), podemos usar como funcién test a la funcién ¥ € L¥'(C) definida como ¥ :=
(Id — B'Ti — Cv) ™" ¢ con ¢ € C (C) arbitraria. Con esta funcién test, conseguimos que

(3G, o) = <G8u v Gov + 0H, (Id — BT — Cv)™! ¢> .
Reescribiendo esta igualdad en términos de 9F' y usando los operadores adjuntos tenemos que
(00F, p) = ((Id — uB — vC)™' (0pdF + OvOF + 0H) , ¢) (3.17)

para toda funcién ¢ € Cg°(C). Entonces, el lado derecho de (3.17) pertenece a L7 (C) y asi
JOF € L? (C). De manera trivial se sigue que f € W;2% (C). O

loc

Cuando h = 0, hemos obtenido una generalizacién del resultado de [11] sin usar el Teorema
de Factorizacion de Stoilov.

Corolario 3.26. Sean 1 < r < p < 0o y dos coeficientes de Beltrami u,v € WP (C)N L> (C)

r—1

ot (C) una solucién débil

tales que || |p| + |v ||, = k < 1. Supongamos que tenemos f € L
de la Ecuacion de Beltrami Generalizada Homogénea

Of = pof + vof.
(1) Sip>2, entonces f € W2 (C).
(2) Sip=2, entonces [ € I/Vlicq (C) para todo q < 2.
(3) Sil+k<p<?2 y%>%+1+¢k, entoncesfeVVlif(C) pamtoda%>§+l+ik.

En los tres casos, [ es cuasiregular.

Problema Abierto 3.27. Determinar si el exponente s tal que % > %—l— %, del Teorema 3.25 y
del Corolario 3.26, es optimo.
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En el Corolario 3.20 vimos que si v € W!P(C)con 1 < p<1+ky f € T/Vl T '(C) con

Pq

g < p es una solucién de Of = vdf, entonces f tiene segundas derivadas en Lﬁ;q (C). También
vimos que el resultado no es valido para la Fcuacion de Beltrami ni ain suponiendo que f es
localmente Lipchitz. El siguiente corolario puede verse como una extension del Corolario 3.20,

1l
1—|v]

en la prueba anterior. Al igual que en el Corolario 3.23, solo tendremos el resutado para algunos
coeficientes u, v y no para cualquier pareja.

solo que ahora la regularidad extra queda regulada por la contante ko =

) que aparecio
o0

Corolario 3.28. En las mismas condiciones que en el Corolarlo 3.26. Supongamos ademas que

,u y v son tales que ky < k y que la solucion f pertenece a VVl Q). Sild ke <p<l+ky

2
entonces f € W7 (C) con s = ppfr

1+I<: ’

La validez del corolario se sigue directamente de nuestras hipdétesis sin mas que repetir la
demostracién del apartado (3 ) del Lema 3.25. Comentemos un poco el corolario. Si ks = k (por
ejemplo cuando v = 0), entonces la condicién sobre p resulta ser vacia y el corolario no dice
nada en tal caso. Cuando p = 0, entonces ks = 0 y recuperamos el Corolario 3.20.

En el transcurso de los resultados, hemos podido contemplar algunas de las diferencias que
existen entre las tres Fcuaciones de Beltrami con las que hemos trabajado. Una de ellas es la
existencia de un rango de exponentes p < 1 + k para los que si f es una solucién distribucional
f €Ly conr > ryparaciertary = ro(p, k), es de hecho débilmente cuasiregular. Concretamente,
este rango de exponentes es (1,1 + k] en la Ecuacién de Beltrami Conjugada, es (1 + ki, 1 + k]
en la Ecuacion de Beltrami Generalizada (puede ser vacio o no segin los coeficientes p y v) y
el intervalo es vacio en la Fcuacion de Beltrami.

También cabe destacar que hemos alcanzado los resultados ya conocidos para la Fcuacion
de Beltrami usando un camino totalmente alternativo (aunque no mejoramos los resultados
comentados). Recordemos que los métodos utilizados en [11] se basan en demostrar su resultado
para la solucién principal y a posteriori, por el Teorema de Factorizacion de Stoilov, extenderlo al
resto de soluciones. Por nuestra parte, solo hemos necesitado la invertibilidad de los operadores
de Beltrami, la invertibilidad de operadores del tipo

Id — uB —vC: L°(C) —» L*°(C)

(que se reducen a otro operador Beltrami) y la automejora dada por ser solucién cuasiregular.
Con estos conocimientos conseguimos extender a (1.6) los resultados ya conocidos para (2.4).
Ademas, por nuestros métodos, obtenemos la regularidad de la aplicacién cuasiconforme como
un caso particular.
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Capitulo 4

Logaritmo de la Derivada de la
Solucion Principal.

En este capitulo centraremos nuestro esfuerzo en estudiar a la funcién
log (9¢) donde ¢ € W2 (C)

es la solucién principal de Ecuacidn de Beltrami Generalizada Homogénea 0¢ = j0¢ + v oo
con |||u| + |v|||, =: k < 1. Una referencia en la que podemos ver que este logaritmo complejo
estd bien definido la encontramos recientemente en 2014, gracias a K. Astala et. al. en [5], donde
los autores (entre otras cuestiones) determinan una rama principal en la que este logaritmo esta
bien definido y ademds pertenece al espacio BMO(C). Por nuestra parte, lo que buscamos es
conocer que regularidad podemos esperar de log (0¢) cuando los coeficientes tienen algin tipo de
regularidad. El motivo por el que estudiaremos a esta funcién log (0¢) es porque, en ocasiones,
este logaritmo mantiene la regularidad del coeficiente p mejor que la propia derivada 0¢ tal y
como veremos mas adelante.

La primera referencia que encontramos a este respecto (conocer la regularidad de log (0¢) a
partir de la regularidad de los coeficientes p y v) la encontramos en el ano 1964 gracias a L. V.
Ahlfors en [2] para el caso Ou € LP(C) con p > 2 y v = 0. En esta referencia el autor demuestra
que

ope LP(C) conp>2 = log (9¢) € W' (C) .

Se da la circunstancia que la regularidad del log (0¢) no era un objetivo en si mismo, sino un paso
intermedio para demostrar la regularidad de D¢. De hecho, llega a demostrar que ¢ € C* (C).
Anos mas tarde, en 1974, Reimann (ver [36]) demostrd la siguiente implicacién para el jacobiano
de la solucién principal ¢ € VVZIOS(C) con v = ( sin necesidad de que el coeficiente p tuviese
algun tipo de regularidad

pe LX(C) = log(J,) € BMO(C). (4.1)

Por su parte, en el ano 1989, Hamilton (ver [19]) demostro la implicacién anterior, ahora si, para
el logaritmo complejo. No solo eso, también llegd a demostrar que

peVMOJ(C) = log(d¢) € VMO(C). (4.2)

En este caso se demostré que el logaritmo complejo log (0¢) estd bien definido sin tener que
determinar una rama principal para el mismo. Gracias a todas estas referencias, podremos
asegurar que nuestra funcién log (9¢) estd bien definida, al menos cuando ¢ € W?(C) es la
solucién principal de la Ecuacion de Beltrami 0¢ = pd¢. Es decir, cuando v = 0.
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Por nuestra parte, tendremos dos objetivos principales. El primer propdsito es extender el
estudio que comenzé Ahlfors a la Fcuacion de Beltrami Generalizada Homogénea y a otros
espacios de Sobolev W!?(C). Concretamente, estaremos interesados en conocer los exponentes
1 < s <p <2 paralos que se cumple la implicacion

p, v € WoP(C) = log (0¢) € W (C)

donde ¢ € W,2?(C) es la solucién principal de ¢ = udp + vde con |||u| + |||, = k < 1.
Prestaremos una atencién especial al caso v =0y u € WP (C) con p < 1+ k. Es decir, con p

por debajo del intervalo critico de Astala.

Nuestro segundo objetivo serd dar un refinamiento de la de implicacién (4.2) dada por Hamil-
ton. Como ejemplo, tenemos la referencia [11] donde A. Clop et. al. demuestran la implicacién

peW(C) =  log(d¢)e W (C). (4.3)

Asi, dado que WH2(C) € VMO(C), esta ltima implicacién puede verse como un refinamiento
de (4.2). Por otro lado, al interpolar los espacios los espacios VMO(C) y W?(C) aparecen
los distintos espacios espacios fraccionarios W®?/%(C) con 0 < a < 1. Por ello, es natural
preguntarse si el logaritmo log (0¢) también mantiene la regularidad del coeficiente cuando este

pertenece a We* (C). Llegaremos a demostrar que

pe wee(c) = log (9¢) € W (C)

para toda % < «a < 1. Lamentablemente, los métodos utilizados no nos permiten extender el
resultado a 0 < a0 < % ni a la Ecuacion de Beltrami Generalizada Homogénea.

Recordemos que en el capitulo anterior ya demostramos que si u € W1?(C), entonces la
solucién principal de la Ecuacion de Beltrami 0¢ = ud¢ pertenece a VV;f(C) para toda p < 2.
Sin embargo, la implicacién (4.3) nos asegura que log (0¢) € W1%(C). Adem4s, tenemos ejemplos
que demuestran 9¢ ¢ W,?(C). Para ver esto, solo hace falta tomar un entorno del origen
adecuado Dy y definir un coeficiente de Beltrami en dicho entorno como

z 1

#(z) = zZ2log|z| —1°

Entonces, este coeficiente u pertenece a W12 (IDg) y su cuasiconforme principal asociada viene
dada (en el entorno Dg) como

¢(z) = z (log|z| = 1) .
No es dificil demostrar que log (9¢) € W'?(Dg) pero que d¢ ¢ W,o*(Dg). No es de extraiar
que ocurra esto ya que en genreal

exp (W' (C)) C W,?(C) paratoda p < 2

loc

pero no para p = 2. En particular, esto nos demuestra que log (0¢) preserva la regularidad
del coeficiente p mejor que la propia derivada d¢ tal y como habiamos asegurado al inicio del
capitulo.

Dividimos el capitulo bajo el siguiente esquema.

= Seccion 4.1 Coeficientes con Regularidad Sobolev. En esta seccién estudiaremos
la funcién log (0¢) cuando ¢ es la solucion principal de la ecuacién (1.6) con coeficientes
Sobolev. Le prestaremos una especial atencién a la ecuacién (2.4), es decir v = 0.
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= Seccién 4.2 Coeficiente con Regularidad Sobolev Fraccionaria. En esta seccion nos
centraremos en estudio de la funcién log (0¢) con ¢ la solucion principal de la ecuacién

(2.4) cuando el coeficiente pertenece a We' 2 “(C) con 5 < a < 1. También mostraremos
que repercusiones tiene este estudio para todas las soluciones de la ecuacién (1.6) (que no

para log (0¢)).

4.1. Coeficientes con Regularidad Sobolev.

Supongamos que tenemos un coeficiente de Beltrami p € C'2° (C) y planteamos la Ecuacion
de Beltrami

0 = 1og.

Entonces sabemos que la solucién principal ¢ pertenece a C* (C) y que ademds |0¢| > 0 para
todo z € C. Derivando directamente la ecuacién (2.4) tenemos que

00¢ = 1100¢ + Oudd.
Si dividimos ambos miembros entre d¢ # 0 obtenemos

Olog (0¢) = pndlog(0¢) + Ou.

Por lo tanto, observamos que log (0¢) es una solucién de una Fcuacion de Beltrami donde el
término independiente es Ju. Ademas, no es dificil demostrar que

(Id — uB) dlog(0¢) = du.

Ya, sin mas que usar la invertibilidad del operador de Beltrami Id — uBB dentro del rango critico
de K. Astala y un argumento de densidad, tenemos que

p €W (C) con p>1+k = log (0¢) € WP (C) .
Sin embargo, quedan por resolver dos cuestiones
(1) ;Que sucede si tratamos con la Ecuacion de Beltrami Generalizada ?
(2) {Que ocurre cuando p < 1+ k?
Hemos dedicado una subseccién a cada pregunta. Concretamente:
» Subseccién 4.1.1 Coeficientes yu, v € W}IP(C) con p > 1+ k. Aqui mostraremos que

para exponentes p > 1+ k la funcién log (0¢), con ¢ la solucion principal de (1.6), hereda
la regularidad de los coeficientes.

» Subseccién 4.1.2 Coeficiente p € WIP(C) con 1 < p < 1+ k. Estudiaremos la
regularidad maxima de log (0¢), con ¢ la solucion principal de (2.4), cuando p pertenece
a estos espacios de Sobolev.
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4.1.1. Coeficientes p, v € WIP(C) con p > 1 + k.

Dado que en esta seccion trataremos con la Ecuacion de Beltrami Generalizada
0 = podp + vdg

cuando los coeficientes p y v tienen soporte compacto, lo primero que tenemos que ver es que
la funcion log (0¢) estd bien definida. Para ello ampliaremos la implicacién (4.1) a este ambito.
Evidentemente, si consideramos ¢ € W,2(C) la solucién principal de (1.6) con |[|u] + |¥|]|sc =
k < 1, entonces ¢ € W”((C) también es la solucion principal de la FEcuacion de Beltrami

loc
Homogénea

96— md6, donde polz) = ulz) + <>§f§§§ € I2(C) |

Por lo tanto, gracias al trabajo de D. Hamilton en [19] tenemos la implicacién
pu,veLX(C) = log(dgp)e BMO(C).
Asi, la funcién log (9¢), con ¢ € W,2*(C) la solucién principal de (1.6), estd bien definida sin

loc
mas que suponer que los coeficientes p y v son elipticos y de soporte compacto.

A continuacién, mostramos que grado de diferenciabilidad maxima podemos esperar de
log (0¢) cuando ¢ es la solucién cuasiconforme de la Ecuacion de Beltrami Generalizada Ho-
mogénea.

Teorema 4.1. Sean u, v € L (C) tales que |||u] + V][l = k < 1 y ¢ € W2 (C) la solucién
principal de la Ecuacion de Beltrami Generalizada Homogénea

0p = pdp + vdo.
Supongamos ademds que u, v € WI?(C) con p > 1+ k. Entonces, log (0¢) € W»(C). En

particular,

- 0 - 0
810g8¢:<1d—y£ —MB) (8u+8uaz> (4.4)

Demostracién. Cuando p > 2 ya sabemos que log (0¢) € WP (C) gracias a los trabajos de
Ahlfors [2], a lo comentado al inicio de la subseccién y a los resultados del capitulo anterior. Nos
restringiremos a 1 + k < p < 2. Observemos que

d=rdoi i
1— [y 99 1—[v]

y que la teoria cldsica nos dice que para toda w € LP (C) con p > 1+ k existe una tnica solucién
H de la ecuacion

I~
L=y’

‘ :k2§k<1

= z
oH 1—|v]? oH 1—|v|? 0¢

con DH € L?(C). Nuestro objetivo serd demostrar que log d¢ es solucién de la ecuacién (4.5)
para algin término independiente w € LP(C).

OH = w, (4.5)

Gracias al resultado de Astala et. al en [5], podemos definir la funcién log d¢ € BMO(C).
Ademas, también sabemos que |0¢(z)| > 0 para casi todo z € C. Por el Teorema 3.25 sabemos
que ¢ tiene segundas derivadas. Sin mas que aplicar la derivada 0 en (1.6), tenemos que

00¢ = 0y + vddp + Oudd + Ovde.
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Si dividimos entre d¢ # 0 (en casi todo punto), conseguimos ver que

. N P 99
dlogd¢p = pdlogdp + Va¢8log8q5 + Ju + 01/8¢.

Ahora, aplicaremos — ‘ TR (I d+ y<9¢> C) a ambos miembros. Tras simplificar y despejar adecua-

damente, obtenemos

dlog (9¢) —

a¢c) (9,u+31/g—$

Olog (99) — 1 00 5108 (79) = (fd+”a¢ =P

1
1—|vf? — |v[* 9¢

Es decir G :=log (0¢) € BMO(C) es una solucién de la ecuacion

- 1 VE 06— 9% ¢
3G—1_’y’28G—1_|V‘28¢8G (Id— 5’(]5 ) <3u+8ua¢>

donde el lado derecho pertenece a L? (C). Recordemos que ¢ es solucién principal y por lo
tanto [0¢p — 1| < T cuando |z| > R para algin R suficientemente grande. Esto implica que

log (0¢) ~ 0¢ — 1 ~ 0 cuando z =~ oco. Entonces, la anulacién en el infinito de log (0¢) y la
unicidad de solucién de la ecuacién (4.5), nos aseguran que log d¢p € WP (C).

Una vez que tenemos que log (9¢) pertenece a W» (C), podemos reescribir la tltima igualdad
como

p A _ 9% 99

Recordemos que en el capitulo anterior ya vimos que

H T
Id — vC Id — B — B)=(ld—-vC—uB).
(1d-v0) (14 - 258 - 25 F) = (1 -0 o)

Asi, sin mas que aplicar (] d—v % C> en ambos miembros de (4.6) alcanzamos la igualdad

(4.4). De esta forma concluimos la prueba. O

Observemos que en la prueba del teorema, hemos utilizado por un lado que si u, v € Wl? (C)
con 1 +k < p < 2, entonces ¢ tiene segundas derivadas, y por el otro la invertibilidad del
operador de Beltrami. Sin embargo, el operador que aparece es invertible incluso fuera del rango
critico de Astala. De hecho, es invertible en L" para toda 1 + ke < r < 1+ 1?12 donde donde

]{32 =

%MH < k < 1. Por ello podemos plantear el siguiente ejercicio.
oo

Problema Abierto 4.2. Determinar si el Teorema 4.1 puede extenderse a coeficientes elipticos
p, v €W (C) con 1+ ke <p<1+k.

Lamentablemente, este resultado no nos aporta nada nuevo sobre las segundas derivadas de
la cuasiconforme. Evidentemente, si tenemos f = log (9¢) € W1P(C), al menos formalmente, se
tiene que

Del = e/ Df.
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Entonces, si p > 2, sabemos que e/ € L (C) y por lo tanto De/ = Dd¢ pertenecerd a LP(C) al
igual que Df = Dlog (d¢). Si p = 2, solo tendremos que ¢/ € VMO(C) lo que nos asegurars,
por los mismos métodos, que Dd¢ € L1(C) para toda g < 2 pero no necesariamente para q = 2.
Por tltimo, si p < 2, entonces e/ € Lf . solo para alguna 1 < s < p pero esta s es demasiado
pequena para asegurar nada sobre las segundas derivadas de ¢, al menos con este razonamiento.

Nos preguntamos si podemos encontrar algin método con el que consigamos eliminar la
restriccion p > 1 + k al menos en la ecuacién (2.4). Es decir, v = 0. Por ejemplo, si imponemos
que el coeficiente pertenece a VMO, el operador Id — ul3 sera invertible para todos los espacios
L? y la restriccién pasaria a ser p > 1. Sin embargo, esta concidién es demasiado fuerte. Por
ello, debemos buscar un camino alternativo que no dependa directamente del operador Id — BB
ni de la identidad

0log (0¢) = udlog (0¢) + O .

En la siguiente subseccién desvelaremos este camino alternativo.

4.1.2. Coeficiente y € W}*(C) con 1 < p <1+k.

., . ., 1,2
En esta seccién, cambiaremos la notacién y en todo momento supondremos que ¥ € W, > (C)
es la tnica solucién principal de la ecuacién

oV — oV = 0.

También supondremos que ¢ es el homeomorfismo inverso de V. Es decir, la tinica funciéon que
cumple po W = z = Wo¢ la cual es cuasiconforme [4, Theorem 5.5.6]. Ademés, evitaremos hacer
uso del operador del Beltrami Id — p B y de la igualdad

dlog (0W) = (Id — uB) " opu.
A pesar de ello, demostraremos que para toda 1 < p < 1+ k, se cumple la implicacién

pK?

Lp log (O be 1 T
peW,P(C) = log(0¥V)e W>*(C) para toda <S<1+pK2—p

(4.7)
Nuestro método no alcanza el extremo p = 1 y tampoco sabemos si es 6ptimo. Sin embargo,
extiende resultados ya conocidos para p < 1+ k.

Antes de avanzar en la subseccion, necesitamos de los siguientes dos resultados previos. El
primero de ellos, dado por K. Astala, trata sobre la integrabilidad de exponente negativo del
Jacobiano de la aplicacion cuasiconforme. En el segundo nos fijaremos en la ecuacién que cumple
el homeomorfismo inverso de la solucién principal de la FEcuacion de Beltrami Generalizada
Homogénea.

Lema 4.3. [6] Sea ¥ € I/Vlloc2 (C) la solucion cuasiconforme principal de OV = pdV con p €

L (C) tal que ||p| o =k <1y K =1 Entonces,

/ |0V |* < oo
Dr

pamtodase(l—l 1—1—%):(_—2 i)
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Proposicién 4.4. Sea ¥ la solucion principal de la Ecuacién de Beltrami Generalizada Ho-
mogénea

0¥ = pov + vov

donde los coeficientes de Beltrami pi,v € LP (C) satisfacen ||| ] + |v || = k < 1. Supon-
gamos que ¢ es tal que Vo ¢ = z. Entonces, ¢ es la solucion cuasiconforme de la Ecuacién de
Beltrami Generalizada

0p = —(vog)dp — (o) dp. (4.8)
Ademds las parciales de W y ¢ cumplen
1 2 s _ OV ov
— =1 - — — — — —. 4.
5005 (1) | 10 |v| AT (4.9)

Demostracién. Por un lado, como W satisface 0¥ = 0¥ + v 0V tenemos que 0¥ # 0 p.c.t.
z € C. Por el otro, la regla de la cadena nos dice que

D(Wop) = DU () To + DU (6) T
— 00 (6)Td + (1o d) DU (6)TG + (vo o) IT(6) TG = 0.

Despejando tenemos que

9V (9)

y equivalentemente (5)
b = — (Do ov ¢ — (o

Derivando la otra composicién vemos que

d(poW) = 0p (V) IV + d¢ (V) OV
= p0p (W) OV + vdp (V) oV — ug—i%(@)(‘?—\lf — pdp (W) o¥ = 0.

Reordenando la expresién anterior, podemos escribir

(97)"

p [06(0) 00 — DG (V) D] = v [T (W) — 96(¥) DT

que solo es posible si y solamente si se cumple alguna de una de las siguientes posibilidades

obien pu = —v 2:3 ,
: (V) _ v
o bien 36(0) = 0T -
Descartamos el primer caso ya que nos resumiria a OU = 0. Es decir, tendriamos que ¥ es
holomorfa (y en tal caso ¢ también seria holomorfa). Entonces tenemos que %g; = g—g y por
lo tanto S
0 ov
99 _ 9V (9) (4.12)
96 9V (9)

Llegados a este punto, sin mas sustituir (4.12) en (4.10) obtenemos (4.8).
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Para conseguir la férmula (4.9), aplicamos la derivada 0 a la composicién ¥ o ¢. Entonces

1=0(Tog) =09V (¢)dp + 9V (¢) I
=0V (¢)9¢ + ((nod)0T(¢) + (voo) IV (s)) 06
OV (¢) 0p — |po¢|* 0T (¢) dp — |voo|? 0¥ () ¢

- ((un—(%_‘?) o¢> 90 - ((W(a@%)2> o¢) 96

Donde hemos usado (4.11) y 0¥ = p 0¥ + v OV. Ya, sin mas que usar % = g:g y dividiendo

entre OV (¢ ) 0¢ # 0 alcanzamos (4.9) terminando asi la prueba. O

Gracias a este resultado, si ¥ € I/Vlif (C) es la solucién principal de 0¥ = pdV¥ y ¢po¥ = z, ya
sabemos que ¢ € I/Vlloc2 (C) es la tnica solucion principal de la Ecuacion de Beltrami Conjugada

¢ = —(no¢) dg, (4.13)
y que ademas satisface

1 - .
I PErT A

en casi todo punto del plano complejo. Esta identidad, junto al Lema 4.3 que nos asegura que
oV e L] (C)paratodagq € (;2 2K ) con K = X% nos permitird alcanzar nuestro objetivo.

oV (¢) 0

loc K—1’» K—1 -k’
Es decir, la implicacién (4.7). Destaquemos que la ecuacién (4.13) es cuasi-lineal (lineal en D¢
pero no en ¢). Ademsds, si p < 1+ k, podria pasar que el coeficiente v = —p 0 ¢ no perteneciera

a la clase W,o!(C). Por este motivo, los resultados que alcancemos para la ecuacién (4.13) son
totalmente independientes de los obtenidos en el capitulo anterior para la ecuacién (3.2) y no
se deducen de ellos. Para alcanzar la validez de (4.7) seguiremos el siguiente esquema

(1) Probaremos la implicaién
p e WhH(C) = 00¢ € L} (C)
para toda solucién cuasiconforme ¢ de la ecuacién (4.13).
(2) Veremos que en particular, si 1 < p < 1+ky ¢ es solucién principal, tenemos la implicacién
peW?(C) = D% e L'(C),

para toda 1 < ¢ < ¢ con ¢ := e independiente del coeficiente p.

pK
1+pK—p
(3) Por tltimo, de (2) deducimos que para toda solucién principal ¢ de (4.13) y toda g > 1
se cumple que

D?*¢ € L'(C) = Dlog (0¥) € L*(C)

qK
1+9K—q"

pK?
paratodal < s < KT

de (4.7).

Ademas, tomando ¢ — ¢; se obtiene la restriccién s <

Adelantamos que las pruebas (de los puntos (1 )y (2 ) del esquema) son independientes de los
resultados obtenidos en el capitulo anterior para la ecuacién (3.2). No obstante, los resultados del
capitulo previo sobre la ecuacién (3.2) nos sirvieron para intuir la validez de (4.7). Recordemos
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que en el capitulo anterior demostramos que los laplacianos de las soluciones f &€ Wﬁj(@) de
(3.2) cumplen que

90f = (Id — vC)™' (v of)

y que por lo tanto se comportan mejor que los laplacianos de las soluciones f € VVlif((C) de
(2.4), los cuales cumplen

90f = (Id — uB)™" (0uodf) .

Esto nos hizo pensar que de igual forma el laplaciano de la solucién principal de (4.13) se tendria
que comportar mejor que el laplaciano de la solucién principal de (2.4). Efectivamente, tenemos
el siguiente resultado que corresponde con el primer paso de nuestro esquema.

Lema 4.5. Sea p € WH' (C) tal que || p]l, = k < 1y supongamos que ¢ € W,5> (C) es una
solucion cuasiconforme de la ecuacion

¢ = — (pnog¢) d¢.
Entonces, se cumple que
906 = ;20 (10 = (50 0) ©) [(9)(0) = (T 0) (Bn)(0)]. (1)

En particular, 00¢ € LL (C) y se tiene el siguiente control de normas
H ga(b”Ll((C) <c H D:u HLl((C) )

donde ¢ = c(k).

Demostracion. Consideremos ¢ € C2° (C) una funcién test arbitraria. Entonces, en el sentido
de las distribuciones, se ha de cumplir que

(000, ) = —(0¢,dp) = ((nod) dp, p) .

Equivalentemente B o
(000, ¢) = ((nod)0p,0(poVog)).
Aplicando la regla de la cadena y que 9¢ = —(po gb)%, tendremos que

(000, p) =((nog)dp,d(poV)(¢)dp+ d(poW)(¢)do)
= ((pod)|06]*,0(poW)(¢) — (nod)d(po¥)(¢)).

Si usamos la definicién del Jacobiano de ¢, podemos hacer el siguiente cambio de variables

(306, o) = <MJ<¢>, (3(pov) - ua<¢o\P>)<¢>>

1—|pogl
IL[/ —
(5 (o) — ween) ).
I
Pasando derivadas al otro lado tenemos
_ 1—|p®)ou + |plop + p?on o + pom
<36¢,90>:—<( [k[2)on "ULZL H M,¢OW>+<LN2/§,¢O\I’>.
(1-1uP) (1= 1n)
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Simplificando, la expresiéon anterior puede reescribirse como
- —Op + gy + pdp — 1’ On
<88¢a90>:< o\ 2 s pol ).
(1—1nl)

A continuacién, usamos J(¥) = [0¥|*(1 — |u|?) en el lado derecho y aplicamos un cambio de
variables para remover ¥ del interior de la funcién test.

~ —Op + o + pop — p2on J(v
<aa¢,¢>=< 1+ fiop u2u3 1*op J( )z,gpoq,>
(1= 1n*) 9%

-1 1 -
= d— o C 0 —(fio ) : .
<|a\1/(¢)|2 (1—\uo¢\2)3(1 (10 9)C) ((0p) (9) — (T o @) (On) (9)) so>

Llegados a este punto, usamos W = 10¢|?(1 — |p o |*)* y obtenemos que

(009, ¢) = <% (Id = (o ¢)C) ((0p)(9) — (Ho¢)(In)(#)) ,so> :

con lo que se demuestra (4.14).

Para terminar la prueba, solo hay que observar que la parte derecha de la ultima linea tiene
soporte compacto, al igual que y, y ademds pertenece a L! (C). Esto se consigue sin mas que
aplicar el teorema del cambio de variables. Veamos uno de los sumando, el otro sigue los mismos
pasos. Evidentemente

/W—¢|2(1d—(u0¢)c)((9u)(¢))dA(Z) S
cl—|pog|

< / J(6,2) 101 (6(2))| dA(z) < / Dp(w)] dAW) < oo

Asi mismo, las constantes que van apareciendo en cada desigualdad, solo dependen de la cons-
tante de elipticidad £ < 1 y no del coeficiente p. Con ello terminamos la prueba. O

A la luz del resultado, es evidente que una integrabilidad extra Dy implica una integrabilidad
extra sobre el laplaciano 00¢. El siguiente corolario, que corresponde con el punto (2) del
esquema, nos indica que integrabilidad podemos esperar para el laplaciano 00¢.

Corolario 4.6. Sean 1 < p < 2, p € WP (C) tal que |[pull, = k < 1y K = £

-k
Supongamos ademds que ¢ € T/Vlif (C) es la solucién principal de (4.13). Entonces, para toda
l<qg<q:= 1+§§-p < p se tiene el siguiente control de normas
o 2 (1-q)
T P P —dq
D? ¢ S Chpa |l D el (/ |8\If\> conr=———=<0
|| ||LQ(<C) Pq Lr(¢(Dg)) (Dr) p—q

donde R > 0 es tal que el soporte de p o ¢ estd contenido en Dg. En particular D*¢ € L1 (C)
para toda 1 < q < qq.
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Demostracién. Empecemos controlando [ |0W¥|". Por un lado, la condicién r < 25

que r = M < 0. Por el otro, la condicién K—fl < r es equivalente a ¢ < q; :
Asi, por el Lema 4.3, tenemos que

7 es trivial ya

__pK
1+pK—p°

/ OU[" < oo
D
para todo disco D C C. En lo que sigue, fijamos un disco Dg tal que supp (¢ o ¢) C Dp.

Avancemos en la prueba viendo que se cumple el control de normas para 09¢. Gracias a la
igualdad (4.14), podemos ver facilmente que para toda 1 < ¢ < ¢ se tiene que

[ NG00 aaz) = [ a6 | (D) (o)A (2)
C Dg

=/D 10615 | (Du) (6) [

: (/D |06 " |(DM)(¢)|pdA(z))p (/D 9015 1A (s ))ppq

pP—q

Dl )>(/ 901 1001 dA(2) ) |

< 1Dl ([ I 1011 04())

p—q

~ | Dl (/ |a\1/|) < .
P(¢p(Dr)) 4(DR)

donde hemos usado que [ o) |OY K

A(z)

< 0. Evidentemente, si tratamos con cuidado las de-

sigualdades anteriores, vemos que en ellas solo aparecen constantes que dependen de k, de p y
de ¢ pero no del coeficiente pu.

Veamos que 00¢ € L1(C) para toda q < ¢;. Para ello, aplicamos la transformada de Cauchy
n (4.14). Entonces

0p = H —C(% (Id = (pod)C) [(On)(d) — (T o d))(gu)(d))})

con 0H = 0. Pero dado que ¢ =~ z si z &~ oo y aplicamos C a una funcién L? (C), H ha de ser
H =1 y entonces

aagb:—B(% (Id = (10 6) C) [(9p) () — (7o ¢><5u)<¢>}) . (415)

Asf concluimos que 99¢ € L(C). Para terminar la prueba, solo hay que ver que 00¢ € L(C)

Rigurosamente, deberfamos proceder como en la demostracion del Lema 4.5 pero por simplicidad
de escritura aplicamos 0 en la ecuacién (4.13) y tenemos que

90¢ = —(po¢)09p — p0 (o o)
= —(po¢)D0% — 09 [0p(¢)Té + Op(¢) 5]
= —(p0¢)996 — (96)" [Ou(p) — (nod) o (9)]

84



Es evidente que (1 o ¢) 99¢ pertenece a L4(C) ya que 90¢ € LI(C). Ademds, los mismos cdlculos
que realizamos al inicio de la prueba para demostrar que 00¢ € L4(C), nos sirven para demostrar

que (8_¢)2 [Op (@) — (0 @) Op (¢)] también pertenece a L¢(C). Concluimos asf que D*¢ € L?(C)

con el control de normas

pP—q

1D%6lin©) < gl D Wcoimn ([ 10917) 7
P LP($(Dr)) $(DR)

tal y como queriamos demostrar. O

Observacién 4.7.
» La reqularidad de ¢ siempre es igual o mejor que la reqularidad de la propia V.
» No podemos garantizar que v := — (o ¢) pertenezca a Wh? (C).
» Adn asi, si suponemos que ademds v = —p o ¢ € WIP(C) la reqularidad que obtenemos

por los métodos del capitulo anterior es inferior a la reqularidad dada por este corolario.

Comentemos el dltimo punto de la observacién. Por un lado, hemos demostrado que si ¢ €
W2 (C) es la solucién principal de

loc
96 + (pod)dp =0,

donde 1 € WP (C) con 1 < p < 2, entonces ¢ € W29 (C) para toda ¢ < ¢ := #ﬁ_p. Por
otro lado, la ecuacién (4.13) es un tipo especial de Ecuacién de Beltrami Conjugada donde el
coeficiente v depende de la solucién principal. En capitulo anterior vimos que si f € W2 (C)

loc
es una solucion de la ecuacién

of —vdf =0
donde v € WP (C) con 1+ k < p < 2, entonces f € W (C) para toda > —|— H—k =: qio
o equivalentemente, usando que K = 1+k , para toda s < qy := %. Por ello, si fijamos

pu € WhP(C), podemos estudiar al homeomorﬁsmo ¢ € W22 (C) por dos caminos diferentes. O
bien por ser solucién de (4.13), donde alcanzamos D?*¢ € L?(C) para toda g < ¢;. O bien, por
ser solucién de (3.2) donde no siempre tendremos que v = —p 0 ¢ pertenezca a algin espacio de
Sobolev como ya indicamos anteriormente. No obstante, si suponemos que v = —po¢ € W?(C)
al igual que p (cosa que podria ser falsa) y aplicamos los resultados del capitulo del capitulo
previo, obtendremos que D?*¢ € LI(C) para toda ¢ < qo. Un simple célculo nos demuestra que
= Pk > = 2K <~ p <2
N 1 4pK —p o= 2K +pK —p p '
Por ello, la regularidad alcanzada por los métodos del capitulo anterior es inferior a la alcanzada
por los métodos de esta seccion.

Problema Abierto 4.8. Determinar si el exponente q = , del Corolario 4.6, es dptimo.

1+K

A continuacion, damos el tltimo paso en nuestro esquema. Con ello demostraremos la impli-
cacion (4.7) que es el objetivo de la subseccién.
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Teorema 4.9. Sea pp € WP (C) conp > 1 y tal que ||pull, = k < 1. Asumamos que

U € W22 (C) es la solucién principal de la Ecuacién de Beltrami Homogénea:

OV (z) =p(z)0W (2).

K2

Tore - Ademds, sip>1+k podemos

Entonces, log (V) € Wh* (C) para toda 1 < s < sy :=
tomar s = p.

Demostracion. Sip > 1+ k, el resultado ya fué demostrado en el Teorema 4.1.

Sea 1 < p <1+ ky consideremos ¢ € W, (C) tal que ¥ o ¢ = z. Entonces, ya tenemos la

loc
igualdad
1

1—|p*
Derivando ambos lados de (4.16), usando la regla de la cadena y despejando convenientemente,
escribimos

OVOG(V) = (4.16)

00w 9(w) — PO 5532 506(W) — GUTOS(W)OT . (4.17)

Mas atn, usando (4.16) en el lado izquierdo de (4.17) tenemos que

1 00V  pudp+ uop
L=l 0w (1= |u?)?

— (9T)? 00¢(T) — dWIIH(V)IT .

Equivalentemente, usando que 0¥ = 0V y la igualdad (4.14) para 99¢(¥), tenemos que

Dlog (V) = (1~ |uP) (2% )* 90(W)

1—[pf*
+ oV |9¢(W) [* (Id — pC) (Ou—Edp) .
Sin mas que usar la igualdad (4.16) en el ltimo término y tomando médulo, tenemos que

[01og (0W) | < e | Dp| + ¢ [J (W) 906 (W) | . (4.18)

Como ya sabemos que 99¢ € L;,.(C) gracias al Corolario 4.6, un simple cambio de variable nos
dice que para todo disco D C C se cumple que

[0log (0¥) (1) < e | DMHLI(D) + ||3a¢||L1(\p(D)) < 0.
De manera analoga se comprueba que
|9log (O0) | < e | Dp| + e, | T (W) 80 (V)] (4.19)
y que por lo tanto
|0log (0V) loim) < | DHHLI(D) + ||3a¢||L1(\p(D)) < 0.

Asf deducimos que log (%) € W2 (C).

Queremos alcanzar log (0¥ ) € W* (C) para toda 1 < s < s;. Para ello, nos basamos en las

desigualdades (4.18) y (4.19). Sea un numero s que satisfaga que 1 < s < ¢; con ¢; := #ﬁ_p
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la constante del Corolario 4.6. Entonces, elevando a s la desigualdad (4.18) e integrando en C
vemos que

/\alog (O0) |° dA(z /\Du\ dA(z /yJ ) 006 (V) |* dA(2) .

De forma similar, de (4.19) tenemos que

[ 1810209 aa) 5 [ 1Dulaa) + [ 150000 dAG).

Asi, ambas derivadas estdn acotadas por los mismos términos. Ahora, estudiamos cada término
) b
por separado. Empezamos por el primero.

Evidentemente, como #gfp < py ptiene soporte compacto, podemos aplicar la desigualdad
de Holder

[ 1Dur aae) < Jswp 05 ([ 10uP s ) < o0,

Para controlar el segundo sumando, tomaremos un numero ¢ con s < ¢ < ¢; a determinar y
distinguiremos entre entornos del origen y entornos del infinito. Veamos primero el caso acotado.
Para ello, fijemos un disco D C C y actuemos como sigue

/D | T(T) 006(T) |* dA(z) = / LT(D)|F |006(W) " |J(0) [ dA(2)

(/D|J<\If>uaa¢<w>\qdz4<z>);(/u 52 qag) )
:(/d)(mmamm ) (/|J (z))q; A

donde hemos usado la desigualdad de Hélder en la segunda linea y el teorema del cambio de
variables en la ultima. Del Corolario 4.6 sabemos que A < oo. Para obtener B < 0o, debemos
seleccionar sy gcon 1 < s < ¢q < q1 := tales que

IN

1+Kp
-1 q—1 K

< < .
K-1 Sq—s K-—-1

Por un lado, la desigualdad de la izquierda nos es indiferente ya que sg%}g > (. Por otro lado, la

desigualdad de la derecha es equivalente a

< ak

§< ——m—.

14+qgK —q

Con ello aseguramos que B < oc. Por lo tanto, log (9%) € W*(C) para toda 1 < s < #ﬁg_q.

Veamos que ocurre en los entornos del infinito. De (4.15) sabemos que 00¢ es la transformada
de Beurling de una funcién de L%(C) con soporte compacto. Por lo tanto, tenemos que

C

|wl?

|00¢ (w) | < siJw| > Mi(p) .

Asi mismo, como ¥ es solucién principal (U = z 4+ Ch con supp(h) C supp(u)) tenemos que

z .
w2 B 2> () v

[J (W) (2)| <2 si [z] > Ms(p) .
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Usando estas desigualdades obtenemos

170 () 1906 ()| <
si |z| es suficientemente grande. Por lo tanto
/ | () 006(0) | dA(2) < / L_dA(z) < oo
|z|>M >M | 2]
De esta forma vemos que log (W) € W#(C) para toda 1 < s < 1+(q1[f§*q'

Para terminar la prueba, solo hemos de observar que la funcién

qK

f(Q):m

es creciente con respecto a q. Por ello, tomando ¢ tan cercana a ¢; como queramos, podemos

K ,
tener s tan cercana a - e—— como deseemos. Asi probamos que log (V) € Whs (C) para toda
g K _ pK? ,
I<s<y Tk~ TR tal y como queriamos demostrar. O

Destacamos que hemos alcanzamos la regularidad para log (0V ) cuando el coeficiente u €
WLP(C) con p < 1+ k. Es decir, sin tener garantizada la invertibilidad del operador Id — BB
en LP(C). Esto es cuanto menos sorprendente ya que log(0W¥) satisface la Ecuacion de Beltrami

dlog (OV) = pdlog (OV) + Ou.
O equivalentemente, tenemos que
(Id — uB) dlog (0V) = Opu

donde el operador de Beltrami podria no ser invertible. Afortunadamente, el estudio del homeo-

morfismo ¢ € VV;C2 (C) nos ha permitido superar la dificultad que representa que el operador

no sea invertible cuando p <1+ k.

Problemas Abiertos 4.10.

. . K2 _y
» Determinar si el exponente s, = m del Teorema 4.9 es dptimo.

n Fatender los resultados de esta subseccion a la Ecuacion de Beltrami Generalizada.

4.2. Coeficiente con Regularidad Sobolev Fraccionaria.

Como ya indicamos al inicio del capitulo, en esta seccion refinaremos la implicacién
pw e VMO, (C) — log(0¢) € VMO(C),

dada por Hamilton en [19], donde ¢ € VV;DCQ((C) es la solucion principal de la Fcuacion de
Beltrama

0 = poo.
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Lo que pretendemos es alcanzar la implicacion anterior cambiando el espacio VMO, (C) por el

espacio W&%® (C) con o < 1. Sabemos que el caso a = 1, es decir u € W12 (C), se alcanzé en
[11] gracias a la identidad _
dlog (0¢) = pdlog(0¢) + O, (4.20)

y a la invertibilidad del Operador de Beltrami
Id — uB: L*(C) — L*(C) .
Observemos que el método de interpolacién compleja [37] nos asegura que
[BMO, W], = W2/

para todo 0 < a < 1. Asi , nuestro objetivo puede verse como una version interpolada de los
resultados de [19] y [11].

Para lograr nuestros propdsitos, nos apoyaremos en unas modificaciones de la identidad (4.20)
y del operador de Beltrami. Concretamente utilizaremos la igualdad

Li_o (Id — pB) D'™* (Ry 4 iR5) (D*log (0¢) ) = (R1 — iR2) (D)
y la invertibilidad del operador
Ii_o (Id — uB) D' : L= (C) — L= (C) .

que veremos mas adelante. Recordemos que los operadores I3, D? y R; ya fueron definidos en
los Preliminares. Si para la invertibilidad del operador de Beltrami, por ejemplo en L?>~¢(C), se
requiere la compacidad del conmutador [, B] en L?*~¢(C), para nuestro operador necesitaremos
de la compacidad del conmutador [u, D*] en cierto espacio LP. Al contrario que en el caso
a = 1, en nuestro conmutador no aparece la Transformada de Beurling y por lo tanto podemos
estudiar su compacidad en cualquier espacio R™ con n > 2 y no solo en el plano complejo.
Concretamente tenemos el siguiente resultado que serd el nticleo de nuestro trabajo ya que a
partir de el alcanzaremos el resto de resultados.

Teorema 4.11. Sean € (0,1) y b € Wf’"/B(R"). Entonces, el conmutador

[b, D] : L+% (R") — LP(R")

n

es acotado y compacto para todo 1 < p < 5

De hecho, de la compacidad del conmutador [b, D%| podemos demostrar, a su vez, la compa-
cidad de los conmutadores del tipo [b, K] donde K es cualquier operador de Calderon-Zygmund
de convolucién. En particular cuando K = B es la transformada de Beurling. Concretamente
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.12. Sean 3 € (0,1), b € W™ P(R™) y K un operador de Calderon-Zygmund de
convolucion. Entonces, el conmutador

(b, K]: WPP(R™) — WFP(R")

n

es acotado y compacto para toda 1 < p < 5

89



Para ver la validez del corolario solo hay que observar, por un lado, que b € VMO(R"™) y
por lo tanto el conmutador
(b, K]: L*(R") - L°(R") (4.21)
es compacto para toda s € (1,00) gracias al Teorema 2.21 (ver [43]). En particular, para 1 <
s=p< % Por el otro lado, tenemos la siguiente identidad de operadores

(K, b] = IsK [D°,b] + Is[K,b] D + I [b, D’] K.

Asi, la compacidad del conmutador [K, b] : WPP(R") — WH?(R") se sigue rapidamente de
(4.21), del Teorema 4.11, de la continuidad de los operadores de convolucién de Calderon-
Zygmund (en los espacios medibles L* y en los espacios de Sobolev Fraccionario W#?) y de la
continuidad de los operadores

I WO (R") — Lw-s (R")
Ig: IP(R™) — WPP(R™)
DP . WPP(R™) — LP(R")
para toda 1 < p < % donde II representa a la inclusion de espacios. Una vez hemos obtenido

la compacidad del conmutador en el espacio LP(R™) y en el espacio homogéneo W#?(R") au-
tomaticamente se alcanza la compacidad en el espacio de Sobolev Fraccionario W#?(R") tal y
como nos asegura el corolario.

En particular, tomando n = 2, R? = C y K = B la transformada de Beurling, el corolario
anterior nos asegura que el conmutador

(i, B]: WO (C) — W (C)

es acotado y compacto para toda @ € (0,1) y toda 1 < p < £ cuando p € W*?*(C). De
esta forma, si ademds suponemos que p € L (C) con ||pu]lec = k < 1, podemos demostrar la
invertibilidad del operador de Beltrami Generalizado en ciertos espacios de Solobev Fraccionario
tal y como nos asegura la siguiente proposicion.

Proposicién 4.13. Sean a € (0,1) y dos coeficientes de Beltrami u,v € f’z/a(C) N L>(C)
con |||p| + V||| = k < 1. Entonces, el operador de Beltrami generalizado

Id — uB — vB: W (C) - W (C)

es acotado y continuamente invertible para toda 1 < s < %

Observemos que la invertibilidad es andloga a la alcanzada en el capitulo anterior para
o = 1. Al igual que en dicho caso, el operador no es invertible en el espacio W*?/%(C) con lo
que volvemos a perder el extremo de la integrabilidad. Ademas, esta invertibilidad nos permitira
saber que regularidad podemos esperar de las soluciones de la ecuacién (1.6) como veremos a lo
largo de las proximas subsecciones.

Para facilitar la lectura de la seccién, pospondremos la demostracion del Teorema 4.11 'y
de la Proposicion 4.13 a la ultima subseccion. Ademas, para la Proposicion 4.13 daremos dos
demostraciones distintas; una basada directamente en el Teorema 4.11 y otra usando el Corolario
4.12. En lo que sigue, supondremos que el Teorema 4.11 y la Proposicion 4.13 son ciertos y los
usaremos cuando sea necesario.

Hemos dividido la secciéon como sigue.
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= Subseccién 4.2.1 Logaritmo de la Derivada de la Solucion Principal de la Ecua-
cién de Beltrami. En esta subseccion daremos un refinamiento de la implicacién (4.2)
dada por Hamilton en [19]. Ademds comentaremos porque los métodos utilizados fallan
cuando ¢ es la solcuién de (3.2) o de (1.6).

= Subseccién 4.2.2 Soluciones de la Ecuacién de Beltrami Generalizada con Coe-
ficientes Fracionarios. Mostraremos que regularidad podemos esperar de las soluciones
de la Ecuacion de Beltrami Generalizada (que no para log (0¢)).

= Subseccién 4.2.3 Demostracion del Teorema 4.11 y de la Proposicién 4.13. Nos
limitaremos a dar las pruebas de ambos resultados. Con ello cerramos el capitulo.

4.2.1. Logaritmo de la Derivada de la Solucion Principal de la Ecua-
cion de Beltrami.

Nuestro propdsito es conocer para que valores de o < 1 podemos llegar a demostrar la
implicacién

p€ WeHe(C) — log (0¢) € W*?*(C) . (4.22)
De momento, asumiremos que p € C2° (C). Entonces sabemos que la solucién principal ¢ de
¢ = pdg

pertenece a C* (C) y su derivada cumple [0¢| > 0. Ademds, como ¢ = z + C((Id — uB)~! t)
con /1 con soporte compacto, también tenemos que log (0¢) € Cg° (C) y satisface

(Id — uB) dlog(0¢) = Ou (4.23)

donde B es la transformada de Beurling. Para que en el lado derecho aparezca la derivada
fraccionaria D, usaremos la representacion de la transformada clasica de Riesz en la banda
de Fourier. Es decir Rju (§) = —@%ﬂ({) Recordemos que para esta transformada tenemos

1
ou = —§Dl_a (Rl + ZRQ) D%y y

1
ou = —§D1—a (R1 — iR2) D*u

para todau € C2° (C). Ademsés, los operadores R1+iRs : LP — LP son continuamente invertibles
toda p € (1,00). Por lo tanto, la ecuacién (4.23) puede escribirse como

(Id — uB) D' (R + iR,) D*log (0¢) = D'* (Ry — iRy) Dy,
y aplicando el potencial de Riesz adecuado tenemos
I_o (Id — uB) D' (Ry + iRy) D*log (0¢) = (Ry — iRy) D*p.
Asi, siempre que tengamos la invertibilidad del operador
Ii_o (Id — pB) D" : La (C) — La (C)

podremos relacionar univocamente las derivadas fraccionarias D%u y D®log (0¢) (al menos si
€ CX(C)) . De esta forma, para lograr nuestro objetivo, debemos demostrar que el operador
es invertible y que la relacion se mantiene atin cuando i no sea suave. Para la invertibilidad
hemos alcanzado el siguiente resultado.
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o2
Proposicién 4.14. Sean o € [3,1) y p € W '°(C) tal que ||p|l, = k < 1. Entonces, el

operador , ,
I o (Id — uB) D : La (C) — La (C)

es continuo e invertible.

Observacion 4.15. La condicon o > % es una consecuencia de las herramientas utilizadas. En
. . . 1—a, —2—
la demostracion del resultado necesitaremos del embedding W/ C W ™*T=a | el cual solo es

cierto si o > % De hecho, si a = % el embedding se convierte en una igualdad.

Demostracion de la Proposicion 4.14. Reescribamos el operador como

Lo (Id —puB) D' =1Id — I, ,uD'" B
=1Id — puB + (p— LapuD") B
=1Id — puB + (LoD — L_opuD"™™) B
=Id — pB + I1_o (D" *u — pD'"*) B
=1Id —puB + I, [Dl_a, u] B,

Como p € WCO"Q/O‘((C) C Wl_o"ﬁ, podemos aplicar el Teorema 4.11. Asi, el conmutador
(D' pu]: L& — L2 es compacto y como los operadores I;_o : L* — La y B: La — La son

a2
continuos, el ultimo término del lado derecho también es compacto. Ademés, p € W.'> C VMO
con ||pulle = k < 1y por lo tanto el operador Id — uBB : LP — LP es invertible para todo
p € (1, 00). En particular para p = % Entonces,

Ii_o (Id — pB) D"* : La (C) — La (C)

es un operador de Fredholm por ser suma de un operador invertible y un operador compacto.
Un simple argumento de homotopia muestra que es de indice nulo. A continuaciéon veremos que
el operador es inyectivo.

Sea F' € La tal que I;_g (Id —uB) D'Y*F = 0.SiF = I, ,(f)con f € L? tenemos que
Liio (Id —pB) f = 0. Asi f = 0y por lo tanto F = 0. Si F € La \ I;_o (L?), obtendremos
que

F = I, ouD" °BF.

Equivalentemente
F — uBF = 1,_,[u, D*"*|BF

Entonces, F es de la forma F' = (Id — uB)™'I;_,(L?). Si demostrdsemos que
Id — pB: I (L?) — Lo (L?)

es invertible, tendremos que F pertenece a I;_, ( L?) y por lo tanto, F' = 0. Esta invertibilidad
2

l—a,——
se sigue de manera inmediata de a > 1 y de la Proposicién 4.13 (ya que p € W ' (C)).
Con esto terminamos la prueba. O

2

Una vez la invertibilidad del operador Ij_o (Id — uB) D'~ : La (C) — La (C) con p €
o2/e (C) y a > 1 ha sido demostrada, solo nos quedard probar que la implicacién (4.22) sigue
siendo cierta atn si p ¢ C2° (C). Esto lo vemos en el siguiente resultado.
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Teorema 4.16. Sean a € [5,1) y un coeficiente de Beltrami p € W (C) N L2(C) con

lit]|oo < k < 1. Supongamos que ¢ es la solucion principal de la Ecuacién de Beltrami

06 = pog.
Entonces, log (0¢) € W% (C).

Demostracion. Asumamos en un primer momento que p € C° (C), luego actuaremos por den-
sidad. Por los pasos dados al inicio de la subseccién sabemos que

I (Id — uB) D'~ (Ry +iR2) (D%g) = (R1 — iR2) (D)
donde 0¢ = e9. Ademas, gracias a la Proposicion 4.1/ y a la invertibilidad de los operadores

R1 £ 1R,, el operador

2

T = (Ry —iRs) " [1_o (Id — uB) D' (Ry + iRy) : L& (C) — La (C)
es invertible con el siguiente control de normas.

17l 2 ) S o (Id = pB) D2 2 < canllBll 2 o 1D ull 2

2 @)L= L2 (C)=La(C) L3 (C)

Es decir, HT”LaﬁLi < Cakl|D*0|l, 2. Es mds, por el Teorema del Grafo Abierto, T' tiene un

operador inverso continuo 77! y su norma estd acotada por Cy||D%u|| 2. Es evidentemente
2 2 Lo
que T-1: La — La se define como
T7Hf) = (R +iR) ' 1_o(Id — uB) ' D' (R, — iRs).
Asi, como T (D%g) = D*11 o equivalentemente D®log (0¢) = T~ D%, obtenemos la cota
1D log (98)] 2 < Ca 1Dl 2
Con lo que demostramos el resultado cuando p € C° (C).

2
Para extender el resultado a pu € W, =(C) actuamos por densidad. Fijada u € W 2/ “(0),
consideramos una sucesion de funciones suaves pu, de soporte compacto tal que p,, — p en la
topologfa de W y tal que ||in|loo < |litllsc =: k < 1. Tomemos ¢, como la solucién principal

asociada a cada coeficiente p,. Ya hemos visto que si g, = log (0¢,,) entonces
(Id — p,B) D' (Ry +iRy) D*g, = D' (Ry — iRy) (D) -

Si para cada n € N definimos T, := (Ry — 1Ra) '[1_o(Id — p,B)D'"*(Ry + iR3), entonces
podemos interpretar la linea anterior como

T (gn) = D%hin -

Donde sabemos que T;, : L?>%(C) — L*%(C) es continuamente invertible con constantes que
solo dependen de «, ||ttnlloo ¥ ||ttn|lyya2/a. Por lo tanto

I 9n lhpazrae) = 1 Dall, 2 o) = I (T, ) (D) |2 ¢

Ol il HunHWw/a) 7,07 i
C(a, Nnllos Niallwere ) 1Dl 2

IN

< Cla, ullos ellwazra) -
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Lo que implica que g,, es una sucesion acotada de W2/ *(C). Por el Teorema de Banach-Alaoglu
existe h € W*2/%(C) tal que
lm (g, ¢) = (h, ¢)

n—oo

para cada ¢ € Wens (C). Ademés, por la semicontinuidad inferior débil de la norma, tenemos
que

[ lliessoey = 1D,z o) < Hminf | D%, |2 o) < C(a lamllon ltallosre )

Por otro lado, ya sabemos que ¢, converge a ¢ en la topologia de V[/lif (C) para toda p < oo.
En particular, médulo subsucesiones, ¢, convergen a 0¢ en casi todo punto. De esta forma
gn convergen en casi todo punto a log (0¢). De aqui se sigue que log (0¢) = h y por lo tanto
deducimos que log (0¢) € W*¥*(C). Esto, junto con el resultado de Astala et. al. que nos
garantiza que log (0¢) € BMO(C) (ver [5]), nos asegura que log (9¢) € W% %(C). Con esto
finalizamos la prueba. O

Antes de cerrar la subseccién, mostraremos porqué el método anterior no funciona cuando
tratamos con log (9¢) cuando ¢ € W12 (C) es la solucién principal de una Ecuacidn de Beltrami
Conjugada o Generalizada.

Supongamos que tenemos p, v € C2° (C) y ¢ € C°(C) la solucion principal de la Ecuacion
de Beltrami Generalizada Homogénea

0p = pdp + v0p.
A continuacién escribimos 0¢ = 9. Entonces sabemos que g satisface la igualdad
09 = (Id — ve?™9C — uB)fl (O + Oves™?) .

Ahora actuamos como en el caso v = 0. Es decir, representamos las derivadas mediante la
transformada clédsica de Riesz y tomamos un potencial de Riesz adecuado. Asi podemos escribir

(Ri + iRy) D% =1, (Id — ve99C — uB)™ D" (Ry — iRy) Du
+ Lo (779 —vC — ,uBeg’g)_l D' (Ry — iRy) D*v.
Donde hemos operado en (Id — ve?9C — uB) ™" Ove?™9 a fin de obtener D*v (cambiando lige-
ramente al operador). En cualquiera de los dos sumandos del lado derecho, nos encontramos con
el término €979 que representa una dificultad que no hemos podido solventar. Efectivamente, si

intentamos estudiar la invertibilidad del operador mediante los métodos de la seccion anterior,
tarde o temprano necesitamos ver la compacidad del conmutador

[ved9C, D'*] : L=(C) - L*(C)
y del conmutador ,
[e979, D] : L=(C) — L*(C).
En ambos casos, para alcanzar la compacidad del conmutador primero necesitamos conocer la

derivada fraccionaria de e979. Por otro lado €979 = g—ﬁ y entonces, al menos formalmente, su
derivada fraccionaria D® seria del orden de

(03 _ 96D (33) — 36 D" (99)
D<w)” (06 )

(D105 (38) — D1og (96)) = 20 Tm (D" log (96)) -

99 99
99 99

Q

94



Es decir, para conseguir la compacidad de los operadores, previamente tendriamos que conocer
el valor de D*log (0¢) que es lo buscado.

También tenemos otra dificultad a la hora de llevar a cabo el argumento de densidad. Efec-
tivamente, si definimos p,, v, € C° (C) tales que p, — py v, — v en W2/ v consideramos
¢n € C*°(C) la solucién principal asociada a cada pareja p,, v,, necesitariamos conocer para
que valores p > 1 se cumple

— 0.
L?(C)

96, 09

Obn 09
Cosa que desconocemos. Por ello, tenemos que desistir de alcanzar un resultado parecido para
la Fcuacion de Beltrami Generalizada, al menos usando estos métodos.

Problemas Abiertos 4.17.
» Extender la implicacion (4.22) a valores 0 < a < 3.

» Extender los resultados de esta subseccion a la Ecuacién de Beltrami no Lineal (2.5) o al
menos a la Ecuacion de Beltrami Generalizada.

4.2.2. Soluciones de la Ecuacion de Beltrami Generalizada con Coe-
ficientes Fraccionarios.

Recordemos que al inicio de la seccién mostramos que si los coeficientes p y v pertenecen al
espacio de Sobolev Fracionario W¢' 2/e (C), entonces el Operador de Beltrami Generalizado

Id — uB — vB: W (C) — W (C)

es invertible para toda 1 < s < % Gracias a esta invertibilidad de los operadores de Beltrami,
estamos en condiciones de preguntarnos sobre la regularidad fraccionaria de las soluciones f €

W2 (C) de la Ecuacion de Belrami Generalizada

Of = pof +vaof +h

cuando p, v € W*P(C) con p = % Esta cuestion ya fue respondida, en parte, para el caso
ap > 2 por V. Cruz en [13]. En esta referencia, el autor llega a demostrar la implicacién

peWrr(C) = DéeW,”(C)
cuando ¢ es la solucién principal de ¢ = pd¢. Para ello, V. Cruz se basé en la igualdad
¢=2z+C((Id - wB)™! 1)

y la invertibilidad del operador en W®P(C) cuando ap > 2. Nosotros tenemos el siguiente
teorema para el caso ap = 2 y para cualquier solucién de la Fcuacion de Beltrami Generalizada.
Con su demostracién cerramos la subseccién.

2
Teorema 4.18. Sean o € (0,1), 1 < p < 2 y p, v € W."*(C) dos coeficientes de Beltrami

tales que || || + || |lo = k < 1. Entonces, para cada h € W*?(C), la Ecuacién de Beltrami
Generalizada

Of —pndf —vof=nh

95



tiene una unica solucion f tal que Df € W*P(C). Ademds

1D fllvirency < CllRllyiranc)

donde C' depende solo de k, H/LHWQ%(C) Yy HUHWQ%(C).

Demostracién. Como h € WP(C) con ap < 2 entonces h € L7 (C) gracias al embedding

de Sobolev. Por otro lado, como W/ “(C) € VMO, (C), existe una solucién f tal que f €
2p

Wh2=es (C) y ademés dicha solucién cumple

1D, 2, o) SC AL 2, < C lbllesey

C C

Observemos que [ € Wl y por lo tanto df = B(Jf). Entonces, (1.5) se puede reescribir
como

(Id — uB - VB) of = h.
Gracias a la Proposicién 4.13 y a que h € W*?(C), existe una tnica F € W*?(C) tal que
(Id — uB —vB)F = h.

Ademas, tenemos la estimacién ||F ||Wa,p((c) < C ||h||Wa,p(C) y por el embedding de Sobolev,

F e L%(C). La invertibilidad de Id — uB — vB en L%(C) nos asegura que F = Jf para
casi todo punto y por ende 0f € WP (C). La invertibilidad de B : WP — W*P y la igualdad
Of = B(0f) nos aseguran que D f € W*P(C). Finalmente tenemos

IDf lyrancy < CllIhiase)

tal y como deseabamos. O

2
Corolario 4.19. Sean o € (0,1), p, v € We."(C) dos coeficientes de Beltrami tales que || || +
V| e =k <1y f € W2 (C) una solucion de la Ecuacién de Beltrami Generalizada Homogénea

Of = puof +vof.
Entonces, Df € W*P(C) para toda p < %

Demostracion. Como en el Capitulo 3 (ver (3.9)), si localizamos F' = ¢ f con ¢ € C°(C) a
valores reales obtenemos que _ o
OF = noF + OF + H,

donde H = (f — V?) Op — pfop. Asi, si demostrasemos que H € WP(C) para toda p < %,
gracias al Teorema 4.18, tendremos que DF' € WP(C) para toda p < % y por lo tanto Df €
WiP(C) para toda p < 2.

loc

Veamos que H = (f — V?) Op — pfdyp pertenece a WP(C) para toda p < % Por un lado,
como p,v € W (C) ¢ VMO(C), ya sabemos que f € W21 (C) para toda ¢ < oo y por

loc

lo tanto f € WI(C) para toda ¢ < oo. Por el otro, de la definicién de H, es inmediato que

loc

H e W2P(C) para toda p < % finalizando asf la prueba. ]
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4.2.3. Demostracion del Teorema 4.11 y de la Proposiciéon 4.13.

Recordemos que el Teorema 4.11 nos aseguraba que para cada f € (0,1) y cada b €
W55 (R™), el conmutador

[b, D] : L+ (R") — L”(R")

es acotado y compacto para todo 1 < p < % La acotacién del operador se sigue de manera

inmediata a partir de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.20. (Desigualdad de Kenig-Ponce-Vega [24])
Sean B € (0,1) yl<p< 5- Entonces la desigualdad

ID?(f 9) = f D%gll, < CID" fl 2 llgll 2z -

n—pBp

se cumple para toda f,g € CP(R").

Demostracion del Teorema 4.11. La acotacién del conmutador [b, Dﬂ} puede verse como una
consecuencia de la desigualdad de Kenig-Ponce-Vega [24]. Esta nos asegura que dados g € (0,1)
y 1 <p < 3, entonces se cumple que

ID?(f g) = f D%gll, < CID" fl 2 llgll 2z -

n—pBp

se cumple para toda f, g € C°(R"). Para la compacidad, usaremos la caracterizacién de Fréchet-
Kolmogorov de los subconjuntos compactos de LP combinada con las propiedades de cancelacién
del ntcleo del conmutador.

Una vez hemos visto el resultado auxiliar sobre la regla de Leibnitz para la derivada fraccio-
naria, tenemos que el conmutador

[b, D?] : L7 (R") — LP(R")

admite una extensién unica. Ademas,

Bl
1. D21, 2t ey < € Iy ey
Como consecuencia, si b, € C°(R") es tal que nh_)rglo 1bn, — bHWﬁ,%(Rn) = 0, entonces
lim ||[b,, D] — [b, DP]|| _n» =0
n—o00 Ln=Pp (R")—LP(R"™)

Con esto, podemos reducir nuestra prueba a demostrar la compacidad para funciones b €
C>=(R™). Observemos que con esta reduccién, el conmutador Cy, = [b, D?] puede representarse
como un operador integral

Cuf (@) = bGa) PV [ Kay) (1) — £(5)) dy = PV. [ Kla) (F@) o) = b) S(0))
= PV. [ Ka.9) (bo) ~ b)) S(0) dy
— [ K f0)dy
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donde ) )
’C(ZL', y) = Cnﬂ ( |z(/y>_;|n(+12)

y el valor principal se ha eliminado gracias a la suavidad de b que asegura z +— K(z,y) es

integrable. Para que (), sea compacto, necesitaremos probar que la imagen mediante Cj, de la
np

bola unidad de L7=57 (R") es relativamente compacta en LP(R"). Definamos F como

F={Cuf + Il 2, ) < 13

El Teorema de Fréchet-Kolmogorov nos asegura que F es relativamente compacto si y solo si se
cumplen las tres condiciones siguientes:

(1) F es uniformemente acotado, i.e. sup,ez [|%[| Lrmny < 0.

(2) F decae uniformemente en oo, i.e. sup,cr [|% X|o>r||Lr(n) — 0 cuando R — oo.

(3) F es uniformemente equicontinuo, i.e. sup,¢ || (- +h) — ¥ (-)||zrny — 0 cuando |h| — 0.
En nuestro caso, todo elemento ¢ € F es de la forma ¢ = C,f con Hf||L np < 1. Asi, (1)

n—pBp (Rn)
se sigue automdticamente de la acotacién de [b, D?] : Lﬁ%p(R") — LP(R™).

A fin de probar (2 ), consideramos Ry > 0 para que supp(b) C B(0, Ry). En los puntos x
con |z| > 3Ry tenemos que

—1

Cof @)l < Mdy<c%/g<oa)|f(y)!dy§0Hb”"o BT, (424)

e [ +0

De esta forma, si R > 3R, entonces

/ Cy f(2)|P da: < CR||b||§O||f||pm,/ 270 4z 0 cnando R — oo
lz|>R n=fr Jiz|>R

P

uniformemente.

Para la prueba de (8), evitaremos usar el procedimiento usual de regularizar el nicleo
K(z,y) y daremos otro procedimiento basado en que ||K(z, -)|| L1 (rn) estd uniformemente acotado.
Evidentemente

K Mo = [

lz—y|<1

Kz, y)| dy + / K(z, )| dy

|lz—y|>1

< OV / 12—y dy 4+ O / o -y P dy
lz—y|<1 |lz—y[>1
IV HbHOO}
<C + =A,.
{ =5 " 3

Como consecuencia, gracias a la desigualdad de Jensen, tenemos que
1Cufllg < Allfllg; 1< g <00,

para Cy : LY(R") — L(R"), 1 < ¢ < 0.
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Una vez vista la integrabilidad del nicleo actuamos con las trasladadas de C}, como sigue

q

jCof+0)~ sl = [ ] [ 1K+ o)~ K | o

4
q

fg/(/ﬁﬂwMKu+nw»—K@wn@)(/ﬁax+hww—KwWﬂ@) dr
<@y [ ([IKe+h - K@) 1rwray
= 4y B [ 1)y

donde B(h) = sup, [[K(- + h,y) — K(,y)||1@n). Para estimar a B(h), tomamos un p > 0
arbitrario y escribimos

/]IC(erh, y) — K(z, )| d :/ Kz + h,y) — K(z, y)| da

lz—y|<p

s [l hy) — Kl de = (1) + (1),
lz—y|>p
La integrabilidad de K nos da que (1) es pequeno si p también lo es. Ciertamente

bl| o
[ Kl <ol oy do = 1Y s
lz—y|<p I

lz—y|<p p
Mas atin, si x € B(y, p) entonces = + h € B(y, p+ |h|) asi que

Vb fe'e) —
/ <\m¢+mwas/' K@+ h,y)|dz < ) %<wwmw@
z—y|<p

lo—(y—h)|<2p 1 -

Entonces, (I) < ¢e/((24)771) si p es suficientemente pequenio y |h| < p/2. Con ello fijamos p y
nos enfrentamos a (/7). Notemos que como |h| < p/2 y |x —y| > p, tenemos

1 1
K h)—K = |(b(y) — b h —
KCo.-4-1) = Ka)] = |006) = o + 1) (s — o)
1
Clh| 1]
<2|b|| oo ————— blloo————
< 2l + Vbl o
Entonces, como hemos fijado p = py/2,
dz dz
1) < C|b]||R] g T ClIVOllslh] [ ——
( ) “ ‘ > ‘l‘ _ y‘n+5+1 o—y[>p ’l’ _ y’n+,3
1] (HbHoo ||Vb||oo)
<C— + :
B\n™

Tomando |h| suficientemente pequetio, vemos que (I1) < &/((2A4)?71). Por lo tanto B(h) — 0
cuando |h| — 0 y asi tenemos que

ICof(-+h) = Cof ()|l = 0 cuando h — 0. (4.25)
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Llegados a este punto, la prueba de (3 ) es inmediata. Efectivamente, por (4.24) vemos que

ICufc+1) = G Ol = [ [Guf(a 1) = Cuf @) do

|z|<R
[ jasarn - i
|z|>R

<o+ 1) = Cuf ()P g R

+ Crlll ey, [ ol do
|lz|>R

n—pp

al menos para R > 3Ry. En particular, el ultimo término es pequeno si R es suficientemente
grande. Pero para esta R particular y usando (4.25), el peniltimo término también es pequenio
si |h| es pequenio. Por ende (&) se cumple y por lo tanto el teorema esta probado. O

A continuacién, demostraremos que el Operador de Beltrami Generalizado

Id — uB — vB: W (C) — W**(C)

es invertible para toda 1 < s < % cuando los coeficientes 1 y v pertenecen al espacio de

Sobolev Fracionario W (C) N L**(C) con |[|u| + |v|||o < k < 1. La primera referencia que
encontramos al respecto, fue dada recientemente por V. Cruz en en su Tesis Doctoral [13] cuando
v = 0. Concretamente, el autor llega a demostrar que si p € WP (C) N L> (C) con ap > 2y
lli]loo = k& < 1, entonces el operador es invertible para s = p. De esta forma, nuestro resultado
puede verse como una extension del suyo al caso ap = 2. Destacamos que la prueba de V. Cruz
se basa en demostrar previamente que el conmutador [u, B] : W*P(C) — WP con ap > 2 es
compacto cuando p € W2P(C) y ||u]loc = k& < 1. Nosotros hemos demostrado la invertibilidad
del operador en el caso ap = 2 usando dos caminos distintos; mediante los conmutadores del
tipo [u, Dﬁ} y mediante los conmutadores del tipo [u, B]. Comenzamos viendo la demostracién
mediante el primer tipo de conmutador.

Demostracion de la Proposicion 4.13 basada en el Teorema 4.11. Es sabido que la transforma-
da Beurling B preserva los espacios WO"S((C). Ademas u, v € WO"%(C) N L>(C) y por lo tanto
son multiplicadores puntuales de W®*(C) para toda 1 < s < % Esto puede verse en la referencia
[41] (ver pag. 250) o deducirse de la expresién para la derivada fraccionaria que introdujimos en

(2.1). Es decir,
DPu =PV / ulx) — uly)
c |z—ytP
Claramente, el operador Id — B — v B es inyectivo en Wa’s((C) y por el emelzobing de Sobolev,

su niicleo es un subconjunto de L7-as (C). Ademds, gracias a la inclusién W, (C) ¢ VMO(C)
2s
sabemos que el operador es invertible en L2-es(C) para toda 1 < s < %

Para logar la sobreyectividad (y con ello la invertibilidad), probaremos que Id — u B — v B es
un operador de Fredholm de indice nulo sobre W*#(C). Como ambas propiedades permanecen
invariantes bajo isomorfismos topoldgicos, podemos usar los isomorfismos

DY : W**(C) = L*(C) y
I, : L*(C) = W**(C),
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y con ello reducir nuestro problema a demostrar que
D*(Id — uB —vB)I, : L*(C) — L*(C)

es un operador de Fredholm de indice nulo. Esto se consigue de manera casi inmediata. Cierta-
mente _ —
DY(Id—uB—-vB)Il,=1d—D*(uB+vB)i,
=Id—uB—-vB—[D*puBI,— [D*v|BI,

donde Id — ;1B — v B es invertible en LP(C) para toda p € (1,00) con indice nulo. Observemos
que

Io: L’(C) = L=« (C) y B: L%« (C)— L7 (C)
son operadores acotados. Ademés, gracias al Teorema 4.11, tenemos que el conmutador [D%, u] :
L%(C) — L*(C) es compacto. Por lo tanto [D, u] B 1, : L*(C) — L*(C) es compacto al igual
que [D* v| B I,. Con ello vemos que el operador es de Fredholm y finalizamos la prueba. O

Destaquemos que usualmente la invertibilidad del operador de Beltrami se deduce de la
compacidad de los conmutadores [u, B] en los distintos espacios a invertir. Como ejemplo de
ello, tenemos los trabajos de K. Astala et. al. en [4], T. Iwaniec en [21] y V. Cruz en [13]. A
continuacion damos una prueba de la invertibilidad usando este tipo de operadores.

Demostracion de la Proposicion 4.13 basada en el Corolario 4.12. Para facilitar la lectura de
esta prueba nos resumiremos al caso ¥ = 0 y nos apoyaremos en los cédlculos realizados por
T. Iwaniec en [21]. Es decir, para cada N € N multiplicaremos Id — uBB por el operador
Py : WoP(C) — W*P(C), definido como

Py :=1Id+ pB+ (uB)* + -+ (pB)"7",

el cual es continuo ya que W® (C) N L>(C) es un multiplicador de W*?(C) para cada 1 <
p < 2. Entonces podemos razonar como sigue

(Id —puB) Py = Id — (uB)Y

=1Id — p’B* (uB)"? + p(p, Bl B (pB)"?

= Id — 1*B* (pB)" 7 + Ky »

= Id — p* B (uB)" 7 + p* ([, BB+ Bp,B])B(uB)" 7 + Ky o
= Id — 1> B? (MB)N_S + Ky_3 + Kn_3.

Asi, siguiendo esta descomposicion, concluimos que

N
(Id — uB) Py = Id — pV BN + > Ky_,
n=2
donde para cada 2 <n < N (dentro de Kx_,) interviene el conmutador [u, B] el cual sabemos
que es compacto gracias al Corolario 4.12. Por lo tanto > Ky _,, es compacto. Ademads, también

sabemos que
Id — pB: W*P(C) - WP (C)

es inyectivo porque lo es en LP (C) gracias al resultado de T. Iwaniec ya que p € VMO(C).
Un simple argumento de homotopia nos asegura que es de indice nulo. Entonces, una vez que
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demostremos que Id — pVBY : WP — WP es invertible para alguna N € N suficientemente
grande tendremos que Id — uBB : WP — WP es un operador de Fredholm, de indice nulo e

inyectivo, y por lo tanto invertible.

Veamos que Id — pNBY : WeP(C) — W>P(C) es invertible para cada 1 < p < % para
alguna N € N suficientemente grande. Para ello veremos que ||u” BY |y es pequenia a partir
de alguna N. Por un lado, como W®*%(C) N L>(C) es un multiplicador de W*?(C) cuando
l<p< %, tenemos el siguiente control de normas

F™ (B F) Nl < (1™ iy + 107 ) 1™l -

Ademds, gracias a la referencia [38, Pag 315; 5.3.2/4] sabemos que || || yyazre < |0l X7 ol prenzse
y por lo tanto

1Y (BY ) e < N0l (lillazse + Helle) |87 F [l -

Por otro lado, usando la transformada de Fourier, el nicleo de las iteradas de la transformada

de Beurling viene dado por
(_ 1)N EN—I

T AN+1°

Asi, es facil demostrar (ver [14, Pag 1222-1223]) que

bN(Z) =N

1BY fllyyer < CN? U llyyas -

Entonces, finalmente llegamos a

[ (BYf) e < C N2 EY (o + Tatlloe) 1S i

cantidad que tiende a 0 conforme N tiende a oco. De esta forma concluimos que el operador
Id — pNBYN : WP — WP es invertible. Con esto terminamos la prueba. O
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Capitulo 5

Ecuacion en Forma de Divergencia.

Nuestro propésito principal en este capitulo consiste en analizar que regularidad extra (de
orden fraccionario) podemos esperar de las soluciones débiles del siguiente sistema eliptico en
forma de divergencia no lineal,

divA(xz, Du) = div@ en (2,

donde €2 C R™ es un dominio, u: 2 - R, G: Q - R"y A: Q x R* — R" es una funcion de
Carathéodory con crecimiento lineal. Recordemos que esto significa que existen unas constantes
(, L,o>0y0<p<1tales que

(A1) (A(z, &) — A(z,n), & —n) >0 —nl,

(A3) [A(z, &) < 0 (& + |€P)2,

para todo &,n € R" y para casi todo x € 2. Es evidente que no podemos esperar una regularidad
extra de las soluciones, ain cuando GG sea suave, a menos que asumamos alguna condiciéon en
la dependencia respecto a = del operador A. Por ello, deseamos encontrar condiciones sobre
A bajo la cual la regularidad fraccionaria de G se transfiera a Du sin pérdida en el orden de
diferenciabilidad.

Sabemos que en el caso planar (n = 2), cuando el operador A(x,¢) tiene una regularidad de
tipo Sobolev fraccionaria WP, se aprecian diferencias significativas dependiendo de la cantidad
ap. Concretamente

» Si ap > 2, entonces G € W4 implica Du € W*? para cualquier ¢ < p (véanse, por
ejemplo, las referencias [14] y [31]).

» Si ap = 2, entonces G € W4 implica Du € W4 para todo ¢ < p, pero no para q = p.
2

La razon de esta pérdida, en el extremo ¢ = p, es que un coeficiente en Wﬁf no implica
necesariamente que la solucién tenga derivadas acotadas. Algunos resultados precisos en
esta direccion han sido dados en [11] (para @ = 1) o en [7] (para 0 < a < 1).

= Siap < 2, entonces G € W™ implica Du € W*? para q < gy donde gy depende de la
constante de elipticidad, y es tal que gy < p. Ver por ejemplo [11] para el caso o = 1, y
[12] para 0 < a < 1. Esta ¢y coincide con la gy del Capitulo 3 en el caso a = 1 y difiere
cuando 0 < o < 1.
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Aunque los resultados mencionados arriba se realizaron en el ambito de las Ecuaciones de Bel-
trami, hemos visto (Subseccidn 2.4.3) que estas ecuaciones son equivalentes a un sistema en
forma de divergencia donde A(z,&) = A(z){ para alguna matriz A(z). Por otro lado, avances
recientes para el sistema no lineal en dimensiones superiores sugieren que la linealidad no ha ser
una restriccién. Como ejemplo de ello tenemos las referencias [16], [33] y [34] donde alcanzan
resultados similares cuando A tiene un crecimiento superlineal. En estos trabajos, la diferencia-
bilidad méaxima se obtiene a partir de una condiciéon puntual para derivada respecto a la variable
x del operador A. Mas precisamente, para funciones de Carathéodory A con crecimiento lineal,

se asume que existe una funcién no negativa g € L} (£2) tal que

Az, €) — Ay, )] < |z -yl (g(x) + g(9)) (& + |EP)? . (5.1)

para casi todo z,y € Q, y todo £ € R™. Bajo esta condicidn, las soluciones de (1.2) con G = 0
fueron consideradas en [34] donde se ve que Du € W,2P para todo p < 2.

Dado que nuestro interés se centra en regularidades fraccionarias, lo primero que hemos de
hacer es modificar la condicién (5.1) al 4mbito fraccionario. Para ello, suponemos que existe
n
«@

g € L () tal que

A2, &) = Ay, ©)] < o —y|* (g(x) + g(v)) (& + [€]*)7 . (5.2)

para casi todo z,y € €, y todo { € R". Esto nos asegura que z — A(z,§) € F2 _ (Q)

localmente (véase [27] para mas detalles). Gracias a ello conseguimos una mejora de regularidad
para las soluciones en términos de los espacios de Besov-Lipschitz locales By ;. (€2). Recordamos
que la deficion de By, (€2) y el significado de local ya fueron introducidos en los preliminares,

concretamente en la Seccion 2.1.

Teorema 5.1. Sean 0 < a < 1 y A satisfaciendo (A1), (A2),(A3). Supongamos ademds que
existe una g € La () para la que A cumple (5.2). Entonces, existe un nimero py = po(n, o, £) >
2 tal que siu € W22 (Q) es una solucién débil de

divA(x, Du) = 0,

entonces Du € By .. (Q), para cualquier 2 < p < min{%,po}. Ademds, si A es lineal en Du,

es decir, A(x,§) = A(x)§, entonces el resultado se cumple para toda 2 <p < .

Observemos que el Teorema 5.1 se cumple incluso para valores p > 2, esto es, para valores
diferentes a la sumabilidad natural de A. La razén para esto es una version no estandar de la
desigualdad de Caccioppoli que dimos como Lema 2.32 en la Subseccion 2.4.2. Al mismo tiempo,
el Teorema 5.1 parece estar en contraste con los resultados de [33]. De hecho, la condicién (5.1)
describe completamente a las ecuaciones con coeficientes en el espacio de Sobolev W™ es decir,
el espacio de Triebel-Lizorkin F, , (véase [27] para mas detalles), y asi en [33] la escala Triebel-
Lizorkin se transfiere adecuadamente desde los coeficientes a la soluciones. No obstante, merece
la pena comentar que existe un salto entre (5.1) y (5.2). Efectivamente, la condicién (5.1) nos
senala que la aplicaciéon x — A (z, &) pertenece a la clase de Triebel-Lizorkin F,;Q, mientras que
(5.2) nos indica que la pertenencia es a la clase F' = - Por ultimo, comentar que el valor py que

aparece en el resultado anterior (y las py que apareceran en los siguientes resultados) es diferente
del valor py que aparecié en el Capitulo 3y no deben confundirse.

Lamentablemente, los métodos utilizados en la prueba del Teorema 5.1 no extienden a los
andlogos de (5.2) para Fg 4 con g < oo. Sorprendentemente, el ambiente Besov se adapta mejor
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en este contexto. Para ser precisos, dados 0 < a < 1y 1 < ¢ < oo diremos que se satisface
(A4) si existe una sucesién de funciones medibles no negativas g, € L= () tal que

S hgrlidy g < o0
k

y que al mismo tiempo cumpla

Az, €) — Ay, )] < o — yI* (gu(z) + gely)) (1 + |€]2)?

para cada £ € R" y para casi todo z,y € Q tal que 27% < |z — y| < 277, Esto lo escribiremos
brevemente como (gi)x € ¢4(L=) (Q2). Si A(z,€) = A(x)¢ y Q = R™ entonces (A4 ) asegura que
las entradas de A pertenecen a B% (€2) tal y como podemos ver en la referencia [27, Theorem
1.2]. Bajo la condicén (A4), hemos alcanzado el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Sean ) < o < 1y1 < ¢ < oo. Asumamos ademds que A satisface (A1), (A2), (A3)
y (A4). Entonces, existe un nimero pg = po(n,o,l) > 2 tal que siu € W'liCZ(Q) es una solucion
débil de

div A(x, Du) = 0,

entonces Du € By .. (Q) para todo 2 < p < min{Z, po}. Ademds, si A es lineal en Du, es decir
A(x,§) = A(z)€, entonces el resultado se extiende a toda 2 <p < Z.

Observemos que el Teorema 5.2 generaliza al Teorema 5.1 ya que (5.2) implica (A4) (cier-
tamente F¥ _ C B% _ ). Sin embargo, la situacién cambia drésticamente si miramos la ecuacién

no homogécﬁea (1.2). Principalmente, aparecen dificultades con el tercer indice g debido a que si
1 <p<2yp,= ;L entonces el embedding By, C LP= solo se cumple si 1 < g < p?, y falla

n—ap’

en el resto de casos. Para el sistema no homogéneo hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Sean 0 < a <1 y 1 < q < oo. Supongamos ademds que tenemos dos funciones

we W (Q)yG e L2, () que cumplen el sistema (1.2) donde A satisface (A1), (A2), (A3), (A4).

loc loc
Entonces, eziste un nimero py = po(n,o,l) > 2 para el que se cumple la implicacion

Ge By, (%) — Du € By

,q,loc (

)

para todo p € (max{p), 24}, min{2,po} ).

Los tres resultados anteriores son fuertes, en el sentido de que no podemos esperar que Du
pertenezca a un espacio de Besov Bf,g, (Q) para alguna 8 > « (como puede verse a partir
de la configuracion con coeficientes constantes). Ademads, nuestros argumentos muestran que la
restriccién pj < p < po puede eliminarse si A es lineal en la variable del gradiente. De hecho,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Sean 0 < a <1 y 1 < g < co. Asumamos también que tenemos dos funciones
ue W Q) yG e L2, (Q) que cumplen el sistema (1.2) donde A(x,€) = A(x)¢ satisface

loc
(A1), (A2), (A3) y que ademds las entradas de A(x) pertenecen a B% . Entonces, la impli-
cacion
Ge By, (%) == Du e By .. ()

p,g,loc

para toda max{1, ZL-} <p < 2.
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Desconocemos si los Teoremas 5. 2 5.3y 54 también son ciertos en el ambito de Triebel-
Lizorkin, es decir, reemplazando ¢4(La) por La (1) y B, por F2..

Las demostraciones de los Teoremas 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 se basan en el hecho de que los
espacios de Besov-Lipschitz BO‘ g ¥ los espacios de Triebel-Lizorkin F7 estan continuamente
incluidos en el espacio VMO de Sarason (ver [20, Prop. 7.12]). Sabemos que las ecuaciones
lineales con coeficientes VMO tienen una teorfa LP adecuada (ver [21] para n = 2 o [23] para
n > 2). Un caso de operadores de crecimiento no lineal puede encontrarse en [25] para

A(, €) = (A(x)€, )" A(x)¢

con 2 < s <n.

Recordemos que cuando s € [2,n] decimos que A :  x R" — R" es una funcion de Ca-
rathéodory de crecimiento s — 1 si existen unas constantes L, ¢, 0 >0y 0 < p < 1 tales que

(A1) (A(x, &) — Az, n), E—n) >o (P + |6+ )" Cle—nl?,
(A2) |A(z, &) — Az, n)| < L(+ €+ n]?) = & —nl,y

o\ 51
(A3) JA(z, &) < € (o +€7) "
El siguiente resultado serd nuestra herramienta principal a la hora de demostrar los Teoremas

5.1, 5.2, 5.3y 5.4. Este resultado puede verse como una version local no lineal del clasico teorema
dado por Iwaniec y Sbordone en [23].

Teorema 5.5. Sea 2 < s < n, y q > s. Asumamos que se cumplen (A1), (A2), (A3), y
también que x — A(x,&) pertenece localmente y uniformemente a VMO. Si u es una solucion
débil de

div A(z, Du) = div (|G " *G) (5.3)
con G € L} (Q), entonces Du € Lj, . (S2). Ademds, existe una constante X > 1 para la que se
cumple la desigualdad de Caccioppoli

1
][|Du|q < C(n,\ 0,0, L,s,q) (1+ |B|q/n][ |u|‘1_|_][ |G|q)
AB

para toda B con AB C ).

En la préxima seccién (Seccion 5.1) veremos la definicién precisa de pertenecer localemente y
uniformemente a VMO y daremos la demostracién del Teorema 5.5. Esta prueba esta inspirada
por [25] aunque con nuevas dificultades técnicas, las cuales surgen de la estructura puramente
no lineal de A. Ademas, el resultado tiene interés propio, especialmente por dos razones. En pri-
mer lugar, & — A(z,£) no es necesariamente C'. En segundo lugar, los términos independientes
permitidos no se restringen a medidas finitas. Bajo estas hip6tesis, en [30] y [31], se establecen
varias cotas interesantes sobre el tamano y las oscilaciones de las soluciones y su gradiente. La-
mentablemente, y en contraste al caso lineal, la ausencia de un operador autoadjunto presentan
un obstdculo para extender el resultado a otros valores de ¢q € (1, s).

El capitulo esta estructurado como sigue. En la Seccion 5.1 introduciremos la nocién de
pertenencia local y uniforme a VMO y probaremos el Teorema 5.5. En la Seccion 5.2 demos-
traremos el Teorema 5.1 y como esta prueba nos facilita la demostracion del Teorema 5.2. Por
ultimo, en la Seccion 5.3 demostraremos los Teoremas 5.2, 5.3 y 5.4 con los que finalizaremos
el escrito.
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5.1. Coeficientes VMO en R"

En esta seccion, asumiremos que n > 2 y que A : Q x R®" — R" es una funcién de
Carathéodory que satisface las propiedades (A1), (A2), (A3) introducidas anteriormente.
Ademas, queremos darle a A(z, ) una nocién de pertenencia local y uniforme al espacio VMO
con respecto a la variable z, lo que se traduce en un control sobre las oscilaciones. En similitud
con las funciones, dada una bola B C (2, denotamos el operador promedio de A en la bola B
como

hn(§) = f Ao, ) dr.
B
Es evidente que este nuevo operador Ag({) también satisface (A1), (A2) y (A3). Ahora

definimos |A(z, &) — Ap(€)]
v By _ T, — Ap S0 5.4
) = e e o

para cada x € ) y para cada B C §2. Observemos que en el caso particular de que A esté dada
por el peso del s-laplaciano, es decir A(z, &) = v(x) |£|* 72, tenemos que

Vi(z, B) = |[v(x) — sl

donde v = f,7(y)dy. Asi, una condicién razonable sobre v para que A(z,§) = y(z)|£]*2%¢
pertenezca a VMO, es que el valor medio de V (z, B) sobre B tienda a 0 conforme |B| — 0.
Basandonos en esta idea sobre el s-laplaciano, podemos definir una condicién V MO sobre fun-
ciones generales de Carathéodory A consistente en una versién uniforme de este hecho. Diremos
que x — A(x, ) pertenece localmente y uniformemente a V MO si para cada conjunto compacto
K C () se tiene que

lim sup sup fV(x,B)dx:O, (5.5)

B

R=0 (B)<R ¢(B)eK

donde ¢(B) denota el centro de la bola B y r(B) denota su radio.

Una vez hemos introducido la nocion de pertenencia local y uniforme a V' MO, solo nos queda
demostrar el Teorema 5.5. Para ello, necesitamos del siguiente resultado que nos asegura una
estimacion a priori para las soluciones débiles pertenecientes a W14 para alguna q > s.

Teorema 5.6. Sean ¢ > s y A que satisface (A1), (A2), (A3) y pertenece localemente y uni-
formemente a VMO. Entonces, existe un nimero A = X(n, s,q) > 1 con la siguiente propiedad.
Para cada xy € Q) eziste un nimero dy > 0 (dependiente de o,l, L, s,q,n, A y de xq) tal que
para toda solucién débil u € WH(Q;R) de

div A (z, Du) = div (|G| @) en €,

con G € L} (4 R), se satisface la estimacion

loc
1
/ |Du|qsc(gq+—][ ulr+ £ |G|q>
B, d? ) B, ABo

para cualesquiera 0 < d < dy, By = B(zg,d) y ABg C Q.

La prueba de este resultado sigue argumentos similares a los usados en [25]. Tras su demos-
tracion pasaremos a demostrar el Teorema 5.5.
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Demostracion del Teorema 5.6. Sea kg > 2 la constante dada por el Lema 2.12y considerpmos
d € (0,1) a determinar mas adelante. Sea ademéds una bola By = B(xg,d) tal que By =
(1 + %)koBo C €.

El primer paso de la prueba consiste en localizar el problema. Es decir, elegiremos un radio
arbitrario 0 < % < p <r <d,unas bolas B, = B(x, p) y B, = B(zo,r), y una funcién de corte

n:R" = Rtal quen € CPR"), x, <1 < xB, ¥ D1l < ‘;(T”;. Ahora, definimos w = 1* u.

Entonces, esta claro que w pertenece a Wh4(IR"), tiene soporte compacto contenido en B, y que
ademas se cumple

div A(z, Dw) = div (A(z, Dw) — A(x, nS/Du)) + div (A(z, n® Du) — n°A(x, Du))
+div(n*A(z, Du))
= div(A(x, Dw) — A(x,n* Du)) + div (A(z, n® Du) — n°A(z, Du))

+n° div(A(z, Du)) + D(n®*)A(z, Du). (5.6)

Por otro lado, para cada y € kyBg y para cada 0 < R < % consideramos Br = B(y, R). Asi,

BrC (14 %)k‘OBO C Q y entonces la cantidad

ho(©) = A@Od
Br
esta bien definida. De esta forma, denotamos por v a la tnica solucién del siguiente problema
de Dirichlet

{div Ap,(Dv)=0 z€ By 5

v=w x € OBgp.

Ahora, multiplicamos ambos lados de la igualdad (5.6) por v — w y, ya que v — w se anula fuera
de Bgr, podemos integrar por partes y asi obtenemos que

/BR <A(:p, Dw), Dv — Dw> - /BR <A(az, Dw) — Az, Du), Dv — Dw>
+ /B ) (A(z, 0" Du) = n*A(z, Du), Dv ~ D)
n / (A D, DO =) = [ DA Du)(w —w)
_ /BR <A(§c, Dw) — A(z, n° Du), Dv — Dw>/

+/ <A(x, n* Du) — n°A(z, Du), Dv — Dw)
Br

n / GG, D (v —w))) ~ | DA, Du)(v — w),

Bgr

donde, en la tultima igualdad, hemos usado que u es solucién de la ecuacién (5.3). Ademads,
gracias a que v es solucién del problema de Dirichlet (5.7), también tenemos que

/B <AB(DU) — Ag(Dw), Dv — Dw> = /B <AB(Dw), Dw — Dv>
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y por lo tanto
/ <AB(DU) — Ap(Dw), Dv — Dw>
Br
= / <AB(Dw) — A(z, Dw), Dw — Dv>
Br
+/ <A(9§, Dw) — Az, Du), Dw — Dv>
Br
v / <A(m, 0¥ Du) — i*A(z, Du), Dw — Dv)
Br
+ [ 166Dl w o)) = [ Dlr)AG. Duw o)
Br Br
< / A p(Dw) — Az, Dw)||Dw — Do
Br
+/ |A(z, Dw) — A(z, n* Du)||Dw — Dv|
Br
+ [ 1At Du) = hGe, Du)| |Dw - Dol
Br
+ [ 16 DG = o)l + [ DA Dullw ol
Bgr Br
Reescribimos la desigualdad anterior como
Lh<h+L+L+I1,+1I

y estimamos cada [; por separado.

Como s > 2, en virtud de la condicién de elipticidad (A1), obtenemos que
s—2

a/ |Dv — Dw|® < o / |Dv — Dw|? (0* + |Dv|* + |Dw|*) = < I (5.8)
Bgr Br

Por la definicién de V(x, B) (ver (5.4)), gracias a la condicién (5.5) y a las desigualdades de
Young y de Holder, acotamos a I; como sigue

I S/ V(z,B) (¢" + |Dw|2)% |Dw — D
Br

Se/ |Dv—Dw|5—|—C’(5,s)/V(x,B)S/ (0* + | Dw|?)2
Br B

§€/ |Dv — Dwl|® 4+ Cl(g, s) (/ V(x,B)ttf/s) t (/ (QQ+‘Dw‘2)§)t
BR BR BR

t

gg/BR ]Dv—Dw!s+C(a,s,t,£)( BRV(x,B))ttS (/BR(Q2+|Dwy2)é) . (5.9)

donde t > s es el exponente determinado por el Lema 2.27, € > 0 es un parametro que determi-
naremos posteriormente y hemos usado que la funciéon V(z, B) estd acotada en (2 gracias a la
condicién (A 3). Ademas, gracias a la condicién (A 2), la definicién de w, a la desigualdad de
Young y a las propiedades de 7, tenemos que

B<L [ 1Dw = Dul(@? + Dul? + Iy” Duf’) ¥ | Do~ Du
Br
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—L [ 1DW")ul(e? + |Duf + |Dw - DG uf) ¥ 1D - Du
Br
<cs.L) [ DO ulle-+ 1Dw] + (D )ul)* *| Do - Du

Br

<cls.2) [ D07l Do = Dl +els) [ 100 ulle+ Dul2 D0 - Du
Br

Br

<c [ 1pv-Dul o [ @+l + 2 [ (5.10)
Br Br (r—p) Br

donde €,0 > 0 serd determinada mas adelante. Ahora procedemos con la estimacion de I3. De
las propiedades de 1 y de la desigualdad de Young aseguramos que

I; < / |A(x,0)||Dv — Dw| + / |A(x,n* Du) — n°A(z, Du)||Dv — Duw|
Br\Br

- BrN(B,\B,)

< o) / Az, 0)" + C(e) / Az, " Du) — Az, Du)|”
BR\B’V‘ BRm(BT\BP)

R

—|—C’(5)/ |A(x, Du) — n°A(z, Du)|* + 5/ |Dv — Dw|®
BrN(B,\B,) B

< Cle,l,8)0" R+ C(e, L, s) / 1 Du— Dul” (¢ + [n* Dul + | Dul)* =2
BrN(B,\B,)
+C(e, ¢, 3)/ (1—775)8/|Du|8+6/ |Dv — Dw|®
BrN(B,\B,) Br
< Cle,l,8)0° R"+ Cle, L, ¢, 3)/ |DU’SXBT\BP + 5/ |Dv — Dw|?, (5.11)
BR BR

donde hemos vuelto a usar las condiciones (A2) y (A3). Aplicando la desigualdad de Young y
las propiedades de 7, tenemos que

L< / 771G Dv — Du| + / DG o — wl
Br Br

R® v —w|?®
<eg Dv — Dwl|® + ¢(e +1 / Gs—l—s/ —_—
/BR’ ’ ( >((T_p)s ) BR’ | Br Re

gs/ |Dv — Dw|* + ¢(e) (&H)/ IG[* + C(n, s)e/ |Dv — Duw|*,(5.12)
Br 58( )s Br

r—p Br

donde, en la ultima linea, hemos usado desigualdad de Poincaré-Wirtinger y la cota R < %.
Finalmente, en virtud de la desigualdades de Young y de Poincaré-Wirtinger junto a las propie-

dades de 7, podemos estimar

Iy < | |[D()|(e+ |Dul)**(e+ [Dul)lv — w]

< Dt D e+ D~
- 2 [ e 1w = Dl o+ 1Dule —
c(n,l, s)

< / Dw*(g + |Dul)fv — wl
Br

(r—p)
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c(n,t,s) N
TS [ (o POl e + 1Dul)fe v
(r=p) Jag
Sé?/ |Dv—Dw|s+J/ |Dw\s+C(n,£,a,€,s)L/ | Du|®
Br Br (r—p)* /B,
C 14 S RS
yEmanbs) . S)/ Juf* + CE——. (5.13)
(r=p)3  Jpa (r=p)
Combinando las acotaciones (5.8), (5.9), (5.10), (5.11), (5.12) y (5.13) concluimos que

0/ |Dv—Dw|5§5(5+C’(n,s))/ |Dv—Dw|5+20/ |Dwl* + —< /|u|8
Br Br Br (r—p)* Jg,

+c (/ V(x,B)) (/ (g+waP)é)
BR BR
+CLS/ |Du|5+c%/ |G|?
(T—p) Br 5 (T _p) Br

sRn—l—s
+c/ | Dul*Xg,\5, +c0"R"+C g
Br

(r—p)*
donde ¢ = ¢(e,0,s,n,¢, L). Eligiendo ¢ = o

m, podemos absorber la primera integral del
lado derecho de la desigualdad previa en el lado izquierdo. Asi obtenemos que

f/ |Dv—Dw|s§20/ Dl + — /|u|s
2 Bgr Br

Br (r—p)*

([ rem)” ([ o)

RS

d°k;
+c / |Du|s+c<—0+1> / |G|°
(r—p)* Jpg os(r — p)* Br

+ / | Dul|® + SR”+OQS i (5.14)

c ul®y co - :
b Koo =y

donde ¢ = ¢(o,0,s,n,¢, L). Consideramos la bola Bsg = B(y,0R) y observemos que

F1Dw— (Dwn <O f D0~ (Do)al+C(s)5" f |Dw = Do
Bsr Bsr

Br
Ahora, podemos acotar los dos términos del lado derecho con la ayuda de la estimacion (5.14)
y del Lema 2.29 tal y como sigue

5
f Dw — (Dw)pyyl* < (C(5)5° + 206™) f Dwf* + -© f u?
Bsr Br

Br (r—p)*

e (fviem) (o)

S

+co™" i ][ |Du|® +co™" (d F0 + 1)][ |G|°
(T_p)s Br (T_ Br

p)®
d°ks
_i_c(sfn ’Du|sXBr\Bp + CQS 57n 4 .QS 57nfs 0
Br

(r—p)°
Por la teoria clésica, ya que 2Br C ) y que u es solucién, tenemos

C
7[ |Dul® < —S][ |ul® + O][ |G|*
Bgr R Bagr Bar
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y por ende, de Byr C B, concluimos que

1D = (Du)s
Bsr

< (0% +o007") ][ |Dw|®
Br
dsk85—n—s 3 )][ < 5—71—8 B )][
te| —————+0" Gxg |’ +c|———=+0" uxg,|°
( (r - p)s B2R’ XB0| (r - p)s BQR‘ XB0|
res (f vieswac) " (f @+ ipur))
Br Br

d°ks
+C§n/ |DU|SXBT\BP T CQS (5771 =+ QS 677175 0
Br

ks ds5—n—s cé—n—s
Scé‘”][ Dw5+(co—+5_")][ G x5 S+< —|—5_")][ uxa. |’
w2 ey B Gy 0
s (7[ V(a:,BR)da:) t (][ (o+ |Dw|2)5)t
BR BR

d°k;
+65_n/ |DU|SXBT\Bﬂ + CQS §n + QS §on—s 0
Br

donde elegimos o = 0™, Ahora, tomando supremo sobre todos los posibles valores R €
(0, kod/d), obtenemos

M 4o a(Dw)(y)* < ¢6°° My(Dw)(y)* + 6" M(|Dulxy 5, (%)

e (% ' 5") MG xg, ) (9) + ¢ ((5_—[)) +5) M, (X, (¥)

+co™" (/\/lt(Dw)(y)s) sup <][ V(x,BR)dx>
0<R<kod/d Br
d°k§

Elevando a la potencia ¢ e integrando con respecto a y sobre kgBy, alcanzamos que

_"_ CQS 5771 _"_ QS (5777,75

IME (D)% 4y < 52 @) 8% M (D) [ ) + 6 M (1Dt )i,

—ngq

s 6 s 4 —ng
+o (W ) 1M (G xp ) o zny + € (W 0 )”MS(“XBU)HQL%R")

t—s

b e (MO g) sp s (f Vi Brae)
R

y€koBo 0<R<kod/§

+CQq|k30B0| 5%71(1—’_5—5 s
(r—p)

113



donde ¢ = ¢(n, s,q,¢, L,0,0). Usando el Lema 2.12 (1) y (2 ), obtenemos

[ Dw||%, (Bo) = C(n,s,q) 0° || Dwl|, —0—65 HLGI(Rn)
— 6;"‘1_q
s S —ng
tc <(ro_—p>q +0 ) HGXBOHLQ(Rn +c (m g ) HUXBOHLq (R")
e = (5.15)
*(IDwl,) swp sup V(z, Br)ds
y€koBo 0<R<kod/d Bgr

+CQq|/€0B0| 5—:q+8—8 .
(r—p)

Nuestro siguiente paso consiste en llevar los dos términos del lado derecho con Dw al lado
izquierdo. Esto lo haremos haciendo sus coeficientes lo mas pequenos posibles. Primero opera-
remos en el término C'(n, s, ¢) 6°? || Dw||7, g, Para absorberlo en el lado izquierdo, es suficiente

elegir ¢ tal que
1

[4C(n, s, q)]

Noétese que esta eleccién de § = §(n, s, q,a) > 0 es independiente de d. Entonces, teniendo en
cuenta que 0 ha sido fijada, la estimacién (5.15) se reescribe como

1
C’(n,s,q)(So‘q:Z — (=

|1 Dw|[%, By) =€ | Du XBT\B,,Hqu(Rn)

kg de q c
+c —(r—p)q +1 ||GXBQ||LQ(R")+ W+1 ||UXB0||LQ R")

t—s
=
+c <||Dw||qu(BO)> sup  sup (7[ V(z, BR)dx)
y€koBo 0<R<kod/d Bgr
d4
(r—p)

con constantes ¢ y ¢ que solo dependen de n, s, q, ¥, L,o pero no de d. Ahora, si kod <
entonces

+ c 0| kBy

d(x0,002)
2

t—s t—s
t t
sup  sup (7[ V(:C,BR)dSE) < sup sup (][ V(l‘,BR)dJZ>
yekoBo 0< R<kod/5 \.J By ye Bz, 20,0y 0<R<kod/5 \) By

y mas atn, de (5.5) tenemos que

t—s

t
lim sup sup <][ V(x,BR)dx> = 0.
d%OyEB(xO,M)O<R<kOd/6 Bg

En particular, d > 0 puede elegirse suficientemente pequena para que

t—s

t
¢ sup  sup (f V(x,BR)dx) <
y€koBo 0<R<kod/d Br

Observemos que la eleccién del valor d ciertamente depende de d(xo,00), A, o, ¢, L, s, q y t.
Sin embargo, esto nos permite insertar el término restante con Dw dentro del lado izquierdo.

=] =
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Entonces, de (5.15) y de nuestra elecciénde w, inmediatamente se obtiene que

da
/ | Du|? <27 / | Dw|? < c/ |Dul|? + ¢ (— + 1) |G|
B, B, B,\B, (r—p) Bo
+ ( ! +1) |ul + ‘J|B|( & +1>
c U co 0 :
(r—p) B, (r—p)e

Llenando el agujero, es decir, sumando a ambos miembros de la desigualdad anterior la cantidad

c/ | Du|?
B,

4
/|Du|q§19/ \Du|q—|—c( +1> ek
B B, (T_p)q Bo

1 - d?
+c —+1>/ ul? 4+ co?|B ( —|—1),
<<r—p>q 5, et Bl \ s

con 0 < ¥ < 1. Como la cota anterior es vélida para cualquier radio arbitrario % <p<r<d,
en virtud del Lema 2.30, concluimos que

1
. 1pulr < Cnot Los.a) (@u G+ 3 f |urq).
1B, By d? Jg,

Ya que By = (1 + %)kOBO, el resultado se sigue simplemente tomando A = 2(1 + %)ko. ]

obtenemos

Prueba del Teorema 5.5. Fijamos una bola Bgr(zg) € 2 con 0 < R < Ady donde A\ y dy vienen
determinados por el Teorema 5.6. También fijamos un nicleo suave ¢ € C°(B1(0)) con ¢ > 0
y [ B, (O)gb = 1. Con este nucleo, consideramos la familia de modificadores (¢.).~¢ y definimos

Al(x, &) = A(, &) x p(x) = . d(w)A(z—ew, §) dw

G. =G x* ¢,

donde tomaremos ¢ < dist(Bg, 0f2) positivo. Es relativamente ficil comprobar que de las con-
diciones (A1), (A2), (A3) se concluye que

55—

(H1) (Ac(z,€) —Ac(z,n) . E—n) 20 (2 + [P+ 0P)7 |n—¢P,
(H2) [Ac(z,6) — A, n)| <LIE—n| (2 + 1P+ n?) = .y

(H3) |Ac(z, &) < L(+ €))7
para todo &, n € R™ y para casi todo = € €2. Por otro lado, definiendo
|Ac (2, ) — Acpg (§)]

s—1
2

V.(x, Bg) = sup 5
640 (0 + |€]7)

y teniendo en cuenta que x — A (x, &) pertenece a C'*°, obtenemos que

donde A, p, (£) = ]i A (y, &) dy
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(H4) lim sup sup ][Va(a:,B)da::O.
B

=0 (B)<r ¢(B)eBr
Ademas, como A.(z, Du) € Lﬁ(BR), podemos dejar constancia de que
A.(z,Du) — A(z, Du) fuertemente en L5 (Bg) (5.16)
y como G € LY(Bpg), también tenemos que

G. — G fuertemente en L] (Bgr) . (5.17)

A continuacién, suponemos que u € VV&);(Q) es una solucion de la ecuacion (5.3) y denotemos
por u. € WH¥(Bg) a la tinica solucién del siguiente problema de Dirichlet

(Pe)

divA. (2, Du.) = div (|G.|"' G.) en By
U = U sobre 0Bpg .

Entonces, gracias a la teoria clasica, ya que © — A.(z,&) es C*°, sabemos que Du. € L9 para
toda ¢ > s.

Usando ¢ = u. — u como funcion test en las ecuaciones (Pe) y (5.3), obtenemos que

/BR <Ag(x, Du.), Du — Dua>d:v = /BR

/BR <A(:B, Du), Du — Du£>d:1: = /BR |G|S_1<G> Du — Du5>d:v

G.]* YG., Du — Dua>dx

Restando la segunda ecuacion a la primera tenemos

/BR <Ae(:v, Du.) — A(x, Du), Du — Dua>dx _ /

Bgr

<|Ga|5‘1GE GG, Du — Du5>dx (5.18)
Ademis, la desigualdad (H 1) nos asegura que
o / (0* + | Dul? + |Du.|?) 7" | Du — Du.|? dz
Bgr
< / <A€(x, Du.) — A.(z, Du), Du — Du€> dz
Br
= / <A(x, Du) — A (z, Du), Du — Du5> dx
Br

+/ (IG.I""C. — |GG Du — Du, )da
Br

< (/ |A(z, Du) —Ag(x,Du)]silda:) S (/ ]Du—Du€|Sd3:)s
BR BR

s—1 1

+(/ |G€—G|de> S (/ |Du—Du€|sdx)S, (5.19)
Bgr Br

donde hemos usado la identidad (5.18) y la desigualdad de Holder. Ahora, usando que s > 2y
aplicando métodos bien conocidos, de la estimacién (5.19) deducimos que

/ |Du — Du.|* dz < c/ |A(x, Du) — A.(x, Du)|+1 dz —i—/ |G — G°dx.
BR BR

Bgr
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Tomando limite cuando £ — 0 en la desigualdad anterior y recordando (5.16) y (5.17), deducimos
que u. converge fuertemente a u en W'*. Como el operador A, satisface (H1)-(H4 )y Du. € L¢
para todo ¢ > s, estamos legitimados para aplicar, a cada una de las u., la estimacién a priori
dada por el Teorema 5.6. Asi conseguimos que

/ |Du.|? < C (Qq—l—/ e |? -I—/ |G5|q> (5.20)
B, B)\p ka

para todo ¢ > s y para todo p > 0 con By, C Bg.

Llegados a este punto, definimos una secuencia decreciente de exponentes como sigue

qo = ¢q
G =rpty JEN

Observemos que g; ~\ 0, y por lo tanto, existe h € N tal que ¢, < s*. Ahora elegimos p = py,
suficientemente pequefio para tener M'p < R y consideramos r; = Ap. Como G € L4(Bg),
tenemos G € L%(Bpg) para toda ¢ € N y asi, podemos reescribir la desigualdad (5.20) como

sigue

. C,. . . .
/B Duft < S / e+ G, / GL[% + Cy 0¥ | oy

i+1 i1 Br

C,.
<=/
Tit1 B

9

941
|u6|Qi+l + |DU€|%+1> + Oqi/B |G6|qi + Cy, 0 |Bm+1|

Ti+1

Ti+1
44

C 1%, 9i+1
i Git1 4 Z T4l git+1 qit+1 git+1
S rqi / |U’5 ' + ,r,qz‘+1 / |u€ ’ + qu+1 / ’GE ' + Cq¢+1 0 ! ‘Bn+2|
i+1 | /B, i+2 J B, Briys
qi i
_I—Ci/ G| 1+CQin|B7"i+l|
Br; 4
94 03
C.C. A\ 0,0, e |
S q; qH—lqv |u5 qit+1 _|_ q; ‘h;—.l |GE|Ql+1 + C ; |GE q;
(Ti+17“i+2) v Bri ., (Ti+1) ‘ Briio Br; o

Tt (5.21)

+qu o” Bn+1| + Cq Cy o |Bm+1HBT¢+2

i+1
donde hemos usado primero la desigualdad de Sobolev, luego la desigualdad (5.20) y finalmente
la desigualdad de Young. Iterando la desigualdad (5.21), desde i = 0 hasta i = h — 1, deducimos

que
q

ap
/ \Dus\q S Ch / |u5’qh + Ch/ |G€’q + Oh Qq,
B, Byn, Br

~ C,, . .
donde C} = H?:_Ol q:h . Como ¢, < s*, en virtud de la convergencia fuerte de u, a u en Wh*,

i+1
podemos pasar al limite cuando € — 0 en la estimacién anterior para deducir

/ \Du!q S éh (/ ‘U|qh> " + éh/ ‘G’q + éh Qq,
B, Br Br

con lo que alcanzamos la conclusion. O
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5.2. Demostracion del Teorema 5.1

Primero probaremos que si se satisface (5.2), entonces A pertenece localmente y uniforme-
mente a VMO. En otras palabras, que A satisface la condicién (5.5).

Lema 5.7. Sea A tal que satisface (A1), (A2), (A3) y (5.2) para alguna funcion g € Lloc (Q).
Entonces, A pertenece localmente y uniformemente a VMO. Es decir, A satisface (5.5) con
5 =2.

Demostracion. Tenemos que

e
7{9#0]['“4 2 +|§| y£)|dydx
]{essilé’][ ) |e =yl dy da
][7[ )) |z —y|* dy dz
< (£, £ dyda:) ( 1 aya) K
= <|B|/B ) Cla,n)| B _C(n,a)/BgZ

y asi es evidente que f, V(z, B)dz — 0 conforme |B| — 0. Por lo tanto, A satisface (5.5) con
lo que concluimos la prueba. O]

«

Demostracion del Teorema 5.1. Dada una funcion test ¢ € C>°(Q) con supp (7_pp) C €2, inte-
gramos distribucionalmente la ecuacién

div A(z, Du) =0

contra ¢ y contra 7_pp. Seguidamente, combinamos las identidades resultantes para alcanzar
que

/ (A(z + h, Du(z + b)) — A(x + h, Du), Vi) = — / (A(z + h, Du(z)) — Az, Du()), Vo).
Ahora, definiendo

An(z, &) == —— (A(z + h, [h]|* § + Du(x)) — A(z + h, Du(z)))

1
y vp = fhla , inmediatamente vemos que vy, es una solucion débil de

div Ah([E, Dvh) = div Gh (522)
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donde

Gn(z) = =5 (Alx +h, Du(z)) — A(z, Du(z))).

Al
Ademés, de manera casi inmediata, se comprueba que el nuevo operador Ay, satisface (A1), (A2)
con la misma constante que A. Ademas, A, cumple (.43 ) donde ahora ¢ = 0. Observemos tam-
bién que

Al

D=

|Gh(z)] = < (g(z + h) + g(2)) (¢* + [Du(x)*)?,
Entonces, sabemos por el Lema 5.7 que A pertenece localmente y uniformemente a VMO, y asi el
Teorema 5.5 nos asegura que Du € Ly, (§2) para cada r > 2 finito. En particular, si 2 <p < 2

loc
entonces Du € Lloc (2) y como consecuencia G, € LY (). De esto se deduce que podemos
aplicar el Lema 2.32 al sistema (5.22) donde ¢ = 0. Por lo tanto, existe py = po(n, o, ) > 2 tal
que si ademés 2 < p < pp, entonces

1
Dulusi < Co (ol + [Gallsan ) (5.23
B

para cada bola B con radio rp tal que 2B C 2. En términos de u, esto se reescribe como

Ah(DU> 1 ||Apu
S I +1C o
‘ | Lr(B) "B LP(2B)
1 Ahu
<Cy|— 1+ |D )
<Gy <rB o ol 10+ DU, o, gp(23)>
Asi, tomando supremo para |h| < § con § > 0 suficientemente pequeno, alcanzamos que
Ah(Du) H Ahu
sup || =7 < Cy | = sup + 1912 o) 11+ |Dul?)2||, 2
h H Al Lp(B) e n | |h|® L»(2B) L& (2B) Ln=ap(2B)
Ahora usamos el Lema 2.9 para ver que el término sup, Hﬁl—flf o) es finito, ya que u €
Lr(2B

WP (Q). Entonces obtenemos que Du € B®

loc © odoc (), tal como se indicaba.

Para terminar, observemos que cuando A es lineal en la variable del gradiente, es decir
Az, &) = A(z)&, se tiene inmediatamente que x — Ay(z,€) pertenece localmente y uniforme-
mente a VMO y que ademas, la restriccin p < pgy en (5.23) no es necesaria. O]

Antes de cerrar la seccién, mostraremos brevemente porque nuestra demostraciéon del Teo-
rema 5.1 falla si suponemos que el operador A(z, ) satisface las condiciones (A1) — (A3) en
lugar de (A1) — (\A3). Esto es, cuando A(z,§) = A(z,€) es una funcion de Carathédory de
crecimiento s — 1 con 2 > s < n. En este caso, el problema viene al definir la nueva funcién
Ap(x,€). Recordemos que

L (A(zth, W7+ Du@)) — A(z+h, Dux))) |

Ah(‘T? 5) = ’h’

donde u € W;>? (€2) una solucién débil de

divA(z, Du) = 0.
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Un simple célculo, usando que A(z, §) satisface (A1), nos muestra que

s—2
(A (2,€) = Anle,m) = o (0 + | D" €+ Dul* + | |p*n + Dul*) * |¢ =’
lo que difiere enormemente de (A 1). Observemos ademds que Du no tiene porqué ser continua
por lo que la cantidad de la derecha puede llegar a ser infinito. Esta es la razén por la cual la

prueba anterior falla cuando A(z,&) = A(x,€) es una funcion de Carathédory de crecimiento
s—1con2<s<n.

5.3. Demostraciones de los Teoremas 5.2, 5.3 y 5.4

Primero probaremos que si A satisfies (A1), (A2), (A3), (A4) entonces A pertenece
localmente y uniformente a VM O. Cuando A es lineal en la segunda variable, esto sigue inme-
diatamente del Lema 2.11.

Lema 5.8. Sea A tal que satisface (A1), (A2), (A3) y (A4). Entonces, A pertenece local-
mente y uniformente a VMO, es decir, cumple (5.5) con s = 2.

Demostracién. Dado un punto z € €, escribimos Ay(z) = {y € Q: 27F < |z — y| < 27+,
Entonces, se tiene que

][V(LB) dr — ][ sup A8 = AsO] |

pero (0 + |£!2)’

< fopf BED_dol,,,
b (¢? +!£I %
— Ay, 9|
sup —- . dy dx
]{B#O | Bl Z/JBﬁAk(x) (0% + |§| )z
1
< o r —y|* (gr(x) + dy dx,
B2 [ [, e e )

donde el iltimo término, esta acotado por

1 e e 1 . n B
<W;/B/BMW) ’9”_9’"‘“‘1905“’) (@;/B/Bmkw(gk(x) +gk(y))adyd:v> =: (1)-(IT)

El primer sumatorio es muy facil de acotar ya que

n—o

1 no " o
I)=|—= // x —y|edydx < C(n,a)|Bln»
(S, i
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Concerniente al segundo, vemos que

1 . n
(11) < <@;|Bm4k<x>\ / gk<x>adx)

n

< (ﬁ; (/ng(x)zdx)?)zaq (ﬁ;wm@(xnasqn

|B’q (Z Hng B))) |B‘2(0¢ 1) (E |BﬂAk ull n)
q 1 )
q s a .
E (;Hgk” Z<B>)> ey O e lBIF = Oln,.q) |1 <§ ol )

Entonces, tenemos siguiente estimacion

Q

1
q

f Vie.B)de < (1) (1) < C(n.00 (Z ||gk||;g(3))>

Para obtener la condiciéon VMO, sélo queda por demostrar que

1

q
e q =
lli%i?%?(% gl :;<B<w>>>) =0

para cualquier conjunto compacto K C €. A fin de lograrlo, fijamos r > 0 suficientemente
pequena y observamos que la funcién z — ||gk||éq(L%(B($ ,y) € continua en el conjunto {z €

Q : d(z,00 > r)}, como una serie uniformemente convergente de funciones continuas. En
consecuencia, hay un punto x, € K (al menos para un r > 0 lo suficientemente pequeno) tal
que

sk 98l eacz 2 ey = M98 lleae (o,

Ahora, como ||g’f||L%(B(a:,r)) < ||gk||Lg(B(xM)) y ademds ambas sucesiones pertenecen a ¢9, pode-

mos usar la convergencia dominada para asegurar

W0 |kl o 1% (B oy = - s (/Bmmglg) |

Cada uno de los limites del lado derecho es idénticamente 0, ya que los puntos x, no pueden
escapar del compacto K cuando » — 0. Con esto terminamos la prueba. O]

Ahora probaremos el Teorema 5.3.

Demostracion del Teorema 5.3. Dada una funcién ¢ € C2°(£2), con supp (7_pp) C €2, testaremos
la ecuacién (1.2) contra ¢ y 7_,p. Seguidamente, combinamos ambas identidades para obtener

/(A(I + h, Du(x + h)) — A(z + h, Du), Vo)
= /(AhG, V) — /(A(x + h, Du(z)) — A(z, Du(x)), V).
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Ahora, definimos

1
Ap(z,8) = W (A(x + h,|h|* €+ Du(zx)) — A(x 4+ h, Du))
Y Un = ] "fj . De esta forma, vemos inmediatamente que v, es una solucién débil de
div Ah(ﬁ, Dvh) = div Gh (524)
donde . .
Gp(x) = e ARG(z) — G (A(x 4+ h, Du(x)) — A(z, Du(x))) (5.25)

Al igual que en la demostracién previa, Ay, satisface (A1), (A2), (\A3) con las mismas cons-
tantes o, L, £ y con ¢ = 0. Observemos ademas, que en virtud de (.A4 ) y de la condicién sobre
G, tenemos que G, € Lj para casi todo h. Esto es evidente para el primer término de (5.25),
ya que por hipdtesis G € B Para ver el segundo término, usamos la condicén (.A4) que
nos asegura

pqloc

A(x + h, Du(x)) — A(x, Du(x))

A < (gu(x+h)+gx(@)) (*+|Du()]?)2, si 278 < [h] <275+,

donde por hipétesis g € La (Q) y (1 + |Du(z)[? ) c L=

loc

(€2) con p;, =

n

Ly q < p}, podemos ver que G € LPa

loc

aplicando el Lema 2.11 con p < (Q), y por lo tanto,
deducir que Du € Lloc (Q) gracias al Teorema 5.5 (si pf, > 2) o al Lema 2.32 (ya que si pf, < 2

todavia tenemos pj < p < pi). De esta forma obtenemos que Gy, € LY (Q).

Ahora, podemos usar el Lema 2.32 en (5.24). Si B es una bola con (2 + |h|)B C €,

1
Dol < Co (5 lollsam + Galirem ). th<p<m (520
B

donde rp denota el radio de B, py viene dada por el Lema 2.32, y las constantes Cy =
Co(n,p,0, L, s) no dependen de h. A continuacion, escribimos la desigualdad anterior en térmi-
nos de u y seguidamente tomamos norma L? con la medida 4 Th h\n restringida a la bola B(0, R) del
h-espacio. Asi obtenemos que

1 Ahu
< Co (T_ + ”GhHLq dh LP(2B))> :
La( i L7 (B)) B La( i L7 (2B))

H AhDU
|Fo]

|h|> ||, (i

Arriba, el primer término del lado derecho es finito ya que Du € LPe
término, escribimos

1o (€2). Para estimar el dltimo

ALG
(Gl < | T

\h\"

A(-+ h, Du) — A(-, Du)

La(;dh:Lv(2B)) H s

La(gihe:Lr (2))

Arriba, el pimer término del lado derecho es finito, ya que por hipétesis G € B . (Q2). Para

acotar el segundo término, denotamos r, = 27% R y escribimos la norma L9 en coordenadas
polares. De esta forma, h € B(0, R) si y solo si h = r¢ para alguna 0 < r < Ry alguna ¢ en la
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esfera unidad S"~! de R". Denotamos por do(£) a la medida de superficie en S"~!. Acotamos
el ultimo termino de la linea anterior como sigue

/ / (- +r¢, Du)—A(- Du)||? da(g)@
gn—1 LP(2B) r
(- +r&, Du) — A(-, Du) || dr
B e
Thp1 J Sn1 r LP(2B) r
<y / / (reegs + ) L+ [DuP)|| do(e) 2L
Thpy1 o ST LP(2B) r
Usando de nuevo que Du € L= (),
, 1+ [Duf?)? H 1+ [Du)3| . .
|+ 9 (L D] < @ DUy e 00l o)

Por otro lado, observamos que para cada £ € S" 1y rp g <r <y
(e + 9602 oy < 1912 oy + 1960 22 oy < 209802 a

donde A\ =2 + %. Entonces

< C(n.a,q) ||(1+ |Duf)?

A(-+ h,Du) — A(-, Du
H ( ) = A(, Du) : {9k bkl a2 0y

Al Lyl 1P (2B)) Lva (2B
donde C(n, a,q) = 27> log2 o (S™~ 1)7. Reuniéndolo todo,
1 ||ApDu 1 || Apu HAhG
1Al 1l e (jhs:LP(2B3)) =g || [h]* LLI(‘hln,LP(2B) || La(dh:Lr(2B))

+C(n,a,q) |(1+ [Duf? ) HLpa 2B) H{gk}kl‘gq % (A\B))

Finalmente, el Lema 2.9 nos garantiza que Du € By (Q) concluyendo asi la prueba. O]

p,q,loc

Las pruebas de los Teoremas 5.2 y 5.4 son similares.

Proof of Theorem 5.2. Si argumentamos de nuevo como en la prueba del Teorema 5.3, el hecho
de que G = 0, nos garantiza que no necesitamos de ¢ < p}, para concluir que G, € L} ()
para todo p < 2, gracias al Teorema 5.5. Como consecuencia, (5.26) se cumple para cada

p < min{py, 2}. Llegados a este punto, el resto de la prueba sigue el mismo camino. O

Demostracion del Teorema 5.4. Volvemos a argumentar como en la prueba del Teorema 5.3,
donde ahora la ecuacion Ay, es lineal con coeﬁcientes en VMO gracias a la linealidad de A(z, )
como funcién de . Ademds, como méx{1 } <p < Z tenemos ¢ < p}, < oo. De esta forma,

G e LlOC (Q) implica Du € Lloc (Q2) gracias a los resultados de [23]. Por lo tanto, G}, tiene una
mayorante en L7 (Q), y de esta forma, ya que p > 1, volvemos a alcanzar Dvj, € Lloc (Q)
gracias a [23]|. En particular, la restriccién p < min{py, E} puede ser reemplazada por p < 2,y

la restriccién p > pf, por p > max{1, n:(iq}' El resto de la prueba se sigue de forma andloga. [

’ n+aq
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Antes de cerrar el capitulo, pasaremos a mostrar que nos dicen los Teoremas 5.1, 5.2 y 5.4
cuando n = 2 y el operador A(z,§) = A(z){. Es decir, en el caso lineal que se corresponde
univocamente con una Fcuacion de Beltrami Generalizada

Of = nof + vof + h,

como ya vimos en la Subseccion 2.4.3. Ademas, por lo calculos que dimos en dicha subsecién,
sabemos que h = 0 en los Teoremas 5.1 y 5.2; no asi en el Teorema 5.4.

s Kl Teorema 5.1 nos asegura que si tenemos dos coeficientes de Beltrami p y v con soporte
compacto tales que ||| + V|| < k < 1y f € WL (C) una solucién cuasiregular de
(1.6), entonces se tiene la implicacién

W, V € Fg,oo((c> - Df € B;l,oo,loc((c)

para toda 2 < p < %

s El Teorema 5.2 afirma que dados dos coeficientes de Beltrami p y v con soporte compacto
tales que ||| + V][l <k <1, f € Wb?(C) una solucién cuasiregular de (1.6) y 1 < ¢ <
oo, entonces se cumple que

pv € Bs (C) = Df € B,

,q,loc (

C)
para toda 2 < p < %

= Por ultimo, el Teorema 5.4 atestigua que dado 1 < ¢ < oo, dos coeficientes de Beltrami
wv e Bs (C) con soporte compacto tales que |||u| + V][0 < k < 1y dos funciones

he L}, (C)y feW.y?(C) que satisfacen la ecuacién (1.5), entonces se tiene que

h € Bqu(c) - Df € B;,q,loc((c)

para toda max{1, ﬁ—iq} <p<?2.

Problemas Abiertos 5.9.

= Extender el Teorema 5.1 reemplazando la hipdtesis Fi  (R") por Fi (R") con 1 <q <
0.

= Obtener una regularidad F= ((R") para la derivada Du a partir de hipdtesis i (R").

= Dados p,v € F (C) con soporte compacto y ||| + [v][|c = k <1, deducir si se tiene la
invertibilidad del operador de Beltrami Generalizado

Id — pB —vB: F' (C) - F (C)

para toda 2 < p < %

Destacamos que ya sabemos que el dltimo punto es cierto cuando ¢ = 2 gracias a los resul-
tados del Capitulo 4 y a la identidad Fy, (C) = WP (C) (ver Proposicion 4.13).
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