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6.3. L’enfocament de Harsanvyi: el tipus d’un jugador

Per a evitar la dificultat que, en principi, suposa
adoptar el punt de vista de la teoria subjectivista de 1la
decisié presentada en l’apartat anterior, Harsanyi (1967-
68) va introduir el concepte de "tipus" d‘un jugador.
Amb el seu ajut é&s possible sintetitzar la informacié i
creences possibles de cada jugador en el joc, permetent
una analisi similar a la que es pot fer d’un joc amb in-
formacié completa. Comentem a continuacié aquest enfo-
cament, que exposarem a partir d’una situacidé de joc gene-

ral, en qué intervinguin n jugadors.

En primer lloc, Harsanyi argumenta que qualsevol si-
tuacié de joc en la que hi hagi informacié incompleta per
part, almenys, d’un jugador, en qualsevol aspecte del ma-
teix (per exemple, desconeixement de la dependéncia espe-
cifica entre les accions dels jugadors i el resultat fisic
del joc; o dels espais d'estratégies de qué disposen els
jugadors, etc.) es pot reformular de manera que la manca

d’informacié estiqui reflexada només en les funcions

d‘utilitat dels jugadors [cf.op.cit.,part I, seccié 2].

Per tant, des del punt de vista d‘un dels jugadors, les

funcions d‘utilitat de tots els jugadors es poden conside-

rar conegudes, excepte pel que fa al valor que prenen al-

guns parametres de les mateixes. En la notacié de Har-

sanyi, tindrem:
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*
xi~Ui(s1,...,sn)— Vi(sl,...,sn;aol,ali,...,ani)

on X, €és la utilitat que obtindra el jugador i, si en el
joc s’utilitzen les estratégies SyrecsSy- Encara que el
jugador no conegui Ui’ pot expressar aquesta utilitat amb
una funciéb VI de forma matematica coneguda, incorporant-hi
els parametres ap;r que, en opinié del jugador que fa
l’analisi, representen les diferents categories de desco-
neixement del joc: ag; sén els parametres que intervenen
en Ui desconeguts per tots els jugadors, mentre que els
vectors ap;r per k=1,...,n, contenen aquells parametres de
Ui que el jugador k coneix, encara que potser altres juga-

dors no.

Si denotem per ak=(akl,...,akn) el vector que, en
opinié del jugador que esta analitzant el joc, resumeix la
informacié que el jugador k té sobre les funcions d’utili-

*
tat U ’Un' no hi ha dificultat en considerar v, depe-

170
nent de tots aquests parametres - encara que en realitat

sigui constant respecte a alguns d‘ells -:

X, = V*(s S_38 _,8774+60,8_) \/i=l,...,n
i i\®17°°°'"n"%0’"1’ n

Fent servir la teoria subjectivista de 1la presa de
decisions, el jugador, i, assignara una distribucié de pro-
babilitats (subjectives) conjunta a aquests vectors desco-

neqguts:
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Pi=Pi(ao’a—i’b—i)

on utilitzarem la notaciéd a_; per referir-nos al vector de
n-1 components obtingut a partir de a=(al,...,an) treient
la i-éssima component, sobre la que el jugador i no ha de
fer cap valoracié de probabilitat, ja que és el vector
dels parametres que coneix. A més a més, es fa interve-
nir en aquesta funcibé de distfibucié els parametres
b )

b ’bn’ que resumeixen aquella informaciéd

17" i-177i+17°°°
gque el jugador i desconeix sobre les distribucions dels

altres n-1 jugadors.

Igual com s’'ha fet per les funcions d’utilitat, enca-
ra que el jugador que analitza el joc no conegui Pi’ ha de

poder escriure:

b.

P.(a l)

i o’a—i’b .)=Ri(ao,a_i,b

-1 —il

on R, és una funcié coneguda pels n jugadors, i bi els pa-

rametres de P. que algun jugador k#i desconeix.

Com és usual, el fet de qué tant V; com Ri depenguin
d’informacié desconeguda per tots els jugadors (el vector
a,) no significa que s’introdueixi una font addicional de
problemes en el model. En efecte, els jugadors hauran de
considerar la utilitat esperada respecte a a, - €n termes

de la distribucié de probabilitats subjectiva de cada
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jugador - com a mesura adequada a partir de la qual consi-

derar les accions a emprendre:

*
Vi(Sqyr-vvrsyia)= | Vo(s;,...,s —ilbi)

A

n;ao’a)d(ao)Ri(ao’a—i'b

aixi com la distribucié marginal de R, per a valorar les

accions dels altres jugadors:

R. (a e |bi)

i /b . |b.) = d R, (a

~irPoi1Ps) (ag)Ril20r@irPy

on AO és el domini dels vectors a,-

Harsanyi proposa que, amb aquesta descripcidé, el Jjoc

es pot estudiar com un joc d’informacid imperfecta4, ja
que essent la forma de les funcions Vi i Ri coneixement
comii, aquestes, conjuntament amb els valors que puguin
prendre els vectors ci=(ai’bi)’ en s6n una descripcid com-
pleta. L’'especificacié de les creences de tots els juga-

dors a través dels vectors =N permet un tractament dife-

rent del classic en un joc d’informacié incompleta.

4. Aquest terme va &sser introduit per von Neumann i Morgenstern (1944), per a descriure joc':s en
qué els jugadors poden obtenir informacid privada diferent en el transcurs del joc, tot i que

comencen amb la mateixa informacid.
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El vector C;r Qque Hasanyi anomena vector de "tipus" o
"atributs" d’un jugador, identifica completament a un cert

jugador. En paraules seves [Harsanyi(1967), pp.171-172]:

"...podem considerar que el vector c, representa certs atri-
buts fisics, socials i psicologics del propi jugador, en el
sentit de qué resumeix alguns parametres crucials de la fun-
cié de pagament Ui’ aixi com els parametres principals de
les seves creences sobre el seu entorn fisic i social,....
La informacié incompleta dels jugadors sobre la vertadera
naturalesa de la situacié de joc estad representada per la
hipotesi de que, en general, el valor real del vector
d’atributs c, serad conegut només pel propi jugador .... Les
regles del joc com a tal, permeten a qualsevol jugador donat
pertanyer a qualsevol d’entre un cert nombre de possibles
"tipus", corresponents als diferents valors que pot prendre
Civeene Suposem sempre que cada jugador coneix el seu propi

tipus real, perd que en general ignorard els tipus reals

dels altres jugadors."
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6.4. Desenvolupament de Mertens i Zamir: el joc bavesid

universal

L'argument de Harsanyi, donat de forma més aviat in-
tuitiva, es veu reforgcat pel tractament, molt més rigorés
des d‘un punt de vista matemdtic, donat per Mertens i Za-
mir (1985) a aquesta mateixa qﬁestiés. En el seu article
demostren que, donada qualsevol situacié real gque volguem
modelitzar a través d’un joc, en la que els jugadors tin-
guin informacié incompleta, sempre podem trobar conjunts
de tipus suficientment amplis per a poder caracteritzar
totes les possibles informacions privades i creences que
pugui tenir un jugador i que tinguin importancia en el

trascurs del joc.

Partint d’un conjunt S que contingui tots els possi-
bles valors dels parametres del que almenys un jugador
desconeix, identifiquen un conjunt Y d’"estats del mén",
en qué cada punt conté totes les caracteristiques, creen-
ces i creences mitues de tots els jugadors. Mertens i

%amir anomenen a Y espai de creences universal generat per

S, i demostren que qualsevol jerarquia infinita de creen-

ces porta a un punt de Y. A més a més, construeixen un

5. Sobre aquest tema val la pena destacar també els articles de Bdge i Eisele (1979) i Armbruster

i Bge (1979), que en part, comparteixen aquest enfocament.
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espai T, l'espai de possibles tipus d’un jugador en el

joc, tal que:

(1) Y=Sx[T]n: un estat del mén consisteix en un estat de
la natura i una n-pla de tipus, un per jugador.

(1i) T es pot identificar (a través d’un homomorfisme ade-
quat) amb el conjunt de totes 1les distribucions de
probabilitat a Sx[T]n—l; és a dir; el tipus d’un ju-
gador és simplement una distribucié de probabilitats
conjunta sobre S i els tipus dels altres n-1 juga-
dors.

Aquests resultats sén un reflexe prou fidel del que Harsa-

nyi proposava en el seu article.

Seguirem l’argument de Mertens i Zamir a partir de
l’esquema que proposa Myerson (1985a)6. Donat el conjunt
S, l'espai d’incertesa basica del joc, i que sense pérdua
de generalitat es pot considerar compacte [cf. Mertens i
Zamir(1985), p.3], sigui Q? el conjunt de possibles creen-
ces d’ordre k del jugador 1. Seguint el comentari i la

notacié de l’apartat 6.2, és facil veure que:

1
Q; = m(S)
- k-1 k-1_ k-1 k-1 -
Q? = n(SxQﬁil)zn(stl x...in_lei+lx...xQn ) k=2,..

6. Veure també el resum de Ricart (1988), pp. 99-108.
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Cal tenir en compte que, per k donat, els conjunts Qf soén
idéntics pels diferents jugadors: distribucions de proba-
bilitat sobre el producte cartesia de S i n-1 cdpies del
conjunt de creences d’'ordre k-1, corresponents a les
creences que no coneix el jugador i. Els subindex hi sén
només per a facilitar la comprensié d’aquests elements,

matematicament forga complexes.

Mertens i Zamir observen que les creences d’'ordre k
d’un jugador determinen totes les seves creences d’ordre

inferior, definint-les com a distribucions marginals sobre

el conjunt anterior. Donat q?EQ?, podem associar-li un
element de Q?—l a través d’una funcidé, que anomenarem
k 1 k-1

Q —>Q; 7, de la manera segiient:

- k k-2
NC e I EE- e Vo csxoks

. k-1 k-2, k-1
on definim Ak:={(s,(qj )j¢i) / (s,[@j (qj )]j#i)EQ}

k .
Bs a dir, per cada element q;s conjunt de creences

d’ordre k de l'individu i, construim les creences d’ordre
k-1 k-2

k-1, @k l(qk), que ha de ser un element de Q; "=w(S5xQ_;").

Es defineix de manera que la imatge d’un subconjunt @ de
- k . _

SXQ}_(J-_2 sigui la imatge per qj del conjunt A;, un subcon

junt de Ska'.'l format pels elements que, conjuntament amb

-i

k-2
els de S, tenen com a imatge per @j elements de Q.
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El procediment de construccié de les funcions @? és,
doncs, inductiu. Per acabar correctament aquesta
induccié, ens falta definir @%:Qi——~>Qi, cosa que podem

fer de manera similar:

(25 (a2)1(2) := a>(exal,) \/ch

A la inversa, donades unes creences de primer ordre
ii per un jugador qualsevol, si construim les creences de
segon ordre a partir d‘aquestes, s’ha de complir que les
de primer ordre siguin exactament la distribucié marginal
de les creences de segon ordre sobre S. Dit d'un altra
manera, per cada jugador i tenim §i=®i(§§). Perd ja que
aixd es dedueix dels axiomes de la probabilitat, cada ju-
gador i sap que pels altres jugadors j#i es donara el ma-
teix: §%=®;(§§). Per tant, les creences de tercer ordre
que es formin compliran també aquesta condicid: §i=®§(§§).
Continuant inductivament aquest raonament, es pot compro-

var que qualsevol jerarquia de creences coherent ha de ser

del conjunt:

©
12 k , k-1_gk-1, k J
Qj.o = {qiz(qi,qi,...)en Qi / q; ‘I’i (qi) k}
k=1

[s]
i ja que cada un dels espais Q? és compacte, Q. també ho

serad (respecte a la topologia producte) .
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Els espais Q: es poden considerar els espais de pos-
sibles tipus del jugador i en el joc. Un element qiEQz
(un possible jugador i del joc, de fet) indueix una dis-
tribucibé de probabilitats sobre SxQ°_°i de la manera se-

giient:

1

Py(Rla;) = Lim o @i (1(S, (D5 1) gp5) / (54(a4) 44q)€0D)

per cada subconjunt de Borel de Sfoi.

Mertens i Zamir demostren que Pi(l.) és 1l’homomorfis-
me entre Qz i n(Sfoi) que es postulava a (ii), de manera
que realment el tipus d’un jugador esta determinat per un
element de Q?, i aquest, al seu torn, permet definir de

manera tnica les seves creences sobre els altres n-1 juga-

dors.

En particular, el conjunt d’incertesa basica S només
influeix en el comportament dels jugadors en la mesura en
qué aquests tenen informacié sobre S. Perd aquesta esta
expressada en les seves creences, i per tant, si conside-

rem en lloc de P,(.|q;), la distribucié marginal que se
i

n’obté respecte a Qmi’ no perdem cap de les estructures

que tenen importancia en la previsié del comportament dels

jugadors:

s}
pi(QIqi) := Pi(SxQ|qi) Jl=1,-'-rn JQCQ_i
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i p; caracteritza completament un jugador de tipus q; -
Per tant, podem prescindir del conjunt S en la descripciéd
de la situacié de joc, ja que els conjunts de tipus de ca-

da jugador el substitueixen amb escreix.

Per a tenir completament especificat el joc, ens fal-
ta definir les funcions d’utilitat dels jugadors, expres-
sades en funcié dels seus conjunts de tipus, en comptes de
respecte al conjunt d’incertesa basica. El canvi d’es-
tructures és relativament senzill de fer. En efecte, do-
nada la funcié d’utilitat del jugador i en la situacié de
joc, wi:Aix...xAnxS~——>R, podem definir una nova fun-

cio, ui:A x...xAnxQTx...in————>R considerant com a imatge

1
del punt (sl,...,sn,ﬁl,...,in) l'esperanca condicional de
wi(sl"“'sn’e) respecte a la distribucié de probabilitats

condicional pels elements de S induida per éi’ suposant

que q_; sigui el vector dels tipus vertaders dels altres
n-1 jugadors:

u‘i(sll L ‘Isnlill‘ . -rzin)= Eéi{wi(sl’ ...,Sn,e), q—i=q-—i}

D’aquesta manera hem definit el que podriem anomenar

"joc bavesid universal":

[0 o] [o0] .
Pm = (Al,...,An; Ql,...,Qn; pl,...,pn, ul,...,un)

que especifica les accions que pot emprendre cada jugador;

el conjunt de tipus a qué pot pertanyer; la distribucié de

probabilitats de cada individu respecte als tipus dels
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altres jugadors (que caracteritza completament el tipus
real del jugador); aixi com les utilitats que obtenen en
funcidé de les accions que triin i dels seus respectius ti-
pus reals. El treball de Mertens i Zamir ens assegura
que qualsevol situacié de joc en qué hi hagi informacié

incompleta es pot descriure a través de les estructures de

0

r.
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6.5. Egquilibris de Nash en sentit bavesiia a Pw

En un joc bayesiad universal, generat per un conjunt
d’incertesa basica S, l’accié d’un jugador estard determi-
nada generalment pel seu tipus. Perd ja que els altres
jugadors no saben quin é&s aquest tipus en realitat, si vo-
len preveure el seu comportament han de considerar les ac-

cions que podria emprendre el dit Jjugador en gualsevol

dels tipus que el puqui caracteritzar. Aixd significa

que, en qualsevol concepte de solucié del joc que es pugui
definir, s‘haurd de tenir en compte que les previsions
dels jugadors, respecte al comportament dels seus oOpo-
nents, només es poden fer en base a estratégies que siguin

funcions mesurables de la forma:
0% — > A ‘Ji=1 n
O'i.Qi i f 2 4

Evidentment, des del punt de vista d’un jugador donat i,
aquest només ha de considerar les funcions Gj per j#i. A
més, només fard servir la imatge per o, del seu vertader

tipus, que ja coneix al comengament del joc. Perd la de-

finici6 de qualsevol concepte de solucié s‘ha d’establir

utilitzant les funcions G;,...s%,s ja que un jugador només

podra "explotar® la seva informaci6 privada si la seva ac-

tuacié no deixa entreveure quina és.

Naturalment, degut a la manca d’informacié completa

d’aquest joc, la valoracibé de les diverses accions gque un
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jugador pot dur a terme, s’haurd de fer en termes de 1la
utilitat esperada que se’n pugui obtenir amb el seu ds.
Perd aquesta utilitat depén també de les accions que em-
prenguin els altres jugadors, de manera gue haurem d’uti-

litzar la notacié segiient:

Ui(ciai):= o ui(c(q),q) dpi(q_il(ii)
Q3
per a designar la utilitat que espera obtenir el jugador i
de tipus &i’ si els n jugadors utilitzen les estratégies
que indica el vector o=(cl,...,cn). Per a simplificar
l’expressi® hem escrit q per (ql""’qi~l’ai’qi+l""’qn)’

igqg i pel vector q sense la seva i-&ssima component.
[o4]
Encara que les estructures que hem donat a I' no de-
fineixen un joc en el sentit usual, el concepte d’equili-

bri de Nash s’hi pot estendre de manera natural.

Un conjunt de n estratégies c=(cl,...,on) pels juga-

o0 ey 2 .
dors d’un joc bayesid universal I' estaran en equilibri de

Nash en sentit bayesia si compleixen:

~ o ). ~
Ui(clqi) 2 Ui(c__i,oi|qi) \!qiEQi Vl-l,..,n \jci

~ ~

= . cee,0
on (G-i’oi)—(cl’""ci—l'ci’cl+l' ’

n)'
la construccié de Mertens i zZamir ens

Aixi doncs,

permet assegurar que qualsevol situaci6é de joc amb infor-

macié incompleta pot ser tractada com un joc bayesia. A
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més, amb aquesta concepcid de la situacié, podem utilitzar
una extensié del concepte d’equilibri de Nash, conservant
el mateix sentit que en el cas dels jocs usuals: qualsevol
prediccié de l’actuacié de jugadors racionals s’'ha de ba-
sar en queé aquests no es comportarien de manera racional

si no utilitzessin estratégies en equilibri de Nash.

No obstént, les estructures gque configuren r° tenen
un gran nivell d’abstraccid, i sén dificilment tractables
en la practica. En particular, els conjunts de tipus
dels jugadors requereixen l'’especificacidé completa de les
successions de distribucions de probabilitat subjectiva
dels diferents ordres. Aixi doncs, tot i partint d‘un
conjunt S (parametres desconeguts de la situacié) de car-
dinalitat baixa, constitueixen conjunts massa grans per a

ser la base de 1l’analisi del comportament dels jugadors en

la dita situacié.
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6.6. Conjunts tancats respecte a creences i jocs bayesians

Les técniques que acabem d’exposar per a analitzar
una situacidé de joc amb informacié incompleta només seran
viables, en general, si gran part de la situacié que es
vol modelitzar es pot considerar coneixement comi. La
viabilitat depén, no solament de qué el conjunt d’incer-
tesa basica S sigqui petit, com comentévém a la seccié an-
terior, siné que també requereix la inclusié de hipdtesis
suplementaries sobre els possibles conjunts de tipus dels

jugadors.

Per a limitar 1l’abstraccié i complicacié matematica
dels conjunts de tipus Qz del joc bayesia universal, so-
vint es fa una analisi simplificada de la situacidé de joc.
Es parteix de la base de qué és coneixement comi que les
creences de cada jugador estan en un cert subconjunt, que

[oe]
anomenarem Ti’ de l’espai universal de creences Qi'

Formalment, aquesta hipdtesi es pot enunciar dient

que el conjunt Tlx"'XTn és tancat_ respecte a creences en

QTX-..XQ:, definint aquesta condicié per:

p; (T_; | t;)=1 )JtiETi Jl‘:l, RS Y

on, com d’habitud, T_i=Tlx...xTi_lei+lx...xTn. Es a

dir, un conjunt de tipus és tancat respecte a creences si

cada un dels n jugadors, en cada un dels seus possibles
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tipus, atorga una probabilitat (subjectiva) nul.la a l’'es-
deveniment de qué el vector de tipus d’algun dels altres
n-1 jugadors estiqui fora de T_;-

En aquest cas, si cada Ti és suficientment petit (la
majoria de models que es poden trobar a la literatura su-
posen els conjunts Ti finits o parametritzats per una sola
variable real), el resultat serd un model a través del
qual és relativament senzill obtenir una visié general de

la situacié que es vol estudiar.

Mertens i Zamir demostren [cf.op.cit., seccidé 3] que
qualsevol subespai de Q?x...xQz tancat respecte a creences
es pot aproximar per un subespai finit, igualment tancat
respecte a creences, que &s arbitrariament proxim al pri-
mer utilitzant la distancia de Hausdorff entre conjunts
tancats. Per tant, ja que els subespais finits tancats
respecte a creences sén densos respecte a tots els de

Q?x..xQz que compleixen aquesta propietat, podem conside-

rar que "gairebé" no hi ha pérdua de generalitat en uti-

litzar hipdtesis simplificadores en la formulacié d’un mo-

de1’, Val a dir que aquesta indicacié va ser també do-

nada per Harsanyi en el seu article original, encara que

amb un raonament totalment intuitiu.

7.  Veure també el treball de Bacharach (1985).
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En conseqiiéncia, direm que una situacié pot ser mode-

litzada a través d’un Jjoc bayesid si es pot definir una

estructura de la forma:

F=(Al,...,An; Tl,...,Tn; PyreesPpi ul,...,un)

on els conjunts Ai especifiquen les accions a l’abast de
cada un dels jugadors; Ti sén els conjunts de tipus dels
mateixos,ide manera que Tlx...xTn sigui tancat respecte a
creences; i les funcions P; i u, s’obtenen de les defini-
des a 1~ restringint els seus dominis de definicidé respec-

N . (o0} [+¢}
tius al subconjunt Tlx"‘XTn de Qix...xQn.

Es important tenir en compte que l‘analisi d’una si-
tuaci6é a través d’un joc bayesia TI', requereix que totes
les estructures de I' - i no només els conjunts de tipus -
siguin coneixement comi de tots els jugadors. Aixd no és
cap problema pel que fa als conjunts d’accions, que podem
agafar sempre prou amplis per qué no depenguin dels tipus
dels jugadors, i que siguin coneguts per tots ells. Tam-
poc ho &s realment per a les funcions d’utilitat dels di-
ferents jugadors, ja gue aquestes han estat definides res-
pecte als tipus dels jugadors, a partir de les establertes

per les accions que aquests poden dur a terme.

Perd cal suposar igualment que les probabilitats sub-

jectives que assigna un jugador de qualsevol tipus, pel

que fa als tipus dels altres jugadors, és coneixement
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comi. Aquesta hipdtesi, inherent al tractament bayesia
d’'un joc, és forga restrictiva, tenint en compte que
s'estableix sobre valoracions subjectives de diversos in-
dividus. La dificultat estd 1lligada al concepte mateix
de probabilitat subjectiva: tot i que dos individus tin-
guin exactament la mateixa informacié i siguin - exactament
d’un mateix nivell d’intel.ligéncia, é&s facil que assignin
probabilitats subjectives diferents als mateixos esdeveni-

ments.

Per a atenuar l’impacte d’aquest postulat al modelit-
zar situacions de joc reals, Harsanyi proposa la conside-
racié d’'un concepte addicional: 1la "consisténcia" de les
creences sostingudes pels diversos jugadors que intervenen

en el joc. Sequint Harsanyi, direm que un conjunt de

creences (Py,---/Pp) és consistent si existeix  una

distribucié de probabilitats "a priori" p* definida a
T=Tl};...xTn tal que les distribucions condicionals de p
segons el tipus de cada jugador (calculades utilitzant el
teorema de Bayes) coincideixin amb les creences p; de cada

jugador. En el cas de conjunts de tipus finits Ti

- Gnics dels que s'’ocupa Harsanyi -, tindrem:

p;(t_; |t;) = p*(E)/ £ p(t) ‘JtiETi ‘Q’t_ie'r_i
£

~i8Tg
essent t=(t_i,ti)=(tl,...,ti_l,ti,ti+1,.--,tn)
tz(tl,.. o,ti_llti]ti+lf"’ltn)
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Mertens i Zamir [op.cit.,pp.19-21] donen una defini-
ci6 més general de consisténcia: donat un subespai T tan-
cat respecte a creences, una distribucié de probabilitats

PEn(T), definida sobre T=T X...xT , es diu que és consis-

1

tent si, i solament si, compleix:

P=/ P, dP bla'_:l,...,n
T Ci

denotant per P, la probabilitat subjectiva del jugador de
i

tipus ti' Aixi mateix, demostren que aquesta definicid

és una representacié fidel del significat intuitiu de con-

sisténcia: si P és una distribucid consistent, es com-
pleix:
pi(Q|ti)=P(QﬂT_i|ti) V/Q subconjunt de Borel de T

‘V/ tiETi \/i=l, RS o}

és a dir, si P és consistent per cada jugador, P es pot
considerar com una distribucié a priori definida sobre T

que té com a distribucions a posteriori les funcions p; -

Harsanyi [op.cit.,pp.174-175] considera que, tot i

que no en totes les situacions reals s’'ha de donar una
consisténcia en el sentit de la definicié anterior, hau-
riem d’esperar que una gran part ho fossin, perqué els ti-

pus dels jugadors poden haver estat conjuntament determi-

nats, abans del joc, per algun esdeveniment aleatori go-

*
vernat per la distribucié p .
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Naturalment, la consisténcia implica que cada jugador
utilitzara les seves probabilitats subjectives exactament
de la mateixa manera que les condicionals de p*, que es
poden considerar probabilitats objectives; i en particular
que la tria d’una estratégia per part d’un jugador estara
governada per la mateixa regla de decisié - el mateix con-
cepte de solucié - en els dos casos [postulat que Harsanyi

anomena d’"equivaléncia bayesiana"]. A més a més, el fet

*
de qué p es pugui considerar una distribucié de probabi-
litats objectiva coneguda, fa molt més coherent l’analisi

bayesiana d‘’una situacié de joc.

Sense adoptar completament el punt de vista de Har-
sanyi, Mertens i Zamir es pregunten també per l’existéncia
de punts de 1l’espai de creences universal en queé les
creences dels n jugadors siguin consistents; i en tal cas
com es poden caracteritzar. En el seu estudi, els autors
demostren [cf.op.cit.,seccié 4] que la consisténcia d’una
situacié real és coneixement comi, en el sentit de queé ca-
da jugador, basant-se només en la seva informacié privada,
pot fer un test a la hipdtesi "l’estat del mén és consis-

tent", en el que té una probabilitat (subjectiva) zero

d’equivocar-se en treure’n la conclusié.

Si la resposta al test és positiva, cada jugador pot

calcular el conjunt d’estats consistents al gque pertany

- s a dir, els elements ¢t€T pels que existeix una
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. - * . L3
distribucié p que tingui com a posteriors les creences
descrites a t -, aixi com la distribucié de probabilitat
global sobre T - determinada de manera finica - correspo-

nent a la situacié de consisténcia en qué es troba.

Cal observar que la distribucié a priori consistent,
si existeix, és coneixement comd deduit només de les
creences de cada jugador sobre les creences dels altres.
Per tant, no cal considerar, com ho feia Harsanyi, que la
distribucié p* "selecciona els jugadors" del joc - en el
sentit de qué caracteritza les seves creences -; sind sim-
plement que la introduccié de p* és una qiiestié de conve-
niéncia matematica, que ens serveix per a trobar els equi-
libris de Nash de la situacié original, definits de manera

natural via les probabilitats subjectives.

En consegiidncia, tenim elements per a decidir si es
pot utilitzar un joc bayesia T per a analitzar una deter-
minada situacié de joc. A més a més, si considerem que
aquesta situacié és consistent, tots els jugadors poden
arribar, basant-se en la seva propia informacié, a la ma-
teixa conclusiéb. Per tant podem assegurar que represen-
tarem prou fidelment les creences de tots els jugadors so-

bre la dita situacié, de manera gque l’analisi a partir

d’un joc bayesia ens pot servir per a predir les accions

que els agents puguin emprendre.
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Per 4ltim, mencionem que el concepte d'equilibri de

Nash en sentit bavesia, formulat a I'" en la seccidé ante-

rior, es pot aplicar directament a un joc bayesia I' del
tipus definit en aquesta secci6, sense més problemes que
l’adaptacié de les estratégies dels jugadors als conjunts

de tipus T, tancats respecte a creences.

En efecte, en un joc bayesia I, una estatégia pura

per a un jugador i sera una funcié mesurable de la forma:
c.:Ti—-—-—> A. Vi=1,...,n

Si el joc TI' és finit, en el sentit de qué hi ha tant
un nombre finit de jugadors, com un nombre finit de tipus
per cada un d‘ells, el teorema de Nash ens assegura
l’existéncia d’'un equilibri en estratégies pures o mixtes,

ja que el joc d’informacidé imperfecta associat és finit.

No obstant, si els conjunts de tipus dels jugadors
sén infinits, per a assegurar l’existéncia d’equilibri cal
recdrrer al concepte introduit per Milgrom i Weber (19853).
En el seu article demostren que el concepte adient per a
anomenen

tractar un joc d’informacié incompleta és el que

estratéqgia distribucional: una funcid de probabilitat de-

finida conjuntament sobre tipus i accions de cada jugador,
en la que la distribucié marginal sobre T; correspongul a

l’especificada per 1l’estructura informativa de la situacié

de joc - la funcié de creences, p;, de cada jugador-.
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Milgrom i Weber demostren que aquest tipus d’estraté-
gies coincideixen exactament amb les estratégies mixtes.
La seva utilitat resideix, fonamentalment, en la facilitat
de demostrar l’existéncia d’equilibris de Nash en sentit
bayesia, per aquells jocs amb informacié incompleta que no

abarca el teorema de Nash.

L'article de Milgrom i Weber proporciona un resultat
addicional pel que fa a l'’existéncia d’equilibris amb es-
tratégies pures. Demostren que si les funcions de creen-
ga p; de cada jugador no contenen'punts amb probabilitat
};’os;i.tivatlta,r el conjunt d'estratégies pures de cada jugador
és dens en el d’'estratégies distribucionals del mateix.
En conseqiiéncia, la restriccié a 1l’ds d’estratégies pures
no és essencial, ja que si només es poden observar punts
de TixAi amb algun error de mesura, ambdds tipus d'estra-

tégies resulten indistingibles.

. taxisti
8. la definicid formal &s la segiient: per cada conjunt B de T, en el que Di(3)>0. ha d'existir

un subconjunt C de B pel que pi(B)>Pi(C)>0- Veure Milgrom i Weber (1985), pp. 628 i

segiients.
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Capitol 7

MECANISMES SIMULTANIS DIRECTES BAYESIANS

7.1. Jocs bavesians associats a mecanismes simultanis d’un

sol periode

Aquest capitol estd dedicat a l’estudi de les propie-
tats de contractes signats utilitzant mecanismes de nego-
ciacié simultanis d‘una sola etapa. A diferéncia del
capitol 5, adoptarem el punt de vista bayesia per a ana-
litzar el joc no cooperatiu induit pel mecanisme de nego-
ciacié. Caldrad comencar, per tant, per la descripcié

d’un d’aquests jocs.

Sigui {q,P}:MlxMZ———>R2, un mecanisme de negociacid

qualsevol d‘una sola etapa, on Ml i M2 sén els espais de

missatges, arbitraris, dels dos agents. El joc associat

a {q,P} és també d’una sola etapa, en la que cada agent

simplement ha d’enviar un missatge. Aquests senyals sOn

tramesos de forma simultania i independent, i determinen

- d’acord amb el mecanisme escollit - els termes del con-

tracte.
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La situaci6é de negociacié aixi descrita es podra mo-

delitzar com un joc bayesid si podem definir-la amb les

estructures segiients:

P=(Ai; T.; p;; u

on A, és el conjunt d‘accions a l’abast de cada jugador,
Ti el conjunt de tipus de cada un d’ells, P; la distribu-
ci6 de probabilitats de cada individu respecte als tipus
dels altres jugadors, i us les nutilitats que obtenen en
funcié de les accions que triin i dels seus respectius
tipus. Observem que el producte cartesia dels conjunts
de tipus dels agents ha de ser tancat respecte a creences,

en el sentit de l’apartat 6.6.

Donat que el joc induit per un mecanisme {gq,P} dels
que estem considerant serd un joc d’una sola etapa, el

conjunt d’accions factibles per cada agent és de molt fa-

cil descripcié: coincideix amb el conjunt de possibles
missatges a trametre en l’‘tGnica etapa del joc en qué in-

tervenen els agents. Per tant, definirem A,=M, per

i=1,2.

Per a establir el conijunt de tipus de cada jugador,

o . s . _
restringint l’espai de creences Q. del joc bayesia univer
sal, haurem d’imposar un cert nombre d’hipdtesis suplemen-

taries al model que s’estudili. D’acord amb les conside-

racions de l‘apartat 4.1, suposarem que és coneixement
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comi que 1l’dnica informacié desconeguda, en el moment
d’iniciar la negociacid, és la caracteritzacié precisa de
cada una de les dues bandes del mercat; que cada una
d’'elles es pot representar per un sol parametre real; i
que es considera coneixement comi que el dit estat &s in-
formacié privada de l'’agent respectiu. En aquestes con-
dicions, els conjunts de tipus dels agents en el joc asso-
ciat al mecanisme, es péden parametritzar pels valors que
fins ara hem anomenat x,z€[{0,1], respectivament. En con-
seqiiéncia, podrem definir T1=T2=[0,l], ja que T=Tlx'I'2 sera

un conjunt tancat respecte a creences.

Per a indicar les creences de cada individu, utilit-
zarem distribucions de probabilitat acumulades sobre la
caracteristica del mercat que desconeixen. No utilitza-
rem les funcions p; siné que denotarem per F(z|x) la pro-
babilitat que el primer agent atorga a l’esdeveniment:
"l’estat del segon mercat estard caracteritzat per un pa-
rametre no superior a z, sempre que l’estat del meu mercat
vingui donat per x". De manera similar, G(x|z) descriu
les creences de la segona empresa - quan la seva banda del

mercat es pugui descriure per z - respecte a les caracte-

ristiques del seu oposant. Naturalment, haurem de consi-

derar funcions F i G continues i diferenciables en tot el

seu domini de definicié. Quan sigui convenient, deno-

tarem per f i g, respectivament, les funcions de densitat

associades a F i G.
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Evidentment F i G no representen, directament, el ma-
teix tipus de probabilitats que les funcions ;s descrites
anteriorment, per un joc bayesid qualsevol. No obstant,
a partir de F i G es pot calcular la jerarquia infinita de
creences corresponent (utilitzant el teorema de Bayes).
Aixi doncs, els conjunts Ti es poden considerar isomorfs a
certs subconjunts de l’espai de creences universal, encara

que no s’'hagin identificat com a talsl.

Per (ltim, ens cal caracteritzar les funcions d’'uti-
litat dels agents en el Jjoc. Atenent a la formulaciéd
general de la situacié de negociacidé que estudiem (cfr.
capitol 4) podem definir-les de la manera segiient:

u:MlxszTlez————>R

u(ml,mz;x,z):= P(m,,m,) - C(g(my ,m,),x)

Y:MlxszTlez————>R

v(mgmyix,2) = I(a(my,my),z) = P(my,m,)

on, com és usual, m, sén els senyals tramesos per les em-
preses, i (x,z) l’estat real de la natura. Es pot obser-
var que, almenys directament, la funcié d’utilitat d’un

agent no depén de la caracteristica del mercat oposat.

1.  Per a més detalls es pot veure Myerson (1985), pp- 237-238.
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En resum, podrem descriure el joc associat a un meca-
nisme {q,P}:MlxMz-——>R, quan ambdues empreses tenen infor-
maci6é privada, per un joc bayesid amb la segiient estruc-

tura:

*
r =(M1,M2; Tl'TZ; F,G; u,v)

Per a aquest joc el criteri de solucié adient és el
d’equilibri de ©Nash en sentit bayesia. La definicié
d’'aquest concepte es pot deduir de la que s’'ha donat, per
un joc qualsevol, en el capitol anterior. En efecte,
siguin 5=(51,52) un parell d’estratégies pels dos agents

* - .
en un joc de la forma I'' que acabem de descriure. Direm

que les estrateégies Gi:Ti———>Mi estan en equilibri de

Nash en sentit bayesia si compleixen:

]u(El(x),52(2);x,z)dF(zlx) 2 ] u(m,,0,(2z);%,2z)dF(z]x)
T2 s :
per cada tipus (xETl) del primer agent i

per cada missatge (mlEMl) que pugui trametre

/v(él(x).52<z);x,z)ds<xlz) 2 / u(5,(x),myix,z)dG(x]|z)
T3 T
per cada tipus (z€T,) del segon agent i

per cada missatge (mZEMz) que pugui trametre
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7.2. Compatibilitat respecte a incentius en sentit bavesia

i mecanismes directes

Passem ara a veure que, raonant de manera similar a
la secci6 4.3, podem aplicar aqui també el principi de
revelaci®6. Essencialment, cal demostrar que els contrac-
tes que es poden signar amb la mediacié d’un mecanisme
qualsevol {q,P} sén equivalents - en el sentit que cada
jugador de cada tipus obté la mateixa utilitat esperada -
als que s’acorden quan s‘utilitza un mecanisme directe.
El raonament es basa, naturalment, en la consideracié dels
resultats que es poden obtenir amb el joc bayesia r* in-
duit per {q,P}, quan el criteri de solucibé que prenem &s

el d’equilibri de Nash en sentit bayesia.

En efecte, sigui 5=(51,82) un equilibri de Nash en

*
sentit bayesid d’un joc de negociacié de la forma I' asso-
ciat a un mecanisme de negociacié qualsevol {q,P}. El

mecanisme directe equivalent a {q,P} es pot definir, dona-

des les estratégies 51, de manera similar a (4.A):

qqiT,XT,—>R  on qq(x,2):= 4(5,(x),5,(2))

P4:T;xT,—>R on Py(x,2):= P(El{x),Ez(z))

Aquest mecanisme directe indueix un joc bayesia que

difereix de r* en qué els conjunts d’accions dels jugadors
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s6n els propis conjunts de tipus; i en queé les funcions
d’utilitat s’obtenen per composicié de les originals amb

el mecanisme directe i l’equilibri de Nash triat a r*s
*
Fd=(T1,T2; Tl,Tz; F,G; ud,vd)
amb Uy i V3 donades per:

uy(x’,2";x,2):= u(El(x'),Sz(z');x,z)=

= Pg(5;(x7),5,(2")) = C(q(Ty(x"),5,(2"),x)=

Py(x',2") - Clag(x’',2"),x)
i, de manera similar,

va(x',2";x,2):= I(qd(x’,z’),z) - Py(x',2")

El domini de definicié de les funcions uy i Vg4 és

T1XTZXTIXT2' interpretant que el primer producte cartesia
Tle2 correspon a les accions dels agents, mentre que el
segon indica els seus tipus. Aixi doncs, ud(x’,z';x,z)

s'ha d’entendre com la utilitat que obtindra el primer
agent a P; si els senyals enviats per ambddés jugadors sén

el parell (x',z’), i el valor real dels estats de les dues

bandes del mercat es pot representar pel parell (x,z).

*

En el joc Iy les estratdgies que consisteixen en

anunciar la veritable informacié6 privada de cada agent
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formen un equilibri de Nash en sentit bayesia. En efec-
te, la utilitat esperada que obtindra el primer jugador

emprant una estratégia qualsevol s,:T,——T suposant que

1°71

el segon agent digui la veritat, sera:

1’

fud(sl(X),Z;x,Z) dF(z|x) =
T, ,

=[ u(c_rl(sl(x)),az(z);x,z) dF(z|x) =<
T

2

s/ u(o,(x),0,(z);x,2z) dF(z|x) =
Ty

=J[’ ud(x,z;x,z) dF(x]|z)
T

on la desigualtat es deguda a que El(sl(x)) proporcionara,
en general, un missatge diferent de El(x). Essent o un
equilibri de Nash en sentit bayesid, la utilitat esperada

que s’obté en el primer cas no pot ser superior a la pre-

vista en el segon.

Podem doncs concloure que x és el millor senyal que

pot enviar el primer agent gquan el seu tipus és precisa-

ment el valor x. Aixi mateix, amb un argument totalment

paral.lel al que s’acaba d’exposar, és immediat comprovar

que el segon agent maximitza la seva utilitat esperada si
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diu la veritat sobre la seva informacié privada, sempre

que suposi que el primer jugador dira la veritat.

En conseqgiiéncia, el principi de revelacié és igual-
ment valid en un context bayesia, i admet la segiient in-
terpretacié: Denominem contractes "factibles" als que es
poden signar amb negociacions conduides per mecanismes
d’una sola etapa, quan les empreses utilitzin com a .cri—
teri de solucié del joc associat el d’equilibri de Nash en
sentit bayesia. Podem assegurar que el conjunt de con-
tractes factibles coincideix amb el de contractes disse-
nyats per mecanismes directes, en qué dir la veritat sigui
un equilibri de Nash en sentit bayesia del joc associat

corresponent.

Sera dtil, per tant, la seglient notaci6é: donat un
mecanisme directe {q,P}:Tlez-——>R2, anotarem les utili-

tats esperades de les dues empreses per:

U(x’;x):= [P(x',z)-C(q(x',z),x)] dF (z|x)

T,

= [I(q(x,z'),z)“P(XrZ')] dG(x|z)
T

v(z';z)

1
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si aquestes anuncien els valors x' i z’', respectivament,
quan les vertaderes caracteristiques de 1les dues bandes

del mercat sén x i z.

Els Gnics mecanismes directes que haurem de tenir en
compte com a generadors de contractes factibles seran els
que compleixin, per cada parell de possibles estats del

mercat (x,z)ETleZ:

IA

U(x';x) U(x;x) Jx”:"l’l

(7.R)
V(z';2) S V(z;2) Vz’ET2

Aquesta propietat, deduida del principi de revelacid,

es coneix amb el nom de "compatibilitat respecte a _incen-

tius en sentit bayesia" del mecanismez. La interpretacid

del terme és similar a la del concepte introduit a la sec-
cié 5.1: si s’utilitza un d’aquests mecanismes per a con-
duir la negociacié, cap de les dues empreses té un incen-

tiu per a no dir la veritat sobre la seva informacié pri-

vada.

2. la primera definicit d'aguest concepte, aixf com la terminologia que s'utilitza, son degudes a

d'Aspremont i Gérard-Varet(1979).
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7.3. Criteris de seleccié d’un mecanime

L’objectiu central de la nostra analisi en aquest
capitol sera la caracteritzacié de mecanismes de negocia-
ci6é que permetin la signatura de contractes "dptims", en
el sentit que proporcionin als agents les maximes utili-
tats que es puguin obtenir utilitzant mecanismes de nego-
ciaci6é d’una sola etapa. | Pel principi de revelacié,
aquests valors maxims s’han de poder obtenir considerant
els contractes signats només a partir d’equilibris baye-
sians en jocs associats a mecanismes directes compatibles

respecte a incentius (en sentit bayesiaB).

Cal tenir en compte, perd, que les utilitats que ob-
tenen els agents amb la signatura d’un contracte sén el
resultat d‘una negociacié, modelitzada per un joc no coo-
peratiu. Per tant, la investigacié i caracteritzacid
dels contractes dptims pels agents s’'haurd de fer a través
de propietats definides en els mecanismes que regulen el

joc entre 1les empreses. Aquest sera l’objectiu de la

present seccié.

3. En la resta d'epfgrafs tant d'aquesta seccid com de les que sequeixen ometrem ia mencid explf-
: e oW . cam

cita de qué els criteris i conceptes que s'estan estudiant sbn 1'extensid "en sent1§ bayesia
dels establerts en el capftol anterior. Aquest conveni, usual en la literatura de jocs baye-

sians, es mantindra mentre no porti a confusic.
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7.3.1. Eficiéncia

El concepte classic més débil que es sol imposar com
a criteri d’optimalitat en una negociaci6, é&s el criteri

d’eficiéncia de la solucié obtinguda.

Hem de comengar observant que, per a una negociacié
realitzada en un entorn d’informacié privada, la definicié
precisa del concepte d’eficiéncia resulta forca més com-
plexa que si es tracta d’arribar a un acord quan tots els
elements sén coneixement comi. En efecte, en aquest dltim
cas es pot adoptar de manera natural el concepte d‘efi-
ciéncia en el sentit de Pareto: un mecanisme de negociaciéb
és eficient si, i solament si, no n'hi ha cap altre que
proporcioni una utilitat més gran a almenys un dels indi-
vidus que participen a la negociacié, sense que dismi-
nueixi la utilitat de la resta d’agents.

Per a estendre el concepte d’eficiéncia en el sentit
de Pareto a situacions en qué els participants disposin
d’'informacié incompleta, cal veure com es pot determinar

la variacié en la utilitat dels agents al canviar el meca-

nisme de negociacié. Perd l'avaluacié de les esmentades

utilitats depén de la informacié de qué es disposi, i per
tant, per jutjar l’eficiéncia d’un mecanisme cal saber la

perspectiva que té de la situacié 1la persona que l’'ha

d’'establir.
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Per exemple, si un agent disposa de certa informacié
privada, pot determinar el(s) mecanisme(s) més favora-
ble(s) donada la seva informacidé real. Agquest tipus de
judici no esta, en canvi, a l’abast de la resta d’indivi-
dus que puguin intervenir en la situacié, ja que no dispo-
sen de la mateixa informacié. Aixi doncs, podem pensar
almenys en tres criteris diferents d’acord amb els que es
pot establir l’eficiéncia d’un mecanisme: els propis juga-
dors per separat, un consens entre els mateixos, una per-
sona externa que faci d’'arbitre, - donaran lloc a con-

cepcions diverses de l’eficiéncia d‘un mecanisme.

Tal i com esmentavem a 4.2, en aquest capitol - com
en el capitol 5 - partim de la base que el mecanisme amb
qué es fa la negociacidé entre les empreses,els ha estat
imposat. Aix®d significa que la perspectiva adequada per
a valorar l’eficiéncia d’un mecanisme serad la d’un plani-
ficador extern, que no coneix la informacié privada de que

disposen els agents negociadors.

No cobstant, analitzar una situacié de joc amb un mo-
del bayesia implica considerar coneixement comi les creen-

ces de cada un dels agents, respecte a la informacié pri-

vada i creences dels altres agents. Per tant, aquestes
creences poden ser utilitzades pel planificador en la de-
finicié d’eficiéncia que trii pels mecanismes. Al mateix

temps, perd, caldra tenir en compte el moment en que es
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mesuri la utilitat dels individus que intervenen en una
negociacid, perqué varia la informacié que aquests tenen,
i per tant la seva posicié respecte a un cert mecanisme
donat. Es poden considerar tres etapes diferents cara a
lravaluacié de l'eficiéncia d’un mecanisme4, que, seguint

la terminologia de Holmstrém i Myerson (1983), qualifica-

rem de la manera segiient:

- l’etapa ex ante, quan cap de les empreses coneix encara
la seva informacié privada;

~ 1l’'etapa interim, en qué cada agent coneix la seva ca-
racteristica privada, perd encara no s'ha dut a terme
la negociacidé, i per tant desconeix la informacié que
puguin tenir els seus oposants, i

- l’etapa ex post, quan tota la informacié de la situacid

de joc ha esdevingut coneixement comi.

D’acord amb aixd, 1l’avaluacié de les utilitats que
comporta un contracte signat a través d’un mecanisme de
negociacié {q,P}, directe i compatible respecte a incen-

tius, es podra fer de tres maneres diferents, segons les

funcions:

4. Veure també, en aquest sentit, Crawford (1985a).
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g -

(1) Wl(<q,P>):=J[.PP(x,z)—C(q(x,z),x)- dH(x,2)
Q

W2(<q,P>):=J( -I(q(x,z),z)—P(x,z)- dH(x,2)
9" J

en el cas ex ante, essent H(x,z) la distribucidé de
probabilitats conjunta5 de F i G, i definint:

Q:= { (%,2)€TxT, / q(x,z)20 }

(2) Wy (<q,P>|x):= U(x;x) =

]( [P(x,z)-C<q<x,z),x>] dF (z|x)
2, (%)

i

V(z;z} =

d/f [I(q(x,z),z)—P(x,z)] dG (x| z)
QQ(X)

W2(<qIP>iz):

en el cas interim, on Ql(x):= { ZET2 / a(x,z)20 }

Q,(x):= { x€T; / q(x,2)20 }

(3) Wl(<q,P>{x,z):= P(x,2) - C(g(x,2),X)

W2(<Q:P>IX,Z)== I(q(x,z),2z) - P(x%,z) pel cas ex post

5. La definicid ex ante presuposa que la situacid de joc és consistent, ja que altrament la fun-

ci6 H no té perqué existir, excepte en casos molt especialﬁ.
Reduirem la seva aplicacié a casos en qué H estigui definida de forma natural, de manera que

no caldrd imposar, a priori, la hipdtesi addicional de qué la situacid és efectivament consis-
tent.
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Els conjunts Q i Qi que hem utilitzat en les defini-
cions de les utilitats esperades (casos ex ante i interim)
sén necessaris pel conveni establert al principi del nos-
tre estudi, segons el qual s’entén que no es signa el con-
tracte si la regla d’intercanvi tria una quantitat nega-

tiva.

Les funcions Wi representen les utilitats (esperades
en els casos ex ante 1 interim) que obtindran els jugadors
si utilitzen un mecanisme directe {q,P}, sempre i quan
facilitin la informacié privada que realment posseeixen.
Per tant, qualsevol criteri de classificacié dels mecanis-
mes utilitzant les funcions Wi només tindra sentit si su-
posem que els diferents agents que intervenen en el joc
estan disposats a dir la veritat, com és el cas si els
mecanismes sén compatibles respecte a incentius, perque
llavors revelar la informacié privada vertadera consti-

tueix un equilibri de Nash. \

Aquestes tres mesures donen lloc a tres nocions dife-
rents de dominancia, que es poden utilitzar de manera simi-
lar al criteri de Pareto. Donats dos mecanismes facti-

bles (i.e., directes i compatibles respecte a incentius)

{q,P} i {&,ﬁ}, direm que:

(a) {&,ﬁ} domina ex ante {q,P} si es compleix:

Wi(<qu>) 2 Wi(<qlP>) \Ji=l’2
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(b) {g,P} domina en sentit interim {g,P} si es compleix:

Wi(<q,P>[t;) 2 W, (<q,P>|t;) ‘,/i=1,2 \/tiewi

(on cal entendre t;=x si i=1; o t;=z si i=2)

(c) {q,P} domina ex post {q,P} si es compleix:

Wi(<q,p>|x,z) }Wi(<q,P>|x,z) V,i=l,2 ‘q/xETl ‘vlzf:T2

i si, a més, en cada definicié, almenys una de les desi-

gualtats és estricte.

Observem que en els casos Iinterim i ex post, la do-
minancia requereix un increment de la utilitat esperada
per tots els tipus possibles, i no solament per aquell que
correspongui a 1l’estat real d’informacié del mercat.
Aquest requisit és necessari perqué, com ja hem indicat,
el planificador, al ser un observador extern, no pot uti-
litzar cap concepte de dominancia que depengui de la in-

formacié privada real dels agents.

Les diferents nocions de dominancia donen 1lloc de
L3 >~ s 6 L3
manera natural a tres conceptes d’eficiéncia’: direm que

un mecanisme factible és eficient ex ante (respectivament

6. Hoimstrém i Myerson (1983) defineixen, de fet, sis conceptes d'eficiéncia. Per una banda els

tres que nosaltres hem enunciat, pels que fan servir la qualificacié de "eficiéncia respe?te a
incentius", ja que s'estan cousiderant com a mecanismes factibles els directes compa?lb]?s
respecte a incentius. Perd també defineixen tres conceptes més, que designen amb 1'adjectiu
"eficiéncia classica”, en qué els mecanismes factibles sén tots els directes:—en un enfoc que
suposa que no hi ha problemes d'incentius quan cal saber quina &s la informacié privada (./.)
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en _sentit interim o ex post) si no hi ha cap altre meca-

nisme factible que el domini ex ante ( respectivament, en

sentit iInterim o ex post).

L’analisi de l'eficiéncia dels mecanismes de negocia-
cidé mitjancant el criteri ex ante només té& sentit si el
planificador ha d’anunciar el mecanisme que s’'ha d’utilit-
zar abans de qué els negociadors coneixin la seva informa-
cié privada. En aquest cas, si els individus estan
d’acord en emprar un cert mecanisme, no es pot assegurar
que hi hagi una regla de negociacié que sigui millor per
tots els agents després de conéixer la seva informacid
privada. Perd aquest criteri és adequat per a una situa-
cié que es pugui tractar com un joc d’informacié imperfec-
ta, i la que nosaltres estem estudiant no ho sera a menys

que es tracti de signar un contracte a llarg termini.

En conseqiidncia, i donat que dels dos criteris res-
tants evidentment el més fort és el d’eficiéncia ex post,
intentarem caracteritzar els mecanimes que tinguin aquesta
Gltima propietat. A aquest objectiu pot ajudarnos-hi els

resultats de la seccié que segueix.

(peu de pag.6, cont.)

de qué disposen realment els individus. ) B o
La 1fnia que segueix aquest treball no requereix en cap moment la consideracid dels criteris

d'eficiéncia classica, ja que la compatibilitat respecte a incentius ha sorgi? de méne:a natu-
ral en 1'estudi; per tant no sembla mecessari afegir 1'adjectiu "respecte a incentius” en les
definicions d'eficiéncia que s'han donat.
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7.3.2. Eficiéncia ex post

Proposicié 7.1. Sigui c}(x,z)=argmaxq S(qg,x,z), definint

aquesta darrera funcié per:
S(q,x,2)=I(q,2)-C(q,x)
Si existeix una funcié de transferéncies
P:T,xT,—>R tal que {q,P} sigui un meca-
nisme factible, llavors {q,P} és eficient
ex post.
En efecte: suposem que {q,P} és un mecanisme factible
perd no eficient ex post. Aixd significa que podem

trobar un altre mecanisme {gq’,P’} que el domina

ex post, és a dir:
Wi(<q’,P’>]x,z) > Wi(<§,P>|x,z) J(X,Z)ETlXTZ‘Ji=l,2

amb, almenys, una desigualtat estricta. Per exem-

* * ]
ple, suposem que per i=1l, x=x , 2=z €s compleix:
* * - * *
Wl(<q'IP’>IX 12 ) > W1(<q,P>|x 12 )
Llavors podem escriure:

* * * * * *
S(q’(x*,z*),x*,z*) = I(g'(x ,2 Y2 )-C(Q’'(x ,2 )X )=

[I(q’(x*,z*),z*) - P(x*,z*)] +

+ [P'(x*,z*) - C(q'(x*,z*):x*)] =

*  * . oy *
w <q’IP,>lx 2 ) T W1(<q /P >Ix /2 ) >

2
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- * * - * *
> W2(<q,P>lx r2 ) + Wl(<qlP>|X r2 ) =
- * * * *
= S(q(x 2 ),x ,2 )

és a dir, hem demostrat que, en aquest cas, tenim
* * * * - * * * *

S(qa’(x +2 ),x ,2 ) > S(g(x ,2 ),x ,z ), i aixd no és

possible si S(.,x.z) arriba al seu maxim en @q(x,z),

per qualsevol valor del parell (x,z)ETlez.

La contradiccié resulta d’haver suposat que {q’',P’}

dominava ex post {q,P}; i per tant {g,P} ha de ser

eficient ex post. ||

La demostracidé d’aquesta proposicié6 posa de manifest
que els mecanismes de la forma {q,P}, per P qualsevol,
optimitzen la suma de les utilitats ex post que poden ob-
tenir els jugadors, siguin quines siguin les condicions

del mercat, és a dir:

q(x,z) = argmaxq[wl(<q,P>[x,z) + w2(<qlP>lxlz)]
ja que, segons hem vist:

W1(<q,P>|x,z) + W2(<q,P>|x,z) = S(qg(x,2),%,2)

Aixi doncs, si podem trobar un mecanisme factible del

tipus {J,P}, aquest sera eficient,tant amb la definicid

que nosaltres hem donat d’aquest concepte, com amb una de

les definicions que és usual trobar a la literatura sobre

jocs de negociacié: un mecanisme 8s eficient si maximitza
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la suma d’utilitats dels agents, en qualsevol situacié

d’'informacié6 dels mateixos7.

Aixi mateix, utilitzant un mecanisme del tipus {Qq,P},
s’estara fent una transaccié d’una quantitat q(x,z) que
coincideix amb l’Optima en el cas d’informacié perfecta.
En aquest sentit, aquests mecanismes s6n també eficients
utilitzant un altre criteri d'eficiéncia que sol ser fre;
qﬁents, 1 que nosaltres mateixos hem adoptat en el capitol
5 d’aquest treball: considerar eficient un mecanisme en el
que la regla amb qué es determina la quantitat a intercan-
viar, coincideix amb la regla Optima en un marc d’infor-
macié completa, sigui quin sigui el possible estat de la

natura en qué, en realitat, s’‘estigui duent a terme la

negociacié.

La proposicié 7.1 déna només una condicié necessaria
per assegurar que un mecanisme directe compatible respecte
a incentius sigui eficient. La condicié suficient, perd,
es pot establir tenint en compte que els diversos concep-
tes d’eficiéncia es poden representar, de forma equiva-

lent, utilitzant una regla de benestar social.

7. Veure, per exemple, d'Aspremont i Gérard-Varet (1979,1982), Riordan (1984), W.Samuelson

(1984), Maskin (1986}, o Spulber (1988b).
8. Alguns dels articles en qué es ddna son: Myerson i Sattwerthwaite (1983), Cramton, Gibbons i

Klemperer (1987).
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En el cas de 1l’eficiéncia ex post es demostra9 que,

per a ser eficient, un mecanisme ha de maximitzar una suma

ponderada de les utilitats ex post dels dos agents:

ot,l(x,z)Wl(<q,P>|x,z) + az(x,z)W2(<q,P>|x,z)

on les oy s6n funcions arbitraries, ai:Tlez——->R+, per

i=1,2.

Tenint en compte que les funcions Ws sén additivament
separables en unitats monetaries i quantitat intercanvia-
da, no hi ha pérdua de generalitat en suposar que les dues
funcions de pes o sén iguals: @, (x,z)=a,(x,z)=1 per tot

(x,z)ETle En aquest cas la funcié a optimitzar coin-

-
cideix amb S(q,x,z), i per tant la condicid establerta en

la proposicid® 7.1 resulta ser alhora necessaria i sufi-

cient per assegurar l’eficiéncia ex post d’un mecanisme

factible. En resum, tenim doncs: \

Proposicié 7.2. Un mecanisme directe {q,P} compatible

respecte a incentius és eficient ex post

si, i solament si, g=q.

9.  Veure, en general, Holmstrém i Myerson (1983), i més en particular per les regles de negocia-
cib ex post, Cramtom (1985), p. 163.
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7.3.3. Racionalitat individual

A banda del concepte d’eficiéncia que s’utilitzi per
a triar un mecanisme, és desitjable que aquest tingui una
altra propietat, especialment important en el cas que 1la
negociacié es dugui a terme en un marc d’informacié pri-
vada. El planificador ha de tenir en compte que el
mecanisme proposat ha de ser "individualment racional" des
del punt de vista de cada una de les empreses, és a dir,
que cada un dels agents ha de preferir (débilment) entrar

en la negociacié.

Com en el cas de 1l’eficiéncia, quan una situacié de
joc s’analitza amb les hipdtesis bayesianes, la mesura de
la racionalitat individual depén de l’estat de la infor-
macié de cada agent en el moment en qué ha de prendre la
decisié d’entrar o no en la negociacié. Segons aixo,

donat un mecanisme qualsevol {q,P}, direm gue:

(a) {q,P} és individualment racional ex ante gquan:

Wi(<q,P>) 2 0 Ji-'l,z

(b) {q,P} és individualment racional en sentit interim ssi

W, (<q,P>|t;) 20 \/tiecpi V’i=1:2

(c) {q,P} és individualment racional ex post ssi:

Wi(<q,P>|x,z) 20 V(x,z)ETle2 41:1,2
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Es evident que qualsevol mecanisme que el planifica-
dor tril ha de complir aquesta propietat, almenys en la
seva versié més débil. En cas contrari, algun tipus
d’algun dels agents podria preferir no entrar en la nego-
ciaci6, i aixd alteraria completament les bases de 1l’ana-
lisi del joc, perqué aquesta informacié necessariament
seria incorporada a les funcions de creenga dels agents en
el moment de comengar la mateixa, i el contracte signat no

coincidiria amb les previsions del planificador.
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7.4. Mecanismes eficients per a agents amb creences

independents

Com hem assenyalat en l'apartat anterior, les carac-
teristiques principals que han de reunir els mecanismes
factibles,s6n l'eficiéncia ex post i la racionalitat indi-
vidual en alguna de les seves formes. Per tant, desen-
&oluparem la nostra analisi comencant per l’obtencié de
mecanismes eficients ex post, i dins d’aquest grup carac-
teritzarem aquells que, a més a més, siguin individualment
racionals. D’aquesta caracteritzacié en podrem deduir
facilment les utilitats maximes que poden esperar obtenir
les empreses a través de la signatura de contractes en les

condicions d’incertesa que estem analitzant.

Per a dur a terme aquest estudi resulten de gran
importancia les propietats addicionals que puguin complir
les funcions de creencga dels agents, representades per les
distribucions de probabilitat acumulada F i G, ja que les
técniques que s’utilitzen difereixen d'acord amb les di-

verses hipdtesis que adoptem sobre les mateixes.

Una de les condicions més fortes que es poden imposar

a les funcions de valoraci6 subjectives dels agents és que

aquestes siguin independents dels seus tipus, de manera

que el vertader estat de la banda del mercat que consti-

tueix la informacié privada de l’agent no tingui cap
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influéncia en les creences del mateix sobre la informacid

que desconeix; és a dir:

F(.]|x) F(.|x") =: F(.) b/x,x'e'rl

G(.]z) = G(.|z") =: G(.) \7,z,z'e'1'2

Observem que aquesta condicié és realment molt restric-
tiva, ja que, de fet, implica considerar coneixement comi

les creences vertaderes de cada agent.

L’objectiu d’aquesta seccié sera l’estudi de situa-
cions de negociacié en qué es pugui imposar aquesta con-
dicié - que, d'altra banda, és una de les hipdtesis de
treball més habituals en la literatura de jocs de negocia-
ci6é -, deixant per l’apartat seglient 1l‘analisi de casos

més generals.
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7.4.1. Caracteritzacid d’una familia de mecanismes efi-

cients ex post

Tal com acabem de comentar, en el desenvolupament
d’aquesta seccié wutilitzarem la hipdtesi addicional se-

glient:

(C.I.) La informacié a l’abast de les empreses en el mo-
ment de comengcar la negociacié é&s suficientment

precisa com per a poder sostenir creences gque sén

independents del seu tipus.

D’acord amb la proposicié 7.2, en qualsevol mecanisme
eficient ex post la regla d’intercanvi ha de coincidir amb
la funcié q. Per tant l’estudi que haurem de dur a terme
s'ha de referir a la caracteritzacié de funcions de trans-
fergdncia P, tals que el mecanisme directe {q,P} sigui com-
patible respecte a incentius. Si seguim el punt de vista
bayesia, per a assegurar que un contracte es signa en con-
dicions dptimes, sera suficient que aquest es negocili

d’acord amb un mecanisme directe de la forma {q,P} que

compleixi (7.A):

U(x;x) leETl

c
»
]
IA

V(z;z) V/ZETz

<
~~
N
~-e
N
S
IA
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per a qualsevol parell (x,z)ETle2 que constituexi l’estat

de la natura quan es faci la negociacié.

Per a calcular 1la utilitat esperada de cada una de
les empreses - funcions U i V - hem de tenir en compte
que, donat el mecanisme de negociacié, é&s coneixement comd
en quins dels estats de la natura és possible signar un
contracte i en quins no, ja que es pot calcular l’excedent
total de la negociacié en cada estat de la natura. Com

en l’apartat anterior podem escriure:

U(x’;x) =J[ [P(x’,z) - C(a(x',z),x)]dF(z)
Qy(x")

V(z’;z) =J/. [I(&(x,z'),z) - P(x,z’)]dG(x)
2,(z")

on @ (x'):= {z€T, / q(x’,z)20 }
Q,(z"):= {x€T; / q(x,z")20 }

ja que en un estat (x,z)€T,xT, en qué la quantitat inter-
canviada optima prescrita sigui negativa obviament no es

signara mai cap contracte.

L’observacié precedent ens indica que haurem de co-
mencar el nostre estudi caracteritzant els conjunts 2,

quan la regla d’intercanvi ve donada per gq:
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Lema 7.3. En la hipdtesi (C.I.) els dominis de definicié
de les utilitats esperades per cada empresa, si
es duu a terme la negociacié amb un mecanisme

directe {gq,P}, sén, respectivament:

2, (x) = [z (x),1] 2,(2) = [0,x"(z)]

* *
on les funcions 2z i x estan definides de 1la

manera segiient:

el valor zETz, si exis-
teix, en qué g(x,z)=0

* * -

z :‘I'l--->'1‘2 z (x) = 0 si q(x,z)20 VZETZ
1 si q(x,z)<0 Vze'rz
el valor xETl, si exis-
teix, en qué g(x,z)=0

x*:Tz-——->T1 x*(z) =4q1 si q(x,2z)20 JxéTl

0 si q(x,z)s0 VxETl

En efecte, recordem que la definicié de g(x,z) ens permet

trobar explicitament éx i &z’ de manera que podem assegu-

rar que q és decreixent respecte a la variable x 1 crel-

Xent respecte a z. Aixi doncs, donat un valor de x, la

funcié q(x,z) tindra, com a maxim, un canvi de signe, ja

que és una funcié derivable - i per tant continua ~, i 1la

definicié de z  esta ben justificada.
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A més, una empresa que anuncii un valor x fixat podra ne-
gociar un contracte sempre que l’altra banda del mercat

estigui definida per un valor zZz*(x), perqué llavors:

— - * *
a(x,z)2q(x,z (x))=0 si z (xX) és de l’interior de T,

d(x,2)23(x,2 (x))20 en el cas z (x)=0

Aquest raonament és suficient per assegﬁrar que, per la
primera empresa, Q,(x) = [z*(x),l].

Pel que'fa a la funcié x i al conjunt Qz(z), es pot arri-
bar a una conclusié similar utilitzant els mateixos argu-
ments anteriors: al ser q decreixent respecte a x, es com-

pleix g(x,z)20 per tot xE[O,x*(z)].I

Per a una situacié de joc donada, determinada per les
funcions de cost i ingrés de les dues empreses, serad molt
probable que almenys una de les funcions z*(x) o x*(z)
sigui no constant. Aixd significa que l’anunci de certes
caracteristiques per part d’un dels agents en el transcurs

de la negociacié pot implicar automaticament la no signa-

tura del contracte [per l’agent 1, per exemple, es donara

*
aquest cas sempre que anuncii x€Ty amb z (x)=0], o que no-

més es signard per agents de la part contraria amb certes

Caracteristiques.

Si &s aixi, les utilitats que puguin obtenir les em-

' * . * .
preses sén funcié també de x (z) i z (x), Ja que sén
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coneixement comd abans d’iniciar-se la negociacié, i 1la
determinacid d’aqueéta dependéncia é&s un pas previ per a
poder caracteritzar els mecanismes directes {q,P} compati-
bles respecte a incentius. En aquest sentit &s necessari
donar primer algunes propietats de x* i z*, per poder de-

duir la forma de les funcions dfutilitat:

Lema 7.4. En les condicions del lema anterior es poden
definir valors §,§€T1 i E'EeTz tals que:
(1) z*(x)=0 per x€[0,x]
z*(x) és una funcidé derivable i creixent per
X€(X,X)
z*(x)=1 per x€[x,1]

*

(2) x (z)=0 per z€(0,z]

x*(z) és una funcié derivable i creixent per

z2€(2,2)
x*(z)=1 per z€[z,1]
(3) x i z sén funcions inverses en els
intervals (x,X) i (z,2)
En efecte:
(1) Observem, en primer lloc, que si q(x,z)s0 per tot =z,

i prenem un valor x’>x tindrem gq(x’,z)sq(x,z)s0 per

tot z. Dit d’altra manera:
* 1
z*(x)=l - z (x')=1 per tot x’>x

Podem definir, per tant, X com l’element més petit de

* . .
T, en que z (x)=1, o, equivalentment:
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x:= inf { X€T; / q(x,2)20 vleT2 }

Es evident, per la definicié de X, que z*(x)=1 per
tot x€[x,1], i que si l'empresa venedora anuncia un
valor d’aquest interval no s’arribard a un acord,
sigui quina sigui la caracteristica del mercat de 1la
segona -empresa.

Aixi mateix, si q(x,z)20 per tot 2z, es compleix
igualment aquesta propietat per tots els punts a
l’esquerra de x, de manera que essent la funcié @

continua, té sentit considerar el punt:
x:= sup { x€T; / q(x,z)20 V/zE'I‘2 }

* .
i tindrem z (x)=0 per x€[0,x]. L’anunci d‘’un valor
x d’aquest interval implicarad la signatura d’un acord
per qualsevol caracteristica de l’altra banda del
mercat.
* - = -

Per Gltim, demostrem que =z (x) és derivable i crei-
xent en (x,X). Per construccié, en l’interval (x,X)
la funcié z*(x) estd definida de manera implicita per
1'equacié &(x,z*(x))=0. Ja que q és diferenciable,

2" resulta ser-ho també, i derivant l’equacié tin-

drem:
G (x,2"(x)) *+ Gy(xez (%)) 2 (%) = 0
' * = - g (%)) /&(x,z*(X))>0
d’on: z (x) = - qu(x,2 ( 2
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al ser g creixent respecte a z i decreixent respecte

a X.

(2) En el cas de la funcié x" podrem definir:

{2€T, / q(x,z)<0 \/xe'rl }

1IN
it
n
=
e}

NI
]
[EN
=
th

{zET2 / q(x,z)<0 V’xETl }

Un raonament similar al de (1) ens permet afirmar que
si l’empresa éompradora anuncia wun valor z€[0,z] no
d’arribara a cap acord, sigui quin sigui l’estat de
la primera empresa; i que si anuncia z€[z,1] es sig-
nara un contracte sempre. Igualment és immediat
comprovar que x*(z) és també una funcié derivable 1
creixent a l’interval (z,z).

(3) Per tltim, demostrem que les funcions x* i z* sén
inverses en els intervals (x,x) i (2z,z). En efecte,
donat x€(x,X), z*(x) &s, per definici6, el valor en
que &(x,z*(x))=0. Perd llavors, per la definicié de
x", tenim §(x*(z*(x)),z*(x))=0, i ja que el punt de
tall és dnic,podem assegurar due es compleix que

x*(z*(x))=x. La composici6é en sentit contrari porta

a la mateixa conclusi6.|}

Com a consegqiiéncia tindrem també:
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Corol.lari. Les funcions d‘utilitat de les dues empreses,

si es duu a terme una negociacié amb un meca-

nisme directe {q,P}, es poden definir com:

[P(x’ ,2)=C(a(x’ ,z),x)]dF(z) si x'€[0,x]
z (x')

U(x’;x):=<

0 per x'€(x,1]

\

* . .
tenint en compte que z (x’) és constant i igual

a zero per x'€[0,x].

0 per z'€[0,2)

x (2')
]’ [I(ﬁ(x,z’),z)-P(x,z’)]dG(x) si z’€[z,1]
0

* . .
tenint en compte que x (z’) &S constant i igual

a la unitat per z'€[z,1].
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Ara estem en condicions de poder buscar una funcié de

preus P(x,z) tal que el mecanisme {q,P}, amb la funcié

g(x,z) com a regla d’intercanvi, sigui compatible respecte

a incentius. Imposarem dues restriccions a la funcié de

preus que caracteritzarem. Haura de ser:

(1)
(2)

additivament separableloz P(x,z)=pl(x)+p2(x), i

diferenciable.

La condicié (7.A), que estableix els mecanismes que

sén compatibles respecte a incentius, es pot escriure

també com:
U(x;x)=méxx, U(x’';x) V(z;z)=méxz, V(z';z)
Si suposem diferenciabilitat a la funcié de preus, la

condicié necessaria de primer ordre sera:

U_,(x';x) = 0 per x'=x en qualsevol x€[0,X]
XI

0 per z'=z en qualsevol z€[z,1]

Vz,(z';z)

10.

Els mecanismes additivament separables van ser estudiats per primera vegada, en un marc molt
general de béns pablics, per d'Aspremont i Gérard-Varet (197?). on demo?tren quedémb ?; m?;:;
nisme d'aquest tipus compatible respecte a incentius en sentit ?ayesi? s'obtenen distr .uc
eficients sense necessitat de subsidis externs. En el seu article 1mgosen una condicid, que
anomenen "d*independéncia®, similar a 1la nostra hipdtesi de creences independents, ge:? e!:
recursos que utilitzen en la seva demostracié sén diferents dels que es fan servir aquf, J
que suposen que es pot fer una distribucid en qualsevol es?at ?e la qat?ra. danci ot
En una 1fnia similar - mecanismes additivament separables i hipdtesi d'independéncia - es p

veure també Arrow (1979).
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Desenvolupem la primera condicié. Tenint en compte 1la
forma de la regla de quantitats (q) i el corol.lari ante-

rior, la utilitat del primer agent serai:

1
U(x'";x) =/ [P(X’,Z) - C(i(X’,Z),X)]dF(Z) =
z*(x')

1 1 ‘
=/ Py (x7)dF(2) +/* [PZ(Z)—C(?i(x',z),x)]dF(z)
¥4

*(xl) z (X')
= py(x) [1F(2 ] +
1
+] [Pz(z)-C(c';(x',z),x)]dF(z) si x'€(x,X)
*
z (x'")

*
En particular, si x'€[0,x] tenim z (x’)=0, de manera que

per aquests valors l’expressié sera més senzilla:

1
U(x';x) = p,(x") +‘/’ [pz(z)-C(a(x’,z),x)] dF(z)
0

Busquem ara la derivada d’aquesta funcié respecte a

X', Haurem de diferenciar entre els dos intervals, ja

que la funcié z*(x') és constant en un d’ells:
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(1) per X'E[0,§]:

Upr(x75x) =

1

d - -

= pl(x,).][ Cqla(x’z)/x)q, (x",2)dF(z) =
0

1
d -
ax P1(x") - %;g/ I(q(x’,2),2z)dF(z) =
0

1
- g—i [Pl(x') "] I(Q(x’,z),z)dF(z) ]
0

En aquest calcul hem aprofitat que, per definicié, la
funcié @ compleix Cq(&(x,z),x)=Iq(§(x,z),z), i que
fent aquesta substitucié ens queda, sota el signe

d’integral, un diferencial total.

(2) per x'€(x,X):
U, (x'ix) = [1—F<z*<x')] by (x7) +

+ py(x") [—f(z*(x')] z; (%) -

1
- Cq@(x"12) /%) Ty(x'r2) dF(2) =

2" (x")

2X(x7) py(z’(x)) £(27 (x)) *

* - * * ,
+ oz (x") C(a(x",2 (x7)),x) £(z (x7))
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Per tant, la condicié necessaria de primer ordre per qué
el mecanisme siqui compatible respecte a incentius, pel

que fa a l’agent 1, és:

1
d -
(1) 3% [ Py (%) ijp I(a(x,2),2)dF(z) ] =0 per x€[0,x]
0

(2) [1-re" ] Gz ey (0 - B ) £(2T () 2 -

- py(z (%)) £z (x)) Z(x) =
(7.B.1)

= Cq(&(x,z),x) ax(x,z) dF(z) -

*
z (%)

- C(E(x,z (1)), x) (2 (%)) 7 (%) per x€(x,X)

La primera d’'aquestes dues equacions és de resolucid

immediata:

1
P, (x) i/( I(q(x,z),z) dF(z) + k; per x€[0,x]
0

i al mateix temps ens proporcionara la condicié de contorn

necessaria per a resoldre 1’equacié diferencial plantejada

a (7.B.1), ja que si exigim la diferenciabilitat de la

funcié d‘utilitat de la primera empresa, s’ha de complir:
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1
Py (%) =/ I(q(x,z),2z) dF(z) + kq
0

Perd, evidentment, (7.B.1) no es pot resoldre de ma-
nera independent, ja que en la mateixa intervenen les dues
funcions de preu Py i Py- Per a fer-ho haurem de reque-~
rir també la compatibilitat respecte a incentius pel segon

agent. Fent operacions tindrem:

*

X (z'
[I(&(x,z'),z)-pl(x)]dG(x>—p2(z')G(x (z'))

0
si z'€(z,z)

V(z'iz)=

1
J( [I(é(x,z'),z)—p1<x>]dc<x) - py(z")
0

si z’€[z,1]

ja que x*(z) &s constant i igual a G en aguest dltim in-
terval, qiiestié que cal posar de manifest degut a la uti-

litzacié posterior de la derivada d’aquesta funcié, que es

pot escriure com:

241



x"(z')
v, (2" :z) =J[ I (@(%,2),2)3, (%, 2" )dC(x) +

+x(2") [I(&(x*<z'),z'),z)-pl(x*(z'))] g(x (z')) -

- G(x"(27)) 5 Py(27) - py(z') g(x"(2)) x(z")
Quan x*(z')=1 (interval [z,1]) queda reduida a:

1
v, (2" i2) =J/ I ((x,27),2)3,(x,2")d6(x) - 5 Py(z’) =
0

QIQ
N

1
[/ C(&(X:Z),X)dG(X) - pz(z’) ]
0

de manera que la condicié6 de primer ordre pel segon agent

donara:

%" (2)
(3) }( I, (3(x,2),2)q,(x,2)dG(x) *
0

(7.B.2)

+xi(z) T(E(x"(2),2),2) 9(x (2)) =

= 6(x"(2)) &7 py(2) + [pz(z)+pl(x*(z))] g(x"(2)) x,(2)

si z€(z,2)
l —
(4) = P, (2) =‘/’ a4 C(q(x,z),x)dG(x) si z'€[z,1]
0
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Raonant com en el cas de la funci6é U, la segona part és de
resolucidé immediata, i alhora ens proporcionara les con-
dicions de contorn necessaries per a resoldre (7.B.2). En

total, podem establir el segilient resultat:

Proposicidé 7.4. La condicié necessaria per qué la funcié

de preus P(x,z)=pl(x)+p2(z) doni lloc a un
mecanisme coméatible respecte a incentius
juntament amb g(x,z) és que:

(a) Als intervals (x,x) i (z,z), respectivament, p; i p,

siguin solucié del sistema d’equacions diferencials:

(v ] & ey - [py0emy o] Glree" o] -

1

Cq(i(X,Z)IX) ix(xlz) dF(z) (7.B".1)

2" (x)

G(x"(2z)) §5 py(2) + [p2<z)+pl(x*(z))} %;[G(x*<z))] -

x"(2)
= I (d(%,2)2)3, (%,2)d6(%) (7.B".2)

amb condicions inicials:

1
Py (x) =J( 1(3(x,2),2)dF(z) + K;
0
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1
P,(2) =] C(q(x,2),x)dG(x) + k,
0

(b) Pels intervals [0,x] i [Z,1], respectivament, s’ha de

complir:

1
py(x) =] I(a(x,z),z) dF(z) + kg

0

1
Py(z) =| C(3(x,2),x) dG(x) + k,

0
on k1 i k2 sén constants qualsevulles.

El raonament anterior és suficient per a justificar aques-
ta proposicié, afegint només que, respecte a (7.B), no hem
escrit el terme de cost avaluat a &(x,z*(x)) ni el d’in-
grés a &(x*(z),z) perqué, per definicié sén quantitats

nul.les, i no hi ha pérdua de generalitat en considerar

- pel que fa a aquest estudi - ingressos i costos nuls si

no hi ha intercanvi. Jj

El sistema d’equacions diferencials plantejat a

(7.B’) &s lineal, i totes les funcions que hi intervenen

- 7
com a coeficients sén, almenys, continues. Per tant se’'n

pPot assequrar 1’existéncia de solucié, Qque no ofereix
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massa dificultats de calcul per a trobar-la - si tenim
funcions de cost, ingrés i creences donades -, encara que
calgui una resolucidé numérica. Obviament la proposicié
anterior no ddna condicions suficients, perd aquestes sén
de facil comprovacié una vegada determinades les possibles

regles de preu dels mecanismes.

En el capitol 8 presentem un cas particular, en qué es
pot resoldre explicitament el sistema d’equacions diferen-
cials de la proposicié anterior, aixi com obtenir condi-
cions suficients per a caracteritzar els mecanismes que, a

més, sén individualment racionals.

Hi ha un tipus de situacions de joc, perd, en qué el
sistema (7.B‘) és de resoluci6 immediata, 1 ens permet
continuar, més genéricament, l’estudi: quan les funcions

*

x i z s6n constants. Aquest sera l’objectiu de la

seccidé seglient. !
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7.4.2. Negociacions factibles per gqualsevol caracteristica

dels contractants

D’acord amb les observacions anteriors, utilitzarem

aqul les segiients hipotesis de treball addicionals:

(C.I.) La informacié a l’abast de les empreses, en el mo-
ment de comengar la negociacid, és suficientment

precisa com per a poder sostenir creences gque s6én

independents del seu tipus.

(N.F.) Les funcions de cost i ingrés de les dues empreses

permeten suposar que la negociacié és factible en
qualsevol estat de les dues bandes del mercat, per-

qué es pot obtenir una quantitat dptima d’'intercan-

vi no negativa. Es a dir:

q(x,2)20 \/(x,z)ETler2

La condicié (N.F.) ens assegura que els conjunts Qi,

dominis de definicié de les wutilitats esperades dels

agents sén, en aquest cas:

*
Q) (x)=T, \/xETl (ja que z (x)=0)

*
Q,(z)=T; VZETZ (ja que x (z)=1)
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7.4.2.1. Eficiéncia ex post

En la seccié 7.4.1. hem obtingut una condicié neces-
saria per qué la familia de mecanismes {q,P}, amb P addi-
tivament separable i diferenciable, sigui compatible res-
pecte a incentius - i, per tant, eficient ex post -. Amb
la hipotesi (N.F.), la funcié P haura de complir, segons

l’apartat (b) de la proposicié 7.4:

P(x,2) = p;(X) + P,(z) on:

1

p;(z)= I(q(x,z),z)dF(z) + k;

o\;

1
pz(z)=/ C(C-}(X,Z),X)dG(X) + k2
0

essent kl i k2 constants qualsevulles.

Observem que s'obté la mateixa solucié utilitzant

l’apartat (a) de la dita proposicié, ja que (N.F.) implica

- *
que z*(x)=0 per tot x i X (z)=1 per tot z. Llavors

. . . .
(7.B") és un sistema d’equacions diferencials que es po

integrar directament, per obtenir les mateixes funcions

que hem escrit més amunt.
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En aquest cas, la condicié necessaria per qué {q,P}
sigui un mecanisme factible resulta ser suficient. Donem

aquest resultat en la proposici6 segiient:

Proposicié 7.5. En les hipdtesis (C.I.) i (N.F.), qualse-

vol mecanisme directe de la familia {q,F}

definint:

P(x,z):= P, (x) + py(z) - k amb
k constant qualsevol

pl(x)=f I(a(xrz)rz)dF(Z)
T

5 (7.C)

p2(2)=f C(&(XIZ)IX)dG(x)
Ty

és compatible respecte a incentius i efi-

cient ex post.

En efecte:
Per la proposicié 7.2, tot mecanisme de la forma {q,P} és

eficient ex post. Falta veure que cada un dels mecanis-

mes la familia proposada és compatible respecte a incen-

tius; és a dir, que compleix (7.A):

i S:
(a) Calculem U(x’;x) amb un d’aquests mecanisme

U(x';x) = [ﬁ(x’,z)—C(a(X’,Z):X)]dF(Z) =

T,
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p(x") - k +/ P,(z)dF(z) "/ C(q(x’,z),x)dF(z) =
T T

2 2
J,

Llavors resulta obvi que U(x’;x)sU(x;x), ja que la dife-

S(q(x’,z),x,z)dF(z) +/ p,(2z)dF(z) - k
2 T2

réncia entre abmdues és S(.,x,z), que arriba al seu maxim

a g(x,z) i no a q(x’,z).

(b) De manera similar tindrem:

V(z’;z) =] [I(&(x,z'),z)-ﬁ(x,z')]dG(x)

/ I(3(x,2'),2)dG(x) - py(2’) + k —/ p; (x)dG(x) =
T Tl

/ S(3(x,2"),%,2)dG(x) -/ p, (x)dG(x) + k
T T

1

I per tant:

V(z';z)—V(z;z)=/ [S(&(x,z'),x,z)-S(?i(x,z),x,z)]dG(x)so
T
1

al ser §(x,z) el maxim de S(.,x,z)-lI

Si el planificador tria un mecanisme de la familia

{3,P} per a dur a terme la negociaci6, les utilitats que
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poden esperar obtenir les dues empreses del contracte que

signaran (i observem que per (N.F.) sempre val la pena

fer-ho) seran:

il

UE(x) = U(x;x) = J/.S(i(x,z),x,z)dF(z) +CM - k
T

2

VE(z) V(z;2) =‘/[ S(q(x,2),%x,2)dG(x) - IM - k
T

1
definint, per comoditat: CM:=J/f C(a(x,z),x)dG(x)dF(z)
T, xT

1772

IM:= I(g(x,z),2)dG(x)dF(z)

Tle2

CM i IM indiquen cost i ingrés mig esperat ex ante, res-
pectivament. Aquests termes, juntament amb k, regulen la
part de 1l‘excedent total que poden esperar obtenir cada un

dels agents:
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7.4.2.2 Racionalitat individual

En primer

lloc explorarem la possibilitat de trobar,

d’entre la familia de mecanismes eficients ex post carac~

teritzats per la proposicié 7.5, aquells que siguin racio-

nalment individuals ex ante. S’obtenen a partir del se-

giilent resultat:

Proposicisé 7.6.

Un mecanisme de la familia {q,P} donada

En efecte, per

per (7.C) és individualment racional
ex ante si, i solament si, el parametre k
que caracteritza la funcié de preus és de
1l’interval [CM,IM] (veure pag. anterior).
En particular per k*=%[CM+IM] el mecanisme
proporciona una utilitat esperada igual
per ambdds agents.

(7.D) les utilitats esperades ex ante pels

dos agents seran:

w1(<§,?>)=/ U(x;x)dG(x)=
T

1

j( S(q(x,2),x,z)dF(z)dG(x) + CM - k =
T, xT

1772

W2(<§,§>)i/( V(z;z)dF(z)=
T
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T/[ S(a(x,z),x,z)dF(z)dG(x) - IM + k =
Tle2

=k - CM

Per definicié, el mecanisme sera individualment racional
ex ante si compleix Wi(<§,§>)20 per tot i, condicions que
determinen k€[{CM,IM], interval no buit per les hipdtesis

generals del nostre estudi.

*
Pel valor mig d’agquest interval, k , tindrem:

= = 1 1 _
W, (<q,P>) = IM - F[CM+IM] = 5[IM-CM] =
= % S(a(x,z),x,2)dF(z)dG(x) 2 0
Tle2
- = 1 _ 1 _
W,(<q,P>) = 5[CM+IM] - CM = 5[IM-CM] =
= % S(q(x,2z),%x,2)dF(z)dG(x) 2 0
Tle2

d’on evidentment, Wl(<§,§>)=W2(<§:§>) | |

La proposicié anterior caracteritza un conjunt de

mecanismes directes compatibles respecte a incentius 1

eficients ex post, que es poden triar quan les empreses

. 14
estan simétricament informades - 6s a dir, en 1l’etapa

ex ante, en que cap de les dues coneix encara la seva 1n-

formacié privada -. En aquestes condicions, qualsevol

ifi tat
dels mecanismes anteriors sera acceptat sense dificul
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per ambdues empreses, i és Optim, ja que és eficient
ex post. Si, en particular, es tria el mecanisme de (7.C)
per k=k*, les empreses es repartiran en parts iguals l’ex-
cedent esperat de la seva relacié, justament com en el cas

d’informacié completa.

La racionalitat individual ex ante, no obstant, no és
adequada si les empreses coneixen la seva informacié pri-
vada quan es plantejen d’entrar en la negociaciéb. En
aquest cas sera necessari exigir que el mecanisme reflec-
teixi la situacié Iinterim en qué estan les empreses, Jja
que cal assegurar-se de qué aquestes tinguin un incentiu
per a entrar en la negociacié. Si un mecanisme imposat
externament ha de satisfer aquesta condicié, caldra que

compleixi:

Wi(<q,P>|ti)20 \!tiETi ‘Ji=1,2

donat que el\planificador no disposa d’informacié sobre el
tipus d’un agent quan proposa el mecanisme de negociacié.

Per tant, aquest requisit és imprescindible per a asse-

gurar que el mecanisme serd acceptat per dues empreses

qualsevulles.

Per veure quins dels mecanismes de la familia donada

a (7.C) sé6n individualment racionals en sentit interim

necessitarem el resultat segiient:
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Lema 7.7. Qualsevol mecanisme {q,P} del tipus (7.C) com-
pleix:

U(l;1)=minxU(x;x) V(0;0)=minzV(z;z)

En efecte, derivant la funcid U(x;x) de (7.D) tenim:

%;U(x;x)=/ Io((x,2),2)3,(x,2)dF(2)

2
/ (3(x,2),%)3, (%,2)+C (T(X,2), x)]dF(z) =

C (q(x,z),x) dF(z)

on la darrera igualtat es dedueix de la definicié de 1la
funcié q(x,z).

Ara bé, per hipdtesi, la funci6é de cost C és creixent res-
pecte a la seva segona variable, és a dir, CX(.,x)>O per

qualsevol valor de x fixat. Per tant el §igne de la de-

rivada anterior és sempre negatiu, i podem assegurar que

la utilitat esperada de la primera empresa sera una funcié

decreixent de la variable que simbolitza la seva informa-
cidé privada.

De manera similar, per a la segona empresa €s compleix:

%E V(Z;Z)i/[ Iz(é(x,z),z) dg(x) > 0

T,
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i per tant en aquest cas la funcié d’utilitat esperada és

creixent respecte al parametre z.]}

En conseqiiéncia, podrem assegurar que el mecanisme é&s
individualment racional en sentit iInterim si trobem un
valor de k - que ens defineixi completament P(x,z) - en el
que es compleixi U(1l;1)20 i v(0;0)=0. Per a enunciar les
condicions en qué aixd es pot fer,utilitzarem la segiient

notaciéb:

§(xlz):=S(§(XIZ)lez)=I(§(xlz)Iz)_c(a(xlz)lx)

El(l):=/ S(1,2z)dF(z)
Ty

E2(0):=/ 5(x,0)dG(x)

Ty

S(x,z) és l’excedent optim del mercat caracteritzat pel
parell (x,z)ETlez. Observem que la funcid S és creixent
respecte a la variable z i decreixent respecte a la varia-

ble x, com es pot deduir del lema anterior. Per tant

El1(1l) es pot interpretar com l'excedent minim que l‘agent

1l espera que existeixi, en mitjana, si es signa un con-

tracte, ja que s’obté amb x=1, és a dir, en les pitjors

condicions de la seva banda del mercat. El valor E2(0)

fa el mateix paper per l’agent 2: és també l’excedent mi-

. . , r
nim esperat des del seu punt de vista, ja que s obté pe

z=0, quan l’agent obté els ingressos més baixos.
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Amb l’ajut d’aquestes funcions podem establir la con-

dici6é de la manera segiient:

Proposicidé 7.8. Si les funcions d’ingrés i cost de les

dues empreses satisfan la condiciéll:

S(x,z)dG(x)dF(z) < E1(1)+E2(0) (7.E)

TIXTZ

tots els mecanismes {q,P} de la familia

donada a (7.C) per k€[IM-E2(0),CM+ELl(1)]

s6én individualment racionals en sentit
12

interim™ .

En efecte:

U(x;x) 2 U(1;1) El1(1) + CM - k

Wy (<3,B> %)

it

E2(0) - IM + k

W,(<q,P>|z) = V(z;z) 2 V(0;0)

Per tant una condicié suficient per a assegurar la racio-

nalitat en sentit interim del mecanisme és:

11. Es pot trobar una condici6 similar a Spulber (1988) [proposici6 6. p. 2617 per a unes funcions
de cost 1 ingrés particulars.

12, Aquesta observaci6 contrasta amb el resultat obtingut per My?rs?n'i.Satterthwaite (1983), q::
en el cas d'una negociacid per a intercanviar un objecte indivisible demostren que n?h .
passible trobar cap mecanisme de revelacid - que indueixi a dir la veritat - que sigui afhor

. . . L.
individualment racional en sentit fnterim i eficient ex pos ) o
Perd, com també observen Cramton, Gibbons i Klemperer (1987). el resultat :s unz cz:;zqzin:;:
de la poca "flexibilitat" de la prdpia negociaci6, deguda sobre tot al fet de qué n

intercanviar un dnic objecte. < U113 a9
Veure també Hagerty i Rogerson (1987), Matsuo (1989) o Satterthwaite i i1 Hans (1589).
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IM - E2(0) < k < E1(1) + CM

sempre 1 quan l'interval anterior sigui propi, restriccié

que, reescrita, déna la anunciada a (7.E).J]

Respecte a la relacid entre els mecanismes indivi-

dualment racionals ex ante i en sentit interim tenim:

Observacié.- Tot mecanisme {q,P} de la familia definida a

(7.C) que sigui individualment racional en
sentit interim ho és també ex ante.
Cal comprovar que [IM-E2(0),CM+El(1)]& [CM,IM], perd al
ser E2(0)20 i E1(1)20 sera suficient veure que IM-E2(0)2CM

aixi com que CM+E1l(1)<IM, és a dir, que:
E1(l) < IM - CM £ E2(0)

condicié que es pot assegurar pel comportament mondton de

la funcié §(x,z).H

Acabem aquesta seccié amb una altra observacié: en

general, si es compleix (7.E), hi haura diferents mecanis-

mes dptims entre els que es podra triar.

i es
Donem a continuacié algunes suggeréncies de com

Pot optar per un d’ells, destriant un cert element k de
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l’interval [IM~E2(0),CM+El(1)]. Ja que suposem que el
mecanisme és imposat externament, podem considerar que
l’eleccié del mecanisme estd en mans del planificador
extern. Aquest no coneix, ldgicament, la informacié pri-
vada dels agents, i per tant la seva tria ha d’estar refe-
rida a utilitat total esperada ex ante de les empresesl3.
Si el mecanisme amb k=k* de la proposicié 7.6 és indivi-
dualment racional en senfit interim, pot ser una bona

eleccid, ja que reparteix en parts iguals 1l’excedent

esperat.

Una altra possibilitat és buscar el mecanisme que

cqs 14
maximitzi una suma ponderada d’'aquestes utilitats™ ":

Max oW, (<q,P>)+BW,(<q,P>) s.a. {g,P}={q,P}
kKE[IM-E2(0),CM+EL(1)]

on «,B€[{0,1] sbébn fixats.

En aquest cas, i ja que:

W) (<q,P>)= 1(3(x,2),2)dG(x)dF(z) - k

Tle2

13. Observem que en el cas que estem estudiant no hi ha dificuitat ?n efprar aquesfbcoﬁfegte.rszz:
qué essent Tes variables x 1 z independents, & imediat que existeix la distribucio de p

bilitat conjunta.

. x s s
14, Pper exemple, Baron i Myerson (1982) utilitzen un criteri amb una funcié objectiu d'aquest

mateix tipus.
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W,(<q,P>)= k _u/r C(q(x,2z),x)dG(x)dF(z)

Tle2

la funcidé objectiu és lineal en k:

Max (B-a)k +V/, [aI(Q(XIZ),Z)—BC(i(X,Z),X)]dG(X)dF(Z)
Tle2

s.a. kE[IM-E2(0),CM+E1(1)]

Per tant, si f>a (el pendent de la recta és positiu),
1’0ptim estd a k=CM+El(l) mentre que per f<a cal triar
k=1M-E2(0) per a obtenir el millor valor. Si es db6na la
mateixa ponderacié a ambdues empreses («=8), amb qualsevol
dels valors de k s’obté el mateix valor de 1la funcié

objectiu.
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7.4.2.3. Preus de transferé&ncia no separables

En la seccié anterior hem obtingut una condicié ne-
cessaria i suficient per a garantir l’existéncia de meca-
nismes directes {q,P} compatibles respecte a incentius i
eficients ex post que siguin també individualment racio-

nals en sentit interim.

Perd la condicié establerta en la proposicié 7.8 es
refereix només a la familia de mecanismes directes de
(7.C) - additivament separables 1i diferenciables -. Si
(7.D) no es compleix podem preguntar-nos per l’existéncia
d’altres mecanismes directes eficients ex post i compati-
bles respecte a incentius que, no essent de la dita fami-
lia, siguin individualment racionals en sentit interim.
El conjunt de resultats que exposarem en aquesta seccid

ens assegura que no existeixen.

v

Comencem per obtenir un condicié necessaria que haura
de verificar gualsevol mecanisme directe de la forma {q,P}

€s a dir, eficient ex post:
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Proposicié 7.9. En les hipdtesis (C.I.) i (N.F.), qualse-
vol mecanisme directe {q,P} que sigui com-
patible respecte a incentius compleix:

(1) La funcié P é&s derivable parcialment
gairabé per tot respecte a les seves

dues variables.

(2)/ P(x,z)dF(z) =[I(§(x,z),z)dp(z) + ky
T T

2 2
(3)/ P(x,2z)dG(x) =fC(c}(x,z),x)dG(x) + k,
Ty T

on kl i k2 sén constants qualsevulles.

La demostracié de les condicions (2) i (3) és totalment
paral.lela; i (1) es dedueix al mateix temps. Sera sufi-
cient, per tant, detallar només una d’elles, per exemple
(2):

Per (7.A) tot mecanisme compatible respecte a incentius ha
de complir U(x';x)sU(%X;X) siguin quins siguin els wvalors

de x,x’€T Per tant, donats x,x'ETl qualssevol, podrem

1

escriure:
14 7 e 14
U(x’';x) £ U(x;x) U(x;x’) S U(x';x")

i, tenint en compte que, per definicib:

U(x’';x) = [P(x',z) - C(Ei(x',z),x)] dF (z)

Ty
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les condicions anteriors sén equivalents a:

f [C(a(x',z),x') - C(c_l(x,z),x’)-dF(z)

<
T2
< P(x',z) - P(x,z)-dF(z) <
T2
Sf C(q(x’,2),x) - C<&<x,z>.x)]dF(z)
_
2

de manera que dividint aquestes expressions per (x’'-x) 1

fent tendir x’ a x resulta:

/ P, (x,2)dF(z) =/cq(§(x,z),x) 3, (x,z) dF(z)
T Ty

ja que C i q sén continues i diferenciables. Per tant P

és derivable g.p.t. respecte a x.

Perd tenint en compte que q compleix la igualtat

Iq(&(xlz)lz) = Cq(ﬁ(x,z),x), podem escriure també:

]

%}E l: P(x,z)dF(z)] Iq(&(xlz)lz) c}x(x,z)dF(z)

T2 'I'2

[ I(q(x,2),2) dF(z)]
T

d_
dx
2

i d’aquesta igualtat se’n dedueix directament (2).H
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Observem, en primer 1lloc, que com a conseqii®dncia

d’aquesta proposicid, tenim també el segiient:

Corol.lari.- Qualsevol mecanisme {&,P},compatible respecte
a incentius additivament separable, és també

diferenciable.

Per tant, en cas que no es compleixi (7.D) haurem de
buscar mecanismes individualment racionals en sentit inte-
rim fora de la familia {q,P} on P é&s additivament sepa-
rable (relaxar la condicié de diferenciabilitat de P no té
sentit). No obstant, aixé no serad possible, ja que podem

establir la seglient:

Proposicié 7.10. En les hipdtesis (N.F.) i (C.I.) la con-

dicié (7.E) és necessaria per qué un me-
canisme directe {q,P} qualsevol sigui
compatible respecte a incentius i indivi-

dualment racional en sentit interim.

En efecte: donat un mecanisme directe {q,P} qualsevol, la

proposicié 7.3 ens caracteritza suficientment la funcié de

Preus, P, per a poder trobar les utilitats esperades, si

el mecanisme &s compatible respecte a incentius:

T

sigui Rl(x):=f p(x,z)dF(z) =[ I(a(x,z),z)dF(z) * ky
T, 9
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Rz(z)v=j[ P(x,2)dG(x) i/r C(q(x,z),x)dG(x) + k,
Ty Ty
llavors  U(x;x) =/ ':P(x,z) - C(a(x,z),x)]dmz) =
T
2

= R, (x) -f C((x,2),%x)dF(z) =
Ty

=U/ﬂ S(q(x,z),x,2z)dF(z) + ky
L)

i, de manera similar, V(z;z) =v/r S(a(x,z),x,2z)dG(x) + k,

Ty

Per tant, procedint com en el lema 7.7, podem assegurar
que U(x;x) és decreixent i V(z;z) és creixent, i tindrem
un mecanisme individualment racional en sentit interim si,

1 solament si:

EL(1) +k; 20

minxU(x;x) U(1l;1)

v
(o]

min _V(z;z) = V(0;0) = E2(0) + k,

d‘on, sumant les dues desigualtats anteriors, s’obté la

condicié necessaria segiient:

k, + k, 2 = E1(1) - E2(0) (7.F)

Per altra banda:

\/ﬂ S(q(x,z),x,z)dG(x)dF(z)
Tle2
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/ /I(q(x z),2)dG(x) dF(z) -/fcu‘;(x,z),x)df'(z) dG(x)
T, TJT

1 "2
/ V(z;z)+R (z)]dF(z) —/ [Rl(x)—U(x;x)]dG(x) =
T, Ty
=/ V(z;z)dF(z) +/ U(x;x)dG(x) =
T T

1

= 2/ S(q(x,z),x,2z)dF(z)dG(x) + k; + k,
Tle2

Per tant k; + k, = -f S(Q(x,z),x,2z)dF(z)dG(x)
T,xT,

Llavors la condicié (7.F) es pot escriure com:

“‘/ S(3(x,2z),x,2)dF(z)dG(x) = k; + k, 2 - E1(1) - E2(0)
T.xT

1772

que coincideix amb (7.E).H

Podem concloure que, efectivament, la condicié (7.E)
és necessaria per a garantir 1’existéncia de mecanismes

directes que siguin alhora eficients i individualment ra-

cionals en sentit interim.
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7.5. Mecanismes eficients en el cas general

Tal i com esmentavem al principi de la seccié 7.4, la
condicié (C.I.) - agents amb creences independents - supo-
sa considerar que les empreses disposen d’una gran quanti-
tat d’informacié sobre les dues bandes del mercat, ja que
poden valorar distribucions de probabilitat sobre els
parametres de les matéixes, prescindint de quina sigui 1la
seva informacidé privada. Aixi doncs, agquesta condicié
pressuposa la independéncia, en el sentit informatiu, de

les dues bandes del mercat.

Perd l7ambit d’aplicacié d’aquesta hipdtesi no és
universal. En general, només sera consistent si les dues
empreses tenen una amplia relacié que justifiqui aquest
coneixement. Perd, per exemple, si les empreses esta-~
bleixen relacions contractuals puntuals, cal pensar en el
cost que pot tenir valorar creences verosimils indepen-

dents del tipus de l’‘empresa, i en si aquesta eventual

despesa é&s prou justificada. En diverses ocasions podem

trobar-nos en la necessitat de formular hipdotesis menys

restrictives que 1’anomenada (C.I.)-

En conseqgiiéncia, un estudi més complet dels mecanis-

mes que pot preveure un planificador per a regular una

1 e tenir
contractacié entre dues empreses qualssevol, ha d

estes estiquin
en compte també el cas en qué aqu g
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relativament poc informades. Si es dbna aquesta situa-
cibé, és necessari postular que les creences de les dites
empreses, respecte a les caracteristiques del mercat de la
seva adversaria, estan mediatitzades per 1la seva prdpia
informacié privada. Per tant, les funcions de distri-
bucié que simbolitzen les creences de les empreses hauran
de dependre dels seus propis tipus, és a dir, seran de la

forma F(z|x) i G(x|z).

En la linia de les seccions anteriors, estudiarem en
primer lloc l’existéncia de mecanismes eficients en qué la
regla de preus sigui additivament separable respecte a les
caracteristiques privades dels dos agents. L’imposicid
d’aquesta hipdtesi addicional es pot justificar tenint
present la facilitat de calcul que permet. No obstant,
els resultats que s’obtenen sén forga diferents dels de la
seccid 7.4. Aixd ens obligara a utilitzar una altra
tipus d’analisi, amb mecanismes en qué la regla de trans-

feréncia sigui no separable.
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7.5.1. Preus de transferéncia additivament separables

En el desenvolupament d’aquesta seccié utilitzarem

les segilients hipdtesis:

(C.D.) Les creences de les dues empreses depenen dels seus

tipus respectius.
Representarem aquestes creences per les funcions de

distribucié F(z|x) i G(x]|z), amb F #0 i G_#0.

(N.F.) Les funcions de cost i ingrés de les empreses per-

meten suposar que la negociacié és factible en

qualsevol estat de les dues bandes del mercat, per-
qué es pot obtenir una quantitat optima d’inter-

canvi no negativa:
q(x,z)20 V(XrZ)ET1XT2

L’objectiu de la seccié és la caracteritzacié, si és

possible, dels mecanismes directes compatibles respecte a

incentius i eficients ex post en qué la regla que indica

el preu de la transferéncia, P, sigui:

(1) additivament separable: P(x,2)=Py (X)+P5(2)

(2) diferenciable

Sigui doncs {q,P} un mecanisme directe on P compleixi

(1) 1 (2). Ja que la quantitat per la que es signara
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eventualment el contracte vé donada per q, l’eficiéncia
del mecanisme dependra només de qué sigui compatible res-

pecte a incentius.

Per a veure en quins casos un mecanisme pot complir
aquesta condicié, comencem per donar les utilitats espe-
rades dels agents:

Tenint en compte (1), la utilitat esperada pel primer

agent si anuncia x’ETl, essent xETl el valor de la seva

informacié privada, sera:
U(X’;X)=u[. [P(X’;Z) - C(i(x’,Z):X)] dF (z|x) =
T
2

= p,(x") +f [p2<z)—C(c‘1(x',z),x)]dF(zlx)
Ty

Pel segon agent tindrem, de manera similar:

V(z';z)

J/. [I(&(x,z’)lz) - P(xrz')] dG(x|z) =
Ty

- Pz(z')'+J[ [I(a(xrz')IZ)'PI(X)]dG(XlZ)
Ty

recordant que, per tot x, F(z|x) és una funcié de distri-

T er
bucié sobre Ty, i, igualment G(x|z) ho és sobre T; P

cada z.
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Perd per a aquest tipus de mecanismes no es poden
obtenir conclusions satisfactodries. Desglossem el raona-
ment que justifica aquesta afirmacid en els dos resultats

seglents:

Proposici6é 7.11. En les condicions (C.D.) i (N.F.), qual-

sevol mecanisme directe {q,P}, on P sigui
additivament separable i diferenciable,
per ser compatible respecte a incentius

ha de complir:

P(x,2)=p, (X)+P,(2), amb

e
[
"
|

X

= Pl(o)+/ [ Cq(c-i(s,z),S)E-IX(S,Z)dF(ZIS)] ds
0 T

2

(7.G)

A
P,(z) = p,(0)+ [J/-Iq(a(x,s),s)az(x,s)ds(xls)] ds
0 T
1

En efecte:

Suposant diferenciabilitat a la funcié P, podem assegurar
que les funcions d’utilitat U i V ho sén igualment. Per
tant, podem aplicar l’analisi classica per a imposar la
condicié de compatibilitat respecte a incentius de (7.3),

que es pot expressar, de manera equivalent, per:

U(x;x)=maxx, U(x';x) V(z;z)=maxz, V(z';2)
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Comencem per la primera empresa. La condicidé necessaria
de primer ordre sera Ux,(x';x)=0 per x'=x. Es facil veu-

re que l’expressibd6 d’aquesta derivada és:

U, (x";x) = %E Py (x") 1jr Cq(&(x',z),x)ax(x’,z)dF(zIx)
T
2

La condicié de primer ordre ens dbéna la forma de la funcid

Py ja que es pot formular com:

& Py (%) =/ Cq(@(%,2),%) Gy (x,2) dF(z]x)
T

2

i, integrant, tindrem:

X
pl(x) = Pl(o)'*‘/ [] Cq(é(s,z),s)&x(s,z)dF(zfs)] ds
0 T
2

De manera similar, la condicidé necessaria per qué la fun-
cié V(z'’;z) arribi al seu maxim en z’=z, ens donara la

segona part de (7.G).H

Observacié.- En general, no es pot assegurar que cap meca-

nisme directe {q,P}, amb P complint (7.G}),
sigui compatible respecte a incentius.

En efecte:

Tenint en compte que (7.G) és només una condicié necessa-

ria, caldria comprovar que {q,P} compleix (7.A):
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U(x’;x)-U(x;x)s0 \/x,x'ETl

V(z';2)-V(z;2)<0 V/z,z'e'r2

Comencem per treballar sobre la primera de les dues dife-

réncies. Donada la definicié de la funcié U, tindrem:
U(x’;x)-U(X;X)= py(X')=py(X) +

+ [C(ﬁ(xrz):x)-c(ﬁ(x’,Z),X)]dF(le)
T
2

Tenint en compte (7.G) podem escriure:

xl
pl(x')—pl<x>=4/' [,/' Cq(d(s,2),8) &x<s,z>dF<zls)] ds
X T
2

A més, pel segon sumand de U(x’;x)-U(x;x) podem trobar una

formulacié similar a aquesta darrera expressid, ja que:

X a(x,z)
J/’ Cq(a(s,2),x)qy(s,2)ds i/[ Cq(trx)dt =
x’ g(x’',z)

= C(q(x,2),x)-C(a(x',z),X)

Per tant, en total, tindrem:

U(x';x)-U(x;x)=
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xl
//[cq(c'i(s,z),s)f(zls)-cq«i(s.z),x)f(zlx)]cix(s,z)dzds
XxXVvT
2

on f(z|s) és la funcié de densitat associada a F(z|s).

Per analitzar el signe d‘aquesta expressié, 1l’dnica condi-
cié viable que podem imposar és que la funcié a integrar
conservi el signe en tot el seu domini d’integraciéd.

Tenint en compte que la funcié g compleix &x(x,z)<0 per

tot parell (x,z)ETlez, i fent servir la segiient notacié:
§,(s8):= Cq(ﬁ(srz):S)f(ZIS)-Cq(ﬁ(S’Z):X)f(le)

caldria veure que, per qualsevol valor zETl, es compleix:

(1) si x<x': 82(5)20 VSE[X,X’]

(ii) si x>x': Sz(s)so VsE[x',x}

Ja que, per hipotesi, la funcié de cost és creixent res-
pecte a la seva segona variable, i f(z|x) és no negativa

(funcibé de densitat), podem escriure, en el cas (i):
SE[x,x’'] => x<s =é>~Cq(a(s,z),x)SCq(a(s,z),s)

= 8§ (s) 2 Cq(ﬁ(s,z),s)[f(zls)—f(zlx)]
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Les hipdtesis del nostre model inclouen també el creixe-
ment de la funcié de cost respecte a la variable g, i per

tant podem assegurar que:

f(z|s)-f(z]|x)20 \;/sE[x,x'] = §,(s)20 \/sE[x,x']

és a dir, cal suposar que f(z|x) és una funcié mondtona

creixent respecte a x per tot zETz.

De manera similar, en el cas (ii) tindrem:
SE[X’',x] = x2s5 = cq(a(s,z),x)ch(c}(s,z),s)

= 5,(s) = Cg(@(s,2) ) [£(z]9)-E(2]3)]

i una condicié suficient per a assegurar la negativitat de

Sz(s) - ja que, en general, Cq>0 - sera:
f(z|s)-£f(z]|x)20 v/ssx

és a dir, cal demanar igualment que la funcié f(z[x) sigui

mondtona creixent.

Pel que fa a 1la segona empresa, el calcul a efectuar és

totalment paral.lel, i la diferéncia d’utilitats sera:

V(z’;z)=-V(z;2z)=

zl
= /T[Iq(é(xrt):Z)g(X’Z)-Iq(i(X,t) ,t)g(xlt)}qz(x,t)dxdt
z
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utilitzant també (7.G) i un calcul similar a 1l’anterior.
Aixi mateix, denotem amb g(x|t) la funcié de densitat

associada a G(x|t).

Comparant les expressions de les diferéncies d’utilitat
dels dos agents, és igualment evidént la necessitat de
postular la monotonia, en aquest cas decreixent (perqué
qz(x,z) és positiu), de 1la funcié de densitat, g, per a

poder assegurar que el mecanisme de negociacibé sera com-

patible respecte a incentius.

Aix0® significa requerir, en total, que:

\/xl,xze'rl, x,<x, => f(z]x,)<f(z]x,) \/zET2

VZI’ZZETZ’ zl<zz—.%>g(x[zl)2g(x{zz) VxETl

Perd aquestes condicions i les propies de les funcions de

densitat no sén compatibleslg.l

18. Altres autors han trobat resultats similars, en qué és necessari exigir un cert tipus de
correlacié entre les variables que representen factors desconeguts pels diversos agents que
intervenen en la situacib, per a poder donar una expressi6 analftica d'un mecanisme de nego-
ciacié.

Podem citar, per exemple, Maskin (1986), Riordan (1984a) o Laffont i Maskin (1979).
No obstant, com acabem de veure, en el camp concret i pel tipus de mecanismes que nosaltres
estem estudiant, no se'n pot trobar cap.
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7.5.2. Preus de transferéncia no separables

7.5.2.1.

Plantejament general

Un enfocament alternatiu que, en la hipdotesi (C.D.)

- creences dels agents depenents del seu tipus -, ens per-

meti obtenir mecanismes eficients compatibles respecte a

incentius 1 que, al mateix temps, no introdueixi una com-

plicacié excessiva del calcul, consisteix en discretitzar

el conjunt de tipus d’ambdés jugadors. Suposarem, doncs,

que:

(T.D.) Les informacions privades de les empreses es poden

descriure amb un nombre f£init d’elements:

Tl={xl,...,xn}c:[0,l] i T2={zl,...,zm}c:[0,l]

Es a dir, els tipus dels agents sén un__conijunt

discret.

Per a respectar la hipdotesi (C.D.), serd convenient

redefinir les creences dels agents a través de funcions de

quantia enlloc de representar-les, com fins ara, per les

funcions

de distribucié. Si denotem per:

.
.

Prob { z=z; | x=x. } per i=1,..,m 3j=1,..,n

Prob { x=x; l 2= } per i=1l,..,n j=1,..,m
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on, obviament, I oij=l ¢ I Tijzl per qualsevol j, po-

drem establir aquesta hipdtesi de la seglient manera:

(C.D.) Almenys dos jugadors de tipus Xj i X (j#¥k) tenen

creences diferents respecte a un mateix tipus de

l’altra empresa:

;3 j,k€{1,..,n}, j#k, amb Gij # Oiy Per almenys

un i=1,..m
Igualment, almenys dos jugadors de tipus zj i 2z
tenen creences diferents respecte a un estat del
mercat del seu adversari:
ja j,k€{1,..,m}, j#k, amb i3 # T,y Per almenys

un i=1,..n

En les hipdtesis (T.D.) i (C.D.), donat un mecanisme
directe de la forma {q,P} qualsevol, les utilitats dels

dos agents seran:

]

[ -
U(xi;xj) = Zk _P(xi,zk)—C(q(xi,zk),xj)]ckj

b _cl
x |Fik Cik]ckj
(7.H)

X _I(a(xk,zi),zj)-P(xk,zi)]tkj =

]
t1

V(zi;z

;)

Jo_
x | Tki Pki]tkj
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considerant, per conveni, gue:

k = . :

Cij 1= C(q(xi,zj),xk) per i,k=l,..,n j=1,..,m
15, = I(Q(X,,2:),2,) per i=1 n i k=1 m
.1.] . i jlk 1 ' rec

Pij := P(xi,zj) per i=l,..,n j=1,..,m

i que la suma s’esten a aquells indexs k pels que la quan-
titat a intercanviar resulti ser no negativa, é€s a dir,
&(xi,zk)>0 en el primer cas, o &(xk,zi)>0 en el segon, Jja
gue aquesta és una condicié necessaria per a la signatura

d’un contracte.

Per a caracteritzar els mecanismes de negociaciéd

podem utilitzar el resultat segilient:

Lema 7.12. En les condicions (T.D.) i (C.D.) un mecanisme

directe {q,P} és eficient si, i solament si,

existeix un conjunt de preus {Pij} no negatius

tal que:
)
By [Plk - ij]clk 2 Iy [Cik - Cjk]"ik
i,je{1,..,n}
(7.1)
i i
By [ij y Pki]"kl 2 Iy [ij - Iki]tki

i,j€{1,..,m} J
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La demostracié és inmediata: el sistema d’inequacions de

(7.1) es dedueix de la condicié (7.A):

v

U(x;ix;) U(xj;xi) h/i,jE{l,..,n}

V(zi;zi) 2 V(zj;zi) Vi,jE{l,..,m}

substituint (7.H) i tenint en compte que, pel lema 7.2,
tot mecanisme directe compatible respecte a incentius en

queé g=q és eficient. |j

En conseqgii@éncia, l’estudi d’'aquesta seccié es redueix
a trobar les condicions en qué el sistema d‘inequacions
donat a (7.I) té solucié. D’entre els diversos procedi-
ments coneguts que donen condicions per a l’existéncia de
solucions d‘aquest tipus de sistemes, hem triat aquell que
permet una analisi basada en el politop que formen, a an,

les condicions (7.I).

Tenint en compte la diferéncia entre els resultats
que hem obtingut a les seccions 7.4 i 7.5.1, ens sembla
interessant posar l’émfasi en la influéncia de les fun-
cions de creenca dels agents en la possible existéncia de
mecanismes eficients ex post. Aixd implica un estudi
exhaustiu del politop, que realitzarem en el problema dis-
cretitzat més senzill: n=m=2. Enunciem els resultats

obtinguts en la seccié que segueix.
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7.5.2.2. EBstudi del cas de dues caracteristiques privades

Seguint l'’apartat anterior, si n=m=2, les hipdtesis

en les que haurem de basar l’andlisi seran:

(T.D.)

(C.D.)

(N.F.)

L'estat de cada una de les dues bandes del mercat

es pot representar per dos valors:

T1={xl,x2}c[0,1] amb X <X,

T2={zl,22}c[0,l] amb z,<z,

Les creences dels agents sén diferents segons

l’estat de la natura. Utilitzant la notacié:

a:=Prob{z=zllx=xl} b:=Prob{z=zllx=x2}

c:=Prob{x=x1|z=zl} d:=Prob{x=xl|z=zz}

tindrem a,b,c,d€[0,1] amb a#b
c#d

En els quatre possibles estats de la natura hi ha

guanys potencials si es signa un contracte:

ﬁ(xi,zj)>0 per tot i,j=1,2

Aquesta darrera hipdtesi afecta realment només a un

estat: &(xz,zl), ja que en qualsevol altra combinacié la

negativitat és incompatible amb (C.D.). Per exemple, si
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q(x,,2,)<0, tindriem també ﬁ(xz,zl)si(xl,zl)<0. Per tant
seria coneixement comd que 1’empresa compradora de tipus
z=z,, NO estaria disposada a entrar en una negociacid re-
gulada per un mecanisme que induis a dir la veritat sobre
la informacié privada que es poseeix. En conseqiiencia,
davant d’una empresa que vol negociar, qualsevol empresa
venedora podria deduir inmediatament Prob{z=zllx=xi}=0 per

tot i, és a dir, a=b, contradient (C.D.).

Pel lema 7.12, l’existéncia de mecanismes eficients
ex post depén només de poder trobar un sistema de preus no
negatius que sigui solucié del sistema (7.I.). Si només
hi ha quatre possibles estats de la natura, les condicions

del lema es poden resumir en:

a 1l-a -a a-1 Pll @y =Qg
-b b-1 b 1-b P12 A=y ‘
> (7.X)

-C c c-1 1-c Py 33-B1
d -d 1-d  d-1 Pysy By—By

Piy 2 0 i,j=1,2

utilitzant la notacid segiient:

@, :=C],a + C],(l-a) ay:=C3a + c3,(1-a)
a,:=C2. b + C2,(1-b) o, :=C2 b + 2 (1-b)
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orl 1 . ¢ 1
Bl.—Illc + IZI(l-c) B3.—Ilzc + 122(l-c)
2 2 - 2
Bz.—Ilzd + 122(1~d) 34.~Illd + I5,(1-d)

Per veure si el politop definit per (7.K) és un con-
junt no buit serd suficient determinar els seus veértexs.
Aquests es poden identificar amb les solucions factibles

basiques del sistema lineal associat a (7.K):

P11
P12
l-a -a a-1 -1 0 0 O P2l oy ~g
b-1 b 1-b 0-1 0 O P22 o=ty
c c-1 1l-c 0O 0-1 O Yy ) B3-Bl
-d 1-d d-1 0 0 0 -1 Yo BBy
¥3
Yy
suposant Pij 2 0 i, j=1,2
(7.L)
Yy 2 0 k=1,..,4

Per tant, ens caldra obtenir les solucions de (7.L),
prenent com a variables actives quatre de les vuit exis-

tents, els coeficients de les quals constitueixin una
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submatriu de rang maxim, i considerant zero la resta de
variables del sistema. D’entre aquestes, les que siguin
factibles (és a dir, les que prenguin valors no negatius)
determinaran els vértexs del politop, i qualsevol altra

soluci6 de (7.K) sera combinacid convexa de les anteriors.

Naturalment, la demostracié de qué no hi ha cap meca-
nisme {q,P} eficient ex post és equivalent, en aquest con-
text, a demostrar que (7.K) no té solucions factibles

basiques.

L’estudi d’aquest conjunt de vértexs ens permet enun-

ciar el resultat seqiient:

Proposicié 7.13. En les condicions (T.D.), (C.D.) i

(N.F.):
(a) tenim assegurada l’existéncia de mecanis-
mes directes eficients ex post si:

(al) el quocient és negatiu

!U‘D-IU‘
Qi ajp

(a2) el quocient és positiu i A<O0,

Q

B=<0.
(b) no existeixen mecanismes directes efi-

cients ex post si:

D-ID‘

(bl) el gquocient 2 &5 positiu i A20,

B20.
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En aquest enunciat hem utilitzat les variables A i B, que
sén funcié dels costos i dels ingressos de les dues empre-
ses, respectivament, en els diversos estats de la natura.

Concretament:

A:=al-a3+a2—a4 B:=B3-BI+B4-ﬁ2‘

La proposicié 7.13 és conseqiiéncia dels cinc resul-

tats que presentem a continuacié:

Lema 7.14. Els termes independents de (7.L) tenen, dos a

dos, signes diferents:

v
o
I

o

& 7%3

B3—Bl 2

IA
o
!

(o]

02-G4

B4-Bz <

Lema 7.15. Podem classificar els 70 possibles vértexs del

politop (7.K) de la manera segiient: Hi ha

- 5 combinacions no basiques

20 vértexs no factibles en qualsevol cas

36 vertexs que poden ser factibles

8 combinacions que no sén necessariament ba-

siques

!

1 vértex que dbéna lloc a un mecanisme no efi-

cient (qQuan Pij=0 per tot i,Jj)
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Lema 7.16.

Lema 7.17.

Lema 7.18.

Si l’expressi6 - A - gf% B 2 0, podem trobar

sempre un minim de dos veértexs factibles.

Si - %Eg A - B 2 (0, podem trobar sempre un mi-

nim de dos vértexs factibles.

. b-a d-c
Si - A -3cB=0, ~g7A-B= 0 només podem
trobar solucions factibles basiques en els dos
casos segiients:

(1) a>b, c>d, A<0, B20

(2) a<b, c<d, A20, BsO

La demostracidé d’aquests cinc resultats es pot trobar

a l’annex d’'aquest capitol.

Dels lemes 7.14 a 7.18 podem deduir-ne inmediatament

la proposicié 7.13:

Demostracidé de la proposicié 7.13:

(al) Si el quocient gf% és negatiu, es compleixen sempre

les condicions d‘un dels dos lemes 7.16 o 7.17, 1

nonés

Fa-

una d’elles, perquée un dels dos valors

b-a

b-a B]o P d-¢ A -~ é]és sempre de signe positiu.

En efecte, és inmediat comprovar que:
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de manera que, quan el quocient gf% és negatiu,

aquests dos valors tenen signes oposats, i podem

assegurar sempre l’'existéncia de veértexs factibles.

(a2) Si el gquocient gf% és positiu, perd A<0, Bs0, es
. b-a d-c
compleix també que - A - d-c B=>20, - boa A - B 2 0.

Els lemes 7.16 i 7.17 ens proporcionen els vértexs

factibles que postulavem.

(bl1) En canvi, si gf% és positiu, perd A20, B20, tindrem
b-a d-c .
- A - d-c B <0, - b-a A -B<90, 1no és cap dels

dos casos en qué, segons el lema 7.18, podem tenir

solucions factibles basiques. |

D’aquest resultat ens sembla important destacar

l’apartat (al): per a poder assequrar que, per funcions de

cost i ingrés qualssevol, existeixen mecanismes eficients

ex post, &s necessari que les creences dels agents esti-

quin prou ben diferenciades.

En cas contrari, la diferenciacié s’'ha de fer a
través de les funcions de cost i d’ingrés de les empreses,
perqué sén els signes de les expressions A i B les que
decideixen. Si estem en aquesta circumstancia, només

podem caracteritzar una situacié extrema: A.B20. Si A=<0
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i Bs0 (a2), existeixen solucions, mentre que per A0 i B20

(bl), la resposta és sempre negativa.

Observem, perd, que si A.B<0, no és possible decidir,

en general, si existiran mecanismes compatibles respecte a

incentius eficients ex post. Al no saber el signe de les
expressions[j A - gf% % i [— %Eg A - %} no podem utilitzar

els resultats dels 1lemes 7.15 a 7.18 per a assegurar

l’existéncia de solucions factibles que siguin basiques.

Evidentment, si alguna de les dues expressions ante-
riors fos positiva, podriem deduir-ne l’existéncia de me-
canismes directes eficients ex post. En canvi, si totes
dues sén negatives, hi ha dos casos en qué podem assegurar
que no existeixen: els que no estan inclosos en 1l’enunciat
del lema 7.18:

(b2) a>b, c>d, A0, B<0

(b3) a<b, c<d, A<0, B20

Com en l’apartat 7.4.1, fora de l‘ambit de la propo-
sicié 7.13, 1l’existéncia d’aquests mecanismes s’haura
d’estudiar en base a funcions d’ingrés i cost especifi-
ques. En el capitol 8 presentem l’estudi complet per a

un cas particular.

287



ANNEX



Donem a continuacié les demostracions dels lemes

enunciat a l’apartat 7.5.2:

Lema 7.14. Els termes independents de (7.L) tenen, dos a

dos, signes diferents. En concret:
Q-0 2 0 BB—Bl 20
ay-ct, 0 54—ﬁ2 <0

En efecte: els signes d’aquests termes es dedueixen de la
monotonia de les funcions d’ingrés, cost i quantitat opti=-

ma a intercanviar:
X <X, = ﬁ(xl,zi)zﬁ(xz,zi) per tot z,
== C(&(Xl:zi),Xk)zc(é(xzzzi):xk) per tot k

és a dir, Ckizcgi per tot i,k=1,2; i per tant:

1

a, = Cl a + Cl (1-a) 2 Cl a + Cl (1-a) =‘a Q,~x,20
1 11 12 = ~21 22 3 = 917%3=

@, = C2 b + C2 (1-b) < c2.b + C2 (1-b) = &, => o, ~a,<0
2 21 22 = t11 12 4 27%=

Pel que fa als coeficients Bi tenim unes relacions sem-

blants:

2,2, => ﬁ(xi,zl)sﬁ(xi,zz) per tot x,;

I(i(xirzl),Zk)SI(i(XirZZ),Zk) per tot k
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és a dir, I 51?2 per tot i,k=1,2; d’on:

il

1 1 1 1 _
Bl = Illc + IZl(l-C) < Ilzc + 122(1—0) = ﬁ3 == B3—Bl?.0
B, = I2.d + 12.(1-d) 2 I2.d + 12 (1-d) = B, => B,-B,<0
2 = I1s 22 >IN 21 4 4By

tal com voliem demostrar. |}

Lema 7.15. Podem classificar els 70 possibles vértexs del

politop (7.K) de la manera seglient: Hi ha
- 5 combinacions no basiques

- 20 vertexs no factibles en gqualsevol cas

36 vértexs que poden ser factibles

8 combinacions que no sén necessariament ba-

siques

1 vértex que dbéna lloc a un mecanisme no efi-

cient (quan Pij=0 per tot i,J)

Donem a continuacié, i resumits en diferents taules,
els possibles vértexs de (7.K), classificats d’acord amb
el nombre de variables del tipus Pij que posem a la Dbase.
En el marge dret de cada taula hem afegit un simbol per a
identificar els 36 vértexs que poden ser factibles, aixi
com asteriscs per indicar els 20 que en cap cas ho poden

ser.
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(o) Variables basiques {yl,yz,y3,y4}
Evidentment formen una solucié basica, ja que la sub-
matriu de coeficients és la matriu identitat canviada
de signe.
Perd aquest vértex déna lloc a un mecanisme en qué els
preus, en qualsevol estat de la natura, sén zero, i

per tant no ens interessa considerar-lo.

(1) Variables basigues {P11rP19rPy1rPynt

No constitueixen una solucié basica, ja que la suma de
les quatre primeres columnes de la matriu de coefi-

cients de (7.L) és zero.

Per tant, en qualsevol possible vértex tindrem, al-
menys, un preu nul. Observem que aixd no significa
necessariament que el mecanisme associat no permeti la
negociacié en un dels quatre estats de la natura, perque
si hi ha dos veértexs factibles en qué& no s’anul.lin les
mateixes variables, la combinacié convexe dels dos vértexs
és també factible, i donara lloc a mecanismes amb pij#O

per tot i,j=1,2.
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(ii) Amb tres preus a la base:

Aquestes combinacions proporcionen 16 de les 36 solu-

cions que poden ser

factibles.

Les resumim en

les

quatre taules que segueixen, en les que hem utilitzat

la notacié segiient:

Al = al-a3
Bl = BB-BI
Si

B2

tenim els vertexs:

la base esta formada per

By-8,y

Al + A2

Bl + B2

{Pll’Pl2’P21’yi}’ variant

1} T 1 1
| Det.| Valor dels preus actius [ V. Marge Act. |
) i | T t i
ldc: A2+kﬁfel+lm*ez{ a2 -2g : g JLBZ: a-D2g : v
d-c d-¢ | d-c dc  d-c d-c
| | | | | |
1 i ) 1 1 ]
i l§ | i ] 1
idc: AL s adg 1Ay : AL- 28 : 4 g S : A-D2g } v2
| | d-c d-¢ | d-c ' d-c d-c | d-c |
| E i i i L] \ }
| 1 i 1 T §
Il an . 1and Iy ' d I e |
| b-a | - AL - A2+ B2 | = Al+ — A2 | S A+B2 | --=A-B | W
b-a b-a b-a -3 b-a b-a
| | | [ I |
[ ! 1 1 a| ]
1 i T 1 1 L
: b-a : bty %% . m s AL+ = 2 } S a-m1 } dc s : W2
YT Thaa T b-a B l b-a b-a b-a b-a
[ I I I | |
L ! [ ! 1. ]
Taula 1
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amb

An

o —

>~

N

N

R4

(9]

i

Ry -

]

()

jaT]

()

H

o

jof
0n

] 2]

(o] 0

0] +

m H
QD

o »

L
)]

o] ~—

+ ()]

2]

o E
-~
£

9 v}

5] 2

]

Q 0«

[14] .

— -~
—

o ]

0 o

| V. Marge Act.

Valor dels preus actius

- — — —

d-a c-a
EBI+EBZ

Al +

r— — ——— ——

b —— —

A2 - B2

a-d
A1+E:-a'

b-d
b-a

b e ——

AL+ S a2 41
b-a

bec
b-a

b — — —

Taula 2

1,..,4 seran

Amb {P),,P, Py, y;} amb i

T

| V. Marge Act.

Valor dels preus actius

~ —— — —

d-a c-a
e Bl - ic 82

- Al -

A2 + B2

a4
b-a

Al -

a~C
ba A2 - Bl

Al -

Taula 3
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Per 1ltim, si la Dbase és {PIZ’P21’P22’Y1} amb

i=1,..,4 seran:

| 1 I L

| Det.| Valor dels preus actius | V. Marge Act. |

— I T f I

l l 1-d 1-¢ ] 1-b | 1-b-d 1-b-c l b-a |

|[cd|--——Bl--——B]| A--—B | A- Bl - B2| -A-—B | V7
-c -¢ d-c d-c d-c d-c

I I I I I I

i i ] H i ]

] i I T 1 1

I c-d } ldg 1cg I aL-12p I ap -l lacy, I A2y l v8
d-¢ d- T T dec d-c d-c d-c

I I | | | |

L. { ] ] ) !

i i 1 ¥ 1 I

Ia“ 1d e :ﬂm+ﬁmlbmm+ﬁﬂm M: ﬁABIw7

' b-a b-a b-a b-a b-a b-a

| | I I I I

L 1. 1 1 1 ]

I I i t ¥ 1

| | 1-c l 1-b 1-a | 1-b-c 1-c-a l d-c !

|]a-b| ——A+8B1 | — Al + — A2 | Al + A2+BlL | -—A-B | 48
b-a -a b-a b-a b-a b-a

! ! I [ I !

L. ] { | [ i

Taula 4

Observem que agquestes setze combinacions sén sempre

bases del sistema, ja que els determinants de les subma-

trius corresponents no s’anul.len mai, degut a la hipotesi

(C.D.).
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(iil1) Passem ara als veértexs que tenen dues variables

basigques gue sén preus. Els hem agrupat en sis

taules, segons les sis combinacions possibles en queé
podem agafar dues variables de preu, i escrivint en
el marge esquerra les altres dues variables basi-
ques. Només reflexem explicitament aquelles

combinacions que podem assegurar que sén base:

Amb Pll i P12 a la base tenim:
T | T 1
| Det.] Valor dels preus actius | Variables de Marge Actives |
I I T I l .
I I I I | |
. ¥, | 0] - | - | - I - I
172
I | I I I |
} i { ! ] H
i i T i i L
I I 1-b I b I boa | ¢ |
y.y, | d | -A+=B | -A2--B2 |-A-—B2|-Bl-=8B | X
173 d d d d
| | I I I I
! ! ] ! ) i
1 T 1 ¥ i 1
| I I I I I
vy l-c | -m-2a | -m+lm 1 -a+2Ba 98-8 | x
174 c c c c
I | I I I |
| ] | ! 1 }
1 I I i I 1
| I | | | |
1-a a b-a c
V¥ | -4 | AL+—=B2 | AL--B2 | -A-—82|-Bl--82 | X3
| | I I | |
i 1 — 1 ! i
i i | | i i
I | 1-a | a I ba g I
y.y, | << | Al-—8B1 | Al+=-B1 |-A+-——Bl|-=-B1-8B2 | x4
274 c c c c
I I I I | I
Il ] ! ] ! |
i i i } ¥ i
lb I 1b o EAZI LY iAzI L a-B1 I 4, azI 1
Y3y | 0-al-g Al - “b-a b-a b-a b-a
I | I [ I I
1 ] 1 [ 1 ]
Taula 5
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Igualment, amb Piq i P21 tindrem:

Variables de Marge Actives |

|

Valor dels preus actius

| Det.]

]
L
I
B |
|
i

S RS —

==} @<
+ [
M —
<
r_-_b r..-_a
© w3
o~ o~
<< <C
R ¥e] H
1 —
<<
—
<C L3
¥ 1
— o™
m [>2]
1 +
M —
<
(SRR h-2 N
[
— o~
=) [-2]
1 +
o~ —
<€ <<
(8] o
__.D ._a
- w4
T
L L. ]
<t (32
> >
— o~
> >

Taula 6
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.

Amb Pll i P22

T

T

Variables de Marge Actives

Valor dels preus actius

| Det.|

d-b c-b
d—_EBl"'d—_zﬂz

- A2 +

fr — — ]

c d-a c-a
a_—cB2 -Al-a’:‘zﬂl-d—_EBZ

Bl +

| d-b |

1

Yl y3

]

4

!
I
l
|
J

a+ a0 - B2
b-a

bd
b-a

AL-2S 2 -1
b-a

bc
b-a

|
L

a
AI-B:AZ |-

_b
b-a

Taula 7

Amb P12 i P21:

Variables de Marge Actives

Valor dels preus actius

!
J1-a-d}
|

[1-b-c]

yl Yy

Yo ¥q

}1-a-c}

]

Y2 %

1-a-d

Taula 8
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T

Les darreres taules, per Pl2 i P22 ; i P21 i P22, sén:

Variables de Marge Actives |

I
]

Valor dels preus actius

| Det.|

SR ——

S ——

d-¢
‘].—_'a-Al-B

L
!

l
1

Al - A2 | -

1-a

TJaula 9

e ———

A - Bl

1
b-a

A2 | -
[
i

a
Al-b—.';

LN
b-a

Taula 10
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valors

(iv) Per 4ltim, les quatre taules que reflexen els

sol

basiques si prenem un

de les setze combinacions

preu a la base sén

T

Valor de les variables de marge actives

V. preu |

| Det.|

i

1

B2

¢
d

- Bl -

— e e ———

e —— ———

Taula 11

NPT —

o 4
— -t
> >
o
o o
=<
]
'
= 2
[2e]
£
wmio d_.
—
]
-t Pl
m o
b_ !
R RS
-4 o
' LY
_.D
o (8] '
<< -
L] ]
—
a P
oy a_b
ilo AN
- — ) —
+ '
— v
<C «
) 1
. 2
[+o] 0
— 7
-l _1
'
o -t
i 1
£2
=t <t
> >
o (e
> >
— —
> >
o~
—
(-9

d
1a Al - B2

i
I

Al - B1 | -
[
A1

L
1-a

o e e e g

Taula 12
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Valor de les variables de marge actives

V. preu |

| Det.]

1

o o
[=2] o [~}
[>¢]

1 , 1
= o =
<
7 | < %
et | -4 .—.D -y
—

1 T

— -
[2o] m —
o]
w0 i
a2 . _
-t
1 <L
(¥
M .TD C~
— [N -
-
] 1
-t
R b
w
a_. win '
L]
J —
+ <
b= alw
~—t
<<
' [
1
e e e e — e — ]
—
[o2] —
© P =
—it Ll
- — 1.0 )
'
[ ]
1 =] (1]
-4
s < 2
> > >
od o Lal
> > >
- e o8
> > >

Taula 13

e o — — ]

Taula 14
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Tenint en compte les taules anteriors, el lema és

immediat:

Les cinc combinacions no basiques sé6n de facil iden-

tificacié. Corresponen a les que tenen submatrius de
determinant nul: la de l’apartat (i) i una a cada una de

les taules 5, 6, 9 i 10.

Pel que fa als yint vértexs no factibles - que hem

marcat amb asteriscs a la banda dreta de les taules -, s6n
conseqiiéncia dels signes de Al, A2, Bl i B2, establerts al
lema 7.14. A la taula 6, per exemple, hi ha quatre veér-
texs no factibles perqué el valor de P21 €s sempre nega-
tiu; el mateix, i per la mateixa rad, es pot concloure a
la taula 10. Podem igualment descartar tots els vértexs

de les taules 11, 13 i 14.

Aixi mateix, hi ha wvuit combinacions que no podem

assegurar que siguin basiques, localitzats a les taules 7

i 8, ja que els determinants de les submatrius correspo-

nents sén valors que no tenen perqué ser no nuls.

Ens queda, per tant, l’estudi de la factibilitat de
les 36 combinacions restants. Les hem denotat, com es
pot veure a les taules, per Vi, Wi, Xi, Z2i, atenent a un
criteri de semblanga entre els valors que prenen les di~

verses variables de les solucions basiques.|]
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Lema 7.16. Si l’expressié - A - gf% B 2 0, podem trobar

sempre un minim de dos vértexs factibles.

En efecte:

Observem, en primer lloc que, en 1les condicions
d’aquest lema, les variables de marge de les solucions de
tipus Vi sén positives. Per tant podem concloure que el
sistema (7.K) té solucibé en aquest cas, perqué la no nega-
tivitat de les variables de marge assegura que les inequa-

cions es compleixen amb el signe adient.

Ens falta, no obstant, assegurar-nos de qué podem
resoldre (7.K) de manera que també les variables que indi-

quen preus prenguin valors no negatius.

En aquest estudi descartarem les solucions de tipus
Xi, perqué serien, de fet, solucions no basiques en situa-
cions limit, en qué un dels, agents cregui saber amb cer-
tesa el tipus de l'altre. . Si fos aixi resultaria
que alguna de les probabilitats, a, b, ¢, d, 1-a, 1-b,
l-c, 1-d, seria zero, i automaticament exclouria algunes
de les combinacions basiques dels vértexs denotats amb les

Xi.
Considerarem només els veértexs Vi, Wi i Zi, que

presenten una estructura similar i tenen l’avantatge de

qué seran sempre combinacions basiques. En concret, en
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aquest lema utilitzarem les dotze solucions basiques V1 a

v8, 72, 23,

z5 i 27.

Hem resumit

reescribint-los en funcié de quatre noves variables:

- A

2 -

aquests dotze vertexs en

_b_

d

B
-C

d
- d-c Bl -3

C
-C

B2

explicitant només les variables

tipus Z,

positius.

la taula

15,

(7.M)

de marge pels vértexs de

ja que pels altres ja sabem segur que sén valors

Vi

V2

V3

Va4

V5

V6

V7

V8

22

3

25

7

u=J

11 12 21 22
I T ] T 1
[ ks | K | M ] 0 |
L 1 | Il ]
I I | I 1
I, I I A N I R I
] ! | 1 —]
1 i I I L
| KeN | KM O] 0 | M|
{ | S ! i {
{ 1 ] 1 i
| LN | LM | 0 | M |
1 | ! ] i
! 1 | i 1
| M| 0 ] MK | K|
i ] ! [l ]
| i ] 1 1
] M | 0 | ML | L |
1 { ] ] ]
1 T ] I |
[0 | -MN | KN | KeMeN
1 ] ! L H
| i I i 1
[ 0 | -MN | -L-N | -L-M-N |
i ! l ! ]
L T i ) i | 1
| W | 0 | ww | o | L | K |
| ] 1 ] ! i |
| | l | i I 1
] MN O} 0 ) 0 ] M | -L+M ] KM |
| 1 ] I l | i
~ T ] T T ! -
| 0 ] -M-N | M| 0 ] -L-M-N | KeMeN |
1 ] y ] 1 | ]
| 1 ] T 1 i L
| 0 ] -M-N ] 0 | M | -L-N | KeN |
L 1 1 ] 1 L ]
Taula 15
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Per veure quines d’aquestes solucions basiques
factibles haurem de considerar la taula 15 segons els
nes de les quatre variables definides a (7.M). Aixd

presenta, en principi, estudiar setze combinacions de

nes, perd podem prescindir de diverses, ja que, tenint

compte el lema 7.14, tindrem:

b

N<O => K = - A2 - 32 B = - A2 - bN >0 ja que A250
L=Al-Z-B=2l-aN>0 al ser Al20
= . -4 € g2 =.-9 =
N>0 == M = - g=- Bl - g-5 B2 = - g5 Bl + B2
= -~ dN + B2 < 0 ja que B2<0

Resumim aquesta analisi en la taula 16:

]
l

K L M N | V1 V2 V3 V4 V5 V6 V2 V8 22 23 15 177
i
]
|
!

+ + - + | nf nf ® @® nf nf nf nf nf nf nf nf (i)
l

+ - - + | nf of ® ? nof 7?2 nof ? af ? aof ?  (if)
l

- 4+ < + | af nf 72 ® 7 of 2?2 nf of nf of nof (i)
|

- -« « + | nf nf ? ? ? ? ? ? nf 7 nf ? (iv)
l
]
1
l

+ + + -} 7 17 of of nf nf 2 ? of nf 7 nf (v)
I

+ + - - | nf nf T 7 nf of ? ? nf nf nf 1 (vi)
!
1

Taula 16

sén
sig-
re-
sig-

en
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en qué indiquem amb £ un vértex factible (on, per tant
totes les variables sén no negatives), amb nf un vértex no

factible, i amb "?" quan cal una determinacié posterior.

Comprovem que, per cada un dels sis casos anteriors,

hi ha almenys dos vértexs factibles:
(1) esta completament determinat.

(ii) V3 és sempre factible; perd a més també ho és V4, V6

o V8, i en alguns casos Z3 o Z7:

V4 és factible ssi L+N20 i L-M20

V6 és factible ssi M+N20 i M-L20

v8 és factible ssi -M-N20, -L-N20 i -L-M-N20
Z3 necessita les mateixes condicions de V4 i Z7 dues
de les de V8. Donada l’alternancia de signes, tin-
drem:

si L+N20 i L-M20 és factible V4

si L+N20 i L-M<0 ho sén V6 i 23, ja que la primera

condicié es dedueix: M+N=(M-L)+(L-N)20

si L+N<0 i M+N20 continuem tenint com a factibles

Ve i 23, ja que ara M-L=(M+N)-(L+N)20

si L+N<0 i M+N<0 sén factibles V8 i 27, ja que L=<0.

Observem que, en cada cas, només sén factibles els
vértexs indicats, i cap d’altre dins del grup que es-

tudiem.
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(iii) V4 és factible, i la demostracié de la factibilitat

d’un (i només un) d’entre V3, V5 i V7 segueix la

mateixa linia que en el cas (ii).

(iv) L'argument per obtenir dos vértexs factibles es pot

(v)

fer ara a partir de (ii) i (iii). Tenim sis possi-
bles vértexs factibles d’entre els Vi: V3 a V8.
Perd a (ii) hem demostrat que entre V@, Ve 1 V8 n’hi
ha sempre un que ho és (només calia la hipdtesi addi-
cional de qué L<£0, i aqui també es compleix); 1 a
(iii) es pot veure el mateix d’entre V3, V5 i V7, amb
la hipdtesi addicional de qué X<0, també certa.

A més, quan ho siguin V3 i V6 també sera factible Z3,

i si ho sé6én V3 i Vv8, també tindrem Z7.

Es una discusié similar a (ii) perd més senzilla.
Els vértexs a tenir en compte sén:

V1l factible ssi K+M+N20

V2 factible ssi L+M+N20

v7 factible ssi -M-N20 , -K-N20 i -K-M-N20

v8 factible ssi -M-N20 , -L-N20 i -L-M-N20
Llavors és facil veure que:
- si M+N20, sén factibles V1 i V2, ja que cal sumar X

o L, i ambdés sén aqui valors positius.

- si M+N<0, tenim un vértex factible de cada un dels

dos raonaments independents:
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(.) si K+N20, ja que M20, V1 é&s factible

si K+N<0, i a més K+M+N<0 ho és V7, i si no V1
(..) si L+N20, ja que M20, V2 és factible

si L+N<0, i a més L+M+N<0 ho és V8, i si no V2

A més, si ho sén V1 i V8 tindrem també el veértex Z5.

(vi) Es la discusibé més inmediata:
V3 és factible si K+N20
V4 és factible si L+N20
V7 és factible ssi -K-N20
v8 és factible ssi -L-N20
Per tant o bé V3 o bé V7 é&s factible, i el mateix
podem dir de V4 i V8. A més, quan ho siguin V3 i V8

també tindrem com a vértex factible 2%7.

Observem, per Gltim, que en gran part dels casos po-
dem assegurar que hi haura negociacid en tots els possi-
bles estats de la natura, perd que concretament en (i), ja
que només sén factibles V3 i V4, P21=0, i cap dels vértexs
tipus X, encara que sigui factible, conté aquest preu com
a variable basica: si X=X, i z=z, (quan l’empresa venedora
té el mercat en pitjors condicions i la compradora en les

millors) no hi haura negociacié. |}
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Lema 7.17. Si - %Eg A - B 2 0, podem trobar sempre un mi-

nim de dos vértexs factibles.

La demostracié és idéntica a la del lema anterior, consi-
derant ara les solucions basiques W1l a W8, Z1, z4, 26 i
Z8, complementaries de les dotze solucions que estudiavem

més amunt.]j

. b-a d-c
Lema 7.18. Si - A - dc B = 0, - ba A - B S 0 només podem

trobar solucions factibles basiques en els dos

casos segiients:
(1) a>b, c>d, A<0, B20
(2) a<b, c<d, A20, B=<O0

En efecte:

Pas 1. D’entre les 36 solucions basiques que ens dbéna el
lema 7.15, és inmediat comprovar que cap de les
dels tipus Vi o Wi s6n factibles, ja que les hipd-
tesis del lema impliquen que les variables de marge
d’aquestes solucions sén negatives.

Tampoc sén factibles les solucions basiques del
tipus Zi, ja que si sumem les dues variables de

marge de cada una d’elles obtenim:

yl+y2 = - A + a—c B=-A - d—c B =<0
_ ¢c-d _ d-c
y3+y4 = b-a A~-B= - boa A-B=0O
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Pas 2.

Pas 3.

i aixd contradiu clarament la no negativitat

d’aquestes variables.

Les hipdtesis del lema només es poden complir si

gf% >0 i almenys un dels valors A o B és també po-
sitiu.

Aquest resultat és inmediat, ja que:

de manera que gf% es pot escriure com un gquocient
de dues expressions que prenen valors negatius.
Es doncs, un valor positiu.

La segona part és ara també inmediata. Si tin-
guessim A<(Q i B<0, llavors obviament -A-kB>0, on k

és el quocient anterior, k>0, contradient 1‘’enun-

ciat del lema.

Podem expressar tots els vértexs de tipus Xi (els
inics que poden ser factibles segons el pas 1) en
funcié de sis valors, excepte una constant multi-
plicativa de signe positiu igual en cada una de les
variables d’una mateixa solucié.

L.es sis noves variables sén:

R=-dA2+(1-b)B2 S=-cA2-(1-b)B1
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cAl-(1-a)Bl

U=

T=dAl+(1l-a)B2

(1-b)Al-(1-a)A2

E2=-

El=~dBl-cB2

con-

17 que donem a

Podem resumir-les en la taula

varia-

En la columna corresponent a la

tinuaciso.

ble P12 no s'ha fet constar explicitament el valor,

4

tracta sempre d’un numero positiu.

~

perqué es

p11 p12 P21 P22 1 Variables de marge

Taula 17

Es compleix que

Pas 4.

(1) si c<d i B20, llavors E1<0, S-R<0 i U-T<0

(2) si a>b 1 A20, llavors E2<0, R-T<0 i S-U<0

310



Pas 5.

1 per tant, en aquestes hipdtesis, cap dels vértexs
tipus Xi sera factible.
La demostracié és en ambdés casos, inmediata. Per

exemple, en (1) tindrem:

El=-dB1-cB2<-dB<0 ja que c<d
S-R=-(1-b)B-(c-d)A2<0

U-T=-(1-a)B+(c-d)Al<0

Ara la conclusib6 és prou inmediata. Per exemple,
si c<d, ja que B20, per (1) resulta E1<0, i per
tant X1, X2, X3, X4, X9 i X10 no s6n factibles, ni
tampoc X5, X6, X7 i X8 degut a qué tenen com a va-
riable de marge S-R o U-T, ambdés valors negatius.
Per Gltim, X11 i X12 sén igualment no factibles, en
el primer cas perqué la segona i tercera variables
de marge sumen S-R<0, i en el segon perqué sumen
U-T<0, de manera gque no poden ser a l’hora dues

variables positives.

Com a conseqiiéncia del pas 3, tenim sis possibili-
tats respecte als signes de a-b, c-d, A i B:

(1) a>b, A20, B20 (i per tant c>d)

(ii) a>b, A20, B0 (i per tant c>d)

(iii) a>b, A<0, B20 (i per tant c>d)

(iv) a<b, A20, B20 (i per tant c<d)

(v) a<b, A20, Bs0 (i per tant c<d)
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(vi) a<b, A<0, B20 (i per tant c<d)

D’acord amb el pas 4, en (i), (ii), (iv) i (vi) no
tindrem cap vértex factible, perque ens trobem en
la situacié (1) o (2).

Queden doncs els dos casos enunciats en el lema, en
qué no es pot trobar cap contradiccié que invalidi

la factibilitat de tots els vértexs alhora.]}
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Capitol 8

ESTUDI PARTICULAR DEL CAS DE FUNCIONS QUADRATIQUES

8.1. El model

Dedicarem aquest capitol a la determinacié de meca-
nismes directes eficients ex post per una familia particu-
lar de funcions d’ingrés i cost de les empreses negocia-
dores. Aquestes families proporcionen un exemple dels
casos en qué les caracteristiques de la negociacié sén
tals, que no s’els pot aplicar directament l’estudi gene-

ral dut a terme en el capitol anterior.

La familia de funcions que analitzarem seran funcions
quadratiques respecte a la quantitat intercanviada, que es

poden expressar per:

B q?

NI =

C(a,x) = q¥(x) +

(8.3)

Il

Nl =

I(d,2z) = q¥(z) - 5 @ q?
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on a20, P20 sén parametres, i les funcions Y (x) i Y(z)
han de ser continuament diferenciables, creixents i amb

imatge positival.

Es facil veure gque totes aquestes funcions compleixen
els requeriments generals, definits al capitol 4, en qué:

hem basat el nostre estudi. En efecte:

Cq(q,x) = q’(x) + Bq 2 0 per tot g

C.(a,x) g W' (x) 2 0 per ser Y una funcié creixent

Cax(@r®) = Y7 (x) 2 0

v
o

qu(q,x) =B

i per tant la funcidé de cost és creixent i convexa respec-
te a la variable g, creixent respecte a x i té les dues
variables positivament correlacionades. De manera simi-

lar, per a la funcié d’ingrés tenim:

I (q,z) = Y (2) - ag 20 sempre que g<\P(z)/a (8.B)

q
Iz(q,z) =q Y’ (z) 2 0 per ser una funcidé creixent
Tqo(2:2) = 97(2) 20

Ioq(9r2) = —a £ 0

1. Lles funcions que proposem sén una generalitzacid de les estudiades per Green i Honkapohja
(1983) en un context no bayesia.
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és a dir, per quantitats g (z)/a, la funcidé d’ingrés és
creixent i cdncava respecte a g, creixent respecte a z, 1i

té les seves dues variables positivament correlacionades.

Donat un estat qualsevol de la natura, (x,z)EleTz,
l’intercanvi optim que poden contractar les dues empreses

es produird per la quantitat gq(x,z)=argmax S(q,,x,2).

q
Per a les funcions de 1la familia donada per (8.A) aquest

execedent compleix:

S(q,x,2) I(gq,z) - C(g,x) =

q [9(z) ~Y(x) 1 -3 (atB) q?
Sq(arx,2) = [ (2) -Y(x) 1 - (atf) g

Sqq(@rXs2) = = (w+B) < 0

la condicié necessaria de primer ordre que defineix g serd
per tant també suficient, ja que S é&s concava. A més
podem donar explicitament la quantitat intercanviada

optima:
a(x,z) = [\P(z) -Y(x) 1/(x+pB) (8.C)

quantitat que, evidentment, compleix la restriccié (8.B)
que ens assegura el creixement de la funcié d’ingrés de

1’empresa venedora.
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En un mercat on intervinguin empreses amb costos i
ingressos determinats per (8.A), no sempre es podra signar
un contracte per la quantitat optima. Aixd dependra,
principalment, de la forma de les funcions ‘P iVY. Pexr
exemple, donat un cert valor de x, si la caracteristica de
la segona banda del mercat és inferior a ?'1(q}(x)), no es
podra establir cap negociaciéz, ja que el millor intercan-

vi que es pot proposar és q(xX,z), quantitat no positiva.

* *
En termes de les funcions x (z) i z (x) definides a

l’apartat 7.3.1. del capitol anterior, tindrem:

z :T, — T

L , am z (x):=Y"(y (x))

X 1 Tye——> T

L amb xT(2):=¥ (¢ (2))

és a dir, una empresa venedora que anuncil com a caracte-
ristica de la seva banda del mercat un cert valor xETl,
només pot esperar arribar a un acord amb agents compradors
que anunciin com a carateristica prdpia un element de la

*
franja [z (x),1], ja que en cas contrari resultaria:

z<z" (%) = §(x,2) = [P(2) -Y(x)]/(a+B) <

< [P (27 (%)) -Y(x)1/(a+B) = O

A
2. Observem que el valorY (Y(x)) estd ben definit, perqué podem assegurar 1'existancia de la
‘ funcié inversa de'¢ , al ser una funci6 contfnua i creixent, A més,'f estd definida sobre

1'interval [0,1], de manera que la seva inversa pren sempre valors no negatius.
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Igualment, una empresa compradora que anuncii un va-
lor zET2 només pot esperar signar un contracte amb empre-
ses venedores que trametin senyals situats en 1l'’interval

[0,x*(z)].

Observem, per 4ltim, que en aquest model no es com-
pleix mai la hipdtesi (N.F.) - quantitat optima a inter-
canviar no negativa en qualsevol estat de la natura.~.
En efecte, en el cas continu, adoptar-la significaria su-

posar:

(a) [z*(x),1]=T2 per tot xETl
és a dir, z*(x)=ﬁr‘(q)(x))=0 per tot x
per tant Y (x)=Y(0)
de manera que la funcidé de cost de (8.A) no depen-
dria, de fet, de la caracteristica del mercat dominat
per l’empresa, en contra de la hipdtesi de qué la

mateixa té informacié privada.

(b) [0,x*(z)]=Tl per tot z
igualment aniria en contra de la hipodotesi de queée la

segona empresa disposa d’informacié privada.

Es pot concloure, per tant, que l’existéncia de meca-
nismes directes eficients ex post, per a aquest model, se-
guira les linies marcades a les seccions 7.3.1 - condi-

cions necessaries d’existéncia en el cas d’un nombre
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continu de tipus dels agents - i 7.4.2 - utilitzant, en el
cas discret la proposicié 7.13 -. L’analisi s'haura de
fer seguint una o altre seccid, segons les hipodotesis addi-
cionals que imposem a la forma de les funcions de creenga
de les empreses que han de portar a terme la negociacié.
Efectuarem aquest estudi sucessivament en els dos apartats

que segueixen.
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8.2. Agents amb creences independents

En aquest cas, l’existéncia de mecanismes directes
eficients ex post,que un intermediari pugui proposar per a
portar a terme una negociacié entre les dues empreses, de-
pén de l’existéncia de solucions del sistema d’equacions

diferencials (7.B’) de la proposicié 7.4.

Estudiarem aquest sistema per a la familia de fun-
cions de (8.A) en el cas, més senzill, en qué P =Y¥Y=Id, i
suposant que les funcions de creenca dels agents sén les

uniformes en 1l’interval [0,1].

Aixi doncs, la situacié del mercat estara caracterit-

zada per:

C(q,x) = qx + 3 B q2
1
I(q,2) =qz - 5 @ q?
(8.D)
Flzlx) =z x
G(x|z) = x VZ

Tenint en compte (8.C), la quantitat optima d’inter-

canvi és ara:

a(x,z) = —= (8.E)
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Es facil comprovar que, a priori, no hi ha cap estat

del mercat, excepte x=1 i z=0, en qué no hi hagi possibi-

litat de dur a terme una negociacib. Per altra banda, i

donada la funcié d’intercanvi Optima, és immediat observar

que x*(z)=z, i que z*(x)=x.

Podem doncs enunciar el seglient resultat:

Proposicis 8.1.

P, (x)=

(

En les condicions donades per (8.D), un
mecanisme directe {q,P} en qué la funcié
de preus sigui additivament separables é&s

eficient ex post si, i solament si,

P(x,2) = Py (X) + Py(2)

on les dues components de P(x,z) tenen la

forma:
_t2p si x=0
6 (at+f)?2
1 X 1 1
! [1—.';”11;] * Za(ar) [L(l-x) "’1':52] i
+ —L [3(7c1'.+5}3)x2 - 4(0&-—5[3)){] Jxe(o,l)
48 (a+p)?
0 per x=1

(8.F)
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kl[%—L—I—f—E]-m[L(l—z)—l]+

P,(z)=

I S [3(5a+7ﬁ)zz - 2(a-SB)z] b/zE(OIl)
48(atP)?

at+2
\ 6(atp)?2

si z=1

En efecte:

(a) La condicié és necessarias

El sistema d’equacions diferencials de (7.B’), que déna la

dita condicié, es pot expressar, tenint en compte (8.E),

com:

1 )
d - 1 -
(1) §5 100 = py() - 2y = -] [% + Ba(x,2)| az
z
d - 1 -
2 3z Pz(z) + Pz(z) + Pl(z) = ;E [z - aq(xlz)] dx
)

0
Ara bé, el calcul dels termes de la banda dreta del siste-

ma anterior es pot fer explicitament:

% a+f 2(atf)?

J[l—i— [x + B&(x,z)] dz = - —% [(2a+ﬁ)x2 - 2ax - B]
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z
J{ = [z - aé(x,z)] dx = —+— (2B+a) z2
o @tB 2(a+p)?

Si considerem t com a f{inica variable, el sistema d’equa-

cions diferencials anterior es pot escriure com:

d -1 2. -
(1-t) gg P1(t) = Py(E) - Py(t) = 2 (arp) [(2a+;3)t 20t ;3]
d 1
t t) + t) + £) = ———— (2R+ t2
dt 92( ) Pl( ) pz( ) 2(atp)? (2B+a)

A¥llant de la primera equacid pz(t), derivant-la i
substituint a la segona, s’obté una equacié diferencial

lineal d’ordre dos en pl(t):

1

_ [(7a+53)t2—4at—ﬁ]
2(a+B)?

dz2 d -
£(1-t)g.Py (£) + (1-3t)F% Py ()=

La seva resolucié resulta senzilla, ja que 1l'equacid
homogénia associada no té tots els termes. Es immediat

comprovar que la familia:
_ 1 t
Yi(t) =Xy [ e gt ] * Xy

constitueix la solucié general de la dita equacidé homo-

génia.
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Per a trobar una solucié particular de l’equacié com-

pleta hem considerat una funcié de la forma:
Y,(t) = ky(t)z(t) + ky(t), on z(t) =

1
1-t 1-t

Es facil veure que Y, (t) és solucié si kl(t) i kz(t) com-

pleixen:
4 \
g kp(t) = (1-t) b(t) ?
38 ¥p(8) = - 2(8) §g Ky (©)

essent b(t) la funcidé que forma el terme independent de

1’equacié. Fent les operacions adients s’obté:

1 1

Y, (t)=——[L(1-¢t -
2(®) 24(a+ﬁ)[ (37%) 1't]

1
48 (atf) 2

[3(7a+5B)t2-4(a—5B)t]

Per tant la solucié general de l’equacié és:

1 1 1
pl(x)=kl[E+LI§§]+M[L(1_K)-F—;]_
- [3(7&+5B)x2-4(a—5ﬁ)x] + k, ‘/xE(O,l)
48(a+B)?
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D’aquesta solucié s’en dedueix facilment la forma de

la funcié P, (2):

- 1 1
Py(z) =k, [E - L 1—_2_;] - y— [L(l-z) -1 ] +
PR S [3(5a+7p)z2-2(a-5;3)z] - k, p/zew,l)

48 (at+p)?

A més a més, per la segona part de la proposicié 7.4, te-

nim també:
1
p,(0) =| I(3(0,2),2) dF(z) = 2B
0 6(atB)?
pl(l) =0
P2(0) = 0
1
py(1) =| C(d(x,1),x) do(x) = 228
0 6(a+B)?2

Observem que la funcié de preus del mecanisme de ne-
gociacié depén, en realitat, només de la constant kl' ja
que és P(x,z)=pl(x)+p2(z), i per tant els termes amb k2 es

cancelen.
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(b) La condicié és suficient:
Cal veure que els mecanismes {q,P} on P compleix (8.F) sén
efectivament compatibles respecte a incentius. Per a

aixd busquem la utilitat esperada dels agents si utilitzen

agquest mecanisme:

1
[pl<x') + py(2) - C(§<x',z>,x)] dF(z) =

]

U(x’;x)
xl
(8.G.1)

It
ot
+

—1 [8(x')3-12(l+x)(x')2+24xx'+3(1—4x)]
24 (a+B)

Derivant respecte a x’ obtindrem:

Ul (%75%) = iz [(x')z -~ (L+x)x’ + x]
Ux,x,(x’;x) = E%E [2x' - (1+x)]

i és immediat comprovar que la primera derivada s’anul.la
per x'=x, i que, fent aquesta substitucié, la segona deri-
vada és negativa per tot xGTl=[0,l}. Aixi doncs, dir la

veritat és oOptim pel primer agent.

Per a la funcié d’utilitat esperada del segon agent

tindrem:
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Zl
V(z';z) =/ [I(é(x,zmz) - py(x) - p2<z')] dG(x) =
0

(8.G.2)

-1 [—-2(2')3 + 3z(z')2] -k

6 (a+B) 1

i és igualment directe veure que per z’'=z la primera deri-

vada s’anul.la i la segona és negativa.fj

Corol.lari. Per un mecanisme directe qualsevol dels carac-

teritzats a la proposicié anterior, les utili-

tats esperades dels dos agents sén:

U(x) = —— (1-x)° + k; - —F—
6 (at+f) 24 (atf)
(8.H)
v(z) = 1 z3 - kl
6(atB)

Aquestes expressions es poden obtenir facilment de (8.G.1)
i (8.G.2), per mecanismes en qué dir la veritat sigui Op-
tim, i en qué, per tant, s’enviaran els senyals x'=x i

z'=z, respectivament.[]
En aquest model es compleix una propietat particular

gue resulta prou interessant: les utilitats de la forma

(8.H) sén les dniques que poden obtenir les empreses en
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negociacions regulades per mecanismes simultanis d’un sol
periode, encara que s’utilitzin mecanismes {q,P} que no
siguin additivament separables. Donem aquest resultat en

la segiient:

Proposicié 8.2. Qualsevol negociacié en qué s’utilitzi un

meccanisme directe {q,P} eficient ex post
permet als negociadors obtenir utilitats

de la forma:

U(x) = S — (l-x)3 + constant
6 (at+B)

V(z) = S — 23 + constant
6 (atB)

En efecte: Considerem un mecanisme en el que la regla de
preus sigui una funcié P(x,z) qualsevol. Necessitarem la

notacié segiient:

1 z
Ry(x):= P(x,z)dz R, (2z):= P(x,z)dx
bd 0

La utilitat del primer agent si aquest anuncia que el seu

tipus és x’ quan en realitat és x sera:
1

U(x';x) = [P(X’IZ)—C(‘E(X’IZ):X)]dF(Z) =
x’ (8.1.1)
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= Ry(x") + —r [B(x’)3-3Bx(x')2~3(a+ﬁ)x(x’)2+

6 (a+P) 2
+3Bx’+6(a+B)xx'—3(a+B)x—B]

Si volem que el mecanisme sigui compatible respecte a in-
centius haurad de complir Ux,(x’;x)=0 en x'=x. Llavors,

donat que:

. =4 ’
Ux,(x X)) = Tx Rl(x )y +

bo—_ [:B(x’)2—2Bx'-2(oc+B)xx’+2(oc+B)x+ﬁ]
2(atp)?

la condicié necessaria de compatibilitat sera:

d_ =1 2 - - .J.
ax R1(x) 2 (wtB) 2 [(2&+B)x 2ax ﬁ] (8.J.1)

Aquesta condicié és també suficient, ja que:

Uprgr (X77%) = §§2Rl(x') + ?;iE;: [ﬁx’ -B - X(a+B)] =
=L [ax + Bx’ - (a+ﬁ)]
(a+B)?

i és immediat comprovar que aquesta expressié déna un va-

lor negatiu quan x'=Xx. Aixi doncs, resulta optim pel
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primer agent dir la veritat si la funcidé de preus del me-

canisme compleix (8.J.1).

Integrant (8.J.1) obtenim:

1

[(2a+B)x3 - 3ax? - 3Bx]
6(atp)?

Ry(X) = R (0) +

i la utilitat esperada del primer agent sera:

U(x) = R,(0) + —1— (1-x)3 - 2B (8.K.1)
6(atp) 6(axt+pB)?

una funcidé decreixent de x.

L’expressié de U(x) donada a (8.K.l) demostra la tesi
anunciada a la proposicié, pel que fa al primer agent.
En quant al segon, el procediment é&s el mateix. Sense
detallar les operacions, tindrem en aquest cas el que

segueix:

Si anuncia un valor =z’ quan el seu tipus és z, obté una

utilitat de:

zl
V(z’;z) =/ [I(q(x,z"),z) - P(x,2')] dG(x) =
0

(8.I.2)
" oo ['%’)3 + 3(a+B)Z(Z’)2] - Ry(2")
6(a+B)?
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La condicidé necessaria i suficient per a la compatibilitat

respecte a incentius del mecanisme és que:

d +2
T Ry(2z) = = 72 (8.7.2)

De la condicié6 (8.J.2) resulta:

R,(z) = Ry(1) - 228 (157
6 (a+P)?
v(z) = —2— 23 - R,y (1) + _at2p (8.K.2)
6(atB) 6(atp)?

on V(z) és una funcié creixent respecte a z. |}

Observem que el procés de demostracié de la proposi-
cié anterior ens permet trobar les utilitats dels agents,
perd no quines sén les funcions de preu dels mecanismes a
través dels quals es poden obtenir. Perd per la forma
que tenen aquestes utilitats, no s realment necessari
especificar les dites funcions de preu, ja que utilitzant
funcions additivament separables s’arriba al mateix resul-
tat. En conseqiiéncia, podem afirmar que 1les funcions
donades a (8.F) s6n suficients per a caracteritzar tots

els mecanismes directes eficients ex post.
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Passem ara a considerar 1la racionalitat individual

dels mecanismes directes corresponents a aquest model.
En primer lloc cal dir que cap mecanisme directe eficient
ex post compleix la condicié per a ser individualment ra-
cional en sentit interim. El raonament es pot fer se-
guint el de 1l’apartat 7.3.2 del capitol anterior, tot i
que no s’‘hi pot aplicar directament, ja que per a deduir-
—16, pressuposavem la condicié (N.F.) - negociacié facti-
ble en qualsevol estat de la natura - que no es compleix

aqui.

Proposicié 8.3. En les condicions donades per (8.D) cap

mecanisme directe eficient ex post é&s in-

dividualment racional en sentit interim.

Utilitzarem les expressions que hem obtingut per U(x)
i V(z) a (8.K), quan el mecanisme {q,P} é&s compatible res-
pecte a incentius. Tenint en compte que U(x) és decrei-
xent 1 V(z) creixent, si volem que es tracti d’un mecanis-

me individualment racional en sentit interim s’haura de

complir:
min U(x) = U(1) = R (0) - at2f 5 9
6(at+fB)?
min V(z) = V(0) = - Ry(1) + 2285 ¢
6(atp)?

i per tant una condicié necessaria sera que Rl(O)—Rz(l)ZO.
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No obstant, cap mecanisme compatible respecte a in-
centius i eficient ex post pot complir aquesta condicié,

tal i com es pot veure pel calcul segiient:

172
]/ S(q(x,2z),x,z)dxdz =
09vY0
1l ¢z
=/ fl(q(x z),z)dxdz -] /C(q(x z),x)dzdx =
0vo 0

1

=/1[V(z)+R2(z):Idz ~/ [Rl(X)-U(X)]dX =
0

0

1 1
i}r V(z)dz +J[ U(x)dx =
0 0

1

= R, (0) - R, (1) +
1(0) = () 12 (a+B)

on la primera igualtat resulta de substituir el valor de
la funcié S i canviar l’ordre d’integracidé de la segona
integral, la segona de les expressions generals de V(z) i

U(x) de (8.I) i la dltima d’integrar utilitzant (8.K).

Per altra banda tenim que:

S(&(XIZ)IXIZ) = (Z~x)§(x,z) - %(a+5)[§(xrz)]2 =
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(z-x) 2=% _ 1 (z=x) .

atf 2 (a+ﬁ)2

i

]

— (2-x)2
2(atf)

i, integrant:

1 b4
/ / S(a(x,z),x,z)dxdz = S —
0 1 24 (a+B)

d‘on, juntament amb el calcul anterior, resulta:

Ry (0) - Ry(1) = - —L1 <0

24 (at+B)

en contra de la condicié necessaria per qué el mecanisme

sigui individualment racional en sentit interim.[}

En canvi, si és possible obtenir mecanismes directes

eficients ex post que siguin individualment racionals

ex ante:

Proposicié 8.4. Qualsevol mecanisme directe {q,P} on la

*

funcié de preus vingui donada per (8.F) i
en la que klE[O,l/24(a+ﬁ)] és individual-
ment racional ex ante.

En particular, si kl=1/48(a+ﬁ) ambdés

agents obtenen utilitats esperades iguals.

333



En efecte: tenint en compte el corol.lari de la
proposicié 8.1, les utilitats esperades ex ante dels

agents seran:

1
/ U(x) dG(x) = k1
0

1
V(z) dF(z) = ——— - k

24 (a+B) 1

0

i qualsevol constant k de l'interval [0,1/24(a+B)] com-

1
plird aquestes condicions.
En particular, si volem que ambdés agents obtinguin utili-

tats esperades ex ante iguals caldrd triar el mecanisme

amb k,;=1/48(a+B) [ ]
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8.3. Agents amb creences gualssevol: cas discret

Aquesta seccid esta basada en els resultats obtinguts
en la secci6 7.4.2. De fet, serveix per concloure-la, en
el sentit de qué complementa la proposicié6 7.13, per a
aquells casos en qué no es pot obtenir una solucié sense
especificar funcions de cost i d’ingrés per a les

empreses.

Com en la secci6 7.4.2, suposarem l’existéncia de
només dos tipus per cada agent:

T1={xl,x2} amb xl,xze{o,l], Xq <%,

T2={zl,22} amb 21,226[0,1], z,<z,

on, a més, es compleix x2<zl

Aquesta darrera condicié és conseqiiéncia de la hipodtesi
que hem anomenat (N.F.), en queé, per a assegurar que la
negociacié és factible en qualsevol dels estats de la
natura, s‘exigeix g(x,,z;)>0. Aqui, i tenint en compte

(8.E):

217%3
atf

(-j(xz,zl)= >0 <= lzl>x2
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Segons l’estudi anterior, l’existéncia de mecanismes
directes eficients ex post depén essencialment del signe

de les dues quantitats segiients:

-A-2%8gp i/o d-c , _ p

d-c ~ b-a

Aixi doncs, ens caldra comengar calculant el valor de cada
una d’aquestes expressions, partint, naturalment, de les

de A i B:
A:=al—a3—a2-a4 =

- 1 1 1 1
= [Clla + Clz(l-a)] - [Czla + C22(l-a)] +

2 2 2 2 N
+ [CZlb + C22(l-b)J - l:cllb + c12(1—b)] =

fl

1 .1 1 A1 2 .2 2 .2
[cll-cm]a +[C12‘C22] (1-a) +[c21-cll]b +[c22-c12] (1-b)

Substituint els valors de ij tenint en compte l’expressid

de la funcié de cost de (8.D) i operant s’obté facilment:

1
A= ;?;:E;: [ﬁ(zz—zl)(b-a) - (a+ﬁ)(x2—xl)] (xz-xl)

De manera similar tindrem:

B:=B3-B1+B4-BZ =

= 1 - —c) - - -
2 (B [:a(x2 xy)(d-c) (atB) (2, zl)] (z5-2)
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En consegiiéncia:

-a-f2ag. 1 [(zz—zl)(xz-xl)(b—a)(d-c) -

B (d-c) (at+B)

- (x2—x1)2(d—c) - (zz—zl)z(b—a)]
i, evidentment:

-4<Cp_p=-— = [(zz-zl)(x2—x1)(b-a)(d—c) -

(b-a) (a+p)

- (Xy=x%y)2(d-c) - (zz—zl)z(b—a)}

En aquest model podem establir el segiient resultat:

Proposicié 8.5. Per gqualsevol conjunt de probabilitats

subjectives que puguin mantenir els agents
sobre l’estat de la natura, representades
per {a,b,c,d}, es poden dissenyar mecanis-
mes directes que siguin eficients ex post.
En efecte: per la proposicié 7.13 sabem que si gf% <0,
podem trobar amb seguretat mecanismes directes eficients
ex post. Ens queda, per tant, l’andlisi de la situacié

en qué el signe de quocient sigui positiu, és a dir:

(1) si b-a<0 i d-c<0

(2) si b-a>0 i d-c>0
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Cas (1):

Es evident que en aquesta situaci6 tenim:
(22—21)(xz-xl)(b—a)(d—c)—(xz-xl)z(d-c)—(zz—zl)z(b—a)>0

d’on: - A - =—— B

v
o

|
>

|
es)
v
(=)

Per tant, els lemes 7.16 i 7.17 ens asseguren l’existéncia

de mecanismes directes eficients ex post.

Cas (2):

Per a poder aplicar igualment els lemes 7.16 i 7.17 ens

cal demostrar que:

(zz-zl)(xz—xl)(b-a)(d-c)—(xz-xl)2(d-c}-(22—zl)2(b—a)<0
per tot a,b,c,d€[0,1] amb b-a€[0,1]

c-d€[0,1]

Podem establir la no positivitat de l’expressidé anterior

estudiant les corbes de nivell de la funcié:

evidentment constants.
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Per b-a#g, l’equacié f(b-a,d-c)=Ct defineix implici-

tament d-c en funcié de b-a.
funcié f(b-a,d-c) s6n hipérboles

continuitat essencial situada a

d—c=%

Y=d-c

Les corbes de nivell de 1la
equilateres amb la dis-

b-a=§ i amb asimptota en

, excepte per Ct=-1, on és la recta d—c=§:

Ct<-1 | Ct>-1
I
l
!
_:::Z::::::::: |
_k
——————————— = —Ct=-1 — — — — — ¥Y=¢
——-\\\\\\ N { ‘ 1///f:::::::::;
\\\\\ X=b-a
l
ct=o\ |
Ct>-1 | Ct<-1
l
Ck>o0 |
|
_h
k
Figura 6

339



Ens interessa veure que cap de les corbes de nivell

de la funcié6:
_ k
£(X,Y) = XY £ X - ¥

amb Ct>0 passa pels punts de la forma (X,Y) amb X,Y€E[0,1].

Hem escrit, com en la figura 6:

notacié més habitual en el context en qué estem fent el

raonament.

Aixd és evident pel que fa a les branques decreixents
de les hipeérboles amb Ct>-1, ja que, com es pot comprovar
facilment, per Ct=0 la corba passa per l'origen de coorde-
nades, i per Ct>0 la hiperbdle no té cap punt en el primer

quadrant.

Ens queda per demostrar que les branques creixents no
tenen punts situats al quadrat [0,1]x[0,1] si Ct>0. Pe-
rd, com es pot veure al grafic, aquestes branques s’obte-
nen per X>E i Y>§; per tant:

si-% > 1 llavors X>1

si-§-> 1 llavors-%—<l de manera que Y>1
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si h=k el punt d’interseccidé dels eixos de les hipér-
boles és justament el punt (1,1), i evidentment tot
el quadrat [0,1]1x[0,1] estara situat a la zona en que

Ct=-1.

Per Gltim, falta veure el valor de f(X,Y¥Y) si X=§, punts en

qué l’estudi precedent no es pot aplicar. Perd aqui
tindrem:
_h k h h _
f(X'Y)—}-{Y—HE—EY_—l<O

i podem concloure que, en qualsevol cas:

f(b-a,d-c) <0 per tot a,b,c,d amb b-a,d-c€{0,1]

de manera que podem assegurar també 1l1l’existéncia de

mecanismes directes eficients ex post.}}
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Capitol 9

NEGOCIACIONS SEQUENCIALS

9.1. Mecanismes de neqgociacid amb diversos periodes

Dedicarem aquest capitol a la consideracidé de meca-
nismes de negociacié que tinguin més d’un periode, enlla-
¢ant d’aquesta manera amb la discussid comencada al capi-
tol 4, on presentavem els models utilitzats més habitual-

ment en una negociacié.

L’analisi d’un model de negociacié utilitzant un me-
canisme d’aquest tipus presenta un avantatge important
respecte als mecanismes d’un sol periode, perqué permet
considerar situacions de negociacié més properes a les
que, en gran part, tenen lloc a la vida real. En efecte,
és freqgiient, sobre tot quan l’entorn econdmic es limita a
la preséncia de dos agents, observar negociacions amb re-
gles que consenteixen un seguit de converses entre els
agents abans d’arribar a un acord, o decidir que no se’n

pot establir cap.
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L’estudi de negociacions amb diverses rondes de comu-
nicacié entre els agents, é&s especialment interessant en
el cas que aquestes tinguin 1lloc en un marc d’informaciéd
incompleta. D’aquesta manera es poden construir models
que posin de manifest, explicitament, la importancia d’un
dels propdsits aparents de les diverses rondes: adquirir
informacié addicional, deduida del comportament dels ad-
versaris durant lés mateixes. En general, s’acostuma a
modelitzar aquest procés d’'informacidé des d’una Optica
bayesiana, transformant les funcions de creenga que mante-
nen els agents, en els successius periodes, amb l’ajut del
teorema de Bayes (sempre que sigui possible, és a dir,
mentre la negociacidé no arribi a un punt que l’agent con-
siderava de probabilitat nul.la). En aquest cas es parla

de mecanismes bavesians.

D’altra banda, l’analisi d’aquests models de negocia-
cibé té també inconvenients. En particular, es tracta
d’estudis menys generals que els qué permeten els mecanis-
mes d’un sol periode, degut a que el principi de revelacié

1

no s’'hi pot aplicar directament™. Es per aixd que, molt

sovint, quan es vol modelitzar una situacié6 de negociaciéd

1. No obstant, cridem 1'atencid respecte a alguns estudis recents on es relacionen els dos enfo-
caments. En particular, citem el d'Ausubel i Deneckere (1989), que analitzen una negociacid
per a transferir un objecte indivisible, quan només una de les parts té informacié completa.
En el seu article troben una caracteritzacid dels equilibris d'una certa famflia de negocia-
cions seqiiencials, en termes de solucions de mecanismes directes compatibles respecte a incen-
tius i individualment racionals.
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amb diversos periodes, es proposa un model concret de ne-
gociacié, estudiant el seu resultat a través del calcul
dels equilibris del joc associat al mecanisme, -~ l’dnic
tipus d'estratégies que utilitzaria un jugador racional -.
Les seves conclusions, tot i dependre de les regles es-
pecifiques fixades, poden ser un bon complement de les
obtingudes amb l’ajut de mecanismes directes compatibles

respecte a incentiusz.

D’entre els mecanismes de negociacié de diversos pe-
riodes, tenen especial interés els que s’utilitzen per a

modelitzar negociacions de tipus segqgiiencial. Es a dir,

mecanismes que prescriuen que les diverses comunicacions
dels agents - amb l’objectiu d’arribar a un acord - tin-
guin lloc de manera alternada. En cada periode del joc
induit pel dit mecanisme, es preveu un o diversos senyals

creuats entre els agents, que aquests envien en un ordre

2. S’han fet diversos intents d’estudiar de manera conjunta els resultats d'una negociacié arbi-
trada per mecanismes de més d'un perfode. El més significatiu &s el de Cramton (1985), on
s'analitza la negociacié que pot tenir lloc per a transferir un sol objecte indivisible.

En el seu estudi utilitza un grup de mecanismes, que anomena "de revelacid directe seqliencial”
en els que el resultat de la negociacid - donada per un preu, una distribucid de probabilitats
de qué 1'objecte sigui transferit, i el moment en que s'efectuaria la transaccid - depenen
d'una sola comunicacid que cada agent faria al principi del joc. Els mecanismes que conside-
ra Cramton, a més a més de ser compatibles respecte a incentius i jndividualment racionals,
han de ser "perfectes", per a poder representar negociacions amb diverses rondes. Aquesta
G1tima caracteristica és la garantia que mai serd coneixement comi que el mecanisme induit en
el temps estd dominat per un altre mecanisme.

Perd, com indica el mateix Cramton (cfr. op. cit., pp.166), en alguns supdsits les complica-
cions de cdlcul sdn excessives per a permetre arribar a conclusions, inclds en una negociacid
tan senzilla com la que es proposa.
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préviament establert; de manera que cada un dels senyals
sigui tramés i rebut per tots ells abans d’'efectuar-se’n
un altre. En funcié d’aquests senyals, i de les regles
del mecanisme, es determina si la negociacié ha acabat,

aixi com la utilitat dels jugadors.

Evidentment, també é&s possible estudiar el resultat
de negociacions efeétuades amb mecanismes seqgiiencials que
només tinguin un periode. En aquests mecanismes cada
jugador tramet un dnic senyal, perd enlloc de fer-ho al
mateix temps, com en el cas de les negociacions que hem
considerat en capitols anteriors, és un dels jugadors,
triat préviament - element que é&s una part del coneixement
comd del joc -, qui emet un senyal. Només després de
donar-lo a conéixer, es tramet el missatge del segon ju-
gador. No considerarem aquest tipus de mecanismes, Jja
que no incorporen, més que molt parcialment, l’aspecte

d’'adquisici6é de nova informacié mencionat més amunt3.

La familia de mecanismes de negociacié seqiiencial més

usual4 és 1l’anomenada "d’ofertes alternades”. En cada

3. Es pot trobar un estudi dels mecanismes de negociacié seqiencials d'un sol perfode a Crémer i
Riordan (1985), aixf com a Riordan (1984a), en el mateix marc del nostre trebail. Veure tam-
bé Riordan (1986), aixf com Crawford i Sobel (1982) en un model genéric de tramesa de senyals.

4, Hi ha forga presentacions generals d'aquest tipus de mecanismes en 1la literatura recent. La
majoria compara també els principals models estudiats. Veure, en paricular, els articles de
Chatterjee (1985), Myerson (1985b), Sutton (1986), Roberts (1987), Rochet (1987), Rubinstein
(1987), Wilson (1987) o Crésta (1988).
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periode del joc associat, el mecanisme preveu que un dels
jugadors faci una oferta, que pot ser acceptada o rebut-
jada per l’altre agent. En el primer dels dos casos, el
joc es déna per acabat. Aixi mateix, el joc pot finalit-
zar sense acord, si el mecanisme estipula una durada maxi-
ma de la negociacibé - é&s a dir, si es disposa només d’un
nombre finit de periodes -. En aquest cas, si es rebutja
l’oferta de 1’dltim periode, s’entén que els jugadors ob-
tenen certes utilitats fixades previament, que podem iden-

tificar amb el punt de status quos.

En general, un mecanisme qualsevol d’aquesta familia
permet m ofertes successives de l’agent venedor, sequides
de n contraofertes del comprador, i després el procés es
repeteix. Aquesta descripcié inclou 1les tres formes ex-

tensives més usualment analitzades a la literaturasz

\

5. Mencionem tamb& 1'existéncia d'altres estudis amb models un xic més complicats, en els que hi

ha una tercera via per donar per acabada una negociaci6. En els mateixos es permet un altre
tipus de comunicacit,a més de 1'oferta (o contraoferta) i de 1'acceptacié o rebuig: inclouen
també la possibilitat de qué, en el moment d'intervenir un agent, aquest decideixi abandonar
les negociacions.
Veure, en negociacions per a transferir un objecte indivisible, els articles de Perry (1986)
{en un duopoli), aixf com els de Riley i Zeckhauser (1983), Gul, Sonnenschein 1 Wilson (1986)
o Fudenberg, Levine i Tirole (1987) (suposant la preséncia de més d'un comprador per a expli-
car }'abandonament de les negociacions amb un cert agent en particular).

6. Aquestes famflies de mecanismes han estat utilitzades, sobretot, per a explorar els resultats
d'una negociacid per a transferir un objecte indivisible. Entre els estudis d'aquest tipus,
mencionem els de Sobel 1§ Takahashi (1983), Fudenberg 1 Tirole (1983), Cramton (1983),
Fudenberg, Levine i Tirole (1985), Grosman i Perry (1986a), Chatterjee i Samueison (1987),
Black i Bulkley (1988), Gul i Sonnenschein (1988), Vincent (1989).

Veure, igualment, els estudis de Baron i Besanko (1984b) o Gale (1987), que examinen diferents
aspectes d'un entorn econdmic en el que s'admeten diverses negociacions seqiencials per pare-
1les comprador-venedor.

346



(a) El venedor fa totes les ofertes [m=l1l, n=0].

(b) Venedor i comprador s’alternen en fer ofertes i con-

traofertes [m=n=1}.

(c) El comprador fa totes les ofertes [m=0, n=1].
Evidentmentment, la descripcié del mecanisme triat s‘ha de
completar detallant l'horitzé - finit o infinit - de 1la
negociacié, aixi com el qué es considera una oferta valida

en el context especific de la mateixa.

Les conclusions dels models de negociacié definits a
través d’aquestes families de mecanismes depenen, no sola-
ment de la forma extensiva triada, siné també de l’especi-
ficaci6é de 1les utilitats dels agents, pel que fa als
acords a que es pugqui arribar. Tot i que la concrecié de
les dites funcions depén clarament del tipus de negociaciéd
estudiada, la majoria de models tenen una caracteristica
comuna. S’acostuma a atribuir als diversos jugadors, si
el model seqiiencial té més d’'un periode, tipus de funcions
d’utilitat que suposin una certa impaciéncia per arribar a
un acord. Aquest 4ltim requisit suposa admetre, per
exemple, que un jugador prefereixi un acord avui al mateix

acord dema.

Una de les formes més habituals - encara que no
l’dnica - de modelitzar les preferéncies dels agents res-
pecte al temps, és la utilitzacié de taxes de descompte

constants. Una de les raons de més pes per a triar
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aquesta descripcié és 1l’estudi de Fishburn i Rubinstein
(1982). Aquests demostren7 que les taxes de descompte
constants sén una representacié valida, si les preferén-
cies dels agents respecte als resultats de la negociacié
es poden descriure per una ordenacié (no necessariament
total) mondtona i continua, i en qué els agents exhibeixin
un tipus d’impaciéncia per a arribar a un acord que es
pugui expressar només en funciéd dei temps transcorregut
per a arribar al mateix, excepte pel que fa al resultat

"no hi ha acord", considerat neutre en el temps.

En l'esperit de les consideracions anteriors, presen-
tem a continuacié un model concret de negociacié seqiien-
cial amb horitzé infinit per a la signatura d’un contrac-
te, partint de la formulaci6 general en el marc d’infor-

macidé incompleta adoptada en el capitol 4.

7. Fishburn i Rubinstein (1982), pp. 680 i segiients.
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9.2. Formulacié del model

Tal com mencionavem al capitol 2, una negociacié per
a intercanviar una certa quantitat g, per un preu global
P, es pot considerar també com una negociacidé per a obte-
nir un cert vector d’utilitats (u,v), d’entre tots els
factibles. Recordem que, en el cas d’informacié comple-
ta, la maxima utilitat que poden assolir les empreses,
conjuntament, ve donada per la maximitzacid de 1l’excedent

total de la seva relacié.

En preséncia d’informacié incompleta es pot fer un
raonament similar: si (x,z)ETle2 és el vertader estat de
la natura, el dos agents poden obtenir, negociant, una

utilitat maxima conjunta de:
S(x,z):= s(a(x,z),x,z) = I(q(x,2),2) - C(q(x,2),X)

on, com en capitols ahteriors, &(x,z):=argmaqu(q,x,z).

Aixi doncs, en qualsevol negociacié, el conjunt

d’utilitats factibles per ambdés agents és:
F:= { (u,v)ER? / u+vsS(x,z) , u20, v20 }

Les dues Gltimes restriccions del conjunt F sén degudes a
la racionalitat individual de les empreses: no es podra

signar un acord que no les compleixi.
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En qualsevol negociacié establerta en termes d’utili-
tats sobre el conjunt F, haurem de tenir present que els
agents poden no conéixer amb certesa la vertadera frontera
del conjunt factible. Aixd és degut a la manca d’infor-
macié, ja que l’esmentada frontera depén de l’estat real
de la natura quan es faci la negociacié. No obstant,

podem tenir en compte les seglients observacions:

Observacié 9.1. La funcié 8§(x,z), que defineix 1la part

incerta de la frontera de F, &s continua-
ment diferenciable, creixent respecte a =z

i decreixent respecte a x.

Aquest resultat és conseqiiéncia de les propietats que su-
posem a les funcions I i C, aixi com a les que, per la
seva definicié, té q: S és continuament diferenciable

per ser-ho I, C i q, i es compleix:

S, (x,2) = I,(3(x,2),2)3,(%,2) - Cg(3(x,2),X)T,(x,2) -

- C (a(x,2),%x) = - C(qA(x,2),x) < 0

8, (x,2) = I(q(%,2),2)q,(x,2) + I,(q(x,2),2) -

- Cq(i(X:Z):X)iz(x,Z) = Iz(ﬁ(X,Z)'Z) >0

on, en ambd6és casos, l’dltima igualtat es dedueix de 1la

definicié de q (equacié (5.E)).
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Per tant, el conjunt factible F, graficament, sera de

la forma:

S(1,0) S(0,1)

Figura 7

Contindra sempre els punts del conjunt:

Fo:= { (u,v)€ER? / utv<S(1,0), u20, v20 }

i la seva frontera és una de les rectes compreses entre

u+vss(1,0) i utvss(0,1).

Observacidé 9.2. Cap acord de distribucié de la utilitat

entre els dos agents sera un punt de Fo.

351



Aquesta és una observacié forga oObvia. Per exemple, si
l’agent 2 estés disposat a acceptar una oferta (u,v)EFO,
també acceptaria (S(1,0)-v,v), que li dbéna la mateixa uti-
litat que l’oferta anterior, i en canvi augmenta el bene-
fici de l’agent 1. Aixi doncs, qualsevol estratégia que
indueixi a oferir un punt de Fg sera una estratégia domi-

nada en qualsevol joc de negociacié sobre F. |}

Per tant, qualsevol contracte negociat implicara un
repartiment de la utilitat segons un punt de la zona que

en la figura 7 hem denominat F:
Fe= { (u,v)€ER2 / 5(1,0)su+v<§(0,1) , ux0, v20 }

Per aquest conjunt de punts podem establir el segiient

resultat:

Observacié 9.3 Qualsevol punt de F determina de manera

inica els termes d’un contracte.

En efecte, un punt qualsevol (u,v)EF, esta situat sobre
una Gnica recta de les que formen F (cfr. l’observacié 1).
En conseqiiéncia, podem determinar de manera tGnica un pa-
El contracte a signar sera el seglient: intercanviar la
quantitat q(%,z), pel preu total que donaria a ambdés

agents les utilitats u i v, si_ el parell (x,z) fos el

vertader estat del mercat quan es signa el contracte:
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g
I
NI+

[ﬁ - Vv + I(Q(X,Z),z) + C(&(i,i),i)]

Es immediat comprovar que amb el contracte {q,P} cada
agent obté l’utilitat acordada, si el mercat esta realment

en les condicions (x,z). Per exemple, per l’empresa 1:

i - ] -
- ]=

_1[
._.2.u...
Observem que el contracte definit a 9.3 no proporcio-

]
Dol
<l
+
wi
X
N

P - C(i(iri)ri)

el
L

<
+
(=]
+
<t

na el parell (u,v) com a utilitats reals de les empreses
si el vertader estat de la 1les dues bandes del mercat no
coincideix amb (%,z). Si denotem per (x,z) els les ver-
taderes caracteristiques de les empreses, aquestes obtin-

dran:

empresa 1:

i
(=3

P - C(E(R,E) %) = &+ [C(@EE),H)-CEE D))

empresa_2: (9.4)

]
<t

I(q(x,z),2z) - P + [I(i(iri).Z)-I(E(Q,E),E)]

Es'a dir, les utilitats reals sén la correccié de les que
s'han atorgat en la negociaci$, d‘acord amb un factor
additiu que pot ser positiu (quan X>x o z<z, respectiva-

ment) o negatiu.
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9.3. Els termes de la negociacid

Per a dur a terme la negociacid seqiiencial en el mo-
del gue acabem de presentar, utilitzarem un mecanisme de
la familia d’ofertes alternades. Es tracta, com es pot
deduir de la seccidé anterior, d’un model & la Rubinsteins,

perqué la negociacié s’estableix en termes d‘utilitat, i

el contracte n‘és la conseqiiéncia.

En aquesta seccid6 donarem una descripcid general de
la negociaci§, considerant, en fer-la, que hi ha informacié
incompleta en ambdés costats. Si la informacié incomple-
ta és asimétrica, el mecanisme descrit es pot adaptar fa-

cilment, com veurem en l’apartat segiient.

Descriurem el joc pel cas, més general, en queé ambdés
negociadors tinguin dret a fer ofertes - mecanisme del
tipus (b) mencionat a la seccié 9.1 -. A partir d’aques-
ta descripcié és molt senzill deduir-ne la mecanica del

joc en qué un dels dos agents faci totes les ofertes.

Considerarem doncs un mecanisme en qué un dels dos

agents comenca el joc fent una oferta, que el seu oposant

8. Veure Rubinstein (1985), aix? com Harris (1985). E1 model que presentem aquf difereix del de
Rubinstein, essencialment, en els pardmetres que es consideren coneixement privat dels agents,
Ja que en 1'estudi de Rubinstein la manca d'informacié es refereix a les taxes de descompte
dels dos agents que estableixen la negociaci6.
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pot acceptar o rebutjar. En el primer cas el joc es déna
per acabat, i el calcul de la quantitat a intercanviar i
del preu de la transaccidé es determinen de la manera indi-
cada en l'observacié 9.3. Si l’agent rebutja 1l’oferta,
s’obre un nou periode de negociacions, que s’inicia amb la
seva contraoferta, que el primer agent pot igualment ac-
ceptar o no. Aquest procés continua, fent ofertes al-
ternativament un i altre agent, fins que s’arribi a un
acord. No obstant, cada nou periode, ja que significa un
retard, representa per ambdés negociadors un decrement de
la seva utilitat, que inclourem en el model a través d’un

factor de descompte o€(0,1) comi conegut pels dos agents.

En aquest joc una oferta en una etapa consistira en
indicar el nivell d’utilitat que 1l’agent reclama en
lracord. Una resposta afirmativa a una oferta ha d’estar
acompanyada de la tria d’un element del conjunt F que tin-
gui com a primera component (respectivament, la segona si
l’agent que fa l‘oferta és el segon) el nivell ofert. En
aquest cas tindrem determinat el parell d’utilitats (u,v)

i per tant, els termes del contracte entre les empreses.

Si s’arriba a un acord sobre un parell (u,v) - per
l’observacié 9.2, ser3d un element de F - en el moment t,
considerarem que els agents han negociat una utilitat des-
comptada de (at ,at v). Si el parell (u,v) esta sobre

la recta u+v=35(X,z) i el vertader estat de les dues bandes
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del mercat és el parell (x,z), les utilitats reals dels

agents seran:

0s= o G + of[C(d(R,3),H)-C@EEE) )
vi= o ¥ o+ at[I(EI(i,E),z)-I<<'i(>'<,E),E)]

Una estratégia per a un agent en aguest joc sera un

conjunt de funcions indicant l’oferta a fer, o la resposta
a donar a una contraoferta, en cada periode del joc.
Considerarem que la negociacié comenca en t=0, de manera
que inclourem el zero en el conjunt N dels numeros natu-
rals. Per 1l’agent que fa la primera oferta, les funcions

que composen la seva estatégia tindran la forma segiient:

£ :Kt

£ >K per t parell

ft:Kt+l———>R per t imparell

on K:=[0,5(0,1)] representa el conjunt de nivells d‘utili-
tat que pot anunciar un agent.

R:=[0,5(0,1)]U{No} sén les possibles respostes a una
contraoferta: acceptar-la i triar un
nivell d’utilitat (un element de K)

o bé rebutjar-la.
K* &s el producte cartesia de t vegades K: la successid
d’ofertes i contraofertes que s’han fet fins al mo-

. . o
ment t. Per conveni considerarem K =¢.
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Cada una d’aquestes estratégies té& en compte explici-
tament la "histdria" del joc fins al moment t-1, a l’'hora
de prendre una decisié en el moment t. Aixi doncs, fO
indica un element uOEK com a oferta inicial, una resposta
fl(uo,vl) a la contraoferta vy del seu oposant si l’oferta

inicial ha estat rebutjada, etc.g.

De manera similar, l’agent que té com a primer movi-
ment en el joc la resposta a una oferta del seu adversari,
pot caracteritzar cada una de les seves estratégies per un

conjunt {9} de la mateixa forma que l’anterior, pero

tEN
intercanviant els papers de t parell i imparell:

gt:K —>R per t parell

gt:Kt———>K per t imparell

Al tractar-se d’un joc amb informacié incompleta, el
concepte de solucié adient és el d’equilibri de Nash en

sentit bayesia. Sense donar una definicidé formal, forga

9, En aquesta interpretacid hem suposat que 1'agent 1 comengava el joc. Substituint les u, per
vi i les vi per u]. tindrem formulada la situacid contraria.
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complicada en aquest context, podem dir que un conjunt

d’estratégies10

{{ft(x)}tENf{gt(z)}teN} per Cada (X,Z)

estan en equilibri de Nash-Baves si cada una d‘elles és la

millor resposta a l’estratégia utilitzada per 1l‘altre ju-
gador, mesurada en termes d’utilitat esperada, respecte a
les creences sobre la distribucié de tipus, desconeguts,
de l'’oposant. En altres paraules, si, d’entre les estra-
teégies disponibles, cap li pot proporcionar una utilitat

esperada més gran, donada l’estratégia del seu adversari.

10. o bé {{gt(x)}tEN,{ft(z)}tEN}, per cada (x,z), si és 1'agent 2 qui fa la primera oferta.
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