5.1.3. A manera de conclusion: integracion de las componentes del

conocimiento profesional del profesor B

El analisis de las formas de conocer que tiene el profesor B de la derivada como objeto
matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje, nos permite caracterizar algunos
rasgos de la practica profesional que el profesor B genera en el aula (Llinares, 1996). En
términos generales, nos encontramos con un profesor con una consistencia y coherencia
en el manejo de los objetos matematicos clave para la relaciébn y comprension de los
macro objetos f (x), f’(a) y f ’(x), tanto cuando se enfrenta a la resolucion de problemas
matematicos como cuando propone, disefia y justifica tareas matematicas (en la unidad
didéctica y en la evaluacion). Igualmente, su discurso, con relacion a la derivada como
objeto matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje, ha sido coherente a lo
largo de las entrevistas que justifican su practica. Sin embargo, detectamos algunas
incoherencias, en la definicion del macro objeto f ’(a) que el profesor B propone en la
unidad didactica, que pueden hacer emerger inconsistencias en los estudiantes en la
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), que hemos intentado describir e
interpretar teniendo en cuenta la triangulacion de la informacion que nos proporciona el
analisis de las dos componentes del conocimiento profesional del profesor que hemos

considerado en este estudio.

Para el analisis de la componente didactica del contenido focalizamos la atencion en tres
aspectos: la programacion, la unidad didactica y la evaluacion. La triangulacion de la
informacion que nos proporciona el andlisis de las tres fuentes anteriores, nos permite
inferir los siguientes elementos sobre la forma de conocer que tiene el profesor B de la

derivada como objeto de ensefianza y aprendizaje:

1. Inicialmente, con el andlisis de la programacion inferimos, que el profesor B
opta por un itinerario didactico tradicional para la ensefianza de la derivada
caracterizado por la introduccion del concepto limite previo a la ensefianza de la
derivada. Sin embargo, al analizar la unidad didéctica, detectamos algunos
matices en el itinerario que implementa este profesor fundamentados por la
conciencia de las dificultades que tiene para los estudiantes la comprension del

objeto limite. En efecto, propone un itinerario, que sigue mas fielmente el
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desarrollo historico, basado grosso modo en ¢l método que utilizaba Newton
para calcular velocidades instantaneas y la pendiente de la recta tangente en un
punto a partir de las pendientes de las rectas secantes, cuando éstas se aproximan
a la recta tangente, y a partir de alli introduce la definicion del macro objeto
f’(a) y, posteriormente, la definicién del macro objeto f ’(x).

2. Laresolucion de problemas es el eje que estructura la introduccion y desarrollo
de los objetos matematicos inmersos en la unidad didéactica. La metodologia que
plantea en la unidad didéactica, podriamos enmarcarla en las nuevas visiones
constructivistas de la ensefianza y el aprendizaje. El profesor parte de los
conocimientos previos que tiene sus estudiantes, a partir de la resolucion de
problemas significativos y la discusion entre iguales busca la modificacion de
estos conocimientos hasta llegar a la formalizacion de los mismos.

3. Las tareas propuestas en las evaluaciones y en la unidad didactica, reflejan la
comprension y relacion que tiene el profesor B de los macro objetos f (x), f ’(a)
y f ’(x). Son tareas de una gran riqueza conceptual, enunciadas en diferentes
contextos, en las que se usan una variedad de representaciones de estos macro
objetos que requieren de traducciones y relaciones entre representaciones de los
macro objetos f (x), f’(a) y f ’(x) que pueden ayudar a emerger una perspectiva
objeto de los conceptos funcion, derivada en un punto y funcion derivada,
caracterizada por la activacion de procesos cognitivos complejos (encapsulacion,

desencapsulacion, coordinacion y sintesis).

Si tenemos en cuenta la organizacion que hace de los contenidos en la unidad didéctica
sin detenernos en el analisis de las definiciones que presenta de los macro objetos f ’(a)
y f’(x), encontramos que el profesor B apuesta primero por introducir el macro objeto
f ’(a) y luego el macro objeto f ’(x). Pero, al optar por la notaciéon de incrementos para
definir el macro objeto f ’(a) genera una confusion entre los macro objetos f’(a) y f’(x),
puesto que el uso de la notacidon incremental implica de manera indirecta y sin darse
cuenta, estar avanzando la funcidon derivada. Consideramos que desde este tratamiento
la mayoria de los alumnos no pueden comprender la derivada en un punto definida de
esta manera (no se introduce el macro objeto f ’(a)); o simplemente, no entiende el
cociente incremental como la funcion derivada, sino que termina confundiendo los dos

macro objetos y reduciendo las técnicas de calculo del macro objeto f ’(a) a la

249



sustitucion de variables de X = a en la expresion de la funcidon derivada encontrada a

partir de la aplicacion de cualquiera de las técnicas de derivacion I, 1T o II1.

Esta primera mirada a la definiciéon y tratamiento del macro objeto f ’(a), nos lleva
inicialmente a afirmar que en la unidad didéctica del profesor B no se tratan técnicas
concretas de calculo del macro objeto f ’(a), sino que éstas se reducen a un proceso de
sustitucion de variables a posteriori del calculo de la expresion simbolica del macro
objeto f ’(x); pero posteriormente el analisis de las tareas, nos permite observar y
concluir que algunas de las tareas para ser solucionadas requieren de la aplicacion de
técnicas de derivacion del macro objeto f ’(a) (p.e., calculo grafico en un punto de la
pendiente de la recta) diferentes a la mera sustitucion de la X por a en la expresion
simbolica del macro objeto f ’(x), lo cual nos permite inferir que de alguna manera, el
tratamiento de las técnicas de calculo del macro objeto f ’(a) forman parte de la

actividad matematica que genera el profesor B en el aula.

Curiosamente, el analisis de las formas de conocer la derivada como objeto matematico
que tiene el profesor B, muestra que este profesor tiene un nivel de comprension del
esquema de la derivada trans algebraico-trans grafico caracterizada por una perspectiva
objeto de los macro objeto f (x), f ’(a) y f ’(x). El profesor B, a través de la resolucion
de los problemas presentados en el cuestionario y en la entrevista con vifietas,
manifiesta una coordinaciéon y relacion de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), como
elemento y clase; lo cual implica, la coordinacién algebraica y grafica de los objetos
pendiente de la recta tangente, tasa instantanea de variacidon, y razéon de cambio

. Ae . Ama ; AMma
(L|m—;L|m—g; Lim 9

) que engloba el macro objeto f ’(a), y el proceso de
At—>0At At—>0 At~ Amag'—0 Amag'

sintesis de los anteriores objetos en los objetos funcidén pendiente de la recta tangente,
funcioén tasa instantdnea de variacidon y funcion razéon de cambio que engloba el macro
objeto f ’(x). Sin embargo, observamos que a la hora de trasponerlos en la unidad
didéctica, esta comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) no se ve reflejada en las
definiciones que usa de estos macro objetos. Inicialmente, podemos concluir que la
comprension que tiene de los macro objetos no es suficiente para reflexionar ni darse
cuenta de los errores conceptuales e inconsistencias matematicas que tienen las

definiciones de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) presentes en el libro de texto, que son las
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que propone en la unidad didactica, o bien, si se da cuenta creemos que no le da la

suficiente importancia que en nuestra opinion merece.

Contradictoriamente con lo anteriormente expuesto, el andlisis de las tareas que diseia
el profesor B, concluimos que el nivel de comprension trans algebraico-trans grafico del
esquema de la derivada que tiene el profesor B, si se ve reflejado en el disefio de las
tareas que conforman la unidad didactica y la evaluacion del concepto de derivada.
Puesto que la metodologia de ensefianza que implementa, basada en la resolucion de
problemas —enunciados en diferentes contextos y variados en la fenomenologia asociada
a los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), podria funcionar de puente y ayudar a los
estudiantes a hacer las conexiones entre estos macro objetos, e incluso a alcanzar la

comprension y relacion de los mismos.

Todo lo anterior nos lleva a suponer que la presencia de incoherencias entre, por un
lado, la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) que tiene el profesor B y, por
otro lado, la presencia de inconsistencias en la ensefianza de los mismos, se puede
explicar, en el caso del profesor B, en términos de que el curriculo de secundaria y la
forma coémo ha sido formado en esta area del conocimiento, en donde no se le da
importancia al proceso de sintesis del macro objeto f ’(a) en el macro objeto f ’(x),
actllan como restricciones institucionales, e incluso, llegan a tener mas peso a la hora de
disefiar e implementar la ensefianza de estos macro objetos que la comprension que

tiene como resultado de su formacion permanente y de su practica.

Investigaciones realizadas en el estado espaniol (Font, 2000; Inglada y Font, 2002)
muestran: (1) la gran complejidad semidtica que representa el paso del macro objeto
f ’(a) al macro objeto f ’(x) y (2), que los libros de texto espafioles no tienen en cuenta
este fendmeno. En el caso del profesor B, ¢l cambio visto al definir el macro objeto
f ’(x) al intentar diferenciar los macro objetos como elemento y clase, refleja una leve
intuiciéon o conciencia de la complejidad semidtica que involucra el paso del macro
objeto f ’(a) al macro objeto f ’(x). En efecto, en la entrevista sobre la ensefianza de este
concepto, el profesor B, al indagar sobre las ventajas y desventajas que tiene el uso de
algunas definiciones explicita, aunque no lo tenga en cuenta a la hora de trasponerlos en

la unidad didactica, la complejidad semidtica que hay en estas definiciones.
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“Pero aqui, fijate ti si de pronto nosotros interpretamos la nimero 1. Este h, esta
representando este delta y aqui tenemos en el numerador de esta fraccion la
variacion de la funcion. Es que hay una similitud... aqui nos hablan en el 3 de
Ay/Ax, el Ay se refiere a la variacion de la funcién y el Ax la variacion de la
variable x, que es similar a esta la numero 2... Pero yo utilizo o0 me doy mas con
la niimero 2 porque en la tercera los estudiantes no entienden este cociente
Ay/Ax o es menos complicado para mi de explicarlo... Pero me gusta la 2 porque
se explicita en un lenguaje matematico la variacion de la funcidon cuando varia la
variable independiente.”

Inicialmente, basdndonos en el estudio realizado por Inglada y Font (2002; 2003) en los
que concluyen que la razén implicita para introducir la derivada en un punto con la
notacion de incrementos es que ayuda a “justificar” mas adelante la regla de la cadena
porque la notacion de incremento coordinada con la notacion diferencial permite con
comodidad introducir y justificar la regla de la cadena, indagamos en la unidad didactica
para ver cudl era la justificacion que el profesor B daba al uso exclusivo de la notacion
incremental para definir los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Contradictoriamente con lo que
concluyen estos autores en su estudio, nos encontramos que en la unidad didactica del
profesor B no hay un espacio reservado al estudio de la regla de la cadena, lo cual no
nos permite inferir que el profesor B haya optado por la definicion de los incrementos
como un tratamiento previo para la introduccion y justificacion de la regla de la cadena.
Mas bien consideramos que, el uso de la notacion incremental obedece, como ya

mencionamos anteriormente, a los siguientes factores:

1. La tradicion historica de utilizar los incrementos por influencia de la fisica, mas
en nuestro contexto, donde la formacion del profesorado es bidisciplinar en
matematica y fisica; y, el profesor B es simultaneamente profesor de las dos
asignaturas.

2. La importancia que se le otorga al libro de texto como referente principal para la

transposicion acritica de los conceptos a ensear.

Dubinsky y otros (1995), reflexionan sobre las implicaciones que tienen las diferentes
notaciones que se usan para definir los macro objetos f ’(a) y f ’(x), y consideran
relevante tener conciencia de las connotaciones que cada una de estas notaciones tiene
y la influencia que tienen en la comprension de estos macro objetos. En este sentido,
afirman que si bien es cierto que formalmente las diferentes notaciones significan lo

mismo, cada una de estas notaciones permiten enfatizar diferentes aspectos de los macro

252



objetos f (x), f ’(a) y f ’(x). Concretamente, la notacion de incrementos, que es la usada
por el profesor A, enfatiza la interpretacion de la derivada como razon de cambio de una
variable (Y en el caso de las definiciones que propone el profesor A) con respecto a otra

variable (X en este mismo caso). Esta notacién incremental, tiene mas sentido con la

comun notacion, y = f (X). Asi, la notacién:% = f'(x)=Lim es usada para

f(x+h)y— f(x)
X h—0 h

indicar la operacion derivada sobre funciones. Esta notacion enfatiza que estas haciendo

. ., ., . d
la derivada de la “funcion representada por la expresion que sigue” ™ con respecto a
X

X. Y por tanto, proponen una solucidon para la notacion de la derivada en un punto

definida por el cociente incremental de la funcién, asi: di f(x) | wa=f'@.
" -

Finalmente, la conclusion a la que llegan Inglada y Font (2002), y que también
proponen Dubinsky et al. (1995), es el no eliminar el uso de esta notacion, que en cierta
medida si que facilita la introduccion a la regla de la cadena, sino que proponen no
introducirla de entrada y mas atin que no sea la iinica forma de definicion para el célculo
de la derivada en un punto, sino que se haga un tratamiento de diferentes técnicas
graficas, numéricas y algebraicas para construir el macro objeto f ’(a) y se coordinen
varias definiciones usando diferentes notaciones, como por ejemplo, la definicion de la

derivada en un punto como el limite de las tasas medias de variacion:

f(a) = Lim 0= T@

X—a X—a

Lo que quedaria por estudiar es si, cuando el profesor B implementa y desarrolla la
unidad didéctica, hace las distinciones entre estos macro objetos y no reproduce los
errores del libro de texto, puesto que, un aspecto interesante de la unidad didéctica, y
que nos reafirma la comprension que tiene el profesor B de estos objetos, es el itinerario
didactico que propone basado en el tratamiento progresivo de estos macro objetos a
partir de la resolucion de problemas complejos que tienen una variedad de
representaciones, los cuales pueden ayudar a la emergencia en los alumnos de procesos

cognitivos complejos.
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5.2. CASO DEL PROFESOR E

5.2.0. A manera de descripcion del caso del profesor E

El profesor E es licenciado en ciencias de la educacion con especialidad en matematica
y fisica, egresado de la Universidad del Atlantico en el afio 1976. Tiene una experiencia
laboral de 25 afios como profesor de matematica y de fisica alternando entre colegios de
secundaria y el primer ciclo universitario del sector privado. Ha sido durante mas de 25
afios profesor de matematica de varios colegios privados de estatus social alto y medio-
alto, y profesor de célculo diferencial, estadistica, algebra lineal y ecuaciones
diferenciales en las facultades de Ingenieria y Educacion de una universidad privada de
de la ciudad de Barranquilla (Colombia). En la actualidad, ocupa un puesto de
funcionario en la secretaria de educacion de la ciudad de Barranquilla (jornada de la
tarde), es profesor de matematica en los grados 9, 10 y 11 de un colegio privado de
clase social media-alta (jornada de la manana) y profesor de estadistica y fisica en una
universidad privada de la misma ciudad (jornada de la noche). Igualmente, es formador
de profesores en cursos de formacion continuada de actualizacion pedagogica ofrecidos

por el MEN (sébados y en época de vacaciones).

Es un profesor preocupado por su formacidon permanente, manifiesta haber participado
en muchos cursos de actualizacion ofrecidos por las entidades gubernamentales y haber
acabado un Master en educacion en gestion escolar en el afio 1996 en la misma
universidad en la que trabaja. El profesor E se considera una persona muy activa y
constante en su autoformacion, manifiesta interés por la lectura de libros de Historia de
la matematica, Educacién matematica, Investigacion e innovacion educativa y de todas
las publicaciones de las reformas y actualizaciones curriculares emanadas por el MEN,
que le han ayudado en su tarea como formador de profesores; y manifiesta haber
desarrollado investigaciones en el campo de la educacion. Es un profesor que a lo largo
de la recogida de la informacion fue bastante sistematico pero a la vez se prevenia y
evadia dar informacioén cuando entrabamos a preguntar aspectos de su conocimiento

disciplinar.
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5.2.1. Conocimiento disciplinar: la derivada como objeto matematico

Después de analizar las respuestas del profesor E a los problemas planteados, inferimos
que tiene un nivel de comprension del esquema de la derivada intra algebraico-intra
gréfico, tal y como se ilustra en el figura 10. Este esquema se caracteriza por tener una
perspectiva proceso de los macros objetos f ’(a) y f ’(x), que no son coordinados en la
resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios enunciados en diferentes contextos.
Esta perspectiva proceso de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), estd determinada a su vez,
por la no coordinacion interna de los objetos O;, O, y O3 que engloba el macro objeto
f ’(a); y por no llegar al proceso de sintesis de estos tres objetos O;, O, y O3 en los
objetos O’1,, O’ y O’; que engloba el macro objeto f ’(x). En general, podemos inferir
que los procesos cognitivos que activa el profesor E en la resolucion de estos problemas
son la coordinacién de acciones externas y procesos, y la interiorizaciéon de estas

acciones en procesos, tal y como se indica en la figura 10.

A continuacion nos detendremos a describir los aspectos del concepto de derivada que

tuvimos en cuenta para caracterizar el desarrollo del esquema de este profesor.

5.2.1.1. Relacion entre el objeto pendiente de la recta tangentey el objeto razon de

cambio en la construccién del macro objeto derivada en un punto

Las respuestas a las situaciones 3-C, 4-C y V-v del profesor E muestran que, por un
lado, existe una coherencia interna en los procesos de resoluciéon que aplica cuando
aborda estos problemas enunciados en un registro grafico y, por otro lado, encontramos
algunas inconsistencias en el manejo de los conceptos implicitos en la resolucion de los
mismos (ver figura 42). Con relacion a la coherencia interna del proceso de resolucion
del problema, encontramos que el profesor E aborda los tres problemas usando solo la
informacion que le proporciona la grafica y, en la mayoria de los casos, da respuesta a
los interrogantes sin tener que recurrir a informacion externa ni a manipulacion de
procesos algebraicos. Sin embargo, de las respuestas dadas hemos concluido que el
profesor E tiene dificultades en la comprension grafica de los conceptos involucrados en
los problemas, tales como: funcién, tasa media de variacion, razén de cambio, derivada

en un punto y funcion derivada.
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ESQUEMA ALGEBRAICO ESQUEMA GRAFICO

-

Intra
-_/

€

MACRO OBJETO
Funcion derivada

MACRO OBJETO A
Derivada en un punto
| nx Int Int

Objeto,
Pendiente
de la recta

Objetoz
Objeto, Razon de
Limite de la cambio

tasa media

Figura 10. Nivel intra algebraico - intra grafico del esquema de la derivada

Concretamente si nos centramos en el andlisis del problema 3-C, detectamos que el
profesor E tiende a hacer una lectura de la grafica punto a punto, mostrando una
concepcion discreta de los puntos que la conforman. Esto nos lleva a concluir, que este

profesor tiene dificultades para interpretar la grafica que representa la situacion dada. La
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anterior dificultad descrita puede convertirse en un obstdculo para que el profesor
acceda a la comprension de los conceptos del célculo, puesto que, (1) le impide
describir la funcion representada de forma global, atendiendo a las caracteristicas
generales de la grafica, y (2) le lleva a cometer errores como hacer una lectura iconica
de la gréfica, interpretando la grafica de la funciéon como un dibujo modificando el

significado de las variables (Azcarate et al., 1996).

Concretamente, las respuestas a los apartados @) y b) del problema 3-C reflejan,
inicialmente, una interpretacion correcta de la grafica de la funciéon acumulativa
(cantidad de agua en funcion del tiempo), en la que describe la funcion representada de
forma global, atendiendo a las caracteristicas generales de la grafica; y aplica
correctamente el objeto tasa de variacion media para calcular el incremento de la

funcioén en el intervalo indicado, a partir de la informacion que le proporciona la gréfica.

“a) Si en el dia se consumen 20 litros o0 20 cm3, transcurrido 24 horas

b) Entre las 20 y las 24 horas, bueno segun lo que puedo ver aqui... los puntos (24,

20) y (20, 15)... Entonces, haciendo un cociente diferencial alli, se obtiene que:
20-15 5

= 420" 2" por tanto, transcurren 4 horasy se consumieron 5 litros.”
Sin embargo, contradictoriamente a la respuesta anterior, en las respuestas a los items
¢), d) y e) el profesor E hace una interpretacion incorrecta de la grafica (ver figura 12),
caracterizada por la lectura punto a punto de los valores del dominio como respuesta a
cuestiones referidas a intervalos. Este error en la interpretacion de la grafica de la
funcién implica dificultades en la comprension grafica de los conceptos inmersos en la
situacion que son fundamentales para la comprension grafica de los macro objetos f ’(a)

y f ’(x), los cuales son: funcion, tasa media de variacion y pendiente de la recta

tangente.

Figura 12. Grafica del problema 3-C
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Problema 3-C

Respuesta
Item

Interpretacion del enunciadoy lectura correcta

delagréfica

a)

Consumo total de agua es de 20 m’

E

Gré&ficamente

b)

Incremento de la funcién

E

Responde queen 14 >9

Justifica

©)

Porque a las 14 se ha consumido un total de 12 y en 9 se

ha consumido 3 m*

E

Atendiendo a aspectos globales

d)

Entre 6y 12

Porque hay un incremento bastante grande

E

Gr &ficamente

€

A partir del concepto de funcion
(halla el valor de f (7) en la grafica)

Aproximadamente 1,8 litros o m® (Las unidades tienen

que ser de volumen)

E

Problema 4-C

Respuesta
Item

Hacereferenciaala

trayectoria velocidad

Hacereferenciaala

a-b)

Son diferentes

Punto de encuentro No justifica

Va> Vg

E E

Hacereferenciaalatrayectoria

0

No hay momentos donde las velocidades son iguales

Porque las distancias recorridas son diferentes

E

Hacereferencia ala aceleracion

VA> Vg

d)

En todo el movimiento porque B tiene aceleracion constante y
A tiene aceleracion variable

E

Problema V-v

; espuestd Pendiente méaxima Pendiente minima Pendiente nula
tem
Punto donde la m de la recta tangente tenga | Punto donde la m de la recta tangente tenga | Puntos donde la recta tangente a la
mayor inclinacion positiva mayor inclinacién negativa grafica sea paralela al eje de las X
a) Los relaciona con el crecimiento de la | Los relaciona con el decrecimiento de la | Los relaciona con los puntos max. y min.
funcién funcién
E E E
Responde correctamente
Velocidad méxima Velocidad minima Velocidad nula
b) Punto donde la m de la recta tangente tenga | Punto donde la m de la recta tangente tenga Puntos donde la recta tangente a la
mayor inclinacion positiva mayor inclinacién negativa grafica sea paralela al eje de las X
Los relaciona con el crecimiento Los relaciona con el decrecimiento No relaciona puntos max. y min.
E E E
Crece masdeprisa Crece menosdeprisa Tasa instanténea de variacion nula
Punto donde la m de la recta tangente tenga | Punto donde la m de la recta tangente tenga | Puntos donde la recta tangente a la
0 mayor inclinacion positiva mayor inclinacién negativa grafica sea paralela al eje de las X

Los relaciona con el crecimiento de la
funcién

Los relaciona con el decrecimiento de la
funcioén

No los relaciona con los puntos max. y
min.

E

E

E

Figura 11. Linea de coherencia de las respuestas del profesor E a los problemas 3-C, 4-C y V-v
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Las respuestas a los items c), d) y e) del problema 3-C, nos permiten describir la
comprension que tiene el profesor E de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), llegando a
inferir las siguientes dificultades en: (1) la interpretacion de graficas que involucran
razones de cambio entre magnitudes que dependen del tiempo; (2) la coordinacion de
los objetos pendiente de la recta tangente, limite de la tasa media de variacion y razon
de cambio; (3) el proceso de sintesis del macro objeto derivada en un punto en el macro
objeto funcion derivada; y (4), la coordinacion de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en el
analisis tanto de la variacion global de la funcién como en el andlisis de la variacion

local de 1a misma.

Centrandonos en las repuestas a los puntos ¢) y d) del problema 3-C se aprecian las
dificultades que tiene el profesor E para coordinar los objetos pendiente de la recta
tangente y razéon de cambio, y a su vez, para relacionarlo con el macro objeto f ’(a);
puesto que hace una lectura punto a punto del consumo de agua, asignando el valor
mayor del consumo al punto de mayor valor en la ordenada, evidenciando ideas
erroneas sobre el objeto pendiente de la recta tangente y su relacion con la derivada en

un punto que conviven con ideas correctas.

“c)9h—>4

14h—>12=14h>9h
d) Habria que determinar los puntos y observar entre qué hora y qué hora se
consume mas.”

Por su parte, en la argumentacion y justificacion que da el profesor E a la respuesta del
item c¢), se explicita verbalmente la no coordinacioén de los objetos O;, O, y O3, la cual
consideramos estéd fuertemente influenciada por la lectura discreta que hace de la grafica
de la funcion en donde se detecta la dificultad que tiene para interpretar la situacion en
términos del macro objeto f ’(a). Esta dificultad implica a su vez otras dificultades:
(1) en la comprension de los objetos tasa media de variacidn, tasa instantanea de
variacion (razon de cambio) y pendiente de la recta tangente, y (2) en la coordinacién de
los objetos limite de la tasa media de variacion y pendiente de la recta tangente en la

construccion del macro objeto f’(a).

“c) Observamos también como es mayor la cantidad de agua caliente que se esta
consumiendo a las 14 horas, porque a las 14 h ya se han consumido un total de
12 litros aproximadamente, mientras que a las 9 h se estdn consumiendo apenas
4 litros de agua caliente, mientras que a las 14 se han consumido 12 litros. Si el
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estudiante puede establecer un punto... y compararlos... también aqui es muy facil en
el aspecto de que ¢l halle... la pendiente de... de la tangente a la curva en ese... ese
punto y por alli puede determinar facilmente estas cuestiones.”

En cuanto a la justificacion que da al item d), nuevamente el profesor E deja ver que no
coordina los objetos pendiente de la recta tangente y razon de cambio para encontrar el
punto dénde el consumo es maximo (interpretacion del macro objeto f ’(a)), o en su
defecto el intervalo donde el consumo es méaximo (interpretaciéon del macro objeto
f ’(x)). En esta ocasion, nuevamente aplica incorrectamente el objeto tasa media de
variacion para analizar los intervalos donde el consumo es mayor. En primer lugar,
toma intervalos muy grandes que no le permiten aproximarse al objeto tasa instantanea
de variacion; y en segundo lugar, hace una lectura punto a punto del consumo y luego
calcula la variacion de la funcion en los extremos del intervalo, mas no calcula la tasa
media de variacion. De lo anterior podemos concluir que el profesor E tiene dificultades
para relacionar, tanto grafica como algebraicamente, los objetos tasa media de variacion
y tasa instantanea de variacion que son claves para interpretar graficamente los macro

objetos f’(a) y £ ’(x).

“d) Cuando cree que se estaba consumiendo mdas agua caliente, bueno eso... €so
depende, porque... depende del intervalo donde lo vaya a tomar... depende del
intervalo donde lo vaya a tomar, porque aqui de 6 a 12 yo noto que hay un
incremento bastante grande en e consumo... Porque de un litro que se ha
consumido alas 6 dela mafiana, a las 12... 11 litros, 0 sea que se han consumido
10 litros, en esa parte de aqui, después fijate tu aqui... desde las 12 en donde se
han consumido aproximadamente 10 litros hasta las 15... Hasta las 20 se han
consumido apenas 5 litros... 0 sea la variacion depende donde € tipo de horario
gue quiera uno analizar... yo creo que alli... cuando cree que se esta consumiendo
mas agua... YO pienso que eso tiene una dependencia del intervalo que uno
quiera medir.”

Las dificultades anteriormente descritas, también quedan reflejadas en la respuesta al
item e) del problema 3-C, al cual responde que el valor del consumo en el instante t=7 h
es de 1,8 litros o m’. En esta respuesta, el valor de la tasa instantanea de variacion queda
reducido al valor de la ordenada en t = 7, como resultado de la lectura punto a punto de
la grafica (7, 1.8). Esto también se evidencia al especificar las unidades en las que se
expresa este valor (unidades so6lo de volumen), que también es un buen indicador de las
dificultades en la aplicacion de los objetos tasa media de variacion y tasa instantanea de

variacion.
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“e) Bueno a las 7:00 parece que se esta consumiendo cas 1,8 litros 0 m3...
Bueno y las unidades... tiene que ser unidad de volumen.”

La respuesta al problema 4-C, arroja informacion que nos permite confirmar las
conclusiones a las que hemos llegado con el analisis anterior. En primer lugar, aparece
la interpretacion iconica de la grafica, como se puede apreciar en la respuesta al item a)
de este problema, donde se interpreta incorrectamente la grafica espacio-tiempo como la
trayectoria de los coches y no como el espacio recorrido por los coches A y B en cada
momento. [gualmente, encontramos contradicciones en la argumentacion del profesor,
por un lado aparentemente relaciona el objeto velocidad instantanea (razon de cambio)
con el macro objeto derivada (sin especificar si hace referencia al macro objeto f ’(a) o
al macro objeto f ’(x)), llegando incluso a distinguir las velocidades de los coches en el
punto P como diferentes; y por otro lado, evidencia dificultades en la interpretacion
grafica de la velocidad a partir del grafico de espacio-tiempo, puesto que habla de
movimiento acelerado del coche B, cuando la grafica indica que lleva un movimiento
uniformemente rectilineo, en donde la velocidad es constante y por tanto la aceleracion
es nula. Consideramos que estos errores estan influenciados por la lectura iconica que
hace del grafico de espacio-tiempo y por las dificultades que tiene en la comprension
grafica de los conceptos de la cinematica (espacio, tiempo, velocidad, aceleracion,

movimiento, etc.), que obstaculizan la comprension de los objetos O;, O, y Os.

“a) Se encuentran los carros. (...) aqui... veo por ejemplo que hay dos coches que se
mueven verdad... hay una... aqui vemos la aplicacion de la derivada en el concepto
de velocidad, porque es el cambio de la distancia en la unidad de tiempo... Aqui
vemos una recta, €l coche B parece que se moviera como en linea recta, pero con
un movimiento acelerado, €l coche A parece que tiene otro tipo de movimiento,
un movimiento como curvilineo, cierto... Sin embargo, €llos convergen en €
punto P, esto nos da un significado que en € punto P se encuentran lo cual no
quiere decir que llevaban una mima velocidad, eso no quiere decir eso, sino que
uno iba masveloz que el otro pero que lograron encontrarse alli.”

En segundo lugar, aparecen ideas contradictorias en la coordinacion de los objetos razon
de cambio (velocidad instantanea) y pendiente de la recta tangente. Es decir, que hay
respuestas donde se coordinan correctamente estos objetos y hay otras respuestas donde
aparecen inconsistencias en el manejo de los mismos. Por ejemplo, si sélo tuviéramos
en cuenta la respuesta al item b), en la que afirma que la velocidad del coche A es

mayor que la velocidad del coche B, podriamos concluir que coordina los objetos
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pendiente de la recta tangente y velocidad instantanea, y a su vez, los relacionan con el

macro objeto f’(a).

“b) A mi medalaimpresién aqui en P que € coche A es mas veloz que €l coche
B.”

Sin embargo, al considerar la justificacion que da en la entrevista a esta respuesta,
encontramos contradicciones e inconsistencias en los conceptos inmersos que se
vuelven a repetir en la respuesta al item c¢), tales como: (1) lectura icénica de la grafica
espacio-tiempo (la grafica le proporciona informacion sobre la trayectoria);
(2) interpretacion incorrecta de la grafica de espacio-tiempo (“no hay velocidades
iguales porque las trayectorias son diferentes”); y (3), coordinar los objetos “velocidad”,
cociente incremental (tasa media de variacidon) y “tangente”, en lugar de coordinar los
objetos velocidad instantdnea (razon de cambio), limite de las tasas media de variacion
y pendiente de la recta tangente. Este ultimo, pone en evidencia un problema que
retomaremos mas adelante, como es la dificultad que tiene el profesor para interpretar el
paso de la recta secante a la recta tangente a la grafica de una funcion, llegando incluso
a considerar que la funcion derivada es la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la

curva en un punto.

“(...) y... no creo... es decir, con la grafica como no las estds presentando, nO Creo
gue... que en algin momento, tengan la mima velocidad nunca, porque para
poder tropezarse alli... es decir en la trayectoria el coche A parece recorrer mas
trayectoria que e coche B, porque mientras B recorre una recta, A esta
recorriendo una curva. Entonces creo que el coche A... si analizamos esto desde
el punto de vista de definir una secante y una tangente para poder definir un
cociente diferencial y poder definir la tangente, vemos que e coche A debe tener
mas velocidad que € coche B, es mas en la parte de ac4, en toda la trayectoria
yo pienso que el coche A tiene méas velocidad que el coche B.”

Finalmente, la respuesta al item d), nos vuelve a reflejar las dificultades que tiene el
profesor E en la comprension de los conceptos de la cinematica clasica, y por tanto, en
la formalizacion matematica dentro del calculo diferencial. Ahora, contradictoriamente
a la interpretacion incorrecta que hace de la grafica espacio-tiempo como la trayectoria
de los coches en el item a), interpreta la grafica en términos de la aceleracion, es decir
que interpreta incorrectamente la grafica de espacio-tiempo como si se tratase de la
grafica de velocidad-tiempo. Estos errores en la comprension de los conceptos de la

cinematica cléasica ya fueron detectados en el analisis de la paradoja de Zendn (ver
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anexo 7), donde el profesor E mostr6 tener una concepcion potencial del infinito, que le
llevd a reproducir los argumentos eledticos en contra de la divisibilidad infinita del

espacio y del tiempo, y a favor de la imposibilidad del movimiento.

“d) El coche A tiene siempre mayor velocidad que el coche B, porque €l B tiene
aceleracion constante mientrasque € A tiene aceleracion variable”

Incoherentemente con lo que ocurre en el analisis de los dos problemas anteriores, la
respuesta al item @) del problema V-v, refleja una coordinacion entre los objetos
pendiente de la recta tangente y el macro objeto f ’(a). El profesor E, utiliza el criterio
de la primera derivada para encontrar los puntos de pendiente maxima, minima y nula.
Relaciona y sefiala en el registro escrito los puntos maximos o minimos con el valor
nulo de la derivada en ese punto. Ademads, verbaliza la relacion entre el crecimiento y el
decrecimiento de la funcioén con el signo de la derivada primera, y lo argumenta con la
tangente del angulo. Creemos conveniente comentar, que sélo el item b) de este
problema esta contextualizado en la fisica y que los otros dos estan contextualizados en
la matematica. A continuacion presentamos un fragmento de la entrevista y los apuntes

por escrito del proceso de resolucion.

“La pendiente de la recta tangente... Aqui es paralela a esta (sefiala € e de
las x) y aqui la pendiente de la tangente es cero... Por eso aqui hay un maximo
(dice sefialando y dibujando sobre e punto ¢ la recta tangente y luego hace lo
mismo en los puntos b y a)... Aqui también es cero porque es paralela y aqui hay
otro cero, porque también es paralela. Para ver... Lo que pasa es que ahora tenemos
que observar bien la grafica para hallar las pendientes maxima y minima.... Fijate
tu, aqui puede haber un punto... aqui hay uno bajando... Es decir...cuando tenemos
pendientes asi... (Sefiala con el brazo rectas con inclinacion positiva)... Y cuando
las tenemos asi son negativas... (Sefala con el brazo rectas con inclinacion
negativa)... Bueno... lo que tengo que ver de todas cual es la mayor... la que tenga
mayor inclinacion y la negativa la que tenga menor inclinacion... (Comienza a
dibujar tangentes en el grafico | y a marcar los angulos de inclinacion)... Entonces
puede ser esta porque la inclinacion es la tangente al angulo... puede ser esta
aqui... aqui colocaré un (+)... Y menos o negativa... Es cuando € angulo sea...
sea mas agudo... mas obtuso... Este aqui asi... Pero es que no es muy clara la
gréfica oye... aqui... hay otro aqui... aqui...Y donde es menor... depende del
grafico... A ver... este esta asi... bueno la mayor inclinacién negativa serd esta
(y sefiala la tangente mas proxima al punto a.)... Bueno lo que pasa es que esta
grafica estd como que un poco confusa oiste... Aqui hay otra... pero la menor es la
que ya te dije... ésta... No... No se ti que opinas...”
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Figura 13. Registro grafico del proceso de resolucion del profesor E al item a) del problema V-v

En lo que respecta al item b) del problema V-v, la repuesta es coherente con la anterior,
y en este caso coordina los objetos pendiente de la recta tangente y razén de cambio
(velocidad instantanea) y los relaciona con el macro objeto f ’(a). De manera similar al
item anterior, la argumentacion se basa en el manejo del criterio de la primera derivada
para encontrar los puntos de velocidad méxima, minima y nula. El profesor E afirma
correctamente que si la velocidad es una derivada por tanto la velocidad es cero en los
puntos donde la pendiente de la recta tangente sea nula, es decir, cuando la recta
tangente es paralela al eje de las abscisas, pero no lo relaciona con los puntos maximos
y minimos de la gréfica ni con el punto de inflexion, quizas por ello deja sin sefialar un

tramo de la grafica donde hay un minimo relativo y un punto de inflexion.

“Bueno aqui hay una tangente, ;no?.. A ver, sSiendo que la velocidad también es
una... es una tasa de cambio, entonces aqui también hay una tangente, entonces,
lo que pasa es que aqui la tangente es cero... Entonces, aqui la velocidad es
minima, aqui en este punto es minima la velocidad, cuando viene aqui en esta parte
aqui... Aqui es una pendiente positiva... Aqui es maxima y aqui se presenta una
minima... No sé si la miras de otra manera... bueno si el angulo aqui es mayor, si el
6 esmayor... y lainclinacion es mayor... Si, entonces aqui pongo e simbolo que
me dices para velocidad maxima... €l (+)... Pero aqui también hay otra hacia
abajo... Lo que pasa es que la irregularidad de la curva a veces... aqui parece,
aqui viene aqui..._bueno yo creo que aqui es donde estd el minimo... aqui la
velocidad es minima, es negativa la inclinacion es mayor de la pendiente... bueno
coloco el (-)... Pero el angulo aqui es menor... Pero aqui esta otra también negativa y
el angulo con la horizontal es mayor... (...) entre mas grande es el &ngulo mayor es...
porque la pendiente es la tangente, entonces entre mas grande es € angulo es
mayor latangente... (Lo sefialo con la letra T)”
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Figura 14. Registro grafico del proceso de resolucion del profesor E al item b) del problema V-v

La respuesta que da el profesor E al item ¢) del problema V-v, evidencia el
reconocimiento de los objetos O;, O, y O3 inmersos en las tres situaciones planteadas.
El profesor E, al igual que en los dos items anteriores relaciona los objetos pendiente de
la recta tangente y razén de cambio para encontrar el valor de la tasa instantanea de
variacion. Coordina correctamente el criterio de la primera derivada con el crecimiento
y decrecimiento de la funcidon, mientras que olvida en el registro grafico senalar un

tramo de la curva donde la tasa de variacion es nula y el punto de inflexion.

“Por ejemplo aqui la variacién es cero, uhm... Bueno trazo aqui ésta 'y aqui esta
otra... Yo creo que aqui esta creciendo mas deprisa... y un decrecimiento...
aqui... pero aqui hay uno mas pequefo... Aqui... Aqui... Aqui hay un menos, pero
aqui hay otro menos... Bueno escojo este de aqui... Y la razon la misma que las
anteriores...”

Figura 15. Registro grafico del proceso de resolucion del profesor E al item b) del problema V-v

Finalmente, si nos detenemos en la reflexion que el profesor E hace de los problemas
3-C y 4-C, encontramos que relaciona estos problemas con la interpretacion de la
derivada, pero sin llegar a hacer una distincion entre los macro objetos f’(a) y f ’(x). En

sus respuestas se evidencian dificultades en la coordinacion de los objetos O, O, y Os,
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dependiendo del contexto de la situacion, que influyen en la resolucion de problemas
que involucran estos objetos a partir de la informacién que le proporciona la grafica de
la funcion (mas atn cuando hay que hacer una interpretacion de la situacion, es decir
cuando se requiere de un proceso de modelizacion previa). Acrecentandose esta
problemdtica en situaciones que involucran el objeto razén de cambio (velocidad

instantanea), es decir, en situaciones enunciadas en un contexto fisico.

“Yo creo que la mayor dificultad que yo veo en este examen esta en la
interpretacion de graficas, porque considero que interpretar grafica no es
sencilla... interpretar gréafica... tienen uno que ir sobre el texto original, para ver
bien que quiere mostrarnos la grafica. Es posible también nosotros adolezcamos
de esto... pero hay que estudiar duro esto de andlisis e interpretacion de
graficos... ver e concepto de derivada alli no es facil para nuestros
estudiantes... serian g ercicios nuevos para ellos... son muy buenos...”

Otro aspecto a resaltar, es la valoracion positiva que hace de las situaciones que le
presentamos en el cuestionario, clasificandolas como problemas no rutinarios que no
forman parte de la actividad matematica que realiza en el aula, y resaltando tanto el
hecho de que las situaciones estén enunciadas en un registro grafico como la riqueza
conceptual que encierran. Igualmente, reconoce las dificultades que puedan tener, tanto
los estudiantes como los mismos profesores, a la hora de interpretar graficamente los

conceptos del calculo diferencial.

5.2.1.2. Relacion entre los macr o objetos derivada en un punto y funcién derivada

i. Comprension grafica delafuncion derivada

El profesor E aborda la resolucion de los problemas 1-C, 2-C y IV-v, enunciados en un
registro grafico-verbal y contextualizados en la matematica, usando procedimientos
graficos y algebraicos a diferencia del proceso de resolucion grafico con el que abordo
los problemas 3-C, 4-C y V-v enunciados en registro grafico y contextualizados en su
mayoria en la fisica. Consideramos que estas diferencias en los procesos de resolucion
pueden estar influenciadas por, (1) la posibilidad de hacer traducciones entre
representaciones de la funcion representada graficamente que le permitan
posteriormente calcular e interpretar graficamente los macro objetos f ’(a) y f ’(x), més
concretamente, en el problema IV-v en el que es posible hacer la traduccion

G f (x)>ES f (x) para obtener después la grafica de f ’(x); y (2), por la influencia del

266



contexto en la coordinacion y aplicacién de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en la

resolucion de problemas no rutinarios.

Problema 1-C
) espuesta Gréaficamente
Item
a) Argumentado que la tangente pasa por el punto

E

Gréficamente

Calcula la m de la recta tangente

Por el conciente incremental:

b) Ay

Algebraicamente
) Calcula por funcion pendiente
E

Problema 2-C
No responde
Falta informacion en la gréfica
E

VifetalV
Algebraicamente
Traduccion de G f (x) >ES f (x))

[La grafica de la funcién corresponde a y = x°]
Relacion de ES f(x) = ES f” (x))
[Siy=x’=y=3x]

Traduccion de ES £ (x)—>ES 7 (x)

[Si y’= 3x* entonces la grafica es una parabola]
E

Figura 16. Linea de coherencia del proceso de resolucion de los problemas 1-C, 2-C y IV-v

El profesor E en la respuesta del apartado a) del problema 1-C, aplica el concepto de
recta tangente como la recta mas proxima a la curva en un punto. A partir de la
informacion de la recta tangente que le proporciona la grafica del enunciado responde
correctamente al interrogante planteado, donde interviene el concepto de funcion,
trabajando con una notacion funcional sin referencia a la expresion simbdlica de la
funcion (en este caso se apoya en la funcion lineal). Lo cual indica, en primer lugar, una
coordinacion de representaciones graficas de punto en los ejes cartesianos con el objeto
grafica de la funcion, o lo que es lo mismo interpretacion de (x, y) cuando y es dada por
la grafica de f (x); y, en segundo lugar, relaciona la informacion que le proporciona
graficamente la funcién lineal y la derivada en un punto (G f (X)®ES f ’(a)t¥).
Parcialmente, podriamos inferir que tiene una perspectiva objeto del concepto de

funcion.
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“a) f (5) = 3 esta es la solucion... el f (x) esta tacito como quien dice, porque aqui €
punto (5,3) que es un punto comun donde la tangente se tropieza o toca a la
curvay = f (x), vemos que tiene una abscisa 5 y una ordenada 3”

En la respuesta que da al item b) del problema 1-C, se aprecia la relacion entre los
objetos derivada en un punto y pendiente de la recta tangente, puesto que entiende que
para cada punto a en el dominio de la funcion £, el valor de f ’(a) es la pendiente de la
recta tangente a la grafica en el punto (a, f (a)). Y para calcular el valor de la pendiente
de la recta tangente usa el cociente incremental de la funcion, es decir, que podriamos
hablar de un proceso de desencapsulacion del objeto tasa media de variacion. Por tanto,
podriamos concluir parcialmente que el profesor E coordina y desencapsula los objetos
pendiente de la recta tangente a la grafica funcién y la tasa media de variacion para
encontrar algebraicamente el valor de la derivada en un punto a partir de la informacion

que le proporciona la gréfica.

“D). m=3-1/5-0=2/5= y-3=2/5(x-5) y-1=2/5(x-0)
Sy-15=2x-10 Sy-5=2x-0
Sy =2x+5 Sy=2x+5

Un aspecto a resaltar de la respuesta anterior, es la comprobacion que hace el profesor
E de la ecuacion de la recta tangente en los dos puntos de la recta tangente que
proporciona el enunciado grafico del problema, que es innecesaria dentro del proceso de
resolucion, pero que puede llevar implicito, el asociar la “derivada” con la ecuacion de

la recta tangente a la curva en un punto.

En lo que respecta a la respuesta del item ¢) del problema 1-C, encontramos que el
profesor E interpreta la recta tangente como la recta mas proxima a la grafica de la
curva en el entorno del punto; a partir de alli y aplicando una técnica de aproximacion
basada en el concepto de derivada en un punto, calcula el valor de f (5,008) usando la
informacion que le proporciona la respuesta de los items a) y b). Resaltamos entonces la
presencia de técnicas de aproximacion numérica que relaciona los macro objetos f (x) y

f’(a), reafirmandose la comprension de la grafica de la funcion.

“c) Y cuando se incrementa en 0. 08, ya si tuviésemos que hacer la resta de la
funcion (5 + 0, 08) - 5, porque seria la funcion incrementada menos la funcion
original dividido por el incremento. Entonces alli se va explicando claramente
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esto... Y esto sera aproximadamente cercano a 3. Entonces si... si es un punto muy
facil de trabajar, porque:

AAX) mAC) ; ya sabemos que Ax = 0,08, f (5)=3 y £’(5)=2/5
X

f’(5)= UACK

—f(5) L6 0(')°§§ nlAC) :% (0, 08) ~ £ (5, 08)-3 = £ 5, 08) ~ 3, 05”

En general en lo que respecta al problema 1-C, el profesor, reflexionando sobre la
actividad matematica que genera en el aula, lo considera como un problema no
rutinario, porque incluye el manejo de diferentes representaciones del concepto funcién
y de diferentes técnicas (como por ejemplo de aproximacién numérica) que el estudiante
no estd acostumbrado a aplicar en la resolucion de problemas que realizan en la clase de

matematica.

“Eh... en cuanto al primer punto... yo observo que es un punto sencillo que
cualquier estudiante puede resolver, obviamente mis alumnas me irian a
preguntar... estoy seguro que me preguntarian y... Profesor... y = f(x) y cual es la
formula de f (x), porque ellas no entienden y no estan acostumbradas a este tipo de
ejercicios como este con aproximaciones... Porque genéricamente, ellas estan
acostumbradas a que uno tiene que definirles la funcion, es decir, hay que
darles e f (x) igual a algo, o sea la férmula mateméatica. Por eso te decia que lo
mas dificil es cuando vamos a trabajar con graficos. El estudiante tiene que
meter se mucho en e concepto para poder encontrar, y... las variables que se
estan buscando. Sin embargo te digo que, en eso estoy tratando de trabajar
fuerte... Porque con la reforma de las nuevas pruebas del estado que vienen
ahora, juega un papel importante e concepto de funcion, juega € pape
importante e concepto de a través de una gréfica definir las variables de una
funcidn, es decir inter pretacion de graficos para poder resolver los gercicios...
Este esun elemento positivo en esta evaluacion.”

La respuesta del profesor E al problema 2-C nos permite profundizar en los aspectos
mencionados anteriormente y cuestionar otros que atn no habian surgido. El profesor E,
no responde a la situacion 2-C porque considera que la grafica no es suficientemente
clara. Consideramos que detras de esta respuesta el profesor trata de esconder algunas
de los siguientes aspectos: (1) dificultades en la interpretacion grafica de los macro
objetos f ’(a) y f ’(x); (2) dificultades en la coordinacion de los macro objetos f ’(a) y

f’(x), y (3) perspectivas procesos de los conceptos f (x), f’(a) y f’(x).

“2.Masclaridad en la grafica para poder resolverlo.”
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Si tenemos en cuenta la justificacion que da en la entrevista a la respuesta dada en el
cuestionario, encontramos elementos implicitos en el discurso del profesor E que nos
permiten comprobar las tres afirmaciones anteriores. Con relacion a las dos primeras
afirmaciones, encontramos que el profesor E tiene grandes dificultades con la
interpretacion grafica y la coordinacion de los macro objetos f’(a) y f ’(x); en efecto, no
aplica los criterios de la primera y de la segunda derivada, ni la continuidad de la
funciéon para describir la variacion local y global de las funciones representadas

graficamente.

“Bueno en el segundo punto yo observo que hay dos funciones que si tienen algo
en comun... parece ser que una de ellas es la funcion derivada de la otra, pero
no se ve claramente. Yo creo que no... que no se ve claramente... pero no es culpa
de esta evaluacion... sino que es culpa, creo yo de que... yo pienso que no hay
como que un papel milimetrado para que me pueda mostrar la variacion de una...
Bueno a ver, una estd por debajo de la otra, pero no tengo exactamente el punto. A
ver esto estara en el centro en el centro, no sé... Esto esta a cuanto aqui arribita... no
sé... Es decir no puedo determinar bien porque no hay un... una... eh... una...
gue te digo... la recta metrizada no... no... no tengo un parametro claro...
Entonces yo creo que aqui si... S van a tener problemas mis alumnas en la
resolucion de este gercicio, por la poca claridad que tiene la gréfica, pero
obviamente no es un gercicio dificil, siempre y cuando se conozca bien la
distribuciéon y la escala de medicion en la que esta. Quisiera este ejercicio
analizarlo mas detalladamente... jpero después!”

En lo que respecta a la tercera afirmacién, consideramos que las dificultades
anteriormente detectadas pueden estar influenciadas por la perspectiva proceso que tiene
el profesor E de los conceptos f (x), f ’(a) y f ’(x), caracterizada por la necesidad de
encontrar o tener la expresion simbolica de las funciones representadas graficamente
para poder, a partir de ellas, hacer traducciones y relaciones entre representaciones de
f (x) y £°(x) que le permitan llegar a la respuesta correcta. Dada la dificultad que supone
en el problema 2-C hacer la traduccion G f (x)—ES f (x), el profesor E se encuentra sin
elementos algebraicos y graficos para poder inferir que una funciéon sea la funcién
derivada de la otra. Es decir, que al no poder asociar las funciones representadas
graficamente con la grafica de modelos prototipo, y a partir de alli encontrar la derivada
del modelo matematico que representa, se queda sin argumentos que le ayuden a hacerle

corresponder a la funcion la representacion grafica de su funcion derivada.

Con la respuesta al problema IV-v, comprobamos algunas de las suposiciones hechas en

el andlisis de las respuestas del profesor E a los problemas 1-C y 2-C. Inicialmente,
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detectamos, muy sutilmente, la presencia de inconsistencias en el manejo que hace de
los conceptos involucrados en la situacion, tales como, la consideraciéon de que la
grafica de la funcion derivada de una funcion tiene que ser una linea recta que es
tangente a la curva en un punto. Lo anterior se evidencia cuando el profesor,
inicialmente, escoge la grafica III como la posible grafica de la funcion derivada de la
funcién representada graficamente en el enunciado, y solo la descarta porque al
superponerlas, tal y como se indica en la figura 17, observa que la recta es secante a la
grafica en dos puntos (y no es tangente en ningiin punto). Esto le lleva a concluir que
como ésta no es tangente en un unico punto, no puede ser la grafica de la funcidon

derivada.

“La II parece la idéntica ;verdad? Pero podria ser esta la III, porque si yo coloco
aqui ésta y trazo aqui (y dibuja sobre la funcion de la grafica 1, a la grafica 111, tal
y como se esboza en la figura 17), entonces teniendo €sta aqui... no, no ésta seria
secante. Espérate un momento. Esta viene asi (uhm... hace un ruido y sigue la
grafica 1... continua en silencio durante de 45 segundos)...”

Grafica 1

A
N R
v 4

L |:| 1L. |:| g |:|

Figura 17. Respuesta del profesor E al problema IV-v

Durante la entrevista, al ver que tardaba y dudaba en resolver el problema y
sospechabamos que podria tratar de encubrir nuevamente sus dificultades conceptuales
argumentando, al igual que en la respuesta al problema 2-C, que la grafica no era clara,
decidimos ayudarle un poco planteandole los siguientes interrogantes para obtener mas

informacion relevante,

“E: ¢Qué informacion te proporciona cada uno de estos gréficos de las
funciones representadas?
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R/: Bueno comienzo porque por alli no sé... la de la grafica 1, es la funcion ciibica,
la de la III es una lineal, la de la II es cubica también, es la idéntica a la de la
grafica 1 y la I es la cuadratica. Entonces como la grafica 1 es cubica, su
derivada sera 3x2 y entonces... O sea que seria una parébola... Ah, ahora s
entendi la pregunta, claro... Ya entendi la pregunta... Si, si... Escojo la I...
porque es una parédbola... Lo que pasa es que no te habia entendido la
pregunta... si, si.

E: ¢Y por qué no las otras dos?

R/: primero porque esta la II volveria a ser una cubica y III es una lineal.

E: ;jPor qué primero dabas como grdfica de la funcion derivada la I1I?

R/: Porque, claro al ser recta, pensé que era la tangente, bueno tu sabes la derivada
es la tangente. Y la tangente es una, porque lo que si que hay son varias secantes.

E: ¢Tienes alguna otra argumentacion que dar o crees que con esta es
suficiente?

R/: No, no tengo mas.”

Comenzaremos resaltando de las respuestas anteriores a los interrogantes planteados,
que el profesor E primero reconoce que no tiene argumentos graficos (interpretacion de
los criterios de la primera y segunda derivada, y la continuidad de funciones) que le
permitan dar una solucion al problema. Seguidamente, y contrariamente a la respuesta
dada al problema 2-C, el profesor E responde correctamente con argumentos
algebraicos, basados en el reconocimiento y manejo de las funciones prototipos
representadas graficamente, que le permiten hacer con facilidad la traduccion
G f (x)>ES f (x). Posteriormente, mediante la aplicacion de las técnicas indirectas de
derivacion, encuentra la expresion simbolica de la funcion derivada (ES f (x)=
ES f ’(x)); y finalmente la asocia con la grafica correcta de la funcion derivada
(ES f ’(x)>G f ’(x)). Sin embargo, creemos conveniente comentar que después de
obtener la respuesta, tampoco utiliza ningin argumento grafico para justificar la
respuesta encontrada, exhibiendo nuevamente una perspectiva proceso de los conceptos
de funcién y funcion derivada. Otro aspecto discutible en la respuesta del profesor E a
este problema es que la grafica 1 de la funcién f (x) no tiene porque ser ctbica, y lo que

solo podria asegurarse, a partir de la grafica dada, es que f (x) es impar.

Igualmente, de las repuestas a los interrogantes anteriores, podemos confirmar la
presencia de inconsistencias en el esquema de la derivada que exhibe el profesor E,
como es la consideracion de que la grafica de la funcion derivada de una funcién tiene
que ser una linea recta que es tangente a la curva. Consideramos que este error
conceptual puede estar influenciado por la tendencia cognitiva de que las figuras pueden

dificultar la comprension de los conceptos o generar confusion entre conceptos (Amit y
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Vinner, 1991). Como generalmente al introducir y explicar la definicién de la derivada
se hace a partir de un dibujo tipico, similar al del problema 1-C, y en esta figura muchas
veces solo se dibuja una tangente, entonces esta tangente termina por reemplazar a la
funcién derivada. Siendo asi, esto pone en evidencia las dificultades que tiene el
profesor E en la comprension de los conceptos del pre-calculo (del objeto tangente) y
del célculo (de los macro objetos f ’(a) y f ’(x)), independientemente del contexto del
problema; de los cuales ya informamos en el andlisis de la respuesta a una version de la
paradoja de Zenon de Aquiles y la tortuga (ver anexo 7). Los resultados de este analisis
nos permitieron elicitar y describir el origen de estos errores, los cuales se basan, entre

otras cosas, en la concepcion potencial del infinito que tiene el profesor E.

Las respuestas anteriores, también nos permiten intuir el esquema que tiene el profesor
E del concepto de derivada en sus dos dimensiones. En primer lugar, su tendencia a
resolver los problemas enunciados en un registro grafico, independientemente del
contexto de los mismos, mediante la manipulacion de procesos algebraicos. En
segundo lugar, cuando se enfrenta a situaciones que involucran graficas de funciones
complejas (no de modelos prototipicos conocidos) se detectan dificultades y errores en
la interpretacion grafica de f ’(x). Incluso, cuando la situacion involucra funciones
prototipicas como la del problema IV-v en la que es posible llegar a la solucion
correcta, si se ahonda en la respuesta, se siguen detectando los mismos errores y

dificultades.

Por tanto, de las afirmaciones del profesor E citadas en el fragmento de la entrevista,
encontramos elementos incoherentes que nos ayudan a establecer que el profesor E
tiene un nivel intra grafico del esquema de la derivada. Por un lado, si tenemos en
cuenta lo que verbalmente explicita a lo largo del andlisis de las situaciones planteadas,
concluiriamos que el profesor E parece interpretar graficamente f ’(x) como la
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto (es decir, como el macro objeto
f ’(a)). Sin embargo, en la resolucion de problemas enunciados en diferentes contextos
la grafica de f ’(x) se tiende a confundir con la grafica de la recta tangente a la grafica
de la funcion en un punto. Este problema se puede disimular, cuando el profesor E se
encuentra ante una situacion que involucra funciones prototipicas que le permitan
hacer las siguientes traducciones y relaciones entre representaciones de f (x) y f ’(x):

G f(x)>ES f(x)=® ES f’ (x)>G f’(x), llegando incluso a la solucion correcta a partir
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de la manipulacion de procesos algebraicos pero sin justificacion alguna de las técnicas
aplicadas; o bien cuando se enfrenta a situaciones donde le piden calcular f ’(a) a
partir de un enunciado grafico similar al que habitualmente se usa para definir la

derivada en un punto (como el problema 1-C).

En general, las respuestas a los problemas 1-C, 2-C y IV-v, reflejan que el profesor E
tiene dificultad para pensar y tratar con los macro objetos f ’(a) y f ’(x) utilizando sélo
la informacién que le proporciona la grafica de la funcién, y segun sea el caso, la
informacion grafica de la funcion derivada. Dependiendo de la funcién representada
graficamente, se interpreta graficamente f ’(x) como la pendiente de la recta tangente a
la curva en un punto (f ’(a)), y la grafica de f ’(x) se tiende a confundir con la grafica
de esta recta tangente a la grafica de la funcién en un punto. Por tanto, no tiene
construida la relacion grafica entre los macro objetos f’(a) y f ’(x). Esto se refleja en la
no coordinacién de los objetos Oy, O, y Os, que engloba el macro objeto f ’(a); y en la
ausencia del proceso de sintesis de los anteriores tres objetos en los objetos Oy, O’ y

0’3, que engloba el macro objeto f ’(x).

ii. Comprensién algebraica delafuncién derivada

Al igual que el profesor B, al abordar la solucion de los problemas 5-C; I-v, II-v y III-v
mantiene una coherencia en el proceso de resolucion (ver figura 18); sin embargo, sigue
mostrando algunas inconsistencias en el manejo de los conceptos que se encuentran
inmersos. En la valoraciéon que hace de los problemas estudiados, considera que el
problema 5-C es un problema rutinario dentro de la actividad matematica que realiza
con sus alumnos en el aula, afirmando que en el proceso de resolucion dificilmente sus

estudiantes tendréan dificultades para resolverlo correctamente.

“El quinto punto no es mas de lo que hemos venido hablando, €s mas... eslo mas
tradicional, eslo que generalmente evaluamos. Esfécil...”

En la respuesta del profesor E al problema I-v, al definir la derivada en un punto y la
funcioén derivada plantea confusamente las relaciones entre estos dos macro objetos. Al
definir formalmente “la derivada” lo hace con el aparato sintactico de la funcion
derivada como el limite del cociente incremental. Sin embargo al referirse al significado

geométrico, fisico y a otros significados de “la derivada” lo hace, indistintamente, tanto
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en términos de la derivada en un punto como en términos de la funcion derivada:
(1) como el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica en punto; (2) como
razén de cambio entre magnitudes, por ejemplo el valor de la velocidad instantanea en
un punto, el valor de la aceleracion instantanea o el flujo de un fluido; y (3), como el
valor de la relacion costo marginal y utilidad. Esta confusion en la utilizacion del
término “derivada”, cuando se refiere a la funcion derivada o bien a la derivada en un
punto, esconde las dificultades en la comprension de estos macro objetos de los que ya
hemos informado en el andlisis de los problemas anteriores. Mas concretamente, si
tenemos en cuenta las conclusiones parciales del analisis de las respuestas del profesor
E, podemos inferir que este profesor no tiene claro las diferencias conceptuales formales
de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), e incluso que para este profesor la funcién derivada
queda reducida, en el mejor de los casos, a la pendiente de la recta tangente en un punto

dado, es decir al macro objeto f ’(a).

“Bueno una derivada no es méas que una razén de cambio promedio, sin tanta
complicacion. Lo conceptualizo a partir de una funcién incrementada a la cual
le resto la funcion original, entonces alli hallo un Ay, o sea e diferencial de la
variable dependiente. Luego divido entre e diferencial de la variable
independiente y ya obtengo un cociente incremental de la funcion, y de ese
cociente incremental hallo €l limite del cociente incremental cuando Ax tiende
a cero, a eso es lo que llamo yo la derivada de funcién y’'. Y en cuento al
significado del concepto de derivada no es mas que una razon de cambio. Eso
simplemente, aplicado en otras areas del saber, como en la Economia para hallar
el costo marginal, utilidad... Y en € campo de la matematica geométrica para
calcular pendientes, volumen, éarea... Ademas para calcular cambios de
movimientos en la fisica como es la velocidad, la aceleracion. Si una razén de
cambio promedio en pocas palabras.”

La respuesta al problema II-v confirma nuestra anterior suposicion, y revela algunas
dificultades y errores que tiene el profesor E en el esquema algebraico del concepto de
derivada, ya descritas en el apartado anterior. En esta ocasion el profesor E
explicitamente verbaliza que “f ’(x) = 2x representa la recta tangente a la curva
f (x)= x*”. Es decir, que para este profesor, la funcion derivada se convierte en la
ecuacion de la recta tangente, lo cual es coherente con las conclusiones a las que
llegamos después del analisis de la interpretacion grafica que hace de la funcion
derivada, donde considera que la grafica de la funcion derivada de una funcion

cualquiera ha de ser una linea recta. Lo anterior, nos revela las dificultades que tiene el
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profesor en la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), tanto grafica como

algebraicamente.

“Eso significa que... cuando Ax—0 de la funcion f (x) es igual al limite cuando
Ax—0 del cociente diferencial... o de la razén de cambio promedio,

S (x+A0) - (%)
h

ALY :A}Cn_n)o . Esta es la interpretacion tipo analitica, podriamos hablar

también desde el punto de vista... desde el punto de vista geométrico, eh... La
pendiente de la tangente a la curva va a ser el limite del cociente diferencial cuando
Ax—0, que no es mas que la derivada, o sea que 2x es... Este 2x me representa la
tangente en un punto x, si cada vez que tu le das un valor a x, vas obteniendo
cada una de las secantes a la funcion, porque tangente es una sola. Es decir, que
hallarias una de las secantes aproximandose a la tangente. Cada una de las
secantes por que la tangente es Unica, las secantes si hay bastantes. Pues cada vez
que yo tome aqui un punto referencial y le dé un valor a x asumo el punto para la
pendiente de cada una de las secantes... |a pendiente de cada una de las secantes se
van acercando y €l limite de €ellas es la pendiente de la tangente y eso es lo que
esta significando esto. O sea que al final el 2x me da la ecuacién de la recta
tangente, eslineal, ;lo ves 0 no?”

Igualmente en la respuesta anterior, encontramos contradicciones e inconsistencias,
cuando el profesor E usa frases como: (1) “2x (funcion derivada) representa la tangente
en un punto x”’; (2) “el limite de las pendientes de las rectas secantes es la pendiente de
la tangente”; y (3), “2x (funcion derivada) me da la ecuacion de la recta tangente, es
lineal.”. Dos de las afirmaciones son incorrectas y la segunda es correcta, pero la forma
en que la usa el profesor E pone en evidencia inconsistencias en el manejo de los macro
objetos f ’(a) y f ’(x). Concretamente, la primera y la tercera, evidencian errores en la
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), puesto que f ’(x) se confunde con
f’(a), y f ’(a) se convierte incorrectamente en la ecuacion de la tangente. Mientras que
la segunda afirmacién, que aparentemente es correcta, la utiliza el profesor E para
justificar incorrectamente, que si 2x es la ecuacion de la recta tangente (que es Unica),
entonces para cada valor de x se obtendra la ecuacidon de la recta secante (que son

varias).

Finalmente, en la respuesta al problema IIl-v, si bien es cierto que implicitamente,
relaciona los macro objetos f ’(a) y f ’(x), no quedan claramente explicitadas las
relaciones entre los macro objetos derivada en un punto y funciéon derivada como
elemento y clase. El andlisis de esta respuesta aporta como elemento nuevo la ausencia

de aplicacion de técnicas de aproximacion numérica y la aplicacion no justificada de la
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técnica indirecta de derivacion, puesto que el profesor E lo soluciona hallando la
funcién derivada a partir de la expresion simbolica de la funcion (ES f (x)=ES f°(x)),
mediante la aplicacion de la regla de derivacion de la funcién exponencial, y
posteriormente, calcula la derivada en un punto reemplazando el valor de x =2 en la
funcion derivada encontrada. Este proceso de resolucion algebraico no justificado nos

permite concluir que el profesor E tiene una perspectiva proceso de las reglas de

derivacion.
Problema 5-C
Algebraicamente
Diferencia explicita de la funcion
derivada y la derivada en un punto
E
\ 4
Problema |-v
Atendiendo a aspectos globales Atendiendo a aspectos locales
Define la funcién derivada Define la derivada en un punto
Hace énfasis en la sintaxis Hace énfasis Hace énfasis en la semantica
en la seméntica
! Ay fx+ A - f(x) Razon de Significado geométrico Significado fisico Otros
S'(x) = Lim —= Lim ~————————— cambio significado
Ax—>0 Ax  Ax—0 Ax
m de la recta tangente a la Velocidad Aceleracion Flujo de Costo
grafica en un punto fijo instantinea un fluido marginal
E E E E E E E

|

Problemall-v
Atendiendo a aspectos locales
Define la derivada en un punto

Algebraicamente

Es la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion
en un punto fijo

Justifica
E

!

Problemalll-v
Algebraicamente
Aplicando la técnica indirecta de las reglas de derivacion. (derivada de
la funcién exponencial y = a*)
Explicita el resultado:
(m=y=4".1n4~22)
No justifica el resultado

E

Figura 18. Linea de coherencia del proceso de resolucion del profesor E a los problemas
5-C, I-v, lI-vy II-v

“Bueno yo pienso que aqui podriamos irnos por una funcion exponencial, trasladarla
a una funcion exponencial, luego podriamos irnos por una funcién logaritmica
también, entonces no es mas que decir que log y = x. Log 4, entonces después
derivar, o aplicar laregla de derivacién, afirmando quef’(x) = 4*In4=16.In
4, en el casodex = 2, escomo 22.”
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De la argumentacion del profesor E en las respuestas a los tres problemas analizados en
este apartado, podemos inferir que el profesor tiene un nivel intra del esquema
algebraico del concepto de la derivada, en el cual no existe una clara coordinacion entre
los macro objetos f ’(a) y f ’(x), lo cual implica dificultades en la coordinacion de los
objetos O;, O,y Os. Dado que los objetos O;, O, y O3 no estan coordinados, el profesor
E no ha llegado a construir el macro objeto f ’(x) como sintesis de estos tres objetos, lo
cual le lleva a cometer errores, como por ejemplo, confundir tanto la expresion
simbolica de f ’(x) con la expresion simbolica de la recta tangente a la curva en un
punto, como la grafica de f ’(x) con la grafica de la recta tangente a la curva en un
punto; y a utilizar correctamente las técnicas de derivacion indirecta, pero sin
justificacion alguna del uso de las mismas o bien de los resultados encontrados a partir

de su aplicacién (perspectiva proceso de las técnicas de derivacion).

5.2.2. Conocimiento didactico del contenido: la derivada como objeto

de enseflanza y aprendizaje

Este apartado se encuentra estructurado en dos grandes items. En el primero,
denominado estructura y organizacion del contenido matematico de derivada para su
enseflanza en el nivel de secundaria, intentamos describir los elementos mas
significativos del contenido mateméatico de derivada que el profesor E resalta en el
proceso de transposicion didactica. Para ello, miraremos en dos sitios: primero, en la
programacion y, segundo, en la unidad didactica. Al igual que en el caso del profesor B,
nos centraremos, en el analisis de las relaciones que establece entre los macro objetos
f ’(a) y f ’(x), intentado focalizar las posibles ventajas o dificultades que tienen los
alumnos en la comprension de los mismos como resultado, tanto del tratamiento
instruccional que da el profesor en la unidad didactica a estos macro objetos, como del
trabajo individual cuando se enfrentan a la resolucion de tareas o a las definiciones que

les proporciona el profesor.
En el segundo apartado, que hemos denominado estructura y contenido de las tareas y

actividades que propone el profesor, intentamos describir y tipificar las tareas que

disefia, implementa y evaltia para que los alumnos construyan los macro objetos f ’(a) y
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f ’(x). Para ello, miraremos en dos lugares: primero, en la evaluacion y, segundo, en la

unidad didactica que hace el profesor de la derivada.

5.2.2.1. Estructura y organizacion del objeto matemético derivada para su

ensefianza en € nivel secundaria

i. Con relacion ala programacion

El profesor E nos proporciono la programacion de la asignatura matematica de 11°,
elaborada por ¢l mismo con la colaboracion de los profesores del area de matematica.
En una de las entrevistas realizadas, el profesor destaco los siguientes elementos como

importantes en el proceso de programacion:

* Primero, la importancia del trabajo en equipo, donde cada profesor comenta y
justifica las dificultades y logros alcanzados con sus estudiantes, y propone
alternativas para disefiar la nueva programacion de la asignatura para el proximo
curso; €l considera que esto brinda una panoramica mas amplia de las dificultades
que tienen los estudiantes al abordar un nuevo curso académico como resultado de la
instruccidn anterior, y por tanto, permite diseflar programaciones que tengan en

cuenta la problematica institucional concreta.

» Segundo, e disefio de programaciones partiendo de la revision de los
prerrequisitos que necesitan sus estudiantes para iniciar el estudio de un concepto

matematico concreto.

“Bueno nosotros tenemos un grupo de profesores que estamos bastante
integrados... Trabajamos como area pero respetamos nuestras asignaturas...
Los profesores del area determinamos las unidades modulares de aprendizaje... El
profesor anterior me dice llegué hasta aqui... 0 sea hay un diagnostico inicial...
por eso es que tu ves que nosotros introducimaos unidad cero de repaso,
precisamente porque la unidad cero me permite trabajar con firmeza en los
prerrequisitos que necesitan los estudiantes para abordar e estudio de un
curso determinado... yo no puedo entrar a hablar de factorizacion a los alumnos
sin haberle hablado primero de productos y cocientes notables... Entonces hay una
reunion previa para determinar las unidades modulares que se desarrollaran en un
afio determinado... 0 sea que e programa lo comenzamos a estructurara a
partir de un diagnéstico de los profesores de la problemética de los
estudiantes...”
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Estructura dela programacién

La programacién esta estructurada en cinco partes, que denomina: diagnéstico;
objetivos, contenidos e intensidad horaria por unidad; indicadores generales de logros;
metodologia y evaluacion. Con relacion a la primera parte, se encuentra dividida en dos
partes que denomina contexto de grupo y saberes previos. En el contexto de grupo, se
hace una descripcion de las dificultades que tuvieron las alumnas el curso anterior con
la trigonometria, que considera una tematica basica para el estudio de los contenidos
que se han de desarrollar en la matematica de 11°. Por ello, en las primeras sesiones de
clase, previa a la elaboracion de la programacion, dialoga con sus alumnas para que
tomen conciencia de las dificultades que han tenido con esta tematica, y las anima a que
busquen alternativas de solucidn; pero finalmente, no queda claro qué soluciones

plantean las estudiantes y cudles asume el profesor.

En lo que respecta a los saberes previos, el profesor E considera que los conceptos que
necesitan las alumnas para poder acceder a los conocimientos que se desarrollaran en el
curso de 11° son: ecuaciones de primer y segundo grado, factorizacion, potenciacion,
radicacion, logaritmacion, desigualdades, y funciones y relaciones. Contradictoriamente
con lo anteriormente descrito por el profesor E, encontramos que en la unidad de repaso
no se incluye el tratamiento de la trigonometria como conocimiento prerrequisito para el

desarrollo del programa de matematica de 11°.

Objetivos, contenidos eintensidad horaria de la programacion

Al igual que en el apartado anterior, lo subdivide en dos partes, objetivos generales y
objetivos y contenidos especificos por unidades. Con relacion al primero de ellos,

plantea como objetivo general de la asignatura,

“Afianzar y profundizar los conocimientos matematicos adquiridos en cursos
anteriores, asi como la adquisicion de conocimientos nuevos, diversificando los
contenidos, ajustandolos a contextos variados y a los intereses y expectativas
de los estudiantes como principales protagonistas del proceso, con
orientaciones claras, flexiblesy estructuradas.”

Del anterior objetivo, queremos resaltar la importancia que le otorga, dentro del proceso

de ensenanza de los conceptos matematicos, a los siguientes aspectos: (1) la variedad de
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contextos, lo cual implicaria el estudio y andlisis fenomenologico de los conceptos
matematicos; y (2), el papel preponderante que le asigna a las estudiantes durante el
proceso, lo cual implica tener en cuenta los intereses y las expectativas de las
estudiantes a la hora de seleccionar, organizar y desarrollar la ensefianza de los

conceptos matematicos.

Con respecto a la organizacion que hace de los contenidos en la programacion, el
profesor E propone el desarrollo de cinco unidades, tal y como se indica en el siguiente
cuadro 1. Previo al desarrollo de la unidad de derivada se proponen tres unidades:
unidad 0 de repaso, unidad 1de funciones y relaciones en los nimeros reales y la unidad
2 de sucesiones y limite de funciones. Como ya mencionamos anteriormente, en la
unidad de repaso se tratan contenidos desarrollados en cursos anteriores que el profesor
E considera como prerrequisito para el desarrollo de los contenidos de las unidades

siguientes.

“Si ese es un orden ya estudiado como te dije por el grupo de profesores... porque
tu no puedes entrar en las funciones si no conoces estos prerrequisitos... pero cada
unidad tiene sus prerrequisitos... para tratar e limite de funciones hay que
trabajar primero funciones, para definir derivada hay que primero trabajar
el limite, etc... Es decir que tal y como lo planteo yo creo que se debe desarrollar el
programa...”

Posteriormente, se propone la unidad de funciones y relaciones; si atendemos a los
contenidos que propone en la unidad, podemos inferir que el profesor E plantea una
organizacion para la ensefianza del macro objeto f (x), en la que se mezclan el
tratamientos de aspectos abstractos del concepto lejanos para los estudiantes, tales
como: relaciones, representacion de relaciones, producto cartesiano, etc., con aspectos
mas significativos para el estudiante, como lo es la definiciébn en términos de
dependencia entre variables. Igualmente, se destaca la importancia de las
representaciones en la resolucion de problema y concretamente se hace énfasis en la

resolucion de problemas utilizando técnicas algebraicas y graficas.

Con respecto a la tercera unidad dedicada al tratamiento del concepto de limite,
destacamos la importancia que le otorga a la interpretacion de la unicidad del limite y a
la aplicacion de las propiedades de los limites en la resolucion de problemas. El

profesor E propone una dedicacion de 13 horas para el desarrollo y evaluacion de cada
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una de las unidades anteriores, y teniendo en cuenta que la matematica de 11° tiene una
intensidad horaria de 4 horas semanales, se dedicaran aproximadamente 3 semanas al
estudio de cada una de éstas, que a nuestra manera de ver, en el caso del concepto

limite, es un poco justo dada la complejidad de este contenido matematico.

De la organizacion de los contenidos que plantea el profesor E en la programacion,
destacaremos los siguientes aspectos: (1) sigue un itinerario tradicional, en la que previo
a la introduccion del concepto de derivada se desarrollan dos unidades, una dedicada al
estudio de los numeros reales y otra dedicada al estudio de las funciones y del concepto
de limite; (2) Se hace una referencia genérica al concepto de derivada, es decir, que no
se establece explicitamente ni diferencias ni relaciones en el tratamiento de los macro

objetos f’(a) y f’°(x).

Organizacion dela unidad de derivada

La unidad denominada célculo diferencial y derivada se encuentra estructurada de la

siguiente manera:

“- Introduccidon-concepto

- Incremento de una funcién (absoluto y relativo)

- Derivada de una funcion - regla de los cinco pasos
- Interpretacion geométrica de la derivada

- Algebra de derivadas — Teoremas sobre la derivada
- Regla de la cadena — derivada implicita

- Derivacion implicita

- Derivada de funciones trigonométricas

- Aplicacion de la derivada.”

Al preguntarle sobre qué elementos tiene en cuenta para la organizacion y secuenciacion
de los contenidos, el profesor E respondié que se apoya en la experiencia personal, en
los lineamientos curriculares oficiales, y en los libros de texto de matematica. Con
relacion al uso del libro de texto, afirma que es flexible en cuanto que los estudiantes
pueden buscar informacion de varios libros de textos, y atendiendo a esa variedad se
proponen y resuelven problemas sacados de diferentes libros; sin embargo, enfatizé que
¢l organiza, secuencia, saca las definiciones y problemas siguiendo linealmente un libro
de texto, que en este caso, al igual que el profesor C, es el libro Matematica

Constructiva de la Editorial Libro y Libros S & A.
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2.2, OBJETIVOS ESPECIFICOS (POR|22. CONTENIDOS: 1 Trimestrs 14 INTENBIDAD
— SASDAD) .._“ﬁ;{m___ e HORARIA
= Repasar cada ung de los concepics, O:* REPASO GEMERAL" 1 Trimastro
con responsablidad @ interés para - Productos y coclentes nolabies.
asl lograr une mejor comprensién de|-  Factorizackin, leorema del factor, division
los femas en general y sUS|  sinidGca, apicaciones. 1an
walor absokiin, apkcacionas. |
Eouagiones da primer y segundo grado.
= Defirir y diferenclar los concepios de | UMIDAD 1 mvﬂ%‘ 1 Trimestro
relacitinn vy funcitn eon axaclibud y LOS REALES,
preciaiin en las scluciones de |- Producto cariesiang, malaciones, dominio y
afercicion grifica v analiicaments, rango.
- Repressniacdn grifica de |as relaciones. ik
Funoidn, dominio y rango de wha funcidn
dases do
- Andlists prafico de ung funcitn,
..... = Mﬂ%gﬁhmm.
Ewplicar la sucesin como  un 2 2 Trimastre
conjunio infinflo, donds cada AGmeno FUNCHONES.
nalural e carresponde un Mrmino de|- Concepls de sucesion,  formes,
l& saicesitn repraserdacitn, cases,
.- Limils de ura sucesitn -anicemo- 11h
* Adacusdamenle corweTRantas y divesgenes.
propledad de la uricidad del imile. |- Limite de funcianes — -
= Limite por la derecha y por o zguierda
- Teorsmas y propisdades do ios limtes
= Limite de funciones rmalas.

conlFuas.
- Limiles especisles.
Definc # concepio de derivada y UNIDAD 3 CALCULD DIFERENGIAL =  ITrimeste
1] milodos de DERIVADA
| desfvackin iniroduccidn - concapia

- camanto @ una funclin  (Bbsoluts ¥
- Aplicar los concaplos de dervacidn|  mladvo,
on i sakucihn de problemas. - Dorivada de una Auncitn — regla de los cinco
pasos ik
- Inierpretacdn gaomética de ln dervada
- Algsbra de derivadas - fecremas sobre 1a

Cuadro 1. Tomado del plan de area que nos proporciono el profesor E

“(...) La eleccion y secuenciacion de los contenidos la hacemos, primero a
partir de la experiencia docente y el conocimiento que se tiene de los
programas curriculares oficiales, de las estructuras de las unidades modular es
de aprendizaje de cada asignatura...Yo no diria texto guia... [0S textos juegan
un papel importante porgue de alli es donde se extraen los g ercicios y donde
se sacan las definiciones... El libro me per mite guiarme sobre cada uno de los
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temas... para que vayan entrelazadosy no tener uno que estar saltandoy coger
una cosa de aqui y otra de alla... o sea que me sirve para secuenciar los
temas... e libro siempre ayuda... Aunque yo me he acostumbrado mas a guiarme
por los titulos de un libro de texto... y que el titulo lo puede conseguir uno en
cualquier texto... entonces seguimos €l libro de matematica constructiva, pero
yo he procurado quitar ese ambiente de texto... entonces ellos me ven llegar con
un libro y de repente otro dia les saco el examen de otro libro... claro que yo de
antemano les doy fotocopia... y entonces al dia siguiente veo dos libros en el salon
de clase... Entonces tienen varios libros... Pero yo si que sigo para sacar las
definiciones, el orden de las clases y la mayoria de los g ercicios del libro que
te mencioné hace un ratito...”

Al igual que el profesor C, encontramos que organiza la unidad de derivada centrandose
en, casi linealmente, lo que propone el libro de texto matematica constructiva. Por ello,
decidimos aclarar qué queria decir introduccion y definicion para analizar si
previamente da un tratamiento a la fenomenologia histérica del concepto, o si por el
contrario, al igual que el profesor C, lo que hace es una narraciéon anecdética de la
historia que muestre sus lecturas de la Historia de la matematica y no se profundiza y
problematiza realmente en los problemas histéricos o fendémenos que dieron origen al
concepto, en este caso, en el célculo de la velocidad instantanea y el célculo de la

pendiente de la recta tangente a una curva.

“Si los utilizo, porque por ejemplo yo tengo unos textos en donde se narra muchos
apartes acerca de la historia de como por ejemplo los sefiores Galileo y Barrow
dependian mucho de la intuicidn y la especulacién, y de los ejemplos practicos para
calcular razones de cambios, ya que carecian de un método general y de una
definicion clara de este concepto. Sin embargo, con el descubrimiento de Newton y
Leibnitz, el método del célculo se convirti6 en una apreciable herramienta.
Entonces en ese aspecto se lo digo a mis estudiantes les cuento una historia
antes de comenzar, es lo que te sefialo como introduccién, les cuento como
estos hombres contribuyeron a ver mas claramente los conceptos matematicos
gue parecen dificiles o que parecen muy abstractos. Por tanto, llevo las
historias de Newton y Leibnitz ala clasey los narramos... O a veces los pongo
ainvestigar y aprendemos entre todos. Lo importante, es meterlo en la cultura de
eso. Como ya te dije nosotros trabajos por proceso y les damos unas preguntas para
que ellos investiguen, y entonces entre estas meto una de lo que llamo biografia de
la matematica.”

En efecto, de la anterior aclaracion que hace el profesor E, encontramos que, al igual
que el profesor C, al inicio, menciona superficialmente y de forma anecdoética los dos
problemas que dieron origen a la construccion del concepto, pero no introduce la
definicion de la derivada a partir de ellos, sino que por el contrario lo hace centrandose
en la introduccidon progresiva de la notacidon incremental y, posteriormente, trata la

interpretacion geométrica, pero mas como una aplicacion del concepto. Sin embargo, no
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queda muy claro, en la estructuracion que hace en la programacion del capitulo de la
derivada, la diferencia entre los macro objetos f ’(a) y f ’(x), puesto que al referirse a la
derivada lo hace genéricamente, y no especifica si hay un tratamiento previo del macro
objeto f ’(a) y, posteriormente, un tratamiento del macro objeto f ’(x), o viceversa. Por
tanto, el andlisis estatico de la programacion nos permite inferir que el profesor E no es
riguroso al tratar estos macro objetos y la simple lectura de la programacion nos muestra
que no se le otorga importancia a las relaciones y diferencias que hay entre los macro

objetos f’(a) y f’°(x).

Indicador es gener ales de logr os

El profesor E plantea tres tipo de logros a conseguir por sus estudiantes, que involucran
conocimientos conceptuales, procedimentales y actitudinales. Con relacion a los
primeros que denomina cognitivos, centrandonos en la unidad de derivada, plantea
como unico logro, al terminar la unidad de derivada, que los estudiantes interpretan el
significado de la derivada a partir de un grdfico. Encontramos entonces, una
incoherencia entre el anterior planteamiento y los resultados del analisis de la unidad
didactica y de la evaluacién, los cuales nos muestran que el profesor E no incluye
ninguna tarea enunciada en un contexto grafico que requiera para su solucion de la
aplicacion de técnicas graficas, y por tanto, de la interpretacion grafica de los macro
objetos f (x), f ’(a) y f ’(x); sino que todas las tareas que propone estan enunciadas en un
contexto algebraico y privilegian la aplicacion de técnicas directas e indirectas de
derivacion algebraicas (definicion en términos de limite y reglas de derivacion). Sin
embargo, solo dos tipos de las tareas que propone en la unidad didéctica y en la
evaluacion, tipo P (3) y P (5), demandan después del calculo de la expresion simbolica
del macro objeto f ’(x) construir, si es posible, la grafica del macro objeto f (x). Esto
implica la elaboracion de tabla y trazado de la grafica de la funcion a partir de la
expresion simbolica de la funcion derivada hallada, que no necesariamente implica
interpretacion de la grafica de la funcion en términos de los macro objetos f’(a) y f’(x).
Ademas, las funciones que plantean son de tal grado de complejidad, que si no se ha
tratado previamente el trazado de graficas y el andlisis monétono de la funcion
utilizando diferentes representaciones, traducciones y relaciones entre estos macro
objetos, dificilmente los estudiantes pueden llegar a una construccion e interpretacion

del grafico de la funcion dada (ver tabla 11 de la seccion 5.2.2.2.).
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Igualmente, con relacion a los segundos, denominados sicomotores (habilidades y
destrezas), que propone que sus alumnos han de conseguir después del desarrollo de la
unidad didactica de la derivada, deja entrever la importancia que le otorga a los aspectos
formales del concepto (sintaxis) y a los aspectos procedimentales, es decir que el
profesor E, al igual que el profesor C, se preocupa por desarrollar competencias en su
alumnos centradas en la resoluciéon de problemas enunciados, en su mayoria, en
procesos algebraicos y en la aplicacion del aparato formal de la derivada, y no queda
reflejada en la programacion, la importancia de la comprension de los objetos f ’(a) y
f ’(x) para el andlisis y modelizacién de fenomenos en otras ciencias, contrariamente

con lo planteado en el objetivo general.

“- Realiza ejercicios en cada uno de los temas, mostrando soltura conocimiento y
gran agilidad mental para el calculo

- Resuelve derivada e integrales con exactitud y precision, mostrando habilidad y
destrezas en el dominio del tema.”

Finalmente, plantea un tercer grupo de logros que denomina socio-afectivos o
actitudinales, en los que enfatiza el tratamiento de valores desde la clase de matematica,
tales como: responsabilidad, solidaridad, tolerancia, etc.; aspectos que consideramos

interesante e importante desarrollar desde todas las areas del conocimiento.

Uso delos sistemas de representacion

En la programacion no hay una clara referencia al uso de los sistemas de
representaciones; sin embargo, por un lado, a lo largo de la programacion, el profesor E
hace referencias a la resolucion de problemas analitica y graficamente, y por otro, al
plantear los indicadores de comprension de sus estudiantes lo que resalta es la habilidad,
destreza y precision en la aplicacion de las técnicas algebraicas de derivacion en la

resolucion de problemas.

M etodologia

Este apartado lo divide en dos partes que denomina procesos y estrategias

metodologicas. Con relacion al primero de ellos, en la programacion plantea:
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“Las dimensiones del desarrollo indican que pensamiento, habilidad, constancia y
orden deben estar unidos para lograr un desarrollo integral. Es por esto que este
proyecto usa la flexibilidad y el enfoque constructivista que le permite al estudiante
construir su propio conocimiento, a partir de la conceptualizacion que adquiere
mediante el uso responsable, que le facilita comprender, traducir, interpretar,
identificar, sintetizar, generalizar, utilizar y valorar cada uno de los temas
aprendidos, acrecentando sus conocimientos, desarrollando sus habilidades y
mostrando el &nimo necesario. Guiado por un docente que a partir de la evaluacion
inicial, la orientacion didactica, la formacion intelectual, psicomotriz y volitiva
ayuda a crecer y autoevaluarse para corregir sus defectos y corroborar sus
aciertos.”

De la anterior reflexion, podemos inferir algunos elementos que consideramos
interesantes: (1) El profesor E enmarca su practica dentro de las nuevas corrientes
constructivistas, definiendo su rol como orientador del proceso y el del alumno como
agente activo y responsable de la construccion de su conocimiento; (2) los conceptos
matematicos han de ayudar a desarrollar en los estudiantes una serie de procesos
cognitivos complejos, tales como: traduccidn, interpretacion, sintesis, generalizacion,
entre otros; y (3), remarca la importancia de los tres tipos de conocimientos que se han
de desarrollar para la formacién integral, sefialando, conceptos, procedimientos y

actitudes.

Con relacion al segundo subapartado de estrategias metodologicas, hace referencia a las
estrategias que implementa para lograr que los estudiantes lleguen a la construccion del
conocimiento, sehalando: presentacion de los temas de estudio, cuestionarios y talleres
alusivos al tema, guia de estudio, solucion de problemas modelos, plenaria sobre temas
que no han alcanzado a ser comprendidos y aplicacion de los conocimientos adquiridos
a los problemas de la vida diaria. Lo anterior es coherente con lo que plantea en los
objetivos generales, pero es incoherente con los resultados del anélisis de la evaluacion
y de la unidad didéctica, donde las tareas y las actividades que propone son sacadas del
libro de texto y estdn conformadas por ejercicios tipo centrados en la aplicacion y
evaluacion de procesos algebraicos que dificilmente pueden ayudar a la construccion y
comprension de las relaciones entre los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), tal y como

veremos mas detalladamente en las secciones posteriores.
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Evaluacion

En la programacion, se observa una gran preocupacion por parte del profesor por darles
protagonismo a los estudiantes durante los procesos de construccion del conocimiento y
de evaluacion, esta tltima entendida como un proceso dinamico, continuo y formativo.
En el apartado de evaluacion, se plantea como punto central el desarrollo de habilidades
y destrezas matematicas, como son: interpretacion, argumentacion, generalizacion, y
sintesis. Para ello implementa diferentes estrategias de evaluacion como medios para
diagnosticar los avances que muestran los estudiantes, entre ellas: la autoevaluacion,
coevaluacion y heteroevaluacion; y diferentes técnicas, entre ellas, taller, debates
alrededor de la formulacién de preguntas, sustentacion de trabajo, resolucion de
problemas y pasadas a la pizarra. Plantea igualmente unos criterios de evaluacion donde
se destacan aspectos de los tres tipos de conocimiento que considera importantes en la
formacion integral de sus alumnos, conceptuales, procedimentales y actitudinales,
fomentando el trabajo en grupo y el trabajo individual. Sin embargo, en las actividades
que plantea en la unidad didactica no quedan claramente especificadas las diferentes

técnicas que dice utilizar para fomentar y gestionar los diferentes tipos de evaluacion.

Aspectos del conocimiento profesional

Finalmente, de la programacion no tenemos elementos para inferir ni de los recursos
que utiliza, ni del uso de las nuevas tecnologias, pero podemos inferir del analisis hasta
ahora realizado de la programacion y de la entrevista algunos aspectos del conocimiento
disciplinar del profesor. Por un lado, en lo que respecta a la derivada como objeto
matematico, encontramos que en la programacion no quedan transparentemente
especificadas las relaciones entre los macro objetos f ’(a) y f ’(x) como elemento y
clase, puesto que se hace una referencia genérica al objeto matematico sin especificar si
se habla del macro objeto f ’(a) o del macro objeto f ’(x). Igualmente, hemos detectado:
(1) que algunas de las caracteristicas del esquema de la derivada descritas en el analisis
del nivel de comprension del esquema de la derivada que tiene el profesor E, al igual
que el profesor C, quedan reflejadas en la ensefianza de estos macro objetos, tal y como
el énfasis en los procesos algebraicos del calculo de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en
detrimento de la variedad de traducciones y relaciones entre representaciones de estos

macro objetos; y (2), algunas inconsistencias que fueron detectadas en el analisis del
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nivel de comprension del esquema de la derivada que tiene el profesor E, como la

confusion de que el estudio de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) se centra en la relacion

que tienen con el estudio de la recta tangente (ecuacion y grafica), pueden ser

reproducidas en la ensefianza de este concepto en el nivel de secundaria y suponemos

que estan influenciadas por las restricciones institucionales a las que se encuentra

sometido este profesor.

Otro aspecto que no queda especificado en la programacion es el itinerario didactico

que sigue para la ensefanza de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), pues como ya

mencionamos anteriormente, al utilizar la palabra genérica de derivada, no queda claro

si primero se introduce el macro objeto f ’(a) y posteriormente el macro objeto f ’(x), o

viceversa. En la siguiente tabla 8 intentamos sintetizar los aspectos mas relevantes del

analisis de la programacion realizada por el profesor E, teniendo en cuenta las

categorias del analisis que definimos para el estudio de las tareas curriculares.

CATEGORIASDEL ANALISIS

Estructuray contenido del
objeto mateméatico derivada

Estructuray contenido del
objeto de ensefianza y aprendizaje de derivada

Sintaxis/ Semantica Sistemasde Organizacién de la ensefianza Disefio de actividades
representacion y tareas
e Se introduce directamente [®¢ No se hace referencia |e Los objetivos son generales y Se asigna un papel
la  parte formal del explicita al uso de los se corresponden con los importante al desarrollo de
concepto y no se parte de sistemas de representacio- propuestos por los lineamientos competencias para la
los problemas historicos nes, traducciones y rela- curriculares oficiales resoluciéon de problemas

que dieron origen a la

construccion del concepto
e La fenomenologia del
concepto: problema de la
recta tangente y el de la
velocidad, aparecen super-
ficialmente tratadas como
aplicacion del concepto.
Definicion ~ formal  en
términos de limite (no
establece distincion entre
los macro objetos f ’(a) y
£7(x))
Intuimos la emergencia de
inconsistencias en la ense-
nanza de los macro objetos
f’(a) y f ’(x), reduciéndo-
los al estudio del recta

ciones entre representacio-
nes; sin embargo se destaca
la  importancia de Ia
resolucion de problemas
analitica y graficamente.

Se fomenta la resolucion
de problemas en su
mayoria enunciados en un
contexto algebraico

e Se cifie linealmente a un libro
de texto tnico

e Se parte de las dificultades y
errores de los estudiantes
(trayectoria hipotética de apren-
dizaje)

e La organizacion y jerarqui-
zacién de los contenidos se
hace atendiendo a la estructura
formal de la disciplina.

e No se hace referencia al uso de
la Historia de la matematica en
la estructuracion conceptual

e La evaluacion apunta a los
contenidos conceptuales, proce-
dimentales y actitudinales

e Se consideran diferentes tipos
de evaluacion: autoevaluacion,

centrados en los procesos

algebraicos (aplicacion
memoristica de reglas y
algoritmos)

Se disefian teniendo en
cuenta los errores y obsta-
culos de aprendizaje de los
estudiantes

Se busca desarrollar pro-
cesos de argumentacion,
interpretacion,  justifica-
cion y sintesis, a través de
la resolucion de problemas
No se hace explicito las
traducciones entre siste-
mas de representacion

Se privilegia el trabajo en
equipo y la discusion

tangente. coevaluaciéon y  heteroeva- orientada por el profesor
e Las razones de cambio luacién
permiten la modelizacion
de problemas de Ia
matematica y en algunos
casos de la fisica
Tabla 8.
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ii. Conrelacion ala unidad didactica

En el anexo 10, presentamos la unidad didéctica del concepto de derivada, disefiada por
el profesor E, atendiendo a los parametros que les proporcionamos inicialmente a los
profesores y que discutimos en una entrevista previa a la elaboracion de la misma.
Podemos decir que en términos generales el profesor E sigui6 las pautas consensuadas.
La unidad didéctica disefiada por este profesor, se encuentra estructurada en 11
actividades con 32 horas de dedicacién presencial para el desarrollo de las mismas.
Teniendo en cuenta que la intensidad horaria semanal asignada para la matematica de
11° es de 4 horas podemos concluir que el profesor E dedica, aproximadamente, 8

semanas al estudio de la derivada.

Al preguntarle sobre las impresiones y dificultades que tuvo durante el proceso del
disefio y elaboracion de la unidad didactica del concepto de derivada, el profesor E lo
valor6 como muy importante, pero reconocio las limitaciones que tiene de tiempo para
dedicarse a hacer esta reflexion rigurosa previa a la ensefianza de un concepto, y
reconocid que todo este proceso de disefio de unidad didactica lo suple el libro de texto,
que es la fuente de donde extrae la organizacion de los contenidos, las definiciones y las

tareas que desarrolla en clase.

“Bueno estuvo bien, €l instrumento que me diste fue una buena guia, pero
claro, estar haciendo esto para cada una de las unidades es imposible, no creo
que tu lo hicieras cuando trabajabas aqui 0 ¢si?, porgue es que yo no tengo
tiempo. A ver, uno lo hace implicitamente cada vez que va a dar la clase pero tener
que escribirlo con tal minuciosidad como tu me lo pides es imposible... ahora creo
que €l truco esta en escoger un buen libro de texto que te facilite todo este
proceso... porque claro un buen libro de texto que trabaje bien e contenido
matematico, que sea claro, que tenga buenos y variados g ercicios sustituye, a
mi manera de ver, todo esto que me pediste hacer... Con esto no quiero decir
que no sea bueno lo que me pides, pero en la realidad es imposible y creo que nadie
lo hace.”

De la anterior afirmacion inferimos que el profesor E hace un uso lineal del libro de
texto; por ello, decidimos indagar qué relaciéon habia entre la estructuracion y
organizacion de los contenidos propuestos por este profesor en la programacion y en la
unidad didactica con la estructuracion (indice) que propone el libro de texto que este
profesor sigue, y encontramos que, salvo pequefas omisiones no justificadas, los

contenidos programaticos son los mismos.
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Como el profesor E verbalizd sacar del libro de texto las definiciones, las
demostraciones y los ejercicios que desarrolla en clase, los que propone para que sean
desarrollados por los estudiantes y los que propone en las evaluaciones; nuestro analisis
se centrara en la descripcion e interpretacion del tratamiento que se da a las definiciones
de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en el libro de texto que sigue este profesor, que es de

la Editorial Libros & libros.

a. Conceptos estructurantes que justifican lastécnicasdef’(a) y f ' (X)

Por un lado, analizando las actividades que propone el profesor E en la unidad didactica
y lo que dice en la entrevista sobre la forma como introduce el objeto matematico
derivada en este nivel de escolaridad, inferimos que su practica profesional se encuentra
enmarcada en un modelo tradicional de la ensefanza, donde el profesor es el encargado
de introducir los conceptos, proponer y solucionar ejercicios que permitan una mayor
comprension de los objetos definidos, y después proponer ejercicios de aplicacion del

tema desarrollado para que sean resueltos por los alumnos.
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“Si parto del concepto intuitivo o de la idea intuitiva de limite, yo defino €
incremento de una funcién, y el cociente diferencial y luego aplico € limite
cuando el Ax tiende a cero y después hacemos gjercicios, si bastantes, para que
quede claro. Después que introduzco € concepto de derivada trato que los
estudiantes lo interprete geométricamente, y esta interpretacion geométrica
basado en el concepto de lo que es una recta secante que poco a poco va
tendiendo a un punto hasta que coincide o se confunde con una tangente, y alli
el estudiante tiene la tendencia de lo que es llegar a un punto sin tocar ese punto.
Inclusive me gusta mucho utilizar la paradoja de Zenén de Aquiles y la
tortuga, porque es una muestra bien chévere delo que es € concepto de limite
y de derivada y para explicar las funciones asintéticas es genial. La uso
mucho... porque meter al estudiante a comprender estos conceptos no es féacil,
entonces utilizo este g emplo solucionandolo graficamente para poder obtener
buenos resultados en la aplicacion de este concepto. Después de la interpretacion
geométrica, doy unas técnicas de derivacion utilizando los teoremas de derivacion:
derivada del producto, del cociente, de una funciéon polinémica, de una
exponencial, etc., esto lo voy dando con ejercicios de aplicacion de tal manera que
ellos puedan utilizar esto a manera de obtener mas rapido la derivada de una
funcion cualquiera. Es decir, utilizar las técnicas como palancas para que hagan
menos esfuerzos para realizar sus ejercicios.”

De la anterior afirmacién, queremos resaltar algunos elementos de los conceptos
estructurantes que considera este profesor que enriquecen nuestro andlisis: (1) la
importancia que le otorga a los conocimientos procedimentales como son el proceso de
la factorizacion y el proceso de calculo de limite, como prerrequisitos para la
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x); (2) la referencia al uso de la paradoja
de Zenon para explicar el concepto intuitivo de limite y para justificar las funciones
asintoticas; y (3), la importancia que le otorga a la resolucion de ejercicios de aplicacion

como estrategia para comprender los conceptos desarrollados.

Con relacion a la primera afirmacion, la importancia a los conocimientos
procedimentales, consideramos que este planteamiento es coherente con los resultados
del andlisis de las tareas de la unidad didéctica y las evaluaciones, las cuales se
encuentran enunciadas, en su mayoria, en un contexto algebraico y requieren para su
resolucion de la aplicacion de técnicas algebraicas de derivacion; por tanto, el énfasis
recae sobre el dominio de las técnicas que lleva implicita para llegar a un resultado
satisfactorio (factorizacion, etc.); pero no es coherente con el discurso del profesor E,
quien verbaliza la importancia de las situaciones significativas relacionadas con la
cotidianidad de los estudiantes para llegar a la comprension de los conceptos

matematicos.
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“Bueno, claro, indudablemente que hay un concepto primario como lo es el de
la factorizacion, un estudiante debe factorizar y saber qué es la factorizacion.
No desde € punto de vista de tener algo ahi como mecanico, sino algo
significativo proponer tareas a partir de la cotidianidad del estudiante, qué es
factorar, desde €l punto de vista significativo, el teorema del factor, el teorema
del residuo, la division sintética, integran muchos estos procesos y hacen que los
alumnos desar rollen mas los concepto abstractos.”

En lo que respecta a la segunda afirmacion, el profesor E introduce la paradoja de
Zendn para explicar intuitivamente los concepto de limite y de curvas asintdticas. En
primer lugar, consideramos que la version que nosotros presentamos de la paradoja, si
que es una situacion potente para aproximarse intuitivamente al concepto de limite
mediante la interpretacion grafica bidimensional espacio—tiempo a partir del andlisis de
la serie convergente y del limite de la serie convergente (Azcarate y Deulofeu, 1996;
Badillo, 1999; Badillo y Azcarate, 2000b; Badillo et al., 2001; 2002a; 2002b). Pero
incoherentemente con lo manifestado por este profesor, el analisis de las respuestas que
da a la version de la paradoja de Aquiles y la tortuga que utilizamos en este estudio (ver
anexo 7 y seccion 5.3.1.2.), revelan inconsistencias en los conceptos matematicos que
maneja este profesor; mas concretamente, exhibe una vision potencial del infinito que le
lleva a reproducir los argumentos eledticos en contra de la divisibilidad infinita del
espacio, del tiempo y del movimiento, los cuales se convierten en obstaculos para la

comprension de los conceptos del calculo diferencial (Azcarate y Deulofeu, 1996).

En segundo lugar, lo interesante de la anterior afirmacion del profesor E, es que
encontramos una coherencia entre lo que dijo cuando justificaba el proceso de
resolucion de la paradoja y lo que afirma al justificar los prerrequisitos que considera
importantes para la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Sin embargo,
estamos en desacuerdo con el planteamiento que hace el profesor E de que la paradoja
permite justificar las curvas asintdticas. Para explicar y justificar nuestro desacuerdo,
también nos remitimos a los resultados del analisis de la respuesta que el profesor da a
la version de la paradoja de Aquiles y la tortuga. El profesor en el proceso de resolucion
compara la version de la paradoja con la problematica didactica de la comprension de
las curvas asintotica mediante el uso de la siguiente metafora: “la grafica se acerca a una
recta vertical pero nunca llega a tocarla”, y la compara con la solucion incorrecta que da
de la paradoja, que Aquiles nunca alcanza a la tortuga por muy veloz que sea porque

siempre habra una distancia, por muy pequefia que sea, entre ellos. Consideramos que
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este planteamiento es incorrecto por dos razones: (1) que en esta metafora de
aproximacion, el tiempo no ayuda, porque la asintota implica considerar una sucesion
convergente Xj, X2, X3,..., Xp—> X, con f (X)—>0; y (2), que la situacion de Aquiles y la
tortuga no es metaforica, puesto que Aquiles si que se acerca a la tortuga e incluso la
supera. Por tanto, en su argumentacion el profesor considera incorrectamente que la
tortuga esta parada en un punto de abscisa x y que Aquiles se comporta como la
sucesion convergente X, Xz, X3,..., Xn—> X, llegando a la conclusion erronea de que nunca

llega a alcanzar a la tortuga.

Por otro lado, analizando en el tratamiento que da al macro objeto f (x) en la
programacion y en la unidad didactica, a diferencia de los otros profesores que
participaron en este estudio, plantea una organizacion para la ensefanza de este macro
objeto en la que se mezclan aspectos abstractos del concepto, tales como relaciones,
representacion de relaciones, producto cartesiano, etc., basados en la Teoria de
Conjuntos e influenciados por la Matematica Moderna, con aspectos mas significativos
del concepto, tales como dependencia entre variables, interpretacion de grafica, dominio
y rango de la funcion, etc., basados en la fenomenologia historica del concepto e
influenciados por la ensefianza tradicional de la matematica. Del anterior itinerario para
el tratamiento del macro objeto f (x), consideramos, que es innecesario y poco
significativo para el estudiante, en este nivel de escolaridad, introducir el aparato formal

de la Teoria de Conjuntos, porque no ayuda a la comprension del mismo.

“Ahora también el concepto de limite también juega un papel importante, saber por
ejemplo, que es un intervalo, en una funcion como esta definida en su rango y en su
dominio dentro de una grafica, esinteresantisimo también que el estudiante sepa
graficar una funcion y la teoria de conjuntos que no podria faltar, porque
claro imaginate tu que vas a hablar de funcién sin la teoria de conjuntos. Hay
unos conceptos que yo diria que estdn arriba de este. Es decir que
jerarquicamente hablando, yo diria que los prerrequisitos son primordiales.”

De igual manera, las tareas que propone el profesor E en la unidad didactica nos
muestran un tratamiento superficial del macro objeto f (x). En términos generales, este
profesor opta por la resolucion de ejercicios, en su mayoria enunciados en un contexto
algebraico, donde no se privilegia el uso de una variedad de representaciones y
traducciones entre representaciones del macro objeto f (x). Del tratamiento que da a las

funciones en la unidad didéctica analizada, inferimos que este profesor solo aplica la
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visiéon de funciones propuesta por Fermat, centrada en las traducciones: ES f (x)—
G f (x), que conlleva a comprender que una curva con dos variables es una expresion
algebraica de las propiedades de la curva (Boyer, 1986; Azcarate y Deulofeu, 1996;
Font, 2000).

Por tanto, podemos concluir que en la unidad didactica no se le asigna un papel
preponderante al estudio de las funciones y sus representaciones como un prerrequisito
para llegar a la comprension del macro objeto f ’(x). En efecto, encontramos que no se
hace referencia, dentro del analisis de las funciones, a la coordinacion de los diferentes
aspectos de la continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo (discontinuidad
evitable, discontinuidad no evitable), que consideramos que es una de las caracteristicas
esenciales para la definicién formal del macro objeto f ’(x). Més concretamente, no
encontramos tareas, en toda la unidad didactica ni en la evaluacion, en las que se
estudien funciones definidas a trozos, que requieran la comprension de la continuidad

de funciones, bien sea en un intervalo o en todo el dominio de la misma.

a. Técnicas que utiliza para calcular los macro objetosf’(x) y f '(a)

Analizando qué técnicas para calcular f ’(x) tiene que saber el alumno como resultado
del estudio de la unidad didéctica que propone el profesor E, encontramos que sélo

aparecen dos técnicas de derivacion:

I. Técnica directa por definicion en términos de limite

II. Técnica indirecta por las reglas de derivacion

Posteriormente, rastreamos qué técnicas ha definido para calcular f ’(a) para luego
poder justificar las técnicas de célculo de f ’(x), y encontramos que, en general, no
existen técnicas para calcular f ’(a), porque en las definiciones que presenta en la unidad
didactica estan mezclados los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Lo anterior nos permite
inferir que, en general, no se disefian y justifican actividades y tareas que permitan la

construccion de las técnicas de calculo del macro objeto f’(a).

Todo lo anterior, nos permite concluir, al igual que el profesor B, que: (1) en la unidad

didactica propuesta por el profesor E no se dedica un espacio al tratamiento y
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construccion de las técnicas para calcular el macro objeto f ’(a); (2) primero se da un
tratamiento de las técnicas de calculo del macro objeto f ’(x); y (3), las técnicas de
calculo del macro objeto f ’(a) aparecen reducidas a la simple sustitucion de variables
(x = a) posterior al calculo del macro objeto f ’(x) mediante la aplicacion de las técnicas
I o Il y no se disefan tareas que permitan relacionar y diferenciar, ni grafica ni

algebraicamente, los macro objetos f’(a) y f ’(x).

c. Definicion del macro objeto f 7 (x)

Para definir el macro objeto f ’(x) el profesor E sigue linealmente al libro de texto, de la
Editorial Libros & libros S. A, donde lo definen utilizando la notacidén incremental.
Observando el tratamiento progresivo que sigue el libro de texto para llegar a la
definicion del macro objeto f ’(x), suponemos que implicitamente reconocen la
complejidad semiotica y las dificultades que tiene el uso de la notacidon incremental, y
es por ello que poco a poco van definiendo los conceptos incremento de una variable,
incremento de una funcién, incremento relativo de una funcidn, y finalmente, el objeto

f’(x) como el limite del cociente incremental.

Inicialmente, definen el incremento de una variable, utilizando la notacion incremental,

asi:

El incremento 4x de una variable x es el cambio en x cuando esta crece o decrece
desde un valor x = x; hasta otro valor x = x,. Aqui 4x = x, — x; y podemos escribir
xX,=x; +Ax

Posteriormente, definen el incremento de una funcion a partir de la resolucion de un
ejercicio en el que utilizan dos procedimientos numéricos, basados en la notacion
funcional y en la notacidon incremental, con el proposito de comprobar que los dos
resultados obtenidos son iguales, pero sin llegar a relacionar las dos notaciones
utilizadas. Es decir, primero utilizan la notacion funcional (f (x;) — f (x;)), pero sin
relacionarlo con la notacién incremental (Ay = f (x;) — f (x;)); y seguidamente, lo

resuelven usando la not