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Capitulo é&.

GEOMETRIA DE PUNTO, RECTA Y PLANG.

Posigciones relativas. de Rectas y.Planos.
Paralelismo y perpendicularidad.

Los problemas de paralelismo y perpendicularidad
en 2D, se encuentran resueltos en cualquier paquete
grafico que consultemos, no agi en 3D, La ex-
plicacién =e encuentra nuevamente en la pogible
utilizacidn de dichas propiedades como herramienta
grafica o no. Es muy probable encontrar en progra-
mas de 3D una opcidn para trazar por un punto una
recta paralela a una vertical, por ejemplo, pero su
traducciodon grafica puede ser o una recta infinita
(en el sentido de que ocupa toda la pantalla) o una
recta que no es mas que la traslacidn al punto es-
cogido del segmento seleccionado. Aun en este caso,
que de alguna manera podrilamos considerar correcto,
s6lo podemos realizar estas operaciones respecto a
unos tipos de rectas muy especiales: horizontales y
verticales, entendiendo por tales las que son pa-—
ralelas a los lados perpendiculares que nos definen
la pantalla (1). Es dificil encontrar implementada
la posibilidad de trazar la paralela a una recta
cualquiera; y no digamos ya el caso de trazarle a
esta recta una perpendicular (recientemente,
primeros meses de 1987, han aparecido en el mercado
espafiol de software algunos paquetes que resuelven
plausiblemente estas cuestiones, de los que hablaré

en otro lugar de esta exposicisén).
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Capltulo 8.

Esto no auiere decir que no existan opciones de
trabajo que impliquen la utilizacidn Jde esztaz
propiedades; es muy probable aque en un buen pro-
grama podamos consultar la distancia, tanto
numérica como en verdadera posicidn grafica, entre
un punto ¥y una recta; lo que no esta implementado
es usar dichas propiedades para, con su ayuda,
poder construir las figuras poliédricas que de-
seemos. Nuestro interés va dirigido, puss, al uso
de dichas propiedades de wuna forma biunivoca, es
decir por poner un ejemplo, nos interesa tanto
poder consultar que una recta es perpendicular a un
planoe, como construir dicha recta de forma interac-

tiva en tiempo real.
Los casos que vamos a estudiar son:

1.- Rectas paralelas
entre si.

2.- Planos paralelos

entre si.

3.- Rectas ¥y plénos

paralelos entre si.

4.~ Recta perpen—
dicular a un plano.

5.- Plano perpen-

dicular a una recta.

6.~ Planos perpen-

diculares entre =i.

218



Capitulc g,

7.- Rectas perpen-~
diculares entre sli.

8. - Perpendicular
comiin a dos rectas
que se crugan.

Rectas paralelas entre si.

Tanto si realizamos el estudio de 1las rectas
paralelas en el Sistema Diédrico, como =i lo hace-
mos en el Axonométrico, dado que ambog son proyec-—
ciones cilindricas, sabemos que las rectas parale-—
las se proyectan en paralelas. Dos rectas paralelas
tienen un punto en comdn, su direccidn, necesitamos
pues dar sdlo otro punto de paso para definirlas. A
la direccidn sge le llama punto imprépio (deometria
proyectiva), mientras que los puntos de paso figi-
cos (en el sentido obvio del término) son los lla-
madds puntos propios. Con esta nomenclatura de pun-
tos propios e imprdpios podemos llegar a la con-
clusidn, sorprendente para los no iniciados, de que
dos rectas paralelas se cortan en un punto, ¥y por
lo tanto definen un plano, esta dltima conclusidn
va no es tan sorprendente pues es facil imaginarse
que por una recta pasan infinitog planos que la
contienen, el escoger de entre ellos el que con-
tiene a una recta paralela no encierra ninguna
dificultad adicional.
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Capitulo 8.

Giremos el razonamiento del revés, para poder
~dibujar en 3D una recta paralela a otra ambas deben
ser coplanarias. Sea r la recta y A el punto por
donde hay que trazar la recta paralela, dicha recta
ry deberd encontrarse sobre el plano B formado por
ry A:

FIGURA B.
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Capltulo 8.

Si consideramos gque tenemos resuelto informati-
camente sl problema en 2D, podriamoz hacer un cam-—
bio de proyeccidn de forma que colncida con la de
la normal al plano y alli acometer el problena
planteado. Es obvio que no serd eszta la forma de
resolver el problema, dada la extrema complejidad
que entrafia 21 mecanismo de hacer un cambioc de
proyeccidn para una operacidn  tan elemental como
tragar una paralela.

Veamogs como se resuelve el problema en el Sisg-
tema Diddricoa:

como trabajamos con las proyecciones de la recta,
¥ hemos dicho que el paralelismo se conserva en lasg
proyecciones cilindricas, no tenemos ninguna difi-
cultad. La recta r’lo tnico que ha de cumplir
ademas de ser paralela a r es pasar por lag proyec-—

ciones A"y A’ de A. Comprobamos lo dicho ante-
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Capitulo 8,

riormente de que r, Se encuentra en &l plano
definido por A v r, nmediante la verificacidn de que
sus puntos traza se encuentran sobre las rectas

traza de dicho plano.

Los mismos conceptos en sl Sistema Axonométrico,
tienen una traduccisn inmediata. VER FIGURA B,

Para nuestros intereses nos basta con quse las
proyecciones directas de dos rectas paralelas sean
paralelas, serd ésta la informacidn grafica que de-
volverad nuestro programa HYPATIA, lo que ze obten-
dra hallando lo= puntos traza convenientes en cada
cago. De la informacidn almacenada sobre la recta a
la gque queremos trazar una paralela, sdlo nos in-
teresa el versor que nos destermina su direccidn.
Aplicando dicho versor a partir del punto A ten-
dremos determinada la recta paralela, de la que
automaticamente hallaremos los puntos traza, pu-
diendo inmediatamente dar como respuesta grafica su
proyeccidn directa. El eztudio de cuales de los
tres puntos traza deben ser usados para la "defini-
cidn” de 1la proyeccidn directa de la rechta pa-
ralela, puede ser obviada teniendo en cuenta que
seran del mismo cardcter que loz de la recta de
referdncia. Dependera de la forma en que esté es-
tructurado el programa el que se realice dicho cdl-
culo sistemdticamente o que se uge la informacidn

previa almacenada de la recta imagen o previa.
Planeos_ paralelos._ entre si.

En las proyecciones cilindricas con las que ez-—

tamos trabajando, también =ze conserva =1 para-—
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Capltulo 8.

lelismo de las rectas traza que nos determinan los

plancs.

Tendremos pues tanto en Diédrico como en Axo-

nométrico:

Nuestra atencidn se centrard ahora en el proeceso
de obtencidn de dicho plano paralelo, del aque
tenemos tan sencilla traduceidn grafica.

Dada la complejidad de algunas operaciones geo-
métricas en el Sistema Axonométrico, éstas se re-
suelven en Diédrico y 1luego traducimos los re-
sultados al sistema anterior. Anteriormente ya he
usado esta modalidad de trabajo, ¥y creo que es
lédgico que agi sea, ya que no se trata aqui de re-
gsolver cada cuestidn en todos los sistemas sino de
plantear el problema y exponer, comparandolas,

variags soluciones. El sistema Diédrico, pese a su
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Capitulo 8,

dificultad de interprstacidn en algunos casos,
tiene un "algebra’ muy clara gqus en muchas  oca-
siones da la pista de la solucidn iddnea,

Para construir un plano «’ paralelo a o pasando
por A, hemos de hacer el razonamiento de que A debe
pertenecer a un plano del que sdlo sabemos que
tiene unas rectas traza paralelag a las de «.
Veamos que quiere decir esto; las rectas traza de
un plano no son mas que rectas singulares de Adste
en una posicidn extrema, por ejemplo la traza hori-
zontal de un plano es la horizontal de cota z=0 de
dicho planoc, y la traza vertical serd la frontal de
x=0.

Recordemos que para comprobar si un punto
pertenecla a un plano, trazdbamos por &1 dos rectas
singulares de dicho plano: una horizontal y una

frontal, por ejemplo, v si cumplian gque =sus puntos
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Capitulo 8.

traza se encontraban sobre las rectas traza del

plano la comprobacidn era correcta.

En nuestro caso, por el hecho de conocer la di-
reccidn que deben tener las trazas del planc pa-
ralelo, tenemos ya definidas tanto las horizontales
como las frontales de dicho plano. Nos basta con
realizar la operacidn de intersecar ambas, horizon-
tal y frontal, en A para tener determinado %, por
sus trazas.

Analilticamente, la diferencia entre dos planos
paralelos nos viene dada por el término indepen-
diente de la ecuacidn que log define. 5i tenemos
los coeficientes que nos definen el plano al qus
hay que trazar su paralelo por un punto, nos basta
hacer cumplir la ecuacidn del plano en dicho punto
vy hallar el termino independiente que nos lo inden-

tificara,.

225



Capitulo 8.

La identificaciodn grafica serd mas compleja dado
que los planos hemocs acordado de definirlos de
varias formas, dependiendo en cada caso del entorno
en que nos estemos moviendo ¥y de las operaciones
previstas. 8i el planc es un poligono, su plano
praralelo no tiene por que ser también un poligono,
y aun siéndolo no tiene por que tener ni =1 mismo
ndmero de ladoz ni  las magnitudes de esog  lados
tener los mismos valores que sus paralelos. Debemos
evitar los casos particulares, y dejarlos como lo
que son, una posibilidad posterior, y dedicarnos a
contemplar el caso de que la respuesta esperada sea
la de plano infinito.

La obtencidn de un poligono paralelo a otro de
igual magnitud, nimeros de vértices y ladosg, eto,
no gueda contemplada en este apartado, sino en el
de generacidn de figuras mediante sweep que lo que
hacen es desplazar el plano a otra posicidn de—
terminada por 1la magnitud de dicho sweep, con las
tres posibilidades usuales:

- Mover. Con el
efecto de gue se
crea el mismo poli-
gono en la nueva
posicidn, desapare-
ciendo el original.

- Copiar. La ope-
racidn es la misma
que la anterior,

peroc el resultado
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Capitulo B.

final es de, como
minimo, doz poll-

gonos en pantalla.

- Unir. El poligocno
original ¥y los co-
piados, wno o va-
rios, quedan en-—
lazados por sug vér-
tices, apareciendo
de esta forma las
aristas del volumsn

generado.’

En los casos comentados se sustituye el concepto
de plano paralelo por un punto, por plano paralslo
sobre una direccidn perpendicular, a una distancia
determinada.

Retomemos el hilo de nuestro comentaric despues
de la disgresidn debida a la generacidn de sdlidos
mediante sweep; debemos distbinguir, agqui, entre que
queramos determinar un plano por sus efectos, por
ejemplo nos interesa la seccidn por dicho plano de
un cuerpo, o para situarleo filsicamente gsobre el
dibujo, con 1la posibilidad de usarlo mas adelants.
En 1 primer caso basta con tener un sistema prac-
tico de seleccidn del plano imagen u original, dque
serd motivo de los giguientes parrafos, y una ves
definida analiticamente la ecuacidn del planoc para-
lelo, pasar a la operacidn vista en el capltulc an-

terior de interseccidn de un cusrpo con un plano.
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Capltulo 6.

En el segundo caso, se nos vuelven a presentar
los problemas de representarlo por sus trazas o
preveer algin signo convencional que nos supla esta
posibilidad. La opeidn de ugar signos conven-
cionales para representar un plano, creo que s una
posibilidad interesante que nos puede ayudar a man-
tener la pantalla relativamente "limpia”; dicho
signo convencional podria gsr una especle de aste-
risco, estrella, tridngulo, ete, con una flecha
que nos indique un sentido de definicidn, como
veremos mas adelante, para distinguirlo de las
cruces que nos definen los puntos (de distintos
tamafiog seddn repregsenten  proyscoldn dirscta,
prévia o punto traza). Inmediatamente que ge ha
definido por un punto, por ejemplo el N, un plano
paralelo a otro dado, (este razonamiento puede ser
generalizado para cualquier caso de plano pasando
por un punto dado), se le atribuye por defecto al
plano el nombre wN, y graficamente se le representa,
o no, por el signo convencional escogido, dejando
la posibilidad al usuario de darle otro nombre, ¥
se almacena su proceso de creacidn, que debs poder

ser consulbado en cualquier momento.

A la luz de lo anterior, se nos plantea un nuevo
problema de dialogo usuario-ordenador: el manejo de
la informacidn grafica que ze va denerando a medida
que se va creando un sd6lido de forma interdctiva.
La consulta de la relativamente corta historia de
la Microinformatica, que ha realizado el que
suscribe, para enmarcar el presente estudioc nos
puede servir para contemplar con algo de perspec-
tiva un problema similar que ocurrid en el area de

los tratamientos de texto. Inicialmente, en la pan-
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Capiltulo 8.

talla del ordenador apareclan una cantidad
agobiante de s=signos convenciales, eddigos  ASCII,
ete, gque eran, de hecho, lo que almacenaba =1 or-
denador para transmitir finalmente a la impresora
las ordenes pertinentes para que el resultado fusra
el deseado. Ejemplo de este sistema de presentacidn
en pantalla puede ser el renombrado programa Word-
Star. Posteriormente aparecid la modalidad WYSIWYG
(lo que Ud. ve es lo que Ud. tiene) en donde esos
signos convencionales han sido eliminados de forma
que los mismos resultados que aparecen en pantalla
son los que aparecerin una ves gea imprezo el do-
cumento, ejemplo de sste tipo de programa ss el
Word de Microsoft. Quiere esto decir que una linea
subrayada, pongamos por caso, aparecerd asi en la
pantalla ¥ no sin subrayar y con unos signos espe-
ciales al prinecipio vy al final de 1la 1linea en
cuestidn. No obstante, siempre existe la posibili-
dad de consultar como se encuentran esos signos de
"puntuacidn” en cualgquier momento, para comprobar,
por ejemplo, si1 la separacidn excesiva entre dos
palabras es debida a la compensacidn realizmada por
el tratamiento de textos o© es que el usuario in-
voluntariamente ha pulsado mds de un egspacio ds
tabulador entre dos palabras. Aplicandolo a nusgtro
caso, ya hemos determinado en su momento que el
representar un plano por sus trazas queda como
optativo ¥y puntual para cada plano, pero serla
interesante que a una determinada orden apareciera
la opecidn de que vieramog TODOS los plancs dque han
intervenido en nuestro trabajo hasta aguel momento,
representados todos ellos, para evitar en—
barullamientos excesivos por un signo puntual

convencional, de forma que puedan ser consultados o
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Capitulo 8.

invocados mediante cursor situando éste sobre dicho
punto. Para ello podemos hacer uso de los layers,
gue son £l equivalente a hojas de papel transpa-—
rente que ponemos scbre un dibujo, de forma que lo
complementan pero gque enh cualquier momento podemos
levantar, eliminando asl su efecto grafico. Esta
ayuda se encuentra implementada en varios de los
programas comerciales consultados; podemos tener
todo un nivel, que sgeria una traduccidn baztante
apropiada de layer, dedicado exclusivamente a sig-
nos convencionales de 1los planos que vayamos
definiendo, y mediante la accidn de hacer o no pre-
sente, visible, dicho nivel tenemos la opcidn de
consulta inmediata de dicha informacidn grafica.
Los niveles 1los iremos usando posteriormente para

otras utilidades.

VYeamos algunos de los pogibles signhos conven-—
cionales para la identificacidn y manipulacidn

rapida de planos:

- En el caso de
plano-poligono—-cara
y dada 1la opcidn,
comentada en an-
teriores capltulos,
de poder elegir una
cara mediante cursor
sefialando con &1 el
centro de gravedad
(ec.d.g.) de dicha
cara, parece obvio
gque sea en la posi-

cidn de dicho e.d.g
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Capitulo 8.

donde deba estar el
signo convencional,
En cuanto a la
flecha indicativa
del sentido de
definicidn de dicha
cara, Slempre debe
estar representada
en sentido anti-ho-
rario, a los efec-
tos, vistos en el
apartado de inter-
seccidn por un pla-
no, . de dar cohe-
rencia al sdélido del

aque forma parte.

- Los planos deter-
minados por la
interseccidén de dosg
rectas pueden plan-
tearnos una  di-
ficultad adicional:
que dicho punto no
se encuentre en pan-
talla. Parece ldégico
que ello se pusda
resolver con un
reescalado de pan-
talla de forma que
dicho punto quepa en
ella, pero pueds
darse el caso de que

poder ver este punto
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implique perder in-
formacidn grafica
del resto del
dibujo; debemos pues
contemplar la posi-
bilidad de que el
punto de inter—
seccidn no se  en-—
cuentre en pantalla.
81 es asl el s=igno
convencional se
representard sobre
la primera de las
rectas que definen
el plano, ¥y con 1la
flecha definidora de
sentido indicanda a
la segunda recta.
Nuevamente aparece
el concepto del sen-—
tido que tiene el
plano. En el caso de
que el punto de
interseccidn sea
asequible, sobre 21
se encontran el pun-
to y la flecha que
indicara en gentido
antihorario a la
segunda recta que

define &1 plano.

- En el caso de

plano definidoc por
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tres puntos, g8
sefialard el primearo
v la flecha indicara
el sentido an-
tiheorario que nos
llevaria al siguien-
te punto, y de éste
al dltimo.

Podriamos geguir con la snumeracion de las dis-
tintas caracteristicas aque deberian cumplir los
signos convencionales en los distintos casos de
planos; no lo crec necesdario, en todo caso cuando
puntualmente vayan apareciendo casos se puede hacer
un comentario al respecto. Creo, sin embargo, in-
teresante insistir en un concepto que ha aparecido
en el capltulo anterior vy en ézte y es, de hecho,
algo sustancial en el tratamiento informatico de la

informacidn grafica: el sentido de un plano.

Ya he dicho en otra ocasion gue un concepto que
no suele ser destacado en el estudio de la Geo-
metria eg el, por otra parte trivial en apariencia,
de que un plano divide al espacio en dos semiespa-
cios, y deberemos siempre saber en cual de los dos
nos encontramos. El interior de un cuerpo es la in-
terseccidn de los semiespacios comunes de todas las
caras que lo definen. El proceso de ir formando un
cuerpo poliédrico no es, en el fondo, mas gque ir
dividiendo el espacio en semiespacios e ir interse-
cando éstos hasta que nos quede perfectamente

definido =1 interior, "el aire" encerrado por la
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Capitulo 8.

o]
’_l-

figura. Eg por esto que, en la medida de lo posi-
ble, es necesario ir ocreando nuestra figura en el

sentido correcto.

Lo anterior no quiere afiadirle rigidez al tra-
bajo de disefio interactivo., De hecho, uno de log
argumentos para preconizar el Disgefio Asistido por
Ordenador (D.A.Q) frente al dibujo sobre papel
tradicional, es el de que si en ambos casos rea-
lizamos un croquis, mientras que si lo hemos rea-
lizado sobre papel, una vez finalizado aun queda la
operacidn de realizar nuevamente el dibujo a la luzm
de las conclusiones obtenldas, en el cagso del
D.A.O0. el resultado que tenemos en pantalla ya
puede ger congiderado correcto y definitivo.
sDeberemos en cambio preveer incluso el orden en
que cortamos dos rectas para formar un planoc para
tener las ventajas del disefio con ordenador?. La
respuesta debe ser negativa, ¥y para ello sesra
necesaric procurarnos lag herramientas informaticas
que nosg permitan en cualquier momento cambiar el
sentido de definicidn de un plano, en el caso de
que durante el proeceso de creaclidn y disefic ha-

llamos previsto erroneamente dicho sentido.

Nos queda también el caso de saber en que forma
hemos usado los planos de proyeccidn en la defini-
cidn de nuestro sodlido, aunguse hemos dicho que en
principio, siempre podemos congsiderar que estamos
trabajando en el primer cuadrante. Preveamos, no
obstante, dado que sdloc se trata de tres planos
singulares, como indicaremos que los hemos usado de
referéncia y en que sentido lo hemos hecho. Sea el

plano ZY, =i lo usamos en el sentido que su normal
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sea justamente

definido como dos

de coordenadas,
vy la
vencional debe
hacia 72, en el

las obvias.

Concluyendo
convencionales,

cillo mediante

gegunda el

Capituls 8.

X, deberlamos de haberlo

rectas que se cortan en el centro

el eje

siendo la primera de ellas el eje Y
Z;

estar sobre

consecuentemente el signo con-

Y v la flecha sefialar

caso contrario las indicaciones scon
con el apartado de los sighos
una  vez implcomentado nos serd sen-—

su materializacidn en pantalla com-

probar: a) su nimero, b) saber gi "miran” hacia de-—
lante (entendiendo por tal que su vector normal
sale de la pantalla y ge dirige hacla el ob-

servador), hacia atrds, o hacia arriba (2 positi-

vaz) o hacia abajo, y ¢) sefialarlos con sl cursor ¥
diferenciarlos del conjunto de planos definidos,
identificandolos.
z /
A
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v // =
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Rectas v planos. paralelos enkbre sl.

Ona recta es paralela a un plano si lo es a
cualquier recta de este plano. El nmero de sclu-
ciones, pues, es infinito. Hablando &n términos de
puntos y rectas imprdépiog, mientras aue una rachta
tiene un punto imprdépic un planc tisne una recta
impropia, lugar geométrico de todos log puntog im-
propios de +todas laz rectas que lo forman., Logica-
mente una recta, con sdlo un punto imprdpio en
Jusgo sdlo pusde tener en comin con €1 plano al que
debe ser paralela ese punto, luego deberd ser pa-—

ralela a una recta del plano.

El caso se reducird a seleccionar una recta so-
bre un plano y trazar por un punto dado su pa-

ralela, en Digdrico no reviste ninguna dificultad:
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Capitulo 8.

3

Asimismo, en Axonométrico, la operacidn sz i

1

mediata:

Logicamente al ser infinitas las rectas gque

cunplan la poco restrictiva condicién de s=zer pa-—
ralelas a un plano, tenemos la posibilidad de in-
troducir alguna otra condicidn para que la zolucién
sea dnica. El problema se planteard, normalmente,
de otra forma: nos vendra impussta una condicidn
que nos obligara a escoger entre las infinitas rec-
tag de un plano una, y serd a &gsta a la que debere-
mos trazar la paralela por un punto dado. Suponga-
mos que en la figura en Diédrico, el anguloc B nos
ha venido predeterminado, consecusntemente nos en-
contramos con la proyeccidn horizontal de una recta
que hemos de imponer =1 que pertenezca a un plano,
de dicha c¢ondicidn obtenemos la proyecciodn verti-
cal, es a partir de este momento que podemos trazar

por un punto cualquiera una paralela a dicha recta,
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Capitulo 8.

con la seguridad de que serd paralela al plano por

construccion,

Deberemos tener implementadas varias posibili-
dades de definir una recta en un planc. Todas estas
posibilidades irdn apareciendo en este capltulo ¥y
posteriores. Una vez deflinida y halladoz de forma
inmediata sus puntos trazas, el materializar y al-
macenar la paralela por un punto dado no representa

ninguna dificultad adicional.

Entramos ahora en las operaciones de perpendi-
cularidad, algo mas complejas que lags de pa-—
ralelismo que acabamos de comentar, pero, en clerta
forma, mas usuales dado que se encuentran en la
raiz de todos los procesos de cdlculo de distancias
entre slementos del mismo geénero o de géneros
distintos. En el caszo de paralelizsmo el hecho de
gue los sistemas de representacidn con log que tra-—
bajamos nos obviaran el ggstudioc de prolijas
comprobaciones, ncs permitio dedicarnos =2in pream-~
bulo alguno al estudico de su representacioén gra-

fica, no serd este el caso de la perpendicularidad,

Antes de introducirnos sn la casulstica propia
de la perpendicularidad hagamos dos comentariocs o

propledades previos que hos seran de gran ubilidad:

~ E1 Teorema de las Tres Perpendiculares,
que nos dice que si dos rectas son perpen—
dicualres en el espacio ¥y una de ellas es

paralela a un plano, las proyecciones sobre
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Capitulo 86,

2l planc en cuestidn de las dos rectas del

espacio, btambién =on perpsndiculares.

- S1 tenemos una recta ¥y quersmos formar el
prlano perpendicular a ella por un punto;
como que un plano nos puede venlir definido
por dos rectas que se cortan en un punto, se

debe cumplir:

a) Por el punto escogido deben pasar dos

rectas.

b) La recta dada debe ser perpendicular

a todas las rectas del plano buscado.

Consecuentemente trazaremos por el punto
escogido dos  perpendiculares a la recta
dada y obtendremos el plano. Luego una

recta serd perpendicular a un plano si
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lo es a dos rectas cualesquiera de dicho

plano.

Veamos la traduccidn diédrica de lo dicho hasta
aqui: 21 una recta es perpendicular a un plano lo
ha de ser a cualesquiera dos de ézte, busquemosz,
como €3 habitual, rectas gque sean singulares puss
cumplen a la vez la pertenencia al plano ¥y su sin-
gularidad nog simplificarad el ragonamiento. En szte
cagso las rectas singulares son horizontales ¥y
frontales, ambas son rectas paralelas a los planos
de proyeccidn, por lo tanto una recta que sea
perpendicular a una recta horizontal, por sjemplo,
se proyectard, en virtud del teorema de laz tres
perpendiculares, perpendicular a la proyeccidn des
dicha horizontal en el plano horizontal de refe-
rencia. Andlogo razonamiento harlamos para las rsc-

tas frontales.

Avancemos un pasoc masg en nuestro comentario e
introduzcamos las trazas en la representacidn del
plano, como ya hemos  dicho las trazas no son mas
que rectas singulares en posicién limite; luego una
recta perpendicular a  un plano se proyecta

perpendicular a las trazas de dicho plano.
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La traduccidn axonométrica servirilia como =jemplo
de la complicacidn inherente a este sigstema, ¥y como
justificacion del paso a digdrico ¥ posterior
traduccion de log resultados nuevamente a Axo-
nométrico; omito por esta razdn el tratamiento
tradicional de la perpendicularidad en el Sistema
Axonométrico. No olvidemos, sin embargo, que ez en
este sistema en donde aspiramos a presentar los re-
sultados obtenidos anallticamentes por el programa
implementado dentro de nuestro ordenador. Cuando
hemos resuelto el problema en Diédrico, la res—~
puesta han sido las dos proyecciones de una recta,
de hecho hemos dado la informacidn grafica scbre la
direccidn de la recta. Usualmente de esta recta no
auelen darse los punto +traza, sino gque con  las
proyecciones pasando por las del punto tenemos sgu-—
ficiente. Si quisieramos dar otro punto de paso,
gque no sgea en ningdn caso el de interseccidn con
alguno de 1los planos de proyeccidn, serila ldgico
que este punto fuese la intersececidn de la recta
con el plano, lo gque nos obligarla a realizar una
operacidn posterior para hallarlo:




Capitulo 8,

para obtener la interseccidn hemos tenido aue in-
troducir planos proyectantes, con 1o que la ope-
racidn no da la impresgidn de ger una suceglon 1o-
gica de acontecimientos que nos lleven a definir
correctamente una recta. Pese a ello este serad el
sigstema ha implementar informdticamente, debido a
que no es usual el uso de las trazas para definir
un plano, ¥ la sencilla operacidn de hallar la in-
terseccidn de recta y plano nog da a cambio mucha

informacidn grafica, veamoslo,

El proceso serd, primero identificacidn del
plano al que se quiere trazZar la perpendicular, por
uno de los sistemas vistos anteriormente, y poste-
riormente identificar el punto. La respuesta gra-
fica obtenida serd un punto sobre el plano ¥y
posteriormente 2l segmento que lo une con &l punto
exterior al plano. Quiere esto decir que en este
caso no seguimos para nada el proceso habitual
seguido en Diédrico, no calculamos de ninguna forma
la inclinacidn gque deberd tener la recta para
cumplir el ser perpendicular al planc dado, sino
gque la definimos por dos puntos de paso: el dado y
el de interseccidn de ella con el rlano.
Independientemente de ello, la informacidn que al-
macenamos s la habitual, direccidn, puntos trazma,
ete., y tenemos siempre la opcidn de, en funcidn de
lag caracteristicas del ugo que queramos darle a
dicha recta, alargarla o acortarla postericormente.
El situar un punto s=sobre el plano nog sirve,
ademas, para darnos nueva informaciodn grafica de la
situacidn de dicho plano. 5i &1 motivo de hallar la
perpendicular al plano era saber la distancia entre

punto v plano, la respuesta grafica ya es exacta-—
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mente la que tenemos prevista, dando en la linea de
dialogo o en la pantalla de texto, en su caso, la
informacion puntual de dicha distancia.

Plano perpendicular.a. dna. recka.

Este ez Jjustamente el caso inverso al visto
anteriormente, hasta el punto de que en el comen—
tario hecho despuss del Teorema de las Tres Per-
pendiculares s difieil discernir cuando estamos
hablando de un caso o de su inverso. Atengamonos a
dicho comentario; en &l ze dice que para definir un
plano uno de los sistemas es cortar dos rectas.
Supongamos que queremos trazar por un punto un
plano perpendicular a una recta, trazamos por este
punto dos rectas con lo que tenemos definido un
plano por dicho punto, dicho plano para ser perpen-
dicular a 1la recta deberd cumplir el contener rec-—
tas perpendiculares a la dada. Nuevamente hacemos
que las rectas cualesquiera que nos definen el
plano sean singulares, horizontal y frontal, y pa-
ralelas a los planos de proyeccidn para usar la
propiedad del Teorema de la Tres Perpendiculares.
En Dieédrico ez obvio que deberemos trazar la hori-
zontal vy la frontal que sean perpendiculares en las
respectivas proyecciones a la recta:

)
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posteriormente estas dos rectas nos definiran el
planc, ¥y podremos encontrarle sus rectas traza si

1o consideramos conveniente.

No es tan sencilla su traduccidn informdtica,
pero dentro de lo que cabe vamos también a hacer un
procedimiento inverso al anterior ya que no nos in-
teresa la respuesta grafica de las trazas del
plano. Sigamos con el punto de interseccidn de la
recta v el plano, este punto, en este caso, es el
pie de 1la perpendicular del vector normal a un
plano, siendo la normal la recta en cuestidn. Ya
tenemos pues los suficientes elementos para hilva-

nar la respussta que buscamos.

El tipo de definieidén grafica del plano sera
mediante un signo convencional sobre el punto de
interseccidn de recta v plano, con la flecha gefia-
lando el sentido que nos venga impuesto por el con-
texto, o por defecto el mismoc de la recta con-

siderando ézte sl de laz alturas crecientes:
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puede darse el caso de que el punto de interseccidn
no se halle, como en la figura, dentro de la recta-
segmento que el contexto del disgefic nosg define,
sinoc en alguna de sus prolongaciones; en este caso
creo aconsejable que el punto se presente aislado o
con un  pequefio segmento que nos dé idea de a que
recta pertenece. Creo que esta segunda opcidn,
aungue en principio parece la acertada, implica
affadir nuevos sighos convencionales ¥y ho es aconse-
Jable, al menos en principio.

Independientemente de la consulta de todos los
planos en un momentc dado, mediante la activacidn
del nivel correspondisnte, es convenishte que en sl
momento de ser creados aparezcan 1los signos conven—
cionales definitorios. En este punto se plantea la
discusidn de si deben egtar continuamente en pan-
talla todos los planos definidos en nuestro proceso
de disefio, dado que hemos estudiado dos casos
reciprocos y mientraz que la recta perpendicular a
un plano es8 definida y dibujada, y en principio no
estd prevista el poder hacerla vigible o invisible
opcionalmente, en el caso del plano si. Esto nos
lleva a establecer toda una Jjerarquizacidn de nive-
les de forma que todas las posibles alteraciones de
elementos de nuestro dibujo vayan quedando en su
posicidn original dentro de alguno de ellos, ¥
puedan ser activados en cualquier momento y re-
cuperados. Una variacidn de esta modalidad comen-—
tada aqui, la encontramos en algunos programas en
donde es posible redibujar TODAS las lineas bo-—
rradas a 1o largo de una sesidn de trabajo, e in-

cluso puntualmente recuperar solo la Yltima.
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Planos. perpendiculares. entre. sl

Dos planos son perpendiculares cuando uno con-
tiene a una recta perpendicular al otro, como el
concepto de perpendicularidad entre recta y plano
también gs apoya eén gque la rescta debe ser
perpendicular a todas del plano, se puede decir que
la condicidn de perpendicularidad se cumple cuando
un plano contiene la perpendicular a una recta

cualquiera del otro plano.

Mas adelante nos plantearemos el encontrar el
angulo entre dos planos, independiesntemente de sllo
intentemos quitar un poco de la indeterminacidn gque
hemos notado en los comentarios del parrafo antbe-
rior. Dos planos siempre sSe corban, ya sea sn una
recta propila o en una imprdpria sn el caso de planos
paralelos, pues bien para que dos planos sean per-
pendiculares las rectas que contienen deben ser
perpendiculares a esta recta de interseccidn. Cor-
tando ambos planos por los de proyeceidn v apli-
cando las propiedades que hemos comentado al intro-
ducirnos en el tema de la perpendicularidad, es ob-
vio que las trazas de los planos perpendiculares
deben ser perpendiculares. Con objeto de quitar
indeterminacidén impongamos que el planoc per-—

pendicular a « pase por un punto determinado.
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S IhLe”

El proceso seguido ha sido el de encontrar las di-
recciones de las trazas de un plano perpendicular a
%, ¥ posteriormente trazar por el punto determinado

un plano paralelo al obtenido.

No hay una transcripeidn grafica especifica para
este caso de planos perpendiculares, sdlo la linea
o pantalla de didlogo, o la posterior consulta del
angulo que forman los planos nos podrd dar una idea
de que dos planos son perpendiculares. Queda por
comentar gque relacidn cumplen, o mejor dicho
debemos hacer cumplir por programa, a los sentidos
de dos planos perpendiculares. Mientras que dichos
sentidos son los mismos en el caso de planos
paralelos, deberdan ser opuestos en este caso. El
motivo de hacer opuestos los sentidos de los planos
perpendiculares no tiene una Jjustificacidn ldgica,

lo he decidido en funcion de mi experiencia con
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planos en el Bistema Acotado. Dada la especial
peculiaridad del uso del sentido de un plano en
nuestro caso particular, es muy recomendable dejar
la posibilidad de variarlo a posteriori. Veamos por
gue: hemos dicho que cuando ereamos un plano
paralelo a otro el sentido del nuevo plano debe ser
el mismo que el original, supongamos que lo que
pretendemos es usar dicho plano, obtenido por
paralelismo de wuno interior de un poliedro o
incluso una base de dicho poliedro, para que sea
limite del cuerpo, sl gentido debe ser jushamente
el opuesto al que nos da el programa; debido a ello
es menester dejar siempre la posibilidad de variar

2l sentido de un plano.

12N
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Rectas perpendiculares entre si.

Como se desprende de log parrafos anteriores zon
perpendiculares a una recta todas las que estan
contenidas en un plano perpendicular a ézta. Nueva-
mente nos encontramos ante un caso indeterminado,
serd una nueva condicidn la aque nos permetird
destacar a una de las infinltas que estdn con-

tenidas en un plano.

La condicidn mas sencilla es que dicha perpen-—
dicular pase por un punto dado, veamos su resolu-—

cidn en Diédrico:
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Sabemos que las direcciones de las trazas del plano
deben ser perpendiculares a las proyecciones dié-
dricas de la recta, a continuacidn imponemos que un
plano paralelo al hallado pase por el punto dado.

Podemos materializar la recta hallando la intersec-—
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cidn de la primera recta con el planc ¥y uniendo am-
bos puntos. Nuevamsente, esta serd la opeidn es-
cogida para nuestra repregentacidn de perpendicular
a una recta por un puntc en 3D. Las operaciones
hasta llegar a la obtencidn del puntoc de intersec-
ciédn del plano perpendicular ¥y la recta no tendrén
ningin reflejo grafico y el plano sn cuestidn no
quedard reflejado en la correspondiente matriz de
planos, dado que no &3 mas gque una ocongstruccidn
auxiliar a 1la qQue no tenemos, en pricipio, por que
tener que recurrir mis adelante. La respuesta gra-
fica serd la sefializacidn del punto y la visua-
lizacidn del pozterior sedmento, como siempre
alargable o acortable a wvoluntad. El punto de in-
tergeceidn de recta ¥y plano tampoco =3 necesirio

dque sea almacenado.

Perpendicular comin_a. dos rechtas. due. se cruzan.

Este es un problema al que daremos solucidn mas
adelante al estudiar la distancia entre dos rectas.
1l hecho de enunciarlo aqui se debe al interés de
seguir una exposicidn tradicional del tema de la

Geometria de Punto, Recta ¥y Plano.
Notas.y.Referencias.
(1) Este comentario fue realizadoc muy al
principio del estudic. Actualmente, e  imprdpio

afirmar gque s8dlo se pueden trazar paralelas a ver-

ticales y horizontales.
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