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s’, en la figura, tiene un valor metnor que s, de-
prendiendo del wvalor del angulo «. 8Se forma un
tridngulo rectdngulo dentro del plano formado por
la interseccidn de s y s’, en este tridngulo s’ es
un catsto, s la hipotenusa ¥y el obtro cateto nos
viene determinado por la distancia del extremo del
segmento al planc. Este tridngulo rectangulo
mantiene una relacidn de semejanza con cualquier
otro que obtengamos considerando otro punto como
extremo del segmento, ya que el angulo recto ¥y « ho
varian. Este triangulo se encuentra en el espacio y
nogotrog trabajamcs en un plano, las propiedades
gque existan en 3D, nos interesa proyectarlas en 2D

51 giramos, que no abatimos como imprépia y muy
comunmente se dice, el tridngulo alrededor de la
proyeceidn de la recta consedguiremos tenerlo sobre
el plano y del mismo tamafic y propiedades que en el

espacio, la proyeccidn es el dato que tenemos sobre
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el papel, sdlo nos es menester saber cuanto vale la

magnitud h.

5i estamos trabajando en Diédrico, al tener dos
proyecciones del segmento podremos realizar la ope-
racion en cualauiera de ellas dandonos la informa-

cion del desnivel la otra proyeccidn:

En Axonométrico implicaria. el uzo de las
proyvecciones previas, lo que queda muy grafico pero

bastante prolijo de uso.




Para su implementacidn deberemos hacer especial
hincapid en 1la precisidn en los métodos de selec—
cldn de rectas y posteriormente en log de ssleccidn
sobre ellas de puntos. Una vez obtenidos dichos
puntos el calculo de la distancia real no implica
ugar, tampoco snh este caso, una traduccion del usa-
do en Diédrico sinc que analiticamente se halla el
valor de esta magnitud v se puede enviar a la linea
o hoja de didlogo optativamente Jjunto con las coor-
denadas de los puntos consultados. En varios pro-
gramas comerciales se afladen a estas informaciones
la distancia proyectada que s la distancia que
tiene el segmento considerando ambos puntos como de
2 dimensiones. Puede ser interesante pues nosg da
una idea de la inclinacidn real de la recta por su
proximidad o no al valor de la distancia real, so-
bre todo si se programa que ambas informaciones se
den en la misma pantalla de informacidn, contiguas.
Como la relacidn entre dichas magnitudes es el
coseno del angulo «, puede estar implementado el
cadlculo de egste angulo vy escribirlo Justo al lado

de la relacidn de distanclas proyectada y real.

Mas interesante es el problema inverso: sefialar
sobre una recta (nuevamente hago hincapié en que el
concepto recta-segmento es usado continuamente de
forma ambivalente), un punto gue se encuentre sobre
ella, a una distancia determinada de otro punto y

en un sentido determinado.

En Diddrico se construye segidn el mismo esquema
usado para hallar la verdadera magnitud de un seg-
mento:
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Se selecciona un punto 1 arbitrario del que se cal~
cula su distancia real al punto de referencia A, si
como es probable este punto no cumple la condicidn
de estar a la distancia requerida, la recta Ajl, al
menos nos da la informacidn de la inclinacidn de la
recta real, sobre la verdadera magnitud de dicha
recta asi obtenida se busca el punto B,, y de alli

obtenemos =1 punto B buscado,

En nuestro caso serd menester efectuar tres ac-—
ciones complementarias: primero gsefialar la recta
sobre la que queremos operar, a continuacidn in-
dicar cual es el punto de referencia y finalmente
con el cursor escogemos en cual de los dos sentidos
de la recta debe encontrarse el punto buscado, des-
pues de haber entrado por teclado el valor de la

distancia deseada.
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Finalmente debe tenerse prevista la eventualidad
de eliminar graficamente la parte de recta que deje
de ser necesaria en una operacidn determinada.
Ejemplo: tenemos la direccidn de la altura de una
piramide, sobre ella calculamos la posicidn del
vértice que resulta que da lugar a un segmento de
distinto tamafio del gque tenlamos anteriormente; nos
interesard en este caso eliminar la parte sobrante
a partir de V. Normalmente en los programas de In-
formAtica Grafica estd previsto en algdn lugar de
la matriz correspondiente el asignar un 0 o un 1,
segin se desee que el elemento en cuestidn, pese a
tener toda la informacidn sobre él1 almacenada, sea
dibujado o noc (o al revés). Aqui se plantea una

nueva posibilidad intermedia en cierta forma.

La solucidn vpuede estar en la accidn, ya imple-
mentada en  algin programa consultado, de ROMPER la
recta, v transformarla en varias rectas superpuss-—
tas que se dibujan sin ninguna diferencia aparente
pero que al ser, de hecho, independientes se pueden
eliminar una a una dando ei resultado apetecido de

eliminacidn parcial de la informacidn,
Distancia.de. un.punto.a.un.eplang.

De hecho ya hemos hablado de este concepto en el
capltulo 8, al tratar el tema de la perpendicu-
laridad de recta ¥y prlano, con uso de las
propiedades inherentes al Teorema de las Tres
Perpendiculares. Recordemos gque en Diédrico sdlo
hallabamos la direccidén de la perpendicular al

plano ¥y era necesaria una segunda operacldn para
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obtener la interseccion de 1la recta con el plano,

mediante el uso de algun planc proysectante.

pd
N

AT= DISTANCIA PUNTO - PLANG
A

Aparece agul, ©por primera vez, un concepto que
hard acto de presencia profusamente en este capi-
tulo, el de la diferencia entre verdadera magnitud
vy verdadera posicidn. Una vez hallado =1 punto de
interseccidn de la perpendicular con el plano,
sestd resuelta  la cuestidn de la distancia del
punto al plano?, ldgicamente no, pues tenemos dos
puntos sobre la proyeccion diédrica de una recta ¥y
hemos visto que, normalmente, esta magnitud es
inferior al wvalor real de la distancia entre estos
dos puntos. Nos queda pues la operacidn hecha en el
apartado anterior de cdlculo de dicha distancia.
Concluimos que la distancia entre los puntos
proyectados no es necesariamente la distancia del
punto al plano, pero si la verdadera posicidén de

dicha distancia, quiere esto decir que cualaquier
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otro punto del plano se enconbtrara a mayor distan-

cia de nuestro punto que el hallado.

Ya vimos que nuestra opcidn iba dirigida en el
sentido de hallar ya de entrada =1 punto de inter-
seccion de la perpendicular con el plaho, para asi
Lener inmediatamente definida la recta sin  tener
que recurrir al uso de lags trazas para ello. Una
vez dibujado el segmento tenemos la verdadera posi-
cidn de la recta, y en la linea de diAlogo exacta-
mente la wmisma respussta que hablamos previsto
antes para la distancia entre dos puntos de una
recta: coordenadas de los dos puntos, distancia
real y proyectada, y/angulo de la recta proyectada

respecto a la real.

Distancia. de. un.punto a. una.recta.

Puede parecer extrafio gque tanto aqui como en
cualaquier libro de texto que aborde la Geometria de
Punto, Recta y Plano, siempre se hable primero de
distancia de punto a planoc que de distancia de
punto a recta (en cierta forma es mucho mas
sorprendente el caso del sistem Cdnico en donde,
por las ragones que ya hemos comentado en otra
parte de egta tesisz, =e habla primero de la defini-
cidn de la recta gque de la del punto), y ello es
debido al nldmeroc de operaciones aue lleva inhe-
rentes. El proceso a segulr es trazar el plano per-
pendicular a la recta dque pase por el punto, éste
rlanc corta a la recta en un punto, ss la distancia

entre estos dos puntos la distancia buscada,
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El proceso en Diédrico es muy laborioso, no

0

digamos ya en Axonomeétrico, sea r ¥ A la recta y el

punto respectivamente:
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Para calcular «, plano perpendicular a r rasando
por 4, sélo tenemos la informacidn de que sus
trazas deben ser perpendiculares a las proyecciones
diedricas de r. Como ya hemos hecho en otras oca-
siones tragamos un planc arbitrario Gy que cumpla
ega condicién, ¥ posteriormente imponemos que un
plano paralelo a éste contenda a A, Debemos a
continuacien hallar la interseccidn de « con T,
mediante el uso de algin plano proyectante, obte-
niendo el punto I, de forma que AI es la verdadera
posicidn de la distancia que estamos buscando.
Queda finalmente la operacioén de obtener la ver-

dadera magnitud de dicha distancia.
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A pesar de lo farragoso de la exposicidn, como
yva he comentado en otras ocasiones, el algebra del
sistema Digdrico es muy sistematica, valga la re-
dundancia, lo que ayuda a su ejecucidn quizds en
detrimento de su comprensidn. Es menester tener la
vigidn de lo que se estd realigando para evitar
pogibles errores, Yy  que éstos no pasen de-
sapercibidos, evitando asi su acumulacidn. El sis-~
tema Axonondgtrico es mas complejo, pero sus resul-
tados son mAs facilmente comprobables, inclusc para
un neofito, de ahi su eleccidn para la presentacidn
grafica de las operaciones anallticas realizadas

por el ordenador.

La respuesta grafica a la distancia de un punto
a una recta eg, por comparacidn con log sistemas de
representacidn tradicionales, sorprendentemente
simple, ya aque sdlo se trata de sefialar el punto I
de verdadera posicidn de la distancia y pos-

teriormente la informacidn literal habitual.

Distancia.entre dos _rechtas. paralelas.

Finalizado el apartado dedicado al punto y su
relacidn con la recta y el plano, empecemos ocupan-
donos de un caso particular de rectas que no se
cruzan sinoc qgque se cortan, eso si1 en un punto im-
prépio. Son pues rectas coplanarias, y su distancia
se obtendrd mediante la construccidn de una perpen-
dicular comidn, ¥y su interseccidn posterior con las
rectas en cuestidn. También hay autores que razonan
que la distancia entre este tipo de rectas se puede

obtener mediante la consulta de la distancia de un
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punto cualguiera de una de ellags a la otra. Pre-

fiero, por sistematico, el primer razonamiento.

Veamos, como es habitual, su resolucidn en el

Sistema Diédrico:

El plano « perpendicular, donde se encontrard la
perpendicular comin, lo trazamos en cualguier posi-
cidn, posteriormente lo intersscamos con r y =, los
punto Il e 12 stan a la distancia bugcada, la ob-
tendremos de la forma habitual.

Nuestro programa [HYPATIA tiene varias posibles
reépuestas a este caso. Anallticamente no hay pro-
blema ninguno ya que no 8s hecesario sefialar cuales
son los puntos que nos indican la verdadera posi-
cidn de 1la distancia, ya que puseden ser cualquiler
par de ellos; y las scuaciones que nos definen las

rectas tendrdn los coeficientes proporcionales. No
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creo, sin embargo, que deba preveerse una orden es-
pecial para el calculo de la distancia entre rectas
paralelas, considero mucho mejor que este caso se
encuentre englobado en el caso general, que veremos
mas adelante, aungue tanto su respuesta grafica
como la literal sean distintas a las que se daran
en aquel caso. El didlogo puede ser: DISTANCIA EN-
TRE DOS RECTAS, una vez seleccionadas nos puede de-
volver la informacidn RECTAS PARALELAS-DISTANCIA
=.... En el caso de rectas cualesquiera habrila
otras dos posibles respuestas, como veremos, RECTAS
CONCURRENTES y DISTANCIA MINIMA, sera en este Gl-
timo caso gque habra que prevesr el calculo de esta
distancia minima y de su verdadera posicidn, o sea
el devolver la informacidn de que puntos sobre am-—

bas rectas se encuentran a dicha distancia minima.
Distancia.entre. planos. paralelos.

Este caso es el inverso del anterior, la dis-
tancia entre dos planos nos vendra dada por la por-
cidn de perpendicular comin gque gqueda limitada por
dichos planos.

Con la misma sencillez del concepto lo resolveremos
-en Diddrico, mediante la obtencidn de una perpen-
dicular cualguiera, ni siquiera imponiendo que pase

por un punto dado, y cortandola con los dog planos:
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Para la interseccidn de la recta con cada uno de
log planhos, hacemos uso de un solo plano proyec-

tante.

Siendo como se ve una cuestidn biasicamente de
consulta, en nuestra implementacidn informadtica no
creo necesario preveer la respuesta grafica que in-
cluya el dibujo de un segmento equivalente al que
se usa en Diédrico, bastard como en el caso de rec-
tas paralelas la informacidn sobre el paralelismo y
la respusstas literal del wvalor de la distancia
consultada. No se da aqui la posibilidad de tener
varias opciones como en el caso de las rectas, ya
que dos planos siempre se cortan, consecuentemente
su distancia es, en este sentido, nula, dandose el
caso de distancia mesurable sdlo cuando su recta de

interseccidn es impropia,

264



Minima.distancia. entre. dos . rectas due. se. cruzan.

E

sobre una recta son logs conceptos basicos entre los

(9]

te caso y el de distancia entre dos puntos

que se contemplan en este capltulo., Particularmente
en la busgqueda de la distancia mlnima entre dos
rectas que sSe cruzan se sncuentran muy claramente
explicitados los conceptos de verdadera magnitud y
verdadera posicidn, veamoslo. La distancia entre
dog rectas Qque se cruzan es  la magnitud del seg-
mento obtenido al cortar la recta perpendicular
comin a ambas rectas con ellas. Obtenemos des pun-—
tos, uno sobre cada recta, gue son los que se en-—
cuentran a la distancia minima, de ahi que normal-
mente se pida encontrar la distancia minima entre

dos rectas en magnhitud y posicidn.

Veamos sl proceso que se sigue en sl Sistema
Digddrico, para ello previamente esquematicemos
cuales serdan lag operacioches que vamos a realizar,
El segmento que nos dé la verdadera magnitud de la
distancia debe encontrarse sobre la perpendicular
comdnn a ambas rectas, si éstas fueran coplanarias
la direccidn de ssta perpendicular seria obviamente
la de la perpendicular a dicho plano; dado que no
eg el caso, ya que por hipdtesis ambas rectas se
cruzan, deberemos conducir nuestro razonamiento de

otra forma.
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A pesar de que las dos rectas no sean copla-
narias tienen un punto imprépio cada una, y el con-
caepto de perpendicularidad, como hemos visto ante-~
riormente, estd intimamente ligado a estos puntos
imprdpios independientemente de otros conceptos.
Podemos definir un  plano dandole como carac-—
teristica diferenciadora 1la recta imprépia formada
por la "unidn" de los puntosz imprdpios de las dos
rectas dato, de ahi podremos calcular la direccidn,
punto imprdpio, de la recta rerpendicular a ambas
rectas. El anterior razonamiento se traduce por
trazar por un punto cualquiera de s una paralela a
r, ambas rectas formarin un plano al que deberad ser
perpendicular la recta que nos dé la distancia mi-

nima,

Una vez obtenida 1a direccidn de 1la perpendicu-—

lar al plano, trazando por un punto cualquiera de r



Capitulo 7.

una paralela a ésta, sabemos que la interseccion de
la recta obtenida con el plano formado an-
teriormente, nos dard un punto que unido con el es-
cogido sobre r formard el segmento de distancia
minima entre ambas rectas. No queda aun resuelto el
problema de cuales son los puntos que, sobre ambas
rectas, ss encuentran a dicha distancia milninma,
aunque ya tengamos sl valor de ésta. El punto I,
intersececidn de la perpendicular con el plano, es
harto improbable que esté sobre la recta s, para
que asli sea basta con desplazarlo sobre 21 plano
paralelamente a r, como los puntos del otro extremo
del segmento continuamente ss apoyan e€n esta recta,
cuando I 1o haga sobre s, tendremos en verdadera
pogicidn al segmento de distancia minima. Veamos la

traduccidn diédrica del razonamiento realizado:




Dt uull e

Algunos autores, para no complicar excesivamente
el dibujo, realizan las operaciones de obtencidn de
la direccidn de la perpendicular aparte mediante
paralelas a las dos rectas, en vez de mantener una

v por ella trazar la paralela a la otra:

El procedimiento a seguir, posteriormente, es idén-—-

tico al realizado was arriba.

A diferencia de otros casos vistos en este
capltulo, ahora si que nos interesa conocer ademas
de la distancia minima, donde se da esta circuns-
tancia, debemos, pues, implementar la obtencidn de
dichos puntos. Es posible que alguien piense que
dada la enorme capacidad que tiene un ordenador de
realizar operaciones repetitivas, y aque de hecho
practicamente siempre nos plantearemos el hallar
distancias entre segmentos, serla facil programar

que sistematicamente hagamos un barrido de puntos
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Capltulo 7.

sobre una recta y calculemos su distancia a todos
los puntos de la otra, almacenando cada vez la dis-
tancia menor Yy la informacidn de los puntos que la
dan, para finalmente llegar a unir graficamente los
dos puntos obtenidos. El razonamiento es impecable
vy se usa en diversos algoritmos algebraicos, pero
pensemos que para ello se requiere realizar bucles
repetitivos en 1los que hay que preestablecer el
salto, entendiendo por tal la unidad que nos per-—
mita discernir un punto de la recta del siguiente,
de forma que podamos afinar la precisidn a volun-
tad, resultando que podemos transformar un segmento
finito en practicamente infinlto. Personalmente no
soy proclive a realizar una operacidn +tan burda,
independientemente de la gran precisidn aque se
pueda obtener, y prefiero realizar uha variante del
sistema expuesto anteriormente para resolver el

problema en diédrico.

En dicho razonamiento hay algo parecido al al-
goritmo repetitivo que he comentado en el parrafo
anterior, 1 ir desplazando el segmento gque nos da
la distancia minima hasta que obtendamos la ver-
dadera posicidn con el segmento apoyandose sobre
las dos rectas. Intentemos huir de este tanteo y
sustituirlo por dos ecuaciones gue representen a
dog lugares geomédtricos y gque nos dén una solucidn
Unica y valida. Vemos en la figura espacial que nos
ha servido para aclarar las operaciocnes gque pos-—
teriormente hemos realizado en diédrico, gque una
vez definida la direccidn de la normal comin a las
dos rectas, ésta puede formar con cualquiera de
ellas un plano que las corta precisamente en los

puntos que buscamos. Posteriormente se puede pre-
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capliotuio [,

veer el dibujar un segmento que una dichos puntos,
con lo que tendremos la respuesta grafica de la

distancia minima.

Para elleo  bastard por un punto arbitrario,
(x,v,2), cortar las paralelas a las dos rectas y
obtener la ecuacidn del plano que definen, de ahi
encontrar los coeficientes de la recta perpen-
dicular. Por un punto cualguiera de la primera de
las rectas, (dicho punto puede ser el de su defini-
cidn o inecluso uno de log traza), imponer que pasen
la perpendicular y dicha recta; una vez obtenida la
sgcuacidn del rlano, pasamos a encontrar su
interseccidn con las rectas dato de forma que en-
contramos los puntos que nos definen la wminima dis-
tancia. Las respusstas literal y grafica seran las
habituales que hemos visto hasta ahora.

Las operaciones programadas para resolver la
cuestidn de disgtancia minima entre dos rectag, re-
cuerdan por su complejidad a la interseccidn de
planos con sdlidos, tanto en un caso como en otro,
la geometrlia wusa la manipulacidn de los elementos
para ponerlos en posiciones que nos simplifigquen el
trabajo. En el caso de interseccidn de un sdélido
por un plano, ya hemos visto que usabamos el cambio
de plano de proysccidn poniendo el plano sec—
cionador de canto; en el caso de distancia minina
entre rectas que se cruzan, si alguna de ellas es-
tuviera en la posicidn qgue hemos llamado de punta,
se simplificaria mucho la consulta de su distancia,
yva gque la distancia serila la perpendicular trazada
desde dicha recta, en la proyeccidn en la que la

vemos reducida a un punto, a la otra recta:
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Capltulo 7.

Normalmente se puede conseguir 1lo anterior
también mediante cambios de planoc de proyecciodn

{(también se suelen usar giros):

DISTANCIA
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Capitulo 7.

No es mi interés extenderme en este tema, dado
que precisamente la Informatigacidn de la Geometria
permite no tener que recurrir a estos procedimien-—
tos, como estamos viendo, pero me sirve de intro-
duccidn al proximo capitulo en donde continuamente
estaremos cotejando este tipo de herramientas gra-

ficas como son los cambics de plano de proyeccidn.
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GEOMETRIA DE PUNTO, RECTA Y PLANO.

superficiales.

El hecho de que +trabajemocs con proyecciones de
3D en 2D, conlleva gue nos sncontremos con la difi-
cultad de tener sobre sl papel o sobre la pantalla
del ordenador unas figuras, representacidn de obras
del espacio, con unas formas y btamaficoz distintos,
generalmente, de las formas y tamafioz des lag fi-
guras que representan. Ya hemozs visto lo qus ocu-
rria cuando gquerlamos hallar la verdadesra magnitud
de un segmento. Pero, al igual que en agquel caso,
pese al hecho de que las magnitudes son distintas,
es posihle encontrar una ley que nos relacicone la
figura proyectada con la figura real. Una vez es-
tablecida, en cada caso ¥ a nivel tedrico, 1a
relacidn sntre dichag figuras, eg menegter traducir
dicha relacidn =obre =1 plano de nuestro dibujo,
para alli manipularlc algebraicamente y obtener los
resultados buscados. El algebra geométrica nos par-
mite realigar midltiples opsraciones, impondremos
que las magnitudes que relacionamos cumplan las
condiciones necesarias. No debemos olvidar que en
definitiva, ya sea sobre una hoja de papel o sobre
la pantalla de un ordenador, estamos trabajando en
2D; 81 el dibujo que estamos realizando reprezenta
exclusivamente estas dos dimensiones no nos hace
falta ninguna otra apoyatura para trabajar, mien-
tras que si trabajamos sobre proyeccionss del

espacio sabemos que los elementos que se hallan



Capiltulo &,

nte nuestra vista estan relacionados mediante una

o

ie de propiedades de forma qgue son algo mas que

L’J
"S

simples lineas v puntos, aon la representacidn de

planog, caras, aristas, etc.

Imaginemos gue tenemos una piramide irregular de
plastico de un tamafio tal qus nos cabe en la mano,
v nos  interesa saber gque tipo de triangulo exists
cada cara, ea obvio que para verlo g r
pirdmide en nusstra mano hasta que la cara escogida
quede ante nuestra vista de forma gque podamos
apreciar su forma, gi ademas queremcs medir sus
lados, manteniendc la cara en direccidn a nosobros
apoyaremos una regla graduadada sobre dicha cara y
poniégndola sobre cada arista de la pirdmide las
mediremos. Seran estas las operaciones que
realizaremos cuando queramos obtener informacidn ds
las proyecciones de una figura. Variaremos la
direccidn de proyvecoidn de forma que una Ccara nos
quede en verdadera forma, y serd sobre esta
proyeccidn que mediremos =us lados obteniendo  su
verdadera magnitud. Egta operacidn serd la qus
reallizaremos en nuestra geomsetria informatizada, ¥
es de hecho, conceptualmente, la equivalente a otra
operacidn que ya hemos utilizsado anteriormente: &1
cambio de plano de proyeceidn. Ademdsz de a esta
operacidén sustiuvird, como varemos, a los abatimien-

tos y logs giros.

Abatinientos.

Flanteémonos =1 problema de hallar la verdadera

magnitud ¥ forma de un poliligono.
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Capitulo 3.

DYI

2
!
A </‘D'
°<I
3i estamos trabajando en Diédricao, de ezte

poligono tenemos dos provecoclionss, ninguna de
cuales, generalmsnte, cumple -con la condicidn de
as

darnos inmediatamente la informacidn gque necesita-
mos. Bn el espacic el pollgono = sncushbra con-
tenido en un plano, vemos que es el hescho des
proyvectar ortogonalmente a los planos de proyeccidn

lo que nos da una imagen deformada del poligono en

I

cada vista. 851 lo que hicieramos fuera "posgar' el
poligono, por ejemplo, sobre el planc horizontal de
referencia no normalmente a dicho plano sine gi-
rando €1 plano en donde se encuentra el poligono,
alrededor de la recta de interseccidn de ambog
planos, obtendriamos =obre el planc horiszsontal
exactamente la misma figura que LTenemos en el
espacio. La operacidn que hemoz degcerito se llama

abatimiento.

[\
~3

i
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Capitulo §.

como sistema de proyecelidn &3 muy

perc s muy Gtil como  ayuda como hemos
problema radicard, ahora, sn la traduc-—
de dicha 0 23 en Como

operacion,
a

s dos proyecciones del

aplicaciones:

obtener su verdadera magnitud por
Vamos a esbudliar esta problemdtica
con los gsiguientes casos:

-  "Abatimiento"” de

unh punto (1).

-  "Abatimiento" de

una recta.

~ Abatimiento de una

forma plana.

— Abatimiento de un

circulo.

- Angulo entre dos

rectas.

- Angulo de una rec-—
ta con un plano.
dos

- Angulo entre

planos. Plano bisec-

tor.



Capltulo 8.

Ahatimiento de un. punta.

El ejemplo planteado anteriormente de hallar la
verdadera magnitud de un poligono haciendo uso del
abatimiento, se podria resaolver abatiendo htodog los

puntos que lo definen, aunque, de hecho, no geri

cf
ll-

cld
t

nuneca totalmente asgl, noz =sirve de  Justifics Tel

@ .«L‘
(T

para sstudiar como abatiremos un punto del qu

nemos sus proyecclones diédricas.

Supongamos que queremos abatirlo sobre el plano
horizontal, y que el punto A se encuentra socbre un
plano determinado m; hemos dicho anteriormente que
abatir un plano sobre otro ss el resultadc de ha-
cerlos coincidir girandolos alrededor d& su rechta
de interseccidn, normalmentse se le llama charnela a

esta recta:
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¢

A describird una circunferencia de radio =zu
distancia a 1la charnela, vy centro la interseccidn
de una perpendicular trazada por &1 a dicha recta
de interseccion. Al abatido de 4 ls llamaremos A,.
En digdrico, lo que tenemos son  las dos  proyvec—
ciones de A, A’ y A", v las trazas del planoc donde

se esncuentra 1 punto:

Para hallar AL, TrBconocemos en la traza horizontal
de 7 a la charnela alrededor de la cual abatiremos
el punto. Ay AO ge encuentran en un planc psrpen-—
dicular a dicha charnela, 1o que nos permite ss-
tablecer un primer lugar geométrico de donde pusede
estar A,. Nos faltard realizar el arco de circun-
ferencia de radio v, para acabar de definir el
abatido de A. Similarmente a lo que teniamocs cuando
allédbamos la distancia sntre dog puntos de  una

is
recta, de hecho e3 la distancia entre dos puntos =l

)
-3
0



Capltulo 3.

radio que estamos buscando, podemos girar el tridn-
gulo que se forma en £1 plano perpendicular a la
charnela, v mediante consulta del desnivel h en el
proyeccison vertical de &, obtendremos el valor ds
dicho radio. En el dibujo previo se indica en que

forma usamos la informacidn del radio.

1]

Dado que 21 razonamiento es idéntico para  un

[i

prlano paralelo al horizontal de referencia, podemos
hacer =1 abatimiento alrededor de una horizontal

(aceptemos lo impropio de la expresidn}:

"
K
n L
hA' i )
Ao
of

El hecho de realizar los abatimientos alrededor
de cualquier planoc paralelo a los de proyeccidn es
lo que hace muy operativo a este sistema de hallar

verdaderas magnitudes.

Omitireé el referirme al Sistema Awonometrico por
1

su extrema complejidad, no obsbtante contemplemos
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o
e
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o
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como podemos gustituir la operaclon que acabamos de
realizar mediante gl uso de 1a Informatica.

Supongamos Jue tenemos en pantalla la re-—

\

1

4

i
tf

presentacidn de 1a proyeccidn de log Gbres  sjes

coordenados  due nos definen un sistema Axo-

ot
¥y
pnd
[
\]
(_‘_
I
|

nométrico, sobre la cuperficie de la pan
nemos un  cursor, representadoc por dos segnentos
perpendiculares en el sentido bidimensional, que
podemos gobsrnar mediante teclado, ratdn o tableta,
que se mueve segin tres direcciones paralelas a las
proyecciones de 1oz ejes. Con dicho cursor defini-
mos un plano ¥y sobre &1 un punto. QUeremos realizar
un cambio de proyeccidn de forma que la pantalla
pase a representar las dog dimensiones del plano
definido, no nos importa ahora como. En la nueva
proyeccidn &l cursor sSe movera magtin dog  dirsc-
ciones perpendiculares, scuales seran ezstas direc—

ciones?.

3 DINECUONES e

2 DIRGCLAONE Y

_%_
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Capitulo 3.

21 se tratara de un paso de la wvista axo-
meé

i

nométrica a cualquisra de lag digdricas, tendrilamcs
la ayuda de que en 'ualqulpla de estas vistas te-
nemnos las provecciones de los ejes coordenados que
nos dan una referencia, y ademids tenencs la infor-
macidn suplementaria del punto de interseccion de
los ejes, tanto cuando se proyvectan en tres como
cuando lo hacen =n dos, e3 el punto (0,0,0). Nada
de ezo ocurrird cuando la pantalla represente a un
plano cualguiera, en este caso no 235 de gSran ayuda
el tener graficamsnte representadas lag proyec-—
ciones de los tres ejes, ni tampoco podemos saber
donde e encuentra el origen de coordenadas, hemos
de preveer algo especlfico para nueshtbro plano.
Aseguramos anallticamente que el Cursor s& mueva

sienpre en puntos cuyas tres coordenadas cumplan

continuamente la ecuacidn del plano al que
ertensecen. Sobre este planc debemos definir dos
direcciones perpendiculares de referencia, parece

obvio gque una sea la de las horizontales del plano.
S5i lo hacemos asi, es obligado aque la direccidn
perpendicular sea la de las rectas de wmaxima pen-—
diente (r.m.p.), ya que una de sus propliedades es
ser, precisamente, perpendiculares a las horizon-—
tales. Queda‘por decidir si es necesario que exista
un punto de referencia independiente de los elemen-—
tos que se encuentren en dicho plano. En =1 caso
que nog ocupa, en 1 que sdlo btenemos un punto en
Juego parece ser necesario. No hemos de dejar de
observar, sin embargo, due éste no serd el caso mis
usual v habran otros puntos y rectas que habran
sido "arrastrados” en el cambio. Suponiendo ques el
programa estd digefiado de forma aque la identifi-

cacidn alfanumarica de dichos elementos se conserve
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Capltulo 8.

en dicho cambio de punto de wishba opcionalmente
(2Yy, no nos sera dificil reconocer la pozicldn re-
lativa de losz slementos due s&8 sncuentran en &1
plano. 51 a pesar de =11lo queremos gque haya un
punto de referencia que nos identifique =1 plano,
gdate debe de ger la proyvecoldn del origen de coor-
denadas, en la direccidn de la normal al planoc, so-
bre dicho plano Op. Serd por este punto por sl de-
beran pasar los ejes coordenados del plano en
cuestidn. El szentido de dichos ejes no ofrecerd
ninguna dificultad dado que el versor normal ha de
ser perpendicular a la pantalla, dicho sentido debe
ser antihorario, luego creceran los valores numéri-
cos sobre los ejes hacia la derecha y hacia arriba.
No obstante lo dicho anteriormente, no es probable
que usemos un cambio de sistema de proyeccidn para

determinar un punto por coordesnadas, sino que lo

gue haremos es ejecubar dicho cambio para asi poder

trabajar geométricamente en 2D, ¥ posteriormente
traducir dichos resultados graficos al axonométrica

usual de trabajo.

Como tributo a la geometrla tradicional ¥y para
tener una sencilla identificacidn de cual de las
dos rectas paralelas que tenemos en pantalla s una
horizontal ¥ cual no, podemos representar la r.m.p.
por una linea doble, mientras que la horizontal nos
vendrd representada por un recta de trazo zencillo.
Para la obtencidn de O, serd necesario tener imple-
mentado el procezo de interseceidn de un plano con
una recta  pasando por el centro de coordenadas con

la direccidn de la normal al plano.



Abatimiento de una. recta.

Si consideramos gque una recta nog  viens definida
por dos puntos de paso, abatir una recta congsistird

en abatir dos de s30s puntos, veiamoslo:

En el dibujo de la figura no hemos hecho nada nuevo
respecto al apartado anterior ni de hecho ha sido
necesario, dado ] caracter genérico que tiene esta
exposicidn. De todaz formas puede ser interesante
ver que existe una forma mas elegante de realizar

la operacion de abatir una vrecta (hago hincapié en

[

otz
lo poco afortunado de la expresion nusvanente

3]
0
(o]



Capiltule 3.

para ellos wvavamos al dibujo que nos representa sl

problema en el espacio:

fo

PH -

Como la recta r se encuentra en el plano w, ¥ la
charnela es de la interseccisdn de los dos planog: r
v la charnela se cortan forzosamente en un punto W,
W es un punto doble, entendiendo por tal gue coin-

cide con su abatido W De lo anterior se infiere

o
que 21 podemos  encontrar  facilmente este punto
comdnn entre el plano que e abate v el planc sohre
el que se abate, nos bastara abatir un sdlo punto

para hallar la abatida de una recta.
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)(H

El punto W tendrd importancia en el apartado si-
guiente cuando hablemos de las figuras planas, como

ya veremos.

Al igual que en el caso del punto, el aba-
timiento puede realizarse sobre cualguier plano
paralelo a los de proyeccidn:; en la figura se ha
resuelto =21 problema de determinar sl extremo de un
aegmento de wmagnitud dada del que conocemos dicha

magnitud, su sentido ¥ uno de los puntos.
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Lind
fde

A“ h”A

La solucidn
nada a 1a comentada
tendemos resclver

ha propuesto

analitico-informatica no difier:
en el caso d

el
el mizmo ejercicio simple gqu

0
I

I

{n

punto. 81 pr
e

sSe

en la Gltima figura, =se constata, una

vez mas, 1a necesidad de poder alargar y acortar a

voluntad segmentos

dadas
deade

a que

punto

por el contexto

YA

en funcidn de las condiciones

sea de forma grafica o

teclado, previa seleccidn mediante cursor de

lado del segmento ha de crearse el nusvo
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Capltulo 3.

Igual gue . haclamos al empezar 21 apartado dedi-
cado al abatiniento de una recta, aqui podewmocs de-
cir que una forma plana estd formada por una sserie
de vértices, abatiendo cada uno de =llog ¥ unigndo-
los ordenadamente tendremos resuslto el problema de
obtencidn dal abatido de dicha forma., Mo ez conve-
niente hacer gsistemdticamente este razonamiento,
cierto por'otra parte, pues podrlamos comster srro—
res dificiles de descubrir a poco que la figura que

nos ocupe sea compleja.

En este punbo de la exposicidn muchos  libros
pasan & hablar de 1la afinidad entre las proyvec-
ciones ¥y los abatimientos, como, hasta agqui, no me
ha sido necesario introducir la Geometrila Proyec—
tiva, no veo que sea e3te el momento de recurrir a
ella. FPlantefgmos las propisdades que vamos a comen—
tar como simples instrumentos que nos permiten ase-
gurarnos de la bondad de los resultados cuando es-

tamog reallizando un abatimilento.

Hemos visto gue en cada recta que se ababte sexisg-
te un  punto que permanece invariliable, lo podremos
hallar en cualquier momento prolongando una recta
proyectada v su abatida, dicho punto dsbherd en-
contrarse sobre la charnela. La segunda condicidn
que usaremos exhaustivamsnte, es el hecho de que un
punto proyectado ¥y el correspondiente abatido se
encuentran sobre una perpendicular a la charnela.
Usando las dosg propiledades comentadas, tendremos
elementos de comprobacidn de gque lags operacionss

que estamos realizando son correctas, pudiliendo in-

[a]
co
~J




Capituls 8.

alarlas con la obtencildn wecianica de los puntos

rea
mediante 1la diferencia de alturas.

Li¢
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Supongamos gue en la figura anterior lo que se
prgtendia era hallar el area encerrada por las
cinco lineas, con 21 sencillo procedimiento de un
abatimiento hemos encontrado dicha medida. HYPATIA
debe resolver el mismo problema mediante &l canmbio,
de direccidn de proyeccidn, zin tener qus sncontrar
relaciones entre una proyeccidn v el abatido de 1a
figura real, lo que nos da el programa es la ver-—
dadera magnitud v verdadera forma de la figura

o

plana en  cuestidn con los mismos presupusstos que
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!

en la Geometria Descriptiva, deben estar definidos
log cinco lados del poligono a abatir, mediante la
orden CAMBIO DE PUNTO DE VISTA.

A efectos pedagdgicos no creo que la  opelidn
informatizada quede en mal lugar frente al proce-
dimiento actual, en este Altimo, siempre hablando
del sistema Diddrico, nusestroz razonamientos nos
han de 1levar a escoger que plano hemos de abatir,
para a continuacidn snzarzarnas en la obbtencidn del
abatido perdiendo, es ldgico, un poco de la pers-
pectiva de por que estamos haciendo dicho cambioc de
plano, sobre +todo i dicha operacidn no =5 sl fin
ltimo de nuestro sjsrcicio gino un paso intermnedio
an su  desarrollo. 81 el calculo de la wverdadera
magnitud fuera el motivo de nusstras operaciones
bastaria con hacerla aparecer sn pantalla ¥y a con-
tinuacidn hacer un voleado de la misma en imprssora
o mejor aun en plotter. Cabe agul preguntarse por
el papel de la representacidn sobre papel de un re-—
sultado, hasta aqui el principal uso de dichas
copias era la consulbta pero no se exclula el mani-
pularlag dado el casco. Ahora la proyeccidn que nos
dara el plotter (3) =zerd un Axonométrico del que an
repetidas occasiones hemos criticado su falta de
operatividad frente a lo espectacular de su com—
prensibilidad. Hay aque preveer, a mi entender, que
la presentacidn de resultados se hard cada vez mas
con €l mismo ordenador de forma que se puedan ir
manipulando las vistas con el objeto de ir
aclarando puntos oscuros, mientras que las coplas
en papel gquedarin un poco como una repressentacidn a
la que 'se harda poco ocaso (en cierta forma, algo

rarecido a lo que ocurre actualmente con las repre-
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jid

canicas, la mayvor parte de ellas stmar—

marcables), a menocs que una vez concluide

la molestia de hallar todas

, nogs Ltomemos

Jque preveamos gue son intsresantes y lag

La posibilidad de gque un proyecto

entregue directamente en un diskette con

que 1o ha confeceionado en una versidn

pecialmente para realizar consultas, no
ea muy descabellada.
ento.de.un.circuls.

hemos usado la operacidn de aba-
ara hallar, biasicaments, la verdadsra

g figuras planas; de paso también hemos

verdadera forma,
1o

(=391

pero no era primordial

nte =i serd, cuando intervengan log

cr

-l

onternid forma planaj. 5i

el

una

(S5} A

-

nos
manejar circunfersncias, el pfoblema
e proyechte como tal
lo  hara

gque nos moveremos para hallar

circunfersncia

improbable, normalmente cOmo

forma en

momento  loz slementos necesarics  para

rrectamente una elipse, ez paradigmatica

o con proyeccionss de un cuerpo espacial,

cunferencia es una ra plana, por lo

encontrard formando de una de las
sdlidos

gse plano

laos iar

-
¥

corn 1os trabalj

de la

proyecte como

1= SMOSE, S

g
cara de forma que la
tal.

er
1cia se
1a

la proyeccion

De esa vista
d

correspondiente.

informacidn

I'-r,,

necegiria para dal

smo proceso  que tendriamos en un
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ct
]

2jercicioc como el sigulen dados tres puntos A, B

3 by

v C, encontrar la provecclidn diddrica del hexdgong
g

ular de lado AC:

i}

!

re

N

A, B v C nos definen el planc sobre sl que debe en-
contrarse el hexdgono, AC lo vemos en proyecocidn
por lo que aun no tenemos la magnitud del lado de
dicho poligona, abatdmos =1 plano definido por los
tres puntos, ¥ con &1 AC, ADCO ez 21 valor del lado
buscado, construyamos en dicho abatimiento el hexd-
gono pedido y desabatamos log siguientes puntos,

Egste ez el proceso que segulremosz con la circunfe-

291



(@]
e
o
e
ot
=
}....1
C
o

rencia, con alguna pequefia difesrencia  debido al

caracter de curva de é&zta.

Considerando gue g1 tenemos de una elipse sus
ejes yva la podemos dibujar, y aue la informacidn an
nuestro poder es el plano que la contiene, las co-
ordenadas del ecentro vy el radio de la circun-
ferencia. Procedamos a abatir dicho plano ¥ con &1

r—

fode

el centro, dibujando a continuacion la o

cunferencia en cuestidn. Sabemaos que la proyeccidn
de cualgquier par de didmetros perpendicularses nos
dard doz didmebros conjugados, ¥a podriamocs, con
tatos, dibujar la elipse, pero hemos dicho qus lo
resolveriamocs a partir de log ejesg; recordando que
#3tos no Son mAs due un par de didmetrog conjugados
perpendiculares, veamocs de congegulr un par de
dizmetros de la cirocunfersencia que oonssrven la

perpendicularidad al degsabatirlos.

Hemos visto anteriormente que &1 abatide de un
punto ¥ &1 miszmo se encuentran sobre la perpendicu-

lar & 1la charnela, consecuentemente si tenemos un

L

diametro de direceidn pervendicular a dicha recta,
podemos asegurar que su direceildn dezspuss del aba-
timiento segulird siendo perpendicular, aungue  no
podemas afirmar dque el tamafic zs congerve, {(de he-
cho sera menor), i dibujamos el didmetro verpen-—
dicular al que hemos hallado, serd ldgicamente para-—
lelo a 1la charnela. Por la propiedad que hemos co-
mentado anteriormente de que existe en toda recta
un punto gque no varla en un abatimiento, vemos qus
en este caso dicho punto es el imprdpico de la recta
y la charnela, concluimos gque su abatida serd tam-

bién paralela a la charnela, ¥ como sus exbremos

of
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los hallaremos por sendas perpendiculares, nos en-

contramos que =1 tamafio eg sexactamentse =1 de un
difdmetro de la circunferencia; hemos obtenido =1
aje mayor de la elipse, siendo, légicamentes, 1z

J
otra recta hallada posteriormente ez el ejs menor.

O(”
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Con esta operacidn tenemos resuelta la obtencidn
de una de las proyecciones de la elipse, para
hallar la otra tenemos dosg opciohes: repetir la
operacidn con el otro plano de referencia o pagar

la informacidn de los ejes a la obtra vista con lo

que obtendremos diametros conjugados a partir de
los cuales también podem dibujar la odnica.
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Remarquemocs gques  en ningdn momento hemos tenido en
cuenta la opecidn de hallar la =slipse zencillamen
por puntos, considerando qus de

gono de  infinitos ladoz ¥, consecuentemsnts, vér-
tices. Veamos cual serla 1 procesgso.si hicieranos
esta consideracidn., Pensemos que primsro deberiamos
escoger un  punto sobre una  circunferencia, com—
probando que se encuentre precisamente a la distan-
cla exacta del centro, por ejemplo, ¥y este punto 1o
degabatimos ¥ posteriorments imponiendo que se en-—
cuentra en €1 plano abatide hallamos su  obtra
proyeccidn., El proceso ez laborioso vy fuente de
errores, ¥y ademiAs jcuantos punbtos son nescsesirios
para considerar definida correctamente la cdnica?,
¥y sque ocurrird i1 gueremos realizar operaciones
con ella tales como cortarla con uwuna recta o
trazarle tangentes por un punto?. Para responder a
todas estas cuestiones hemos optado por hallarle
log esjes a la cdnica, dado que existe todo un
bagajs geométrico gue nos  permite resolverlas

=01
puntualmente

Paradd jicamente la versidn informatisada del
problema, es Jjustamente la contraria: una circun-—
ferencia. o una elipse es congiderada como un poli-
gono infinito. Con esta copeidn ze resuslve zdlo uno
de los problemas que nos plantean los circulos en
proyecciodn, Mediante &1 cambioc de puntoc de vistba
escogemos aquella proyecclidn en donde la
circunferencia ge ve como tal, se define y se alma-
cena como una matriz de gran ndimero de puntom, de-
rende de la definicidn de la pantalla, obtenidos
todos mediante girog iguales a partir del centro,

aungue sin  dibujar los radios correspondientes.
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Cuando se vuelve a la vista en que la circun-—

ferencia no ze ve como tal, todog loz segmentos, no
representados  graficaments, sufraen las deforma-

ciones que nos definen la elipse deseada.

©
0

Podriamos decir que algo tan sscurridiso como el
dibujo de conicas, mediante la Geomebtria In-
formatizada lo tenemos resuelto casl sin pensarlo,
mediante el mismo software que nos permite pasar de

una vista a otra automdticamente. Chbr

o

coga seri
cuando lag elipses, o cdHnicas en genéral, no Sean
una molesta ‘proyeccidn de una circunferéncla sino
exactamente cdnicas definidas como tales en planosg
determinados ¥ sobre las que queremos realizar ope-
raciones algebraicas, definirlas mediante una serie
de condiciones, etc. Dado que, por definicidn, lag
chnicas son curvas planas, su estudioc no corres-—
ponde a ssta parte. No serla ldgico, sin embarg

O,
no  tratarlas con algin detenimiento dada 1la



importancia de su estudio. 88 da la circunstancia
de que no exisbte ningdn paguete comercial que 1l
dedigque su atencidn, aparte de a lazs elipses ¥ con
algunos matices que serdn comentados an su momento,
v ello pucde ser debido a que los programadorses les
guada auh la rémora del caracter sscurridizo, como
he diche antes, de su mansjos. Precisamente la In-
formatica pusde hacer un gran gervicio para ajyudar
a perder la prevencidn gque ze ha tenido por las
cénicas. Ya Apclonlo (nhacido aproximadanmsnts 260
afios antes de Jesuocristo) dedicd mucho espacico en
sug obras a su estudio, a pesar de ello, es dificil
gque, en nuestros dlag alguisn recurra a ellas para
buscar soluciones mientras que los matemdbicos an-
tiguos 21 lo haclan con toda naturalidad {(4). EL
estudio de las cdnicas ha sido uno de log objstos
de estudic preferentes del dque suscribe, habiendo
logrado escribir, en colaboracidn con Xavier Codina
i Mufioz (5}, un programa que permite resolver al-
gunos de los problemas fundamentales tanto de
creacidn como de manejo de conicas. Dicho programa
ha gido probado sobre unos grupos plloto de alumnos
de primer curso de ingenileria. Un comentiarioc des di-
cho programa, su egstudio, =laboracién y desarrollo
puede encontrarse en 1 papitulo‘de conclusiones de

egta tesis.
Aplicaciones. de los. abatimientos.
Angnulo entre dos. rechas.
El problema que vamos a contemplar es el des

hallar la verdadera forma del angulc formado por

dos rectas gque se cortan en  un punto. Como dicho
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par de rectas, por el hecho de cortarse, definen un
plano, supongamos que tenemos el problema planteado
va en 2808 termines: dos rectas ¥y un punto con-—

tenidos en un plano.

L

Sl

. So

0

Como hemos visto a lo largo de egte capltulo, el
abatir las dogs rectas viene simplificado si hacemos
ugo de los puntos de interseccidn de las rectas con
la charnela, 2l hecho de ser estos puntos dobles
nos simplifica el problema, ya que =dlo nos hard
falta hallar e1 abatido del punto de interseccidn
para tener completamente definido =1 abatido del

dngulo. Ademads de medir &1 angulo podrilamos hacer
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alguna operacidén con 21, como dividirleo en partes
iguales, o trazarle la bisectriz; para no complicar
el dibujo optemos por esta dltima posibilidad. Una
vez trazada dicha bisectriz, gdlo nos ez necesirio
saber en gque punto corta a la charnela, dado que el
otro punto es el de interseccidn de laz rectas,

para tenerla completamente definida.

Informaticamente =1 problema no repregenta
ninguna novedad, a fuer de ser sinceros tampoco lo
representa en el caso tradicional, dado que una vez
hecho el cambio de punto de vista el problema queda
reducido en un problema de 2D, y podemos recurrir a
los programas previstos a tal efecto, o en su de-
fecto a  lag macros due en  funcidn de nuestrog

intereses especlficos creemos (6},

31i lo gque deseamos es una consulta independiente
de su representacidn grafica, nmediante cialeoculos
analiticos implicando a los cogenos dirsctores de
las rectas, siendo éstos log cosenos de los Angulos
ague forman staz con los ejes coordenados, la reg-
puesta literal ez inmediata. Dado que podemos
obtener el wvalor del angulo de forma sencilla,
analilticamente, también de la misma forma podrlamos
hallar las particiones que nos convengan. Al igual
que existe la posibilidad de, en 2D, trazar una
recta paralela a otra, en principic del mismo
tamafio, podemos programar el  trazar una recta que
forme un angulo dado con obra por un punto de ésta;
posteriormente podriamos prolongar o acortar =1

resultado.
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Capitula 8.

Aplicacidn ds 1o anterior serla la imple-
mentacidn inmediata de la  funcidn bhisechbris, una
vez obtenido el valor del angulo formado por dos

rectas.

Angulo entre una rechta. y. un. plano.

4 diferencia del egtudico del angulo aus forman
dos rectas, en donde gin ninguna dificultad
podiamcs introducir la determinacidn de su bisec—
triz, en el caso de angulo de rechba ¥ plano, e8 me-—
nester preveer, antes de acometer su obtencidn, =1
motivo de 1la consulta. 8Si golamente nos interesa
conocer el valor de dicho angulo, resolveremos su
determinacidon de una  forma diferents, aungus
complementaria, de como lo haremog si egtamos in-
teresados en operar con dicho Adngulo, para obtener,

por ejemplo, su bissctriz.

Ambos métodos tienen la misma raiz tedrica, el
Angulo que forma una rectba con un plano, eg el qus
existe entre dicha recbta ¥y su proyeccidn sobre el

plano en cuestidn:

Qo -




Capltulec 3.

La definicidn implica encontrar la intersecceldn
de la recta con el plano, para obtener uno de los
runtos que nos determinaran la proyeccidn de= la
recta sobre 21. El obro punto que nos definird la
recta proyveccidn serd 2l obtenido como intersecoidn
con el plano de una perpendicular, a &1,
cualguiera que tenga su  origen en  la recta. Ob-
servemos que =i el Angulo buscado es &, ] Angulo
formado por la recta dato y la perpsendicular al
plano vale 90-%, por lo que si lo que nos interess
3% s8d0lo &1 valor de dicho angulo =1 ndmero de ope-

&

simplifica, vedmoslo:
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Capltulo 8.

Sea r la recta ¥ m el plano respecto al que gquers-
mos hallar el angulo, uwusando la versidn simplifi-
ocada, nos bastard hallar &1 Angulo que forman r 7
cualauier recta perpendicular a 7w por un punto de
dicha rescta. Tracemos por A4, un punto cualgquiera de
r, una perpendicular a W, nos bastard, como hemos
visto anteriormente, «que las direcciones de las
proyeccionses de la perpendicular p sean perpen-

diculares a las trazas de 7.

p ¥ r, por el hecho de cortarse en A, definen un
plano B del que podriamos hallar sus trazas, lo gqus
no es necesario, pusg ya hemos comentado mas arriba
gue para realizar un  abatimiento, que es nuesthro
objetivo, podemos USAr un plano paralelo al
horizontal, dicho planc cortard a las rectas que
definen a B segdn una horizontal, ¥ zerd alrededor
de ella que realizaremos <1 ahatimiento. Nog bas-
tard abatir A, ya aue tenemos los puntos dobles del
abatimiento en los de interseceidn con la hori-

zontal.

Si lo que pretendemos es hallar el angulc en
verdadersa posicidn ademds de en verdadera magnitud,
al proeceso se complica. Al igual que en el caso an-
terior por un punto A cualquiera de la recta r,
trazaremos la perpendicular al plano, pero misentras
que en el caso anterior tenlamos suficiente, agquil
nos interesard encontrar sl punto I de interseccidn

con el plano w,
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También serd necesiario encontrar el punto T de in-
terseccion de © con 7. Las rectas unioen de T e I ¥
de A v T, son las que forman el angulo gue buscamos
{mediante el proceso habitual de obtencidn de di-
chos puntos, apoyvandonos en el uso de  planos
proyectantes habitual). El problema aqueda reducido
al caleulo del Angulc gus forman dog rectas que se
cortan en el punto T, ineludiblemente deberemos
hallar 1 plano que forman y abatir el anguloc for-

mado para hallar el valor de su magnitud.
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Capiltul:

Serad T el punto qus ababirsmos, ¥ serd a partir
de T, desde donde encontraremos la Dbisectriz que
nog hablamos propussto hallar {(operacidn qus omito

en aras de simplificar el dibujo).

Analiticamente el Angulo snbre una recta ¥ un
plano es el complementaric del formado por la recta
¥ la normal al plano, lo gue, de hecho, s una tra-
duccldn exacta del primero de los dog casos comen-—
tados mds arriba. Distinto gerd cuando queramos ver
graficamente diche Aangulo, para, posteriormente

realizar operaciones con el.

Llegados a este punto se plantea la cuestidn de
i deben estar todas las operaciones implementadas
o, por el contrario, tenliendo el bagaje tedrico
necesario ¥ lag herrvamientas 1ntormnt1“ ag  gufi-
cientes dejar gque el usuario las manipule
oonvénientemente con  arreglo a sus fines. La con-
sulta del anguloc de wuna recta con un  plano con-—
sidero que puede ser una de las funciones implemen-
tadas, pero el poder hallar una recta que pase por
gl punto de interseccidn de otra con un planc ¥
fbrme con dicho plano un angulo gque sea determinada
fracecidn del que forma la otra recta con dicho
planeo, considero que es algo gque debe ger obtenido
mediante una serie de operacliones realizadas por el
usuario. 5i dichas operaclones, posteriorments, son
consideradas interesantes para una determinada ope-
racidn, pueden ser programadas sn forma de macro.
Paraddjicamente esta conclusidn =3td  en congondn-
cia, a pesar mio, con las carencias expresadas res-
pecto a la no implementacidn del ciAleulo de 1la

bigsectriz en los paguetes de 2D.
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Caplituls 3,

Angulo.de. deos. planos. Plano bisector.

Al igual que en los casos anteriores de angulos
entre entidades del mismo género o de disgtinto
género, =1 Angulo entre dos planog pusds  con-
e de formas distintas en funcidn de para
que gqueramos dicha informacidn; =i sdlo ze Lraba de
hallar su  valor atacaremos el problema de una ma-
nera determinada, mientras gque =i el objetive a
congeguir es la obtencidn del planc bigector el en-—

foque es totalmente distinto,

Empecemos por esta gsegunda opcldn que es la mas
lo

tradicional, para el recurramos a la figura:

Sean % v B losg planos a los que hemos de hallar
su plano  bisector M. Dos planos giempre de cortan,

llamemos i a dicha recta, para ver la magnitud del
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angulo que forman log zvlanos, e corta & anbos por

un plano perpendicular a i, w, en donde veremos la

magnitud del angulo, guse serd 1 formado por las

W

rectas de interseccidn de =y R con w. 3obre el
planc m obtenemos la bisectriz del dngulo formado
por los planos, dicha recta b, Jjunto con la char-
nela i definen =1 plano I bisector buscado.

El ntimersc de cpsracl

l

i
wl
¢
ot
4]
<
(W]
ja
=

nes a realizar

H

L ]

O
t . ordsnadaments,

;‘.1
apliquémoslas, no obsta

La figura superior se ha obtenido siguiendo paso

a paso el razonamiento previo. Como se puede ver la
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complejidad =3 grande, a pesar de habser usado e1
minimo de ope ibhle {(z2e ha trabajado sdlo

r i
en la proyaceclidn horizmontal, +tanto para hallar e1

8i por el el contrario, sdlo nos interesa o1
valor puntual del angulo entrse los dog  planos,
podemos Lrazar por un punto cualguiera sendas per-~-
pendiculares a los planos % ¥ B, el anguloc de essas

perpendiculares nos dard la magnitud que buscanos.

Aplicando lo dicho al Sistema Diédrico ten-—

dremos:



Capltulo Z.

X

Si nos interesara conocer el valor desl dangulo
que forma un plano con los de proyeccidn, basta con
considerar uno de éstos como &1 segundo de los
rlanogs del caso general, la recta de interseccidn
t

serd una de las

o =
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Capitulas &,

Dado que loz planos nos vienen definidos por sus
varsorss, serd el angulo guse formen dichos versores
el que formen log planos, ez de esta manera gue
nuestro  programa HYPATIA nos contegstard a la
pregunta del wvalor del angulo esntre dos planosg da-

dos.

8i 1o que nos interesa es hallar el plano bi-
gsector, el caso eg distinto. No wale, agqui, sl ar-
gumento de guse a3 probable gue sea mejor dejarlo en
mancos del fubturo usuario, dado gue es una cons-—
truccidn muy concreta, de hecho ge trata de un caso
de planc que forma un angulo determinado con otros
dos ¥y ademds debe contener a la recta de interasec-
cidn de dichos planog, pogpongo, puss,  SU0 oo-
d &

an
mentario a haber estudiado ese caso general.

4]

(1) Mo es correcto hablar de abatir una recta o
un punto, ya que 1o se abate gsiempre es un plano.
Se acepta la expresidn por la facilidad de uso ¥y

comprensidn del concepto gus snel

Wit
W

rraE

NG

(2) Este es un punto de extrema dificultad pues
existen dog formas de atribuir cardcteres al-
iociindolos a  un

de

a
inconvenientes.

fanumericos & 1oz elementos: ASOC

nivel o independientemente de ézte, Cualquier
las dos opciones ftiene ventajas e

El asociarlcz =@ un nivel, nos permite eliminarlos
en el wmomento gus nos convenga, pero tiene el in-
conveniente de que el eoncepto de nivel va muy in-
timamente ligado al de 1la vista en que se definen

log elementos gque estdn contenidos en &1, ¥ puade
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Capitulo 3.

darse el caso de que al cambiar de vista log carac-
teres queden en la pogicidn anterior. 81 contbraria-—
mente egcogemos los caracteres independisntes del

nivel, no podremos en ningdn momsntbo hacerlos dega-—-
rarecer de la pantalla. Obviamente la solucidn as
que 2atén  agociados a un nivel ¥y gque al canbiarse
de punto de vista, la estructura interna del nivel
haga lo prépio. Algunos programas comerciales ya lo
han resuelto.

(3) Es menester tener cuidado con ascciar plo-
thter e impresora, normalmente ézta nos da dos res-—-
puestas graficazs: el voleado dirscto de pantalla,
muy grosero de apariencia, ¥y un voleado programado,
que tiene una apariencia mejor que ademdsz elude la
iconografia del programa con que s ha creado. E1
plotter, sn principio, estd previsto para resulta-—

dos mads austeros v de gran precisidn.

(4) Véase =1 uso gue hace Pappus des la hipdrbola
ver el problema de la triseccidn., Carl

1
Einas 243, 244 y 245, Obra citada an-
t

(5) La idea bAsica partid de Francesc Compta 1
Gonzalez ¥y fue indispensable &1 apoyo ldgico, ¥

logistico, de Jordi Mestres 1 Sarda.

(6} No he encontrado ningdin programa, entre los
consultados, que tuviera implementada 1a funcidn
bigsectriz, aungue en todos sllos fue posible encon-
trarla, mediante el enlace de varias funciones con-

secutivas.
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