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Q.EEBACI.QME.S. aMAL.IIJ.CAS BÁSICAS.

P. .re..y..ÍQ.

En estos apéndices se tratarán los conceptos

analíticos que nos sirven para resolver la parte

interna del tratamiento de la información, que,

como hemos dicho repetidamente, es puramente

matemática independientemente de la forma en que se

realice el diálogo interactivo. De hecho se usarán

muchos conceptos de la Geometria Analítica tradi-

cional, convenientemente adaptada a nuestro caso.

Aunque el motivo de nuestro estudio es el trabajo

en 3D, es aconsejable empeaar por las dos dimen-

siones, ya que muchos de los conceptos no son más

que una generalisacion de la geometria plana, y

tampoco hemos de olvidar el hecho de que pese a que

estemos representando figuras espaciales, las

representamos en un plano,

.TEAMSEQEMACĴ MES. BÁSICAS EM EL EL.AM.O..

Las transformaciones que vamos a estudiar son:

cambios de escala, simetrías, cisalladuras, giros y

traslaciones.

Supongamos un punto de coordenadas (X,Y),

referido a los ejes de la misma pantalla, con-

siderando el origen de coordenadas el extremo infe-

rior izquierdo del área que consideremos de tra-

bajo, el eje x el que tiene por origen dicho punto

y tiene el sentido hacia el extremo,inferior dere-

cho de la pantalla, el eje y es el obvio, vertical
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Apéndice A.

partiendo del origen. Para manipular estos dos va-

lores numéricos haremos uso de matrices de una fila

y dos columnas, o sea que al punto (X,Y) lo consi-

deraremos como la matria j X,Y¡ ,

Veamos el efecto que se produce en la matris del

punto al multiplicarla por otra matris, cuadrada,

de dos por dos elementos, tenemos un nuevo punto

cuyas coordenadas cumplirán , siendo Xn e Yn las

nuevas coordenadas:

Xn, Y¡ .
A B

A.X+C.Y, B.X+D.YI
G D

veremos a continuación las relaciones entre (X, Y) y

(Xn,Yn), según sean los valores de los coeficientes

de la matris. Dicha matris representa, lógicamente,

una transformación geomètrica arbitrària.

Si damos a B y C, el valor cero, nos quedará:

Xn = A. X

Yn = D. X

hemos efectuado dos cambias... d,e sácala, uno en la

dirección de cada eje coordenado, considerando A y

D distintos. Si A y D son iguales, hemos realisado

una homotecia.

Cuando A y D valen la unidad, el nuevo punto

coincide con el dado, dando el signo conveniente

obtenemos cualquier tipo de s..iinet.r.i.a plana:
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Apènaic A.

A =-1 — Simetria respecto al

eje y.

D ~-l — Simetria respecto al

eje x.

A =D =-1 — Simetria respecto al

origen.

Para las siguientes operaciones, nos hace falta

trabajar con figuras planas, que están formadas por

una serie de puntos; sus matrices representativas

tendrán siempre dos columnas y tantas filas como

puntos definan dicha figura.

Sea un cuadrado unitario con un vértice en el

origen de coordenadas., numeremos sus vértices en el

sentido contrario a las agujas de un reloj, de

forma que el vector normal del plano definido seria

un eje z que "saldría" hacia el observador.

(0,1)

(0,0)
(1,0)

la matriz por la que vamos a multiplicar nuestro

cuadrado, cumplirá A - D =1, siendo B distinta de

cero, por ejemplo 2:
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Apéndice A.

0 O
1 O
1 1
O 1

x O 1

0 O
1 2
1 3
O 1

(0,1)

(0,0)

el cuadrado 1-2-3-4, nos ha quedado transformado en

el paralelogramo l'-2'-3'-4', que se obtiene del

anterior mediante una .Q...ia.al.l.a.d.ur..a en la dirección

del eje y. Para obtener una cizalladura en la di-

rección del eje x, basta con mantener A y D, en su

valor unitario y dar un valor distinto de cero a C,

manteniendo nulo B. Como en el caso de la simetria

si B y C son ambos distintos de cero, tendremos el

caso general de cisalladura.

Algunas p_c.Qp..i.9.da.d.e.s.

Vamos a ver algunas relaciones que pueden de-

ducirse de los valores de los cuatro coeficientes

A,B,C y D, de la matriz de una transformación. Para

ello volvamos al cuadrado unitario con un vértice

en el origen de coordenadas:
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Apéndice A.

1 0 0
2 1 0
3 1 1
4 0 1

x
A B
C D ~

0 0 1 '
A B 2'

A+C B+D 3'
C D 4'

observamos que 2' y 4' tienen .justamente los

valores que nos definen la transformación (más ade-

lante veremos la utilidad de esta propiedad).

A "A+c

Veamos ahora cuanto vale el área del

cuadrilátero 1'-2'-3'-4', refiriéndonos a la figura

anterior, tenemos:

área l'-2'-3J-4'= (A+C).(B+D)- A.B/2-C.D/2-

A.B/2-C.D/2-C.B-B.C = A.D-B.C.

expresión a la que llegamos descomponiendo el área

total englobada, (A+C).(B+D), en ella misma, de la

que se restan cuatro triángulos y dos paralelográ-

mos. Los triángulos son:
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Aperadlos A.

- el que tiene por

lados A y B, de área

A.B/2.

- el que tiene por

lados C y D, de área

C.D/2.

- el que tiene por

lados (A+C)-C y

(B+D)-D, de área

A.B/2.

- el que tiene por

lados (B+D)-B y

(Á+C)-A, de área

C.D/2.

Finalmente, los paralelogramos serán:

- el que tiene por

lados C y (B+D)-B,

de àrea C.B.

- el que tiene por

lados B y (A+O-C,

de area B.C.

De donde se infiere que el determinante de la

matris de la transformación, nos da el área del

paralelogramo transformado del cuadrado unitario,

con un vértice en el origen de coordenadas. Si te-

nemos un polígono de área S, sabernos que el área de
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Apéndice A.

su transformado por una matris de transformación

valdrá:

S' = S . (A.D - B.C)

S.Í.C.QS..JU t.rasl..ac,iones. y.. c.o.o.r.d.en.adas h omog_èn..g;..g,a.

Volvamos al desarrollo expuesto más arriba, veamos

los valores de los términos de la matriz de trans-

formación para conseguir que nuestro cuadrado

unitario efectué un giro alrededor del origen de

coordenadas, para ello supongamos el problema re-

suelto:

sabemos por la primera de las propiedades antes co-

mentadas, que conociendo las nuevas coordenadas de

2' y 4', podremos saber el valor de los coefi-

cientes de la matris de la transformación, de la

siguiente forma:

X2,- A

Y9> = B

X4'
ft

Y4, = D
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en nuestro caso valdrán:

Xo > = eos <r
íli

Y2 ' --sen c-

X^j = sen <r

¥4' = COS <T

de ahí que la exprexiòn de la matris de la trans-

formación quede:

eos T
-sen <r

sen <r
eos <r

observemos que el valor del determinante de la ma-

tris de giro vale 1 (dado que cos^<r+sen^<r=l), lo

que por otra parte es lógico, ya que un giro no

varia el valor del área girada, lo que está en con-

sonancia con la segunda de las propiedades de las

matrices de transformación, que hemos visto en el

apartado anterior.

Hasta ahora hemos resuelto todas las operaciones

geométricas que nos proponíamos mediante el uso de

las matrices. Si lo que nos proponemos es hacer una

traslación, pensemos que esto implica SUMAR a los

valores de las coordenadas unas cantidades que

nosotros determinamos, por ejemplo si estas

cantidades son M y N, queremos obtener:

X' = X + M

Y' = Y + N

no existe ninguna operación con nuestra matris de

dos por dos que nos permita realisar dicha adición.

Para resolver este problema, y otros conceptos que

veremos más adelante, añadiremos un tercer cornpo-
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Apéndice A.

nente a la matriz que nos define un punto, a este

tercer componente, de momento, le daremos el valor

de 1,

El haber añadido una columna a la matriz de

definición de un punto., nos permite añadir una

nueva fila a la matriz de la transformación, veamos

si la matriz T cumple las condiciones de producir

una traslación:

T =
1 O
O 1
M N

su efecto sobre un punto arbitrario (X,Y) será:

X',Y'I=IX,Y, II .
1 O
O 1
M N

= |X+M,Y+N|

que es el resultado que queríamos, aunque ya vernos

que su apariencia no es muy correcta, mientras que

a (X,Y) se le añade la columna 1, a (XJ,Y') no se

le hace lo mismo, además al quedar la matriz de la

transformación de forma no-cuadrada, nos impedirá

hallarle la inversa, cosa que como veremos más ade-

lante nos es muy necesaria.

Para resolver ambos problemas añadirnos una nueva

columna a la matriz T, de forma que la expresión

anterior queda más correcta y "simétrica":

,YM|= : |X ,Y ,
1 0 0
0 1 0
M N I

= | X + M , Y + N |
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Apéndice A,

Vemos que acabamos de representar un punto del

plano, que es una magnitud de 2 dimensiones, me-

diante 3 valores. Trabajamos con las llamadas .C.O..Q.ÏL-

denadas. H.omag.ettS..as., Pensemos que se trata, en ge-

neral, , de saber que un objeto en un espacio de n

dimensiones, puede perfectamente ser representado

en un espacio de n+1 dimensiones. Es, en cierta

forma, la operación inversa de lo que ocurre con la

acción de proyectar donde pasamos de n a n-1 dimen-

siones. Aunque en este caso, la dimensión suplemen-

taria solo intervendrá para jugar el papel de fac-

tor de escala. Asi, en el caso más general de un

punto tridimensional (x,y,2), será representado en

coordenadas homogéneas por (sx,sy,ss,s), siendo s

el que nos da el valor del factor de escala. Aparte

de los motivos que hemos visto en el párrafo an-

terior, existe otra motivación para trabajar con

este tipo de coordenadas: las coordenadas ho-

mogéneas pueden permitir representar las coordena-

das de puntos que de otra manera no podrian ser

representados. Supongamos que trabajamos con un

ordenador o un programa comercial que no nos per-

mita emplear números enteros,¿como representaríamos

el punto (0.44, 0.5, 0.33)?, directamente imposi-

ble, pero escogiendo correctamente el valor de s en

coordenadas homogéneas, nuestro punto pasará a va-

ler (44,50,33,100), que ya es un valor correcto en

nuestra área de trabajo. Imagínemenos, finalmente,

que queremos representar un punto, una de cuyas co-

ordenadas vale 327670000, sabiendo que si estamos

trabajando con un ordenador de 8 bits, el número

máximo que se puede introducir es -32768 o +32768,

el uso de las coordenadas homogéneas es la única

solución.
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Apéndice A,

Mo.yimientos. cuales,g.uier..a,. C.omp.os.ici,òn..

En general, los movimientos a que someteremos

los polígonos de un plano, no serán simplemente un

giro o una traslación, sino una composición de va-

rios de estas transformaciones elementales. Hasta

el momento todos las transformaciones las hemos

efectuado alrededor del origen de coordenadas, en

lo sucesivo, en las composiciones de trans-

formaciones, se hará siempre una. traslación que im-

plica trabajar alrededor del origen de coordenadas,

y una ves ejecutada la transformación desharemos la

traslación, para volver a la posición original.

Vamos a resolver el problema de girai" un polí-

gono alrededor de un punto de coordenadas (Xg, Yg)

un ángulo <r. Para ello cada vértice del polígono ha

de ser sometido a la matris del giro, para la ob-

tención de dicha matris, habremos de efectuar las

operaciones comentadas en el párrafo anterior:

a.- Trasladar el

punto (Xg,Yg) al

origen de coordena-

das .

b.- Efectuar, con-

forme a lo que hemos

visto hasta ahora,

el giro de magnitud
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c,- Deshacer la

traslación inicial,

volviendo del centro

de coordenadas al

punto (Xg,Yg),

El resultado de estas tres operaciones;, será una

matriz que es la que estamos buscando.

La matris asociada a la operación a, siendo una

traslación tendrá la forma:

1 0 0
0 1 0

-M" -M 1

siendo M y N iguales respectivamente a Xg e Yg.
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En el caso de la segunda matria, no existe

ninguna dificultad, dado que es la que hemos comen-

tado anteriormente:

eos <r sen o" O
- sen <r eos <r O

0 0 1

Y, finalmente, nos queda volver a la posición

original con una nueva traslación, en sentido con-

trario a la anterior:

1 0 0
0 1 0
M N 1

Aunque de lo comentado anteriormente, ya se in-

fiere que la operación debe hacer en el orden es-

tablecido a-b-c, por si fuera poco, el hecho de que

su traducción analítica sea un producto matricial

nos lo recuerda, dado el carácter no conmutativo,

en general, de estos productos.

Como este producto de matrices ha de actuar so-

bre todos los puntos de la figura plana que que-

ramos girar, lo que normalmente se hace es tener ya

realisados estos productos de forma literal, de

forma que solo nos haga falta introducir los va-

lores de M, M y <r:

X.! E X, .Q.Q..S * - .Y........ sjsn £ -....M,- sos £. ± E,.. s..en £....,.±.....M
.Y.' E X,. sen £ +...JL Q.QS <r - .M. sen .£ r. M., eos £ ± M

335




