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ORERACIONES. ANALITICAS BASICAL.

En estos apéndices se +tratardn loz conceptos
analilticos que nog girven para resolver la parte
interna del +tratamiento de la informacidn, qus,
como hemos dicho repetidamente, es puramente
matematica indspendientemente de la forma sn qus e
realice el didlcogo interactivo. De hecho e usarin
muchog conceptos de la Geometria Analltica tradi-
cional, convenientemente adaptada a nuestro caso.

Aunque el motivo de nuestro estudic es =1 trabajo

o

en 3D, es aconsejable empezar por as dos dimen-

1
giones, ya que muchos de los conceptos no son mas
que una gensralizgaciodn de la geometria plana, ¥
tampoco hemos de olvidar el hecho de que pesgss a que
egtemos representando figuras espaciales, las

repregentamos en un plano.

TRANSEORMACIONES. BARICAS. EM. EL.ELANO.

4]
H

Las transformacicnes que vamos a eztudiar son:
cambiog de escala, simetrias, cizalladuras, giros v

traslaciones.

Supongamog un  punto de coordenadas (X,Y),
referido a los ejes de la misma pantalla, con-
giderando =1 origen de coordenadas el extremo infe-
rior izquierde del Area que consideremos de tra-
bajo, el eje x el que tienes por origen dicho punto
v tiene el zentido hacia el extremo inferior dere-

cho de la pantalla, el eje ¥ es el obvio, vertical



Argndicse A,

partiendo del origen. Fara manipular estos dog va-
lores numéricos haremos uso de wabtrices ds una fila
v dos columnas, o sea que al punto (X, Y} lo consi-

deraremos ocomo la matriz | X,Y}.

Veamos el afecto que se produce en la matriz del
punto al multiplicarla por otra matriz, cuadrada,
de dos por dog elementos, tensmos un nuevo punto

sndo ¥n o oe Yo las

e
I
<

cuyas coordenadas cumplirdan , =

nuevas coordenadas:

A B
|Xn, Yo|=[X, Y]. = |A.X+C.Y, B.X4D.Y|
C D

veremos a conbinuaclidn laz relacionss enbre (,Y) ¥

¢

(Lo, ¥n), segin sean log valores de log coeficisntes

]
de la matriz. Dicha matriz representa, loégicaments,

una transformacidn geométrica arbitraria.
31 damos a B y C, 2l valor cero, nos quedara:

Xn = A. X
Yrn = D.

hemos efectuado dos gambiosg..de. escala, uno en la
direccidn de vcada eje coordenado, considerando A ¥
D distintos. S1i A ¥y D zon iguales, hemos realizado

una homotecia.

Cuando A y D wvalen la unidad, =1 nuevo punto

coincide con el dado, dando sl =signo conveniente

obtenemos cualguier tipo de ia plana:
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apzndice A,

A =-1 —-- Simetria respecto al
eje y.
D =—1 —- Simetria respecto al
eje X.
A =D =-1 —- Simetrla respecto al
origen.

Para las siguienteg operaciones, nos hace falta
trabajar con figuras planas, que sstian formadas por
una serie de puntos; sus mabrices representativas
tendran sismpre dog columnas vy tantas fllas como

‘puntos definan dicha figura.

Sea un  cuadrado unitario con un  vértice en el

origen de coordenadas, numerédmnos sus vértices en el

o,

sentido contraric a las agujas de un reloj, &

forma que el vector normal del plano definido seria

un eje 2 que "saldrilia” hacia el obgervador.

J

(0,1) (1,1)

(©.0)

(1,0)

la matriz por la gque vamos a multiplicar nuestro
cuadrado, cumplird A = D =1, siendo B distinta de

cero, por ejemplo 2:
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Apéndics A,
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gl cuadrado 1-2-3-4, nos ha gquedado transformado en

el paralelogramo 1’°-2’-3’-4’, que se obtiene del
anterior mediante una gizalladura en la direccidn
del eje y. Para obtener una cizalladura sn la di-
reccidn del eje x, basta con mantener A y D, en su
valor unitarioc y dar un valor distinto de cero a C,
manteniendo nulc B. Como en el caso de la simetria
s1 B v C son ambos distintos de cero, tendremos sl

caso general de cizalladura.

Algunasg. propisdades.

YVamos a ver algunas relacilones que pueden de-
ducirse de los valores de los cuatro coeficientes
A,B,C ¥ D, de la matriz de una transformacidn. Para
ello volvamos al cuadrade unitario con un vértics

en el origen de coordenadas:



Apéndice A,

1 0 0 o o0 1
2 1 0 A B A B 2
3 1 1| x| C D ': A+C B+D 3’
4 0 1 cC D 4

obgervamos que 2’ y 4’ tienen Justamente losz

valores que nos definen la transformacidn {(maz ad

el

lante veremos la utilidad de szta propiedad).

<3 3'
)
3 2
T
B j
d c — AR
Veamos ahora  cuanto vale el Area del

cuadrilatero 1°-27-3"-4’, refiridndonos a la figura

anterior, tenemos:

Area 1°-2'-3°-4’= (A+C) . (B+D) - A.B/2-C.D/2~
A.B/2-C.D/2-C.B-B.C A.D-B.C.

It

expresidn a la gque llegamos descomponiendo el Area
total englobada, (A+C). (B+D), en ella misma, de la
gque se  regtan cuatro tridngulos y dos paralelogra-

mosg. Los tridngulos son:
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Avéndice A,

- el que tiene por
ladogs A ¥ B, de &r=a
A.B/2.

- el que tisne por

lados C ¥y D, de Area

- 21l que tiene por
lados (A+C)Y-C ha
(B+D)-D, de Area
A.B/2.

- el que tiens por
lados (B+D)-B Y
{A+C)-A, de Area
C.D/2.

Finalmente, los paraleldgramos seran:

- 2]l gque tiene por
lados C y {(B+D)-B,
de &area C.B.

- gl que tiene por
lados B v (A+C)-C,

de area B.C.

De donde se infiere gque el deberminante de la
matriz de la transformacidn, nos da el Area del
paralelogramc transformado del cuadrado unitario,
con un  vertice en el origen de coordenadas. S1 te-

3

nemos un poligono de Area 3, sabemoz que 21 Ares de
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Apéndice A.

su transformado por una matriz de transformacidn
valdra:

5 =8 . (AD -~ B.CO)

Giros, traslaciones yv. coordenadas homogéneas.

Volvamos al desarrollo expuesto mds arriba, veamos
los valores de los terminos de la matriz de trans-
formacidn para congegulr  que nusstro  cuadrado
unitirio efectus un giro alrededor del origen de
coordenadas, para ello supongamos el problema re-—

sueslto:

1 1=1] 7

sabemos por la primera de las propiedades antes co-
mentadas, que conociendo las nuevas coordenadas de
2 v 4’, podremos saber el wvalor de 1los coefi-
cientes de la matriz de la transformacidn, de la

giguiente forma:

|
@

Xz.‘: A X4x
YZ’: B Y4: =D
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Apéndice

A,

en nuestro caso valdran:
LZ’ = o088 T X4 = men 7
Yo, =-s&n ¢ Yq» = cos 7
de ahi gue la exprexidn de la matriz de la brans-
formacidn queds:
cos T sen
-sen T cos ¢
observemos que el valor del determinante de la ma-
triz de giro vale 1 (dado que oosza+senzv:1), lo
que por otra parte es ldgico, va que un 2iro no
varla 1 walor del area girada, 1o gues esgtid sn con-
scnanclia con  la segunda de lag propiedades de las
matrices de transformacidn, que hemos visto en el
apartadoc anterior.

Hasta ahora hemos resuelt

geomdtricas qus nos proponi

.

las matrices. 8i lo que nos

traslaciodn, pensemos. dJue &5

coordenadas

po

valores de lag

nosotros determinamos,
cantidades

X

Y + N

X
Y’

il

3]

no existe ninguna operacidn
dos por dos gue nos permita
Para resolver
afiadi

veraemos mas adelante,

+ M

este problema,

o todas las operaciones

amos mediante =1 uso de

proponemos 3 hacer unha

to implica SUMAE a log

unas cantidades que

r ajemplo si estas

son M ¥y N, queremos obtener:

con nuestra matriz de

realizar dicha adicidn.
y otros conceptos que

remos  un Leroer compo-
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Apéndice A,

nente a la matriz que nos define un punto, a este
tercer componente, de momento, le daremos el valor
de 1.

El habesr affadido una columna a la matriz de
definicidn de wun punto, nos permite afiadir una
nusva fila a la matriz de la transformacidn, veamos
gi la matriz T cumple las condiciones de producir
una traslacidn:

3

I
2O+
Z = 0O

s efecto sobre un punto arbitraric (X,Y) seri:

10
| X7, ¥ [=] X Y1) [0 1] =] X+M, Y+I|
M N

aque g el resultado que queriamos, aungque ya vVenos
que s apariencia no es muy correcta, mientras que
a (X,Y) se le afiade la columna 1, a (X',Y’) no se

le hace 1o mismo, ademds al quedar la matriz de

o

1
transformacidn de forma no-cuadrada, nos impedira
hallarle la inversa, cosa que como versemos mas ade-—

lante nos es muy necesaria.

Para resolver ambos problemas afladimos una nuava
columna a la matriz T, de forma que la expresidn

anterior queda mas correcta ¥y "simétrica’:

| %7, Y, 1] =

1 0 0
LY, 11,10 1 O] =] X+M, Y+N|
M N 1

331



ndices A,

L-D'

Ap

Vemos que acabamos de representar un punto del
plano, que g una magnitud de 2 dimensiones, me-—
diante 3 valores. Trabajamos con las llamadas Coor-—

denadas Homogd:

4%, Pensemos duse  seg trata, asn ge-
neral, ,de sgsaber que un objeto en un espacio de n
dimensiones, puede perfectamente ser representado
en un easpacio de n+l dimensiones. ‘s, en cilerta
" forma, la operacidn inversa de lo que ocurrs con la
acecidn de proyectar donde pasamos de n a n—-1 dimen-—
siones. Aunque en sste caso, la dimensidn suplemen-—
taria sclo intervendrd para Jjugar =l papel de fac-
tor de escala. Asi, en el caso mids general de un
punto tridimensional (X,¥,%), serd representado en
coordenadas homogénesas por {(sx,8v,s88,3), siendo =
el que nos da el valor del factor de escala. Aparte
de log motivos que hemos visto en el pArrafo an—
terior, existe otra motivacidn para trabajar ocon
este tipo de coordenadas: las coordenadas ho-
mogéneas pueden permitir represzentar las coordena-—
das de puntos que de otra manera no podrian ser
‘representados. Supongamos gque trabajamos con  un
ordenador o un programa comercial que no nos psr-—
mita emplear ndmeros senteros, {como representariamos
=l punto (0.44, 0.5, 0.33)%, directamente imposi-
ble, pero escogiendo correctamente el valor de s en
coordenadas homogéneas, nuestro punto pazard a va—
ler (44,50,33,100), gue ya ez un valor correcto en
nuestra area de trabajo. Imaginemoncs, finalmente,
que gueremos representar un punto, una de cuyas co-
ordenadas vale 327670000, =zabiendo gque si estamos
trabajando con un ordenador de 8 bits, el ndmero
mAximo que @= pusde introducir =3 32768 o +32788,

a3 tnica

3§
[¥a]
—
&

el uso de las coordenadas homogéneas

solucidn.
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Movimientes cualegsauisra. Composicidn.

En general, los movimientos a que sometsremos
log poligonos de un plano, no seran simplemente un
giro o una traslacidn, zino una composicidn des va-
riogs de estas transformaciones elementalesg. Hasta
el momento todos las transformaciones las hemos
efectuado alrededor del origen de coordenadas, en
lo sucesivo, en las composiciones de ‘trans-
formaciones, se hard siempre una traglacidn que im-
plica trabajar alrsdedor del origen de coordsenadas,
¥y una vezs ejecutada la transformacidn desharemos la

traslacidn, para volver a la posicidn original.

Vamos a resolver el problema de girar un poli-
gono alrededor de un punto de coordenadas (Xg, YZ)
un angulo ¢. Para ello cada vértice del poligdono ha
de gser sometido a la matriz del giro, para la ob-
tencidn de dicha matriz, habremos de efectuar las

operaclionss comentadas en el parrafo anterior:

a, — Trasladar el
punto (¥Xg,Yg) al
origen de coordena-

das,

b.- Efectuar, con-
forme a lo que hemos
vigsto hasta ahora,
el giro de magnitud

a.
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Apéndice A.

o, - Deghacer la
Ctraslacidn  inicial,
volviendo del centro
de coordenadas al

% punto (¥g, Yg).

El resultado de estas tres operaciones, serd una

matriz que es la que estamos buscando.
La matriz asociada a la operacidn a, sisndo una
traslacion tendrd la forma:

1 0 0
o 1 0
M N1

gsiendo M v N iguales respectivamente a Xg e Yg.




Apéndice A.

En el caso de la segunda matriz, no existe
ninguna dificultad, dado aue es la que hemos comen—

tado anteriormente:

cos ¢ sen ¢ O
- gen ¢ cos ¢ 0
0 0 1

Y, finalmente, nogs queda volver a la pozsicidn
original con una nueva traslacién, en sentido con-

trarioc a la anterior:

= O
Z- O
= OO

Aungue de 1lo comentado anteriormente, ya se in-

fiere que la operacidn debe hacer en el orden =

w

tablecido a-b-¢, por si fuera poco, &l hecho de que
su traduceidn analitica gea un rroducto matricial
nos lo recuerda, dado el caracter no conmuitativo,

en general, de estos productos.

Como egte producto de matrices ha de actuar so-
bre todos logs puntos de la figura plana que que-
ramog girar, lo que normalmente se hace es tensr ya
realizados estos productos de forma literal, de
forma que solo nos haga falta introducir los va-

lores de M, N ¥y o:

-_<
1
>4

@

¢ + N sen o + M
g.=.N. cos. .+ N

*.
B

Xooos. . =Y, 8sen. . =M,
sen. .+ Y, cos .- M

]

2
1
o<
0 O
o]
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