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Apdndios B

Como ya hemos visto anteriorments usamcs unos
ejes coordenados "directos", como referencia de los
puntos del espacio. Un punto cualquiera pueds
quedar referido a dichos ejes de dos formas: por
coordenadas cartesianas o por coordenadas esféri-

cas.

[P(<.Y,2)

2

Lasg relaciones entre ambos tipos de coordenadas
va han sido comentadas anteriormente, pero podemos

enunciarlas nuevamente:

X = R. cos «.cos B
Y = R. sen o.cos B
Z = R. sen B

R2= X2+y2472
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Apéndice B.

Vamos a procedsr a un sstudio parecido al del
Apeéndice A, pero trabajando ya directamente con co-
ordenadas homogéneas, 0 gea que un punto cualguiera
del espacio lo notaremos como una matriz IX,Y,Z,l‘,
consecuencia de lo cual, las matrices de
trangformacion, deberan sger cuadradas y de cuatro
por cuatro.

Andlogamente a 1o vigsto en el plano, la matriz
la tiene forma diagonal , llaman-

dola T seria:

OO0
SCOWo
[eNoRORS)
OO0

v su efecto sobre un punto cualquiera sera:
| X Y Z 1] . T =| A.X B.Y C.Z 1]

En cuanto a los_giros, el hecho de encontrarnos
en el espacio introduce unas variaciones que no
tenlan lugar en el Apéndice A: hay que notificar
alrededor de que eje se guiere hacer dicho giro.

Situémonos en el caso mAas parecido al plano, con
los ejes x e ¥ en la posicidn habitual y pensando
que el origen de coordenadas no es nmas que la
proyeccidn del eje z sobre el plano x,y, sea A un
punto que giré alrededor del eje z:
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Apéndice B.

si estuvieramos trabajando en 2D, la matriz val-
dria:

COoS % Sen o
—-Sen ®& ©cos o
0 0

= OO

y afiadiendole wuna fila y una columna unitarias de
forma que pase a ser de cuatro por cuatro, nos
quedara:

cos & sen « O O
-sen & cos &« 0O O
0 0 1 O

o 1

0 0

ésta serd la matriz de giro alrededor del eje 2, en
3D ¥ coordenadas homogéneas. Andlogamente obten-—

339




Apéndice B.

driamos la que nos da el giro alrededor de x ¥ de

Y

1 0 Q 0 cos ®« O -zen « 0
0 cos o sen® O 0 1 o 0
0 -sen ® coso O sen « 0 cos « 0
0 0 0 1 0 0 0 1

Nuevamente se comprueba, ademdz de ser obvio,
que el determinante de las matrices de giroc vale
unc., También ez interesante constabar, que el pro-
ducto de giros no es conmutativo, por no serlo el
producto de matrices, luego el orden en que se in-
fieran giros a un cuerpo influye en la posicidn fi-
nal de észste.

Las matrices de fraslacidn, como extensidn de lo
dicho para 2D, tienen la forma:

1 0 0 0
0 1 0 0
0] 0 1 0
M N P 1

Las_gimetrlas tambien son inmediatas teniendo en
cuenta que lo dYnico que hay que hacer =g cambiar el
signo de la coordenada que no es del plano
alrededor del cual se hace dicha simetria. Ejemplo:
cambiar X por -x cuando hacemos una simetria
alrededor del plano yz. De acuerdo con lo an-
teriormente dicho, 1las matrices de sgimetria reg-

pecto a Xy, Xz e yz tienen las expresiones:
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OO O
OO O
OI-I-*OO
= OO0
QOO+
QOO
OO0
HOOO
OO O
OO O
OO0
OO0

Nuevamente el giro alrededor de un eje arbi-
trario, en un caso sencillo, no es mas que una ex-
tension de 1o dicho para lag transformacicnes en
2D. La ’"traduccidn" directa de lo dicho en el
Apéndice A, seria girar una fidgura alrededor de un
eje paralelo a uno de los de referencia un angulo
dado B, se trataria sencillamente de hacer una
traslacidn del eje dado hasta coincidir con el eje,
a continuacidn realizar el giro, vy, finalmente,
deshacer la traslacidn:

o
-

(»3.9

(bEF)

al ser el eje paralelo a un eje, el x por ejemplo,
aunque dicheo eje nos vendra definido por dos puntos
de paso, como es habitual, de hecho lo dYnico que

nos interesard seran las coordenadas (A,B,C) de uno
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de ellog, mientras que las coordenadas (D,E,F) del
otro solo tienen la misidn de definir un eje pa-
ralelo al de referencia. Haremos que (4,B,C) pasen
a valer (0,0,0), como ya vimos en el caso de 2D,

las tres matrices que actuaran en este caso gon:

0 0
cosfl senf3

-genl cosfi
0 0

B> OO
WoO=O
QOO
OO0
OO O -
OO0
OO
oo
A O0
HOOO0

En el caso general siendo la direccidn del eje
N, aque se descompondra segtn loz tres ejes  como
N=N4.i+Ngy. j+Ng.k, siendo 1i,J,k los versores segin

log tres ejes de referencia, la matriz del giro, Q,

sera:
G113 G122 Gi3 Gig
G G G G
21 Goo Gog Goy
G31 Gag §33 G34
Gq1 Gaz Ga3 Gaq |
con.
G1y = Ny2+(1-Ny2).cosB
Glz = NlNz(l SB}+N3 senf
Gya = Ny{Na({1l-cosB)-No.send
13 = NyNs3 2-
G21 = NlNz(l OO§B) N3 senl
Goo = Np2¥(1-Np%).cosB
G23 = N N3(1 covB)+N1 senl
Ggg = O
G31 = N N {(1- cogB)+N2 senld
G32 = N g (1 B) N .senf3
G33 = N +{(1-N ) nosB
G3g = 0
Gqy = O
Ggp = 0
Gq3 = 0
Ggq =1
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Vemos que podemos obtener los giros alrededor de
los ejes %, ¥ 0o 2, sencillamente dando a N el valor

i, 3 o k, asi:

giro alrededor de z N 1= N o= 0, N
giro alrededor de x N o= N 3= 0, N
giro alrededor de y N o= N 4= 0, N

Propiedades.de._ _ las . nmatrices de las transforma-
ciones geomdtricas.

1) Observemos que, en el caso anterior, hemos
sometido un punto a dos traslaciones para dejarlo
en la misma posicidn en que se encontraba; tra-
duciendo dicha operacidn a forma matricial, tenemaos
una matriz para una primera traslacidn, otra para
la segunda traslacidtn ¥ - la matris ocomposi~
cidn—-de-ambas-transformaciones. Esta dltima debe
ser una matriz, cuadrada, que aplicada scbre un
punto en coordenadas homogéneas, nos dé el mismo
punto, la forma de dicha matriz debe ser:

OO
QOO
OO0
= OO0

es la matriz unidad, y el producto de las otras dos
la debe tener como resultado, esta propiedad se
traduce como que ambas son_jnversas.. hemos llegado
a una propiedad matematica a través de una
propiedad geométrica, independientemente de como ge
hallaria la inversa de una matriz por el proce-
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dimiento habitual, cuando se trats de encontrar 1
inversa de una matriz de una traslacidn, basta co
cambiar el signo de M,Ny P de la daltima fila d

dicha matriz:

= OO0
= OO0
W= OO
OO0

Z2OoO0OR
SO O
OO
ZO= O

Mediante razonamientos parecidos, llegariamos
la conclusion de gque para encontrar la matriz in
versa de una de cambio des escala, basta sustitul
los elementos A, B ¥y C, por susg inversos 1/A, 1/B
1/C, ¥ en el caso de un giro sustituir B por -B.

2) La simple inspeccidn de una matriz general d
transformacidn, hos permite analizmar cuales son lc
movimientos a que someteran a un Ccuerpo ehn S

aplicacidn,.

Podemos dividir la matriz general de una trans

formacidn geométrica, de 4 x 4, en cuatro distin

tas:
3
3 x 3 x
1
1 x 3 1 x 1

a.— Una matriz de 3
x 3 en donde vienen
englobados losg con-

ceptos de escalado,
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cizalladura vy ro-

tacidn.

b.- Una matriz de 3
x 1, aque produce una
transformacion pers-

pectiva.

c.— Una matriz de 1
X 3, gque produce una
traslacidn.

d.~- Una matrigz de 1

x 1, es un factor de

escala.
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