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IV.1 Justificacién algoritmica

En una primera aproximacién a los problemas (KP1) y (KP2), resulta sugerente la
utilizacién de la llamadas restricciones agregadas. Una restriccién agregada para un problema
(P) es una restriccién equivalente al conjunto original de restricciones que define (P). Es decir,
si el conjunto de restricciones de (P) viene dado por Ax=b, una restriccién rx=r;; es una
restriccién agregada si, por definicién, Vx se cumple que Ax=b > rx=r.

Las restricciones agregadas han sido ampliamente estudiadas y su utilizacién resulta, a
priori, atractiva puesto que permiten formular un problema equivalente que tenga una dnica
restriccién. Podemos considerar las restriciones agregadas como un caso particular, muy
especial, de restricciones surrogadas, en el que la restriccién surrogada tambien implica todo el
conjunto original de restricciones. En este sentido, las restricciones agregadas serdn
combinaciones lineales de las restricciones originales (obviamente, desamos que el problema
resultante siga siendo un problema de programacién lineal).

-Existen distintos métodos para calcular los coeficientes de esta combinacién lineal. El
primero de ellos, de Elmaghraby y Wig [EmWi70], fue sucesivamente mejorado hasta llegar al
método de Kendall y Zionts {KeZi72, Zio74] que es el mds utilizado actualmente. En este
método, el cédlculo de los coeficientes de la restriccidén agregada se hace hace en base al
siguiente

Teorema 1: Dadas dos restricciones de la forma

(2) ayx=b,
x>0 y entero

X <1 je {1,...,p} (p<n),

entonces, las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes a la ecuacién

fy 31X + [ 25X = 1 by +liyby,

donde los multiplicadores W, y W, satisfacen las siguientes condiciones:
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D) 1y >by- J}E:Nazj' - min lleaf}
)

Hp>by- J}-;‘b?lj - ;‘:;;}O{laljl}

) by - L ayy b-2 gy
ii) 1115 y IS no son enteros.
1

iif) WK, y 1, son primos entre si (el miximo comiin divisorde {1 y ity €s 1)

siendo ay" = min { :HE 0}, i=1,2 y N={1,...,n}.

El teorema anterior permite calcular de forma iterativa la restriccién agregada para un
conjunto de restricciones, calculando, en la iteracién k 1a restriccién agregada correspondiente
a las k+1 primeras restricciones. El inconveniente de este método es que, a medida que el
nimero de restricciones del problema original aumenta, ¢l tamafo de los coeficientes
resultantes crece excesivamente dando lugar a problemas de almacenamiento. Existe, sin
embargo, un trabajo reciente de Elmaghraby [Ema86], en el que se reduce logaritmicamente la
magnitud de estos coeficientes.

En el caso de los problemas (KP1) y (KP2), debido a que tienen sélamente dos
restricciones, los coeficientes de la restriccién agregada generada por el método de Kendall y
Zionts [KeZi72] son de una magnitud reducida pudiendo, por tanto, aplicarse dicho método
sin inconvenientes de ese tipo. En particular, en el caso de (KP1) puede escribirse el conjunto
de restricciones en forma de igualdad resultando

%Nanj + Sl =m

JEEI.‘ICJXJ + 52 ='So

donde s, y s, son variables de holgura.

Aplicando el teorema anterior, la restriccién agregada serd

Z (a5 X 1Sy Higsy =HimetsSo
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siendo |1, y K, dos nimeros no negativos tales que

i - 2 ¢ -1
1) By >-Sg+ e
By > m-1
-Sg + Zc- m

ieN
y
K

no enteros

ii)

3

iii) Wy Yy W, primos entre si.

Hemos de observar que la restriccién obtenida deberd utilizarse siempre con una
formulacién como estricta igualdad. Esto puede observarse definiendo una nueva variable
$ = H145;+Hs8, con lo que la restriccién agregada queda

EN(ulnj-u'ch) Xj + 8§ = ulm‘quo

Es evidente que no podemos utilizar esta restriccién en forma de desigualdad puesto que

%N(p’lnj'p?cj) Xj < ]J.lm-p.zSo

no seria una formulacién correcta, ya que el rango de valores para la variable s estd limitado a
aquellos que sean combinacién lineal de los valores W y [5, no pudiendo, por tanto,
considerar s como una variable de holgura.

Un andlisis similar puede realizarse para el problema (KP2) y en general para aquellos
problemas en los que alguna de las restricciones originales no sea de estricta igualdad. Para
estos problemas serd necesario, al igual que para los que tengan un conjunto inicial de
restricciones de estricta igualdad, mantener la formulacién de estricta igualdad de la restriccién
agregada. Esta formulacién significa un obsticulo importante a la hora de su utilizacién, ya que
no existen algoritmos que resuelvan de una forma especialmente eficiente estos problemas, al
contrario de lo que ocurre con problemas cuya restriccién es de desigualdad.

La observacién anterior justifica el enfoque algoritmico seguido, ya que en este contexto

resulta mds adecuado disefiar algoritmos especificos para los problemas (KP1) y (KP2), que
saquen partido del conocimiento de la estructura original de los mismos.
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IV.2 Problemas con dos restricciones de sentido contrario

Consideremos ahora un problema de 1a forma

(XP1) min dx
CX?.CO
gX<gp
X;€ {0,1}, jeN,

donde c,ge R™, deR™

Notemos que un problema con esta estructura no permite, a priori, reducir sus
dimensiones, fijando el valor de alguna variable. Ello se debe al hecho de que, al ser todos los
coeficientes de las restricciones no negativos, no podremos asegurar que una variable tenga
que fijarse a 1 en una solucién 6ptima aunque su coeficiente de coste sea negativo, porque su
coeficiente en la segunda restriccién puede no resultar adecuado. Lo mismo ocurre a la hora de
intentar fijar a O variables que tengan un coeficiente positivo en la funcién objetivo, ya que esa
variable puede resultar necesaria para satisfacer la primera restriccién.

Desde una interpretacién intuitiva del problema (KP1), resulta evidente que si el conjunto
de todas las variables que tienen un coeficiente de coste negativo, formase una solucién
posible, esta solucién serfa la 6ptima para el problema. En particular, la solucién 6ptima del
problema deberd contener 'el mayor nimero posible' de estas variables. Por este motivo,
intentaremos obtener soluciones que, aunque no sean enteras, persigan este objetivo, dando
lugar a cotas inferiores para (KP1).

Teniendo en cuenta que la restriccién que limita el nimero de variables con coeficiente
negativo que pueden incluirse en una‘solucién es la segunda, podemos reordenar el conjunto
de indices de estas variables, poniendo en primer lugar aquellas que resulten mds
‘prometedoras’. En concreto, una de estas. variables resulta tanto mds sugerente en la medida
en que su coeficiente de coste es menor (mayor en valor absoluto) y su coeficiente g también
lo es. Por lo tanto consideramos que el conjunto de estos indices est ordenado segiin valores
crecientes de dj/gj . Sea N1={1,...,p} el conjunto de estos indices.

Por otro lado, la segunda restriccién no limita la inclusién de variables con coeficientes de

coste negativo, pero puede obligar a introducir en 1a solucién alguna variable cuyo coeficiente
de coste sea positivo. Por este motivo, deberemos ordenar los indices de variables con
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coeficiente de coste positivo poniendo en primer lugar las que resulten menos 'perjudiciales’.
En concreto, una de estas variables resulta peor candidata para formar parte de una solucién en
la medida en que su coeficiente de coste sea mayor y su coeficiente ¢; menor. Por lo tanto
consideramos que el conjunto de indices de estas variables estd ordenado segin valores
crecientes de los cocientes dj/cj. Sea N2={p+1,...,n} el conjunto de estos indices.

Podemos considerar, por tanto, que el conjunto N de los indices de todas las variables estd
ordenado de forma que primero aparecen los indices de las de coeficiente de coste negativo,
segiin la ordenacién de N1, y después los de las variables de coeficiente de coste positivo,

segtin la ordenaci6n de N2.

IV.2.1 Calculo de cotas inferiores

A continuacién se presentan dos cotas inferiores para el problema (KP1). Estas cotas se
obtienen considerando los problemas relajados resultantes de eliminar cada una de las
restricciones de (KP1) manteniendo la otra.

Proposicién 1: Sea N 1={1,...,p} el conjunto de indices de variables definido anteriormente,
entonces

es una cota inferior para (KP1), siendo

k
, 1
s; =max { keN /Zlnggo}
Jw

y x"eR" el vector de componentes

1 : si 1Sj<s,
xj* = (go- jEsgj)/ 85141 sij=s;+lys;+1<p
. 1
0 en otro caso

Demostracién: Sea el problema
®RL1) mindx
gX<go
OSXJSI R je N R

donde c,ge R™, deR".
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El vector x* es una solucién éptima para (RL1) y zinfl es el valor de 1a funcién objetivo para
esta solucion.

Teniendo en cuenta que (RL1) es una relajacién de (KP1), resulta evidente que zinfl es una
cota inferior del valor éptimo de (KP1) ¢

En el caso en el que x* satisfaga también la segunda restriccién, se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 1: Sea x” definido como en la proposicién 1. Si

entonces X" es un éptimo del problema (RL)

RL) min dx
cxaco

gx.<.g0
0..<_X151 y jE N,

donde c,ge R, deR™.
Nétese que (RL) es la relajacién lineal ordinaria de (KP1).

Evidentemente, en la situacién del corolario anterior si todas las componentes de x” son
enteras, se tratar un Sptimo de (KP1). Hay que resaltar que todas las componentes de x* serdn
enteras en uno de los dos siguientes casos:

i) 51=p
51

i) s, Spy g =
11) Sl PY _]=§" gO

Consideremos ahora el problema lineal (RL2)

(RL2) min dx
chcO
OSXJSI s je N,
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Proposicién 2: Sea N={l,...,p,...,n} el conjunto de indices de variables definido
anteriormente, entonces

Sy
2 x*
Zoe = z dj X,
i=1
es una cota inferior para (KP1), siendo

k
s, =max { p, min{keN/JZlcj?-Co}}

y x"eR" el vector de componentes

1 sij<p
1 si p<j<s,-1
x' = (cn- 2 c)lc sij=
] 0 & Viivs241 J=3
J<82
0 en otro caso

Demostracién: El vector x* es una solucién 6ptima del problema (RL2) y zinf2 el valor de esta
solucién; por lo tanto se trata de una cota inferior para (KP1) ¢ .

Corolario 2: Sea x™ definido como en la proposicién 2. Si

entonces X' es un 6ptimo del problema (RL).

Corolario 3: z; =max {z;¢!,z;*} es una cota inferior para (KP1).

Una observacién importante es que, en el caso que el indice s, asociado a zi,;fl sea igual a
D, si la solucién x* definida como en la proposicién 1 no satisface la primera restriccién de
(KP1), entonces el indice s, asociado a zimcz serd estrictamente mayor que p, con lo que la cota
inferior zinf2 obtenida por la Proposicién 2 serd estrictamente mayor que Zinfl‘ No puede
asegurarse que esto vaya a ser cierto en el caso en el que s;>p, puesto que la suma de los
coeficientes de coste de las variables s,+1 hasta p puede ser, en valor absoluto, mayor que la
suma de los coeficientes de coste de las variables desde p+1 hasta s,, en cuyo caso la cota zimcz

1
serd menor que z;,¢".
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Tanto la cota zinfl como zinf2 pueden reforzarse posteriormente teniendo en cuenta las
condiciones de integridad de las variables de forma anéloga a la de Martello y Toth [MaTo79]
en el caso de problemas de una restriccién. En concreto, en el caso de Zinfl teniendo en cuenta
que x,; no puede tomar un valor fraccional, la solucién 6ptima del problema entero asociado
(RL1) puede obtenerse a partir de la solucién éptima x* de (RL1) bien eliminando el elemento
$;-ésimo (x,,=0), bien insertandolo (x,,=0).

En el primer caso, el valor de la solucién para el problema entero asociado a (RL1) no
puede superar

Sl'l
b= 2 d; -2 gyd,/
1 ps} § 4+ L(gOJSSIg-’) §+1 gsl+1..'

que corresponde al caso en el que se introduzca en la solucién éptima la mejor variable de las
restantes, es decir x, ..

En el segundo caso, teniendo en cuenta que serd necesario eliminar aluna de las s,-1
primeras variables el mejor valor posibles de la solucién vendrd dado por

5,-1
by= j§i d; + i_dsl-(gs i(go-%s%j)) d, illgs _}J

donde se supone que la variable que ha sido eliminada tiene exactamente el menor coeficiente
necesario g (‘s decir gg;- (go-z g))y el peor valor posible de dj/gj (es decir dg;_1/8;.1)-

Por lo tanto la cota z;;¢! podrd reforzarse a max {b,,b,}. De forma andloga se puede
reforzar la cota z;, 2.

Hay que resaltar que este procedimiento, a pesar de su sencillez, produce cotas inferiores
de una calidad apreciable, obteniendo en ocasiones la solucién 4ptima, como veremos
posteriormente.

El procedimiento anterior permite, ademds, obtener dos cotas inferiores asociadas a cada
una de las variables. En concreto, para cada variable x;, estas cotas son las que se obtendrian
para los problemas resultantes de fijar X; respectivamente a 0 6 1 en (KP1). Es decir, para cada
variable X; se definen los siguientes subproblemas asociados
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(KP1) min 2 dpxy
keN\{j}

Z S Xk 2 o - cj
keN\{(j}

z 8iXk S 80 - &
keN\({j}

x e (0,1}, ke N\{j}
donde c;,g e R¥, dieRkeN\{j} y

keN\{j}

Z ckxk 2 Co
keN\(j}

)Y gxXx S 8o
keN\{j}

xg€{0,1}, ke N\{j}

donde ¢,g, €R*, d,eR ke N\{j}

Sean 20; y z); las cotas inferiores obtenidas mediante el procedimiento anterior para (KPOJ-)
y (KP1j) respectivamente. Nétese que si s=max{sl,s2} entonces Vj < s+1 20;=2;p¢ ¥
V] 2 s+1 le=zinf. .

El conocimiento de estas cotas permite establecer un criterio de fijacién de variablesaQoa

1 como veremos posteriormente.

IV.2.2 Algoritmo de enumeracion implicita

’

A continuacién se propone un algoritmo de enumeracién implicita para resolver al ptimo
problemas del tipo (KP1). En este algoritmo se supone que el conjunto de indices de variables
estd ordenado de forma que aparecen primero los indices asociados a variables con coeficiente
de coste negativo, en el mismo orden que para el célculo de las cotas inferiores, y después los
correspondientes a las de coeficiente de coste positivo; ahora, estos indices estdn ordenados
segiin orden creciente de coeficiente de coste. El criterio que se ha seguido a la hora de disefiar
este algoritmo es el de construir soluciones a partir de subsoluciones parciales, a las que
imponemos siempre cumplir la segunda restriccién.
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A partir de una subsolucién parcial se intenta completar una solucién fijando a 1 la siguiente
variable, que no haya sidc previamente considerada, que no haga violar la segunda restriccién
y cuyo coeficiente de coste, en caso de ser no negativo, no haga que el valor de 1a funcién
objetivo asociado a la nueva solucién parcial sea mayor que el valor de la solucién incumbente.
Si la nueva subsolucién parcial satisface la primera restriccidn, se habri obtenido una nueva
incumbente, en caso contrario se siguen afiadiendo variables.

En el caso que una variable k, candidata a formar parte de la solucién, haga violar la
segunda restriccidn, se elige como siguiente variable candidata una de las variables posteriores
j que tenga un coeficiente g; Menor que g;; en caso que esta no exista se hace backtracking.
Para ello asociada a cada variable j se define mingj= min{k>j/ dk<gj}.

Si la inclusién en la solucién parcial de una variable k, cuyo coeficiente de coste es
positivo, produjese que el valor de la funcién objetivo parcial superara el de la incumbente,
también se haria backtracking, puesto que cualquiera de las variables posteriores tiene un
coeficiente de coste al menos tan grande como dy.

En el caso de las variables de coeficiente de coste negativo, éstas se van afiadiendo a la
solucion parcial mientras no se viole la segunda restriccién. Hay que tener en cuenta que, en
este caso, atin cuando se llegue a satisfacer la primera restriccién, podriamos mejorar el valor
de la incumbente afadiendo tantas variables con dj negativo como sea posible sin violar la

segunda restriccién.

En todo momento podemos saber si es posible llegar a satisfacer la primera restriccién

afiadiendo variables adicionales, independientemente de que se vaya a violar la segunda o no.

Si esto no va a ser posible también haremos backtracking. Para ello asociado a cada variable j
de define sumg; = g Cye

Cuando sea preciso efectuar un backtracking, si éste es debido a que se va a superar el
valor de la incumbente, a que no va a poder satisfacerse la primera restriccién, a que no exista
ninguna variable candidata para completar la solucidn, o bien a que se haya completado una
solucién posible cuya dltima componente tenga un coeficiente de coste positivo, podemos
eliminar, de la solucién parcial que se tenga, todas aquellas variables que aparezcan
correlativas en orden decreciente a la iltima que se haya introducido. Esto es asi ya que,
debido a la ordenacién que se tiene, en ninguno de estos casos podrd mejorarse el valor de la
incumbente con alguna solucién que contenga alguna coleccién de variables formada por,
exactamente, las nﬁsmas"primeras variables y alguna subcoleccién de las variables correlativas
que aparecen al final. Nétese que esta eliminacién de varias variables a la vez puede acelerar
considerablemente la exploracién.

La eliminacién anterior no podré realizarse cuando se haga backtracking porque que no
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exista ninguna variable que se pueda afiadir y siga cumpliendo la segunda restriccién; en este
caso, se eliminard de la solucién parcial inicamente ia dltima variable que se haya introducido
en la misma.

Tenemos, ademds el siguiente criterio de eliminacién de variables:

Sea 20; el valor de la cota inferior asociada a una variable j y sea Zsup el valor de la solucién
incumbente. Entonces, si zojzzsup podremos fijar xja 1, ya que cualquier solucién que no la
contenga tendrd un valor de la funcién objetivo por lo menos tan grande como el valor de la
incumbente.

Anilogamente, si z1;2Zg,, podremos fijar dicha variable a O, puesto que cualquier solucién
que la contenga tendr4 un valor de la funcién objetivo por lo menos tan grande como el valor
de la incumbente. ,

Hay que resaltar que la aplicacién de este criterio de eliminacién, a menudo reduce
sensiblemente la dimenién del problema original, siendo en cualquier caso mejor que los

criterios de eliminacién cl4sicos para problemas generales enteros con variables 0 6 1.

Inicialmente suponemos que se conoce una solucién posible para el problema original
obtenida mediante una heuristica y que, por lo tanto, se dispone de una cota superior, mejor
que oo, para el valor del problema. Ademds, el conocimiento de esta cota superior permite
aplicar los tests de eliminacién de variables antes mencionados. Posteriormente se presentard
una heuristica especifica para problemas de este tipo, especialmente adecuada para aquellos que
tengan las caracteristicas numéricas similares a las que se dan en en el caso de relajaciénes
lagrangianas del tipo (RL6u).

La exploracién terminard cuando se hayan examinado implicitamente todas las posibles
soluciones. Es decir, cuando no exista ninguna posible solucién que mejore el valor de la
incumbente, o bien cuando se encuentre una incumbente con un valor igual al de la cota
inferior.

A continuacién se expone un esquema de dicho algoritmo:

n Nimero total de variables que intervienen en el problema.
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ultneg
ming; = min{k>j / g, <g;}
Suij = 2 Ck

k2j

ultneg
sumd_j = ) dy
k=1

Xp

n
rl =‘Z C;XPp;
j=1

n
=2 8iXP;
j=1

n
fp= p djxpj
j=1

ampli(xp,j)

Indice de la dltima variable con coeficiente de coste
negativo.

Indice de la primera variable posterior a j con un
coeficiente en la segunda restriccién menor que el de X;.

Suma de los coeficientes de la primera restriccion
correspondientes a variables con indice igual o posterior
aj.

Suma de los coeficientes de coste de aquellas variables
que lo tengan negativo y con indice igual o posterior a j.

Vector n-dimensional de componentes 0 6 1, cuyas
componentes fijadas a 1 indican los indices de las
variables que forman parte de una subsolucién parcial.

Valor de la primera restriccién para una subsolucién
parcial xp.

Valor de la segunda restriccién para una subsolucién
parcial xp.

Valor de la funcién objetivo para una subsolucién
parcial xp.

Test 16gico que indica si la solucién parcial xp es
ampliable en la componente j. Es decir si al hacer xp;=1
la solucién parcial resultante cumple:

i) r2<g, (No viola 22 restriccién)

ii) fp + sumd_j <incumb (Puede mejorar el valor
de la incumbente).
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Algoritmo

Inicializacion
Calcular Incumb

Si incumb S zinf'l‘erminar

Aplicar test de eliminaci6n de variables
Para j=1,n Hacer
xpj=0
Fin Para
r1«0
2«0
fp=0
je1
fin = falso
Fin Inicializacién
Mientras no fin Hacer
Ampliar subsolucién parcial xp

Si  rl2gc y
2<g, y
fp < incumb Entonces
Actualizar solucién incumbente
Fin Si
Si  fp+ Sumd_j 2 Incumb Entonces

Hacer Backtracking 1

En otro caso sirl+ sumc;<cg Entonces
Hacer Backtracking 1
En otro caso si r2+ mingj>g0 Entonces
Hacer Backtracking 2
Fin si
Fin Mientras

[

Valor de la cota superior obtenido mediante
una heuristica.

La solucion asociada a la incumbente es
dptima.

Se empieza con la subsolucion parcial
vacia.

La solucidn parcial xp es una solucién
posible mejor que la incumbente.

La subsolucion parcial xp no puede
completarse mejorando el valor de la
incumbente

La subsolucion parcial xp no se puede
completar satisfaciendo la 12 restriccion.
Cualquier ampliacidn de la subsolucion
parcial xp viola la 2% restriccién.

Backtracking 1 y backtracking 2 son, respectivamente, los pasos de retroceso que se han

mencionado en la explicacién previa al algoritmo.

Para una mayor claridad en la exposicién, las cantidades fp, rl y r2, asociadas a una

solucién parcial xp, se suponen en todo momento debidamente actualizadas.
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El procedimiento anterior termina, bien cuando se tenga una incumbente menor o igual que

1a cota inferior z. ., ya que 1a solucién asociada a dicha incumbente ser dptima, bien cuando en

inf
alguno de los pasos de eliminacién de variables se detecta que no existe posibilidad de
retroceder ni de encontrar ninguna variable candidata; en este caso, la solucién que haya

proporcionado la incumbente que se tenga en ese momento, serd éptima.
El procedimiento ampliar subsolucién parcial xp es el siguiente:
Ampliar subsolucién parcial xp

Buscar k2j tal que ampli(xp,k) sea cierto
Hacer Xpy ¢ 1
j & k+1

Fin Hacer
Mientras ampli(xp,j) sea cierto Hacer

Xp; € 1

j e j+l
Fin Mientras

Fin

Evidentemente, en el algoritmo anterior puede incluirse 1a utilizacién del test de eliminacién
de variables cada vez que se actualice el valor de la incumbente. Se ha comprobado
empiricamente que, en el caso de que 1a cota superior inicial sea suficientemente ajustada, no es
rentable su utilizacién, ya que el nimero de variables que se eliminardn es bastante reducido
comparativamente con la cantidad de variables que se eliminan inicialmente.
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IV. 3 Problemas con dos restricciones del mismo sentido

Consideremos ahora un problema de la forma

(KP2) mindx
cx2¢,

gx 2 2o
xj€ {0,1}, jeN,

donde c,geR", deR™ y c;,g,eRY.

Hay que tener en cuenta que esta formulacién se corresponde con una clase mds amplia de
problemas que es )

(KP2Y) min dx
cX2 ¢
gx2g,
x;€ {0,1}, jeN,

donde c,geR", deR"y cy,g,eRY,

puesto que si una variable de un problema (PK2) tiene un coeficiente de coste d;<0, basta con
hacer un cambio de variable y; = 1- x; para obtener un problema transformado equivalente del
tipo (KP2). :

Ademds en esta transformacion, si los coeficientes iniciales ¢;y gjson ambos positivos, la
variable X puede fijarse a 1 y eliminarla del problema, actualizando los valores de los términos
independientes de las restricciones. Supongamos, por lo tanto, que tenemos un problema del

tipo (KP2).

Es posible hacer una €liminacién previa de algunas variables, ya que si X; es tal que tanto ¢;
como g; son < 0 entonces-dicha variable nunca estard en una solucién éptima, por lo que puede
fijarse a 0.

Resulta, en este caso, dificil intuir cudles son las variables mis ‘prometedoras’ para formar
parte de una solucién éptima. Evidentemente, las que tengan un coeficiente de coste menor
serdn, a priori, mejores candidatas pero sélo en el caso de que sus coeficientes en las dos
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restricciones sean suficientemente grandes, ya que, de no ser asi, su inclusién en una solucién
daria lugar a la incorporacién de otras muchas variables con lo que se perderia su interés de
cara a la funcién objetivo.

Resultaria, sin embargo, mds fécil tener una idea clara de cuales serian las variables
'mejores' si el problema (KP2) tuviese una tnica restriccién. Una observacién trivial es que
estas variables no serfan las mismas para cumplir la primera restriccién que para la segunda.
En cualquier caso, las dos relajaciones de (KP2) obtenidas eliminando una de las dos
restricciones, pueden llevarnos a obtener cotas inferiores para el problema original, asi como
proporcionarnos informacién sobre cual de las dos desigualdades resulta mds restritiva para la
resolucién de (KP2). Esta informacidén podrd utilizarse para definir una estrategia a la hora de
disefiar de un algoritmo de enumeracién implicita.

IV.3.1 Calculo de cotas inferiores

Consideremos las siguientes relajaciones del problema (KP2)

(RL) min dx
CX 2
gx2g,

0< X £1,jeN,
donde c,geR", deR™ y c;,g,eR*.
[RL1) min dx
g8X 2 g,

OSXJS l,jGN,

donde geR", deR™y g,eR™.

(RL2) min dx
cX 2 CO ’«.-v
0<x;S1,jeN,

donde ceR", deR™y c)eR*.
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Sea Nl= { 1,...,n } el conjunto de indices de variables que se suponen ordenados de la
siguiente forma: Primero aquellos correspondientes a variables con coeficientes gj2 0 por
orden creciente de dj/gj y despues los indices correspondientes a las variables con gj<0
ordenados segin valores decrecientes de dj/gj (creciente en valor absoluto).

Proposicién 3: Sea Nl={1,..n} el conjunto de indices de variables definido anteriormente,

entonces

es una cota inferior para (KP2), siendo

X
slzmig{keN/jZlnggo}

y x*eR" el vector de componentes

1 sij<s,
L « .
X = (8o -j<Zslgj) / 8s1 S1] =384
0 en otro caso

Demostracién : Es evidente ya que x” es una solucién éptima para el problema (RL1) que es
una relajacién de (KP2) y z‘infl el valor de la funcién objetivo para esta solucién ¢

Corolario 4: Sea x* definido como en la Proposicién 3. Si

entonces x* es un éptimo del problema (RL)

-~

Consideremos ahora el conjunto N2= { 1,...,.n } de indices de variables que se suponen
ordenados de forma que primero aparecen los indices correspondientes a variables con C;
positivo, segtin el orden creciente de los cocientes dj/cj, y después los indices de las variables
de coeficiente ¢ negativo ordenadas por valor decreciente (creciente en valor absoluto) de dj/cj
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Proposicién 4: Sea N2={1,...,n} el conjunto de indices de variables que se acaba de definir,
entonces

es una cota inferior para (KP2), siendo

k
szzmin{keN/jzlcjzco}

y x*eR" el vector de componentes

1 sij<s,
* ..
X; = (cq - Zc-)/c sij=s
J 0 j<82'] 52 1=%
0 en otro caso

Demostracién : Es evidente ya que x* es una solucién 6ptima para el problema (RL2) que es
una relajacion de (KP2) y Zinfz el valor de la funcién objetivo para esta solucién ¢

Corolario 5: Sea x* definido como en la Proposicién 4. Si

Sy

Z ng;‘?.go

j=1
entonces x* es un 6ptimo del problema (RL)

Tanto la cota zinfl como zinf2 pueden reforzarse posteriormente teniendo en cuenta las
condiciones de integridad de las variables de forma andloga a la que se ha explicado
anteriormente para el caso de dos restricciones de sentido contrario siguiendo el criterio de
Martello y Toth [MaTo79] en el caso de problemas de una restriccién.

Corolario §: z;,¢ = max {Zinfl’zinfz} es una cota inferior para (KP2).

De una forma similar al caso del problema (KP1), podemos obtener dos cotas inferiores,
asociadas a cada variable, para el caso en que éstas se fijena0 6 a 1.
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Para ello, dada una variable j se definen los subproblemas

(KP1) min X dypxy
keN\{j}

Z ckxk 2 Co - Cj
keN\(j}

ke N\{j}

x € {0,1}, ke N\{j}
donde V ke N\{j} ¢,,g e R*, d,e RkeN\{j} y cy, goeR*, y

(KPO) min 2 dyxy
ke N\{j}

Z CpXg 2 o
ke N\{j}

)X 8xXx 2 &
keN\{j}

XkE {071 }: ke N\{j}
donde YkeN\{j} c.g e R*, dyeR ke N\{j} ¥y cp,gp €RY,
y se aplica el procedimiento anterior para la obtencién de una cota inferior a cada subproblema.

De esta forma obtendremos dos cotas inferiores z1; y 20; que son, respectivamente, la cota
inferior que obtendriamos si en el problema original (KP2) se hubiese fijado xja0 6 a 1.
Posteriormente podremos utilizar estas cotas en un procedimiento de enumeracién implicita
para eliminar variables, fijindolas a 0 6 a 1, reduciendo, de esta forma, las dimensiones del

problema original. i

o
N

151



1V.3.2 Algoritmo de enumeracion implicita

A continuacién se propone un algoritmo de enumeracién implicita para el problema (XP2).
Se trata de un algoritmo que utiliza criterios semejantes al de Martello y Toth [MaTo79] para
problemas con una dnica restriccién, imponiendo adem4s, a las subsoluciones parciales que se
obtengan, poder satisfacer la otra restriccion. Es importante en el disefio de este algoritmo
conocer a priori cual es la desigualdad mds 'restrictiva’. Esta serd la restriccién que haya
proporcionado la mayor de las dos cotas inferiores, ya que en principio parece ser la restriccién
mds dificil de satisfacer y permitird eliminar rdpidamente partes importantes del espacio de
bisqueda. Serd a esta restriccién a la que se apliquen fundamentalmente los criterios de poda
en el algoritmo. Por lo tanto, existirin dos versiones diferentes del algoritmo que se propone,
en funcién de que la restriccién més vinculante sea la primera o la segunda.

Sin pérdida de generalidad y para una mayor claridad en la exposicién, supondremos a
partir de ahora que el subproblema que ha proporcionado la mejor cota inferior es (RL1) por lo
que se toma la primera restriccién como la mds vinculante. Sea N1={l1,...,n} el conjunto de
indices de las variables ordenados segin el mismo criterio que en la Proposicién 3.

En este procedimiento se construyen subsoluciones parciales para el problema (KP2), que
no satisfacen la primera restriccién. Estas se completan, afiadiendo el menor niimero posible de
elementos, hasta obtener una solucién posible. Para completar una subsolucién parcial, se
incluye en la misma, mientras no se satisfaga la primera restriccién, la primera variable que no
haya sido previamente considerada, que pueda mejorar el valor de la incumbente y que permita
satisfacer las dos restricciones. Cuando la nueva subsolucién parcial satisfaga ambas
restricciones habrd que comprobar si el valor de 1a funcién objetivo asociado a la misma mejora
el valor de la incumbente para actualizarlo.

Dada una subsolucién parcial, Martello y Toth [MaTo79] proponen un criterio para saber a
priori si ésta no va a poder proporcionar, en caso de que llegue a completarse, un valor de la
funcién objetivo mejor que el de la incumbente que se tenga. En particular, dada una solucién
parcial xp el valor

n n
ZXp_ = El d;.xp; + I_(co- El ¢)- dryi/Cr A
donder=max { jeN/ xpj=1 } es una cota inferior del valor de la funcién objetivo que puede
llegar a obtenerse completando esta solucién parcial de forma que cumpla la primera

restriccién. Por lo tanto, si zxp es mayor o igual que el valor de la incumbente habré que hacer
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backtracking. Para saber si puede cumplirse la segunda restriccién se define, para cada variable
j, sumg* = 2 / 2,50 }.
J, sumg; ] {gc/8>01}

En caso de que ésta no pueda llegar a satisfacerse, habrd que hacer backtracking eliminando
de la solucién parcial variables, empezando por la Gltima, hasta encontrar una cuya eliminacién
permita satisfacer la segunda restriccion.

Cuando tenga una soluci6n posible cuyo iltimo elemento no sea la dltima variable x, para
continuar la exploracién se deberd eliminar de la solucién dnicamente la dltima variable
introducida ya que nada asegura por la ordenacién que si se afiade una variable posterior no
pueda mejorarse el valor de la incumbente. Si, por el contrario, el dltimo elemento de la
solucién es la variable x;, habrd que eliminar todas las variables de indices sucesivamente
correlativos (en orden decreciente) con la variable x .

En el caso que el backtracking se realice por la condicién de poda de Martello y Toth
[MaTo79] se procederd exactamente igual. Se deberd tambien efectuar el mismo retroceso
cuando se tenga una subsolucién parcial que no cumpla la primera restriccién y la siguiente

“variable candidata X; tenga un coeficiente C; negativo. En este caso la inclusién de una o varias
de las variables posteriores no llevard a satisfacer esta restriccién.

Teniendo en cuenta que se conocen los valores de las cotas 21; y 20; asociadas a cada
variable, éstas podrén utilizarse en un procedimiento de eliminacién de variables, como en el
caso de (KP1), fijandolas a 0 6 a 1 respectivamente cuando el valor de dichas cotas supere el
valor de la incumbente. También en este caso, este criterio llevard a reducciones sensibles de
las dimensiones del problema que se esté resolviendo, mejorando los criterios cldsicos de

eliminacién.

Suponemo§ también en este caso que, inicialmente, se dispone de una solucién posible
obtenida a partir de una heuristica. Posteriormente se expondr4 una heuristica especifica para
problemas de este tipo especialmente adecuada para problemas que tengan caracteristicas
numéricas similares a las que se dan en las relajaciones lagrangianas del tipo (RL7).

Ademds, al comenzar la exploracién se obtiene una primera solucién parcial que serd
solucién posible para el problema (KP2). Se comparard el valor de la funcién objetivo
asociado a la misma con €l de la incumbente obtenida mediante la heuristica, ya que en el caso
en que esta sea mejor se actualizard el valor de la incumbente.
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Notacién:

sumgj*': 2 {8y / 8>0}
k>j

Nimero total de variables que intervien en el
problema.

Suma de los coeficientes positivos de la
restriccién correspondientes a variables con
indice posterior a j.

n n
ZXp_= > dy xpy +1_(cq - p cp d, +1/cr 41| Cota inferior del valor de la funcién objetivo

k=1

zxp_j
Xp
n
rl = Z CiXP;
j=1
n
r2 =.Z gjxpj
j=1
n
fp =.Z djxpj

j=1

=1

para una subsolucién parcial obtenida a partir
de xp que satisfaga la primera restriccidn,
siendo r el mayor de los indices de las variables
fijadas a 1 en xp.

Cota inferior andloga a zxp_ que se obtendria
si se incluyese la variable j en la subsolucién
parcial xp.

Vector n-dimensional de componentes 0 6 1,
cuyas componentes a 1 indican los indices de
las variables que intervienen en la subsolucién
parcial.

Valor de la primera restriccién asociado a una
subsolucién parcial xp.

Valor de la segunda restriccién asociado a una
solucién parcial xp.

Valor de la funcién objetivo asociado a una

solucién parcial xp.
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Inicializaciéon
Calcular Incumb

Si incumb € zinf  Terminar

Aplicar test de eliminacién de variables
Para j=1,n Hacer
xpj=0
Fin Para
rl«0
12«0
fpe0
je1
Fin Inicializacion

Mientras no fin Hacer
Ampliar subsolucién parcial xp
Si  rl2c, ¥y

2<g, ¥
fp < incumb
Entonces

Actualizar solucién incumbente
Hacer backtracking 1

En otro caso si zxp_j 2 Incumb Entonces
Hacer backtracking 2

En otro caso si ¢ < 0 Entonces

Hacer backtracking 2

En otro caso si r2+gj+sumgj+<go Entonces
Hacer backtracking 3

Fin Si .

Fin Mientras

Siendo,
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Valor de la cota superior obtenido
mediante una heuristica.
La solucidn asociada a la incumbente

es dptima.

Se empieza con la subsolucidn
parcial vacia.

La solucion parcial xp es una
subsolucién posible mejor que la
incumbente.

La subsolucidn parcial xp no puede
completarse mejorando el valor de la
incumbente.

No se puede satisfacer la primera
restriccion.

No se puede satisfacer la segunda

restriccion.



Ampliar subsolucién parcial xp
Mientras zxp_j < Incumb y
r1+cj <Cq Yy
¢;>0 Hacer
Anadir elemento j
j e+l
Fin Mientras
Fin

Backtracking 1 consiste en eliminar de la solucién xp tinicamente la ltima variable afiadida
a 1a misma en el caso en que ésta no sea x,,, mientras que, en el caso en que se trate de x,,
deberdn eliminarse los ltimos elementos correlativos de la solucién parcial y la variable
inmediatamente anterior a la dltima correlativa.

Backtracking 2 consiste en eliminar los dltimos elementos correlativos afiadidos a la
subsolucién parcial xp y la variable inmediatemente anterior a la idltima correlativa, y
backtracking 3 consiste en eliminar todos los elementos de la subsolucién xp con un indice
igual o posterior a 1, siendo

r
T = max {jeN/xpj =1 ykzlgkxpk+ sumg:Zgo}

el indice de la iltima variable a partir de la cual puede completarse la subsolucién parcial xp
satisfaciendo la 2a. restriccién.

De nuevo, para mayor claridad en la exposicién, en el esquema del algoritmo anterior se
supone que en cada paso las cantidades fp,rl y r2 asociadas a cualquier subsolucién parcial xp
estdn debidamente actualizadas.

El algoritmo anterior finalizard, bien cuando se obtenga una incumbente que sea menor o
igual que la cota inferior, la solucién asociada a la misma serd la 6ptima, bien cuando en
alguno de los pasos de retroceso se llegue a una subsolucién parcial vacia para la que no exista
ninguna variable candidata para completarla.

El test de eliminacion de variables es exactamente igual que en el caso del algoritmo para
(KP1). Asimismo, este tcsbfkpodn'a aplicarse cada vez que se actualizase la incumbente, aunque,
al igual que para (KP1), no parece que sea rentable en el caso en el que la solucién generada
por 1a heuristica proporcione una cota superior suficientemente ajustada.
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El esquema anterior es igualmente vilido para el caso en el que la restriccién més vinculante
fuese la segunda. Para adaptarlo a esa situacién habrfa que considerar el conjunto N2=
{1,...,n} de indices de las variables ordenados segiin el criterio de 1a Proposicién 4, asi como
sustituir todas las condiciones referentes a la primera restriccién por una condicién andloga
respecto a la segunda y viceversa.

157



I1V.4 Casos Particulares: (RL6u) y (RL7u)

En esta seccién se estudian los problemas (RL6u) y (RL7u) como casos particulares de los
problemas (KP1) y (KP2) estudiados anteriormente.

Sean los problemas

(RL6u) min cx + u(e-Ax)
xeX

nx<m
cx_>.s0
X; € {0,1}, jeN

(RL7u) min cx + u(e-Ax)
xeX

gXx 28,
CX 2§
x;€ {0,1}, jeN

Estos problemas pueden formularse como

(RL6u) ue+ min (c-uA)x
xeX

nxs<m
cx 2 So .
x;€ {0,1}, jeN

(RL7u) 'ue+ min (c-uA)x

xe X

gx zgo
cx 2 So
Xj € {0,1}, JEN
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IV.4.1 Problemas (RLé6u)

En (RL6u) los coeficientes de la funcién objetivo (c-uA) no estdn restringidos en signo,
pero los coeficientes y los términos independientes de las dos restricciones son no negativos.
En particular, en el caso de (RL6u), los coeficientes d] de la funcidén objetivo son los costes
reducidos del problema (P) asociados al vector de multiplicadores u; el término independiente
de la primera restriccién sq se corresponde con el nimero entero inmediatamente superior a la
mejor cota inferior conocida para el problema original (P), y los coeficientes de esta restriccién
son los coeficientes de coste del problema original.

En la segunda restriccién, el término independiente indica el nimero de restricciones del
problema original (P), mientras que los coeficientes que intervienen son el mimero de
elementos de cada una de las columnas de la matriz A de restricciones.

En concreto, en la primera restriccién los coeficientes serdn nimeros naturales y en la
segunda nimeros reales no negativos. Los términos independientes son nimeros naturales.

Es evidente que (RL6u) es un caso particular de (KP1), donde, para una mayor
generalidad, todos los coeficientes se consideran nimeros reales. Evidentemente, la dificultad
en obtener una solucién factible para (RL6u) estd directamente relacionada con la proporcién
que exista entre los coeficientes y los términos independientes de estas dos restricciones.

En el caso de la segunda restriccién esta proporcién vendrd determinada por la densidad de
los problemas originales que se intenten resolver, ya que si la densidad del problema (P) es de
d/100 = d/100'n'm = X g; con lo que el valor medio de dichos coeficientes viene a ser
aproximadamente d/100-m.

Esto nos indica que en principio es relativamente ficil mantener la factibilidad de la segunda
restriccidn, incluso si estamos interesados en afiadir variables que tengan coeficiente de coste
dj negativo en (RL6u), siempre que la densidad de los problemas no sea muy alta, cosa que en
la prictica siempre suele suceder.

Con respecto a la primera restriccién, para conseguir su factibilidad deberemos afiadir un
nimero suficiente de variables a las subsoluciones parciales que se consideren,- ya que se trata
de una desigualdad de tipo "2". En este caso, la proporcién existente entre los coeficientes de
la restriccién y el término independiente es a priori més dificil de conocer, debido a que el
término independiente no-es un dato del problema original.
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Resuita, de todos modos, evidente que a medida que aumente la calidad de 1a mejor cota
inferior que se conczca, esta primera restriccién serd mds dificil de satisfacer, sobre todo
manteniendo 1a factibilidad de 1a segunda restriccién, especialmente si se tiene en cuenta que
los coeficientes de coste dj no son sino los costes reducidos asociados al vector de
multiplicadores u, con lo que a medida que la calidad de la solucién dual u aumente, estos
coeficientes tenderdn a disminuir para acercarse a las condiciones de holgura complementaria.

A continuacién se expone una heuristica para resolver problemas del tipo (KP1). Esta
heuristica est4 disefiada teniendo en cuenta las caracteristicas numéricas que aparecen, como se
acaba de comentar, en las relajaciones lagrangianas del tipo (RL6u). Por lo tanto, a pesar de
que su aplicacién es posible para problemas (KP1) mis generales, resulta més adecuada para
problemas con esta estructura especifica que son los que estamos interesados en resolver en
este contexto.

Heuristica

La heuristica procede en cuatro etapas. En la primera de ellas se obtiene una solucién
posible. Pueden construirse ejemplos en los que ésta fase falle, pero raramente esto serd asi.
De hecho, la calidad de esta primera solucién no serd normalmente buena, dado que en su
obtencién no se tienen en cuenta los coeficientes de coste dj, y la unica justificacién para
utilizarla es asegurar, en la gran mayoria de los casos, la obtencién de una solucién posible a
partir de 1a cual se irdn obteniendo mejoras sucesivas. Ademds, esta solucién tampoco seré en
general minimal, entendiendo por minimal aquella solucién tal que si se eliminase alguna de
sus componentes dejaria de serlo. '

La segunda etapa de la heuristica proporciona una solucién minimal contenida en la
primera. En particular, 1a subsolucién obtenida serd, a menudo, la mejor posible, debido al
orden en el que se irdn considerando las variables.

En las dos etapas posteriores se mantiene la estructura obtenida en las dos pﬁmeras fases, a
saber: un conjunto de indices asociado a una solucién posible no minimal y una solucién
minimal (a menudo la mejor) contenida en ella.

Las dos tltimas etapas}':onsistcn en mejoras que se intentan a base de intercambios. Eilo se
debe a que el conjunto de variables a partir del cual se ha obtenido la solucién no minimal, y
por tanto del que se han elegido las variables que forman parte de la solucién minimal, no
tiene, en absoluto, en cuenta los coeficientes de coste. Por ese motivo, es probable que alguna
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de las variables con mejor coeficiente de coste, haya quedado fuera del conjunto de variables
elegibles y que ahora sea posible intercambiarla por otra que pertenezca a la solucién minimal
obtenida.

En la primera mejora se intentan intercambios de variables que estén en la solucién minimal
por variables que estén fuera de la solucién no minimal, siempre que el intercambio
proporcione una solucién posible cuya subsolucién minimal asociada mejore el valor de la
funcién objetivo.

Finalmente, en la segunda mejora se intenta substituir variables de la solucién minimal por
conjuntos de variables no pertenecientes a la solucién no minimal. De nuevo, el intercambio se
realizard siempre que sea posible obtener una nueva solucién posible cuya subsolucién.
minimal asociada mejore el valor de la funcién objetivo. '

La heuristica es como sigue:

1-. Construir una primera solucién posible.

Sea N1 ={ 1,..,n } el conjunto de indices de variables ordenados por orden creciente de
nj/cj.
Sean s; = max { jeN1/ l%.:lnggo}y S!={jeNl/j<s, }

Se construye el vector x, definido por: x;=1, Ve Si, x;=0 VjeN hsl.
Si x no es solucién posible para (KP1) Final. La heuristica falla.

Teniendo en cuenta que en N1 aparecen primero aquellas variables cuya relacién entre los
coeficientes de las dos restricciones es mejor, la heuristica fallard en muy pocas ocasiones. De
hecho, este procedimiento ascgui‘a la obtencién de una solucién posible no entera para la
relajacioén lineal de (KP1) cuando este problema sea factible.

2-. Encontrar una solucion minimal contenida en la anterior.

Considerar el problema (KP1) restringido inicamente a aquellas variables que pertenecen a
St )

161



Sea (KP1') min X X;
il
jes

2
ZSICJX] Co

< g,
e S%J i

x; {0,1}, je s,
donde V je S! c;gi€R*, dieR.

Sea el conjunto N2= { 1,...,8; } de indices de variables pertenecientes a S! ordenadas
segin valores crecientes de dj/cj .

Sean s, = min { jeN2/ é:lckZCO}y S2={jeN2/j<s, }.

El vector x, definido por xj=1, Vje S2, xj=0 Vje SI\S2, es una solucién minimal
contenida en S1.

Nétese que un procedimiento andlogo proporcionaria el éptimo de la relajacién lineal
(KP1')) asociada a (KP1").
3-. Intentar intercambios uno a uno.

Consideremos los siguientes conjuntos de indices:

S2= {L,....s, }, que ahora suponemos ordenado por orden decreciente de coeficientes de
coste dj,

SWS2 = {s,+1,..., 5, } ordenado segiin orden creciente de coeficientes de coste d; y
2 1 g i

e

S3=¢ s;+1,...,n } ordenado segiin valor creciente de los coeficientes de coste dj.
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Mientras nofin Hacer
Sean k el siguiente elernento de S3 y j el siguiente elemento de S2
Si dj < dy Entonces
Fin = cierto
En otro caso

Sean S2' = SA{j}u{k}y S!' = SW\{ju{k}

Mientras S!' viole la 23 restriccién  Hacer
St' st \{r} siendo r el dltimo elemento de st'

Fin Mientras

Mientras S2' viole la 12 restriccién Hacer
§2' Sz'u{r} siendo r el primer elemento de st'
st st \(r}

Fin Mientras

Si $2' es el soporte de una solucién cuyo

cuyo coste es menor que el de S2  Entonces

§2 s
S1 « 8!

Fin Si

Fin si
Fin Mientras

Este tercer paso favorece 1a inclusién en la solucién de variables que tengan un coeficiente
de coste pequefio, y cuya relacién entre los coeficientes de las dos restricciones sea adecuada,
atin sin ser tan buena como para las variables que forman el soporte S!.

4-. Intentar intercambios con varias variables a la vez.

Consideremos los siguientes conjuntos de indices:

S2- {L,....s, }, que ahora suponemos ordenado por orden decreciente de coeficientes de
coste dj,

ShS2 = {5,+1,..., 5 ordenado segun orden creciente de coeficientes de coste d; y
2 1 f]

[N

-

S3={ $;+1,...,n } ordenado segin valor creciente de los coeficientes de coste dj.
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Mientras no fin Hacer
Sean k el siguiente elemento de S3 y j el siguiente elemento de S2
Si dJ <dk Entonces
Fin = cierto
En otro caso
Sea §2' = SA{j}u{k}
Mientras S2' viole la 12 restriccién Hacer
$2' « S2'U{r} siendo r el siguiente elemento de S3
$3 «S$3\{1}
Fin Mientras
Si S2' esel soporte de una solucién cuyo
coste es menor que el de S2 Entonces
$?2 5%
Fin Si
Fin si
Fin Mientras

En este cuarto paso, la heuristica favorece la inclusién en la solucién de conjuntos de
variables para las que sean pequefios tanto los coeficientes de coste dJ como los de la primera
restriccién G- Este tipo de variables es, individualmente, poco adecuado para formar parte de
alguna solucién, debido a que en la ordenacién que se hace en el primer paso, aunque el
coeficiente gj sea bastante pequefio, es poco probable que, en el caso en que ¢; sea pequefio, el
cociente gj/cj resulte de los menores independientemente del coste dJ

Anédlogamente, en el tercer paso la inclusién de este tipo de variables puede resultar dificil,
ya que para ello serd necesario afiadir alguna de las que, a pesar de tener un coeficiente
adecuadoen la 12 rest_riccién, se sabe que tienen un coeficiente de coste dJ poco prometedor.

Este no serd el caso en este cuarto paso en el que, al considerar a 1a vez un conjunto de
variables de este tipo, el intercambio con alguna variable cuyo coeficiente de coste no sea
suficientemente pequeiio puede realizarse ficilmente.

Finalmente y mientras se produzca alguna mejora, se afiadirdn a la solucién todas aquellas
variables que, no perteneciendo a la misma, tengan coeficiente de coste negativo y cuya
inclusién en la soluci6én no haga violar la segunda restriccién, reduciendo posteriormente la
nueva solucién obtenida a’una solucién minimal.

La complejidad del peor caso de la heuristica que se ha expuesto es de O(n3). En concreto,

esta cota se corresponde con el coste del tercer paso en el que, en el caso peor, se intentardn
intercambiar todas las variables de S2 por todas las de S3, y cada uno de estos intercambios
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puede dar lugar a ajustes en S, S2y S3 de coste O(n). En los dos primeros pasos el coste serd
como miximo O(nlogn), ya que se realiza una ordenacién y un recorrido secuencial. En el
cuarto paso se realiza un recorrido de orden O(n2) ya que se estudian los intercambios entre s2
y S3 (sin analizar posibles reajustes).

IV.4.2 Problemas (RL7u)

En el caso de (RL7u) los coeficientes dJ de 1a funcién objetivo no estin restringidos en
signo ya que, de nuevo, se trata de los costes reducidos para el problema (P) asociados al
vector de multiplicadores u. Tampoco estdn restringidos en signo los coeficientes de la
segunda restriccién, siendo, en cambio, los coeficientes de la primera nimeros reales no
negativos. En particular, la interpretacién de la primera restriccién es es exactamente la misma
que en el caso de (RL6u).

La segunda restriccién es, como ya se ha visto en el capitulo anterior, la subrogada
obtenida por la aplicacién del procedimiento de Dyer. Lo tnico que puede asegurarse sobre
esta segunda restriccidn es que, debido al procedimiento utilizado para su obtencién, tanto el
término independiente como los coeficientes que en ella aparecen serdn de una magnitud
bastante reducida, estando ademds todos los coeficientes normalizados respecto a la norma
euclidea.

Se trata, por tanto, de un problema que tiene una estructura similar a la de los problemas del
tipo (KP2') que ya se ha visto pueden transformarse en los de la clase (KP2) mediante un
cambio de variable apropiado. En este caso haciendo ¥j= 1~xj- Vj tal que el coeficiente de coste
(c-uA)j sea negativo, se convierte (RL7u) en un problema equivalente en el que los coeficientes
de la funcién objetivo son todos no negativos. Resulta por tanto evidente que (RL7u) es un
caso particular de (KP2).

Debido a la estructura de estos problemas, es dificil conocer a priori cual de las dos
restricciones resulta mis dificil de satisfacer, pudiendo dnicamente asegurar que, como en el
caso de (RL6u) a medida que aumente la calidad de la mejor cota inferior conocida para el
problema (P) la primera restriccién de (RL7u) resultard mds dificil de satisfacer. En cualquier
caso, teniendo en cuenta la diferencia de magnitud que aparece en los coeficientes y términos
independientes de la primera restriccién respecto de los de la segunda, cualquier procedimiento
para encontrar una solucién posible deberd tener este hecho en cuenta y considerar algiin tipo
de ordenacién que refleje la magnitud de los coeficientes relativamente a la influencia de la
restriccién en la que intervienen.
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Para satisfacer 1a 12 restriccién interesaria ordenar las variables segin orden creciente de
d]-/cj. Andlogamente, para la 22 resiriccion habria que hacerlo por orden creciente de dj/gj.
Ahora bién, para que las dos restricciones tengan una ponderacién similar habria que
normalizar ambos términos independientes con lo que las ordenaciones resultarian en funcién
de los cocientes djcolcj y djgolgj respectivamente. Por lo tanto, una posible ordenacién para
resolver el problema con dos restricciones es aquella que resulta de la suma de los dos
cocientes asi definidos; de esta forma se estarian potenciando de igual manera las dos
restricciones.

Ahora bien, teniendo en cuenta que las dos restricciones no resultan igualmente
'vinculantes' en el sentido de que una de ellas es m4s facil de satisfacer que la otra, resulta
razonable sugerir una ordenacién que potencie conseguir una solucién que satisfaga la
restriccién m4s 'dificil' sin llegar a penalizar la que resulte mds 'ficil'. Esto puede conseguirse
multiplicando cada uno de los cocientes anteriores por un factor |; que sea tanto mayor en la
medida en que la restriccién a la que va asociado resulte mds 'dificil'. Teniendo en cuenta que
las cotas inferiores obtenidas para los problemas del tipo (KP2) reflejan la dificultad para
satisfacer cada una de las restrciciones, ya que estas cotas aumentan a medida que la restriccién
a la que estdn asociadas resulta més dificil de satisfacer, parece adecuado que los factores |,
guarden proporcién con dichas cotas.

A continuacién se expone una heuristica para problemas (KP2) que tiene en cuenta las
consideraciones anteriores. Debe comentarse, una vez més, que se trata de un procedimiento
que puede aplicarse a problemas mds generales que las relajaciones lagrangianas (RL7u),
aunque su disefio se ha hecho en funcién de las caracteristicas numéricas de este tipo de
problemas.

Heuristica

Sea N ={ 1,...,n } el conjunto de los indices de las variables ordenados segiin valores
crecientes de p,dj.co/ci+ Iyd;g/8;, siendo |, y |, tales que ,+py=1y /=206 20 2.

Seas=min { jeN/ 1élcjzcoy lélgjzgo}

Sea el vector x, definido por: x;=1, Vjss, x;= 0 Vj>s. Si x no es solucién posible para
(KP2), la heuristica falla.
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Hay que tener en cuenta que la heuristica anterior puede, teéricamente, fallar, ya que al
existir coeficientes negativos, tanto en la 12 cémo en la 22 restriccidn, el procedimiento anterior
no asegura la obtencién de una solucién posible. De todos modos, la ordenacién que se utiliza
favorece la obtencidn de una solucién posible, ya que aparecen, casi seguramente, primero las
variables que tienen coeficiente positivo en las dos restricciones y después, las que tengan un
coeficiente positivo y uno negativo. Hay que resaltar que esta heuristica no ha fallado en
ninguno de los problemas en los que se ha utilizado.

La complejidad del peor caso para esta heuristica es de orden O(nlogn) que se corresponde
a la ordenacién previa al recorrido secuencial que se realiza en la misma.
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CAPITULO V

UNA CLASE DE ALGORITMOS HiBRIDOS PARA PROBLEMAS
DE (SP) Y EXPERIENCIAS COMPUTACIONALES

En el comentario final del primer capitulo ya se ha indicado que la tendencia actual en el
disefio de algoritmos para los problemas enteros de caricter combinatorio apunta a la
construccién de algoritmos hibridos que utilicen de forma conjunta distintos procedimientos
aplicables a un mismo problema. De esta forma se potencia la obtencién del mejor rendimiento
de cada uno de los métodos utilizados y la inclusién de otros procedimientos proporciona
herramientas que reducen los inconvenientes individuales de cada uno de ellos.

En los capitulos anteriores se han estudiado procedimientos ya existentes y se ha propuesto la
utilizacién de algunos nuevos para la resolucién de los problemas de set partitioning. Teniendo
en cuenta que este trabajo se enmarca dentro de una linea de disefio algoritmico de caricter
hibrido, resulta natural recoger y sintetizar los distintos procedimientos que se han propuesto
para combinarlos en un unico algoritmo enfocado a la resolucién de los problemas de set
partitioning.
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V.1 Algoritmd hibrido para problemas de (SP)

Los métodos que se han analizado pueden clasificarse en los siguientes tipos: métodos
heuristicos de obtencién de soluciones posibles, obtencion de desigualdades vélidas y métodos
refuerzo dual. Cada uno de éstos métodos resulta en si mismo de gran interés ya que
parcialmente contribuye a la resolucién del problema original. En primer lugar, los métodos
heurfsticos producen soluciones posibles primales que proporcionan cotas superiores del valor
del 6ptimo; los planos secantes reducen el conjunto de soluciones posibles y los métodos duales
ayudan a reducir el gap de dualidad. Ahora bien, cada uno de ellos presenta asimismo algiin
inconveniente que deseamos superar: cémo mejorar la calidad de una solucién posible obtenida
mediante una heuristica, cémo utilizar la informacién proporcionada por una desigualdad vélida
0 cémo conocer que 1a calidad de la cota inferior que se tiene es suficientemente buena si no se
dispone de una cota superior para compararla.

Evidentemente, para poder mejorar la calidad de una solucién primal obtenida mediante una
heuristica puede resultar fundamental disponer de un procedimiento que permita reducir el
espacio de bisqueda de soluciones posibles; de ahi el interés en un procedimiento de generacién
de planos secantes que pueda combinarse con la heuristica. Reciprocamente para obtener un
mejor rendimiento de la informacién proporcionada por un plano secante resulta bédsico disponer
de algiin procecimiento heurfstico que proporcione nuevas soluciones obtenidas en el espacio de
bisqueda mi4s restringido que define la desigualdad. Por lo tanto serd necesario combinar el
procedimiento de generacién de desigualdades con alguna heuristica que proporcione soluciones
posibles para el problema resultante. Asimismo la mejor solucién obtenida en la combinacién de
los métodos anteriores puede resultar un buen punto de referencia para evaluar la calidad de las
cotas inferiores obtenidas mediante procedimientos duales.

Ademis un esquema algoritmico para resolver (SP), en el que se utilicen heuristicas para
obtener soluciones posibles y a partir de ellas se deriven desigualdades b4sicas, elimina uno de
los principales inconvenientes de los métodos cldsicos de generacién de planos secantes a partir
de soluciones fraccionales obtenidas de tablas del Simplex; a saber: 1a utilizacién de la relajacién
lineal ordinaria que, como ya se ha comentado en L5, supone un obstdculo en la resolucién de
los problemas de (SP) ya que éstos a menudo presentan problemas de degeneracién. Ademis,
en términos de eficiencia, lo§ métodos heuristicos que se proponen resultan computacionalmente
rentables debido a su sencillez.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, la clase de algoritmos que se proponen se
ajustan al siguiente esquema iterativo bé4sico:
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Inicializacién k=0

Mientras no fin Hacer
Sea (SPAy) el problema actual
Obtener una solucién posible (u,v) para el problema lineal dual asociado a (SPA,).
Obtener una solucién primal x asociada a u para el problema (SPAy).
Aplicar test de eliminacién de variables
Generar una desigualdad vélida ntx=>1
Incorporar la desigualdad vélida (SPA,).
ke k+l
Fin mientras

El algoritmo anterior terminard cuando se demuestre que se ha encontrado el éptimo del
problema o bien cuando falle el procedimiento para encontrar una solucién posible primal.
Podremos asegurar que se ha resuelto el problema al éptimo cuando el gap de dualidad que
exista entre el valor de la mejor solucién posible primal y la mejor cota inferior obtenida
mediante procedimientos duales sea suficientemente reducido.

Siguiendo la notacién introducida en el capitulo II, en una iteracién k el problema (SPA;)
serd de 1a forma

(SPA,)  mincx
Ax=en
Gx2e,
x;€ {0,1}, VjeN,

donde ce Z™, A es una matriz de dimensién mxn y G es una matriz de dimensién rxn cuyos
elementos son dnicamente 06 1,y e, y €, son, respectivamente, los vectores m-dimensional y
k-dimensional formados por todo 1.
Su problema lineal dual asociado es por lo tanto:
(DA) max ue, +ve,

uA+vG <c

v20.

Por consiguiente en la iteracién inicial, k=0, el problema (SPA;) es un problema de
minimizacién de set partitioning puro, puesto que el nimero de filas de 1a matriz G (ndmero de
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desigualdades vdlidas que se han generado) es 0. En las iteraciones posteriores, al incorporar la
desigualdad vidlida del tipo mx21, la estructura de (SPA;) es la de los problemas de
minimizacién de set partitioning ampliados que se han estudiado en I1.4.

V.1.1 Obtenciéon de un par soluciones posibles primal y dual

La obtencién de una solucién posible para el problema lineal dual (DA, ) asociado a (SPA,)
puede realizarse mediante dos tipos de procedimientos diferentes. Bien por procedimientos
heuristicos (1a heuristica dual propuesta en II.2 en la primera iteracién y la heuristica dual
propuesta en I1.4 en las posteriores), o bien mediante un procedimiento de tipo subgradiente
aplicado a una relajacién lagrangiana. La utilizacién de los procedimientos heuristicos presenta
la ventaja de que computacionalmente resultan muy poco costosos, pero, sin embargo, la calidad
de la solucién dual obtenida no estd garantizada. La utilizacién de un ‘procedimiento de tipo
subgradiente resulta computacionalmente m4s costosa, pero garantiza la calidad de la solucién
dual que se obtiene. Sin embargo, si la relajacién lagrangiana que se utiliza en el segundo caso
es un problema que tiene una estructura sencilla de resolver, el esfuerzo computacional resulta
sin lugar a dudas rentable. La versién del algoritmo con la que se han realizado las experiencias
computacionales cuyos resultados se expondridn posteriormente utiliza relajacién lagrangiana en
la primera iteracién y, posteriormente, en cualquier iteracién inmediatamente posterior a haber
mejorado la calidad de la cota superior. Para justificar la decisién anterior se expondrin
resultados comparativos sobre la calidad de las cotas inferiores obtenidas con los distintos
métodos.

En la primera iteracién se utiliza la relajacién lagrangiana ordinaria dada por

(RL1u) min cx + u(e-Ax)
xeX

donde X = {xeR"/ X;€ {0,1}, jeN }.

En las iteraciones posteriores, teniendo en cuenta que el criterio para su utilizacién es el de
haber mejorado el valor de la mejor cota superior, mantendremos como restriccién explicita la
ltima desigualdad vélida generada antes de la obtencién de la solucién posible primal que ha
proporcionado la mejora; es decir utilizaremos la relajacién lagrangiana dada por:

(RL9u,v) mn;{ cx + u(e,-Ax)+ v(e,-Gx)
Xe

ntx=21
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donde mx21 es la desigualdad que se acaba de mencionar y, cometiendo un abuso de notacién,
estamos suponiendo que la matriz G estd formada por todas las desigualdades obtenidas
anteriormente a la misma asi como por la (ltima desigualdad vilida generarda inmediatamente
después de haber mejorado la cota superior.

Cabe resaltar que 1a estructura de las dos relajaciones lagrangianas que se proponen resulta
muy sencilla; las soluciones para (RL1u) son inmediatas y para (RL9uv) se obtienen muy
ficilmente como se ha expuesto en III.2.2. Por ese motivo es reducido el esfuerzo
computacional para resolver los problemas duales asociados a dichas relajaciones utilizando un
procedimiento de tipo subgradiente y su utilizacién resulta rentable.

Una vez que se disponga de una solucién dual para el problema actual (SPA,), se obtendrd
una solucién posible primal asociada a la misma. Para la obtencién de esta nueva solucién primal
se utilizardn los procedimientos heuristicos propuestos en el capitulo II: 1a heurfstica primal de
II.2 en la primera iteracién y 1a heurfstica primal de IT.4 en las iteraciones posteriores. Como ya
se ha comentado repetidas veces en el capitulo II, el criterio en que que se basan estos
procedimientos es el sugrerido por Fisher y Kedia [FiKe86] en su heuristica para problemas de
maximizacién de set partitioning; es decir, alcanzar en la medida de lo posible las condiciones de
holgura complementaria para el par de soluciones primal-dual.

V.1.2 Test de eliminacién de variables y obtencién de desigualdades vilidas.

Posteriormente el algoritmo aplica un test de eliminacién de variables y genera una
desigualdad vélida del tipo tx21. El test de eliminacién de variables se deriva del caso particular
que resulta del Corolario 1 en II.3 cuando la disyuncién obtenida consta de un dnico término.
Las desigualdades nx21 se obtienen gracias a la aplicacién del Teorema 2 en I1.3 y su validez
para los problemas (SPA;) ha quedado probada.

En ambos casos, las condiciones necesarias para asegurar la validez de los resultados es
necesario disponer de un par de soluciones posibles primal y dual respectivamente tales que la
suma de los costes reducidos de las variables que forman parte del soporte de la solucién sea
mayor que el gap de dualidad existente entre el valor de la mejor solucién posible primal
conocida y el de la soluciép dual actual. En concreto, si Zgyp €5 el valor de 1a mejor solucién
posible primal conocida y (x,(u,v)) es el par de soluciones posibles actuales para los problemas
primal y dual respectivamente, la condicién necesaria para la aplicacién del Corolario 1 y del
Teorema 2 es
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1), %:xs)) 2 Zoup™ (ue,+vey), siendo S(x) = {jeN/ x3-=1} y s =c-(uA-vG).

El Teorema 4 de I1.3 proporciona una condicién necesaria para que se cumpla la condicién
anterior. Es decir, este teorema asegura bajo qué condiciones es posible derivar disyunciones
vélidas asi como obtener desigualdades a partir de cotas condicionales. La respuesta al mismo
viene dada en términos de condiciones adicionales para el par de soluciones primal-dual. En
particular, demuestra que si se cumple

2) u(e,-Ax)+v(e, -Gx)=0
entonces también se cumple 1a condicién (1).

La condicién (2) siempre se cumple en el caso de un problema de set partitioning puro (k=0)
puesto que se convierte en u(e,,-Ax)=0, que debe satisfacerse para cualquier solucién posible
primal independientemente del vector u. No ocurre lo mismo, sin embargo, en el caso de un
problema ampliado (SPAy) con k=0, aunque si puede lograrse esta condicién modificando
ligeramente la solucién dual que se tenga.

Efectivamente, sean (u,v) la solucién dual actual para (DA,) y x la solucién primal asociada.
Sean K={1,....k} el conjunto de indices de la matriz G y K(x)={leK / Gx>1}. Teniendo en
cuenta que

u(e,-Ax) + v(e,-Gx) Te%( ;;l (c:k-(}x)l

Si la condici6n (2) no se cumple, haciendo 0 sucesivamente las componentes vy, 1€ K(x), como
méximo serd necesario hacer todas ellas O para conseguir que se satisfaga esta condicién.

Por lo tanto dado un par de soluciones primal y dual respectivamente, para obtener
disyunciones y desigualdades validas serd necesario verificar si se cumple la condicién (1). En
caso que ésta no se cumpla, se irdn anulando sucesivamente las componentes vy, le K(x) hasta
satisfacer la condicién (2).

En estas condiciones, el Corolario 1 asegura la validez de disyunciones del tipo

p
in(Xj‘-—‘-O, Je Qi ) EXn

En nuestro contexto algoritmico, el caso particular que se obtiene cuando la disyuncién
obtenida consta de un dnico término resulta de gran interés. En este caso serd posible fijara 0
todas las variables que intervienen en el inico término de la disyuncién.
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Recordando de nuevo este caso particular, cuando la disyuncién consta de un dnico término

ésta se convierte en

(xj=0, j€Q,), donde el conjunto Q, = {jeN/ s; 2 zsup- (ue+uey) }.

Por consiguiente, dado un par de soluciones posibles primal y dual que satisfagan las
condiciones de aplicacién del Corolario 1 si Q;#@, podremos fijar a 0 (y por tanto eliminar del
problema todas las variables de dicho conjunto. Hay que resaltar que las variables que
intervienen en Q,, son aquellas para las que el coste reducido es mayor o igual que el gap de
dualidad existente entre el valor de la mejor solucién posible primal conocida y el valor de la
solucién dual actual.

Posteriormente, y teniendo en cuenta que ya estd verificada 1a condicién (1) el algoritmo
generar4 una desigualdad vélida del tipo 7x21 mediante el procedimiento expuesto en II.3.

V.1.3 Tests légicos de eliminacién

La eficiencia del esquema bdsico algoritmico expuesto al principio de esta seccién puede
mejorarse incluyendo en €l la utilizacién de los tests 16gicos de eliminacién de variables que se
han expuesto en 1.4. La utilizacién de estos procedimientos es una fase previa a la resolucién de
los problemas puede incidir favorablemente en el desarrollo posterior del algoritmo y el esfuerzo
computacional que requiere su utilizacién resulta reducido. Ello resulta evidente, puesto que
estos tests, al eliminar variables del problema fijindolas a O o 1, pueden proporcionar nuevos
problemas de dimensiones m4s reducidas en los que la aplicacién de los procedimientos antes
descritos resulte més eficaz.

Asimismo, cuando el test de eliminacién de variables que se deriva de las disyunciones a
partir de cotas condicionales cxpuestb en el apartado anterior fije alguna de las variables a 0, la
aplicacién de estos tests l6gicos de eliminacion puede producir eliminaciones adicionales que se
deriven de la estructura del nuevo problema resultante.

V.1.4 Procedimientos de reduccion del gap de dualidad

Uno de los criterios de: terminacién del algoritmo bdsico propuesto es el fallo del
procedimiento de bisqueda de soluciones posibles primales. Si esto ocurre y si la calidad de la
mejor cota inferior que se tiene no resulta suficientemente buena, no disponemos de ninguna
herramienta que permita evaluar la calidad de la mejor solucién posible primal obtenida. En esta
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situacién , estamos especialmente interesados en reforzar la calidad de la cota inferior y poder
recucir el gap de dualidad al méximo.

Hay que resaltar que en algoritmo propuesto esto resulta de especial importancia debido a que
el fallo de los procedimientos primales puede deberse a que el problema (SPA,) actual no tenga
soluciones posibles. Recordemos, una vez mds, el significado de las desigualdades vdlidas
nx21 obtenidas: dada una cota superior Zap cualquier solucién posible primal mejor que la que
ha proporcionado dicha cota deberd satisfacer la desigualdad. Ahora bien, como ya se ha
comentado anteriormente, en el caso en el que la solucién que haya proporcionado Zgyp S€2
éptima es posible que al obtener una desigualdad vélida e incorporarla al problema (SPAy), el
nuevo problema obtenido no tenga soluciones posibles, puesto que ya no existen soluciones
mejores que la que ha proporcionado zg,,.

Por lo tanto, cuando la heuristica primal falle intentaremos reducir el gap de dualidad
existente mediante alguno de los procedimientos duales estudiados en el capitulo III. En
concreto los distintos procedimientos que se han utilizado para las experiencias computacionales
son los siguientes:

1- Procedimiento para la obtencién de una restriccién subrogada asociada al conjunto
actual de restricciones de (SPA,) aplicando el método de Dyer [Dye80] como se ha expuesto
en [11.4.2.

2- Utilizacién de la variante propuesta del método BISA de refuerzo dual a la relajacién
lagrangiana de (SPA) dada por

(RL7u) ;rgl( cx + u(e,-Ax) + v(e,-Gx)

gx2g,
cx.>.so

donde gx2g, es la restriccién subrogada obtenida en la aplicacién del procedimiento de
Dyer. La restricci6én cx2s, impone que las soluciones posibles tengan un valor de la funcién
objetivo original mayor o igual que la mejor cota inferior conocida, puesto que s, es el
entero inmediatamente superior al valor de la mejor cota inferior conocida.

3- Utilizaci6én de la variante propuesta del método BISA [Barci85a, Barci85b] de refuerzo
dual a la relajacién lagrangiana de (SPAy) dada por

(RL6u) min cx:‘cE 4}-{ u(e,~Ax) + v(e,-Gx)
nx<m

chso
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donde nx<m es una restriccién implicada por el conjunto original de restricciones Ax=e cuyo
significado se ha analizado en 1I1.2.2, en la que las componentes del vector n indican el
niimero de elementos de 1a j-ésima columna de la matriz A y m es el nimero de filas de la
matriz A y cxs,, tiene el mismo significado que en el caso de (RL7u).

Para la resolucién de los problemas duales asociados a las relajaciones lagrangianas (RL6u) y
(RL7u) utilizaremos optimizacién subgradiente y para resolver los problemas en las iteraciones
internas los procedimientos descritos en el capitulo IV para los problemas de knapsack con dos
restricciones ya sean del mismo sentido o de sentido contrario.

Estos procedimientos pueden también aplicarse al problema (SP) original antes de comenzar
el proceso iterativo del algoritmo hibrido. Ello nos permitird, eventualmente, la obtencién de la
solucién éptima y, en cualquier caso, la cota inferior que proporcionen serd un buen sistema de
referencia para evaluar la calidad de las soluciones primales que se obtengan posteriormente.

V.1.5 Una clase de algoritmos hibridos para problemas de (SP)

Las observaciones y comentarios apuntadds en los apartados anteriores han definido de una
forma mds precisa los distintos procedimientos que debe incluir la clase de algoritmos hibridos
que se propone para resolver los problemas de (SP).

El esquema algoritmico al que deben ajustarse es, por lo tanto, el siguiente:

Inicializacién
k=0
Fin = falso ,
Aplicar tests légicos de eliminacién de variables a (SPA;)
Aplicar algin procedimiento dual a (SPAy)
Si se ha obtenido una solucién posible primal Entonces
Fin = cierto
En otro caso
Sea z; ¢ el valor de la cota inferior obtenida
zZsup = .
Fin si
Fin Inicializacién
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Mientras no fin Hacer
Sea (SPA,) el problema actual
Obtener una soluci6én posible (u,v) para el problema lineal dual asociado a (SPAy).
Sea z; el valor de la cota inferior asociado a (u,v)
Si z; > z;, Entonces zinf « zl
Obtener una solucién primal x asociada a u para el problema (SPA).
Si 1a heuristica falla Entonces
Aplicar algiin procedimiento dual a (SPA,)
Fin = cierto
Fin si
Sean z, ¢l valor de la cota superior asociado a x
S(x) el soporte de 1a solucién posible x
s = c-uA-vG el vector de costes reducidos asociado a (u,v)
Siz, < Zsup Entonces Zoup € Zy
Si zg, ,-Z;¢ < 1 Entonces Fin = cierto

b
Si < )sj < ZgupZy Entonces
jeS(x

Modificar la solucién dual (u,v) hasta cumplir u(e,-Ax)+ v(e,-Gx) = 0
Actualizar el vector s de costes reducidos |
Actualizar el valor z; asociado a la solucién dual .
Fin si
Para j=1,n Hacer
Si 852 Zgyp - 2 Entonces
Hacer xJ;=O
Aplicar Tests l6gicos de eliminacién de variables
Fin Si
Fin Para

Generar una desigualdad vdlida tx>1
Incorporar la desigualdad vélida (SPA,).
k «—k+1

Fin mientras
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V.2. Procedimientos de tipo subgradiente y Resolucion de Problemas
de Knapsack \/

En esta seccién se exponen las técnicas que se han utilizado en la resolucién de los
problemas duales que resultan de las distintas relajaciones lagrangianas formuladas en alguno
de los pasos del algoritmo, asi como los métodos utilizados en la resolucién de los problemas
clasicos de knapsack que aparecen tanto en dichas relajaciones lagrangianas como en la
aplicacién del método de Dyer [Dye80] para la obtenci6n de restricciones subrogadas.

V.2.1. Procedimientos de tipo subgradiente.

Existen distintos trabajos sobre las técnicas que pueden utilizarse para la obtencién de los
multiplicadores duales 6ptimos en el contexto de dualidad lagrangiana [HeKa71, HeWoCr74,
Mar75, MaHoB175, BaGo79, Fis81]. Actualmente, sin lugar a dudas, los procedimientos de
tipo subgradiente son los que se utilizan de forma generalizada.

La aplicacién de estos procedimientos que, son de tipo iterativo, a los problemas duales
asociados a las relajaciones lagrangianas proporciona soluciones cuasi-Optimas para dichos
problemas con un coste computacional que depende de la estrucura de los subproblemas que
aparecen en las iteraciones del procedimiento.

Inicialmente fueron Held y Karp [HeKa71] quienes utilizaron un procedimiento de tipo
subgradiente aplicado a problemas de travelling salesman y, porteriormente, Held, Wolfe y
Crowder [HeWoCr74] estudiaron la validez de procedimientos andlogos aplicados a distintos
tipos de problemas.

En el contexto de los problemas ampliados de set partitioning (SPAKk) se desea resolver o
aproximar el problema dual asociado a una relajacién lagrangiana dado por

max min L(x,u,v) = max {ue,+ve, + min (c-uA-vG) x 1
ueF xeG ( ) ueG{m kxe(}( )x} M

donde F y G son las distint;'s relajaciones de los conjuntos de soluciones posibles para (DAk)
y (SPk) respectivamente. Es decir:

F2{ (u,v)/v20, uA+vG=sc } y G 2 { x/ Ax=e,,, Gx2e, }
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Dado u,, el algoritmo de Held Wolfe y Crowder [HeWoCr74] genera una sucesién finita
de soluciones de (1) {(ut,v%}, tal que para todo t se satisface:

. (ut,vHeF
. (uttl, yt*1) = Pp( (utvY) + ptdt)

. L(x, (ut*lyvt) > L(x, (utvth)

donde d, es un vector subgradiente (vector de direcci6n posible de ascenso) en (u,v!), p*es la
longitud de paso y Pg(.) indica 1a proyeccién en el conjunto F.

En cada iteraci6n se resuelve el problema

min L{x,(utv®)) = ue_+v,e, + min (c-utA-viG)x 2
min (x,(ut,vY) Em™Viex erG( ) 2

Sea xt=x'(ut,v!) una solucién Sptima para (2), entonces el vector subgradiente d¢ viene dado
por d* = (ut-Axt, vi-Gx!) y se toma como longitud de paso

A, [w* - L(xb, @tv))]

Pt=

lld, 11 2

siendo V't los escalares A, tales que eSA,<2, para un € dado y w" una cota superior del valor de
la funcién objetivo del problema original.

La convergencia de los procedimientos de tipo subgradiente estd ampliamente estudiada en
un trabajo de Goffin [Gof77] y estd demostrada [Pol67,Pol69] para cualquier sucesién {A,} tal
que:

&

A= 0
DY

Por lo tanto, en las versiones de este procedimiento que se han implementado, 1a eleccién de
estos pardmetros se ha tomado [BaHo80] como Ag=2 y posteriormente haciendo A=A, /2
después de cada T iteraciones, siendo T=max{T/2,5}. Inicialmente T=m donde m es el
nimero de restricciones del problema original.
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Uno de los principales inconvenientes que presentan los procedimientos de tipo
subgradiente es el comportamiento erritico aparece, en ocasiones, en las primeras iteraciones.
Cuando esto ocurre, es necesario realizar un mayor nimero de iteraciones para alcanzar la
convergencia del algoritmo. Para intentar solucionar este obstdculo, se ha estudiado la
utilizacién de vectores obtenidos como modificacién de los subgradientes dt antes definidos.

Uno de los trabajos en los que se presentan alternativas en este sentido se debe a Camerini,
Fratta y Maffioli [CaFrMa74] y en €l se propone la utilizacién como posible direccién de
ascenso en cada iteracién de un vector s' de la forma s'=d*+B,s*! donde d* es el vector
subgradiente definido anteriormente y B, son unos escalares definidos por

st-ldt
=Y ——— si stldt< 0,
lIs*1) 2

0 €n otro caso.
Inicialmente se elige s*"1=0 para t=0.

La eleccién del escalar g es arbitraria, aunque los autores sugieren la utilizacién de y=1.5
que es una aproximacién del valor V2 que, cuando s*1d*1<0, proporciona el valor m4ximo
del cociente cos &/ cos 8 donde J; y 84 son , respectivamente, los 4ngulos que forman los
vectores sty d con la direccién éptima w*-L(x,(ut,v%)). La eleccién de y=0 supondria la
eleccién de la direccién subgradiente d> mientras que y=1 supondria elegir una direccién
ortogonal a st1.

Tomando, en cada iteracién la longitud de paso como

w'-L(xt,(ut,vh))

pt=
listl 2

los autores demuestran la convergencia de este algoritmo.

Los problemas de set partitioning no son una excepcién respecto de los problemas que
presentan un comportamie‘hm errdtico en las primeras iteraciones. Por ese motivo, para
resolver los problemas duales asociados a las distintas relajaciones lagrangianas, también se ha
implementado una versién en la que se utiliza un procedimiento de subgradiente modificado
como el propuesto en [CaFrMa74] que se acaba de exponer. Las experiencia computacionales
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realizadas con estas nuevas versiones no han presentado en general una convergencia més
rdpida y menos errdtica que las que se han realizado con la versién clésica de optimizacién
subgradiente. Sin embargo, si se ha detectado que en casi todos los casos, las cotas inferiores
obtenidas al final de los procedimientos eran, la mayoria de las veces ligeramente peores que
las obtenidas mediante los procedimientos cldsicos. Estos resultados nos han llevado a utilizar
el método cldsico en la versién definitiva que con la que se han realizado las experiencias
computacionales que se expondran posteriormente.

V.2.2. Resoluciéon de Problemas de Knapsack

En la aplicacién del procedimiento de Dyer [Dye80] para la obtencipén de restricciones
subrogadas y en algunas de las relajaciones lagrangianas (RL3u), (RL4u), (RL5u) (cf. 3.4.2),
que se utilizan para la obtencién de cotas inferiores para los problemas, aparecen problemas de
minimizaci6n de tipo knapsack.

Estos problemas han sido ampliamente estudiados [MaTo79, GiGo61] y existen
implementaciones muy eficientes de distintos algoritmos que los resuelven.

La formulacién general que consideran los algoritmos que se acaban de mencionar es de la

forma
(KP) min px
wawo
X;€ {0,1}, jeN.

donde p, weZ™ y wyeZ*.

Los problemas de este tipo que aparecen en los distintos procedimientos que ya se han
mencionado, se ajustan con ligeras variantes a esta formulacién general, puesto que son de la
forma: '

(KPR) min px
WX2W,
x;e {0,1}, je N./.,:f ,

donde p, weR"y w,eR.
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La aparicién de coeficientes con distintos signos, tanto en la funcién objetivo como en la
restriccién no supone ningin obsticulo para la utilizacién de los algoritmos clédsicos
[MaTo079,GiGo61] que se han mencionado puesto que podemos ficilmente obtener un
problema equivalente en el que todos los coeficientes sean no negativos. En particular,

supongamos que
djeN t.q. pj<0; entonces,

Si wj>0 Fijar x=1, (cualquier solucién éptima deberé contener esta variable)
Hacer Wot—Wo-W; (actualizar el término independiente de la restriccidn)
Eliminar la variable j
Si wj<0 Hacer %(-laxj (La nueva variable tendré coeficiente positivo tanto en la
funcién objetivo como en la restriccién)

SiJjeNt.q. pj>0 y wj<0 podemos fijar xj=0 puesto que las soluciones 6ptimas del problema
no contendrén esta variable.

La otra diferencia que aparece entre las formulaciones de los problemas de knapsack que se
presentan en nuestro contexto y la de los problemas (KP) es que los coeficientes son nimeros
reales. En este caso, podemos realizar una consideraciones similares a las que se han realizado
para justificar la conveniencia de algoritmos que consideren el carédcter real de los distintos
coeficientes en el caso de problemas de knapsack con 2 restricciones. Por un lado, a pesar de
que siempre pueden obtenerse coeficientes enteros multiplicando por una potencia de 10
suficientemente grande, en procesos iterativos en los que las precisién de los coeficientes es de
varios decimales esto puede producir unos nuevos coeficientes de una magnitud excesiva
dando problemas numéricos. Por otro lado, si se limita 1a magnitud de 1a potencia de 10 por la
que se multiplican dichos coeficientes esto puede dar lugar a problemas que no resulten
equivalentes a los problemas originales.

Por los motivos anteriores, hemos considerado conveniente disponer de impiementaciones
de algoritmos con las que se pudiensen trabajar directamente con coeficientes reales. Para ello,
se han realizado ligeras modificaciones en el algoritmo de Martello y Toth [MaTo079] que han
permitido resolver los problemas del tipo (KP') sin problemas numéricos. La eficiencia
computacional de las versiones obtenidas es ligeramente inferior a la del algoritmo original para
nimeros enteros, puesto que algunas de las consideraciones que permiten reforzar las distintas
cotas que utiliza el algoritmo de Martello y Toth [MaTo079] se basan en el carécter entero de los
coeficientes. Por ese motivo las cotas que se obtienen en la versién que se ha implementado
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resultan ligeramente inferiores en cuanto a calidad, lo cual, desde un punto de vista de
eficiencia computacional, incide en la exploracién de un mayor niimero de nodos en el 4rbol de
exploracién.

En cualquier caso, consideramos que la versién obtenida resulta suficientemente eficiente
en el contexto en el que se ha utilizado, especialmente teniendo en cuenta que ello nos ha
permitido obviar problemas de cardcter numérico y trabajar con problemas que aparecen en
lugar de utilizar problemas que pueden resultar pseudo-equivalentes.
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V.3. RESULTADOS COMPUTACIONALES

En esta seccién se presentan, finalmente, los resultados computacionales obtenidos con la
versién final de los algoritmos que se han implementado. Las pruebas se han realizado, en un
VAX/VMS8600, sobre una bateria de 56 problemas generados aleatoriamente similar a la que se
describe en [FiKe86].

Para exponer los resultados se han agrupado los problemas segiin sus dimensiones. Cada
uno de los cinco grupos que se han considerado est4 formado por unos 10 problemas. Los 10
problemas del primer grupo tienen, aproximadamente, 20 filas y 40 columnas, los 13 del
segundo 20 filas y 60 columnas, los 11 del tercero 40 filas y 90 columnas los 11del cuarto 50
filas y 100 columnas y los 10 del quinto 100 filas y 200 columnas. Las densidades de los
distintos problemas son, en los dos primeros grupos, préximas al 11%; en el tercero algo
inferiores al 6%, para los 8 primeros problemas, y superiores al 15%, para los cuatro ltimos;
en el cuarto y quinto grupo , aproximadamente, del 10y 8%, respectivamente.

A continuacién, en las Tablas 1-5, se exponen los primeros resultados, en los que se
comparan las dimensiones y densidades originales de los problemas con las que resultan
después de aplicar los tests 16gicos de eliminacién.

Las cuatro primeras columnas indican, respectivamente, el nimero de filas, columnas,
elementos no nulos de la matriz y densidades de los problemas generados, mientras que en las
columnas 5-8 se indican los mismos datos referentes a los problemas después de haber aplicado
los tests 16gicos de eliminacién. En la columna 9, fparc indica el valor de la funcién objetivo
asociado a las variables que se han fijado a 1 en estos tests y cpu indica el tiempo en
min:seg.cent. empleado en estos procedimientos previos.

Los resultados expuestos en las Tablas1-5 confirman la validez de estos procedimientos,
puesto que, como se puede observar especialmente en los dos primeros grupos de problemas, en
muchos casos se han obtenido reducciones importantes en las dimensiones de los mismos,
llegando en algiin caso a resolver directamente los problemas. En los tres iiltimos grupos, se han
conseguido, excepto en un caso, muy pocas eliminaciones, siendo muchos los problemas para
los que no se ha logrado ninguna reduccién.

-~
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m n ntot |dens | m n | ntot | dens | fparc | cpu
pl 20 45 |101 |11.22] 18 | 37| 86 | 12.91] 24 |0:00.05
p2 20 |42 | g9 |1059] 16 | 27 | 57 | 13.19 34 |0:00.07
p3 20 42 o5 |11.30f O 0 0 - 5324 0:00.02
p4 20 |42 | 98 |11.66| 18 | 37 | 85 | 12.76] 83 | 0:00.05
D5 20 |44 |120 |13.63] 20 | 43 | 119 | 13.83 0O |0:00.02
p6 20 |45 |105 |11.66] 18 | 40 | 94 | 13.05f O |0:00.02
p7 20 {40 80 {10.00] 2 3 | 4 3333 0 {0:0001
p8 20 |45 | 113 ]1255] 20 | 42 | 109 | 12.97 0O |0:00.02
9 20 |45 | 108|12.00| 20 | 42 | 105} 1280 O | 0:00.01
pl0 | 20 | 46 | 112 |12.17] 20 | 41 | 107 | 13.04 O |0:00.02

Tabla 1

m n ntot | dens | m n ntot | dens | fparc | cpu
pl1 | 20 | 56 | 125]|11.16| 20 | 48 | 114 |11.87] o | 0:00.07
pi2 | 20 | 59 | 136 |11.52| 20 | 52| 129| 1240/ o |0:00.08
p13 | 20 | 63 | 152 |12.66] 20 | 62| 151|12.17| ¢ |0:00.07
pld | 20 | 59 | 133]11.27] 20 | 52| 125}12.01] ¢ |0:00.04
pls | 20 | 63 | 146 |11.58| 20 | 57| 138f12.10] ¢ |0:00.10
pl6 [ 20 |64 | 167 |13.04] 20 | 57| 158(13.85] o |0:00.09
p17 | 20 |61 | 138 11.40| 13 | 23| 48 |1605] o |0:00.08
pl8 | 20 |64 | 148 11.56] 20 | 55| 136{12.36] o |0:00.04
plo | 20 |62 | 149 [12.01| 19 | 53| 140f13.90| 13 |0.00.03
p20 | 20 |61 129 [10.66| 20 | s1| 115|1127] o lo.00.03
p21 | 20 |60 | 141 {1175 20 | s5] 134] 1218 o |o0:00.03
p22 20 | 60 144 12.00} 20 52 136} 13.07} o {0:00.02
p23 | 20 ]65 | 160112.30] 20 | 60| 154]12.83] g lg.0003

Tabla 2
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m n ntot- | dens | m n ntot | dens |[fparc| cpu
p24 40 87 | 186 | 534} 35 67 | 148 6.31| 19 | 0:00.06
p25 40 87 | 193 | 5541 23 38 68 7.78 | 320 | 0:00.22
p26 40 89 | 198} 556 37 74 | 170} 6.20| 22 | 0:00.30
p27 40 91 | 210| 5.76| 21 33 57| 8.22(425 | 0:00.19
p28 40 84 | 184 | 547 37 67 | 151} 6.09| 99 | 0:00.18
p29 40 82 | 190 | 5.79| 20 29 54| 9.31| 2341 0:00.17
p30 40 90 | 196 | 5441} 12 19 31| 6.09| 485| 0:00.26
p31 40 98 | 2511 6.40| 40 94 247 656 0 | 0:00.46
p32 40 91 | 591 | 16.23} 40 91 591f 16.23| 0 | 0:00.04
p33 40 93 | 590 | 15.86| 40 93 590{ 15.86] 0 | 0:00.04
p34 40 89 | 585 | 1643| 40 89 585 16.43; 0 | 0:00.04
p35 40 90 | 597 | 16.58] 40 90 | 597| 16.58] O | 0:00.04
Tabla 3
m n ntot | dens| m n ntot | dens | fparc | cpu
p36 50 {109 |517 | 948 50 | 104 | 507 { 9.75| O |0:00.12
p37 50 |100 |502 [10.04| 50 99 | 498 | 10.06f 0 |0:00.12
p38 50 }100 494 | 988} O 0 0 - 428*] 0:00.25
p39 50 (100 374 | 748] 50 99 | 373 | 7.53] 0 }0:00.11
p40 50 1100 497 | 9.94| 50 98 | 49511010 O | 0:00.13
p41 50 100 504 | 10.08] 50 100 | 504 | 10.08 o | 0:00.05
p42 50 (100 | 502 {10.04{ 50 97| 499 10.28} 0 |0:00.11
p43 50 {100 | 493 | 9.86| 50 100 | 493 | 9.86f 0 | 0:00.13
p44 50 {100 1496 | 9.92| 50 98| 494 10.08] 0 |0:00.06
p45 50 (100 {509 [10.18,; 50 99| 508 10.26f O | 0:00.06
P46 | 50 [100 452 | 9.04{ S50 | 100( 452| 9.04/ O [0:00.23
Tabla 4
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m n ntot | dens | m n ntot | dens | fparc| cpu
p47 100 200 | 1599 | 7.99| 100 | 200 | 1599| 7.99 0 | 0:00.51
p48 100 200 | 1528 | 7.64| 100 | 200 | 1528 7.64 0 | 0:00.49
p49 100 200 [ 1542 | 7.711 100 | 200 | 1542| 7.71 0 | 0:00.20
p50 100 200 | 1312 | 6.56] 100 | 200 | 1312] 6.56 0 |0:00.19
p51 100 200 | 1320 | 6.60{ 100 | 200 | 1320| 6.60 0 |0:00.85
p52 100 200 | 1567 | 7.83] 100 | 200 | 1567] 7.83 0 |0:00.20f ,
p53 100 200 | 1545 | 7.72| 100 | 200 | 1545] 7.72 0 | 0:00.50
p54 100 200 { 1604 | 8.02| 100 | 200 | 1604] 8.02 0 ] 0:01.11
p55 100 200 | 1524 | 7.62| 100 | 200 | 1524| 7.62 0 |0:00.20
p56 100 | 200 | 1501 | 7.50| 100 | 200 | 1501} 7.50 0 | 0:00.52

Tabla 5

Para los problemas en los que se han eliminado tanto filas como columnas, se puede
observar un ligero aumento en sus densidades. No consideramos que este incremento, cuando
éste se produce, incida de forma negativa en la dificultad inherente a los problemas (a diferencia
de los problemas de set packing y de set partitioning). En ese sentido, debemos resaltar que si
un problema tuviera una densidad del 100%, su solucién seria inmediata y, si las densidades
fuesen muy altas, seria relativamente sencillo detectar la no factibilidad del mismo.

El esfuerzo computacional requerido para realizar estos tests resulta, como puede apreciarse,
reducido. En cualquier caso, pensamos que las reducciones que se manifiestan son
suficientemente importantes y que el esfuerzo computacional requerido es suficientemente
limitado como para considerar que, en conjunto, la utilizacién de los procedimientos de
eliminacién de variables estd plenamente junstificada.

A continuacién, en las Tablas 6-10, se presentan los datos referentes al comportamiento del
algoritmo bésico para la resolucién de los problemas de (SP). Los resultados que se exponen se
refieren a los problemas obtenidos por la aplicacién de los tests 16gicos de eliminacién a los
problemas originales generados. En concreto, no se exponen resutados referentes tanto a P3
como a P38 puesto que estos dos problemas han sido resueltos 6ptimamente por los tests
16gicos.

En las dos primeras columnas, se indica el valor de la funcién objetivo para la primera
solucién dual obtenida, en el primer caso (Du), mediante 1a heuristica dual (c.f. I.2) para
problemas de set partitioning puros y, en el segundo (Subg), mediante aplicacién de
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optimizacién subgradiente a la relajacién lagrangiana ordinaria (RL1u) de los problemas de set
partitioning generados.

Para poder apreciar la importancia del procedimiento dual utilizado, en la calidad de la
solucién primal obtenida mediante 1a heuristica propuesta en I1.2, se incluyen los resultados de
la aplicacién de esta heuristica a partir de las dos soluciones duales obtenidas por los
procedimientos anteriores. Estos resultados aparecen en las columnas 3-4, en las que z1 y 22,
indican, respectivamente, los valores de la funcién objetivo para la primera solucién primal
obtenida por aplicacién de la heuristica, a partir de las soluciones duales obtenidas mediante la
heuristica dual y optimizacién subgradiente.

En las columnas 5-9, ncort indica el nimero de desigualdades generadas antes de terminar el
algoritmo, zsup y zinf los valores de la mejor cota superior e inferior, respectivamente, al
terminar el algoritmo y it-zsup el nimero de desigualdades generadas antes de obtener la
solucién que ha proporcionado la mejor cota superior.

Nelim indica al nimero de variables eliminadas del problema (fijadas a O) por aplicacién de
las condiciones 1égicas, que se derivan cuando las disyunciones obtenidas constan de un tnico
elemento, y fparc indica el valor de 1a funcién objetivo para las variables que se han fijado a 1 (si
es que hay alguna) en la aplicacién de los tests 16gicos subsiguiente a dicha eliminacién.

Los tiempos de cpu requeridos para 1a obtencién de las dos soluciones duales, asf como para
los de 1a cota superior z2 (los de z1 son totalmente andlogos ya que el procedimiento utilizado es
el mismo), aparecen en las tres primeras columnas de las Tablas 11-15. En estas tablas, también
se incluyen los tiempos (Corte) referentes a la generacién de la primera desigualdad obtenida (los
de las posteriores son totalmente similares), as{ como los requeridos (Heur2 y Heur2f) por la
heuristica primal (c.f.Il.4) para la obtencién de soluciones posibles para los problemas
ampliados (SPA), tanto para el problema obtenido después de incorporar al problema original la
primera desigualdad generada, como en la iltima iteracién del algoritmo, en la que dicho
procedimiento ha fallado determinando, por tanto, la terminacién del mismo.

Como puede apreciarse por los resultados expuestos, la calidad de la solucién dual obtenida
mediante la aplicacién de optimizacién subgradiente a los problemas duales asociados a la
relajacién lagrangiana es, sin lugar a dudas, mucho mejor que 1a obtenida mediante la heuristica.
Ademds, de forma algo sorprendente, el esfuerzo computacional requerido por el procedimiento
heuristico resulta, en bastantes ocasiones, ligeramente superior al de la utilizacién de
optimizacién subgradiente. La explicacién a este hecho puede venir dada por la complejidad del
procedimiento de mejora incluido en la heuristica dual frente a la sencillez en la estructura de la
relajacién lagrangiana. En cualquier caso, tanto por la calidad de los resultados obtenidos como
por el tiempo computacional requerido, es indudable que la utilizacién de los procedimientos de
tipo subgradiente sugeridos resulta mucho més beneficiosa.
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Du | Subg| zl z2 |ncort | zsup | zinf [fit-zsup|n-elim | fparc

pl 254.051339.57} 360* | 360* | O | 360* | 355 0 20 360*
p2 276 202% | 292*% 1 292*%1 O | 292*| 292* O 20 292*
B |— |- ===~ |-
p4 215 32437 478 | 392 3 334 325 2 | 5+1+11

p5 118.70 }143.09] 274 | 163 0 163 144 0 22

pb 142.31 |254.70] 584 | 584 3 530 273 2 0

p7 87* 87*% | 87% | 87* 0 87* 87* 0 0

p8 146.75 | 233* | 233* | 233* 0 | 233*| 2334 O 34 233*
P9 128.50 ] 199* | 283 | 199* 0 199*%1 199% O 32 169%
pl0 | 117.66|217.41 387 | 387 2 252 [227.84 1 12

Tabla 6
Du subg | zl 22 |ncort| zsup zinf lit—zsu; n-elim | fparc

pll | 133.33) 221*| 546 221* O 221% 221* | 0 7

p12 169.00]206.95| 382 | 303 2 216} 208.71} 1 1+30

pl3 213.22 281.08] 448 | 380 6 319| 281.56] 5 3+5+16

pl4 153.664 166* | 168 | 166*| 0 166% 166* | O 43 166*
pls 103.42 140.78 329 | 153 1 153] 141.09f O 27

pl6 196.33 217.24 340 312 20 2721 221.521 14 | 1+4+1+4

pl7 101.00f 148* | 389 | 148*| O 1484 148* 0 17 148%
pl8 65.8(0 122.8 | 146 | 146 1 146) 12298 O 29

pl9 136.69 226.45| 305 | 292 3 2621 226.45| 2 14+5+9

p20 95.0Q0 174.49] 289 | 252 6 213} 178.671 3 | 2+14+3+]

p21 | 21333 31110 499 [ 492 | 8 | 312] 311.87] 7 | 747
p22 214.27 284.70 F.L389 361 3 305) 285.63] 2 |2+16+10
p23 116.17 153.01}f 164 | 283 2 164} 153.18| 1 6+31

Tabla 7
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Du Subg zl1 | z2 | ncort] zsup| zinf |[it-zsup| nelim |fparc
p24 | 304.73 |417.32 | 675 | 557 5 421* | 421* 4 1451 |421*
p25 | 395.74 | 466* |854 | 466* | O 466*| 466* 0 27 466*
p26 | 287.29 1639.14 {1015 | 892 4 655 [ 639.87 3 |14+1+17
p27 | 391.50 [ 495* | 9211495*%| O 495%) 495* 0 22 495*
p28 | 325.77 |472.50| 637 561 4 538 1479.59] 2 | 5+2+3+2
p29 | 332.00 | 378* | 643 | 378*| O 378*| 378* 0 20 378%
p30 | 229.00 |243.46] 776 | 291 1 29112434 O 2
p31 | 344.21 |587.18( 931 | 934 3 702 | 602.38] 1 4+3+3
p32 | 53.46]148.61|174 | 297 2 174 1 151.88) 1 35
p33 | 71.95| 133* | 1334 133*] O 133* 133* 0 87 |133*
p34 | 39.96|134.48] 227 | 227 3 188 114037 2 5+12
p35 | 77.38]159.39| 181 | 277 2 181 [165.21 1 44

Tabla 8

Du Subg | zl z2 | ncort| zsup | zinf |it-zsup| nelim | fparc
p36 | 208.27] 549.29}570*| 570* 1 | 570*]1549.29 O 52 570*
p37 | 226.61| 478* |478* 478% 0 | 478*] 478*| O 89 468*
p38 - - - - — | - - el ---
p39 | 179.231399.14|477 | 718 2 | 477 140348 1 8
p40 | 100.81|268.28 485 | 332 2| 332 {273.5§ O | 10+1
p4l | 209.43]294.15|674 | 511 4 | 388 {29944 2 5
p42 87.05}190.771331 { 318 4] 250 1198.03 2 |1+9+4
p43 | 156.021296.33|443 | 429 6 | 368 130444 3 |[7+1+1
p44 | 164.26]293.391423 | 313 1] 313 |]29339 O 38
p45 | 133.29]235.961570 | 273 1| 273 123829 O | 26
p46 | 223.44|393.25]1662 | 423 1 (423 |393.2§ O 29

Tabla 9
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Du Subg}] 1zl z2 | ncort| zsup| zinf |it-zsup nelim | fparc

p47 |187.76 |397.2% 631| 614 2 | 521 ] 413.13} 1 2

p48 ]208.02 |434.45] 658 | 599 9 582 | 448.82 3 2

p49 | 171.97 |329*% | 660 | 329*| O 320*%| 329* 0| 97 329%

p50 |224.29 |432.24] 658 | 613 9 486 | 441.92] 8 21

p51 | 172.08 |460.49] 811 | 566 2 566 | 47332y O 3+1

p52 1239.79 |431.51] 763 | 664 | 12 584 | 445.89] 7

p53 |205.66 |409.30] 547 | 707 7 516 | 424.86] 2 | 5+3+1

p54 1209.36 [379.11] 480 | 691 ] 4 | 480 | 418.84] 3 17+7

P55 | 116.22 |333.66] 648 | 421 | 2 421 | 347.021 O 10+6

p56 | 143.57 |404.39] 670 | 545| 3 441 | 412.44 3 | 1+1+5]

Tabla 10

Du Subg. | Heurl | Corte | Heur2 | Heur2f| Dyer Knp2r£ Knp2rl
pl 0:00.43] 0:00.19 |0:00.02 -- - - 0:13.59 0:08.52f 9:57.98
p2 0:00.08} 0:00.15 |0:00.02 | --- - - 0:00.54] --—- | 0:07.16
p3 - - - — —e- — - - -
p4 0:00.08 0:00.28] 0:00.04} 0:00.01 | 0:00.59] 0:00.15| 0:48:31] 0:05.88 32:26.94
p5 0:00.32f 0:00.01} 0:00.01| --- -—- - 0:06.47] 0:25.81] 0:51.48
p6 0:00.04 0:00.15 0:00.06| <0:00.01f 0:01.02] 0:00.06{ 0:15.24 0:10.74 15.27.80
p7 | <0:00.0] 0:00.01] 0:0001 - | -- — | 00001 - | 0:00.06
p8 0:00.02 0:00.17| 0:00.03] --- - - 0:13.54 --- 0:13.27
p9 0:00.01 0:00.07} 0:00.02 --- --- - 0:0098 - | 0:10.76
pl0 | 0:00.14 0:00.15] 0:00.0% <0:00.0] 0:00.16{ 0:00.11} 0:27.48 3:20.6§ 0:00.43

Tabla 11
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Du Subg. | Heurl | Corte  Heur2 | Heur2f Dyer | Knp2rl] Knp2r2
pll | 0:00.81}0:00.43 | 0:00.11 | -—- - - 0:01.29} - | 0:29.87
pl2 | 0:00.52{0:00.44 | 0:00.19] <0:00.0] 0:00.54] 0:00.18| 1:18.38| 0:11.8q 5.31.68
pl3 | 0:00.10{ 0:00.61 | 0:00.08 | <0:00.0§ 0:03.99 | 0:01.57 | 2:05.27]25:21:83 0:14.24
pl4 | 0:00.03{0:00.12 | --—- - - -— 0:05.07 - | 0:00.61
pl5 | 0:00.03] 0:00.55} 0:00.70 | <0:00.03 0:00.29| 0:00.29 | 0:44.81} 0:15.95{ 0:34.07
pl6 | 0:01.10f 0:00.53} 0:00.06 | 0:00.01} 0:01.37 | 0:07.66 | 2:27.91{ 0:25.90] 0:12.37
pl7 | 0:00.08} 0:06.01 {0:00.02 | -- - - 0:00.25| -- 0:01.22
pl8 | 0:00.25| 0:00.20] 0:00.02 | <0:00.01} -—- --- 0:16.01| - 0:17.13
pl9 | 0:00.27| 0:00.18]<0:00.01}<0:00.01} 0:00.57 | 0:00.24 ] 0:20.52 | 0:04.72| 0:17.88
p20 | 0:00.12| 0:00.16} 0:00.05 }<0:00.01} 0:00.21 | 0:00.43 ] 0:21.11 }0:03.20| 0:51.80
p21 | 0:00.11} 0:00.20] 0:00.08 | 0:00.01]0:01.92 | 0:01.73 | 0:47.68 | 0:11.95] 7:31.98
p22 | 0:00.16{ 0:00.19] 0:00.03 |<0:00.01 0:00.40 | 0:00.07 | 0:22.88 | --- 22:34.17
p23 | 0:00.19] 0:00.25| 0:00.04|<0:00.01f 0:00.31 | 0.00.05| 0:31.88 | 0:12.81} 0:17.53

Tabla 12

Du Subg. | Heurl | Corte | Heur2 | Heur2f| Dyer | Knp2r3 Knp2rl
p24 | 0:01.50, 0:00.28| 0:00.12] <0:00.01 0:00.45} 0:03.65| 1:05.55| 0:16.42 1:15.02
p25 | 0:01.48 0:00.27)0:00.18| — | — — | 0:01.85[ -~ | >60:00
p26 | 0:00.11f 0:01.35| 0:09.06] 0:00.01 0:01.91 0.04.41] 2:42.53| 8:07.69 >60:00
p27 | 0:00.66f 0:01.74] 0:00.11| <0:00.01 0:00.02| 0:00.02f 0:02.34| --—- | >60:00
p28 | 0:02.08] 0:00.69] 0:00.38| 0:00.01| 0:00.87 | 0:09.44| 2:59.97 | >60:00| >60:00
p29 | 0:00.45( 0:01.32| 0:00.06 | --- - - 0:00.73{ --- 0:15.27
p30 | 0:00.09] 0:00.16{ 0:00.05 | <0:00.01] -- - 0:0032| -- | 0:00.98
p31 | 0:03.48] 0:01.97| 0:11.81| 0:00.01| 0:02.56| 1:53.78]16:32.16{ 0:49.67] >60:00
p32 | 0:00.42] 0:00.94] 0:00.04| 0:00.01} 0:00.94| 0:00.39] 0:34.44} 9:31.78 7:37.17
p33 | 0:00.19{ 0:02.03| 0:00.03-| -- - - 0:20.32] --- |12:22.28
p34 | 0:00.10{ 0:00.94| 0:00.03] 0:00.01} 0:00.81| 0:00.87] 0:55.89| 0:32.89 32:19.27
p35 | 0:00.87] 0:00.97| 0:00.14| <0:00.01 0:02.12{ 0:00.42] 1:04.88| >60:00] 14:30.98

Tabla 13
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Du Subg. | Heurl | Corte | Heur2 | Heur2f | Dyer | Knp2r2 Knp2rl
p36 | 0:00.39} 0:00.99| 0:00.05 | 0:00.01| 0:00.54| 0:00.54] 2:22.22| >60:00 | 15:43.98
p37 | 0:00.80{ 0:01.39] 0:00.03 | -- - - 0:54.81 >60:00
p38 - - —- - - - - - -
p39 | 0:00.55| 0:00.74| 0:01.50| 0:00.01] 0:42.84| 0:05.63] 1:39.54{ 1:45.71{ 0:32.66
p40 | 0:00.80{ 0:02.13} 0:02.18 | 0:00.01] 0:32.16| 0:02.42{ 2:17.01 | >60:00 | 37:10.9
p41 | 0:00.45( 0:00.97| 0:00.05| <0:00.0] 0:16.84| 0:01.77} 3:55.48| 4:08.83| 6:41.55
p42 | 0:00.33] 0:00.95] 0:00.11 | <0:00.03 0:13.45} 0:08.67} 2:41.95| >60:00 >60:00
p43 | 0:00.46; 0:02.29| 0:00.44] 0:00.02| 0:08.53| 0:12.60] 6.10.11} 1:57.31} 21:20.50
p44 | 0:06.27| 0:00.96] 0:00.17 | <0:00.0% 0:03.29{ 0:03.29] 2:49.26| 0:50.79 4:02.95
p45 | 0:00.19) 0:00.94{ 0:00.07| <0:00.01 0:03.46{ 0:03.46( 2.33.56| >60:00 12:46.55
p46 | 0:00.64f 0:03.30{ 0:00.35] 0:00.02] 0:26.34| 0:26.34] 7:56.77 32:06.3? 18.40.97%
Tabla 14
Du Subg. | Heurl | Corte | Heur2 | Heur2f| Dyer Knp2r2 |Knp2rl
p47 | 0:20.84] 0:04.90] 0:00.98 | 0:00.02 | 2:24.27 | 1:58.44| 5:32.62| >60:00 |>60:00
p48 | 0:28.50| 0:11.13] 0:00.64 | 0:00.04 | 9.29.51| 4:34.87| 9:03.23 }46:25.05 |>60:00
- p49 | 0:43.05] 0:18.38 0:08.37 | 0:00.06 |17:43.53} 1:56.1732: 03.92 | >60:00 | >60:00
p50 | 0:02.02} 0:04.63} 0:02.03 ] 0:00.01 | 1:44.48] 2:18.76] 2:28.99]16:52.66 | >60:00
p51 | 0:38.25] 0:10.530:01.66 | 0:00.03 ]10:53.57} 0:08.52}10:19.20 {10:15.75 | >60:00}
p52 | 0:06.48| 0:11.0610:11.01 {0:00.04 } 5:04.88 | 1:09.83] 7:24.93 |30:10.53 | >60:00
p53 | 0:05.50f 0:10.75} 0:09.17 | 0:00.03 | 5:36.27 | 5:40.69|17:15.08 | >60:00 |>60:00
p54 | 0:04.72 0:07.23 | 0:00.26 | --- - - 1:49:35 | 1:43.44|>60:00
p55 | 0:12.45] 0:04.15( 0:08.39{ 0:00.02 | 6:28.93[15.16.95] 4:48.03 |34:04.27 { >60:00
p56 | 1:07.76f 0!16.20 0:13.0? 0:00.05 $48:45.63 |12:32.04|14:43.33 | >60:00 | >60:00
Tabla 15



Puede también observarse que la calidad de la solucién primal obtenida depende en gran
medida de la solucién dual a partir de la cual se construye. En particular, la solucién obtenida
después de utilizar los procedimientos de tipo subgradiente es a menudo sensiblemente mejor, y
s6lamente-en 7 casos es ligeramente peor, que 1a que se obtiene después de haber utilizado las
heuristicas. Estos resultados ratifican la importancia de utilizar un procedimiento dual que
proporcione soluciones de la mejor calidad posible para la obtencién de las mejores soluciones
en las heuristicas primales.

La heuristica para obtener soluciones posibles primales para los problemas ampliados, ha
requerido, como puede observarse, un esfuerzo computacional que en algunos problemas, sobre
todo en los de dimensiones grandes, puede resultar excesivo. Sin embargo, de forma algo
inesperada, el tiempo requerido para su aplicacién parece disminuir a medida que se incorpora
un mayor mimero de desigualdades a los problemas. Ello puede, tal vez, explicarse por el hecho
de que a medida que se generan desigualdades, éstas resultan cada vez més potentes (menor
niimero de variables que intervienen en las mismas). Por ese motivo, la capacidad de eleccién de
dicho procedimiento resulta mucho mis limitada, terminando, en general, de forma més répida.

Hay que resaltar que, para intentar obtener un procedimiento que computacionalmente
resultase mds rentable, se han implementado versiones diferentes de esta heuristica primal
menos exigentes en la obtencién de la solucién del subproblema de set covering contenido en el
problema ampliado, pero estos procedimientos han proporcionado un nimero altisimo de fallos
al intentar completar dichas subsoluciones en soluciones posibles del problema ampliado. En ese
sentido, consideramos que el procedimiento utilizado resulta vdlido en la medida que permite
obtener soluciones posibles de una buena calidad para los problemas ampliados. Sobre todo,
teniendo en cuenta que, en casi todos los casos, la mejor solucién encontrada lo ha sido
mediante este procedimiento. Adem4s, este procedimiento es el que ha permitido plasmar de
forma satisfactoria la informacién contenida en las desigualdades vélidas que se han generado.

Con respecto a las desigualdades vélidas obtenidas, los resultados presentados confirman el
buen rendimiento de las mismas. En primer lugar, en casi todos los problemas, después de un
nimero reducido de desigualdades, se ha mejorado la calidad de la soluci6n posible inicial

Es importante sefialar también, que estas desigualdades han permitido mejorar la calidad de
las cotas inferiores obtenidas. Como se desprende de las Tablas 6-10, la cota inferior que se
tiene en la terminacién del algoritmo es, pricticamente en todos los casos, mejor que la obtenida
en la primera iteracién del mismo, cuando todavia no se habfa generado ninguna de estas
desigualdades. Desgraciadamente, dichas mejoras no han resultado todo lo satisfactorias que se
esperaba, siendo éste, en nuestra opinién, el mayor inconveniente del algoritmo que se ha
utilizado.
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Ademis, en muchas ocasiones ha sido posible eliminar variables de los mismos, con lo que
los problemas obtenidos han resultado mucho maés sencillos de resolver, tanto para obtener
buenas soluciones primales, como para acercarse a la terminacién del algoritmo. Hay que
resaltar que, en la mayoria de los problemas en los que se han eliminado muchas variables, la
aplicacién posterior de los tests de eliminacién ha proporcionado, directamente, la solucién
6ptima. En otros problemas, en los que lo anterior no ha ocurrido, el gap final, entre la mejor
solucién primal y 1a mejor solucién dual, es més pequeiio que en los problemas en los que no se
han eliminado tantas variables.

En definitiva, consideramos que el rendimiento del procedimiento de obtencién de
desigualdades vélidas es altamente satisfactorio, tanto por los resultados que se derivan de su
utilizacién, como por el excelente tiempo computacional que requiere su utilizacién.

A continuacién, se presentan los resultados referentes a los distintos métodos de refuerzo
dual que se han utilizado para intentar mejorar la calidad de la cota inferior, que, a menudo, no
permite demostrar que la mejor solucién primal obtenida es 6ptima, en los casos en los que esto
es asi, ni permite evaluar de una forma precisa la calidad de la misma cuando lo anterior no

ocurre.
En particular, para cada uno de los problemas, se presentan:

1) La cota inferior obtenida mediante la aplicacién del procedimiento de Dyer, en la
obtencién de una restriccién subrogada gx2g, para los problemas ampliados obtenidos en el
algoritmo bésico.

2) La cota inferior que se obtiene con la aplicacién del método de optimizacién subgradiente,
al problema dual asociado la relajacién lagrangiana (RL5u), que consiste en incorporar a la
funcién objetivo las restricciones del problema original, manteniendo como restriccién la
subgogada obtenida en el procedimiento anterior.

3) Las cotas inferiores obtenidas por la aplicacién de las variantes propuestas del método
BISA a los problemas duales asociados a las relajaciones lagrangianas (RL6u) y (RL7u), en las
que se incorporan a la funci6n objetivo todo el conjunto de restricciones de los problemas
originales, manteniendo dos restriciones: en el primer caso cx2s, y nx<m y, en el segundo,
cs2s, y la restriccién subrogada gx>g, obtenida por el procedimiento de Dyer.

La restriccién cx2s,, significa, como ya se ha comentado repetidas veces, que las soluciones

obtenidas tengan un valor de 1a funcién objetivo asociada al problema original mayor o igual que
el de la mejor cota inferior conocida hasta el momento, mientras que nx<m implica, en cierta
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manera, que las soluciones obtenidas se aproximan, en la medida de lo posible, a las
condiciones de ortogonalidad impuestas por el conjunto original de restricciones de los
problemas de set partitioning.

Estos resultados se exponen en las Tablas 16-20. La primera columna, knp2rl, indica el
valor de la cota inferior obtenida mediante 1a variante utilizada del método BISA en la que se
considera la relajacién lagrangiana (RL6u). El nimero de iteraciones internas del algoritmo, se
ha limitado a 200, en los casos en los que el algoritmo no ha alcanzado previamente la
convergencia. Teniendo en cuenta que las dos restricciones que considera esta relajacién
lagrangiana no utilizan la informacién proporcionada por el algoritmo bésico, este procedimiento
se ha utilizado de forma independiente al mismo. En particular, inicialmente se ha considerado
que no se disponia de ninguna cota inferior y por lo tanto el valor s, que interviene en la
segunda restriccién, se ha tomado como 0.

En la columna 2, Dyer indica el valor de la cota inferior obtenida mediante el procedimiento
de Dyer para la obtencién de una restriccién subrogada a los problemas ampliados. En este caso,
el nimero de iteraciones internas del procedimiento se ha limitado a 500, en los casos en los que
el mismo no ha proporcionado la solucién 6ptima. En la columna 3, (RLS5) indica el valor de la
cota inferior para la relajacién lagrangiana (RL5u). En la columna 4, knp2r2 indica la cota
inferior obtenida por la aplicacién de la variante del algoritmo BISA a la relajacién (RL7u). En
este caso, inicialmente, se toma como cota inferior inicial s, €l valor de la cota inferior obtenida
por el procedimiento de Dyer. Para este dltimo algoritmo, no se ha limitado el nimero de
iteraciones internas (iter) que se expone en la columna 5.

En las columnas 4 y 5, teniendo en cuenta que las formulaciones de los procedimientos
utilizados utilizan la informacién obtenida por el procedimiento de Dyer, sélamente se exponen
resultados referentes a problemas para Jos que dicho procedimiento no ha encontrado el 6ptimo.

Para los problemas en los que el algoritmo bé4sico habia eliminado todas sus variables, en la
aplicacién de los test 16gicos subsiguiente al procedimiento que se aplica cuando las
disyunciones obtenidas constan de un dnico elemento, los resultados que se exponen en las
Tablas 16-20 se refieren a la aplicacién de los métodos de refuerzo dual, que se acaban de
comentar, a los problemas originales de set partitioning.

Los tiempos requeridos por los procedimientos anteriores se encuentran en las dGltimas
columnas de las Tablas 11-15.

e

-

Las dos tltimas columnas de las Tablas 16-20 indican, respectivamente, los gaps relativos,
entre la mejor cota superior y Ia mejor cota inferior, existentes al final del algoritmo bésico y
después de la aplicacién de los tres métodos de refuerzo dual, a fin de poder comparar las
mejoras obtenidas.
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knp2r2 Dyer RLS knp2ri1| gapl gap2
pl 354 355 360% | 360* 0 0
p2 292* 292* - - 0 0
p3 - - - - - -
p4 334* 334x - -—- 2.69 0
p5 162 149 163* 163* 0 0
pbé 308 303 314.64 315 48.49 40.56
p7 87* 87* - - 0 0
p8 233* 233* - - 0 0
P9 199* 199* - - 0 0
pl0 222 225 227.81 236 9.52 6.43

Tabla 16

knp2rl Dyer RLS knp2r2| gapl gap2
pll 221* 221* - - 0 0
pl2 216* 2216* - - 3.2 0
pl3 282 281 281.61 286 11.5 10.34
pl4 166* 166* - --- 0 0
pls 187* 187* - - 0 0
pl6 218 238 237.62 239 18.38 -
p17 148* 148* - - 0 0
pl8 128 2 146* - - 15.75 0
p19 180 2213* - - 15.96 0
p21 312* 307 307.42 312% 0 0
p22 294* ~284 292.71 293 6.22 0
p23 161 2 164* - - 6.09 0

Tabla 17

197




knp2r2 Dyer RLS knp2rl gapl gap2
p24 416 412 418.44 413 0 0
p25 430 466* - - 0 0
p26 460 610 654.37 632 2.29 0
p27 445 495% - - 0 0
p28 471 467 4717.11 467 10.78 10.78
P29 378* 378* --- --- 0 0
p30 245% 245% - - 16.15 0
p3l | 421 567 | 62533 | 576 1410 | 1082
p32 138 123 148.65 157 12.64 9.77
p33 127 133* -—- - 0 0
p34 123 117 136.57 137 25.00 25.00
p35 146 128 164.83 2 181* 8.28 0

Tabla 18

knp2r2 Dyer RLS knp2rl1| gapl gap2
p36 400 421 570* 421 0o 0
p37 451 403 478* 403 0 0
p38 - - - - - -
p39 217 224 268.32 224 17.46 17.46
p40 224 278 297.70 278 22.68 22.68
p4l 100 159 191.99 187 20.04 20.04
p42 237 280 315.54 294 17.11 14.13
p43 227 310 295.16 310 6.07 543
p44 207 213 240.93 223 12.45 11.72
p45 335 346 395.53 344 6.85 6.38

Tabla 19
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knp2r1 Dyer RLS knp2r2 gapl gap2
p47 206 317 <317 317 20.53 20.53
p48 273 339 <339 339 22.85 22.85
p49 173 301 329* 309 0 0
p50 129 363 462.68 363 9.25 4.73
psSl 282 398 <398 398 14.48 14.48
p52 217 370 443.68 449 23.63 23.11
p53 225 312 31543 | - 312 17.63 17.63
p54 210 326 331.12 326 12.70 12.70
PSS 174 254 347.39 254 17.33 17.33
p56 175 289 408.27 289 6.34 6.34

Tabla 20

Los resultados presentados en las Tablas 16-20 indican un comportamiento muy desigual de
los métodos utilizados para los distintos problemas. En general, los resultados obtenidos para
problemas de dimensiones reducidas resultan, en casi todos los casos y con todos los métodos,
bastante mejores que los obtenidos para los de dimensiones mayores.

Los resultados obtenidos por la aplicacién de la variante del método BISA a la relajacién
lagrangiana (RL6u) resultan bastante satisfactorios para los problemas de los dos primeros
grupos. Hay que resaltar que se han resuelto al éptimo todos los problemas de estos dos grupos
que se habian resuelto al 6ptimo con 1a relajacién lagrangiana ordinaria, que se ha utilizado en el
algoritmo bésico, y que para los restantes problemas de estos dos grupos las cotas obtenidas
resultan de una calidad apreciable y el esfuerzo computacional requerido para la convergencia, en
casi todos los casos, satisfactorio. ,

Desgraciadamente, los resultados obtenidos con problemas de dimensiones mayores han sido
bastante pobres. Para éstos problemas, ni la calidad de las cotas obtenidas, ni los tiempos
utilizados por el procedimiento han resultado aceptables. Pensamos, sin embargo, que la mala
calidad de las cotas obtenidas se debe al altisimo esfuerzo computacional requerido, puesto que
en 5 problemas de los grupoé 3y 4y enlos 10 problemas del grupo 5, éste ha sido superior al
limite méximo de 60 minutos. Por lo tanto, para estos problemas resulta imposible conocer cual
hubiera sido el valor de la cota obtenida si el procedimiento hubiera continuado hasta su
convergencia o hasta el limite mdximo de iteraciones.
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El procedimiento de Dyer proporciona, en general para los problemas de los dos primeros
grupos, unos resultados bastante satisfactorios. Como se puede apreciar, en bastantes de estos
problemas se ha obtenido una cota inferior que ha permitido demostrar que la mejor solucién
primal que se tiene es Optima. Para los restantes problemas de estos dos grupos se han obtenido
unos resultados similares en calidad a los obtenidos con el algoritmo bésico.

No ha ocurrido lo mismo, sin embargo con los problemas de dimensiones mayores, para los
que las cotas inferiores obtenidas han resultado ser peores que las proporcionadas por el
algoritmo bésico. Este hecho puede entenderse, intuitivamente, al considerar que, para los
problemas con un mayor nimero de restricciones resulta dificil sintetizar la informaci6én
contenida en todas ellas en una inica desigualdad. Analiticamente, lo anterior se refleja en una
mayor cantidad de coeficientes a evaluar en cada una de las iteraciones internas del algoritmo y
en la obtencién de combinaciones lineales de gran niimero de restricciones.

Los tiempos de cédlculo requeridos por este procedimiento son, en todos los casos
sensiblemente mayores que los de la utilizacién de optimizacién subgradiente aplicada a la
relajacién lagrangiana ordinaria, y ello se debe al gran niimero de iteraciones internas que realiza
el algoritmo.

La aplicacién de 1a variante del procedimiento BISA a la relajacién lagrangiana (RL7u) ha
proporcionado mejoras apreciables con respecto a la cota obtenida por el procedimiento de Dyer.
En algunos casos, sobre todo con problemas de dimensiones reducidas, 1a calidad de las cotas
obtenidas con este procedimiento ha permitido reducir sensiblemente el gap que se tenia.

Los tiempos requeridos para la teminacién de este algoritmo resultan bastante satisfactorios,
teniendo en cuenta la estructura de los problemas de knapsack con dos restricciones que se
resuelven en cada iteracién, para los problemas de dimensiones reducidas, pero son
extremadamente desiguales, para los problemas de dimensiones més altas. Ello puede
justificarse, parcialmente, por la diferencia en el nimero de iteraciones internas del
procedimiento, ya que en algunos casos la convergencia ha sido rdpida, mientras que en otros se
ha alcanzado el limite méiximo de iteraciones establecido. Sin embargo, pueden también
apreciarse diferencias sensibles en los tiempos requeridos para problemas en los que han sido
necesarias un nimero similar de iteraciones y hay 10 problemas, a nuestro juicio un nimero
excesivo, para los que no se ha alcanzado ni la convergencia ni el nimero méiximo de iteraciones
en el tiempo limite de 60 minutos.

La utilizacién de optimizacién subgradiente para resolver la relajacién lagrangiana (RLSu) ha
proporcionado mejoras equiparables a la obtenidas mediante el procedimiento anterior. Los
tiempos requeridos en este caso son bastante reducidos, lo cual no resulta sorprendente,
teniendo en cuenta que en cada iteracién interna se resuelve un problema clésico de knapsack con
una restriccién, cuya estructura es bastante sencilla.
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En definitiva, consideramos que la informacién proporcionada por una "buena" restriccién
surrogada puede contribuir, de forma sensible a la mejora de la calidad de las cotas inferiores.
Ahora bien, en cuanto los requerimientos computacionales de los procedimientos que consideran
dichas restricciones, la experiencia obtenida parece indicar que, si la estructura de los problemas
en los que se incluye esta restriccién resulta algo complicada, éstos serdn excesivos cuando los
problemas sean de dimensiones grandes.

La utilizacién de la variante del método BISA que incluye una restriccién subrogada para
reforzar la formulacién de la relajacién lagrangiana utilizada, s6lo parece recomendable, por
tanto cuando el gap de dualidad que se tenga inicialmente resulte exageradamente grande.

Los resultados obtenidos por la aplicacién de los métodos de refuerzo dual, que se han
- presentado en las Tablas 16-20 han permitido, sin embargo, reducir de forma apreciable el gap
entre la mejor cota superior y la mejor cota inferior en gran cantidad de casos en los que el
algoritmo bésico no habia conseguido resolver los problemas al éptimo.

Ademés, en algunas ocasiones, se ha obtenido la solucién 6ptima para problemas que el
algoritmo bésico no habia resuelto dptimamente, demostrando asi, que en esos casos, la mejor
solucién encontrada no era éptima.

En definitiva, consideramos que desde una perspectiva de mejora de la calidad de la cota
inferior, los procedimientos de refuerzo dual resultan vilidos, a pesar de que el esfuerzo
computacional requerido ha sido, en bastantes casos excesivo.

Finalmente, en las Tablas 21-24, se presentan con detalle los resultados obtenidos por la
aplicacién de los algoritmos (c.f. IV.2.2 y IV.3.2), utilizados, respectivamente, para resolver las
dos versiones de problemas de knapsack con dos restricciones, que aparecen en las relajaciones
" lagrangianas (RL6u) y (RL.7u) utilizadas en las variantes del algoritmo BISA. Los resultados
que se exponen corresponden a los problemas para los que por lo menos una de las variantes
utilizadas ha terminado en el tiempo méximo de 60 minutos.

Teniendo en cuenta que ambos algoritmos se han utilizado en procedimientos iterativos, los
resultados que se exponen se corresponden al comportamiento medio de los mismos. En
concreto, en las columnas 1 y 4, dif1 y1f2 indican las diferencias medias relativas entre el valor
de la solucién de la heuristica utilizada y el 6ptimo del problema. En las columnas 2 y 5, nelim1
y nelim2 indican el niimero medio de variables eliminadas por iteracién y en las columnas 3 y 6
se indican los tiempos medios. por iteracién requeridos por ambos algoritmos.
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dif1 neliml tl dif2 nelim2 t2
pl 0.771 | 28.12 |0:02.98 | 16.017 224 | 0:00.04
p2 0.678 | 21.25 |0:00.23 — - —
p3 - - - - - -
p4 0.922 8.43 |0:09.73| 5.63 137 | 0:00.42
pS 0.442 14.97 | 0:00.25 12.425 2.14 0:00.06
p6 1.016 28.16 |0:04.63 | 14.79 5.38 | 0:00.76
p7 0.026 0.45 |0:00.03 -~ —
p8 0.272 2.34 |0:00.13 --- - -
P9 0.171 4.15 |0:00.98
pl0 0.293 21.35 |0:00.14 5.01 11.51 0:00.18

Tabla 21

dif1 neliml t1 dif2 nelim?2 t2
piLl U.151 REWYA U:L0S o . o
pl2 0.122 21.57 ]0:01.65 5.56 0:08.54
p13 | 0.319 33.24 {0:0007 | 4.53 0:00.01
pl4 0.172 4731 |0:00.02 -— -—- ——
pl5 2.480 51.24 |0:00.17| 5.48 0:00.08
p16 | 0.697 37.11 |0:00.11 | 3.711 0:00.14
pl7 0.473 1.23  ]0:00.04 --- - -
p18 | 0.361 1925 |0:00.08 | --- -
p19 0.516 7.64 10:00.08 351 0:00.02
p20 0.213 24.86 ] 0:00.25 3.132 0:00.01
p21 0.370 -30.36 | 0:02.25 2.719 0:00.06
p22 -1 2.230 10.18 | 0:06.67 - -—
p23 0.760 15.41 | 0:00.08 3.494 0:00.06

Tabla 22
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dif1 neliml t1 dif2 nelim2 2
p24 1.050 12.69 | 0:00.37 | 1.822 2.35 0:00.07
p26 - - -- 1.944 5.46 0:00.40
p29 1.230 2.17 10:00.56 - - -
p30 0.850 11.73 | 0:00.05 - --- -~
p31 - - --- 2.012 4537 | 0:00.19
p32 | 1.935 42.57 P:02.28 | 7.500 23.12 1 0:00.59
p33 | 1.309 0.36 P:03.71 - - -
p34 | 2254 46.89  [0:09.69 6.957 31.40 | 0:00.42
p35 | 1.763 2135  D:04.31 --- --- -

Tabla 23

dif1 nelim1 t1 dif2 nelim2 t2
p36 0.130 3447 |0:04.71 --- - -
p39 0.730 7543 10:00.16| 1.866 54.11 0:00.38
p40 1.740 42.21 |0:11.40 - --- -
p4l 1.480 71.73 | 0:02.00 | 2.757 46.29 0:00.83
p43 1.630 | 54.11 |0:0640 2.473 58.31 0:00.58
p44 1.460 43.52 | 0:.01.21} 3.029 36.92 0:00.18
p45 1.010 41.91 ]0:03.83 .- - ---
p46 2.030 36.44 | 0:05.61 1.195 61.47 0:00.01
p47 - - - 3.576 | 14542 0:00.03
p49 -— e - 4.305 68.16 | 0:00.02
p50 - - — 2.601 127.74 | 0:00.04
p53 -— - - 3.518 | 130.69 0:00.05
p55 - - - 3.354 | 14245 0:00.02
p56 --- - - 3.345 | 139.52 0:00.01

Tabla 24
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De los resultados que aparecen en las Tablas 21-24 se deduce el buen comportamiento
general de los dos algoritmos utilizados. Como se puede apreciar, la calidad media de las
soluciones posibles obtenidas por las heuristicas (c.f. IV.4.1 y IV.4.2) utilizadas en ambos
casos es altamente satisfactoria. Hay que resaltar, asimismo, el gran nimero de variables que, en
media, se eliminan en cada iteracién.

Hay que senalar, sin embargo que, el comportamiento de los algoritmos utilizados decae
ligeramente, a medida que aumenta el valor del término independiente de 1a restriccién cx2s;,.
Ello no resulta sorprendente, si consideramos que el aumento en dicho término independiente
supone una mayor dificultad para satisfacer esta restriccién y, por tanto, para encontrar
soluciones posibles que cumplan las dos restricciones de los problemas formulados. Desde un
punto de vista intuitivo, lo anterior est4 plenamente justificado, puesto que a medida que
aumenta el valor de la cota inferior para los problemas y, por tanto, nos acercamos al valor
6ptimo de los mismos, los conjuntos de soluciones posibles para las relajaciones que se han
formulado, son cada vez més restringidos, con lo que aumenta la dificultad para encontrar
soluciones posibles.

Este descenso en el rendimiento de ambos algoritmos se refleja tanto en la calidad de las
soluciones obtenidas mediante las dos heuristicas como en el mimero de variables eliminadas.

Tanto por la calidad de los resultados obtenidos como por los requerimientos
computacionales de tiempo de los dos algoritmos que se han utilizado, consideramos que, en
ambos casos, su rendimiento ha sido satisfactorio.

Como comentario final a esta seccién referente a los resultados obtenidos en las experiencias
computacionales realizadas con los distintos procedimientos que se han implementado, hay que
sefialar que el comportamiento del algoritmo bésico utilizado resulta satisfactorio. Se ha podido
probar la eficacia tanto de las heuristicas primales, como de las desigualdades vélidas que se han
utilizado. Estas desigualdades han permitido, en pocas iteraciones, obtener mejoras importantes
en la calidad de las soluciones posibles primales. Ademds, la incorporacién de todas las
desigualdades obtenidas permite, en general, mejorar de forma apreciable la calidad de la cota
inferior obtenida. '

La interpretacién de los resultados de los métodos de refuerzo dual propuestos resulta mis
conflictiva. El procedimieﬁto de Dyer para la obtencién de una restriccién surrogada resulta
rentable, tanto respecto a la calidad de la cota inferior que proporciona, como respecto a la
calidad de la restriccién subrogada obtenida, sobre todo en problemas de dimensiones reducidas.
Esto ultimo se ha podido apreciar por las mejoras obtenidas por los procedimientos que utilizan
dicha restriccién.
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Ahora bien, la estructura de los problemas de knapsack con dos restricciones resulta
excesivamente rigida para que el esfuerzo computacional requerido para la convergencia de las
variantes propuestas del algoritmo BISA resulte rentable ., para problemas de grandes
dimensiones, cuando el gap de dualidad que se tiene inicialmente no sea muy grande.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

En este ltimo capitulo haremos un andlisis de las principales conclusiones que se derivan
del trabajo realizado, asf como de las lineas futuras de investigacién que pueden seguirse a
partir de dichas conclusiones.

Teniendo en cuenta el contexto general del trabajo que se ha realizado, se plantean distintos
elementos a analizar en estas conclusiones. Por un lado, los referentes a los diversos
componentes que, eventualmente, pueden formar parte de la clase de algoritmos propuestos y,
por otro lado, los referentes a la propia familia de algoritmos.

Una de las componentes fundamentales que se ha propuesto para la resolucién de los
problemas puros de set partitioning es 1a heuristica primal presentada en I1.2. Con respecto a la
misma, cabe subrayar el buen funcionamiento que ha tenido en la mayoria de los problemas.
Ello se ha manifestado especialmente en dos aspectos: el nimero de casos para los que la
solucién obtenida por dicha heuristica ha sido 6ptima y el reducidisimo porcentaje de fallos de
la misma. ,

Hay que resaltar, adema4s, que una de las principales virtudes de dicho procedimiento es el
de encontrar soluciones posibles incluso para problemas de los que se tiene 1a sospecha que el
nimero de sus soluciones posibles es muy reducido. Ya se ha comentado repetidas veces la
dificultad intrinseca que existe en la obtencién de soluciones posibles para problemas de set
partitioning. En ese sentido, cabe conjeturar que para problemas que tengan una inica
solucién, incluso los de grandes dimensiones, este procedimiento encontraria el 6ptimo en la
mayoria de los casos.

Con respecto de la heuristica propuesta en I1.4 para obtener soluciones primales para
problemas de set partitioning ampliados con restricciones de set covering, consideramos que
su eficiencia y utilidad ha sido, también suficientemente probada. Este procedimiento nos ha
permitido considerar problemas con una estructura que hasta ahora no habia sido estudiada y
obtener soluciones posibles para los mismos, que, a su vez, son soluciones posibles para los
problemas de set partitioning originales.

Exceptuando los problemas resueltos al éptimo en la primera iteracién, esto es, aquellos
para los que el procedimiento dual utilizado en la primera iteracién ha proporcionado una cota
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inferior igual a la cota superior proporcionada por el procedimiento primal, en casi todos los
demaés casos, l1a mejor cota superior obtenida lo ha sido gracias a la obtencién de soluciones
posibles para los problemas ampliados. En ese sentido, la utilizacién del procedimiento
propuesto ha resultado fundamental.

Sin embargo, la eficiencia, en términos de coste computacional, de dicho procedimiento no
ha resultado, en general, equiparable al del procedimiento para problemas de set partitioning
puros. En ese sentido, cabe cuestionarse la posiblilidad de establecer alguna otra heuristica
para obtener soluciones posibles para problemas de set partitioning ampliados con un mejor
rendimiento computacional. Ello vendria dado en términos de algin procedimiento similar al
propuesto, que no resultase tan exigente en la construccién de la subsolucién del subproblema
de set covering contenido en el problema arnbliado. Las experiencias computacionales
realizadas con algunas heuristicas de ese tipo han proporcionado un nimero altisimo de fallos.
Ahora bien, queda abierta la cuestién de encontrar un procedimiento para encontrar soluciones
posibles para los problemas ampliados que suponga un compromiso entre el esfuerzo
computacional requerido y su capacidad para proporcionar soluciones posibles en la mayoria
de los casos.

Los procedimientos de bisqueda de soluciones posibles propuestos para problemas de set
partitioning, tanto puros como ampliados, presentan, sin embargo, un problema claro. Se trata
de la dificultad para demostrar que la solucién obtenida es éptima en los casos en los que el
gap de dualidad que se produce entre el par de soluciones dual-primal es grande. Como ya se
ha visto por los resultados de las experiencias computacionales, la calidad de la mejor cota
inferior obtenida por los procedimientos duales utilizados en el algoritmo bésico resulta, a

'menudo, insuficiente para demostrar que la mejor solucién posible primal que se tiene es
6ptima. En este sentido, Ia intuicién de que en muchos casos esto sea asf resulta un argumento
totalmente desechable.

La utilizacién de 1a relajacién lagrangiana (tanto la relajacién lagrangiana ordinaria (RL1u)
como aquella en la que se mantiene como restriccién explicita la dltima desigualdad vélida
obtenida (RL9u)) como método de refuerzo de las heuristicas duales, propucstas en el
algoritmo b4sico, ha proporcionado resultados satisfactorios. Ello se ha reflejado, por un lado,
en la mejora sensible de la calidad de las cotas inferiores respecto a las obtenidas mediante las
heuristicas duales y, por otro lado, en la mejora, casi sistemética, de 1a calidad de las
soluciones primales que se han obtenido al tomar el vector de costes reducidos asociado a las
soluciones duales, proporcionadas por estas relajaciones lagrangianas, como base de partida
para la construccién de las distintas soluciones primales. El esfuerzo computacional requerido
por 1a utilizacién de optimizacién subgradiente para resolver los problemas duales asociados a
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ambas relajaciones ha sido poco superior al de la utilizacién de las heuristicas duales
propuestas, con lo que, sin lugar a dudas, pensamos que dichas relajaciones lagrangianas
deben considerarse como un elemento bésico en el procedimiento general.

Con respecto al procedimiento de generacién de desigualdades véalidas para los problemas
de set partitioning propuesto en II.3, consideramos que, junto con los procedimientos de
obtencién de soluciones posibles primales, forma el nucleo bésico para el buen funcionamiento
general del algoritmo. Hay que resaltar que la reduccién del espacio de bisqueda de soluciones
posibles, que resulta de la incorporacién a los problemas originales de las desigualdades
obtenidas, se ha plasmado, casi sistem4ticamente, en la mejora de la calidad de la solucién
primal obtenida. En ese sentido, si consideramos que las heuristicas primales son valiosas,
puesto que proporcionan soluciones posibles de una calidad suficientemente buena, los planos
secantes generados refuerzan la utilidad de los procedimientos anteriores, puesto que permiten
mejorar la calidad de dichas soluciones.

Ademds, la capacidad de eliminacién de variables que se deriva de la utilizacién de las
disyunciones, a partir de las cuales se obtienen dichas desigualdades, resulta especialmente
sugerente al reducir, a menudo de forma determinante, las dimensiones de los problemas que
se est4n resolviendo. )

Por lo tanto, la validez del procedimiento de generacién de desigualdades véalidas resulta
incuestionable, teniendo en cuenta el escasisimo esfuerzo computacional que requiere su
utilizacién y la incorporacién de estas desigualdades a los problemas originales.

Las conclusiones que pueden obtenerse sobre la utilizacién de los distintos métodos de
refuerzo dual propuestos resulta, en general, mucho més contradictoria. Como comentario
general, antes de analizar cada uno de ellos con mis detalle, cabe resaltar que el rendimiento de
estos métodos ha sido muy desigual. Existe, sin embargo, una caracteristica comin a los tres
tipos de procedimientos utilizados; es el comportamiento relativamente satisfactorio de los
métodos para problemas de dimensiones reducidas y el descenso espectacular en los resultados
obtenidos mediante los mismos para problemas de dimensiones mayores.

La utilizacién del procedimiento de Dyer para la obtencién de una buena restriccién
subrogada ha resultado bastante eficiente para problemas de dimensiones reducidas. Hay que
sefialar que, para este tipo de problemas, se ha conseguido alcanzar el 6ptimo para algunos de
ellos y que, en otros casos, las cotas obtenidas han resultado ser mucho mejores que las
obtenidas por las relajaciones lagrangianas incorporadas al algoritmo bésico propuesto. En ese
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sentido, la informacién proporcionada por las desigualdades vélidas, incorporadas a los
problemas originales, ha sido bésica, puesto que a partir de ella hemos podido deducir, en
bastantes casos, que si todas las desigualdades incorporadas tuviesen que satisfacerse se
obtendria una restriccién subrogada, y con ello una cota inferior, que seria mayor que la mejor
cota superior conocida y, con ello, demostrar que la mejor solucién obtenida es 6ptima.

Sin embargo, el comportamiento de este procedimiento para los problemas de dimensiones
més grandes no ha resultado satisfactorio ni en la calidad de las cotas proporcionadas ni en el
esfuerzo computacional requerido.

Los resultados proporcionados por las variantes propuestas del método BISA [Barci85a,
Barci85b] no han proporcionado, en general, los resultados esperados, especialmente para
problemas de grandes dimensiones.

Inicialmente, se implement6 la versi6n original de dicho método en la que, en la relajacién
lagrangiana que se utiliza, inicamente se considera como restriccién explicita cx2s,; es decir,
1a restriccién que impone que las soluciones obtenidas tengan un valor de la funcién objetivo
del problema original por 1o menos tan grande como el de l1a mejor cota inferior que se conoce.
Los resultados obtenidos para dicha versién original resultaron ser poco satisfactorios, en
contraste con los resultados mencionados por Barcia en sus trabajos.

Este hecho se interpreté como una dificultad intrinseca en la resolucién de los problemas de
set partitioning (para los que en los distintos trabajos no se reportaban resultados
computacionales) y de ahi surgi6 la idea de reforzar la formulacién de la relajacién lagrangiana
con algiin tipo de restriccién subrogada, que incorporase informacién sobre la estructura del
problema original. De esta forma, se esperaba, ademds, recoger la sugerencia de Geoffrion
[Geo69], en cuyo trabajo seminal sobre subrogacién se incorporaban este tipo de restricciones
a los subproblemas para intentar acercarse a la factibilidad, dentro de un esquema de
enumeracién implicita.

Como consecuencia, y con la esperanza de poder evaluar la influencia que puede tener la
"potencia” de distintas restricciones subrogadas, se formularon distintas propuestas, en las que
en cada una de ellas se incorporaba una restriccién subrogada diferente: una, que era inmediata
de obtener y que recogia informacién obvia sobre la estructura de los problemas, y otra, més
costosa de generar, pero que incorporaba informacién més selecta sobre la estructura de los
mismos.

Cabe resaltar que, en general, existe muy poca diferencia en la calidad de las cotas
obtenidas por las dos variantes del algoritmo BISA, tanto la que considera como segunda
restriccién nx<m como la que considera la restriccién subrogada obtenida por la aplicacién del
método de Dyer [Dye80]. En ese sentido y, considerando que para la segunda de las versiones
hay que aiadir el esfuerzo computacional previo para la obtencién de dicha restriccién
subrogada, la primera de las versiones parece méis adecuada en un contexto algoritmico.
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A pesar de que para cierta cantidad de problemas las dos variantes del algoritmo BISA han
proporcionado la solucién 6ptima y para otros problemas se ha mejorado de forma sensible la
calidad de 1a mejor cota inferior, para los problemas "dificiles” y, especialmente, para aquellos
de dimensiones mayores, las mejoras obtenidas en las cotas inferiores no han resultado ser lo
satisfactorias que se esperaba.

En ese sentido, cabe resaltar, en ambos casos, 1a aparicién de dos tipos de dificultades. Por
un lado, la dificultad en 1a convergencia del algoritmo en si y en que, de esta convergencia, se
deduzca una mejor cota inferior, y, por otro lado, la dificultad incremental que se presenta en la
estructura de los distintos problemas de lglapsack con dos restricciones, tanto aquellos en los
que las dos restricciones son del mismo sentido, como los que tienen las dos restricciones de
sentido contrario. Ambas dificultades de deben al hecho de que, a medida de que la aumenta la
cota inferior, el conjunto de soluciones posibles para los problemas resultantes resulta mucho
més reducido. Por ese motivo, y como ya se ha comentado anteriormente, respecto a los dos
tipos de problemas de knapsack que se resuelven, a medida de que 1a cota inferior aumenta
resulta més dificil satisfacer la restriccién cx2s,, sin violar la segunda de las restricciones.

Respecto a los algoritmos propuestos para resolver los dos tipos de problemas de knapsack
con dos restricciones, que han aparecido en las variantes del procedimiento BISA,
consideramos que, desde una perspectiva general, su funcionamento ha sido altamente
satisfactorio. En media, ambas versiones resuelven los problemas con un esfuerzo
computacional bastante reducido. Las heuristicas propuestas en los dos casos, proporcionan
soluciones posibles que, cuando no se trata del 6ptimo, estdn muy préximas al mismo y los
procedimientos de eliminacién utilizados han permitido eliminar gran niimero de variables.

Por todo lo anterior, la utilizacién de ambos algoritmos parece muy prometedora,
especialmente, si se tiene en cuenta que los dos tipos de problemas de knapsack con dos
restricciones que se han estudiado aparecen, también, en distintas formulaciones de
relajaciones lagrangianas asociadas a otros tipos de problemas diferentes de los de set
partitioning.

En particular, como ya se ha comentado anteriormente, estos tipos de problemas pueden
aparecer en distintas relajaciones lagrangianas asociadas a los problemas de localizacién de
plantas con restricciones 'de capacidad. En concreto, algunas de las relajaciones lagrangianas
que pueden formularse y.que resultan sugerentes para estos problemas, a partir del "variable
splitting” [BaFeJo86], p‘resentan una estructura de problemas de knapsack con dos
restricciones. Lo mismo ocurre, en el caso de algunas relajaciones lagrangianas asociadas a
problemas de spanning trees minimales sometidos a restricciones complementarias

[BaJoMi87].
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Por ese motivo, una de las lineas de investigacién més sugerentes que se deriva del trabajo
realizado consiste en estudiar las posibles mejoras en las heuristicas y de los métodos de
eliminacién de variables asf como la aplicacién de los algoritmos obtenidos a relajaciones
lagrangianas que se deriven de los problemas que se acaban de mencionar o a otros tipos
diferentes de problemas.

En relacién con el comportamiento de la clase de algoritmos propuestos para resolver los
problemas de set partitioning se plantean diversas cuestiones.

En primer lugar, consideramos que el funcionamiento del algoritmo bésico propuesto
resulta suficientemente satisfactorio, tanto por la calidad de las cotas superiores obtenidas,
como por el nimero de iteraciones requeridas para su terminacién y el esfuerzo computacional
necesario. Queda abierto, sin embargo el problema de la identificacién del é6ptimo cuando la
calidad de la cota inferior obtenida no es suficientemente buena. En este punto habria que
seguir buscando algiin tipo de formulacién dual utilizada con ese objetivo como complemento
del algoritmo bésico cuyos requerimientos, en términos de esfuerzo computacional resulten
reducidos.

Resulta importante, adem4s, poder utilizar la experiencia obtenida para definir ticticas que
permitan sistematizar el disefio de un algoritmo hibrido para la resolucién de problemas de set
partitioning. Las distintas pruebas realizadas, apuntan claramente a la necesidad de establecer
criterios que permitan realizar esta sistematizacién. En definitiva, habria que establecer algiin
tipo de criterio de decisién en virtud del cual el algoritmo utilizase uno u otro de los distintos
procedimientos posibles de refuerzo dual.

Finalmente, a partir del trabajo realizado, aparecen distintas lineas futuras de investigacion,
algunas de las cuales estdn relacionadas con los problemas de set partitioning y otras con otros
tipos de problemas.

Con respecto a los problemas de set partitioning, y a pesar del comportamiento satisfactorio
del procedimiento de obtencién de desigualdades que se ha utilizado, resulta evidente que, si se
dispusiese de algiin método eficiente para conocer la dimensién del politopo de set
partitioning, y fuese posible obtener facetas para el mismo, ello incidirfa muy positivamente en
cualquier algoritmo que las utilizase. Teniendo en cuenta que lo anterior parece, actualmente,
poco probable, es importante continuar buscando otro tipo de desigualdades vélidas. En ese
sentido, es interesante profundizar en la relacién existente entre los problemas de set
partitioning y los de set packing, para poder estudiar la "potencia” de algunas de las facetas de
los politopos de set packing al ser utilizadas como desigualdades vélidas para problemas de set
partitioning. La identificacién, en tiempo polinémico, de ciertos tipos de facetas para los
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politopos de algunos casos particulares de problemas de set packing [BaYu86], hace esta
aproximacién especialemente sugerente.

Con respecto a otras familias de problemas, queda por estudiar la sistematizacién y
generalizacién de toda una clase de heuristicas que pueden disefiarse dentro del marco
propuesto en la heuristica de Fisher y Kedia [FiKe86], que es en el que se han disefiado las
heuristicas propuestas en este trabajo. Pensamos que esta linea de trabajo es facilmente
generalizable y puede proporcionar resultados interesantes en su aplicacién a una clase de
problemas més general.

Como ya se ha comentado anteriormente en este mismo capitulo, los algoritmos para la
resolucién de problemas de knapsack con dos restricciones que se han utilizado, proporcionan
una herramienta muy valiosa para el estudio de otro tipo de relajaciones lagrangianas que
pueden aparecer en la resolucién de de problemas diferentes de los de set partitioning. La
utilizacién més inmediata de dichos algoritmos se presenta en el contexto de problemas de
localizaci6n de plantas con restricciones de capacidad y problemas de spanning trees minimales
con restricciones complementarias.

Finalmente, y a pesar del relativo fracaso obtenido con la utilizacién de las variantes del
método BISA para los l;roblcmas de set partitioning, pensamos que la idea de reforzar la
formulacién de la relajacién lagrangiana, con alguna restriccién subrogada que aporte
informacién sobre 1a estructura de los problemas originales, no sélo es generalizable, sino que
también puede dar lugar a resultados satisfactorios para otros tipos de problemas,
especialmente, si consideramos que los algoritmos para resolver problemas de knapsack con
dos restricciones que se han utilizado suponen una herramienta més que aceptable en este
contexto.
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