Capitulo 3. Implementacion numérica.

3. IMPLEMENTACION NUMERICA

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo se describen detalles relacionados con la implementacion numérica de la
formulacion de transporte reactivo presentada en el capitulo anterior. El objetivo es utilizar el
método de Newton-Raphson para resolver el sistema no lineal de ecuaciones resultante de la
discretizacion de las ecuaciones de transporte. Para ello se deduce la matriz tangente, que es la
matriz de las derivadas de las concentraciones de las especies primarias y secundarias con
respecto a las concentraciones totales, incognitas de las ecuaciones de transporte. Esta matriz
viene dada por el problema de equilibrio quimico.

El capitulo empieza con el tratamiento matematico de las ecuaciones de transporte reactivo
utilizando la derivada material con respecto al campo de velocidades de la fase so6lida. Se
considera que esta es la manera mas conveniente de expresar las ecuaciones de balance en un
medio poroso deformable de cara a su implementacion numérica (Olivella et al., 1994;
Olivella et al., 1995).

La discretizacion de las ecuaciones de transporte sigue el mismo procedimiento propuesto
por Olivella et al. (1995) y Olivella (1995), y por ello no sera repetido aqui. Se discretizan las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales espacialmente por el método de los elementos
finitos (Galerkin) y en el tiempo por el método de las diferencias finitas. Se utiliza el concepto
de celda modificada propuesto por Olivella et al. (1995) donde se definen variables a nivel de
celda, elemento y nodo en la aproximacion de los diferentes términos de la ecuacion de
transporte. La ecuacion de transporte discretizada resultante es masa-conservativa.

Se deduce la matriz tangente, que origina una formulacion denominada Mixta, ya que
comparte algunas caracteristicas con las dos familias de enfoques existentes para la resolucion
numérica del problema de transporte reactivo. También se discuten los criterios de estabilidad
de la ecuacion de transporte reactivo.

En cada paso de tiempo se resuelven dos sistemas no lineales de ecuaciones: las ecuaciones
del problema THM vy las ecuaciones de transporte reactivo. Hay distintos niveles de
acoplamiento entre los dos sistemas, que resultan en diferentes formas de resolverlos en
conjunto. Aqui se considerara dos casos extremos: cuando no hay acoplamiento del problema
de transporte reactivo hacia el problema de THM y cuando hay un fuerte acoplamiento entre
los dos problemas.
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Capitulo 3. Implementacion numérica.

Finalmente, se discute resumidamente la implementacion numérica del subproblema de
equilibrio quimico propuesto en el capitulo anterior, basado en la directa minimizacion de la
energia libre de Gibbs. Se remarcan las diferencias mas relevantes de este algoritmo con
respecto a los algoritmos basados en las leyes de accion de masas. En problemas de equilibrio
quimico heterogéneo, donde los minerales pueden aparecer y desaparecer del sistema,
algoritmos basados en la directa minimizacion de la energia libre de Gibbs pueden, en teoria,
encontrar simultdneamente la distribucion de masas en el sistema y la asociacion de minerales
estable, mientras los algoritmos basados en las leyes de accion de masas necesitan un
algoritmo especifico para encontrar los minerales en equilibrio con la solucion.

3.2. TRANSPORTE REACTIVO EN MEDIO POROSO DEFORMABLE

En un medio poroso deformable donde ademas ocurren reacciones quimicas, la porosidad
cambiara por distintas razones. Los minerales s6lidos tienen un determinado volumen molar
y, cuando disuelven, el volumen que ocupaban se incorporara al volumen de vacios del medio
poroso, aumentando su porosidad. La deformacion mecanica también es un importante
mecanismo causante de cambios de porosidad. Las deformaciones en un medio poroso
resultan de diferentes tipos de acciones, que pueden ser mecanicas (aplicacion de cargas),
térmicas (cambios de temperatura), hidraulicas (cambios de presion de poros o succion en un
suelo no saturado) y quimicas en suelos quimicamente activos.

Es posible expresar matematicamente estos cambios de porosidad planteandose el balance
de masa de la fase sélida (Olivella et al., 1994):

gt[a - @p.)+ 01 - g, = f, (3.1)

donde ps es la densidad de la fase solida y el término fuente/sumidero fs representa, en el
contexto de esta formulacion, la transferencia de masa debido a las reacciones heterogéneas
entre las fases liquida y solida.

A partir de esta ecuacion, y utilizando la derivada material con respecto a la fase solida, se
demuestra que los cambios de porosidad se deben a la transferencia de masa (fs,
principalmente por disolucion y precipitacion de minerales), a la deformabilidad del medio
poroso ([, que es la deformacion volumétrica) y a cambios de la densidad de la fase sélida
ps (inducidos por cambios de temperatura y composicion de esta fase):
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Do _ (1-9) Dp, . f
—*= —c+(l-@Om-—*
Dt p. D (-9 0 (3.2)

S

donde la derivada material con respecto al campo de velocidades de la fase solida se define
como:

D(*) _ () , .
or " g HUTI) (3.3)

Teniendo en cuenta que el campo de aplicacion de esta formulacion son los materiales
arcillosos expansivos, de momento se considera que los cambios de porosidad debido a
disolucion/precipitacion de minerales son pequefios con relacion a los cambios de porosidad
mecanicos, y asi, se desprecia el término fs. De esto resulta que:

%=—(1_¢)%+(1—@)Dﬁh

Dt Dt (34)

S

donde ademas no se considera que hay cambios de densidad de la fase sélida (ps) cuando los
minerales se disuelven o precipitan. Estas simplificaciones son consistentes con el modelo
conceptual de medio poroso establecido en la seccion 2.2 del capitulo anterior, donde la
matriz solida se compone basicamente de un mineral indisoluble (pero que no es inerte pues
puede adsorber cationes e intercambiarlos con la solucion).

En la presente formulacion, los cambios de porosidad de origen quimico se deben
exclusivamente al acoplamiento quimico-mecéanico establecido en el capitulo 5, que, en
ultima instancia, son cambios de porosidad mecanicos.

Es interesante observar que si se considera ademas que la fase sélida es incompresible (s
constante), se llega a la expresion cldsica de cambios de porosidad causados unicamente por
deformacion volumétrica del esqueleto solido:

Do_ , _
o -(1-o0m (3.5)

De cara a la implementacion numérica, en Olivella et al. (1994) y Olivella et al. (1995) se
considerd que la manera mas conveniente de expresar las ecuaciones de balance en un medio
poroso deformable era utilizando la definicién de derivada material en (3.3), tal como se hizo
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aqui para el balance de masa de la fase solida. Siguiendo el mismo procedimiento para las
ecuaciones de transporte reactivo (2.13) deducidas en el capitulo anterior, se obtiene:

D D
0 (S +SpU; U+ p U, 0
t Dt .
N, (J=2,..,N,) (3.6)
+[] [G:)|Uajq, + D|DUaj)+ vajrm =0

Sustituyendo ahora la ecuacion (3.4), que da los cambios de porosidad en el medio poroso,
se obtiene la expresion final para las ecuaciones de transporte reactivo en un medio poroso
deformable:

D L{1-¢) Dp, O
(Pa(slp|uj)+s|p|uj EITE'F Ol

s U (i=2,..N,)

Np

+00p,Ua,q, +D,0Va, )+ vajrm =0

(3.7)

NX

donde: Uy =Ca 3 viX, (172N0)

NX

Ua, =A,C, +Zvij)\ixi (j=2,..,N,)

3.3. LAMATRIZTANGENTE

Las ecuaciones de transporte reactivo (3.7) tienen como incognitas las concentraciones totales
U; y como variables dependientes las concentraciones totales acuosas Ug; y las velocidades
de produccion Iy de las reacciones de disolucion/precipitacion de minerales en cinética.

Una vez discretizadas por el método de los elementos finitos segiin Olivella et al. (1995),

se desea resolver el sistema no lineal de ecuaciones por el método de Newton-Raphson. Para
ello, se necesitan las derivadas:
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6Ua
auk ‘6U Z ! 'au

(j=2,.,N,)

3.8
or,, (C Y or 0C; X or oX, 8
Z m 9% (m=1,..,N,)
oC, U, & aX, au,

) ., s ) maria. vari
donde Uy es la concentracion total de la k-ésima especie primaria. Como las variables

i S i m son funciones conocidas as concentraciones de las especies
dependientes Ua; y r funcione nocidas de 1 entraciones de 1 e
primarias y secundarias (C;j y X;, respectivamente), lo que se necesita en realidad es la matriz
tangente:

0j=2....N,

C. )
L oX, para El =1,..,N, (3.9)
U, ouU,
He=2,..,N,

que da las derivadas de las concentraciones de las especies primarias y secundarias con
respecto a las concentraciones totales de las especies primarias.

La matriz tangente en (3.9) se obtiene derivando con respecto a Uy las ecuaciones del
problema de equilibrio quimico. Una vez resuelto el equilibrio quimico y conocidos los
minerales en equilibrio con la solucidn, se establecen las siguientes ecuaciones:

e Para especies primarias: ecuaciones de balance de masas local (definicion de las
concentraciones totales)

Ny ouU . oCc. N :
Uj:cj+zvijxi 0 J =9, = ! +Zvijax' (3.10)
& ou, o, & °"odU,
donde Jj es la delta de Kronecker:
[ si j=k
0, = ) 3.11
J %) si j#k G-11)
e Para especies secundarias acuosas: ley de accion de masas (ecuacion (2.39))
19X, 1 0a, « 1 0C;
akK, = |‘| Vg — =V, — "+ v (3.12)
X, 0U, a, U, & "C;0U,
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donde aj y a; son respectivamente las actividades quimicas de las especies acuosas
primarias y secundarias y ay es la actividad quimica del agua (disolvente de la fase
liquida), que en esta formulacion es la especie primaria numero 1 (a, = a,).

e Para minerales presentes en el sistema: producto de solubilidad (ecuacion (2.39)
considerando actividad del mineral puro a; = 1)

N, N, aC.
K, = |_|ajvij 0 0:\)”Laaw + VijL ! (3.13)
i a, oy, & "C;dU,
e Para minerales que no estan presentes en el sistema:
oX,
X, =00 L=0
i aU, (3.14)

En las ecuaciones (3.12) y (3.13), las actividades quimicas de las especies acuosas a; y a;
vienen dadas por (para detalles ver apéndice C):
i

X
—Yi & =My, =1y, (3.15)

a =my, =
J IR WIW W|

donde m; y m; son las respectivas concentraciones de las especies primarias y secundarias en
mol/Kg H,O, v y vi sus respectivos coeficientes de actividad. Las concentraciones C;j y X;
vienen dadas en mol/Kg de liquido.

Para simplificar la presentacion de las ecuaciones, cuando se derivo las ecuaciones (3.12) y
(3.13) con respecto a la concentracion total Uy se consideré como constantes la fraccion
masica de agua en la fase liquida w;" y los coeficientes de actividad vj y vi. En un caso general
habra que considerar las derivadas de estas variables (W,", v y vi) con respecto a las incognitas
de las ecuaciones de transporte reactivo (Uy).

Bethke (1996) propuso una formulacion para el problema de equilibrio quimico local
donde se resuelve el sistema no lineal de ecuaciones por el método de Newton-Raphson. Se
han calculado los coeficientes de actividad (y;) y la actividad del agua (ay) a través de un
modelo geoquimico basado en la teoria de Debye-Hiickel (soluciones diluidas). En la
implementacion numérica se ignord las variaciones de y; y ay en el calculo del jacobiano del
sistema no lineal de ecuaciones. Bethke (1996) considera que lo que se gana en considerar
estas derivadas en el esquema iterativo (covergera con menos iteraciones) no compensa el
esfuerzo compucional de calcular la matriz jacobiana completa.
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Para los casos estudiados en la presente formulacion de transporte reactivo, se verificd que
es posible despreciar estas derivadas para soluciones de hasta 1 molal de fuerza idnica y
fraccion masica de agua w," > 0,9. Pero también se verifico que, cuando el agua (disolvente
de la fase liquida y especie primaria nimero 1) participa de las reacciones quimicas, no se
debe despreciar las derivadas de su actividad quimica en las ecuaciones (3.12) y (3.13). En
algunos casos, la convergencia del problema qued6 comprometida cuando se desprecid las
derivadas de ay,.

Las ecuaciones (3.10) a (3.14) definen un sistema lineal de ecuaciones cuyas incognitas
son las derivadas de las concentraciones de las especies primarias y secundarias con respecto
a las concentraciones totales de las especies primarias, o sea, los elementos de la matriz
tangente en (3.9).

Por tanto, una vez resuelto el problema de equilibrio quimico y conocidos los minerales
presentes en el sistema, se resuelve el sistema lineal de ecuaciones definido por las ecuaciones
(3.10) a (3.14) y se obtiene la matriz tangente (3.9), que sera utilizada en la solucion del
sistema no lineal de ecuaciones del problema de transporte reactivo a través del método de
Newton-Raphson.

En la implementaciéon numérica de la presente formulacion, el equilibrio quimico y el
calculo de la matriz tangente se resuelven para cada nodo de la malla de elementos finitos,
antes del ensamblaje global del sistema.

3.4. LAFORMULACION MIXTA

Las dos familias de enfoques para resolver el problema de transporte reactivo son: el enfoque
de sustitucion directa (ESD) y el enfoque de iteraciones sucesivas (EIS). La principal
distincion entre los dos enfoques estd en los métodos que utilizan para resolver los sistemas
no lineales de ecuaciones, el ESD utiliza Newton-Raphson y el EIS se basa en Picard. En Yeh
& Tripathi (1989), Steefel & MacQuarrie (1996) y Saaltink et al. (1998) se discuten estas
familias de formulaciones y sus posibles variaciones desde el punto de vista de
implementacion numérica. Las diferencias entre cada formulacién pueden estar en las
ecuaciones que se resuelven simultdneamente y en las variables escogidas como incognitas.
Las ecuaciones que se resuelven son las ecuaciones de transporte en derivadas parciales y las
ecuaciones algebraicas del equilibrio quimico. Las incognitas suelen ser las concentraciones
de las especies primarias y/o secundarias, las concentraciones totales acuosas o las
concentraciones totales.

Un ejemplo de formulacion que sigue el ESD seria a partir de las ecuaciones de transporte
en (2.13):
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Ny

vajrmzo (j=2,..,N,) (3.16)

m=

a .
S (@pU,)+00pUaq, +D,0Ua, +pU u)+

NX
donde: Uy =€+ 3 viX, (172N0) (3.17)
Ny .
Ua  =A,Cy+ 5 VAX, (172N, (3.18)

considerar las concentraciones de las especies secundarias como funcion de las
concentraciones de las especies primarias a partir de la ley de accion de masas en (2.39):

PN
X;=—-TC," (i=1..,N,) (3.19)
Ki =

donde en (3.19) se considero, por simplicidad de notacién y sin pérdida de generalidad, que
las actividades de las especies primarias y secundarias son numéricamente iguales a sus
concentraciones en mol/Kg de liquido y que la actividad del agua vale 1 (hipotesis aceptadas
solamente para soluciones muy diluidas).

El ESD se caracteriza por la sustitucion directa de las ecuaciones de equilibrio quimico en
las ecuaciones de transporte, o sea, la sustitucion de las concentraciones X; dadas en (3.19) en
las ecuaciones (3.17) y (3.18) y posteriormente en las ecuaciones de transporte (3.16). De esto
resulta:

d O N, 1 N, N
— +Yv.—[]C." VT
at %‘BIpI%:J Z ij Ki L j %’mzl mj'm

O N, 1 N QO
P4, jCj +ZV”)\| CJ ‘50
O 1= KI j= ] .
(J=2,..N,) (3.20)
|:| Ny 1 N¢
+D@+DID%\.Q +SvA —[1CcH=0
i SV AL I I e
0 " L
%@DU%+NXV lﬁCV“E .
1! ' i ]
a VAL K, ! j a
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Tomando como incognitas las concentraciones Cj, es posible resolver las ecuaciones de
transporte en (3.20) utilizando el método de Newton-Rapshon. Steefel & Lasaga (1994)
utilizaran una formulacion semejante a esta, que no tienen en cuenta los minerales
precipitados en equilibrio local, ya que estas especies tienen actividad quimica igual a 1 y no
es posible expresar sus concentraciones en funcidon de las concentraciones de las especies
primarias a través de la ecuacion (3.19). Saaltink et al. (1998) demuestran que se puede
incluir minerales en equilibrio local en este tipo de formulaciéon de manera consistente con el
numero de grados de libertad del problema (calculado segun reglas termodinamicas).

La discretizacion de las ecuaciones de transporte en (3.20) resulta en un sistema no lineal
de ecuaciones que se resuelve por el método de Newton-Raphson, heredando de este toda su
robustez y velocidad de convergencia (que es cuadratica). Por otro lado, el hecho de que se
resuelvan todas las ecuaciones de transporte simultdneamente hace que su coste
computacional sea alto: si la malla de elementos finitos tiene Ny nodos, el sistema no lineal de
ecuaciones tendra Np(N¢ - 1) incognitas, que en mallas grandes demandard mucha memoria y
tiempo de CPU ("Central Processing Unit") para resolver los sistemas lineales del esquema
iterativo de Newton-Raphson.

En las formulaciones del EIS, normalmente se adoptan como incognitas de las ecuaciones
de transporte las concentraciones totales acuosas Ua;. La ecuacion de transporte que se
resuelve tiene la forma:

) . .
S (@ipUa+ OtfoUa,q, +D,0Ua, +¢5,pUa,u)+ f,=0 (j=2,.,N,) (321)

donde el término fuente/sumidero f; representa los términos relacionados con las
concentraciones de las especies en la fase sélida (adsorbidas y minerales: Uj - Ug;) y con las
reacciones en cinética. En el contexto de la presente formulacién, este término
fuente/sumidero viene dado por:

f, ::t[qﬁlp,(Uj ~Ua,)]+D1fgs,p, (U, -Ua,)q +:vajrm (i=2..N,)  (322)

Tal como la ecuacion de balance de masa de la fase sélida presentada en la seccion 3.2,
que resulto en la ecuacion de actualizacion de la porosidad (3.4), la ecuacion (3.22) es local
en el sentido de que no depende del transporte de solutos. La obtencion de fj se hace a través
de (3.22) después que se resuelve el problema de equilibrio quimico para cada nodo de la
malla de elementos finitos.

41



Capitulo 3. Implementacion numérica.

En el EIS, se resuelve el problema de transporte reactivo por un procedimiento iterativo
donde en cada iteracion hay dos pasos. El primer paso consiste en resolver la ecuacion de
transporte (3.21) para cada especie primaria de manera independiente de las demas:

0 " . \ b\ e .
at((pS,p|Uaj)+D[(b,Uajq,+D,DUaj+(pS,p|Uaju)+fj '=0 (j=2..N,) (3.23)

donde el superindice n indica la iteracion. fj”'l se calculd en la iteracion anterior y por ello no
depende de Ua;".

Conforme apuntan Saaltink et al. (2001), este es el punto clave del EIS porque el tamafio
del problema de transporte es pequefio y no depende del nimero de especies primarias. Para
una malla de Ny nodos, en cada iteracion habra que resolver N¢ - 1 sistemas lineales de
ecuaciones (uno para cada especie primaria, menos el agua') con N, incognitas por sistema.
Las incognitas de los sistemas lineales en este caso son las concentraciones totales acuosas de
las especies primarias (Ug;") para cada nodo de la malla de elementos finitos.

El siguiente paso es la actualizacion del término fuente/sumidero f", que no se puede
expresar explicitamente como funcion de Ua" y se obtiene resolviendo el problema de
equilibrio quimico. En este caso, se resuelve el equilibrio quimico actualizando la
concentracion total (U;") debido a la actualizacion de las concentraciones totales acuosas
(Ua;") realizada en el paso anterior de transporte. Con esto, el problema de equilibrio quimico
viene dado por:

NX
Uf=U]"+Ua] -Ua]" =C] +Zvini” (J=2,..,N) (3.24)

que se completa con las restricciones impuestas por las reacciones reversibles (ecuacion 3.19):

NC
X! !

\ =KJ: (Cj”)ij (i=1..,N)) (3.25)

En el problema de equilibrio quimico dado por las ecuaciones (3.24) y (3.25), las
incognitas son las concentraciones de las especies primarias en secundarias (Cj" y X,
respectivamente). Las concentraciones totales acuosas Ua;" han sido calculadas en el paso
anterior de transporte y se conocen las concentraciones totales U™ y Ua"™" de la iteracion
anterior. Por supuesto que también seria posible resolver este problema de equilibrio quimico

"El agua tiene su balance de masas considerado en el problema THM.
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a través del algoritmo propuesto en la seccion 2.5 del capitulo anterior, basado en la directa
minimizacion de la energia libre de Gibbs.

Se resuelve el equilibrio quimico separadamente para cada nodo de la malla y
posteriormente se calcula fi” a través de (3.22):

fj”::t[qslpl(u?—Ua?)]+D[Et[6|p,(U?—Ua?)l}]+:zzmvmjrr: (j=2...N,) (3.26)

El proceso iterativo repite los pasos de transporte y equilibrio quimico hasta que converja.

El algoritmo descrito para la solucioén del sistema no lineal de ecuaciones del EIS es del
tipo Picard, que tiene convergencia lineal. Esto significa que aunque requiere para cada
iteracion menos tiempo de CPU y memoria, este enfoque requiere mas iteraciones para
converger que el ESD, que tiene la convergencia cuadratica garantizada por el método de
Newton-Rapshon.

Recientemente, Saaltink et al. (2001) compararan estos dos enfoques para una serie de
casos con diferentes tipos de sistemas quimicos y tamafos de malla, analizando las demandas
computacionales y el comportamiento numérico de cada enfoque para cada caso de estudio.
Su principal conclusion es que en general las formulaciones basadas en el ESD son maés
robustas, ya que son capaces de converger para mayores pasos de tiempo. EI ESD se mostrd
mas eficiente en simular los frentes abruptos tipicos del problema de transporte reactivo,
donde el EIS necesita mallas finas y muchas iteraciones para converger. Por otro lado, para
problemas con mallas muy grandes y quimicamente sencillos el EIS puede ser mas veloz, ya
que su sistema de ecuaciones simultaneas es menor, ocupando también menos memoria.

La formulacion que se presenta puede considerarse una Formulacion Mixta, que comparte
con el ESD el hecho de resolver simultdneamente todas las ecuaciones de transporte reactivo
por Newton-Raphson y, por otro lado, es modular como el EIS, donde las ecuaciones
algebraicas del problema de equilibrio quimico se resuelven para cada nodo de la malla de
elementos finitos, separadamente de las ecuaciones de transporte en derivadas parciales.

De todas maneras, desde el punto de vista de comportamiento numérico se cree que el
hecho de resolver simultaneamente las ecuaciones de transporte por Newton-Raphson hace
que la presente formulacion se identifique mucho mas con la familia de formulaciones del
ESD.
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3.5. DISCRETIZACION DEL DOMINIO PARA EL PROBLEMA DE
TRANSPORTE REACTIVO

La discretizacion espacial de la ecuacion de transporte por el método de los elementos finitos
(Galerkin) origina oscilaciones espaciales cerca de los frentes de concentracion. Estos
problemas numéricos se agravan cuando el transporte por adveccion predomina sobre el
transporte por dispersion, resultando en frentes de concentraciones bruscos. Estas oscilaciones
pueden presentar concentraciones muy altas aguas arriba del frente de concentraciones
("overshoot") o muy bajas (e incluso negativas) aguas abajo ("undershoot"). En Huyakorn &
Pinder (1983) se discute detalladamente este tema y se establecen las condiciones para que la
discretizacion de los dominios espacial y temporal resulten en soluciones estables de la
ecuacion de transporte, eliminando virtualmente las oscilaciones.

La mayoria de las reglas aplicables al problema transporte en medios saturados también

son aplicables al caso de medios no saturados (Carrera & Galarza, 1993). En la discretizacion
del dominio espacial, la estabilidad de la solucién viene dada por el numero de Peclet (Pe):

5 _ QAL

- (3.27)

donde AL es el tamafio del elemento. Para que la solucion sea estable es suficiente que
(Huyakorn & Pinder, 1983; Carrera & Galarza, 1993):

P <2 (3.28)

Cuando la dispersion mecanica es el mecanismo de transporte dispersivo predominante (o
sea, la difusién molecular es despreciable), este criterio conduce a:

AL <2d, (3.29)

donde d; es la dispersividad en la direccion de AL. Segin Carrera & Galarza (1993), esta
condicion puede relajarse considerablemente cuando las variaciones de concentracion a lo
largo de una linea de corriente son pequenas.

La otra condicidon que se debe satisfacer se refiere al nimero de Courant (C,), que para el
transporte en medio poroso no saturado se define como:
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_ QAt

* = g RAL (3.30)

donde At es el incremento de tiempo y R el coeficiente de retardo debido a las reacciones
quimicas. Cuando se trata de transporte conservativo R = 1 y cuando hay reacciones quimicas
R > 1. En el caso clasico de adsorcion lineal, el coeficiente de retardo viene dado por

R=1+1-@p.k, /(¢B5,p,), donde en este caso Ky es el coeficiente de distribuciéon que

relaciona linealmente la concentracion de especie adsorbida (en mol/Kg de sélido) con su
concentracion en la fase liquida (en mol/Kg de liquido).

El efecto de retardo puede ocurrir en cualquier proceso quimico (Saaltink et al., 2001),
pero para un problema multicomponente y con muchas reacciones quimicas la obtencion
explicita del coeficiente de retardo R para cada soluto se complica. En este caso, para que se
pueda obtener la velocidad de los frentes de concentraciones en el medio poroso se hace
necesaria la utilizacion de una formulacion de transporte reactivo. Las fronteras de las
regiones que separan las diferentes asociaciones de minerales son ejemplos de frentes que se
mueven lentamente con respecto al flujo de liquido.

La estabilidad requiere que el soluto no recorra una distancia superior al tamafio del
elemento. Este criterio se expresa matematicamente como:

C, <l (3.31)

De esto se concluye que las reacciones quimicas estabilizan numéricamente las ecuaciones
de transporte, o en otras palabras, los incrementos de tiempo para un problema de transporte
reactivo podran ser mayores que los del transporte conservativo. Saaltink et al. (2001)
argumentan que el enfoque de sustitucion directa (ESD) tiene en cuenta explicitamente el
efecto de retardo debido a las reacciones quimicas, lo que explicaria porque este enfoque
generalmente converge para mayores incrementos de tiempo que el enfoque de iteraciones
sucesivas (EIS). En el EIS, cuando se resuelven las ecuaciones de transporte (3.23) se
considera el término fuente sumidero f"" constante (en este paso fi"' no depende de Ua"), o
sea, numéricamente es como se estuviera resolviendo un problema de transporte conservativo.
No se trata, por tanto, de una diferencia en las formulaciones matematicas sino que en los
métodos de solucion de estos enfoques (Saaltink et al., 2001).

Ademas de los criterios de los numeros de Peclet y Courant, Huyakorn & Pinder (1983)
sugieren la utilizacion de Crank-Nicolson (¢ = 0,5) en el esquema de integracion temporal por
tener precision de segin orden. Carrera & Galarza (1993) sugieren un mayor refinamiento de
la malla en los contactos entre materiales y en el tratamiento de fuentes y sumideros internos.
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Para la discretizacion temporal, sugieren que el incremento de tiempo debe limitarse para que
el cambio maximo del grado de saturacion entre tiempos sucesivos no supere 0,1.

3.6. ESQUEMA PARA LA SOLUCION DE LOS PROBLEMAS ACOPLADOS
THM 'Y TRANSPORTE REACTIVO

En cada paso de tiempo se resuelven dos sistemas no lineales de ecuaciones: las ecuaciones
del problema THM y las ecuaciones de transporte reactivo. Hay distintos niveles de
acoplamiento entre ellos, que resultan en diferentes formas de resolverlos en conjunto. Aqui
se considerara dos casos extremos: cuando no hay acoplamiento del transporte reactivo hacia
el problema THM vy cuando hay un fuerte acoplamiento entre ambos problemas. El
acoplamiento del problema THM hacia el problema de transporte siempre se considera pues el
contenido volumétrico de agua (¢S)) y los flujos advectivos (Q; ,U), variables inherentes del
problema THM, estan presentes en las ecuaciones de transporte.

Cheng & Yeh (1998) propusieron diferentes esquemas de acoplamiento para tener en
cuenta la dependencia de la densidad y la viscosidad de la fase liquida con las concentraciones
de los solutos y la temperatura, y también la dependencia de las constantes de equilibrio de las
reacciones quimicas con la temperatura. Estos autores formularon el problema no isotermo de
flujo y transporte reactivo en medio poroso no saturado. En la implementacion numérica de
esta formulacion, para cada incremento de tiempo se resuelven separadamente la ecuacion de
flujo, la ecuacidon de calor y las ecuaciones de transporte reactivo considerando dos tipos de
acoplamientos entre estas ecuaciones, denominados acoplamientos fuerte y débil.

El acoplamiento débil se refiere al caso en que la influencia de las concentraciones
quimicas en el problema THM es secundaria. Cuando esta influencia es significativa se tiene
el acoplamiento fuerte. Cheng & Yeh (1998) utilizan el acoplamiento fuerte para simulaciones
estacionarias y el acoplamiento débil para problemas transitorios. La razon de esto es que en
problemas estacionarios la solucion inicial (en este caso, estimativa de la solucion) puede
estar muy lejos de la solucion final y por ello este problema exige un método de solucion mas
preciso.

En la presente formulacion, cuando las concentraciones de las especies quimicas no tienen
influencia sobre las variables del problema THM (acoplamiento débil) se resuelven los
problemas THM vy de transporte reactivo por el esquema de la Figura 4.1. En esta figura, Xpey
y Xoig son los vectores de las incognitas THM al final e inicio del incremento de tiempo,
respectivamente. Upew ¥ Ugig son los vectores de las concentraciones totales al final e inicio
del incremento de tiempo. Los superindices (i) de Xnew ¥ Unew se refieren a las iteraciones de
Newton-Raphson. Jrym y Jche son los respectivos jacobianos de los problemas THM y de
transporte reactivo y Rtym v Rcue los respectivos residuales de las ecuaciones de balance de
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estos problemas. 0X y dU son las correcciones de Newton-Raphson para los problemas THM
y de transporte reactivo.

En el esquema numérico del acoplamiento débil, para cada incremento de tiempo hay dos
bucles. Primero se resuelve el problema THM. Una vez resuelto este problema y obtenidos las
distribuciones de humedad y temperatura, los flujos de las fases fluidas y las deformaciones
en el medio, se resuelve el problema de transporte reactivo. Como las concentraciones de las
especies no tienen influencia sobre el problema THM, se pasa al siguiente incremento de
tiempo.

Cuando se establece alguna dependencia de las variables THM con las variables quimicas,
en esquema de la Figura 4.1 habria que resolver otra vez el bucle de iteraciones THM para
que se actualice las variables THM debido a los cambios de las variables quimicas. En este
caso se repetirian los bucles THM y de transporte reactivo hasta que ambos converjan. Sélo
entonces se pasaria al siguiente incremento de tiempo. Esta modificacion originaria el
esquema de acoplamiento fuerte propuesto por Cheng & Yeh (1998).

En la presente formulacion, cuando hay un fuerte acoplamiento entre los dos problemas
(como el acoplamiento quimico-mecénico establecido en el capitulo 5) se utiliza otro esquema
de acoplamiento fuerte, presentado en la Figura 4.2, que se mostrd bastante eficiente. En este
caso, se resuelven en un Unico bucle de iteraciones los problemas THM y de transporte
reactivo. Solo se pasa al siguiente incremento de tiempo cuando ambos problemas convergen.

Ambos esquemas de acoplamiento de las figuras 4.1 y 4.2 permiten que se dimensione una
sola matriz para los jacobianos de los problemas THM y de transporte reactivo. En
CODE _BRIGHT se almacenan las matrices Jtym y Jcne en el mismo vector, dimensionado
segun el problema que tenga mas incognitas nodales.

Para resolver los sistemas lineales en las iteraciones de Newton-Rapshon, el programa
dispone de dos métodos: el directo (descomposicion LU) y el iterativo (gradientes
conjugados). Desde el punto de vista de almacenamiento de memoria, la utilizacion del
método de gradientes conjugados se hace muy interesante pues utiliza almacenamiento
disperso (solamente los elementos diferentes de cero son almacenados), mientras el método
directo lo hace en banda. Con respecto al tiempo de CPU, a medida que se aumenta el tamafio
del problema, el método directo (mdas veloz para problemas pequefios) se hace mas costoso
que el iterativo. En el método iterativo, se utiliza un pré-condicionador por bloques
diagonales, cuyo tamafio de cada bloque es el numero de incdgnitas nodales del problema que
se resuelve y el namero de bloques es igual al nimero de nodos de la malla de elementos
finitos. Este método se mostré notablemente eficiente cuando aplicado a los problemas
bidimensionales de transporte reactivo.
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INICIO

PROBLEMA THM:
‘]THM mx + RTHM = 0

A v

XiN+E1W :XiNEW +0X
i=i+l

TRANSPORTE REACTIVO:
Jowe WU +Ree =0

i v
Ulgw =Ulew +0U
i=i+1

No

Si

XOLD :XINEW
UOLD = UINEW

t=t+At

No

t>1t

Si

FIN

Figura 4.1. Acoplamiento débil en CODE BRIGHT: transporte reactivo no influye en el problema THM.
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INICIO

A 4
Xew =Xowo
Ulew =Uow
i=0
PROBLEMA THM: TRANSPORTE REACTIVO:
Jrim X+ Ry =0 Jene U +Rgye =0

v y

Xlr\réw :XiNEW +0X
Uty = Ul +0U
i=i+1

No
¢ CONVERGE?
Xowp = xiNEW
Uowo =Unew
t=t+At
No
t>1tr
Si
FIN

Figura 4.2. Acoplamiento fuerte en CODE BRIGHT : transporte reactivo y problema THM se influencian
mutuamente.
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3.7. ALGORITMOS PARA EL PROBLEMA DE EQUILIBRIO QUIMICO
HETEROGENEO

En esta seccion se pretende enmarcar las diferencias bésicas entre las dos familias de métodos
utilizadas en la solucion del problema de equilibrio quimico heterogéneo: la directa
minimizacion de la energia libre de Gibbs y los métodos basados en las leyes de accion de
masas. Estas dos familias de métodos son termodindmicamente (o0 matematicamente)
equivalentes pero del punto de vista de implementacion numérica son diferentes.

El punto de partida es la formulacion propuesta en la seccion 2.5.3 del capitulo anterior,
basada en la directa minimizacion de la energia libre de Gibbs, que es una version
simplificada del algoritmo de Harvie et al. (1987).

Detallando esta formulacion, se divide el conjunto de Ny especies secundarias en Np
minerales que pueden desaparecer en el sistema y Ny — N, especies secundarias que nunca
desaparecen. Se rescribe la formulacién a continuacion:

NC
uiX—Zviquj—oo,X=0 (i=1,.,N,)) (3.32)
&
NX
Uj:cj+Zvijxi (j=2,...N,) (3.33)
C,>0 (j=2,..,N,) (3.34)
X, >0 (i=L.,N,—N,) (3.35)
w./X. =0 0O :
AT 6 =0 (i=1.,N,=N,) (3.36)
X >0;0 20
X,20 (p=N,-N +1,.,N,) (3.37)
WX, =0 (p=N, =N, +L.,N,)) (3.38)
W20 (p=N,-N +L.,N)) (3.39)

50



Capitulo 3. Implementacion numérica.

Para las Ny— N, especies secundarias que nunca desapareceran del sistema (X; > 0), a partir
de la condicion de Kuhn-Tucker (w /X, =0) se tiene en la ecuacién (3.36) que los

multiplicadores de Lagrange de estas especies se hacen cero (' = 0), haciendo que la
ecuacion (3.32) resulte en la ley de accion de masas deducida en el capitulo anterior (2.39):

N,
aK =[]a" (=1, =) (3.40)
j=

Por tanto, otra manera de escribir esta formulacion es:

NX
Uj=Cj+Z\)ini (j=2,...N,) (3.41)
C,>0 (j=2,..N,) (3.42)
NC
aiKi:rIaj“” (i=1..,N,-N,) (3.43)
i=
X, >0 (i=L.,N,-N,) (3.44)
NC
u;—vajuj—oo;:O (p=N,=N_ +1..,N) (3.45)
<
X,20 (p=N,-N,+L.,N,) (3.46)
W [X, =0 (p=N, =N, +L.,N,) (3.47)
W 20 (p=N,-N, +L.,N,) (3.48)

En este problema de equilibrio quimico, conociéndose las concentraciones totales U; de las
especies primarias, es matematicamente posible obtener las concentraciones de todas las
especies del sistema resolviendo las ecuaciones (3.41) a (3.48) sin conocer a priori los
minerales en equilibrio con la solucion. Las incognitas de este problema son Cj, Xi, Xp y G

Asi como en el problema general de Harvie et al. (1987), se resuelve el sistema no lineal
de las ecuaciones (3.41) a (3.48) a través del método de Newton-Raphson, donde se han
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considerado algunos pasos especiales. Estos pasos especiales estdin relacionados
principalmente con la remocion y adicién de minerales en el sistema.

Por ejemplo, cuando hay violacion de la regla de las fases la matriz del sistema (hessiana)
se hace singular y algiin mineral debe ser eliminado (en este caso, el mineral p con mayor @,
o sea, el mineral mas subsaturado). Otro caso especial es cuando un mineral p esta a punto de
desaparecer o aparecer en el sistema, situacion frecuente en un problema de transporte
reactivo con frentes de disolucion y precipitacion de minerales. Cuando X, y @) tienden
simultaneamente a cero el sistema queda indeterminado y en la solucién exacta del problema
la hessiana se hace singular. Una manera automatica de resolver el problema de hessiana
singular es afiadir a la diagonal principal (en las posiciones del mineral p) un pequeiio
numero. Esta perturbacion permite que se siga el proceso iterativo hacia la solucién exacta
(Harvie et al., 1987). Finalmente, se controla el tamafio de las correcciones de Newton-
Raphson para evitar concentraciones negativas, aplicdndose algoritmicamente las
restricciones (3.42), (3.44), (3.46) y también (3.48).

La version mas simplificada posible de esta formulacion se obtiene admitiendo que se
conoce la asociacion de los Np minerales en equilibrio con la solucion. En este caso, los
multiplicadores de Lagrange de estos minerales se hacen cero (w," = 0), lo que da lugar a una
formulacion basada unicamente en las leyes de accion de masas. Pero esta nueva formulacion
no es capaz de definir la asociaciéon de minerales en equilibrio con la solucion, siendo
necesaria la utilizacion de un algoritmo que arbitrariamente elimina y afade minerales en el
sistema. Cuando no se encuentra la solucion adecuada del problema de equilibrio quimico,
este algoritmo afiade minerales supersaturados y/o elimina minerales subsaturados de la
asociacion de minerales que inicialmente se supuso en equilibrio con la solucion. Una vez
actualizada la asociacion de minerales, se repite el calculo de equilibrio quimico para verificar
si se trata de una asociacion de minerales estable.

De esto se concluye que la diferencia basica entre las dos familias de métodos para
resolver el equilibrio quimico estd en la manera de encontrar la asociacion de minerales
estable. Mientras los algoritmos basados en la directa minimizaciéon de la energia libre de
Gibbs son matematicamente capaces de encontrar de una sola vez la distribucion de masas en
el sistema y la asociacion de minerales estable, los algoritmos basados en las leyes de accion
de masas necesitan un algoritmo especifico para encontrar los minerales en equilibrio con la
solucion.

Reed (1982) y Bethke (1996) propusieran formulaciones basadas en las leyes de accion de
masas utilizando algoritmos de control externo de la asociacion de minerales estable para
resolver el problema de equilibrio quimico heterogéneo. En este caso, las ecuaciones que
expresan el equilibrio quimico en la formulacion matematica del problema son inicamente las
leyes de accidon de masas:
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NX

Uj=Cj+Z\)ini (j=2,..N,) (3.49)
C,>0 (j=2,..N,) (3.50)

NC
aiKi:rIaj“ﬂ (i=L.,N,-N,) (3.51)

j:
X, >0 (i=L.,N,-N,) (3.52)

NC .
Kp:rlaj " (p=N,-N, +L..,N,) (3.53)

L

Con la consideracion de w,* = 0 para los minerales en equilibrio con la solucion, la
ecuacion (3.45) de la formulacion anterior resulta en el producto de solubilidad (3.53). Aqui
no se considera la restriccion (3.46), o sea, se permite que los minerales en equilibrio con la
solucion tengan concentraciones negativas.

Cuando el problema de equilibrio quimico dado por las ecuaciones (3.49) a (3.53)
converge y hay minerales con concentraciones negativas (X, < 0), estos minerales estan
subsaturados con respecto a la solucion y deben ser eliminados de la asociacion de minerales.
Por otro lado, si hay minerales inicialmente ausentes en la asociacion de minerales inicial pero
supersaturados con respecto a la solucion final (€, > 1, con €, dado por la ecuacion (2.42)),
estos minerales deben ser anadidos a la asociacion de minerales. Actualizada la asociacion de
minerales, se resuelve otra vez el equilibrio quimico hasta que se encuentre una que sea
estable. Se describe este procedimiento en el algoritmo de la figura 4.3. Detalles de la
implementacién de un algoritmo semejante a este se encuentran en Bethke (1996).

Es posible introducir todavia mas simplificaciones en las formulaciones de equilibrio
quimico descritas en esta seccion, pero se considera que se estd manejando con el minimo
conjunto de ecuaciones donde la utilizacioén de técnicas como las de cambios de base (Samper
& Ayora, 1993; Bethke, 1996) no son necesarias. Estas técnicas introducen un coste
computacional al problema que puede no compensar la simplificacion realizada en el
problema original. Por otro lado, en un problema de transporte reactivo estas técnicas serian
necesarias basicamente en las fronteras de las asociaciones de minerales espacialmente
separadas, que son zonas reducidas del domino donde ocurren cambios bruscos
(discontinuidades) de las variables quimicas. Por tanto, para las demés zonas del dominio con
las asociaciones de minerales invariables, estas simplificaciones serian ventajosas. Lo que se
concluye de esta discusion es que, a priori, para un problema de transporte reactivo es dificil
saber si determinada simplificacion serd o no numéricamente eficiente. Posiblemente esto
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también dependera de la aplicacion en cuestion. Tener una formulacion capaz de acomodar
diferentes algoritmos de equilibrio quimico de acuerdo con las caracteristicas del problema
puede ser de gran utilidad practica.

Se implementaron ambos algoritmos en el modulo de transporte reactivo de
CODE _BRIGHT y ambos se mostraran capaces de resolver el problema de equilibrio quimico
heterogéneo. En algunos de los problemas de transporte reactivo estudiados, el algoritmo
basado en la directa minimizacion de la energia libre de Gibbs (ecuaciones (3.41) a (3.48)) se
mostré un poco mas robusto que el basado en las leyes de accion de masas (figura 4.3). Los
problemas numéricos (falta de convergencia en el esquema iterativo de Newton-Raphson y
imposibilidad de encontrar una asociacién de minerales estable) ocurrieran principalmente en
las fronteras de distintas asociaciones de minerales.

Por supuesto que para ambos algoritmos se utiliza la misma matriz tangente deducida en la
seccion 3.3 de este capitulo.

) Se resuelve el equilibrio quimico para una dada asociacion de
minerales (ecuaciones (3.49) a (3.53)) por Newton-Raphson.

f

A (Algin mineral subsaturado en el sistema (X, < 0)? >

* Si
vNO

< Remover mineral con concentraciéon mas negativa (menor X,).

(Algun mineral supersaturado en el sistema (€2, > 1)? >

s

< Adicionar mineral mas supersaturado (mayor ).

Asociacion de minerales estable. <

Figura 4.3. Algoritmo para encontrar la asociacion de minerales estable (Bethke, 1996) en
problemas de equilibrio quimico heterogéneo basado en las leyes de accion de masas.
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