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5. Problemainverso

Menke (1989) dice que € problema inverso es smplemente & conjunto de métodos usados para
extraer informacion Util de nuestro entorno a partir de medidas fisicas o datos La informacion (il
vendra especificada como valores numéricos de alguna propiedad de este entorno. Estas
propiedades también se referirdn como pardmetros ded modelo. Se presupone que hay agun
método especifico (normamente una teoria matematica o modelo) que relaciona los parametros
con los datos. El problemainverso contrasta con el problema directo, donde se predicen los datos a
partir de los parametros y de un modelo. Normamente e problema inverso es més dificil de
resolver que su correspondiente problema directo.

La teoria del problema inverso en su sentido més amplio ha sido desarrollada por los
investigadores que trabajan con méodos geofisicos. La razén es que dichos investigadores tratan
de entender € interior de la Tierra solo a partir de datos obtenidos desde |a superficie. Sin embargo,
el problema inverso aparece en muchas otras ramas de las ciencias fisicas, como pueden ser la
tomografia médica, € procesado de imagen o € gjuste de curvas. En nuestro caso los parametros
serdn las resigtividades o conductividades del suelo, los datos serén las tensones medidas en la
superficiey  modelo queda aln por determinar.

5.1. Antecedentes

La interpretacion de los sondeos eléctricos a fin de determinar las resistividades y espesores de
las capas en un medio estratificado ha sido un tema de investigacion desde principios de siglo.
Hasta la disponibilidad de ordenadores, € intérprete se basaba en los procedimientos de gjuste de
curvas. Desde que e problema directo para medios estratificados fue resuelto por medio de la
teoria lineal de filtros (Gosh, 1971a, 1971b), han aparecido muchos trabgjos que tratan sobre la
interpretacion automatica y numerica (Inman, 1975; Koefoed, 1979; Pous, Marcuello y Queralt,
1987; Zohdy, 1989).

En los Ultimos afios ha habido un incremento en & uso de imégenes en dos dimensiones
(iméagenes que representan una seccidn transversal del subsuelo). Smith (1986) y Lowry y Shive
(1990) se basan en & método de Bristow (Bristow, 1966), una técnica grafica smple para detectar
cavidades en e subsuelo. La interseccion de las lineas equipotenciales de las medidas con valores
anomalos deimita de una forma cuditativa las cavidades. Los métodos basados en la
retroproyeccion ponderada utilizan un concepto similar y provienen en gran parte de la tomografia
médica (Barber y Brown, 1984; Kotre, 1994). Su implementacion en aplicaciones geoeléctricas se
ha realizado con un cierto éxito (Nodl y Xu, 1991; Tsourlos et a., 1993). Estas técnicas intentan
reconstruir una seccion de resistividad usando una suma ponderada de los potenciales medidos.
Generdmente estos métodos son de un solo paso, aungque también se han utilizado versiones
iterativas (Y orkey y Webster, 1987; Tsourlos et al., 1993).



5-2 Problema inverso

Sin embargo, la mayoria de técnicas utilizan méodos basados en e criterio de minimos
cuadrados. En estos métodos, debido a que e problema esta mal condicionado, es necesario aplicar
técnicas de regularizacion (Tikhonov y Arsenin, 1977). Matematicamente, un problema mal
condicionado es aquel en @ que pequefias variaciones (0 errores) en los datos provocan grandes
variaciones en los parametros. Ello es debido a que los problemas geofisicos son indeterminados
por dos razones. la falta intrinseca de datos y los errores en los datos y en € modelo (Tarantola,
1987). Como resultado, € problema inverso no tiene una solucion Unica, es decir, puede haber més
de una solucion (conjunto de pardmetros) que satisfagan los datos con un error prescrito. La
regularizacion consiste basicamente en introducir alguna clase de informacion a priori (por g emplo
minimizando la norma de los pardmetros) para “estabilizar” € problema. Hua, Webster y
Tompkins (1988) comparan tres formas de pendizacion para regularizar € método de
reconstruccion. Sasaki (1992) utiliza e método de Occam (S. C. Congtable, R. L. Parker y C.G.
Congable, 1987). Loke y Barker (1995) utilizan esta técnica con solo una iteracion, a fin de
mejorar la velocidad del algoritmo. Los mismos autores (Loke y Barker, 1996a) implementan una
verson iterativa basada en un méodo quasi-Newton que reduce € tiempo de calculo. Avis 'y
Barber (1994) implementan un método de regularizacion basado en latécnica SVD (Singular Vaue
Decomposition). Lines y Treitel (1984) revisan diversos métodos de inversion basados en los
minimos cuadrados y comentan larelacion entre e méodo de Marquardt y latécnica SVD. Ellisy
Oldenburg (1994) dicen que todas estas técnicas de regularizacion intentan resolver algo imposible:
obtener unos pardmetros Unicos (aqui los parametros son las conductividades) a partir de un
problema inverso que no tiene una solucion Unica. Por ese motivo aducen que se ha de incluir en €
algoritmo toda la informacion a priori posible.

Aunque todas | as estructuras geol dgicas son de tres dimensiones (3D), en redlidad las medidas y
los algoritmos que tengan en cuenta esta tercera dimension han sido poco utilizados hasta la fecha
Esto es debido sobre todo a la gran cantidad de medidas que se han de redlizar y procesar. Por €llo
se requiere una instrumentacion adecuada y ordenadores con gran capacidad de céculo.
Ultimamente, la aparicion de sistemas de medida autométicos y de agoritmos més eficientes ha
comportado una mayor utilizacion de imégenes 3D. La mayoria de los agoritmos vistos para €l
caso 2D se pueden adaptar al caso 3D. Kotre (1996a) utiliza e método de retroproyeccion
ponderada. Oldenburg, McGillivray y Ellis (1993) utilizan una técnica de subespacios de vectores
de conductividades para reducir las dimensiones de las matrices. Escogiendo un nimero reducido
de vectores base logra reducir considerablemente el tiempo de calculo sin deteriorar excesivamente
las imagenes. Sasaki (1994) describe dos métodos (uno completo y otro aproximado) que utilizan
el méodo de Occam. Lokey Barker (1996b) adaptan su méodo (Loke y Barker, 19964) para €l
caso 3D.

Los métodos iterativos tienen que obtener en cada iteracion € modelo (la matriz de sensibilidad
0 Jacobiand) y los datos usando algin método numérico (elementos finitos, diferencias finitas). A
pesar de que algunos autores proponen técnicas especiales (Oldenburg, McGillivray, y Ellis, 1993;
Loke y Barker, 1996bh), e tiempo de clculo puede ser considerable, sobre todo en € caso 3D.
Ademas, los algoritmos iterativos pueden tener problemas de convergencia. Los algoritmos de un
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s0l0 paso son un caso particular donde slo se realiza la primera iteracion. Este hecho, junto con la
eleccion de un suelo homogéneo como modelo de partida, reduce considerablemente € tiempo de
cdculo (Loke y Barker, 1995). Los mismos autores comentan gue las imagenes obtenidas tienen
gue ser tomadas como una primera estimacién de la verdadera distribucion de conductividad del
subsuelo, que puede ser mejorada utilizando técnicas iterativas. Gasulla, Jordana y Pallas (1999)
muestran que esta primera estimacion es suficientemente buena para la deteccion de objetos
locales, que es € caso que nos ocupa. Ademas se aplica un factor de correccion en las imagenes
gue tiene en cuenta la no-linealidad del problema origina. Por lo tanto, todos los algoritmos
implementados en este trabajo son de un silo paso.

5.2. Determinacién del modelo

El capitulo 2 define como redizar medidas de la resistividad aparente del subsuelo. S € suelo

es homogéneo podemos determinar su conductividad s a partir de una sola medida. El apartado 3.4
describe una primera aproximacion a problema inverso a determinar la profundidad y €l radio de
objetos esféricos y cilindricos con la calicata Schlumberger cuando el objeto equidista de los
electrodos inyectores. Este capitulo aborda € problema inverso de forma més general, a obtener
imégenes 2D y 3D de la distribucion de conductividad del subsuelo. En los siguientes apartados
describimos la teoria matemética en la que se basan los agoritmos de reconstruccion
implementados.

5.2.1. Teorema dela Sensbilidad

El primer paso para resolver e problema inverso consiste en determinar € modelo (teoria
matemética) que relaciona la tension diferenciad en la superficie (datos) con la conductividad del
subsuelo (pardmetros). El teorema de la sensibilidad proporciona esta relacion matematica.

Consideremos & medio V limitado por la superficie S de conductividad s (x,y,2) mostrado en la
Figura 5.1, donde se supone que no hay fuentes internas. Sea f (x,y,2) una distribucion de potencial
end medioy J;(x,y,2) ladensidad de corriente asociada con €. Sea también y (x,y,z) una segunda

distribucion de potencial en e medio y J,(X,y,2) la densidad de corriente asociada. Aplicando el
teorema de |a divergencia tenemos

ANy J, Jav=cy NJ, +J. Ry Jdv=gyJ, ds (5.2)
o3, Jav=cy Jav=gy

donde V es el volumeny Slasuperficie que encierraa volumen. Como no hay fuentes internas NJ;
esceroy y esfinito en e volumen. Por tanto, la ecuacién anterior se reduce a

@(Jf ds= OJf Ny dv=- C;Nf Ny dv (5.2)

Similarmente, paraJ, y f
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6Jy dszély Nfdv =- (}Nf Ny dv (5.3)

Vemos que las dos integrales son iguales, por tanto
@/Jf dszg‘Qny dsz-OstNde (5.4)
Supongamos que € potencial f es originado por la aplicacién de la corriente |; entre los
electrodos AB y € potencid y es originado por la corriente |, aplicada entre los terminales MN
(Figura 5.1). En la expresion anterior, la densidad de corriente J; sera cero excepto en A y B.

Similarmente, J, seradiferentedeceroen M y N, por tanto,

LY pe =1 fun :OstNde (5.5

dondey ag Y f wn SON diferencias de tension. Definimos laimpedancia mutua z como

z=Yse T - S MEIWE) g (5.6)
, o,

expresion que relaciona las diferencias de tension en la superficie con la conductividad del medio.
Como erade esperar se cumple e principio de reciprocidad.

Figura 5.1. Volumen de conductividad s(x,y,z)

El problema no es lineal debido a que Nf y Ny son funciones de la conductividad s, y en
generd la estimacion de la distribucion de conductividad (problema inverso) a partir de la
expresion anterior no es posible. Sin embargo, se puede emplear algin método iterativo para
resolver e problema (Menke, 1989; Tarantola, 1987). En los métodos iterativos se rediza una
hipétesis inicia sobre la distribucion de conductividad (normamente se supone € medio
homogéneo), se resuelve e problema directo, se calculan las diferencias respecto a las medidas
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obtenidas y se formula una nueva hipétesis de la distribucion de conductividad. El proceso se repite
hasta que la diferencia entre las tensiones calculadas (problema directo) y las medidas sea menor
que una cota prefijada.

Cuando la distribucién de conductividad cambia de s°(x,y,2) a s°(xy,2)+Ds’(x,y,2), d cambio
en laimpedancia mutua Dz para | os pares de electrodos de corriente (AB) y tension (MN) es

N 0y N 0 0
='ODSONf|(S )Ny(sI+Ds )dV
f

Dz (5.7)

y

Gesdowitz (1971) y Lehr (1972) demuestran este resultado conocido como teorema de la

sensibilidad. Si expandimos e término Ny (s°+Ds®) respecto a Ds®, la ecuacion anterior se puede
expresar como (Mural y Kagawa, 1985)

2o Nf(s?) Ny (5°) 0P §
Dz=- (0= ) dV+o§Ds )zg 5.8

donde O((Ds°)?) indica e término de orden més elevado respecto a Ds°. S Ds® es suficientemente
pequefio este término puede ser despreciado. Se observa que ahora los gradientes de potencial Nf y

Ny son independientes de Ds®, y por tanto Dz es lineal respecto a Ds. Si definimos s como la
conductividad actual del medio, la impedancia mutua medida zes

I (< 0) N 0
7=V 88 — 0 L Dy 7° +Dz° = 20 - ‘DSONf(S )Ny (s )dV

l, | |

(5.9)

y

donde Z° es laimpedancia mutua debida a una distribucion de conductividad s°. Si no se dispone de
informacion a priori, se suele escoger una distribucion de conductividad homogénea como s°. El
proceso iterativo paradeterminar s es(Murai y Kagawa, 1985)

NEEDRY 6

I y

D" =z- znz-@s

Sn+1:Sn_|_DSn

(5.10)

donde Z' es la impedancia mutua para la distribucién de conductividad s"y n =0, 1, 2,... es €
nUmero de laiteracion. En cadaiteracion n se calcula el cambio de conductividad Ds" y se obtiene
la nueva distribucion de conductividad s™*. El proceso contindia hasta que la diferencia DZ" es

menor que una cierta cota prefijada. El cdculo de ' y de los gradientes Nf y Ny en cada iteracion
se suele redlizar mediante métodos numéricos (por gemplo e Método de los Elementos Finitos).

Para calcular Ds" normalmente se discretiza € medio en celdas o pixeles de conductividad
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constante, s bien también es posible tratar la conductividad como una variable continua (Menke,
1989).

5.2.2. Lamatriz de sensibilidad

La obtencion de imégenes de la distribucion de conductividad del subsuelo consiste en la
determinacién de la conductividad de cada una de las celdas en las que se divide. Si d subsuelo
esté formado por capas horizontales de diferente conductividad y espesor, € medio se discretiza en
capas mas que en celdas. Este problema lo han tratado diferentes autores (Inman, 1975; Koefoed,
1979; Pous, Marcuello y Querdt, 1987; Zohdy, 1989) y no va a ser estudiado aqui. En € caso 2D
se discretiza en celdas cubicas (0 en forma de paraepipedos) la seccidn transversal a la superficie
gue esta justo debgjo de la agrupacion de electrodos. La Figura 5.2 muestra un gemplo con 80
celdas (16 en horizontal por 5 en vertical). En € caso 2D ¥ las celdas tienen la forma de una barra
infinita en la direccion perpendicular ala seccion transversal. Esta formatan especia de discretizar
el subsuelo se utiliza principalmente para la deteccion de estructuras alargadas en € subsuelo (p.e.
tuberias), colocando los electrodos perpendicularmente a dichas anomalias. En € caso 3D se

discretizan varias secciones transversales, por |o que los resultados pueden ser més redlistas que en
el caso 2D.

El modelado del subsuelo en 2D tiene la ventgja respecto a 3D de reducir € nimero de celdas
y, por tanto, €l tiempo de cdculo de la matriz de sensibilidad. Por € contrario, un modelado 3D da
unavision més realista de la distribucion de conductividad del suelo. Si sabemos que las estructuras
a detectar son extensas en una direccion, de seccion constante y paralelas a la superficie, € caso
2DY% puede ser la mejor opcidn, ya que incorpora las ventgjas de los dos model ados anteriores.

)
&
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y z
1 2| 3| 4 5| ¢ L B |9 |16 |11 ]12]|13|14]|15]|1®
LT | 18 |19 |26 |21 |22 |23 |24 |25 | @ |2t| 28| 29 | 3| 1| 32
a3 %4 a5 xe 37 a - 3 a0 11 42 43 o4 [ a8 4T a8
41 <14 151 82 [~x1 B4 [~ [0 [ ] 2] an &1 4 El 64
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Figura 5.2. Discretizacion 2D del subsuelo. El corte vertical se ha dividido en 16” 5 celdas.
El incremento de la impedancia mutua en la iteracion n se puede expresar ahora como un

sumatorio

8
D" =-3 Ds| @ ()Ly)dy, (5.12)

=1 celda j
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donde Q es e nimero de celdas, y para simplificar la nomenclatura se han definido los vectores

rgy=NTE) |(S )

- (512)
Ln(y):Nyl(s )

y

La expresion (5.11) se refiere a una posicion de los 4 electrodos ABMN. En la practica se
realizan diferentes medidas, cada una de ellas con diferentes situaciones de los el ectrodos sobre la
superficie. El conjunto de todas las colocaciones par inyector - par detector que utilizamos es o
gue se denomina configuracion electrédica (ver capitulo 2), y para referirnos a una medida en
concreto (posicion de 4 eectrodos) utilizamos un Unico subindice, en este caso € i:

& .
Dz’ = Ds| - (f)Li{y)ady, i=1.P (5.13
=

j=1 celda

donde P es & nimero de medidas. El sistema de ecuaciones, en formamatricial es e siguiente:
Dz" =S" DS" (5.19)

donde DZ"y DS" son vectores de dimensionesP” 1y Q “ 1 respectivamente,y S' es una matriz de
dimensiones P~ Q. Esta Ultima recibe e nombre de matriz de sensibilidad porque contiene las
sensibilidades de todas las medidas con respecto a todas las celdas. Los elementos de S' son

§=- Q) L)y, (5.15)

celda j

La estimacion de la distribucion de conductividad se ha convertido ahora en encontrar la
conductividad asignada a cada elemento en € que hemos dividido € subsuelo. El proceso iterativo
dado por (5.10) queda ahora como

Q
DZ'=z-2"=9 sDs" i=12.P
?}1 o (5.16)
s!=s]+Ds] j=12..Q
o en forma matricial como
Dz" =S"DS"

(5.17)
S" =s" +Ds"
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La diferencia de los distintos métodos existentes para estimar la distribucién de conductividad

radica basicamente en la manera de calcular DS", como veremos a describir los diferentes
algoritmos implementados.

5.3. Métodos de un solo paso

Un caso particular de los métodos iterativos son |os algoritmos de un solo paso, en los que solo
seredizalaprimeraiteracion. El algoritmo expresado en formamatricial se reduce en este caso a

DZ = DS

(5.18)
S==8"+DS

donde S* es d vector de conductividad estimada. Si se escoge la conductividad inicial S° como

una distribucion homogénea, la impedancia mutua correspondiente Z° se puede calcular

analiticamente (capitulo 2). Definimos ry a r4 como las distancias de los electrodos ABMN a un

punto arbitrario P (Figura5.3).

Figura 5.3. Distancias de los electrodos ABMN a un punto P del subsuelo

El vector L(f ) debido alos électrodos de inyeccion A 'y B es

- PR -
L(f)=2— %3 #237 (5.19)
Per Il
y € debido alos electrodos detectoresM y N es
& - = 0
r r, =
Ly )=ty 4 (5.20)
el s

Para calcular € elemento s; de la matriz de sensibilidad debemos integrar en € pixel | el
producto escalar de estos vectores debido a la disposicion de los electrodos ABMN cuando
realizamos la medida i. Sin embargo, esta integral no tiene en general expresiéon analitica. Por lo
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tanto serd necesario integrar numéricamente esta funcion escalar. Entre los muchos métodos de
integracion numérica existentes, se ha elegido € método de Gauss. Para la mayoria de funciones
este método da resultados més exactos que otros méodos comunmente usados, como e método de
los rectangulos o € de Romberg (Loke y Barker, 1995). La exactitud y € tiempo de calculo de la
integral crecen con e nimero de puntos que se escojan en cada celda para evaluar laintegral. Las
celdas mas cercanas a los eectrodos necesitan de mayor nimero de puntos ya que los campos
el éctricos varian mas répidamente. Si solo se escoge un punto por celda para evaluar laintegral, es
equivaente a multiplicar € producto escalar de los campos normalizados por € volumen de la
celda En € caso 2DY% antes de la integracion numérica se redliza una integracion anditica en la
direccion en la que la celda es de dimension infinita (Loke y Barker, 1995).

Cano (1999) describe con detalle como se rediza la integracion numérica en los casos 2D, 3D y
2D Y5, Para acelerar el proceso de reconstruccion la matriz de sensibilidad puede ser calculada con
anterioridad y amacenada en un fichero. Los agoritmos implementados que se describen en los
siguientes apartados tienen en comuin que son de un solo paso y que estiman la conductividad
ponderando las medidas obtenidas por los coeficientes de sensibilidad. La diferencia entre ellos es
como se realiza esta ponderacion.

5.3.1. Métodos deinversion basados en € criterio de minimos cuadr ados

Puesto en forma matricial, e problema es determinar la distribucion de conductividades a partir

del sistema de ecuaciones

DZ = SDS (5.21)

S lamatriz S es cuadrada (P = Q la solucion se obtiene simplemente invirtiendo la matriz de
sensibilidad

DS=S!DZ (5.22)

Pero en genera no tiene por qué haber e mismo nimero de medidas que celdas de conductividad.

S P > Q d sistema es sobredeterminado y no tiene por qué existir una solucién exacta. Si
definimos €l vector error de prediccion o residuo como

e=DZ - DS (5.23

y su norma L, (también denominada norma cuadrética o euclidea) como

E=e"e=(DZ- SDS)" (DZ - SDS) (5.24)
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una posible solucién a sistema sobredeterminado es minimizar esta norma, obteniéndose la
solucién por minimos cuadrados

ps=(s's)'s™ Dz (5.25)

S P < Q € sstema es indeterminado y existen infinitas soluciones. Para obtener una Unica
solucién es necesario incorporar informacion a priori. Una forma de hacerlo es minimizando la

norma cuadrética de la solucion, (DS)'(DS), obteniéndose la solucion con norma minima
pS=s'(ss™)" Dz (5.26)

Ladificultad surge cuando S, S'So SS' no existen (son singulares). Aln existiendo, puede que
sean cas singulares, 1o que provoca que pequefios errores en los datos comporten grandes
variaciones en la solucién (Linesy Treitel, 1984). Este concepto queda més claro s se descompone
lamatriz S con latécnica SVD (Singular Vaue Decomposition)

S=ULVT (5.27)

dondeU (P" P)y V (Q " Q) son matrices ortogonalesy L = diag(l 1,..., 1 )T A" ©, conn=min
{PQty 31,3 ...3 1,3 0 (Golub y Van Loan, 1989). El nimero de condicionamiento
(condition number) se define como la relacion entre € mayor y € menor valor propio. El rango r

de Ses @ nimero de vaores propios | ; diferentes de cero. La matriz S también se puede expresar
como

S=uU.L V' (5.28)

donde L, es una matriz diagona r ~ r, U, y V, son las primeras r columnas de U y V
respectivamente. La matriz inversa generdizada (natural) S* de S se define como (Menke, 1989)

S =v.LUT (5.29)

y la solucion natural es
DS=S'DZ=V,L'UTDZ (5.30)
SP=Q,S =S5 P>Q-=r d sistema es sobredeterminado, S' = (S'9)'S" y (5.30) es
equivalente a (5.25). S Q> P = r d sstema es indeterminado, S° = S'(SS)™' y (5.30) es

equivalente a (5.26). Inman, Ryu y Ward (1973) utilizan (5.30) para determinar la estructura
edtratificada del subsuelo.
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S lamatriz S esta bien condicionada (nimero de condicionamiento peguefio) la solucion es
estable. Sin embargo, i algunos valores propios son muy pequefios, sus reciprocos en L™ serédn de
vaor elevado y € error presente en los datos también se verd amplificado por estos factores,
dominando la solucion. Hansen (1992) dice que un problema discreto mal definido (ill-posed)
cumple dos condiciones, que & nimero de condicionamiento es muy grande (por tanto la matriz S
estd ma condicionada y la solucion es muy sensible a error en los datos) y que los valores propios
delamatriz S decaen gradualmente a cero. Este segundo criterio implica que no se puede aplicar
ningun precondicionamiento alamatriz S para que esté bien condicionada. Sanchez (1998) muestra
las dos condiciones se cumplen en nuestro caso y por tanto e problema estd ma definido. En €
apartado 5.4.2 se estudia de la matriz de sensibilidad para las configuraciones doble dipolo y
Schlumberger.

Para estabilizar € problema y obtener una solucién adecuada es necesario incorporar
informacién a priori acerca de la solucion deseada. Este proceso se denomina regularizacion del
problema. Un método de regularizacion consiste en implementar la inversa solo con los valores
propios mayores, ya que son los menos susceptibles a ruido. Esto equivale a considerar los valores
propios méas pequefios igua a cero. Este método se conoce como SVD truncado o TSVD (Avis 'y
Barber, 1994; Hansen, 1992). El rango de la matriz inversa en (5.30) se reduce cuanto mayor sea €
truncamiento y por tanto la solucién no seré la solucion natural dada por (5.30) y la resolucion del
modelo sera peor. Hay, pues, un compromiso entre la resolucion y € ruido (o la varianza) del
modelo (Menke, 1989; Avis'y Barber, 1994). Este método ha sido muy utilizado en tomografia
médica por diversos autores (Avis y Barber, 1994; Avis y Barber, 1995; Eyuboglu, 1996;
Kleinermann et d., 1996; Meeson et al., 1996; Murai y Kagawa, 1985), donde normamente se
utilizan 16 electrodos situados sobre la piel del paciente, alrededor de la seccidn transversal que se
quiere visudizar. Varah (1973) andiza € método en agunos problemas ma definidos de la fisica
matematica.

El método més comun y conocido método, sobre todo en la prospeccion geofisica, es € de la
regularizacion de Tikhonov (Tikhonov y Arsenin, 1977). La solucion regularizada es aquella que
minimiza la siguiente combinacién ponderada de la norma del resduo y una seminorma de la
solucion

DS = argmin{SDs - DZ? +1 |LDS?} (5.31)

donde! esd pardmetro deregularizaciény L eso bien lamatriz identidad deorden Q © Q (Q es el
nimero de celdas) o bien una aproximacion discretaJ © Q de un operador derivada de orden Q - J
(Hansen, 1992). El primer término de (5.31) mide € error de prediccidn, mientras que € segundo
(Ilamado término de penalizacion), tiene en cuenta la informacion a priori en la solucion (Hua,
Webster y Tompkins, 1988). Un valor grande de | minimiza la parte indeterminada de la solucion
pero también la parte sobredeterminada. Como resultado, la solucion no minimiza € error de

prediccion y no es una buena estimacion de la verdadera solucion. Un valor del pequefio minimiza
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el error de prediccion pero no aflade ninguna informacion a priori para minimizar la parte
indeterminada de |os parametros. En otras paabras, un vaor de | grande favorece una solucion de
seminorma pequefia con e coste de una norma del residuo grande, mientras que un vaor de |

pequefio tiene € efecto contrario. Por tanto, € valor de | se ha de escoger con cuidado.
Normamente se determina por pruebay error. Al find de este apartado se describe un método para

determinar automéaticamente €l valor del . La solucion de (5.31) es
DS=(STs+ILUL)" s Dz (5.32)

El método de minimos cuadrados Ilano (smoothness-constrained least-squares), también
[lamado método de Occam (Occam's inversion), trata de obtener una solucion “suave’, es decir, sin
cambios abruptos en los valores de conductividad, siendo L en (5.32) una aproximacion discreta de
un operador derivada primera 0 segunda. Diversos autores utilizan esta técnica para obtener
imégenes 2D (LaBrecque et a., 1996; Loke y Barker, 1995, 1996a; Sasaki, 1992) o 3D (Loke y
Barker, 1996b; Sasaki, 1994) a partir de datos resistivos. Esta técnica también se aplica a otros
métodos geofisicos, como & electromagnético (Constable S.C., Parker, y Congtable, C.G., 1987) o
el magnetoteltrico (deGroot-Hedlin y Constable, 1990). Sasaki (1989) redliza una inversion
conjunta (joint inversion) a partir de datos obtenidos con e método resistivo y de polarizacion
inducida.

Menke (1989) define los problemas mixtos (mixed-boundary) como aquellos problemas que no
son ni completamente indeterminados ni sobredeterminados. En estos casos propone que se

obtenga la solucién minimizando la expresion e'e+| DS'DS, cuya solucion es una caso particular
de (5.32) con L la matriz identidad

DS=(S's+11]'s" bz (5.39)

Esta solucion se denomina método de minimos cuadrados amortiguado (damped |east-squares
solution). Lines y Treitel (1984) dicen que € método recibe otros nombres como méodo de
minimos cuadrados restringido (constrained least-squares) o método de Marquardt-Levenberg.
Pelton, Rijo y Swift (1978) utilizan esta técnica para obtener imégenes 2D utilizando los métodos
resistivo y de polarizacién inducida. Breckon y Pidock (1988) estudian este méodo para
aplicaciones médicas. Hua, Webster y Tompkins (1988) comparan tres métodos basados en (5.32)
sendo L lamatriz identidad (método de Marquardt-Levenberg), € operador derivaday € operador
derivada segunda (método de Occam) respectivamente. Los datos utilizados son sintéticos a los que
se le ha afiadido ruido aleatorio. Los mismos autores concluyen que este Ultimo método actlia como
un filtro paso bajo espacia y obtiene los mejores resultados. En cambio, la imagen obtenida por €l
método de Marquardt-Levenberg aparece més distorsionada debido a que es més sensible a los
errores de medida. Loke y Dahlin (1998) Ilegan a conclusiones similares utilizando también datos
sintéticos sin 'y con ruido aeatorio.
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Linesy Treitel (1984) muestran que (5.33) se puede expresar como

&y
DS=V,diag¢

UTDz (5.34)

2 =T
i 9

poniendo de manifiesto la conexion entre e méodo de Marquardt y la formulacién SVD dada por

(5.30). Ahora aparece claro como € factor de regularizacion | solventa los problemas de la
singularidad de lameatriz S: alin cuando | {® O, ladivision por cero no ocurre.

Tarantola (1987) aborda € problema inverso desde un punto de vista probabilistico y usando
una interpretacion Bayesiana de la probabilidad. Los datos, la informacion a priori de los
parametros y € modelo se describen por medio de funciones de densidad de probabilidad. Si estas
funciones siguen una ley Gaussiana la solucion es aguella que minimiza la funcion

e=€'C 'e+I DS'C;'DS (5.35)

donde C, y C,, son las matrices de covarianza de los datos y los pardmetros respectivamente. La
solucién es en este caso

ps=(sTc:ls+c i) sTC; bz (5.30)
gue es equivalente a
DS=C,S'(sC,S' +C, ) Dz (5.37)

Si d ruido en unamedidaj esincorrelado, Gaussiano, con media cero y desviacion estandar s_j

(se ha afadido la barra encima del simbolo para no confundirlo con la conductividad), una forma

apropiada de C, es C, = diag Ezﬁz) donde P es & nimero de medidas. Por lo tanto las
medidas més exactas tienen un mayor peso en la solucion. Menke (1989) lo menciona como €l
método de minimos cuadrados amortiguado por ponderacion (welghted damped |east-squares). El
mismo autor aborda el problemainverso (lineal y gaussiano) desde tres puntos de vista diferentes, y
concluye que son equivalentes. Debido a que € problema no es lineal, diversos autores proponen
métodos iterativos (Menke, 1989; Tarantola, 1987; Tarantola y Valette, 1982; Pous, Marcuello y
Queralt, 1987; Park y Van, 1991; Zhang, Randall y Theodore, 1995).

Pous, Marcuello y Queralt (1987) dicen que € método es generd, y que todos los agoritmos
clésicos pueden ser obtenidos a partir de é con una eleccion adecuada de C,y C,. S en (5.31)

sugtituimos C, =s I,y C, =s I, donde I, e |,, son la matriz identided de rango ny m

respectivamentey s ., S . son constantes, se obtiene e método de Marquardt-Levenberg con

n?
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| = (s_n/s:)2 S s, =¥ (lo que equivae a no tener informacion a priori), | = 0y se obtiene

(5.25). Encambio, s s ? es grande respecto a los elementos de S'C,S (se acota la variacion de
los parémetros) se obtiene e método de gradiente (gradient method o steepest descent)

DS=s 2S'C;! DZ (5.39)

La forma usua de encontrar € factor | en (5.32) es por pruebay error (Loke y Barker, 1995;
Sasaki, 1992). Hansen y O’ Leary (1992, 1993) describen el método de la curva L para encontrar |
de forma autométicay argumentan que es mas robusto que los otros métodos existentes. La Figura
5.4 muestra una gréfica genérica de la seminorma ||LDs||, de la solucion regularizada en funcion
de la norma dd resduo ||SDs-DZ||,. S se dibuja en escalas logaritmicas, la curva tiene
generamente forma de L, con una esquina separando la parte vertical de la horizontal de la curva
(Hanseny O’ Leary, 1993). Este punto (I =c) es e que megjor cumple € compromiso de minimizar
las dos cantidades. Hansen (1992) implementa unas rutinas en MATLAB para redlizar € proceso
de busgueda que se basa en determinar € punto de méxima curvatura de lacurva L.

Log|lLx]l2

P Log||SDs-Dz]|,

Figura5.4. Forma genérica de la curva L
5.3.2. Métodos deretroproyeccion

La problemética mostrada en la seccion anterior ala hora de invertir matrices mal condicionadas
ha llevado a algunos autores a buscar métodos alternativos para la estimacion de la distribucion de
conductividades.

Uno de los mé&odos empleados, provenientes del campo de la tomografia médica, es € que
propone Kotre (1993, 1994, 1996a), en analogia a la técnica de retroproyeccion filtrada usada en la
tomografia computerizada por rayos X. La principal diferencia entre los dos casos es que mientras
los rayos X trazan una linea recta (y estrecha) entre la fuente y € detector, € flujo de corriente en
la medida de impedancia se distribuye a través de todo e volumen. El mismo autor utiliza el
método en aplicaciones médicas (Kotre, 1996b) y en la deteccion de minas abandonadas (Kotre,
1996¢). El algoritmo de retroproyeccion que propone es
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P P 0
o) : o Z - Z
est a %j Df a Sl' OZ|
é& i T_imn 4 _ i i _
In et = S j=1..Q (5.39)
% 1o a 31 a Si
i=1 i=

donde r* es la resistividad estimada de las celdas, r° es la resistividad homogénea, z es la
impedancia mutua medida, y Z° es la impedancia mutua correspondiente a una distribucion
homogénea. El algoritmo aproxima la matriz inversa por una matriz de sensibilidad traspuesta
ponderada. A fin de mgorar las imégenes aplica un filtrado de Wiener en un dominio espacio-
frecuencia transformado.

El agoritmo supone que los cambios de conductividad son pequefios por 1o que (5.39) se puede
expresar como

§ Dz & z,-7
Ds, s¥-s7 A% AT .
2 =k =Kz i=1..0 (5.40)
s s? g g
a Si a Si
i=1 i=1

donde se ha introducido un factor de amplificacion k. El agoritmo, que denominaremos
retroproyeccion total, se puede expresar en forma matricial como

DS, =WS'DZ, (5.41)

donde DS, y DZ son diferencias relativas y W es una matriz diagona de ponderacion con
coeficientes

W, =- i=1.0 (5.42)

La expresion es similar al método de gradiente, (5.38), comentado en e agpartado anterior. Shima
(1992) utiliza una expresion similar a (5.41) (trabaja con diferencias absolutas en vez de relativas)
para obtener un moddo inicial que sera utilizado en un agoritmo iterativo. EIl mismo autor
argumenta que esta técnica de retroproyeccion es similar a la utilizada en la tomografia sismica 'y
de radar.

Una variacion respecto a este méodo consiste en suponer que € cambio de la diferencia de
tension entre los eectrodos de medida MN es atribuible solo @ cambio de conductividad en la
zona que delimitan las lineas equipotenciales que parten de los electrodos de tension, como se
muestra en la Figura 5.5.
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Figura5.5. Lineas equipotenciales formadas por los electrodos MN

La conductividad se determina seguin (5.40) y los coeficientes de sensibilidad se calculan como

is; s laceldaestaentrelaslineas equipotenciales

S. :i .
" 30 encasocontrario

Este méodo sera denominado como retroproyeccidén equipotencial. Nod y Xu (1991)
proponen un método similar, pero ademas ponderan la sensibilidad por la parte proporciona de la
celda que esta entre las lineas equipotenciales. Tsourlos et a. (1993) proponen una solucion
iterativa

La idea de retroproyectar entre lineas equipotenciaes fue sugerida originalmente por Barber,
Brown y Freston (1983) para € caso de la tomografia médica en analogia a caso de la tomografia
computerizada por rayos X. Barber y Brown (1984) presentan imagenes in vivo de la resistividad
de los tgidos. El algoritmo que implementan, que recibe € nombre de Applied potential
tomography, utiliza unos pesos calculados geométricamente y realiza un filtrado frecuencio-
espacial en un espacio transformado para mejorar la apariencia de las imégenes (Barber y Brown,
1986; Barber y Seagar, 19874). Barber y Seagar (1987b) describen € sistema de medida utilizado.
Powell, Barber y Freeston (1987) adaptan €l método utilizando una agrupacion linea de electrodos.

5.4.Imagenes con datos sintéticos

Los datos utilizados en los algoritmos de reconstruccion pueden obtenerse de tres fuentes
diferentes. a) a partir de medidas experimentales, b) a partir de soluciones numeéricas (por gjemplo,
el método de los elementos finitos 0 d método de los elementos de contorno), €) a partir de una
solucién andlitica. La primera aternativa requiere readlizar medidas experimentales de campo o
sobre un modelo anadgico (por g emplo una cubeta de plastico llena de agua 'y donde se introducen
objetos de conductividad diferente a la del agua). Ademés, se debe disponer de la instrumentacion
adecuada. Otros inconvenientes son que € tiempo necesario para redlizar las medidas puede que
sea largo, y que las medidas tienen asociado un error (debido a la instrumentacion, a la posicion de
los electrodos, etc.). La segunda aternativa supone emplear aguno de los méodos numéricos
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existentes para resolver € problema directo. El problema con estos métodos radica en que €l
tiempo de calculo puede ser elevado, sobre todos si se requiere que la solucién sea precisa. Por €
contrario, una solucién analitica (tercera aternativa) puede ser répida y suficientemente precisa.
Sin embargo, sdlo disponemos de solucidon analitica para ciertos casos. En € capitulo 3 se
describieron diferentes soluciones para € caso de una esfera 'y un cilindro inmersos en un suelo
homogéneo. Para obtener los datos utilizaremos la expresion (3.3) para € caso de la esfera y la
expresion (3.29) para € caso dd cilindro. En € capitulo 6 se redlizaran medidas experimentales
paravalidar los algoritmos utilizados.

Las configuraciones electrodicas utilizadas son la Schlumberger y |a doble dipolo (Capitulo 2).
La configuracién Schlumberger presenta un buen compromiso entre la visibilidad y € margen
dindmico necesario del detector (apartado 3.3). La configuracion doble dipolo es la que tiene mayor
visibilidad. Sin embargo, como se comento en & Capitulo 4, se ve més afectada por |os errores en
las medidas.

Las imégenes obtenidas por los diferentes métodos muestran la distribucion de conductividad
absoluta. En todos los casos se supone un suelo homogéneo de conductividad 1 S/m y una
inyeccion de corriente de 1 A. Los coeficientes de sensibilidad utilizados por los agoritmos se
obtienen a partir de (5.15). A no ser que se diga lo contrario, la integral se calcula en 64 puntos
equiespaciados.

En e apartado 5.4.1 se comparan los diferentes algoritmos de reconstruccion utilizando los
datos sintéticos para e caso de laesfera. El apartado 5.4.2 estudia las caracteristicas de la matriz de
sensibilidad a partir de la descomposicion SVD. El apartado 5.4.3 muestra e efecto del parametro
| enlos mé&odos Marquardt y Occam. En € apartado 5.4.4 se obtiene un factor de escaado de las
imégenes que tiene en cuenta la no-linealidad del problema inverso. El apartado 5.4.5y 5.4.6
estudian € efecto de modelo utilizado y € error en las medidas sobre las imagenes obtenidas. El
apartado 5.4.7 considera € caso de un objeto cilindrico perpendicular a la agrupacion de
electrodos. Por Ultimo, € apartado 5.4.8 muestra que s € objeto no se encuentra justo debgo de la
agrupacion de electrodos es necesario utilizar imagenes 3D.

5.4.1. Comparacioén de los diferentes algoritmos de reconstruccion
En este gpartado comparamos cualitativamente y cuantitativamente las imagenes 2D obtenidas

por cinco de los agoritmos descritos en € apartado 5.3: Marquardt (5.33), Occam (5.32), TSVD,
retroproyeccion tota y retroproyeccion equipotencia. En el método de Occam se ha utilizado como
matriz L una aproximacion discreta de un operador derivada segunda (Sasaki, 1992). El apartado
5.4.3 muestra que un valor adecuado paral esde diez acien veces d obtenido con € método de la
curva L. En e méodo TSVD d rango r de la matriz inversa en (5.30) se determina a partir de la
curva L discreta. En los métodos de retroproyeccion no se aplica ningun tipo de filtrado en €
dominio de la frecuencia y se escoge experimentalmente un factor de amplificacion k = 10. Las
imégenes 2D corresponden a un corte transversal a la superficie justo debajo de la agrupacion de
electrodos. La Figura 5.6 muestra un corte dividido en 85 celdas (17 en horizontd y 5 en vertical)
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de dimension una unidad en las tres direcciones del espacio. La unidad espacial se escoge de 1 m,
aunque su valor puede ser cualquiera sin afectar alas imagenes que se presentaran en este apartado.
El nimero de electrodos es de 16 separados entre ellos una unidad. La posicién del electrodo 1 es x
=-75y=0z=0yladd eectrodo 16 esx =75, y =0, z = 0. El origen de coordenadas esta
Situado entre los electrodos 8 y 9.

& X 1 23456 7 89 101112 13141516
y

) 4D 4 D58 4

) 2
12 17
18 34
35 51
52 68
69 85

Figura 5.6. Discretizacion 2D del subsuelo en 85 celdas (17 en horizontal y 5 en vertical) del corte
transversal justo debajo de la agrupacién de electrodos.

La Figura 5.7 muestra las imégenes obtenidas con los diferentes méodos utilizando la
configuracion Schlumberger y doble dipolo en € caso de una esfera conductora de radio 0,5
unidadesy profundidad 1,5 situadaen x =y = O (entre los eectrodos 8 y 9). La Figura 5.8 muestra
lacurva L paralos métodos Marquardt, TSVD y Occam. El valor de | escogido para € método de
Marquardt y Occam es | = 10c. Para  método TSVD se representa la variacion discreta de la
curvalL en funcion del rango r de la matriz inversa. En este caso se ha escogido r = 35. La Figura
5.9 muestra las imégenes obtenidas para la misma esfera conductora situadaen x=y =0, z=25

(I =100c, r = 50).
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Figura5.7. Imagen 2D obtenida con la configuracién Schlumberger (izquierda) y doble dipolo
(derecha) a partir de datos sintéticos para una esfera conductora de radio 0,5 unidades situada en x =
y =0,z =1,5. El modelo utilizado es de 17" 1” 5 celdas de lado unidad. a) Marquardt (I =1,50 10'8;

1,83 10®), b) TSVD (r = 35), ¢) Occam (I =1,51" 10 2,21" 109, d) retroproyeccion total, e)

retroproyeccién equipotencial.
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Figura 5.8. Curva L obtenida con la configuracién Schlumberger (izquierda) y doble dipolo (derecha) a
partir de datos sintéticos para una esfera conductora de radio 0,5 unidades situadaenx =y =0,z =
1,5. a) Marquardt, b) TSVD, c) Occam.
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Figura5.9. Imagen 2D obtenida con la configuracién Schlumberger (izquierda) y doble dipolo
(derecha) a partir de datos sintéticos para una esfera conductora de radio 0,5 unidades situada en x =
y =0,z =2,5. El modelo utilizado es de 17° 1~ 5 celdas de lado unidad. a) Marquardt (I = 1,86 1074
2,85 10™%), b) TSVD (r = 50), ¢) Occam (I =1,86" 10™% 3,07” 10™), d) retroproyeccion total, )
retroproyeccién equipotencial.

Los métodos Marquardt, TSVD y Occam (basados en la minimizacién por minimos cuadrados)
son claramente superiores a los métodos de retroproyeccion. En éstos la imagen obtenida presenta
poca resolucion y una gran dependencia de la configuraciéon electrodica utilizada. Ademas, €
cambio de conductividad estimada decrece con la profundidad. Gasulla, Jordana y Pallas (1998b)
corroboran con medidas experimentales la superioridad del mé&odo de Marquardt frente a de
retroproyeccion total. Kotre (1994,1996a) utiliza filtros en e dominio de la frecuencia para mejorar
las imégenes, pero éstos también podrian ser utilizados en los métodos de minimos cuadrados. El
método de Occam “suaviza’ la imagen de la esfera dargandola en sentido vertical. En cambio los
métodos Marquardt y TSVD tienen un comportamiento muy similar y localizan correctamente la
esfera. El valor de | utilizado en los métodos Marquardt y Occam disminuyen con la profundidad
de laesfera En € méodo TSVD d rango r aumenta.
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Para estimar la bondad de las imégenes en términos cuantitativos definimos e error de
conductividad normalizado como

182 g g ideal 02
ECN == & I est ) I ideal H (543)
\/Qia;lgmax(si ) max(si )(',,

donde s;** es la conductividad estimada por los algoritmos. s;'*® = 1 parai = 26 cuando z= 1,5; i =

43 cuando z=25;y s = 0 para e resto de celdas. La Tabla 5.1 muestra e valor de ECN para
los casos andizados anteriormente. Los resultados confirman las conclusiones anteriores. Los
métodos de retroproyeccion tienen errores elevados en todos los casos. Los méodos Marquardt y
TSVD presentan los errores menores. El método de Marquardt sera € utilizado preferentemente. El
método TSVD presenta € inconveniente de que la determinacion del rango r de la matriz inversa se
ha de redlizar por prueba y error, a no disponer de la Toolbox Spline de Matlab necesaria para
determinarlo de forma automética (Hansen, 1992).

Schlumberger Doble dipolo
x=y=0,z=15| x=y=0,z=25| x=y=0,z=15| x=y=0,z=25
Marquardt 2,40 107 2,91 107 2,08 10° 3,00 10°
TSVD 2,27 107 3,58 10° 1,43 10° 2,80 10°
Occam 0,105 6,12 10 7,39 10° 6,25 10°
Retro total 0,226 0,373 0,248 0,308
Retro equipot 0,302 0,349 0,234 0,282

Tabla5.1. ECN para los diferentes métodos de reconstruccion.
LaFigura5.10 muestra la imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger y € método

Marquardt para una esfera conductora situadaen x=y =0, z=35yen x=4,y=0,z=15. La
localizacion de la esfera es correcta en ambos casos.

a) b)

_H

(L I
(LT I

Figura 5.10. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger y el método de Marquardt para
una esfera conductora de radio 0,5 unidades situadaena) x=y=0,z=3,5(1 =1,92 10"16), b)x=4,y =
0,z=15( =2,45 10%).
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5.4.2. Estudio de las matrices de sensibilidad

La descompoasicién en vaores propios (SVD) dada por (5.27), revela las dificultades asociadas
con & ma acondicionamiento de lamatriz S. La Figura 5.11 muestra € logaritmo de los valores
propios normalizados a vaor mayor para la configuracién Schlumberger y doble dipolo con un

modelode 17" 1~ 5 celdas de lado unidad (Figura 5.6). Los valores propios decaen gradua mente
a cero, lo que es una caracteristica de los problemas mal definidos. La configuracion doble dipolo

estd mejor condicionada (nimero de condicionamiento = 8,27 10°) que la configuracion
Schlumberger (ntmero de condicionamiento = 3,63 10').

Valores propios SVD matriz S

— doble diplo
------- Schlumberger

Valores propios normalizados log, (! J./I D

-10

0 20 40 60 80

Valores propios |

Figura5.11. Representacién de los valores propios normalizados de la matriz S con un modelo de 17~
1” 5celdas delado unidad parala configuracion Schlumberger y doble dipolo.

Las columnas de la matriz V en (5.27) son los vectores propios del  espacio de parametros
(Menke, 1989). La Figura 5.12 muestra los vectores asociados con los valores propios | s, | 2o, | 40,
| 60, | 80, para las configuraciones Schlumberger (izquierda) y doble dipolo (derecha). Las celdas
mas superficiales estan asociadas con los valores propios mayores mientras que las celdas

inferiores se corresponden con los valores propios menores. Por o tanto cuando regularizamos el
problema, ad eiminar o atenuar los valores propios menores estamos eiminando informacion
acerca de las celdas inferiores. Estas celdas contribuyen muy poco a la diferencia de potencial
medida en la superficie y, por tanto, € ruido presente en las medidas puede ser comparable o
superior a la contribucion de estas celdas. Es 10gico, pues, que s intentamos obtener informacion
acerca de las celdas mas profundas (regularizando poco € problema) € ruido domine la solucion.
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O7s 082 [xR: = R k=] 10 1.m 115 122 13 135

0E3 083 orl oex o= 10 T 12 13 128 044 0=5 0O O78 088 1 112 113 134 1.48

oE2 or oM™= OB O™ o2 1.1 1.18 13 1A OE o ora 0B O™ 1.0 | 1T 124 1.3

Figura5.12. Imagen de los vectores propios de la matriz V (espacio de parametros) parala
configuracién Schlumberger (izquierda) y doble dipolo (derecha) con el modelo de la Figura 5.6.

Imagen asociada con el valor propio a) I 5,b) I 20, €) I 40, d) I 60, €) I s0.
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Otra forma de evauar la matriz de sensibilidad es mediante la matriz de resolucion de los
parametros R, que caracteriza cdmo los parametros estimados se aproximan a la solucion
verdadera. |maginemos que existe un conjunto de parametros DS que solucionan € problema DZ
= SDS™, Sustituyendo esta expresion en (5.30), la conductividad estimada es

DS™ =S*DZ =(S*S)ps' = RDS™™! (5.44)

S R=1, entonces DS™ = DS*'y todos los pardmetros se obtienen de forma tinica. Por gjemplo,
en un problema sobredeterminado S" = (S'9)'S', (5.25),y R= 1. S R no es la matriz identidad,
entonces |los parametros estimados son una contribucion ponderada de |os parametros reales. Por
giemplo, en un problema indeterminado S* = S(SS)*, (5.26), y R= S'(SS)'S La matriz R
depende de la configuracion eectrodica, del método de regularizacion y del modelo utilizado. La
Figura 5.13 muestra R utilizando la configuracion doble dipolo con € modelo dela Figura 5.6y S’
= (S'9'S". Enestecaso R= 1.

10+

20F

30t

40t

50+

B0

70

80+

10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 5.13. Matriz de resolucién R para la configuracidon doble dipolo con el modelo de la Figura5.6 'y
S*=(S'S)'S". En estecasoR =1.

La covarianza de los parametros depende de la covarianza de los datos y del modo en que los
errores en los datos se propagan a los parametros. Menke (1989) define la matriz de covarianza de
los parametros estimados, que caracteriza €l grado de amplificacion del error, como

lcovDs=|=s"C, S (5.45)

. . . . —_—2
donde C, es una matriz de covarianza de los datos. S consideramos C =s °I,

[covSes‘]zﬁz(STS)'l y sustituimos S por (5.28), [covSes‘]:EzererT. As pues, la

covarianza de los parametros estimados es muy sensible a los valores propios menores y por tanto
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a ruido en las medidas. Al regularizar €l problema eliminamos (método TSVD) o disminuimos
(método Marquardt y Occam) € efecto de los valores propios menores y la varianza de la solucion
es menor. Al mismo tiempo la resolucion es peor (lamatriz R no esigual ala matriz identidad). Por
lo tanto, hay un compromiso entre resolucién y varianza (Menke, 1989).

S regularizamos € problema con e méodo de Marquardt R= (STS+I I)'ISTS. La Figura

5.14 muestra la matriz de resolucion obtenida con la configuracion doble dipolo cuando | =
1,83 10°® (Figura5.7)y | =285 10™ (Figura 5.9). Para | = 1,83 10°® la resolucion empeora
notablemente a partir de la celda 35 (tercera capa). La conductividad de cada celda (sobre todo a
partir de la 35) es la suma ponderada de las celdas laterales (diagonaes contiguas), las celdas
superiores (diagonales izquierdas) y |as celdas inferiores (diagonales derechas). Paral = 2,85 10™*
la resolucion empeora a partir de la celda 52 (cuarta capa), pero la solucion es més sensible a ruido
en los datos. Este hecho sera analizado con detalle en € apartado 5.4.6.

a) b)

1 F g 10

40 ] 40k \\
E 4 (1] 2 -

il 1 Tor

Figura 5.14. Matriz de resolucion R para la configuracion doble dipolo con el modelo de la Figura5.6y
S* = (S's+ 1)'s" (método de Marquardt). a) I =1,83-10° (Figura 5.7, b)1 =2,85-10 (Figura 5.9).

S regularizamos & problema con € método de Occam R= (ST S+ILT L)" 'STS, donde L esla
matriz que aproxima el operador derivada segunda. La Figura 5.15 muestra la matriz de resolucién

obtenida con la configuracion doble dipolo cuando | = 2,21° 10° (Figura 5.7)y | = 3,07 10™
(Figura 5.9). La resolucion empeora con € método de Occam, lo que explica que e método de
Marquardt obtenga mejores resultados.
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a) b)

Figura 5.15. Matriz de resolucion R para la configuracion doble dipolo con el modelo de la Figura5.6y
S* = (S"S+ L'L)'S™ (método de Marquardt). a) I =2,21-10° (Figura 5.7, b) I =3,07-10™ (Figura 5.9).

La Figura 5.16 muestra la matriz R para los métodos retroproyeccion total y equipotencial. La
resolucién empeora mucho, lo que explica los malos resultados conseguidos con estos métodos.

a) b)

10

40
HIE il
EE

Top &

10 a0 4 a0 BD)OTQAan

o0 0 o0s 01 0s 03 025 032

Figura5.16. Matriz de resolucion R para la configuracion doble dipolo con el modelo de la Figura 5.6
utilizando el método de retroproyeccion a) total y b) equipotencial.

5.4.3. Eleccion del parametrol

Un punto critico en los métodos Marquardt y Occam es la eleccion del pardmetro | . La Figura
5.17 y la Figura 5.18 muestran las iméagenes obtenidas con € méodo de Marquardt y Occam
respectivamente para diferentes valores de | . Se ha utilizado la configuracion Schlumberger para €l
caso de una esfera conductora de radio 0,5 unidades situadaen x=y =0, z=15. La solucién se
vuelve més inestable con valoresde | menores debido a que no “regularizamos’ suficientemente e
problema. La norma de la solucion, pues, aumenta debido a los errores en |os datos. Estos errores
vienen determinados por la precisén de la formula andlitica utilizada para generar los datos
sintéticos y por inexactitudes en € modelo. Recordemos que € problema se ha linedlizado v,
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ademés, las celdas son clbicas y no pueden modelar exactamente la esfera. Cuando € vaor de | es
demasiado alto e cambio de conductividad decrece y se atribuye a las celdas superiores en «
método de Marquardt, y a las celdas inferiores en e méodo de Occam. La esfera se locdiza
correctamente con € método de Marquardt para 10c £ | £ 100c. EIl méodo de Occam alarga
verticadmente laimagen de la esfera.

a) b)
1
1
3
1
4
5
] ] | 2 n ) 1 B =]
| B
2E4 1738 .05 03 043 118 152 2B 34 415 OBS 08 106 13 147 16 1F 20 23HE 248
c) d)
o 1
2 2
El 1
4 4
5 5
A B ] 2 o ) 1 B g -8 ] | 2 n ) 1 B =]
| ———
0s3 1@ 124 13 15 1B LES 2 215 23 oM 108 1% 143 1B 17/d 188 213 213 247
€) f)
o 1
2 2
El 1
4 4
5 5
8 B ] 2 o ) 1 B g -8 ] | 2 n ) 1 B =]
| ———
08 1o 111 13 1= 143 1\ 1B 174 1ES osg 1 LM 1@ 1m@ 104 106 107 1mE .08

Figura5.17. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger y el método de Marquardt para
una esfera conductora de radio 0,5 unidades situadaen x=y=0,z=1,5.a)l =0,001" c; b)I =c;c)l =
10c; d)1 =100c; €)1 =1000c;f)l1 =10% c; dondec =3~ 10°®(Figura 5.8a).

a) b)

L

£11 48 213 1B 01 138 B8 43 SBS TH 041 0OE8 OBF 1.1 122 1.55 .77 2 211 245
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[ B
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€) f)
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Figura5.18. Imagen 2D obtenida con la configuracién Schlumberger y el método de Occam para una
esfera conductora de radio 0,5 unidades situadaen x=y =0,z =1,5.a)1 =0,001c; b)l =c;c)l =10c;
d)1 =100c; e)l =1000c;f)l1 =10°c; dondec = 3,02:10° (Figura 5.8c).

Diversos autores (Hua, Webster y Tompkins, 1988; Loke y Dahlin, 1998) prefieren € método
de Occam debido a que € méodo de Marquardt produce imagenes demasiado “abruptas’. Esto
puede ser debido, como muestra la Figura 5.17, a que € vaor de | utilizado no sea & adecuado.
Ademas, para detectar objetos locales con un gran contraste resistivo (por gemplo, una esfera
conductora) es interesante que las imégenes no sean demasiado “suaves’. Por €lo, € método de
Marquardt sera d utilizado de agui en adelante a no ser que se indique lo contrario.

5.4.4. Escalado de la conductividad estimada

La Figura 5.19 muestra las imagenes obtenidas con la configuracion doble dipolo y e método
de Marquardt para una esfera aidante y conductora de radio 0,5 situadaen x=y=0, z=15. El
cambio de conductividad (respecto ad medio homogéneo) para la esfera conductora es 1,38
précticamente e doble y de signo contrario que parala esfera aidante (-0,74).

=

[

n o o B =

0% 03 o043 asl OB O3 @07 08 053 1o [x}- ] 1.1 .37 143 158 1.74 18 206 12 2=

Figura 5.19. Imagen 2D obtenida con la configuracién doble dipolo y el método de Marquardt para una
esfera aislante (izquierda) y conductora (derecha), de radio 0,5 unidades situadaen x=y =0,z=1,5.
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Esto esta en acuerdo con la expresion (3.25), que expresa la diferencia de potencia en la
superficie en presencia de una esfera cuando € campo eléctrico es uniforme. En este caso la
diferencia de potencial debida sdlo alaesferaes

.3

DV =-Ek. 294 (5.46)
érg

donde E, es & campo eéctrico uniforme, a es d radio de laesfera, r es la distancia dedl centro de la
esferaa punto de medida, d es la distancia entre los electrodos detectores y ke se puede expresar
como

S,-S
K, =g h Tef (5.47)
X, +s 4

donde s es la conductividad de la esferay s, es la conductividad del medio homogéneo. La
diferencia de potencial, (5.46), para una esfera conductora 6« = ¥) es € doble y de signo
contrario que para una esfera aidante. Es decir, el cambio en la conductividad estimada es lineal
con € incremento de la diferencia de potencial, debido a que & problema, como vimos en €
apartado 5.2.1, se ha linedizado. Pero en redidad esta dependencia no es lineal por lo que
normamente se utilizan algoritmos iterativos para obtener la conductividad redl. Para evitar € uso
de los agoritmos iterativos (donde € tiempo de calculo puede ser considerable y pueden haber
problemas de convergencia de la solucién) se utiliza un factor de correccion, descrito a
continuacion, que tiene en cuenta esta dependencia no linedl.

A partir de (5.47) la conductividad de la esfera se puede expresar como

S =2 =S, (5.49)

ke» K, TS (Sesf'sh)zi&h'sesf) (5.49)

La conductividad final de cada celda s’ Se obtiene como

s ) B 1- kgelda s
celda ™ “ 5 ,ceda- h
2+ke (5.50)

kgeldazg(sh -s est )

celda
h
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donde e pardmetro k<™ se obtiene a partir de la conductividad homogénea s, y de la

conductividad estimada paracadacelda s &, por e agoritmo de reconstruccion.

celda

La Figura 5.20 muestra las iméagenes obtenidas en € caso de la Figura 5.19 después de aplicar €
factor de correccion dado por (5.50), que atenlia los incrementos negativos de conductividad y
amplifica los incrementos positivos.

| o | o

n o o F
Ea

041 048 054 OB 0OEE 0OF4 OB 028 085 1o [xk= 124 1.53 LBl 21 213 B 2% 235 354

Figura 5.20. Imagen 2D obtenida después de aplicar el factor de correccién con la configuracion doble
dipolo y el método de Marquardt para una esfera aislante (izquierda) y conductora (derecha), de radio
0,5 unidades situadaenx =y =0,z=1,5.

Los vaores de conductividad estimados para la esfera aidante (0,41) y conductora (3,54)
difieren delos vaores tedricos (O y ¥, respectivamente). Esto es debido a que modelamos la esfera
con una celda cubica de mayor volumen gue € de una esfera de radio 0,5 unidades. Schulz (1985)
dice que la anomadia en € potencial, (5.46), producida por una esfera es smilar a la producida por
un cubo del mismo volumen. Una esfera de radio 0,62 unidades tiene e mismo volumen que una
celda de lado unidad. La Figura 5.21 muestra las imagenes obtenidas para una esfera aidante
(izquierda) y conductora (derecha) de radio 0,62 unidades situadaen x=y=0,z=15.
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Figura5.21. Imagen 2D obtenida después de aplicar el factor de correccidon con la configuraciéon doble
dipolo y el método de Marquardt para una esfera aislante (izquierda) y conductora (derecha), de radio
0,62 unidades situadaen x=y =0,z=1,5.

La conductividad estimada es, ahora, mucho més cercana a la tedrica. El valor negativo de
conductividad para € caso de la esfera aidante no tiene sentido fisico, por 1o que se podria
establecer un valor minimo de cero para la conductividad estimada. En e caso de la esfera
conductora se obtiene una conductividad de 226 S/m, que produce una anomalia cas idéntica (un
1,5 % menor) a la que produciria una esfera totalmente conductora. La Figura 3.27 ya mostré que
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un contraste resistivo (Ses/Sn) menor que 0,01 o mayor que 100 equivale a que € objeto sea en la
préctica totalmente aislante o conductor respectivamente. En lo que sigue se aplicara e factor de
correccion en las imégenes de conductividad obtenidas.

5.4.5. Influencia del modelo

Cuando € modelo no se adapta bien a objeto pueden producirse resultados extrafios. La Figura
5.22 muestra la imagen obtenida con la configuracion Schlumberger y € método de Marquardt
para una esfera aidante de radio 0,7 a una profundidad de 1,5 situadaen x = y = 0. Los coeficientes
de senshilidad se han calculado con 1 punto por celda El resultado es irred ya que la
conductividad estimada de la esfera es de —-0,2. Esto se debe a que la esfera tiene un volumen
mayor que la celda y e agoritmo aumenta € cambio de la conductividad para compensar este
efecto. S & modelo es de celdas de lado 1,4 unidades y € centro de la primera fila coincide con €
centro de la esfera |l os resultados con coherentes (Figura 5.23).

1 -
2

-0z -0.04 oAz 0.2g 0.44 0.6 0.yg ER=)ed 1.02 1.24

Figura 5.22. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger y el método de Marquardt para
una esfera aislante de radio 0,7 situadaen x =y =0,z = 1,5. La conductividad de |la esfera es negativa.
Se ha utilizando 1 punto por celda para obtener los coeficientes de sensibilidad.
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Figura 5.23. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger y el método de Marquardt para
una esfera aislante de radio 0,7 situadaen x =y =0,z =1,5. Las celdas son de lado 1,4 unidades y la
primerafila estd centrada en z =1,5. Se ha utilizado 1 punto por celda para obtener los coeficientes de
sensibilidad.
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La Figura 5.24 muestra laimagen obtenida con un modelode 16 © 1~ 5 celdas de lado unidad.
La esfera se atribuye ahora a dos celdas. En este caso, se han utilizado 8 puntos por celda para
calcular los coeficientes de sensibilidad.

oz 0z 0.4 0.5 0.59 0.69 0.ra 029 0.0z 1.02

Figura 5.24. Imagen 2D obtenida con la configuracién Schlumberger para una esfera aislante de radio
0,7 situadaen x =y =0,z =1,5. Se han utilizando 8 puntos por celda para obtener los coeficientes de
sensibilidad.

La Figura 5.25 representa las imégenes obtenidas para una esfera aidante de radio unidad
situadaen x =y =0, z= 2, utilizando dos modelos diferentes: unode 17" 1~ 5yotrode16 "~ 1~
5 celdas de lado unidad. Este segundo modelo delimita con més precision la anomalia. En ambos
casos aparecen conductividades negativas debido a que las celdas son de 1 unidad en ladireccién y

mientras que e diametro de la esfera es de 2 unidades. La sensibilidad de cada celda se ha obtenido
utilizando 1 punto.

a) b)

I o

2 2
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Figura 5.25. Imagen 2D obtenida con la configuraciéon Schlumberger para una esfera aislante de radio

unidad situadaen x=y =0,z =2.a) Modelo 17" 1° 5celdas. b) Modelo 16" 1° 5celdas. Las celdas
son de lado unidad. Se ha utilizado 1 punto por celda para obtener los coeficientes de sensibilidad.

La Figura 5.26 muestra las imégenes obtenidas con celdas de dimensén1 © 2~ 1. Los valores
negativos de conductividad desaparecen debido a que & modelo se adapta megjor a las dimensiones
delaesfera
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Figura5.26. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger para una esfera aislante de radio
unidad situadaen x=y =0,z = 2. a) Modelo 17° 1° 5celdas. b) Modelo 16~ 1~ 5celdas
(1 =1,51710%. Las celdas son de dimensién 1° 2° 1 unidades.

La Figura 5.27 muestra la imagen 2D obtenida con la configuracién Schlumberger con un

modelode9 ~ 1~ 3 celdas de lado 2 unidades. La sensibilidad de cada celda se ha obtenido
utilizando 8 puntos. La esfera se localiza correctamente.

0.37 0.44 0.51 0.5 0.66 0.74 0.21 n.ss 0.95 1.03

Figura5.27. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger para una esfera aislante de radio

unidad situadaen x=y =0,z =2. El modeloesde 9" 1° 3 celdas de lado 2 unidades. La sensibilidad
de las celdas se ha obtenido utilizando 8 puntos.

La Figura 5.28 muestra la imagen obtenida y la curva L con la configuracién doble dipolo s
utilizamosun modelode 32~ 1 ° 10 celdas de dimensén 0,5~ 2 ° 0,5 unidades. La anomalia no
gueda bien definida debido a que € valor de | encontrado no es el adecuado. La causa es que €l

nimero de celdas es muy superior a nimero de medidas disponibles. Con un valor de| = 10" los
resultados mejoran ostensiblemente (Figura 5.29). Este valor se ha obtenido por prueba y error
comparando laimagen obtenida con laimagen “idedl”.
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Figura 5.28. Distribucion de conductividad y curva L con la configuracién doble dipolo para una esfera

aislante de radio unidad a una profundidad de 2 unidades usando el método Marquardt (I =4,18" 10'6).
El modelo esde 32° 1° 10 celdas de lado 0,5 unidades en las direcciones x,zy de 2 unidades en la
direccion y. La esfera esta situadaenx=0,y =0.
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Figura 5.29. Imagen 2D obtenida con la configuracién doble dipolo para una esfera aislante de radio
unidad situadaen x=y =0,z =2(l =1O'17). El valor del se haencontrado por pruebay error. El
modelo es de 32° 1 10 celdas de dimensién 0,5” 2° 0,5 unidades.

Sin embargo, en un caso real no sabremos cud es la imagen ideal (s lo supiéramos no haria
fata obtenerld), por lo que e procedimiento anterior no es adecuado. Lo que si podemos tener es
ciertainformacion a priori de la distribucidn de conductividad. Esta informacion previa puede tener
origen en un conocimiento previo de la zona o a través de datos obtenidos con otros métodos
geofisicos. En nuestro caso también puede obtenerse con los algoritmos de retroproyeccién, que no
precisan estimar ninguin parametro | . La Figura 5.30 muestra la imagen obtenida con € método de
retroproyeccion entre lineas equipotenciales. La imagen no es muy buena pero puede servir como
una primera estimacioén para delimitar la zona donde se encuentra €l objeto.
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Figura 5.30. Imagen 2D obtenida con la configuracion doble dipolo y el método retroproyeccién
equipotencial para una esfera aislante de radio unidad situadaen x =y =0, z = 2. El modelo es de

327 1° 10celdas de dimensién 0,5 2° 0,5 unidades.

LaFigura5.30 indica que e objeto se encuentraentre x=-25y x = 2,5. La Figura 5.31 muestra
la curva L y la imagen obtenida con € método de Marquardt cuando € modelo solo incluye las
celdas probables de contener € objeto. Esto seria equivalente a considerar la matriz de covarianza

C, =s . ’len(5.37),con §_=1 paalas celdas situadas entrex =-25y x =25,y § _=0(no
permitimos que varie su vaor) para e resto de celdas. La curva L queda bien definida en este caso
y seutilizaun vaor del = 100c.

L-curvs; cotmera ¥ 360e.018

& 31 6e-031

£.282a-021

fE0Ge-01Z

soluon norm | x|

-1 10-::- IU& 1I:I" .“:l-u In-:
residud ramm || A x- O]

01 021 032 044 0585 066 075 082 1 1.1 ]

Figura 5.31. Imagen 2D obtenida con la configuracién doble dipolo para una esfera aislante de radio
unidad situadaen x=y=0,z=2 (1 =7,27 10'16). El modelo esde 10" 1~ 10 celdas de dimensién 0,57
27 0,5unidades. La curva L queda bien definida.

Una vez localizado €l objeto podemos discretizar con més detalle la zona donde se encuentra
(de hecho volvemos a introducir més informacion previa). La Figura 5.32 muestra la imagen
obteniday lacurva L con la configuracion doble dipolo usando un modelode 10 © 1° 10 celdas de
dimens6n 025" 2° 0,25 centradoenx=y=0,z=2.
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Figura 5.32. Imagen 2D obtenida con la configuracion doble dipolo para una esfera aislante de radio
unidad situadaen x=y =0,z =2 (I =1,23" 10%). El modelo es de 10" 1~ 10 celdas de dimensi6n 0,25
“ 27 0,25unidades. La curva L queda bien definida.

Otra dternativa para obtener e valor del adecuado en € caso de la Figura 5.28 es incrementar
el nimero de medidas (o0 bien reducir & nimero de celdas). La Figura 5.29 muestra la imagen 2D
obtenida utilizando 21 eectrodos separados 0,75 unidades (189 medidas independientes). La
posicion del electrodo 1 esx = -7,5y ladd dectrodo 16 esx = 7,5. La curva L queda bien definida

L-curvs; cotmerat 5523e.018

10
] .
#0540
1 'II:I: +
3450021

2 E " oifBiga 111
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D 10° _

107 10 10
006 018 024 041 053 065 077 089 1 1.12 |

Figura 5.33. Imagen 2D y curva L obtenida utilizando 21 electrodos separados 0,75 unidades con la
configuracion doble dipolo para una esfera aislante de radio unidad situadaen x=y=0,z=2(l =

5,62 10™), resultando 189 medidas. El modelo es de 32° 1° 10 celdas de dimensién 0,5" 2~ 0,5
unidades.

S no es posible incrementar € nimero de medidas reales, podemos interpolar las medidas
disponibles. La Figura 5.34 muestra la imagen obtenida con la configuracién doble dipolo s
interpolamos las 104 medidas (obtenidas utilizando 16 electrodos) con la funcion spline de Matlab,
resultando 194 medidas. La curva L asociada queda bien definida.
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Figura 5.34. Distribucién de conductividad y curva L con la configuracion doble dipolo para una esfera
aislante deradio unidad situadaen x=y =0,z=2 (1 =7,07 10'9). El modelo esde 32” 1° 10celdas de

dimensién 0,5 2° 0,5unidades. Las medidas se han obtenido interpolando las 104 medidas
existentes con la funcion spline de Matlab, resultando 194 medidas

5.4.6. Erroresen las medidas

Los errores en las medidas pueden ser debidos, entre otros factores, a la inexactitud en la
posicion de los eectrodos, d ruido geoeléctrico y a la inexactitud del sistema de medida. En €
laboratorio, € ruido “geoeléctrico” vendra dado por la variacion de la resistividad del agua con la
temperatura ambiente y con las pequefias vibraciones mecanicas de la cubeta (al vibrar la estructura
del edificio).

Las medidas de laboratorio se realizan con 16 electrodos separados 2 cm (1 unidad). La Figura
5.35 muestra las imégenes 2D obtenidas para una esfera aidante Stuadaen x=y =0, z=2, 3, 4
unidades, con la configuracién Schlumberger (izquierda) y doble dipolo (derecha). Se han utilizado
datos sintéticos sin ruido. El modeloesde 16~ 1~ 5 celdasdedimenson 1 © 2 ° 1 unidades. La

esfera se localiza correctamente en todos los casos. El pardmetro | disminuye d aumentar la
profundidad de la esfera.

a) b)
1] 1]

a1 a0

104 a4

106 108

uhn:] uin:)

1] o
015 -0 005 1] 0.0= o1 ois -0.15 Rl 105 1] 0.0= o1 ois
| | I |

014 02 037 048 0Os 0r3 OB 0= .03 1.2 018 0F 0¥ 05 0O8R 074 0B 09 1.8 1.2
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Figura 5.35. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger (izquierda) y doble dipolo
(derecha) a partir de datos sintéticos sin ruido para una esfera conductora de radio unidad situada en
x=y=0,a)z=2,1 =118 10%b)z=2,1 =575 10°¢c)z=3,1 =2,28 10% d)z=3,1 =7,73 10,
e)z=4,1 =7,68 10" f)z=4,1 =9,65 10™. El modelo utilizado es de 16~ 1” 5 celdas de dimensién
17 27 1lunidades.

Afiadimos ruido gaussiano alas medidas. Definimos larelacion SN para una medidaj como

&0 _¢2i (5.51)
eNg, &S

|-O:

donde z,-0 es laimpedancia mutua de la medida j y s_J es la desviacion tipica del ruido gaussiano
paralamedida j. En € apartado 4.3.1 vimos que para la configuracion Schlumberger Vgmin = 35,7
mV,, Yy para la configuracion doble dipolo Vymin = 0,777 mV,, Basados en las medidas
experimentales realizadas en € laboratorio, la amplitud del ruido afladido se gusta para que
(SN)min = 70 dB en la configuracion Schiumberger y (SN)in = 37 dB para la configuracion doble
dipolo, que equivale aunos 10 nV/ de ruido. La Figura 5.36 muestra las imagenes obtenidas con la
esfera situada a una profundidad de 4 unidades. Las imégenes se deterioran respecto a las de la
Figura 5.35, pero la esfera aln se localiza correctamente con las dos configuraciones. El parametro

| aumenta para atenuar € efecto del ruido. Las imagenes a profundidad 2 y 3 unidades no se
muestran ya que préacticamente no cambian.
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Figura 5.36. Imagen 2D obtenida con la configuracion a) Schlumberger (I = 1,68 107) y b) doble dipolo
1 =104 10'7) a partir de datos sintéticos a los que se ha afiadido ruido gaussiano. La esfera aislante
esta situadaenx=y =0,z=4.

La Figura 5.37 muestra las imagenes obtenidas con laesferaen z= 3, 4, cuando larelaciéon SN
es del 0,1 % para todas las medidas y en las dos configuraciones. Las imagenes se degradan
bastante paraz = 4, y lalocalizacion de la esfera es incorrecta.

a) b)
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Figura 5.37. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger (izquierda) y doble dipolo
(derecha) obtenida a partir de datos sintéticos a los que se ha afiadido ruido gaussiano con una

relacion S/N = 0,1 % para todas las medidas. La esfera esta situadaenx =y =0.a)z=3 (I =3,04" 10,
b)z=3( =9,66"10"),c)z=4(1 =7,83107),d)z=4(1 =1,51" 107).

Si disponemos de informacién a priori acerca del error en las medidas conviene tenerla en
cuenta. Partiendo de (5.36)
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ps=(sTcis+c;t)'sTC; bz
consideramos C_ =s .’ ,y C, = diag EZ,..,QZJ con P ¢ niimero de medidas. En  gemplo
de la Figura 5.36 la desviacion tipica es constante para todas las medidas y (5.36) se reduce a

método de Marquardt, con | = (s_n/sﬁ)2 En d gemplo de la Figura 5.37 la desviacion tipica es
proporciona alas medidasy (5.36) se puede reescribir como
rel ~rel rel

ps,, =(s,s, +11)'s], bz, (552)

donde € subindice rel indicarelativo. El pardmetro | y los coeficientes de los vectores DSy, DZ ¢
y delamatriz S son

_Ds; :
Ds . 4= J=1.P
J,rel S
Dz, :% i=1.0Q
J
g0 (5.53
SI] rel 0 SI]
9 aeSo
i
m g ﬂ

donde s° eslaconductividad del medioy | es inversamente proporciona al cuadrado de larelacion
SIN. Es decir, cuanto menor sea € ruido menor serd el vaor de | utilizado. La expresion (5.52) es
el méodo de Marquardt con la matriz de sensibilidad, los datos y los parametros expresados de
formarelativa.

La Figura 5.38 muestra las imégenes obtenidas en e caso de la Figura 5.37 utilizando la
expresion (5.52). La configuracion doble dipolo permite, ahora, la correcta localizacion de la esfera
situada a profundidad 4 unidades, mientras que la configuracion Schlumberger sigue atribuyéndola
a una profundidad de 3 unidades. La Figura 5.39 muestra los valores propios de las matrices de
sensibilidad relativas (a descomponerlas con la técnica SVD) para las dos configuraciones
electrodicas. La configuracion doble dipolo esta megor condicionada, por o que serd menos
vulnerable a ruido. Es decir, para un factor | similar (al ser larelacion SN la misma para las dos
configuraciones), € nimero de vectores propios no “atenuados’ sera mayor para la configuracion
doble dipolo y, por tanto, contendra mas informacién sobre las celdas més profundas (que como
vimos estaban asociadas a los val ores propios menores), 1o que explica su megjor comportamiento.
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Figura 5.38. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger (izquierda) y doble dipolo
(derecha) obtenida a partir de datos sintéticos a los que se ha afiadido ruido gaussiano con una
relacion S/IN = 0,1 % para todas las medidas. Se ha utilizado la matriz de sensibilidad relativa. La

esfera esta situadaenx =y =0.a)z=3 (1 =2,42°10°,b)z=3(1 =1,54"10°),c)z=4 (1 =5,89 107), d)
z=4(1 =2,22°107).
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Figura 5.39. Valores propios normalizados al descomponer la matriz Sre por la técnica SVD para la
configuraciones doble dipolo y Schlumberger.
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S d error es una combinacion de los errores anteriores (error constante + error proporciona ala
medida) se ha de utilizar la expresidon general dada por (5.36) considerando la varianza de cada
medida. La Figura 5.40 muestra las imagenes obtenidas para z = 3,4 con la configuracién doble

dipolo cuando € error esde 0,1 % + 10 nV/. Se ha utilizado la expresién (5.36) y se considera que
se conoce lavarianza dd error. La configuracion doble dipolo sigue obteniendo mejor resultado.

a) b)
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Figura 5.40. Imagen 2D obtenida con la configuracion doble dipolo obtenida a partir de datos

sintéticos a los que se ha afladido ruido gaussiano de 0,1 % + 10 mV. La esfera esta situadaen x =y =
0.a)z=3,b)z=4.

En la préctica la medida homogénea Z° no se obtiene analiticamente, como veremos en €
capitulo 6, sino que se redliza la medida experimental con € objeto suficientemente lgos a fin de
disminuir los errores debidos a las dimensiones finitas de la cubeta 'y a posicionamiento de los
electrodos. Cada dato se obtiene promediando 10 medidas y se da la relacion S/N. El ruido es
debido principamente a la instrumentacion y es aproximadamente constante para todas las
medidas. El vector de impedancias mutuas DZ se obtiene restando los datos medidos con y sin €
objeto. El sstema de medida tarda unos 35 minutos en realizar 104 medidas (una configuracion
electrdica), y es probable que contenga errores proporcionales a las medidas debidos a la
variacion de la resistividad con e tiempo (cambios de temperatura, vibraciones mecanicas,...).
Estos errores no aparecen en larelacion SN medida. Por lo tanto solo se conoce la componente fija
del error y no la proporciond a las medidas. En este caso no se puede utilizar 1a expresion (5.36).
La aplicacion del método de Marquardt o de la expresién (5.52) en € caso de la Figura 5.40 no
proporciona buenos resultados para ninguna de las dos configuraciones.

Una solucion es eiminar los datos con relacion SN medida menor, por lo que € error
proporcional ala medida dominard en los datos restantes. Podemos utilizar, entonces, la expresion
(5.52) sin conocer la magnitud del error, ya que € pardmetro | se determina de forma automatica.
Supongamos de nuevo un error del 0,1 % + 10 nV y que en la relacién SN medida sdlo se
manifieste e error de 10 nV/. La Figura 5.41 muestra las imégenes obtenidas para la configuracion
doble dipolo con la esfera situadaen z = 3 y 4, donde se han eliminado las medidas con una
relacion S'N medida menor a 70 dB (medidas menores a 30 mV). A pesar de que se ha reducido €
nimero de medidas |la esfera se localiza correctamente. Este procedimiento es innecesario en la

configuracion Schlumberger ya que la relacion SN medida es superior a 70 dB en todas las
medidas.
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Figura5.41. Imagen 2D obtenida con la configuracion doble dipolo obtenida a partir de datos
sintéticos a los que se ha afiadido ruido gaussiano de 0,1 % + 10 mV. Las medidas menores a30 mV se
han eliminado. La esfera esta situadaenx =y =0.a)z=3 (1 =1,23 10°),b)z=4 (1 =1,64"10°).

5.4.7. Objetoscilindricos

En & caso de un cilindro perpendicular a la configuracion de electrodos y pardelo a la
superficie podemos utilizar la expresion (3.29) para obtener los datos analiticamente. La Figura
5.42 muestra la imagen obtenida con la configuracién Schlumberger para un cilindro aidante de
radio unidad situadoen x =0, z=2. El modeloesde 16 ~ 1 * 5 celdas de lado unidad. La imagen
aparece distorsionada y muestra valores de conductividad negativos. Esto es debido a que €
modelo no contempla la longitud infinita del cilindro a lo largo del ge y lo que repercute en un
aumento del cambio de conductividad estimado. La Figura 5.43 presenta los resultados para un
cilindro deradio 0,5 unidades situadoen x =0, z=15.

09 0487 023 0.11 0.45 org 1.13 1,46 12 214

Figura5.42. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger para una cilindro aislante de
radio unidad situado enx =0,z = 2. El modelo esde 16~ 1” 5celdas de lado unidad (I =6,06" 10'8).
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Figura 5.43. Imagen 2D obtenida con la configuracion Schlumberger para una cilindro aislante de

radio 0,5 unidades situado en x=0,z=1,5. El modelo esde 17° 1 5celdas de lado unidad
(1 =9,18 109

Con € propésito de modelar adecuadamente |os objetos cuya resistividad no cambia a lo largo
dd gey, Lokey Barker (1995) redlizan una integracion previa alo largo de dicho ge para calcular
la sensibilidad de cada celda. Ademas, € factor de correccion de las imégenes ha de ser diferente.

De forma andloga a como se vio en € apartado 5.4.4 la conductividad fina de cada celda S’ 2
obtendra como

celda
f 2- kc

=—° __5s
celda celda =~ h
2+ kS

(5.54)
est
kcelda _Sh-Scdda
o = =
S h

donde e pardmetro k™ se obtiene a partir de la conductividad homogénea s, y de la

conductividad estimada paracadacelda s & por e agoritmo de reconstruccién. La Figura 5.44 y

celda

la Figura 5.43 muestran los casos anteriores una vez aplicadas estas mejoras. Los valores de
conductividad estimados y lalocalizacion de los objetos mejora.

014 0.25 037 0.3 0.6 0.7 ER=ic) 0.94 1.06 117

Figura 5.44. Distribucion de conductividad con la configuracién Schlumberger para una cilindro
aislante de radio unidad situadaen x=0, z = 2. El modelo es de 16~ 1~ 5 celdas de longitud infinita a
lo largo del ejey (I =1,13710).
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Figura 5.45. Distribucion de conductividad con la configuracion Schlumberger para una cilindro
aislante de radio 0,5 unidades situado enx =0, z =1,5. El modelo es de 17° 1° 5celdas de longitud
infinita alo largo ejey (I =8,26"107).

5.4.8. Iméagenes 3D

Las imagenes 2D presentadas en |os apartados anteriores pueden conllevar resultados equivocos
cuando € objeto no se encuentra en e mismo plano vertical que contiene la agrupacion de
electrodos. Por g emplo, la muestra laimagen obtenida con la configuracion doble dipolo para una
esfera conductora de radio 0,5 unidades stuadaen x =0,y=2,z=15. El moddloesde17 " 1" 5
celdas de lado unidad. La esfera se locdliza erréneamente a una profundidad de 3, que es la
distancia desde € centro de la esfera ala agrupacién de electrodos.

0s2 124 185 186 218 243 281 312 343 375

Figura5.46. Imagen 2D obtenida con la configuracion doble dipolo para una esfera conductora de

radio 0,5 unidades situadaen x=0,y =2,z =1,5. El modelo utilizado es de 17" 1” 5celdas de lado
unidad. La esfera se localiza erréneamente en z = 3, que es la distancia desde el centro de la esfera a
la agrupacién de electrodos.

Paralocdizar correctamente la esfera correctamente es necesario utilizar imégenes 3D. Ademas,
el nimero de medidas se ha de incrementar para que € problema no sea demasiado indeterminado,
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como vimos en € apartado 5.4.5. En & gemplo anterior las medidas sintéticas se han obtenido con

la agrupacién de electrodos situada sucesivamenteeny = 0, 1, 2, 3. El modedlo utilizado esde 17 ~

4° 5 celdas de lado unidad. La Figura 5.47 muestra € corte vertical en y = 2 'y e corte horizontal
en z=15. Ahora, la esfera se localiza correctamente.
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Figura5.47. Imagen 3D obtenida con la configuracion doble dipolo para una esfera conductora de

radio 0,5 unidades situadaen x=0,y =2,z =1,5. El modelo utilizado es de 17" 4~ 5celdas de lado
unidad. a) Corte vertical en y = 2, b) corte horizontal en z=1,5. La esfera se localiza correctamente.

5.5. Resumen

El problema inverso obtiene la distribucion de conductividades del subsuelo a partir de las
medidas redlizadas en la superficie. Los méodos de retroproyeccion provienen de la tomografia
médica. Sin embargo, la mayoria de técnicas utilizadas en la prospeccion geofisica utilizan
métodos iterativos basados en € criterio de minimos cuadrados. Las imégenes 3D han sido poco
utilizadas hasta la fecha, por la gran cantidad de medidas que requieren y € eevado tiempo de
caculo de los agoritmos utilizados. En los Ultimos tiempos esta tendencia ha cambiado por la
aparicion de sistemas de medida autométicos y de algoritmos més eficientes.

El teorema de la sensibilidad relaciona la tension diferencia en la superficie con € cambio de
conductividad en una regién del subsuelo. El problema, que es no lined, se linealiza suponiendo
cambios de conductividad pequefios. Si @ subsuelo se discretiza en celdas de conductividad
constante se obtiene la matriz de sensibilidad, que relaciona todas las medidas de una configuracion
electrédica con las diferentes celdas. El problema inverso, expresado en forma matricial, puede
resolverse utilizando métodos iterativos. Los resultados se presentan en forma de imagenes de la
distribucién de conductividad en € subsuelo. Sin embargo, a cada iteracion se ha de cacular €
problema directo y la matriz de sensibilidad mediante métodos numéricos, |o que exige un tiempo
de caculo elevado. Los métodos de un solo paso son un caso particular, donde solo se redliza la
primeraiteracion. Si se escoge un medio homogéneo como modelo de partida € tiempo de cdlculo
necesario se reduce drésticamente. El inconveniente es que estos métodos solo dan una primera
aproximacion de la distribucion real de conductividades en e subsuelo. Sin embargo Gasulla,
Jordana y Pallas (1999) muestran que las imagenes obtenidas son suficientemente buenas para
detectar objetos locales, por |0 que en este trabajo sblo se utilizan estos métodos.
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La resolucion del problema inverso consiste basicamente en invertir la matriz de sensibilidad
para obtener la distribucién de conductividades. Sin embargo € problema estd mal definido, lo que
implica que la matriz de sensibilidad esta mal condicionada y, por tanto, pequefios errores en los
datos provocan grandes variaciones en la solucion. Los métodos de minimos cuadrados tratan de
resolver esta dificultad regularizando € problema, que consiste basicamente en afiadir informacion
a priori. La regularizacion de Tikhonov es uno de los métodos més conocidos. Los agoritmos de
Marquardt-Levenberg y de Occam son casos particulares. EIl mé&odo TSVD deriva de la
descomposicion SVD de la matriz de sensibilidad. Tarantola 'y Vaette (1982) abordan e problema
inverso desde un punto de vista probabilistico. Su método es genera y algunos de los algoritmos
clésicos pueden ser obtenidos como casos particulares. Los métodos de retroproyeccion, que
provienen en su mayoria de la tomografia médica, regularizan € problema utilizando |a traspuesta
de una matriz de sensibilidad ponderada.

Los agoritmos de reconstruccién (de la conductividad) se comparan a partir de una estimacion
cualitativay cuantitativa de las imagenes 2D obtenidas. La mayoria de autores obtienen los datos a
partir de métodos numeéricos (elementos finitos, diferencias finitas). En este trabgjo los datos se
obtienen a partir de la solucién analitica para una esfera (Capitulo 3) conductoray aidante inmersa
en e subsuelo. Se utilizan dos configuraciones electrédicas. la doble dipolo y la Schlumberger. Los
métodos de minimos cuadrados son claramente superiores a los métodos de retroproyeccion. El
estudio de la matriz de resoluciéon de los parametros explica estos resultados. Los métodos de
Marquardt y TSVD obtienen los menores errores. EI méodo de Occam suaviza laimagen aargando
verticalmente e objeto por lo que su localizacion es mas imprecisa. El pardmetro | se puede
determinar automaticamente para e método de Marquardt, por 1o que éste es e método escogido.
Un vaor de | demasiado pequefio inestabiliza la solucion y la imagen es muy “ruidosa’. Por €

contrario, un valor de | demasiado grande estabiliza demasiado la solucién y € objeto se locdiza
incorrectamente en las capas superiores.

La no-linedlidad del problema origina se resuelve normalmente mediante €l uso de métodos
iterativos. En este trabajo se tiene en cuenta aplicando un factor de correccién a las imégenes
obtenidas. Si e modelo escogido (discretizacion del subsuelo) no es adecuado las imagenes pueden
ser irredles, apareciendo, por gemplo, conductividades negativas. Si € nimero de celdas es muy
superior al nimero de medidas € problema es muy indeterminado, lo que hace dificil encontrar una
solucion adecuada. Esto se solventa, aparte de reduciendo € nimero de celdas, afiadiendo
informacién a priori (utilizando los métodos de retroproyeccion) o aumentando € nimero de
medidas (reales o interpoladas). Los errores en las medidas afectan la localizacion de los objetos
mas profundos. La configuracion doble dipolo obtiene mejores resultados que la Schlumberger
cuando en aquélla se eliminan las medidas més errdneas. Ademés, a ser € eror dominante
proporciona ala medida, es mejor utilizar una matriz de sensibilidad relativa. En € caso de tener
objetos cuya resistividad no variaalo largo del gey se realiza una integracion previa a lo largo de
dicho ge para e céculo de los coeficientes de sensibilidad. Ademés, € factor de correccion de las
imégenes es diferente. S @ objeto no se encuentra en & mismo plano vertica que contiene la
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agrupacion de electrodos la posicién estimada del objeto no es correcta. La utilizacion de imagenes
y medidas 3D permite unalocalizacion correcta.



