Apéndice A A-1

Apéndice A. Soluciones del potencial eléctrico en presencia de
una esfera

A.1.Solucion exacta del potencial eléctrico para una inyecciéon puntual de
corriente

Aldridge y Oldenburg (1989) dan la solucion del potencia e éctrico debido a una fuente puntual
de corriente en un medio homogéneo que contiene dos esferas de radio y resistividad arbitrarios.
Un caso particular es € de una esfera inmersa en un suelo homogéneo (semi-infinito) que se
obtiene cuando € radio de una de las dos esferas tiende a infinito. La Figura A.1 muestra este
ultimo caso, con una esfera de radio a 'y resitividad r , inmersa en un suelo de resitividad r ;. El
origen de coordenadas esta stuado en la superficie (z = 0) sobre € centro de la esfera. La posicion
de lafuente de corriente (S) y del punto de medida del potencia (P) no estén restringidos a ninguna
zona del espacio.
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Figura A.1. Esferainmersa en un suelo homogéneo
El potencia en un punto P viene dada por
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donde la solucion viene expresada en funcién de las coordenadas biesféricas m h, f (Morse y
Feshbach, 1953). La transformacion de coordenadas rectangulares x, y, z, a coordenadas biesféricas

mh, f, es
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m(x, y,z)— InEX :5 :E§+Eg E (- ¥ <m<+¥) (A2)
€ 2b,/x% +y? u

h(x,y,z)=tan 1§X2 v bzﬁ (0£h £p) (A3)

f (XY, z)=tan'1§§ (0£f £2p) (Ad)

donde b? = h?- @, sendo h la profundidad de |la esfera. Latransformacion inversa es

bsenh cosf

x(mh,f)=———F""— - ¥ <xX<+¥ A5
(mh.f) coshm- cosh ( ) (A9
bsenh senf
hf)z————— - ¥ <y<+H¥ A6
ymh,f)=——- "= (¥ <y<+¥) (A6)
bsenhm
z(mh,f)=———— -¥<z7<+¥ A
(mh.f) coshm- cosh ( ) (A7)

Y," es & armonico esférico de grado | y orden mdefinido como

ATl )eJm‘
2 (+mi NEY

Y"(h.f)=e, (A8)

conl=0,1,2,..ym=0,1,..,l.e,=(-1)"y P™ es & polinomio asociado de Legendre de grado |
yorden m rs eslaresstividad del material en laposicion S de lafuente de corriente I, Ry R son
la distancia de la fuente y de su imagen a punto de potencial P respectivamente. A{ } indica la
paterea de{ }; dn=19 m=0y d,=29 m> 0. Los coeficientes A, satisfacen € sguiente
conjunto de ecuaciones lineales

aI-],m'A\-l,m +b| A,m + CI+1,mAI+1,m = dlm (A9)
donde
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I . g ™ g: Ph i
b =gt~ 1%, (m 1)+ —1+H>( m,,Cy,) (A1)
r, (ZI g

¢ =t - 1%, (m,) +g—1+13.m( m,) (A12)
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y s lafuente de corriente esta localizada fuera de la esfera

o
i =20 Lo 3a,(my, mih, ) +d, (- mih £ )] (A13)
rzﬂ

sendo m, hg, f ¢, las coordenadas biesféricas de la fuente de corrientey m la coordenada biesférica
correspondiente ala superficie de la esfera. La constante c;, es

r,-r
012:# (A1%)

y los coeficientes ajm, by, gm, dim, Se pueden expresar como

L1/2
a|m(m):€;'f+19 [(I +1)° - mz]]/ze"'”’z’m (A15)
e 2¢
14
b, (m0):§+—29 [c senhm- (21 +1) coshme *¥2™ (A16)
é 2gp
16" 2
gn(m=F+22 12 mt[?etam (A17)
e 2g
dlm(rnln;hs’f s) :ilal-l,m(m-l-n)YI[nl(hs’f s)* + 11 bl (ml)e_(Hl/Z)nYlm(hs’f s)* +
|- — | +—
2 2

(A18)

l m *
+—39I+Lm(m+n)Yl+l(hs’f s)
| +=

Finamente, F es un factor multiplicativo con dimensiones de potencial eléctrico que viene dado
por

F= ;;:) ,Jcoshm, - cosh ,/coshm- cosh (A19)
Los coeficientes g, y Cim Se pueden expresar de una forma més compacta como
187 y2 ér 0
a,, =$?+E+ [(l +1)? - m2] 2a—2cosh((l +1/2)m, +senh(( +1/2)m,)y (A20)
e a ér, u

2 ] .
G =B+ 29 [12- m?]* 281L cosh(( +1/2)m,) +senh((l +1/2)m,)y (A21)
e Z2p ér a
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Aldridge y Oldenburg (1989) argumentan que, aparte de dar una solucion completamente
genera, sus expresiones ofrecen una ventgia computaciona respecto a anteriores desarrollos
(Large, 1971). La ventga radica en que s solo se varia la fuente de corriente los coeficientes ay,
bimY Gm NO Necesitan ser recaculados. Por tanto, € cdculo de los coeficientes A, es mucho més
rgpido.

Si lafuente de corriente y & punto de medida del potencia se halan en la superficie tenemos m
=m=0,R= R,y laexpresion dd potencia se simplifica quedando

vl 8‘9__L+«/(1‘ cosh)(1- cosh)
2p &R b

T 0
4 & dA{AY 00} (A22)

1=0 m=0 a

donde € primer término del sumando (potencia primario) es la contribucién del suelo homogéneo
y € segundo término es debido a la esfera (potencia secundario). Ademés, los coeficientes d, s
pueden expresar ahora como

& r,0
dIm :4pg‘_ r_lidlm(n}’hs’f s) (A23)
20
donde
1 m * 1 m *
dlm(rnzihs’f s) :—1aI-Lm(n&)Yl-l(hs7f s) + 1 bl (nﬁk’l)Yl (hs’f s) +
|- = | +=
2 (A24)

1 . .
+ —3g|+1,m(rnz)Y|+1(h3’f s)
| +—

LaFiguraA.2 muestra d potencial secundario medido en la superficie sobre lalineay = z= 0,
directamente sobre una esfera conductora. La fuente de corriente estalocalizadaen x=y=z= 0y
emite 1 A. Las gréficas corresponden a diferentes relaciones profundidad-radio (h/a). Las curva de
cada gréfica se han obtenido variando € parametro |..x, que indica e valor maximo para | tomado
en laexpresion dd potencial (A22). A medida que lardacion h/a disminuye (la esfera se acerca a
la superficie) € vaor de | necesario para obtener una solucion precisa aumenta. Aldridge y
Oldenburg (1989) obtienen resultados similares s bien no especifican € vaor de |« escogido.

Pararelacionesh/a® 2 essuficiente con .« = 4
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Figura A.2. Potencial secundario en la superficie directamente sobre una esferade radio 10m. h es la

profundidad del centro de la esfera.r 1 = 1000Wm; r 1 = 100. La fuente de corriente esta localizada
enx=0yemite 1 A.

La Figura A.3 muestra € caso de una esfera aidante de radio 1 m inmersa en un medio
homogéneo de resistividad 1 Wm. Pararelacionesh/a® 1,5 es suficiente con |, = 4.
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Figura A.3. Potencial secundario en la superficie directamente sobre una esfera aislante de radio 1 m

inmersa en un medio homogéneo de resistividad 1Wm. h es la profundidad del centro de la esfera. La
fuente de corriente esta localizadaen x=0y emite 1 A.

En & caso de una esfera conductora, € vaor de |,.« necesario aumenta a incrementarse €
contraste de resistividad r ,/r ,. La Figura A.4 muestra los resultados para una esfera de profundidad
3mcon ri/r, =10 yrir,= 10°. End primer caso necesitamos |.x = 10, lo que incrementa
mucho € tiempo de cdculo, mientras que en € segundo caso es suficiente | = 4. Asi pues, para

obtener la solucion de una esfera totalmente conductora utilizaremos un contraste r ,/r , = 10° ya
gue los resultados son muy similares a los obtenidos con la esfera totalmente conductora (Figura

A.5)

Esfera conductora h/a=3 r Jr ,=10'° Esfera conductora h/a=3 r /r ,=10°
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Figura A.4. Potencial secundario en la superficie directamente sobre una esfera conductora de radio 1

m y profundidad 3 m inmersa en un medio homogéneo de resistividad 1Wm. La fuente de corriente
estalocalizadaen x=0y emite 1 A.
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Esfera conductora
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Figura A.5. Potencial secundario en la superficie directamente sobre una esfera conductora de radio 1
m y profundidad 3 m inmersa en un medio homogéneo de resistividad 1Wm. La fuente de corriente

estilocalizadaen x=0y emite 1 A.

La FiguraA .6 muestra que para la esfera conductora (se suponer 1/r , = 10°) |y ha de ser como
minimo 8 para profundidades h/a® 1,5
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Figura A.6. Potencial secundario en la superficie directamente sobre una esfera conductora (r 4 2=
103) de radio 1 my profundidad 3 m inmersa en un medio homogéneo de resistividad 1Wm. La fuente

de corriente esta localizadaen x =0y emite 1 A.

Se han obtenido también las soluciones con lafuente de corriente situadaen x =3,y =0, z= 0.
Las conclusiones son similares y, por tanto, los resultados no se muestran aquii.
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A.2.Solucién aproximada del potencial eléctrico para una inyeccion puntual
de corriente

LaFiguraA.7 muestra una esferade radio a y resistividad r , inmersa en un medio homogéneo

deresigtividad r ;. La distancia entre la fuente de corriente, de intensidad 1, y € centro de la esfera
esD.

Figura A.7. Esferainmersa en un medio infinito homogéneo

Para encontrar € potencial en un punto P utilizamos coordenadas esféricas con € origen en €

centro de la esfera. Por simetria dV/dj = 0'y, por tanto, la ecuacion de Laplace NPV = 0 se
puede expresar como

1 Te 10
—-C8inq _—+= A.25
Psnq A e 1 o (A-29)

19 W
2.”r(lr )."r +

Latension en el punto P se puede expresar como (Wait, 1982)

Ir g 1
vV, =—L + —P A.26
1 4pR na=.OA‘I rn+1 n(COSq) ( )

S r < Dladistancia R se puede expresar como

1.1
R D

,.N

P, (cosq) (A.27)

Qox

&
&D

Q IO

n=0

El potencial dentro de la esfera, considerando que € potencia ha de ser finito, es

¥

V, =a B.r"P,(cosq) (A.28)

n
n=0

Enr = a se hade cumplir
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11V, _ 11V, (A.29)

Utilizando las expresiones (A.26) a (A.29) tenemos

_Ir a®™ n(r,-r,)

A=——0r
40 D™ (n+Dr, +nr, (A.30)
_Ir 1 (2n+Dr,
" 4p D™ (n+Dr,+nr,
y laexpresion (A.26) se puede reescribir, teniendo en cuenta que Ap = 0, como
¥ o uh i o)
gl ,ag@o nr,-ry) P, (cosq) (A.31)

V, = :
! 4 R Drnaz‘lgﬁg (n+1)r, +nr, .

donde el primer sumando es debido al medio homogéneo y & segundo es la contribucion
delaesfera

Si consideramos un medio semi-infinito (Figura A.8) la corriente sdlo fluye hacia €
subsuelo. Esto implica que € término multiplicativo en la expresion (A.31) serd ahora
Ir 1/2p. Ademas, € efecto de la esfera sera e doble debido a la interfase suelo-aire (la
esfera tendra una imagen). Por tanto, € potencial en un punto P de la superficie queda
ahora como

n

. 0
(n rl(;)i iln)r P (cosq); (A-32)
2 1 %)

3 &2
a_

a
Dr Z,&Dr

I-I-O:

Vlzlrlga%+2
é

Q

Algunos autores (Orellana, 1982; Telford, Geldart y Sheriff, 1990) consideran correcta esta
suposicion s larelacion h/a > 1,3.

Figura A.8. Esferainmersa en un medio semi-infinito homogéneo. La corriente | retorna por el infinito.
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A.3.Comparacién de las expresiones exactay aproximada

A pesar de que la solucion exacta no requiere muchos términos s h/a > 2 (Apéndice A.l), €
tiempo requerido puede ser considerable s se quieren generar diferentes soluciones a variar
parametros como la posicion, radio y resistividad de la esfera, o la posicién de los eectrodos
inyectores y detectores. Ademas, la solucion aproximada es mucho més fécil de implementar. En
esta seccion comparamos la solucion aproximada para € caso de la esfera conductora (3.8) y
aidante (3.13) con la obtenida mediante la solucion exacta (A.22).

LaFiguraA.9 muestra el potencial secundario de las soluciones exactay aproximada medido en
la superficie correspondiente ay = z = 0, directamente sobre una esfera conductora o aidante de
radio 1 m a diferentes profundidades. La resistividad del medio es de 1 Wim. En la solucién exacta
laresistividad de |a esfera aisante es de 10" Wm y la de la esfera conductora de 10 W. La fuente
de corriente estd situada sobre e centro de la esfera 'y emite 1 A. Para relaciones ha = 13 la
diferencia entre ambas soluciones es notable. A medida que la relacion hWa aumenta las dos
soluciones convergen.
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Figura A.9. Potencial secundario en la superficie directamente sobre una esferade radio 1 m. h es la

profundidad del centro de la esfera.r 1 = 1Wm. La fuente de corriente estéd localizadaen x =0y emite

1A.

LaFiguraA.10 muestra el error relativo entre las dos soluciones definido como

a

error(%)=100—=———=

_Ve

S

A

(A.33)

donde V;* es e potencial secundario aproximado y V.° es e potencial secundario exacto. El error
disminuye a medida que la relacion h/a aumenta y es menor para la esfera aidante. Ademas se
observa que € error relativo es précticamente constante en todos los puntos. Una definicion

dternativadel error es

V& -

error(%)=1

A

(A.34)
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donde V° es & potencid total (primario més secundario) dado por (3.1). El error en x = 0 es cero
debido a que € potencial total en esta posicidn es infinito. El error tiene un méximo alrededor del
origen y disminuye gradua mente a cero para distancias mayores.
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Figura A.10. Error relativo entre los potenciales secundarios de las expresiones exactay aproximada
(Figura A.9).

Error relativo respecto potencial total Error relativo respecto potencial total
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Error relativo (%)
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Figura A.11. Error relativo entre los potenciales secundarios respecto al potencial total.

Las gréficas presentadas no son en modo aguno generales, ya que las curvas de error pueden
variar en funcion de la posicion de los eectrodos de corriente y de potencial. Sin embargo permiten
afirmar que la solucion aproximada es més exacta a medida que la relacion ha aumenta. Parece
gue unarelacion ha > 2 es adecuada para poder utilizar la solucion aproximada.



