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CAPITULO 4.

ESTABILIZACION DE LAS
OSCILACIONES ESPUREAS DE
LA PRESION EN LAS ECUACIO-
NES DE SHALLOW-WATER

El elemento isoparamétrico de cuatro lados Q1/PO es una opcién
frecuente en el estudio de problemas de "materiales incompresibles” por el
MEF pese a que, al no satisfacer la condicién de compatibilidad de Babuska-

~ Brezzi (6 inf-sup), puede producir oscilaciones espiireas de la presién que

_ degraden la convergencia de la solucién.

Estos modos de presién espireos parecen no afectar a las soluciones de

~ la velocidad en formulaciones como las de penalizacion clasica (Lee et al.,

~ 1979). Pero, como se ha demostrado de forma experimental en el capitulo

_ 3nterior, esto no es asi desafortunadamente para el algoritmo generalizado de
~ Uzawna,

Pdg. 113




Estabilizacion de las oscilaciones espiireas...

El elemento Q1/P0, por su bajo coste computacional, llega a ser mis
atractivo que elementos "ortodoxos" como el Q2/Pl, cuya precisién es
cuadrética (vs. precisién O(L) del elemento Q1/P0). Teniendo en cuenta que las
incertidumbres que introducimos en los submodelos de cierre (e.g. tensiones
turbulentas, friccién con el fondo, etc...), no esta clara la ventaja de reducir el
error de truncamiento en un orden de magnitud si ello es a costa de encarecer

notablemente el coste computacional.

Por ello, se han investigado técnicas para obtener aproximaciones estables
de la altura de la superficie libre utilizando la discretizacién Q1/P0. En este

capitulo se presenta una revisioén del estado del arte de los métodos disponibles

para obviar la severa restriccion que el criterio de estabilidad de Babuska-Brezzi

impone para las interpolaciones mixtas de la velocidad y de la presion.

-
S
.
-
.
g
.




Modelado quasi-3D...

4.1. Técnicas para eliminar los modos espiireos de

presion

Podemos definir como modo de presién aquellas funciones q,’ €Q, con

q’y#0 tales que:
fnq’h V,.u,dQ=0 VueV, (4.1)

donde u, es la solucién para el problema discreto del campo de velocidades y
Vi, Qu son los subespacios de Hilbert de aproximaciones a la velocidad y a la

altura de la superficie libre, respectivamente.

Existe una relacién entre los modos de presién y las condiciones de

contorno. Si q,’ =cte en {1, aplicando el teorema de Gauss en (4.1):

fruh.n dl' VueVv, (4.2)

donde (4.2) es el balance de masa global cuando consideramos un problema con

condiciones de contorno Dirichlet homogéneas.

En el caso del elemento Q1/P0, la ecuacion (4.1) tiene soluciones gy’ #cte
Puesto que el micleo del operador gradiente discreto tiene una dimension mayor
_ Que uno. Estos son los llamados modos de presién espireos. Su existencia
;_ Significa que tenemos una condicién de compatibilidad extra con los datos,
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Estabilizacion de las oscilaciones espiireas...

condicién que ademads no tiene significado fisico y que supone una restriccién

artificial a la solucién del problema.

En un principio, para mejorar la calidad de los campos de presion (i.e.

altura de la superficie libre) obtenidos con la discretizacién Q1/P0, se

propusieron esquemas de filtrado de la solucién numérica del tipo (Lee et al.,

1979):

n/(xy)=M(x,y) n" 4.3)

(con convenio de suma para los superindices repetidos), siendo MY(x,y)

q=1,2,...M el conjunto de funciones de forma asociados con la velocidad, y

"Y1 los M valores nodales incognitas del campo suavizado de alturas de

superficie libre. Para un campo de 7 afectado por modos espireos de presidn,

la funcién continua " que da un mejor ajuste sobre el dominio €, en el sentido

de los minimos cuadrados, serd la que minimiza el siguiente funcional:

J=[ ("-npdQ @4

donde J serd minimo cuando:

=0 Vg=12,..M  (45)
an nq

resultando un sistema lineal de ecuaciones del tipo:
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Modelado quasi-3D...

K® 4= f7  p=12,..M (4.6)

(con convenio de suma para los superindices repetidos), siendo K% y f* una

matriz y un vector globales que se forman al ensamblar las contribuciones

eclementales:
(K%)= f N MIMPdO @.7)

(MO=[ nOMPQ  48)

Segin Sani et al. (1981), los modos espiireos de presién en mallas
rectangulares suelen ser generalmente ortogonales al conjunto de funciones base
M4(x,y) q=1,2,...,M. De acuerdo con ello, la técnica descrita debe eliminarlos
satisfactoriamente en esos casos. Ahora bien, con mallas no rectangulares, ello
no es asi sobre todo en los nodos esquina (Lee et al., 1979). Por otra parte, si

se emplean algoritmos iterativos tipo Uzawa, se requiere un suavizado de cada

; solucién intermedia de n para no afectar al campo de velocidad y con ello a la
convergencia. Todo ello hace perder atractivo a esta técnica frente al empleo

del elemento Q2/P1, exento de modos espiireos de presion.

Miés recientemente, se han sugerido en la bibliografia diferentes

i

alternativas para hacer frente, de una manera general, a la severa restriccién

e

que el criterio de Babuska-Brezzi impone sobre el tipo de elemento a utilizar en

las formulaciones mixtas. Ellas se pueden agrupar en tres grandes grupos:
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Estabilizacion de las oscilaciones espuireas.. .

- Los métodos que calculan el campo de altura de superficie libre a través
de una ecuacién de Poisson, a la que generalmente se llega tomando la

divergencia de la ecuacion del momentum (e.g. Sohn y Heinrich, 1990),

- Los algoritmos que emplean la técnica de compresibilidad artificial y las
formulaciones de Petrov-Galerkin con pardmetros de "upwinding"
adecuados a la escala de tiempo de los procesos fisicos relevantes (ver

e.g. Zienkiewicz y Wu, 1991).

- Por dltimo, los métodos que eliminan iterativamente las inestabilidades

de los campos de altura de superficie libre solucién, proyectandolos sobre

un subespacio libre de cualquier modo de presién espireo (e.g. Fortiny
Boivin, 1990).

4.1.1. Ecuaciones de Poisson para la presién

Sohn y Heinrich (1990) proponen una formulacién tipo Poisson para
calcular el campo de altura de superficie libre a partir de los campos de |
velocidades obtenidos a través de una técnica de penalizacién. Tomando 12

divergencia de la ecuacién del momentum (III.3) obtienen esta ecuacion parafi;f‘_

la altura de la superficie libre:




Modelado quasi-3D...

V32 n———V[ e((uViu)+— (V (KVu))-1] en Q 4.9
Po

donde u es el vector velocidad, » la altura de superficie libre, E es el nimero
de Ekman, K es un coeficiente de viscosidad turbulenta, p la densidad, p, una
densidad caracteristica de la superficie marina y 7 es el término que agrupa las

fuerzas externas (friccion, tension superficial ejercida por el viento, etc...)
La condicién de contorno correcta para (4.9) la calculan al multiplicar

(II1.3) por el vector unitario normal al contorno (n) y evaluar el producto,

entendiéndolo como un limite, en dicho contorno. Ello lleva a:

on

= P g -e(@Vw+ EVEVD)-tlenT  (4.10)
on  p, 2

~ donde el problema de Neumann (4.9) y (4.10) tiene solucién tnica salvo una

constante aditiva que se puede especificar al fijar el valor de » en un punto.

Aplicando residuos ponderados a la ecuacién (4.9) se obtiene:

=0 Vavnd=[ 10 2 -nle(@. V) + (V. 0Vi) -<11ar'

%

of Vale(@ W+ TRV -1dR  Vge Q' @1
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Estabilizacion de las oscilaciones espiireas...

donde q son las funciones de peso arbitrario pertenecientes al espacio de Hilbert
Q’, con Q’=H!(R). Al introducir (4.10) en (4.11) el problema, en su forma

débil, resulta:

Po _ + € -
. [ Vavnda- fﬂVq[e((u.V)u) SVEVD)-tldQ  vgeQ'  (412)

Aqui, la aproximacién al campo de 7 requiere conocer la segunda

derivada parcial de las componentes de la velocidad. Los autores, para poder

utilizar esta formulacién a la vez que una discretizaciéon del tipo Q1/P0,

proponen construir una aproximacion de la derivada primera de la velocidad,

usando una interpolacién bilineal, de 1a forma:

_a_.l.l.qu(x’ ) aq
ox

ou
Z=M(x,y) p*
(x,y) B

L =M U(x,y) y?
ox

v
—=Mx.y) 8¢
Ay

(4.13a)

(4.13b)

4.13¢)

(4.13d)

pag. 120




Modelado quasi-3D...

donde of, B9, vy 6% son los valores de las derivadas en el nodo q y MY son las

funciones de forma bilineales.

Sean u" y v" son las aproximaciones en elementos finitos de u y v usando

elementos bilineales, esto es:

u'=Mx,y) u? (4.14a)

v'=M9(x,y) v? (4.14D)

La aproximacién por minimos cuadrados a la derivada primera de u con

respecto a x se obtiene minimizando el funcional:

_ ,Ou_ou",
J, = fo(EE S @1y

i debiéndose proceder de igual manera para las otras derivadas parciales. La

ecuacion de Euler para (4.15) es:

aoJ p
. “-2 foM‘I(M”a”——a—g—a”)ZdQ (4.16)
o

lo que nos conduce a un sistema de ecuaciones de la forma:
Mo =F 4.17)

 pdg. 12




Estabilizacién de las oscilaciones espiireas...

donde

M=[mP]= fQMPM 40 (4.18a)

Ceren MmP
F=[f1]= foM‘f - urdQ (4.18b)

La solucién de (4.17) proporciona el vector o que contiene la primera
derivada con respecto a x de u en los puntos nodales. La segunda derivada de

u se obtiene directamente al derivar la ecuacién (4.13a):

Pu_oM? ,
2= «
ox? Ox

(4.19)
El mismo procedimiento es de aplicacién para obtener la aproximacién
a las otras 3 derivadas parciales de segundo orden que apareceren en la

ecuacion (4.12).

La dificultad de este método reside en la elecciéon de las correctas
condiciones de contorno para la altura de la superficie libre. En el contexto de “
los métodos fraccionados, Donea et al. (1980) demostraron que la incorrecta
satisfaccion de dichas condiciones de compatibilidad para las »n estaban
relacionadas con la aparicién de modos espiireos de presién en la solucién. La

aproximacién usual de que:
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n. =0 en IV (4.20)

siendo I la parte del contorno en la que imponemos condiciones Dirichlet
homogéneas para la velocidad, no es acorde con la realidad. La correcta
condicion de contorno para 7 es la conservacién de la componente del

momentum normal al contorno (Gresho, 1991).

4.1.2. Métodos de compresibilidad artificial y formulaciones de
Petrov-Galerkin

El método de compresibilidad artificial permite evitar la aparicién de
ceros en la diagonal de la matriz del sistema. Su fundamento es considerar
como solucién del problema definido a través de las ecuaciones (II1.3) y (II1.4)
la del correspondiente problema no estacionario cuando el tiempo tiende a
infinito y se emplea una ecuacién de la continuidad perturbada del siguiente

modo:

1M, gu-0  @21)
ot

02

siendo ¢ una constante positiva arbitraria, de valor grande. El nombre que

recibe el método proviene del hecho de que estas ecuaciones son formalmente
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equivalentes a las que gobernarian el movimiento de un flujo compresible cuya

ecuacion de estado fuese:

n=c2p (4.22)

Mais alla de esta analogia formal, la ecuacion carece de sentido fisico
hasta que no se alcanza la estacionaridad. La variable t no es realmente un
tiempo, sino una variable de iteracion adimensional ("marching variable") que

progresa a medida que se avanza hacia la convergencia.

De entre las técnicas de elementos finitos para problemas de fluidos
citados en la revisién de Zienkiewicz y Wu (1991), el algoritmo explicito de
Taylor-Galerkin, utilizado con éxito en la discretizacién de problemas de
conveccion-difusién y ecuaciones de flujo compresible, es una alternativa al

método de compresibilidad artificial.

El problema no estacionario estd descrito por las ecuaciones:

%t‘-‘-w((u.V)u)—-‘;:v.(KVu)i‘lvn $=0  (423)
o

1M gu0 @29
ot

6‘2

que se discretizan en el tiempo usando una expansién en serie de Taylor de

segundo orden:
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Modelado quasi-3D...

Au ou 1, Fu
—— _At____ 4.25
A e T 29
An 0oy 1,.0%

=1 —At 4.25b
a o Tk (425D

donde las derivadas de primer orden se deducen de (4.23) y (4.24):

O eV vV | -Dvn | @260)
ot 2 p

on 2
— { =-c*“V.u 4.26b
ot I n ( )

y las derivadas de segundo orden pueden ser obtenidas de forma similar, siendo
para u:

Fu  _9p E w1 -2 o) |-
— beg e @V SVEV ] |- (V) |,

.._a_ - E + —-‘—)2 _61]_ =
= e @V + DV KV ] |, SV =) In

-0 (VW) BV KV ] |,e® 2V |, @27)
ot 2 . p
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Estabilizacion de las oscilaciones espiireas...

Aqui, el primer término de la derecha tiene mayor orden de derivacién

que el segundo, por lo que se puede aproximar:

92-'5 ez Doy (a28)
ot

De forma aniloga se obtiene la segunda derivada de 7:
‘92" =g eV [, =-e2(S) =

=02V.[e((u.V)u)——§V.(KVu)—t+-‘—;9V11] L, (429

Al introducir las ecuaciones (4.26a y b), (4.27) y (4.28) en (4.25a y b)

se obtiene:

A @t Evgvuryir-Lovnnilas 220 gy 4300
At 2 p 2 p

12 ‘Z" Vu[’]+; At Y. [e((u[']V)u['])———V(KVu[']) Doy @30
p

Discretizando en el espacio las ecuaciones (4.30a y b) mediante el método ‘
de Galerkin con las funciones de forma (IIl.12a y b), se llega al sistema

matricial:

pdg. 126



Modelado quasi-3D...

M, 0
0 M,

Au®
An*

Aw"+G' D*
D+Lu™ T

u*

1

At

- F] 4.31)
nl (0 '

con
- t
M= M'MdQ
_ 1 :
M, 1= ;;fQP PdQ
Gh--E [ M V.KIMdQ+L At c2 PO [ M+ vmda
20 2 p o)
(Lu"]=L At Vieu" [ Pt (MV)M)dQ+E [ P*v.KVM)Q]

 ArVIew [, : o[V

1, Por o
[71= A A fQP VPdQ (4.32)

y D',D,F iguales que en (III.16). Si nos interesa conocer, simplemente, la

solucién estacionaria, el sistema de ecuaciones a resolver se puede reducir a la

expresién matricial:

A@w*)+G' D!
D+Lu™ T

“l ﬂ (4.33)
| o '
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donde la matriz G’ difiere de la matriz G de la expresién (III.15) sélo en el

término que proviene de:

-;- Arc2 Povve @39
o

Ahora bien, cuando se alcanza la convergencia y se cumple la condicién
de incompresibilidad, este término tiende a cero, por lo que entonces G’ es

similar a G.

Como tanto la matriz G como la T son matrices simétricas, no hay ceros
en la diagonal de la matriz del sistema, y por tanto no existirdn restricciones
por esta razén sobre el tipo de elemento a utilizar para evitar los problemas de
inestabilidad numérica en la solucion. Ahora bien, en la expresidon de la matriz
T aparecen, de nuevo, derivadas de primer orden para las funciones de forma
para la altura de la superficie libre, lo que restringe la aplicabilidad del
elemento Q1/PO.

Sampaio (1991) llega a una formulacion similar a esta, aplicando el
método de los residuos ponderados de Galerkin a la ecuacidon de la continuidad
estacionaria (I11.4) y combindndola con el método de los minimos cuadrados‘
aplicado a las ecuaciones del momentun discretizadas en el tiempo. El resultado
en este caso es una formulacién de Petrov-Galerkin donde el pardmetro de.
"apwinding" se elige de acuerdo con la escala de tiempo del proceso fisico.

relevante.
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4.1.3. Técnica de los macroelementos

De acuerdo con lo propuesto por Fortin y Boivin (1990), supongamos que
discretizamos el dominio  donde estin definidas las ecuaciones (II1.3), (III.4)
y (IIL.5)) en una malla de elementos finitos Q1/PO de tal forma que exista una
relacién biunivoca entre esta discretizacion y otra construida mediante
macroelementos o agregaciones de 4 elementos Q1/PO con un nodo comiin
(figura 4.1a). Los autores citados demuestran que existe, relacionado con esta
malla de macroelementos, un subespacio Q,"C Q, tal que la solucién del
problema discreto (I11.9) y (II1.10) en V,xQ," es estable. Para llegar a él, se

construye una base ortogonal de Q, {¢;y} como muestra la figura 4.1b.

A partir de lo anterior, se definen de forma natural los subespacios:
3
QY=Y (Y oy b0l (4.35a)
M -l
Q}:=[Z O ypr ¢4,M] (4.35b)
M

Es obvio que los modos espiireos de presién pertenecen al subespacio Q,";

Y que, ademis Q," y Q,  son ortogonales por construccién con respecto al

~ Producto escalar L%(Q).

La proyeccioén de 5, € Q, sobre el subespacio Q,” es:
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FIGURA 4.1. a) Un macroelemento Y su referenci

la altura de superficie libre en el macroelemento. (Fu

1990)

A_I
~
K‘ K3 K4
K |5 K
B,
+1 +1 -1 +1
+1 +1 -1 +1
2) 1, M b) ¢2. M
-1} -1 1| 41
+1 +1 +1 -1
o) $3,.M d) $4,m

a. b) Punciones base para

ente: Fortin y Boivin,

pl:
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P(T]h) =E “4M(7] h) ¢4,M (4.36)
M

donde:

Ny 44 dQ
()= Jis b (4.37)
[ Bas bop 40

siendo I-P(n,) la proyeccion de 7, €Q, sobre Q," (I es la matriz identidad).
Desarrollando las expresiones (4.36) y (4.37) e introduciendo el hecho de que
la discretizacion de la altura de la superficie libre es del tipo escalén, se llega

a la expresion:

4
PN GVRI 1
P(ny =L (-1 5 (39

‘1 Mk
y_L

= Qyy

donde 7y, @E€EQ, es la altura de la superficie libre del elemento k-ésimo

Perteneciente al macroelemento M (k=1,2,3,4).

El nuevo elemento definido por M, usando V, y Q," como subespacios
,,,’,,,(ie Hilbert de aproximaciones a la velocidad y a la altura de la superficie libre,
eSpectivamente, cumple la condicién de estabilidad de Babuska-Brezzi (Brezzi

Y Fortin, 1991), y por lo tanto la solucién numérica del sistema de ecuaciones
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El empleo explicito de esta nueva discretizaciéon que podemos llamar
4Q1/4P0, no presenta ventajas en frente del Q2/P1. El macroelemento 4Q1/4PQ
tiene exactamente los mismos grados de libertad que el Q2/P1, por lo que para
un ancho de banda de la matriz del sistema igual y un coste computacional
similar, s6lo conseguimos convergencias de orden O(L) frente a la precisi6n
O(L?) del segundo. El uso implicito de la técnica de los macroelementos, sin

embargo, es mucho mas ventajosa.

En el ambito del flujo de Stokes, problema lineal, Vicent y Boyer (1992)
demuestran que utilizando el elemento 4Q1/4P0 junto con el algoritmo de
Uzawa ((3.1) y (3.2)), la matriz del sistema de ecuaciones algebraicas resultante
es definida positiva. De esta forma, aseguran poder utilizar el método del
gradiente conjugado para resolver el sistema linial, siendo su factor de

convergencia independiente del tamafio de la malla computacional utilizada.
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4.2. Implementacion de una técnica de estabiliza-

cion iterativa. Eficiencia relativa a otros métodos

Aunque los métodos de compresibilidad artificial y los que calculan los
campos de n a partir de una ecuacién de Poisson permiten discretizar las
ecuaciones independientemente de la condicién de compatibilidad de Babuska-
Brezzi, ambas familias de técnicas obligan al cilculo de derivadas de primer
orden de la altura de la superficie libre. Por lo que las funciones de forma para
la altura de superficie libre deben ser de tipo C°, continuamente diferenciables

en el interior de cada elemento ° y continuas en todo el dominio.

Es obvio que las funciones escaléon del elemento Q1/P0O para la
interpolacién de # no cumplen este requisito. Los métodos anteriores son
optimos con interpolaciones del mismo orden para la velocidad y la altura de
la superficie libre. Solamente el tipo de formulacién introducida por Sohn y
Heinrich (1990) a partir de una ecuacién de Poisson para # no presenta este
requisito sobre las funciones de forma para la altura de superficie libre. Pero,
en la formulacién débil de dicha ecuacion de Poisson aparecen derivadas

segundas de la velocidad, por lo que habria que recurrir a un método de

_ aproximacién por minimos cuadrados de esas derivadas, si se utilizara el
elemento Q1/P0.

Creemos, pues, que la técnica idonea para eliminar las oscilaciones

L espureas de las soluciones en una discretizacién Q1/P0 de las SWE es proyectar

las soluciones intermedias del campo de 4 en cada iteracién sobre un subespacio
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libre de modos esptireos de presion, generado éste a partir de la agrupacion en

macroelementos de los elementos de la malla original.

La implementacién de estas proyecciones en un algoritmo iterativo como
el de Uzawa generalizado es sencilla. Se puede penalizar la ecuacién (3.6b) de

la forma:

snl1=-A(1-P)DPu) ™) (4.39)

donde P:Q, - Q," y (I-P):Q, — Q,’ son los operadores proyeccién definidos en
(4.36).

Si introducimos directamente (4.39) en la ecuacién del momentum (3.6a),
el ancho de banda de la matriz del sistema algebraico se incrementa debido al
hecho de que se ensamblan macroelementos que tienen un mayor nmimero de
grados de libertad que el elemento Q1/P0. Para evitar lo anterior, siguiendo el

desarrollo de Fortin y Boivin (1990), podemos hacer uso de la aproximacion:

POOul"N=POPuyy  (4.40)
cuya validez ha sido demostrada por los autores. Esto nos permite escribir el
algoritmo de Uzawa generalizado, que ahora llamaremos proyectado, de la

siguiente manera:

0) Calcular los vectores de inicializacién ug®, 7' como:

pg. 134




%

.

 Ppdg. 135

Modelado quasi-3D...

[G',+A'G"] uy =F (4.41a)

nO=-2/1-P)Du)") (4.41b)

1) Para r=0, siendo conocidos ug” y 7", resolver el sistema de

ecuaciones lineales:

Z[(Aéep)y A(e) u[’]+G/(¢) +X/G”(e)] [r+1] E[F(e) Ao(:gy ["] ["] Dt(e)(n[r]"'llp(

«=1,2,.2NOM® (4.42)

2) Actualizar los valores de la altura de superficie libre:

n[r+l]_,q[r] A., (1- P)(D(e) [r+l]) Ve (443)
3) Iterar sobre 1) hasta alcanzar la convergencia.

Para ilustrar la eficiencia del nuevo algoritmo, volveremos al ejemplo
practico presentado en las figuras 1.10, 1.11 y 1.12 del capitulo primero. Alli,
se provocaba la aparicién de modos espiireos de presion al imponer condiciones
Dirichlet homogéneas de forma no simétrica, sobre los contornos de una

dirsena imaginaria rectangular afectada por una distribucion triangular de

_ lensiones de viento. En la figuras 4.2 y 4.3 se presentan las soluciones del
_ modelo para los campos de velocidad y de altura de superficie libre, respectiva-

~ Mente, una vez implementada la técnica de estabilizacion de los macroelemen-




Estabilizacién de las oscilaciones espiireas..,

FIGURA 4.2. Caso: corriente inducida por el viento en una darsena cerrada,

Algoritmo proyectado de Uzawa. Solucién para el campo de velocidades.
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Modelado quasi-3D...

FIGURA 4.3. Caso: corriente inducida por el viento en una darsena cerrada.
Algoritmo proyectado de Uzawa. Solucién para el campo de alturas de

superficie libre.
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Estabilizacion de las oscilaciones espiireas...

tos. El campo de 5 estd libre de modos espireos de presion (figura 4.4) y las

soluciones para la velocidad y # se corresponden con las esperadas.

Considerando ahora el caso de la corriente inducida por la rotura del
oleaje en una playa longitudinalmente uniforme descrito en el capitulo 3, con
un valor del pardmetro de penalizacién N\’= 1 por encima de lo aconsejable
para mantener el escalado de los términos de la ecuacién (2.34), y empleando
el algoritmo sin estabilizacidn iterativa de 7, obtenemos buenas soluciones del
campo de velocidades (figura 4.5), pero malas para el campo de altura de
superficie libre (figura 4.6) debido a la aparicién de modos espiireos de presion
(figura 4.7). Utilizando el algoritmo proyectado de Uzawa, se obtiene un
resultado semejante para las velocidades (figura 4.8) pero quedan eliminados los
modos espireos de presién que afectaban la calidad de la solucidn para la altura

de superficie libre (figuras 4.9 y 4.10).

En los dos ejemplos anteriores, la malla de macroelementos a sido

construida ha partir de la discretizacién original en elementos Q1/P0,

simplemente por el proceso inverso a lo que serfa un refinamiento de malla. Los

resultados de ambas simulaciones numéricas, nos indican que la formulacion
propuesta elimina los modos de presi6n espiireos, dando buenos resultados tanto
para las velocidades como para la altura de superficie libre. Y esto se consigué
sin apenas incrementar el gasto computacional (los consumos de CPU son::}:

semejantes tanto para el algoritmo de Uzawa generalizado como el proyectado)f ?

El costo de CPU extra, asociado a la definicion de la malla de macroelementos

y al proceso de proyeccién, se compensa con el hecho de disponer de mejores




Modelado quasi-3D...

FIGURA 4.4. Caso: corriente inducida por el viento en una darsena cerrada.
Algoritmo proyectado de Uzawa. Diferencias positivas (O) y negativas (x) de

9 con respecto a su valor medio.
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Estabilizacién de las oscilaciones espiireas.

FIGURA 4.5. Caso: corriente inducida por la rotura del oleaje en una play
longitudinalmente uniforme. Algoritmo de Uzawa generalizado. Solucion pas

el campo de velocidades.
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Modelado quasi-3D...

FIGURA 4.6. Caso: corriente inducida por la rotura del oleaje en una playa

longitudinalmente uniforme. Algoritmo de Uzawa generalizado. Solucién para

el campo de alturas de superficie libre.
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Estabilizacion de las oscilaciones espiireas.,,

FIGURA 4.7. Caso: corriente inducida por la rotura del oleaje en una playa
longitudinalmente uniforme. Algoritmo de Uzawa generalizado. Diferencias

positivas (O) y negativas (x) de n con respecto a su valor medio.
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Modelado quasi-3D...

FIGURA 4.8. Caso: corriente inducida por la rotura del oleaje en una playa

longitudinalmente uniforme. Algoritmo proyectado de Uzawa. Solucién para el

campo de velocidades.
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Estabilizacién de las oscilaciones espiireas...

FIGURA 4.9. Caso: corriente inducida por la rotura del oleaje en una playa

longitudinalmente uniforme. Algoritmo proyectado de Uzawa. Soluci6n para el

L campo de alturas de superficie libre.
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Modelado quasi-3D. ..

FIGURA 4.10. Caso: corriente inducida por la rotura del oleaje en una playa
longitudinalmente uniforme. Algoritmo proyectado de Uzawa. Diferencias

positivas (O) y negativas (x) de 5 con respecto a su valor medio.
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Estabilizacion de las oscilaciones espureas...

estimas de 7 con el algoritmo proyectado de Uzawa. Y asi, converger €n un

menor nimero de iteraciones.
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