Capitulo 3

Disenos estaticos

En este capitulo, centraremos la atencion en los experimentos diseriados, en los que
supondremos que el investigador posee total control sobre qué valores tomardn los fac-
tores a lo largo de la experimentacion'. Puntualizamos también los aspectos principales
a tener en cuenta a la hora de elaborar ’buenos diserios’, discutiendo las extensiones
de los disenos para datos normales cuando se consideran otras distribuciones de la
respuesta. Conduciremos los principios de los disenos de modo que desemboquen en
aquellos casos en que la respuesta tenga una distribucion binaria. El enfoque que dare-
mos serd mdas del tipo “estdtico” que “dindmico”, dejando este sequndo aspecto para

el capitulo siguiente.

3.1. Introduccion

Al iniciar un estudio en el que intervengan datos, entre los cuales se presuma que
existe una relacién funcional que pueda vincular una cierta variable respuesta con un
conjunto de variables explicativas, es posible enfocar el mismo al menos desde dos

puntos de vista:

a. Estudios observacionales: en este tipo de estudios, las observaciones se realizan sin
seguir algin patrén especifico de medicién de las cantidades que intervienen. En
particular, esto cobra importancia en cuanto a los valores que puedan tomar
los factores de variabilidad, los cuales en muchas ocasiones simplemente “toman
los valores que tocan”, sin seguir un criterio especifico. Un ejemplo de esto es
cuando se buscan correlaciones entre datos de una tabla de registro de lluvias y
algun conjunto de factores meteoroldgicos particular (p. €j.: presién atmosférica,

temperatura de bulbo seco, etc.).

'En este trabajo no abordaremos las connotaciones del tipo ético y moral de las que serfan suscep-
tibles estudios sociales o biomédicos, puesto que excede los alcances de los objetivos propuestos.

33



3. Disenos estaticos 34

b. Disenos experimentales: en esta clase de experimentos, y partiendo de considera-
ciones estadisticas precisas, los valores que toman los factores son controlados por
el experimentador, de forma tal que los resultados a los que se llega al analizar
los datos contendran un mayor volumen de informacién acerca de la respuesta y
su relacion con los factores. Cabe remarcar que no siempre es posible tener bajo
total control a los niveles de los factores bajo estudio, ya sea por motivos morales,
éticos, técnicos o econdémicos. La calidad de informaciéon que puede derivarse de
este tipo de estudios es significativamente mayor que si no se hubieran diseniado
aquellos. Citando a CoX y a REID?, diremos que “el objetivo del diserio es hacer
que tanto el andlisis como la interpretacion de los resultados sean de la forma

mds simple y clara posible”.

En la préctica, y dadas estas limitaciones de los experimentos disenados, muchas
veces no quedard mas remedio que trabajar con estudios observacionales. Sin embargo,
al trabajar con datos observados del pasado, el experimentador se expone a ciertos
riesgos que pueden llevar a considerar mds adelante conclusiones confusas o incluso
erréneas. A este respecto, pueden verse una serie de recomendaciones que se sugieren
en PRAT et al. (1997 y 2004), capitulo 7.

A modo de sintesis, podemos indicar que a la hora de estudiar un conjunto de
caracteristicas variables en una muestra de individuos®, éstas podran ya venir medi-
das en aquéllos, en cuyo caso hablaremos de estudios observacionales, o bien serd el
experimentador quien decidird de qué forma y con qué criterios se le asignan valores

a dichas caracterfsticas, que conducird a los disenos experimentales.

3.2. El enfoque estatico del problema

Como hemos dicho anteriormente, a medida que vamos experimentando con los
niveles de las variables de un sistema que nos interesa estudiar y conocer un poco més,
el enfoque secuencial de avance del conocimiento ird atravesando etapas a medida que
vayamos incorporando nueva informacién de las etapas anteriores. Cada etapa que se
vaya atravesando tendrd una configuracién especial en cuanto a diseno se refiera, ya
que los niveles que tomardn los factores estardn definidos de antemano por el experi-
mentador. En palabras de MYERS?, el problema de cada etapa dentro del disefio serd

el de “decidir qué combinacion de niveles deberian utilizarse en cada etapa, de modo

2Vid. Cox Y REID (2000), p. 6.

3Esto da una idea del concepto de unidad experimental, en cuanto a individuos provenientes de una
poblacién determinada y de los que se disponen medidas de alguna caracteristica variable entre ellos.

1 Vid. MYERS (1976), p. 107.
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que las estimaciones de los pardmetros resulte con mdxima precision”, lo cual comple-
menta adecuadamente el punto de vista aportado por CoX y REID que citamos en la
subseccién anterior.

Al quedar definidas las condiciones sobre las cuales se realizardn las observaciones
de la respuesta, diremos que el diseno —en cuanto a etapas en la sucesién de avance del
conocimiento que se tenga de un sistema— proporcionard un enfoque del tipo estdtico,
el cual puede asociarse a un fotégrafo que prepara el objeto del cual tomars imdgenes,
las que luego revelard y analizard, lo cual constituye una segunda fase del estudio, que
serd la del andlisis e interpretacion de los resultados.

Pero la sola utilizacién de este enfoque no permitird conocer con suficiente efi-
ciencia si existen otras condiciones —también estdticas cada una de ellas— mejores
que las actuales que lleven a poder observar mé&s claramente si el diseno admite
“mejores” va-lores atin para los factores, definiendo ellos mediante nuevas condiciones
experimentales. Con esto, intentamos destacar que el proceso de avance secuencial
del conocimiento del sistema deberd estar enmarcado dentro de un enfoque del tipo
dindmico, encadenando sucesivos enfoques de naturaleza estdtica. Dentro de este mis-
mo contexto secuencial de experimentacién, serfa deseable que esta integracién de

enfoques tuviese al menos las siguientes caracteristicas:

= que esté formado por una sucesién de etapas, que tendrdn cada una un enfoque

estdtico, obviamente,

= que se trate de atravesar un nimero relativamente no muy grande de etapas

hasta llegar a cumplir los objetivos del estudio,

= que para pasar de una etapa anterior a la siguiente, se tenga en cuenta la mayor

cantidad de informacién obtenida en la etapa anterior.

La consideracién de ciertos tipos adecuados de disefios de experimentos, como asf
también la utilizacién de criterios estadisticos para decidir las condiciones de experi-
mentacién de las etapas sucesivas, conforman la columna vertebral de la MSR. Como
indicamos anteriormente, cuando la respuesta sigue una distribucién normal, el proble-
ma ya ha sido resuelto, mientras que para datos binarios, no hemos encontrado todavia
una presentacién clara del problema y sus alternativas de solucién de forma completa,
comenzando por la primera etapa y llegando a la ltima, de modo andlogo a la teorfa
cldsica de MSR.

En este capitulo, hablaremos resumidamente sobre los distintos modelos estdticos
que disponemos para analizar datos binarios, es decir, describiremos las formas bési-

cas de disefiar experimentos, y cuyas conclusiones intentaremos entrelazar luego en
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el siguiente capitulo, en los que consideraremos los disenos encadenados entre si, que
conformardn el enfoque dindmico del que hablamos anteriormente. Mediante el estu-
dio de lo que ocurre entre las etapas, es decir, entre los distintos disefios que vayan
ensaydandose, pretendemos hacer un aporte que permita establecer algunas bases sobre
las cuales poder construir la MSR para datos binarios, que es el propésito iltimo de

esta tesis.

3.3. El modelo logistico como herramienta

La forma mds general de especificar un predictor lineal para el modelo logistico

puede expresarse de acuerdo con la expresién (2.15):
glr(x,8)] = By +x'b + x'Bx.

Una vez consideradas estas formas de expresar el predictor lineal, una manera de
facilitar el cdlculo de los coeficientes y de aprovechar las bondades y alcances que
ofrecen los modelos lineales, es a través de la transformacién logit de la probabilidad

de éxito [expresion (2.17)], es decir:
logit [ (x,3)] = By + x'b + x'Bx.

De este modo, y anticipdndonos a lo que sera el enfoque dindmico de este estudio,
diremos que mediante el uso de esta transformacién serd posible aproximar la superficie
de respuesta verdadera 7 (x, 3) mediante funciones lineales en sus pardametros, que en
nuestro caso serd mediante la transformacién logit. La forma con que analizaremos
este tipo de modelos serd a través de las herramientas y posibilidades que nos brindan
los MLG.

Si bien el modelo logistico se transformard en el corazén operativo del andlisis de
los resultados de los disefios factoriales de primero y segundo orden para los MDB?®,
no daremos mayores detalles sobre el célculo en este capitulo, como asi tampoco de
propiedades, andlisis e interpretacién, ya que los mismos se encuentran extensamente
detallados en la bibliograffa disponible’, sin prejuicio que hagamos referencia a aspectos
particulares de interés especial. En el Apéndice B comentaremos algunos de estos

aspectos.

®No obstante que existen otros modelos disponibles, en esta tesis hemos elegido el enfoque que
ofrece la transformacién logit de la probabilidad de éxito.
8 Vid. p. ej.: COLLETT (2003); HOSMER Y LEMESHOW (2000); KLEINBAUM (1994); etc.
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3.4. Aspectos sobre el problema general del diseno

3.4.1. Generalidades

A la hora de pensar en cémo obtener datos y qué hacer con ellos, de modo que a
partir de ellos pueda reducirse el desconocimiento sobre un cierto sistema, el experi-
mentador distingue —cuanto menos— dos grandes capitulos en esta ruta de trabajo
que ha decidido transitar. En una primera etapa, llamada muchas veces diseno estadis-
tico de experimentos”, o sencillamente “disefio”, se intentard definir cémo deberian
recogerse los datos de forma tal que la informacién contenida en ellos pueda llevar a
que las etapas siguientes de lectura de la misma resulte lo mds sencilla posible. Una
nota importante que se suele agregar acerca del disefio es que la informacién contenida
en los datos se establece cuando el experimento es llevado a cabo y, en general, no serd
posible disponer de otra informacién que la que no se encuentre presente en los datos.

Y en la segunda, el andlisis estadistico®, lo que se pretende es extraer dicha infor-
macion, utilizar herramientas eficientes para analizarla y presentarla, y proporcionar
criterios de decisién adecuados que permitan tomar decisiones con cierto soporte ob-
jetivo, cual es, el estadistico. No obstante la importancia que tiene el andlisis, en esta
tesis haremos hincapié més en el diseno que en el andlisis, constantando que los disefnios

considerados conduzcan a un andlisis satisfactorio y lo menos dificultoso posible.

En general, disenar un experimento que nos permita conocer mejor el funcionamien-
to un sistema implica muchas veces pensar cudl serd el modelo ajustado que podamos
obtener de los datos. De este modo, la calidad del modelo ajustado dependerd mucho
de la forma con que se han elegido y utilizado los datos provenientes de la observacién
del sistema en funcionamiento. Hablar de un modelo de “buena calidad” es sinénimo

de asociarle a éste, cuanto menos, las siguientes tres cualidades bésicas:

a. que el modelo sea capaz de explicar la relacion entre la respuesta y los factores de

modo claro,

b. que el modelo sea capaz de predecir razonablemente el valor que toma la respuesta

para un cierto valor del vector de variables explicativas, y

c. que el modelo sea capaz de detectar valores anémalos o raros.

En sintesis, podemos considerar que un modelo de calidad es aquél que explica bien

y predice bien, de la forma mds sencilla posible.

"Vid. BaTES Y WATTS (1988), p. 123.
8 [dem anterior.
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Un primer paso obligado y necesario dentro del disefio serd definir qué factores
deberdn elegirse —de entre un conjunto seguramente m&ds numeroso— para explicar
la relacién funcional, lo cual impondréd también conocer qué niveles se les asignard a
cada uno de los factores. Se dice que una vez que se han elegido qué factores serdn
tenidos en cuenta y qué niveles tomardn los mismos, “queda definida la region de
experimentacién”? del experimento, valga la redundancia. Luego, y una vez estable-
cidos cudles son los factores que realmente tienen influencia en el valor esperado de
la respuesta bajo estudio, el mismo experimentador podrd obtener una gran ventaja
tanto técnica como econdémica si con anterioridad a la observacién de las respuestas se
plantea qué valores asignard a los factores, es decir, qué niveles se considerardn de los
mismos para realizar las mediciones de la respuesta bajo estudio. En particular, si se
utilizaran modelos polinémicos de aproximacién de la respuesta, una eleccién racional
de estos niveles proporcionard seguramente una cierta ganancia en eficiencia al estimar

los coeficientes del modelo que si no se hubiera elegido con algtin criterio especifico.

De esta forma, queda definido el problema de los disenos, que repetimos: “decidir
qué combinacion de niveles deberian utilizarse en cada etapa de la experimentacion,

de modo que las estimaciones de los pardmetros resulten con mdzima precision”'0.

3.4.2. Propiedades deseables para los disenos

A la hora de pensar en qué disefio resultard mds el adecuado, queda claro que
éste podra variar segin el objetivo que se esté persiguiendo en el estudio. En Box v
DRAPER (1975), por ejemplo, encontramos una lista de 14 propiedades deseables que
se esperan de un “buen disefio” para los problemas de MSR'!. Segiin esto, un buen

diseno deberia:

1. Generar una distribucién satisfactoria de la informacién a lo largo de la regién

de interés.

2. Asegurar que los valores ajustados en un cierto x, y(x), se encuentren tan cerca

como sea posible del verdadero valor en el mismo punto, y(x).
3. Proporcionar una buena forma de deteccién de la falta de ajuste.
4. Permitir que puedan ser estimadas las transformaciones, si las hubiere.

5. Permitir que los experimentos puedan ser realizados en bloques.

Vid. KHURT Y CORNELL (1996), p. 47.
YVid. MyERS (1976).
1 Cuanto menos desde el punto de vista clésico, es decir, para el modelo lineal y normal.
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10.

11.

12.

13.

14.

Permitir ampliar el orden de los experimentos, de modo que faciliten un encade-

namiento secuencial.
Proporcionar una fuente de estimacién del error.

Ser insensible ante valores anémalos y frente al apartamiento de las hipétesis

habituales del modelo lineal normal.
Requerir un nimero minimo de condiciones experimentales.

Proveer formas simples de patrones de datos que permitan una cierta apreciaciéon

visual.
Conllevar cédlculos simples.

Comportarse satisfactoriamente cuando aparezcan errores al establecer los va-

lores de las z.

No requerir la consideracién de un numero grande de variables, de modo que

hagan impracticable el experimento.

Proporcionar una herramienta de verificacién de la constancia de la varianza.

Si bien queda claro que esta enumeracién fue realizada para datos con distribu-

cién normal, la misma resulta util como punto de partida para extenderlo a otras

distribuciones, considerando o modificando el punto que corresponda cuando el caso

lo amerite.

3.4.3. Aspectos mas formales

En simbolos, definir un disefio implicara la especificacién de las columnas y las filas

de la matriz de datos, X, de modo que queden definidas tanto las k variables que se

considerardn como sus niveles. El problema en la eleccién de la matriz de datos, X,

dim(X) = n x p, es considerado desde al menos dos puntos de vista particulares’

2.

a. Disenos para la estimacion de los pardmetros:

Cuando la forma de la verdadera relacién funcional f(x,3) se supone conoci-
da, el objetivo del diseno serd que el mismo sea capaz de proporcionar buenas

estimaciones del vector de pardmetros 3 = (8¢, 51,-.-,08:); ¥y

b. Disenos para la exploracion de la superficie:

Cuando la forma de la verdadera relaciéon funcional se presume desconocida, el

13

objetivo del diseno'” serd aproximar f(x,3) dentro de una cierta regién de interés

2Vid. Box v DRAPER (1959).
Y Vid., p. ¢j., FANG et al. (2006), p. 11.
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perteneciente al espacio de k variables mediante una cierta funcién g(x, 3).

Al respecto de esta segunda clase de disefios, en BOX Y DRAPER (1959) aparece
una lista mds abreviada —y tal vez més general— de los requerimientos que deberfan

tenerse en cuenta para un buen diseno para la exploracién de superficies:

1. El diseno deberia permitir la aproximacién polinémica gradual de la respuesta

verdadera, tan bien como sea posible dentro de la regién de interés.

2. Deberfa permitir una verificacién acerca del grado de adecuacién de esta apro-

ximacién polinémica.
3. No deberfa contener un nimero excesivamente grande de puntos experimentales.
4. Deberfa permitir a si mismo la separacion en bloques.

5. Deberia formar parte de un encadenamiento de disenos satisfactorios de mayor

orden, en caso necesario.

Asimismo, las consecuencias de un disefio pobremente realizado llevardn a que el
valor esperado de la superficie de respuesta verdadera, E(y | x), difiera de la ajustada
y(x), con lo que aparecerdn dos grandes fuentes de “errores”: uno debido al sesgo y
otro debido a la dispersién. La misma referencia continia la discusiéon méds al detalle

de cada una de las propiedades citadas en diferentes casos de estudio.

3.4.4. Calidad de los disenos para modelos lineales

Cuando se parte de la hipdtesis que un modelo de naturaleza lineal con errores
DIIN(0,0%I) resulta ser la més adecuada para ajustar un modelo a datos con igual
distribucién, gran parte de la calidad explicativa del modelo ajustado estard dada por el
vector estimado de los coeficientes del modelo, B = (BO, Bl, . ,Bk)' , cuya distribucién
estard dada por:

B~N [5, e (X’X)‘l}
Dado que la estimacién es insesgada, interesard centrar la atencién en la matriz —

simétrica— de varianzas y covarianzas, V(B) = 02 (X'X) !, cuya forma es la siguiente:
V(Bo) cov(@o, Br) - cov(Bo, By)
3 2 V(1) o cov(By, By)
sim. V(By)

Puesto que lo deseable es que esta matriz X’X sea lo mds pequena posible, el mejor

disenio en cuanto a los coeficientes serd aquél para el cual:
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a. Los elementos de la diagonal de la matriz X’X resulten los mas grandes posibles'®.
Esto se puede traducir mediante una configuracién de los puntos de tal modo
que resulten lo més dispersos'® posibles entre si. Esta dispersién de X'X tendra

repercusion en la matriz V(3), que resultard “tanto mas pequena”’ cuanto mayor

sea aquella dispersién, puesto que X'X = [V(B)]_l.

b. Los elementos de fuera de la diagonal, nulos o lo m&s pequenos posibles en valor
absoluto, lo que estard indicando la ortogonalidad entre las columnas de la matriz
de datos, X.

En cuanto a la capacidad predictiva del modelo, se comprueba que la varianza de

prediccién'® estd dada por:
V [ (x0)] = xj (X'X) ™' xo (3.1)
la cual depende también de la matriz (X'X) ",

Por tanto, y observando ya sea la matriz de varianzas y covarianzas de los coe-
ficientes estimados, como la expresién de la varianza de prediccién, queda claro que
ambas cantidades dependen de la matriz (X' X)fly no del nivel de la respuesta, es
decir, de las y;, como asi tampoco del valor esperado de las mismas para distintos
valores de x, es decir, de E(y | x). Asi, se sigue que un buen diseno que tenga en
cuenta la estimacion de los coeficientes y la variabilidad de la prediccién, es deseable
que éste dependa lo maximo posible de la matriz X y lo menos posible de los niveles

de la respuesta observada.

3.4.5. Sobre la ortogonalidad en general

La alternativa que se utiliza para mejorar las propiedades del disefio!” es la de la
ortogonalidad: al imponérsele a las columnas —o filas— de la matriz de datos que sean

ortogonales entre si, el aspecto de esta matriz es el siguiente:

X'X = O
sim. n

""Esto se evidencia con mayor claridad si expresamos lo anterior mediante: diag{X'X} =

{TL, Z?:l 371217 Z?:l xzzQa (RS Z?:l m?k}
Aqui nos referimos a dispersién en cuanto a que la mayor regién dentro del espacio de los factores

nos proporcionard mayor informacién.

Y5 Vid., p. ej., MYERS (1990).

1"Una primera observacién acerca de (X’X)_1 es que, al ser justamente una matriz, no existe una
métrica ordenada en el espacio al cual pertenece. Esto es: dadas dos matrices, no es posible indicar
dentro de su espacio cudl de las dos es mayor o menor que la otra. Por tanto, pretender que la matriz
(X'X)_1 resulte “pequena” no tiene mucho sentido en el espacio de k x k£ dimensiones.
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L0 0
_ 1L ... 0 1
(%)™ = o Tat
sim. %

en donde I es la matriz identidad de k x k, con unos en su diagonal y ceros fuera de
ella. Al imponerle entonces la ortogonalidad a la matriz de disefios se logra al menos

lo siguiente:

. cov(ﬁi, BJ) = 0, es decir, los elementos fuera de la diagonal resultan nulos;

» al tratarse de una matriz diagonal, cada [3; es asignable solamente a un factor x;,
y que las estimaciones de dos coeficientes cualesquiera resultan independientes

entre si, quedando el disefio a cubierto de la multicolinealidad;

. S : . 2 -1
» las varianzas de las (3 tienen siempre el mismo valor, Z-, puesto que o? (X'X)" =

o?l1 = %ZI. [Ver expresion (3.2)].

Un ejemplo: la ortogonalidad en disenos a 2 niveles

Los disefios a 2 niveles, tanto factoriales completos como fraccionales, poseen la
propiedad de ortogonalidad cuando lo que pretenden disenar son modelos lineales,
que podrédn incluir también términos de interacciones lineales en el sentido en que
%[f(x,ﬁ)] no depende de 3;, para todo j.

Por ejemplo, si se piensa que la relacién funcional entre la respuesta y un conjunto
3 de factores siguen una relacién lineal, puede pensarse en disefiar un factorial estdndar
completo a dos niveles, es decir un 23, requiriendo un minimo de n = 8 observaciones
de la respuesta. Si en el modelo se tienen en consideracién los términos de interaccion
de segundo y tercer orden —lo que lleva a considerar p = 8 pardmetros— la i-ésima

observacién de la respuesta (i = 1,...,n),n > 8, puede escribirse como:
Yi = Bo+ Bri1 + Batiz + B3iz + BraTinTiz + B13Ti1Tis + BozTio®is + B1a3Til Tiz®i3 + &,
o bien matricialmente como:

y=XB+e

La matriz de diseno correspondiente al modelo, X, dim(X) = 8 x 8, se puede

escribir como:

X = [1,x], x5, x5, (x1x2), (x1x3)’, (x2%3), (X1X2X3)’]/ ;
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en la que cada coordenada de este vector corresponde a las siguientes columnas —

linealmente independientes entre si— de la matriz estdndar de diseno:

Il
e T -

1
1

-1 1 1 -1 1 -1 -1
1

Esta configuracion, y en ausencia de réplicas de la respuesta, hace que la matriz
de diseno sea ortogonal, con lo cual el producto de ésta por su transpuesta da como

resultado la siguiente matriz diagonal:
X'X = diag {2*} = diag {8} = 8I

Se demuestra!'® que este resultado puede generalizarse para k factores, con lo que

se obtiene de forma andloga:
X'X = diag {Qk} — 9k,

en donde I es la matriz identidad de orden 2* o menor'”. Puesto que se trata de una
matriz diagonal, su inversa, (X'X)~!, también sers diagonal?:

1

_ : 1
(X'X)™! = diag {Qk} = Q—klgk,

es decir, una matriz simétrica con 2% en su diagonal y ceros fuera de ella.
Tanto el vector estimado de coeficientes como la matriz de varianzas y covarian-
zas de éstos es funcién de la matriz X. Ambas cantidades, si se tiene en cuenta la

ortogonalidad, pueden escribirse como:

~ _ 1
B = (X/X) 1X’y = 27le

~ 0'2
V(@) =*(X'X)"! = o Lt (3.2)

'8 Vid. MYERS et al. (2002), por ejemplo.

YEsto es asi puesto que pueden formarse matrices identidad de orden 2* u érdenes menores, de-
pendiendo del modelo que se considere.

20 Vid. p.ej. LipscuuTrz (1992).
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Por lo tanto, siguiendo esta forma de construir los disenos factoriales a dos nive-
les, para el modelo lineal normal las estimaciones de los pardmetros son indepen-
dientes entre si y la matriz de varianzas y covarianzas no depende de los pardmetros,
ademads de tener éstos la propiedad BLUE (del acrénimo inglés “Best Linear Unbiased
Estimators”)?!.

Recapitulando conceptos, y frente a la pregunta fundamental del disefio sobre en
qué parte de la regién de experimentacién se establecen los valores de x, siempre que el
modelo sea lineal y normal, cuanto “mé&s ortogonales” sean las columnas de la matriz
de disefio, tanto mds convenientes y deseables serdn las propiedades estadisticas de los

coeficientes del modelo.

3.4.6. Calidad de los disenos para modelos no lineales

En el caso en que el experimentador tenga evidencias que el proceso bajo estudio
siga alguna forma no lineal determinada, de valor esperado f(x,(3), la idea de matriz
de diseno tiene mds sentido asimilarla como matriz de derivadas de f(x,3) por los
motivos comentados en el capitulo anterior. Al extenderse a un conjunto de n puntos
muestrales, dicha matriz serd: F = {f;;} = {% [f (xi,08)]}, para i = 1,...,n y
i=1...,p

Partiendo de la expresién que permite determinar la matriz asintética de varianzas

y covarianzas de los coeficientes, es decir V(8) = (F’ WF)fl, aparecen inmediatamente

las siguientes caracteristicas:

s Las estimaciones méximo verosimiles de los coeficientes serdn asintéticamente

insesgadas y con varianza asintéticamente minima.

» Dado que existird al menos una variable j tal que la derivada parcial de f(x,3)
con respecto a su respectivo coeficiente sea funcién de éste, habra al menos una
componente de la matriz F que serd a su vez funcién de aquél. En otras palabras,

al menos una de las componentes de esta matriz F serd no lineal.

Por lo precitado, diremos que debido a que la matriz de varianzas y covarianzas
de los estimadores de los coeficientes del predictor lineal n = x’'3, el modelo logistico

—de naturaleza tipicamente no normal y no lineal— agregard una mayor dificultad

2 Esta es una propiedad general del modelo lineal. En otras palabras, la consideracion de términos
lineales en el modelo hasta un orden igual o inferior al nimero de factores, lleva a una disposicién
ortogonal de la matriz de disefio y diagonal de la matriz de varianzas y covarianzas de los pardmetros del
modelo. Si, por otro lado, la componente aleatoria siguiese una distribucién DIITN(O, JzIQk), entonces
las estimaciones de los pardmetros tendrdn adem&ds minima varianza y, en particular, coincidirdn
ademads con las estimaciones méximo-verosimiles de los mismos.
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a la hora de considerar el problema del disefio de los experimentos si los compara-
mos con los modelos lineales normales. La razén principal estd en que la matriz de
varianzas y covarianzas depende de los valores inciales que se consideren para 3, que
son desconocidos. A partir de estas consideraciones, no resultard trivial responder, al
menos, a la pregunta: “jen qué zona de la region de experimentacion debemos con-
siderar los niveles de los factores de tal forma que mos conduzca a obtener la mayor
informacion sobre el valor esperado de la respuesta?”. La respuesta a esta pregunta
dependerd claramente de la forma no lineal que se suponga para el modelo estudiado.

Para terminar este punto, comentaremos algunos otros aspectos que el experimen-

tador deberd tener en cuenta en el diseio de modelos no lineales:

s Puntos de soporte: la cantidad de puntos a considerar debe ser mayor que el

nimero de pardmetros considerados para el modelo;

= Réplicas: para cada punto a considerar, deberd tenerse al menos una medicién

del valor de la respuesta, cuanto menos en el sentido de “réplica genuina”;

» Secuencialidad: la forma méds eficiente de ganar informacién sobre el sistema
no serd sino la forma secuencial, ubicando nuevos puntos en cada etapa del

experimento dentro de la zona no lineal.

Sin el cumplimiento de estos puntos no se podran realizar pruebas de falta de ajuste
del modelo, ni validarlo de modo razonable, lo cual llevard a un conocimiento més bien
pobre de cémo se relacionan la respuesta con los factores, lo que a su vez conducird a

predicciones inadecuadas.

3.4.7. Comentarios sobre los disenos 6ptimos

En términos generales, es frecuente no asimilar a la métrica de la matriz (F'F) !
dentro de un espacio matricial sino hacerlo en una sola dimensién, la real. Para ello,
se realizan transformaciones que convierten a esta tltima matriz en un nimero real,
de modo que el mismo tenga una métrica ordenada. Un ejemplo de ello es el cdlculo
del determinante de esta matriz, que conducird a un valor real puntual cuando sea
posible. De este modo, es posible definir una cierta clase de disenos muy utilizados,
que emplean este tipo de métricas, llamados disernios alfabéticamente dptimos, los cuales
no abordaremos sino someramente en este trabajo.

En particular para modelos lineales, interesardan aquellos disefios en donde los va-
lores de la matriz de disefio haga que los datos se tomen lo més espaciadamente posible
—ademds de la ortogonalidad— de forma tal que cuanto més separados estén, por

simple geometria, las estimaciones de los pardmetros de las formas rectilineas (rectas,
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planos, hiperplanos, etc.) que pasen por ellos serdn més exactas, beneficidndose el
experimentador por las bondades que ello trae en materia de varianza y de prediccion.

Para el caso de los disenos correspondientes a modelos no lineales los estimadores
de las 8, la matriz de varianzas y covarianzas de éstas y la varianza de prediccién no
dependen exclusivamente de la matriz de diseno X sino que también lo hardn de los
valores que tome el vector de respuestas, y. Por lo tanto, parece claro entender que con
antelacién a la realizacién del experimento, serd necesario conocer tanto V(B) como
V [y (x)], que tampoco se conocen. La estrategia, por lo tanto, debera ser necesaria-
mente secuencial y dependers fuertemente de la forma de cémo estard definida la parte
sistemdtica del modelo, f(x,3), que evidenciard la no linealidad del mismo.

Frente a la cuestién de encontrar cudles serdn las z que minimicen las matrices de

~

varianzas y covarianzas de los coeficientes, V(3), y la de prediccién, V' [y (x)] (expresién
22,

3.1), actualmente hay 3 lineas de investigacién, que resumiremos a continuacién=*:
» Disenios localmente dptimos. Del capitulo anterior, el determinante |F'F| depende
del vector 3. Se supone de entrada un cierto valor 8 = 3, para el vector de
pardmetros y se escoge el mejor disefio para ese valor. A menudo®®, aunque no
siempre, se puede demostrar que dado un valor para el pardmetro, el disefio
6ptimo requiere p puntos diferentes, siendo p el niimero de pardmetros del mo-

delo. El trabajo seminal que dio solidez a estos enfoques fue el articulo de BoX v
Lucas (1959), y actualmente hay disponibles varias obras dedicadas a estudiar

los disefios 6ptimos.

s Disenos bayesitanos. La idea bdsica es suponer una distribucién para los pardme-
tros, m(B), y se escoge un cierto vector de puntos, X, que maximicen el valor
de ciertas transformaciones’® de F'F, luego de lo cual se hace un promedio
ponderado del tipo [, |[F'F| 7(5) dB. En este tipo de disenos requiere un mayor

nimero de puntos de soporte que los disenos localmente éptimos.

s Disenos minimaz. En estos disefios, se escoge un vector de puntos, x, de tal modo
que resulten el 6ptimo para el peor valor posible del pardmetro, requiriendo el
conocimiento de toda la regién que define el espacio de pardametros. Asi, si dicha

regién es R, se buscard encontrar los valores de 3 tales que se minimice Hll;% |F'F|.
pe

Al plantearnos el problema de obtener disefios 6ptimos, y puesto que la matriz de
varianzas y covarianzas de los estimadores de los pardmetros del modelo depende de

la matriz de derivadas F, el foco de este estudio suele estar puesto en la matriz F'F,

22GINEBRA (2001).
2 Por ejemplo, para disefios D-6ptimos.
248in embargo, la transformacién utilizada no tiene que ser necesariamente el determinante.
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que en el modelo lineal normal con las hipé6tesis cldsicas suele escribirse como X'X. En
Box vy DRAPER (1987), pp. 489 et seq. puede encontrarse una sintesis muy adecuada
sobre ésta y otras implicaciones de dicha matriz, como asi también los criterios méds

utilizados en este contexto, que son los llamados diserios alfabéticamente dptimos?®.

3.4.8. Disenos 6ptimos para MDB

Resulta bastante conocida la utilidad de emplear disenos ortogonales cuando el
modelo propuesto se supone de naturaleza lineal y normal. Como hemos comentado
anteriormente, uno de los motivos es que la matriz de varianzas y covarianzas de los
pardmetros estimados del modelo, V(8) = ¢2(X'X) ", resulta diagonal. Sin embargo,
la utilizacién de disenos ortogonales cuando los datos no son de naturaleza lineal ni
normal no es un aspecto que esté del todo claro tanto como lo estd en el modelo normal
y lineal, puesto que lo que realmente interesa no es que el disefio sea ortogonal sino
que la matriz V(B) = (F'WF)~! resulte diagonal®6. Puede verse que la diagonalidad
queda “obstaculizada” por la presencia de la matriz de “pesos” W, que es equivalente a
indicar que la falta de constancia de la varianza de la respuesta para distintos niveles de
los factores, ofrece una dificultad para encontrar disenos éptimos en datos provenientes
de naturaleza binaria, como asf también en otros modelos con esta misma inconstancia.

Para el caso particular en que cada observacién de la respuesta en cada condicién
experimental x; proviniese de una distribucién binomial independiente de pardmetro
m; e indice m;, la matriz de pesos de los coeficientes serd diagonal y se calculard a

partir de la ecuacién (2.12), quedando una expresién de la forma?:

W = diag {V (y;)} = diag {m;  (x;, ) [1 — 7 (xi, B)]}

Desarrollando la expresion del interior de las llaves:
m; 1 m; exp(n;)
=[] -] -
Y [T+ exp() L+exp(m)]  [1+exp(n,)]?

en donde para abreviar notacién, utilizamos n; = S, + x;b + x/Bx;. Por lo tanto, la

matriz diagonal W se podrd escribir como:

m; exp(By + x;b + x/Bx;)
[1+ exp(Bg + x;b + X;Bxi)]2

W = diag (3.3)

La naturaleza lineal del predictor 8, + x/b + x,Bx;, para cada una de las n condi-

ciones experimentales llevard a considerar directamente la matriz de disefio X en lugar

2 Vid. SITTER Y WU (1993); MYERS et al. (1994) y SITTER Y FAINARU (1999), entre otros.

20En otros términos, cuando el modelo no sigue una distribucién normal, no se verifica la siguiente
expresién: X ortogonal = V(3) diagonal, debido a que la presencia de la matriz W en (X’WX)™!
no garantiza su diagonalidad.

*"Vid. p. ¢j. MYERS et al. (2002), pp. 164 et seq. o MCCULLAGH Y NELDER (1989), pp. 116 et seq.



3. Disenos estaticos 48

de la de derivadas por los motivos indicados en el capitulo anterior. Por otro lado, ya
que para el caso especifico de la distribucién binomial se tiene que el pardmetro de
dispersién ¢ toma el valor unidad?®, la expresién de la matriz asintética de varianzas
y covarianzas de los pardmetros del modelo logistico tomara la forma:

V(@) = (X'WX) " = <X’ [dmg {%H X>—1 »

Observando que la expresién anterior es funciéon del vector de pardmetros ver-
daderos, 3, si se reemplaza el mismo por su estimacién 3, esto conduce a considerar la
matriz diagonal estimada, W, lo cual lleva finalmente a la matriz asintética estimada

de los estimadores, denotada como {\/'(B), cuya expresion se deduce de la tltima:

-1 ~ -1

V(A — INAT _ 1o m; exp(7;) }] )

VB (X WX) (X [dmg { e S X (35)
para i = 1,...,n puntos de disefio, cada una de los cuales definido por su respectivo
vector de factores x; = (z1,...,2x)"

De esta forma, deducimos que los disenos correspondientes MDB requerirdn el
conocimiento de valores iniciales para el vector de coeficientes. Dado que esta cuestién
excede los alcances del problema del diseno en sf mismo, solamente tomaremos en con-
sideracién los resultados mads relevantes, sin desarrollarlos con especifica profundidad.
Estos detalles se encuentran abordados en profundidad en referencias tales como BEGG
y KALisH (1984); Wu (1985); MINKIN (1987); SITTER Y WU (1993); MYERS et
al. (1994); SITTER Y FAINARU (1997), entre varios otros.

3.4.9. Ejemplo: disenos con un solo factor

Cuando en un experimento interviene un solo factor de variabilidad, se tendra que
k = 1 variables. Inmediatamente surge que: p = k+1 = 2, con lo cual el modelo tendrd
dos pardametros, digamos B = (B, /3;)". De este modo, se tendrd una “expectation
function” cuya forma general seréd: f(x,3) = f(z, By, 51), que serd por lo general
desconocida antes de comenzar el experimento.

Como menciondramos anteriormente, serd necesario contar como minimo con n >
p = 2 puntos de disefio con los cuales estimar ambos pardametros, a partir de los cuales
se construird un modelo de aproximacién g(z, ,@) con el cual conocer mejor cémo se
relaciona la respuesta con el factor considerado. La distribucién que tengan los datos
podré dar una idea inicial acerca de la forma que tenga el valor esperado de f(z,3),
la cual derivard en distintos enfoques de acuerdo a su naturaleza lineal o no lineal,

bésicamente.

28 Comentaremos este aspecto en el Apéndice B.
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3.4.10. Modelos no lineales

En las figuras 3.1 y 3.2 pueden verse dos gréficos representativos en los cuales la
relacién entre la respuesta y el factor de variabilidad es del tipo no lineal. En la primera
figura, la representacién corresponde a una tipica “sigmoide” obtenida al modelar la

probabilidad de éxito m(x, 3) mediante el modelo logistico.

Figura 3.1: Relacién entre el valor esperado de la respuesta —sigmoide— y un factor
de variabilidad, mediante el modelo logistico.

La figura 3.2 es una representacién grifica exagerada de uno de los problemas que
tienen los modelos no lineales en cuanto al diseno. Parece bastante claro el dibujo
como para pensar que el lugar geométrico de E(y | z) ya no resulta relativamente tan
“simple” como en el caso anterior, sino que presenta evidentes zonas irregulares.

En particular, observamos que la curva f(z,3) de la segunda figura tiene dentro
del eje = tres zonas bastante bien definidas: (a) la zona comprendida entre z1 y z2,
de aspecto lineal; (b) la comprendida entre zy y x3, 0 zona de transicién, que es
evidentemente no lineal, y (c) la zona comprendida entre z3 y 24, que también pareciera
ser lineal. El problema clave en este sentido, es que a priori de la realizacién del expe-
rimento no se sabe cudl es la forma de f(x,8), y el gran desafio del experimentador
consistird, entre otras cosas, en decidir cémo distribuird sus n puntos disponibles de
forma tal que pueda obtener luego la méxima informacién posible sobre esta zona irre-
gular especialmente. Sin adentrarnos demasiado en la resolucién completa, indicaremos
aqui algunos aspectos sobre el disenio que serdn generalizables sin mayor dificultad a
la hora de tener en cuenta disenos con més factores.

Si se siguiera la misma légica que en el caso de los disenos para modelos lineales,

definir los dos niveles del factor alrededor de los extremos de la zona de transicién, xo
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Figura 3.2: Representacién genérica de una funcién exageradamente no lineal en sus
pardmetros.

y 3, no resultard de mucha utilidad para poder averiguar qué aspecto tiene f(x,3)
en la zona no lineal, ya que lo que se estard haciendo es ajustar una recta entre los
puntos (z4,y4) y (xB,ys). A partir de esto, dirfamos que la zona comprendida entre
ambos puntos es lineal, lo cual serfa incorrecto.

Otro enfoque que puede darse seria el de disponer de informacién adicional que
permita identificar las 3 zonas que definimos anteriormente, y pensar que la cantidad de
puntos disponibles podria repartirse en tres tercios, asignando un tercio de los puntos
para cada zona. La reflexion que surgiria de inmediato es que quiza ubicar un tercio de
los puntos en ambas zonas lineales sea “malgastarlos”, ya que por la naturaleza lineal
de ambas zonas, harfan falta al menos dos puntos solamente en cada una de ellas.
Si admitimos por un momento que una cuarta parte de los puntos es una cantidad
razonable para repartir en cada una de las zonas lineales, nos queda atin por resolver
la siguiente incégnita: jen ddnde seria conveniente colocar los 5 puntos restantes de
los que disponemos, a lo largo de la zona no lineal, como para poder obtener luego la
mayor cantidad de informacidn sobre ella?.

Como comentario, diremos que si tenemos alguna evidencia de la existencia de esta
zona no lineal, los puntos no deberdn ser ubicados en los extremos de ella sino més bien
en regiones intermedias dentro de la misma, con algin criterio que permita extraer la
mayor cantidad de informacién posible. La habilidad del experimentador y toda otra

informacién que pudiera conseguir sobre las caracteristicas de esta zona, resultardn las
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herramientas con las que contard para determinar cémo se comporta el valor esperado
de la respuesta para el rango de x correspondiente.

Recapitulando ideas, los 3 criterios que comentamos anteriormente (disenos local-
mente 6ptimos, disefios bayesianos y disefios minimax) pretenden darle una solucién
relativamente aproximada a este problema, aunque para la solucién definitiva segura-
mente serd necesario pensar en disponer de mds puntos de diseno, lo que se traduce en
mayor esfuerzo experimental, tanto técnico como econémico, puesto que cada modelo

no lineal tiene practicamente una solucién ad-hoc.

3.4.11. Ejemplo: el diseno factorial 22

Dado que la matriz de varianzas y covarianzas de los pardmetros resultard una
herramienta muy ttil a la hora de evaluar las distintas estrategias de diseno que des-
cribiremos méds adelante, resulta interesante representar qué aspectos tendrdn dichas
matrices para disenos sencillos, como lo son los disenios factoriales a 2 niveles.

El esquema mds simple de disenos factoriales para dos factores sea quiza el diseno
22 cada uno de los cuales, pudiendo adoptar dos niveles.

La forma habitual de expresar los valores que pudieran tomar los factores, expre-

sados en unidades codificadas, es mediante la siguiente matriz de diseno X:

1 -1 -1 1

11 -1 -1

X — ,
1 -1 1 -1
11 1 1

la cual puede ser reescrita considerando que se trata de un vector de 2 factores prin-

cipales y uno de interaccion:
/
X = (1, X1, X2, X1X2) y

los cuales corresponden a las 4 condiciones experimentales que se ensayardn para obte-
ner observaciones de la respuesta.

Si disponemos de cierta evidencia estadistica segin la cual la respuesta de interés
sigue una distribucién binomial, por las razones anteriormente expuestas podemos
pensar que el modelo logistico puede servir para modelar los valores esperados de la
respuesta en funcién de los factores considerados, de forma tal que para todo 7 se

tendrd que:

T (Xi, B) — eXp(BO + ﬁlvxil + 52$i2)
1+ exp(By + B1zi1 + Baziz)
Al considerar el “link” logit, y para la ¢—ésima condicién experimental, esta ex-

(3.6)

presion se transforma en:

logit[m (xi, B)] = By + B1xi1 + Batio (3.7)



3. Disenos estaticos 52

Para cada una de las condiciones experimentales podra definirse la siguiente tabla:

CE|1| Al B| C|m | m Yi T
1 1] -1 -1 1|my | m |y indep- binom(myq, 1) 7%11
2 |1 1| =1 —=1|mg|m |y indep. binom(mz, m3) ,%22
3 | 1| 1] 1| -1|ms|ms|ys "~ binom(ms,ms) | £
4 (1| 1]t 1| ma | ma | s P binom(ma, ) mi

En la misma, mediante la notacién 1, A,B y C referimos al vector columna de
unos, al primer factor (z1), al segundo factor (x2) y a la interaccién de ambos factores
(z12), respectivamente. El indice m; refiere a la cantidad de repeticiones del expe-
rimento de Bernoulli ocurridos en la i-ésima condicién experimental (CE), en donde
cada uno de los cuales ocurre con una probabilidad de éxito igual a ;. Asi, para una
CE determinada, se realizardn m,; observaciones binarias (0 6 1), que llevardn a contar
con y; éxitos totales, 0 < y; < m;. Las dos tdltimas columnas indican la distribucién
asociada al nimero de éxitos de cada CE —todas binomiales independientes— y la
estimacién de cada una de las correspondientes probabilidades de éxito, 7;, respecti-
vamente.

La estimacién médximo verosimil del vector de pardmetros de (3.6) o de (3.7), se
realiza mediante métodos iterativos, propios de los modelos no lineales. El estimador as{
obtenido resultard asintéticamente insesgado, con distribucién asintéticamente normal
y cuya variabilidad estard expresada mediante la matriz de varianzas y covarianzas que
ya hemos comentado:

V(B) = [a(9) (X'WX) " (3.8)

que para el caso binomial, se tiene como propiedad que a (¢) = 1. De acuerdo con la

expresion (3.3), la tltima expresién tendrd por matriz W de “pesos” a la siguiente:

W — diag{ m; exp(By + B1xi1 + Bozi2) }

[+ exp(By + B1zi1 + Bazia))

Estimando el vector de coeficientes 3 = (5, 81, 33) mediante los algoritmos ante-
riormente indicados, se reemplazan en (3.8) y se llega a la matriz asintética estimada
de varianzas y covarianzas para este diseno. El programa R permite realizar esto sin

mayor dificultad.



