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Capitulo 5

Definicién de estrategias

Luego de haber presentado y comentado brevemente los alcances actuales de la
MSR, y mediante algunas técnicas utilizadas en el enfoque cldsico y otras que provienen
de los MLG, nos abocaremos en esta Parte II a explorar superficies tedricas simu-
ladas, de modo que puedan proponerse criterios objetivos para decidir qué estrategia es
la mads conveniente. La utilizacion de datos simulados y de las rutinas de estimacidon
de pardmetros mediante aplicaciones del programa R serdn la clave para evaluar ca-
da una de estas estrategias. Dichas superficies constituirdn unas ciertas superficies
tedricas, que al mismo tiempo serdn las representaciones de los valores esperados de
la respuesta', alrededor de los cuales se generardn puntos aleatoriamente. Con éstos
se ajustardn modelos de primero y sequndo orden cuando corresponda, siguiendo la

estrategia secuencial de erperimentacion.

5.1. Introduccioén

Al iniciar un estudio de exploracién secuencial®> de una superficie de respuesta —
desconocida— en la que el experimentador pretenda encontrar el lugar geométrico que
tiene el valor esperado de una variable respuesta para un cierto grupo de factores bajo
su control, se definird un cierto nimero de condiciones experimentales de antemano
sobre la base de condiciones técnicas y econémicas disponibles.

Cuando sobre la base de este control sobre los niveles de los factores sea posible
realizar observaciones del valor esperado de la superficie de respuesta, se podrdn ajus-

tar funciones de aproximacién de la respuesta verdadera, cuyos pardmetros deberdan

'Recordemos que para una distribucién binomial y, de indices m y 7(x, 8), su valor esperado estar
dado por: E(y | x) = mn(x,8). Considerando una proporcién observada de éxitos dada por p = y/m,
el valor esperado anterior se transforma en: E(y/m | x) = E(p | x) = w(x, 8), lo cual sigue la linea de
nuestra observacién anterior.

2De acuerdo con los conceptos que venimos explorando, esto constituye el enfoque dindmico.
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5. Definicién de estrategias 77

estimarse para luego evaluar modelos ajustados. Ello no obstante, y como los datos
nunca se tienen antes de realizar el experimento, creemos que resultard 1til hacer un
estudio preliminar sobre la base de datos simulados computacionalmente.

En esta parte del trabajo proponemos un punto de vista conceptual y préctico
sobre los principios generales que deberian considerarse para “calibrar” la familia de
estrategias frente al problema de ajustar superficies de respuesta para datos binarios
mediante simulaciones. Este proceso generador de datos quedard materializado en una
superficie de respuesta concreta, o superficie tedrica, que serd el lugar geométrico en
donde tengan sentido los valores esperados de los puntos de funcionamiento del proceso
que estudiaremos. A partir del mismo, obtendremos los datos con los que evaluaremos
los disenios para ajustar los modelos que comentamos.

Para estudiar superficies de respuesta para datos binarios, lo primero que debe
hacerse es identificar un proceso cuyo comportamiento tenga esta caracteristica de
naturaleza binaria. A estos efectos, simularemos las observaciones de la respuesta com-

putacionalmente utilizando las buenas prestaciones del programa R.

5.2. Consideraciones de la estrategia propuesta

Presentamos en esta seccién un “mapa” general del estudio del tema que nos ocupa,
que para hacerlo mds préactico, hemos dividido en etapas sucesivas. Comentaremos
seguidamente en qué consiste cada una de ellas de forma esquemdtica y en lo que
queda del trabajo, nos ceniremos a desarrollar cada una de ellas, al mismo tiempo que
incluiremos detalles y observaciones a medida que vayan surgiendo en el desarrollo que

llevamos a cabo.

5.2.1. Superficie tedrica

Partimos de la situacién que el experimentador que se encuentra frente a un sistema
en el que se pretende maximizar una probabilidad de éxito de un proceso, para el cual
tiene identificados ciertos factores de variabilidad que piensa que tienen influencia sobre
aquella respuesta. Como comentamos anteriormente, dicho proceso estard representado

mediante una superficie tedrica, ST, que simularemos computacionalmente.

5.2.2. Presupuesto fijo

El escenario que hemos previsto para esta situacién es aquél en que se ha dispuesto
un presupuesto fijo para destinar a la experimentacion, que se traducird en un nimero
maximo fijo de puntos experimentales que podran observarse. Con toda la informacién

que pueda obtenerse, definiremos ciertas medidas de la calidad de ajuste conseguida
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luego de haber utilizado todos los puntos. Para ello, hemos basado nuestro estudio
posterior a través de la consideraciéon de un presupuesto definido por el costo asociado

a n = 1500 puntos observacionales.

5.2.3. Respuesta

= Las respuestas provienen de un nimero fijo de procesos binomiales, cada uno

consistente en m,; realizaciones de un proceso de Bernoulli en el cual interesa

una caracteristica llamada “éxito”, que ocurre con una probabilidad igual a ;.
[1¥

La definicién de esta caracteristica de calidad “éxito” dependerd del proceso en

estudio y de sus objetivos a seguir.

s Cada proceso binomial individual ¢ quedard caracterizado por un conjunto par-
ticular de valores de un grupo de factores de variabilidad, x;, controlados por el
experimentador, que definird una condicién experimental particular de la cual
se observardn realizaciones del proceso binomial asociado. Asi, en la i-ésima
condicién experimental, se habrén realizado m; repeticiones del experimento de
Bernoulli (éxito-no éxito) y se habran obtenido y; éxitos, cada uno de ellos, con
probabilidad 7r;. Supondremos asimismo que el nimero de éxitos obtenido en
una condicién experimental no aporta informacién para predecir los éxitos de
cualquiera de las otras condiciones experimentales. Esto es: partiremos también

de distribuciones independientes.

= La respuesta a estudiar serd el valor esperado del niimero de éxitos obtenidos en
cada condicién experimental, que es igual a la probabilidad de éxito de la misma.
Como respuesta “observada”, se tendrdn las proporciones de éxitos conseguidas
en cada una de las condiciones definidas, que es el estimador méaximo verosimil
de la probabilidad de éxito.

5.2.4. Factores y niveles

= Se establece un conjunto de k = 2 factores de variabilidad, de naturaleza fija,
que tomardn valores de tal forma que cada uno de ellos identifique univocamente
una condicién experimental, para la cual se realizardn varias observaciones del

numero de éxitos.

s Consideraremos que cada factor podrd tomar solamente dos valores: uno “bajo”
y otro “alto”, cuya especificacién dependerd de la naturaleza del factor (p. €j., y
siguiendo la l6gica de los disenos 2%, un factor z; puede llegar a tomar los niveles

—1y 1para el caso en que se consideren unidades codificadas).
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= La probabilidad de éxito —salvo que su verificacién acuse lo contrario— se
supone constante para una misma condicién experimental y se la asociard a
los factores y sus coeficientes mediante una cierta funcién (x, 3), que depende
de los niveles considerados para los factores y de un conjunto de factores des-

conocidos.

5.2.5. Modelos

Utilizaremos el modelo logistico para enlazar el valor esperado de la respuesta con

la funcién lineal de los factores, el predictor lineal, es decir:

_exp(By+x'b+x'Bx)
~ 14exp(By +x'b+x'Bx)’

E(yi | x;) = m(xi,8)

Cuando nos resulte conveniente, emplearemos la transformacion logit del mismo. Co-
mo corolario natural, resulta que la transformacién logit es de naturaleza mondétona,
diferenciable y creciente, con lo que las observaciones —en el sentido de “aspectos a ob-
servar”, no del de valores de una variable— que podamos realizar de la funcién 7 (x, 3)

seran andlogas a las que puedan realizarse para el predictor lineal n = 5, +x'b+x'Bx.

5.2.6. Disenos factoriales y MLG

La utilizaciéon del modelo logistico —y su transformacién logit asociada— permite

cumplir los requisitos basicos impuestos para el empleo adecuado de los MLG:

= Se dispone de n observaciones independientes de la respuesta, que serdn rea-
lizaciones de una cierta variable aleatoria “y; = nimero de éxitos observados en
la condicién experimental i-ésima, cada uno de los cuales con probabilidad de
éxito igual a ;7. En este sentido, se consideran m; repeticiones del experimento
de Bernoulli, cada uno con la misma probabilidad de éxito, llegdndose a contar
y; éxitos en total, 0 < y; < m;. Para nuestro estudio, mantendremos constante
el valor de m, considerando en todos los casos un tamano de observaciones de
m = 100.

» La distribucién binomial pertenece a la familia exponencial de distribuciones (ver
Apéndice B).

= Los factores de variabilidad proporcionan un conjunto de predictores lineales

n = By + x'b + x'Bx, para todas las condiciones experimentales.
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5.2.7. Variables de estudio propuestas

Se trata de definir una estrategia de exploracién para un proceso representado por
una superficie de respuesta tedrica, cuya respuesta tenga naturaleza de una proporcién,

para el cual hemos definido tres variables principales:

s Factor de centro, denotado por w, comprendido entre 0 y 1, que permite definir
un plano paralelo al plano de los factores con el que se intersecte a la superfi-
cie tedrica. Dicha interseccién define una curva de nivel —eliptica— la cual es

utilizada para definir el primer centro de experimentacion.

s Lado del diserio, denotado por L, que se definird tomando al punto anteriormente
definido como centro de un cierto disefio factorial rectangular, de lados propor-
cionales a L. Para simplificar esta primera aproximacién, se tomar#n factoriales

que contengan superficies cuadradas, ambas con el mismo valor del lado.

= Salto entre centros, denotado por S, que llamaremos “salto”, que representard la
longitud en valor absoluto que separa un centro de diseno del siguiente. A partir
de los modelos ajustados, se calculan los cosenos directores de los correspon-

dientes saltos.

5.2.8. Niveles para las variables de estudio

Para las variables de estudio propuestas, establecemos 5 niveles fijos para cada una
de ellas. Mediante la definicién de dos familias de selecciéon de modelos ajustados —las
cuales describiremos mads adelante— se buscardn las mejores condiciones operativas

del proceso. En los puntos siguientes, explicaremos esta secuencia paso a paso.

5.2.9. Objetivo

Partiendo de una superficie de respuesta que sea la que mejor se considera que se
aproxima a un proceso real, el objetivo serd el de encontrar los niveles de las 3 variables
de estudio propuestas, w, L y S, que alcancen los mejores valores posibles de las dos
familias de criterios de seleccién de modelos que explicaremos seguidamente. Dichos
niveles encontrados, representardn los “mejores” valores de la probabilidad de éxito

dentro de las regiones consideradas.

5.2.10. Etapas de estudio

En el desarrollo de nuestra estrategia, formada por las 3 variables de estudio, w,
L y S, dividiremos nuestra evaluaciéon de estrategias en 4 etapas consecutivas, que

facilitardn la exploracién sistemédtica de los casos a analizar.
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Etapa I: todas las variables fijas para 1 caso

Inicialmente, y como hemos comentado anteriormente, partiremos de un primer
caso de estudio en el que dispondremos de un presupuesto fijo de 1500 puntos ex-
perimentales tipo Bernoulli, que se pueden expresar también como una sucesién de 3
disefios de 5 puntos binomiales, cada uno contabilizando el nimero de éxitos prove-
nientes de 100 experimentos de Bernoulli®. Al conjunto de estos 15 puntos binomiales
(6 1500 de Bernoulli) lo identificaremos como un “caso” o, siguiendo la nomenclatura
que utiliza el programa R, un “data frame” de puntos. Como punto de partida, tam-
bién tomamos un valor fijo? para el Factor de centro, w, como asi también para las
otras variables, L y S.

Como veremos mds adelante, a partir de la definicién del Factor de centro w,
estaremos en condiciones de proponer una forma de establecer la localizacién del primer
centro de experimentaciéon. Mediante la consideracién del valor elegido para el lado del
disenio, L, se podrd estudiar un primer diseno que permita ajustar un modelo con los 5
puntos de diseno recientemente descritos: el central y los 4 que componen el factorial.

Una vez que se ha ajustado el primer modelo con los 5 puntos del primer disefio, se
determina con los coeficientes estimados del mismo la direccién de maximo crecimiento
de la respuesta, o “steepest path”. Pero ;cudnto habrd que moverse hacia un nuevo
conjunto de puntos una vez definido este gradiente? Ante esta cuestién, es que tomamos
en consideracioén la tercera variable, S, que medira el valor absoluto del “salto” en la

direccién y sentido del gradiente.

Etapa II: todas las variables fijas para 15 casos

En esta segunda etapa, se hace exactamente lo mismo que en la anterior, partiendo
de los mismos valores de las 3 variables. Al tener w el mismo valor en todos los casos, el
primer centro serd el mismo. Lo mismo aplica con el lado del factorial, L. Sin embargo,
es de esperar que la generacién de éxitos correspondiente a cada punto de diseno ya
no sea la misma que en el caso anterior, lo cual definird un modelo ajustado distinto al
primero y a su vez, un gradiente distinto. Si bien se mantiene el valor adoptado para
S, ya su direccién no serd entonces la misma. De este modo, se obtendrd un segundo
centro distinto al del primer caso, lo mismo que un tercer centro.

Si repetimos esta idea unas 15 veces en total, tendremos 15 casos distintos de

secuencias de disenios factoriales a dos niveles y evaluados en los mismos 3 valores

3Sin embargo, esta es solamente una de las posibilidades disponibles. Cuando abordemos el capitulo
de conclusiones, haremos referencia a las extensiones de estudio que pueden realizarse teniendo en
cuenta este esquema de partida.

“En el capitulo 8 damos una justificacién acerca de la eleccién de los niveles para estas tres variables
de estudio propuestas.
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de las variables de estudio. Los mismos constituyen 15 cuadros de puntos. La idea
principal de esta replicacién es que al evaluar el ajuste de los 15 modelos finales
obtenidos respectivamente, se reduzca la variabilidad de los estadisticos con los que

mediremos la calidad de ajuste de los mismos.

Etapa III: L y S variables, para w fija

Anteriormente, comentamos que nuestro estudio comenzaba con la eleccién de un
valor fijo para L y para S. En esta etapa, no tendremos en cuenta 1 sino 5 niveles tanto
para L como para S, aunque seguiremos con el mismo valor fijo tomado para w que en
la etapa anterior. Con todos estos niveles considerados para ambas variables formamos
una matriz —que dimos en llamar matriz LS— que comprenderd las 5 x 5 = 25
posibilidades de combinacién de los niveles de estas dos variables para un mismo valor
de w. Todo este esquema de niveles corresponde a una sola “corrida” de las 15 que
definimos en la etapa anterior.

Con el mismo esquema que seguimos en las etapas [ y II, evaluamos aqui los 15
cuadros de puntos en cada una de los 25 casos que define la matriz LS. El inico aspecto
que tendrdn en comun tanto disefios de puntos como modelos finales ajustados, es que
al ser constante la variable w, todas las exploraciones secuenciales partirdn del mismo

punto inicial.

Etapa IV: L, S y w, todas variables

Finalmente, y de forma andloga a como hicimos en la etapa anterior, tomando los
mismos 5 niveles para cada una de las variables L y S, aqui consideraremos otros 5
niveles para la variable restante, w. Por simplicidad, tomaremos el siguiente vector de
niveles:

w = {0,50;0,10; 0,15; 0,20; 0,25} x 100 %

Resulta bastante directo encontrar que cada nivel de w definird una posicién ini-
cial distinta para el primer centro de experimentacién. Asociado este hecho con la
consideracién de los 15 cuadros de puntos, evaluados a su vez en las 25 condiciones
dadas por las filas de la matriz, nos queda planteado un problema interesante, que en
definitiva serd el que define el objetivo de nuestro estudio: habiendo definido criterios
de evaluacion determinados para las estrategias de exploracion, nos centraremos en
encontrar qué valores de las 8 vartables hacen que se obtengan los mejores valores de
los estadisticos correspondientes, los cuales redundardn en una mejor aproxrimacion de

la ST a través del modelo ajustado.
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5.2.11. Evaluacién de estrategias

Para poder evaluar de manera objetiva qué estrategia seguida es la que ha dado
mejores resultados, hemos definido dos criterios de los cuales nos valdremos para elegir
qué modelo ajustado es el que mejor nos sirve para alcanzar nuestro objetivo. La
informacién que proporcionen los modelos ajustados para cada caso evaluado, junto
con todos los puntos de diseno considerados a lo largo de toda la experimentacion,
permitirdn calcular bdsicamente dos estadisticos y compararlos homélogamente.

Los dos criterios definidos se basan en estadisticos calculados con toda la informa-
cién que ha proporcionado la utilizacién de todo el presupuesto disponible. Cada uno
de ellos, define un criterio propio de evaluacién de bondad de ajuste, que definimos a

continuacién:

Criterio I: cantidad de informacién

Partiendo de primer centro de experimentacién —definido por w—, de un par de
valores®, uno para el lado del disefio, L, y otro para el salto, S, esta estrategia consiste
en disenar factoriales a dos niveles en etapas sucesivas y ajustar modelos logisticos con
todos los puntos observados hasta la iltima etapa. Considerando el modelo completo,
es decir, con todos los términos del tdltimo modelo ajustado, se calcula el determinante
de la Matriz de Informacién de Fisher, que abreviaremos de aqui en méds como MIF,
que sera:

det(Ip) = det(X'WX)

En nuestro estudio, consideraremos el cédlculo de los determinantes de las MIF
teniendo en cuenta ambos casos, como asi también los logaritmos de los mismos, te-
niendo como objetivo encontrar qué modelo es el que maximiza esta cantidad, que
serd el mismo que minimice la matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes del

modelo.

Criterio 1I: proximidad al miximo

El otro estadistico que definimos para evaluar la calidad del modelo ajustado toma
como punto de partida el punto X1 que corresponde al maximo valor del mode-
lo ajustado en el plano de los factores. Evaluando dicho punto en el modelo teéri-
co, T(Xmax,3), tendremos una idea de cudnto nos hemos aproximado a las mejores
condiciones “tedricas”, valor dado por 7(Xmsx,3). En la figura 5.1 representamos es-

quemdticamente este estadistico para el caso de un solo factor:

>Partiremos de la evaluacién de 5 niveles tanto para L como para S, configurdandose asf una matriz
LS formada por una “rejilla” formada por 25 valores.
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Figura 5.1: Definicién del estadistico 7(Zmax, 3) como medida de calidad del ajuste.

En la misma figura 5.1 podemos distinguir dos modelos: el tedrico y el ajustado
que se ha conseguido al haber agotado todo el presupuesto disponible, representados
por 7(z,3) y %(m,@), respectivamente. Para el caso del modelo ajustado, su punto
méximo estard dado por T(Zmsx, ,B), cuya abscisa serd el punto Zpysx. Este punto se
puede considerar como el que le informa al experimentador de las mejores condiciones
que se han podido conseguir luego de ajustar el modelo. Pero como ese punto tiene
naturaleza aleatoria, utilizarlo como medida de bondad de ajuste podria no resultar
muy claro. Para ello, si lo evaluamos en un modelo menos variable como por ejemplo el
tedrico, tendremos una idea mds clara de cudnto se ha conseguido mejorar el proceso

mediante su comparacion con el valor méximo del modelo tedrico.

Nota bene: queda claro que, de acuerdo con lo que venimos explicando, la pro-
gresién en el proceso de evaluacién de ambos criterios sigue las 4 etapas definidas
anteriormente: (a) todas las variables fijas para 1 caso; (b) todas las variables fijas
para 15 casos; (¢) w fijoy L y S variables para los 15 casos, y (d) L, S y w variables

para los 15 casos.

5.3. Desarrollo de las estrategias

Para organizar mejor el desarrollo de estas estrategias, hemos organizado nuestro
estudio de acuerdo a los contenidos de los préximos 2 capitulos, agrupando sus temas

de acuerdo con el siguiente esquema:
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» Desarrollos: primera parte (Capitulo 6)

» Desarrollos: segunda parte (Capitulo 7)

A continuacién, damos un breve panorama de los contenidos de cada una de éstas,
que estudiaremos detenidamente en los respectivos capitulos para el caso particular de

un proceso generado computacionalmente.

5.3.1. Desarrollos: primera parte

El primer paso que es necesario dar serd de alguna manera especulativo: diremos
que el proceso que pretendemos explorar es susceptible de ser representado mediante
una ST. Para ello, supondremos que a través de la integracién de otras fuentes de
conocimiento tanto estadistico como no estadistico, hemos podido establecer un cierto
modelo como “adecuado”, es decir, de una ST en la que supondremos un valor para
el vector de pardmetros (3.

Nuestro estudio se enmarca en la consideracién de ST generadas por k = 2 factores,
1y Z2, los cuales supondremos de naturaleza continua, que también supondremos que
se han determinado en ausencia de error. Como caso méds global, nos centraremos en las
superficies que provengan del modelo mas genérico para esta configuracién de factores,
que serd el modelo completo de seqgundo orden, que comprenderd tanto los términos
de primer orden en los factores como los de segundo (incluyendo los cuadriticos y la
interaccion de los efectos principales). Esta indicacién nos lleva a consdierar un cierto

vector de pardmetros del modelo, 3, con p = 6 pardmetros, definido por:

B = (BOa Bla B2a 5117 522» Bl2)la

Al considerar el modelo logistico, la ST estard dada por expresiones como la (5.1):

r(x, 0) = exp(By + x'b + x'Bx)

= 5.1
1+ exp(By + x'b + x'Bx)’ (5:1)

exp(By + x'b + x'Bx)
1 + exp(By + x’b + x’'Bx)

1, (5.2)
en donde:
By +x'b 4+ xX'Bx = B + 121 + Bota + Broz12o + B1122 + Sogt

constituye el predictor lineal —completo de segundo orden— del modelo correspon-
diente.
Dado que la funcién 7(x, ) dependerd de los valores que tome el vector de pardme-

tros (3, asignaremos a cada uno de ellos un vector de niveles, segun el cual, cada f3;
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considerado en el modelo dado por la ecuacién (5.1) podrd tomar 3 posibles valores,
que en términos generales diremos que serdn: —a, 0 y a, siendo a un escalar cualquiera.
Para hacer sistemaético el estudio y comparar resultados, se partird de una sola con-
figuracion del vector de pardmetros, si bien la flexibilidad del programa R permite
evaluar multiples configuraciones de aquél vector.

Habiendo definido estos 3 posibles niveles que pudiera tomar cada uno de los p = 6
pardametros del modelo, es posible considerar todas las posibles configuraciones de
pardmetros que podria llegar a tomar la superficie tedrica. Asi encontramos que se
podran considerar 3% = 729 modelos o configuraciones posibles del vector 3. La uti-
lizacién del programa R nos resultard de gran utilidad para la generacién y tratamiento
de cada una de las familias de modelos simulados, que quedardn materializas mediante
las matrices de los modelos asociados, de 729 filas x 6 columnas, cada una de ellas co-
rrespondiente a la asignacién de los tres niveles posibles a cada uno de los coeficientes
B; considerados en el mismo modelo.

Disponiendo ya de una tabla de modelos disponibles para una configuraciéon del
vector 3 como describimos en la subseccién anterior, el experimentador elegird la fila
que juzgue que mejor representa a su proceso, es decir, un modelo teérico materializado

por un cierto vector,

/6 = (BOa Bla B2a B1175227512),a

el cual definird la ST que generard las observaciones del proceso que estudiaremos.
El paso siguiente serd el del diserio en el estricto sentido estadistico: determinar la
localizacion de los puntos de diserio de tal modo de obtener la mdzima informacion del

proceso real, asociado al menor esfuerzo experimentall.

5.3.2. Desarrollos: segunda parte

Siguiendo la misma ténica que en el esquema propuesto para el Capitulo 6, en el
siguiente ampliaremos nuestro estudio de 1 a 15 casos generados aleatoriamente para
la misma estructura de estudio: una terna de valores fijos para w, L y S, que a su vez
corresponde con lo que llamamos “Etapa II” de las etapas de estudio.

Finalmente, para los Capitulos 8 y 9, dejaremos el estudio de la consideracién
de los 5 niveles para cada una de las mismas variables, luego de lo cual, ensayaremos
nuestras conclusiones acerca de lo que hemos podido aprender en el desarrollo de esta

estrategia propuesta de experimentacién.

SEn el caso de la estrategia de “presupuesto fijo” que hemos elegido, esta minimizacién de esfuerzo
experimental se adapta al nimero de puntos experimentales disponibles, claro est4.



