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INTRODUCCION

Fermat, motivado por la lectura de Diofanto, conjeturd
que todo entero primo congruente con 1 mSdulo 4 es represen
table, de manera {nica salvo el signo y el orden, como suma
de dos cuadrados; asi como que todo entero positivo es suma
de cuatro cuadrados. Estos resultados fueron probados por
Euler y Lagrange.

La caracterizacidn de los enteros representables como
suma de tres cuadrados fue dada por Legendre. Gauss did el
nlmero total de representaciones primitivas de un entero n
como suma de tres cuadrados, en funcidn del niimero de cla-
ses de formas cuadrdticas binarias de discriminante -n.

El cdlculo del niimero de representaciones de un entero
como suma de 2,4,6 y 8 cuadrados fue llevado a cabo por
Jacobi, mediante la teoria de funciones elipticas. Las f&r
mulas correspondientes se obtienen igualando coeficientes
en ciertas identidades satisfechas por su funcidn theta.
Las investigaciones de Jacobi fueron proseguidas por
Liouville y Ramanujan, entre otros, y en ellas se encuentra
uno de los origenes del estudio de las llamadas formas mo-
dulares de peso entero.

En general, el cdlculo del niimero de representaciones
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de un entero por una forma cuadrdtica, entera, concreta es

muy complicado y resulta imposible obtener f6rmulas exactas
que expresen dicho niimero. Para paliar este inconveniente,

Gauss, en el caso de formas cuadriticas binarias, introdujo
el concepto de género; éste fué convenientemente extendido

por Eisenstein, Smith y Minkowski a formas de un niimero ma
yor de variables. Siegel en 1935 did fdrmulas para una me-

dia, convenientemente ponderada, del niimero de representa-

ciones de un entero por todas las formas que integran un gé
nero.,

El estudio por via analitica, andlogo al de Jacobi,
del niimero de representaciones de un entero como suma de
un nimero impar de cuadrados fue comenzado por Hardy y
Mordell, y conduce al estudio de las formas modulares de
peso semientero. Este Gltimo concepto puede decirse que no
ha sido completamente clarificado hasta los trabajos de
Shimura de 1973, E1l caso de tres variables es el mids deli
cado; asi no ha sido hasta 1984, en el trabajo de Schulze-
Pillot, que se ha probado que la serie theta del género de

una forma cuadratica ternaria es una serie de Eisenstein.

En esta memoria nos ocupamos del siguiente problema

relativo a las sumas de tres cuadrados:
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Dado un entero n, hallar el valor de % méximo del cual
se puede afinmar que exdsie una representacdidn de n como su

ma de trhes cuadrados

2, 2, 2
n = x1+x2+x3 ’

con & sumandos primos con n.

Este problema, aparte de su interés intrinseco, ha si-
do motivado por su conexidn con la biisqueda de enteros n pa
ra los cuales toda extensidn central del grupo altermnado An

es grupo de Galois sobre Q.

La nica referencia existente en la literatura de un
problema andlogo al que nos ocupa es el resultado elemental
de Catalan, de 1880, de que toda potencia de 3 es suma de

tres cuadrados primos con 3.

La memoria estd dividida en seis capitulos.

En el primer capitulo se hace la presentacidn del pro
blema, diciéndose de €1 todo lo que se puede mediante méto
dos elementales. Se detalla asimismo su relacidn con el pro

blema inverso de la teoria de Galois, antes mencionado.

En el segundo capitulo se dan fdrmulas que, de todas

las representaciones de un entero como suma de tres cuadra
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dos, descuentan aquellas que tienen k tdrminos no primos con
n, para k = 1,2,3, Como estas fdrmulas son de evaluacidn im-
posible, se definen a su vez, en este capitulo, unas fdrmu-

las en "media" que aproximan a las primeras y son evaluables.

El estudio de estas filtimas se lleva a cabo en los ca

pitulos III y IV,

En el capitulo V se estudia el error cometido en la
utilizacidn de las fdrmulas en "media" en vez de las f8rmu-

las exactas,

Todo ello permite en el capitulo VI dar una respuesta
al problema., Se obtiene que, si un entero n es suma de tres

cuadrados, entonces

i) Si 4|n , es & = 0.

ii) Si A(n y m.c.d.(n,10) f l, es g = 2, si nes suficiente

mente grande,

iii) Si m.c.d.(n,10) = 1, es g4 = 3, si nes suficientemente
grande,

Se pone de manifiesto mediante ejemplos, que la condi
¢idn de que n sea suficientemente grande en ii) y iii) es

irrefinable., Es decir, la solucidn del problema es de natu
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CAPITULO I

EL CONCEPTO DE NIVEL

En este capitulo se presenta el concepto de nivel de
un entero, relativo a las representaciones de &ste como su

ma de un niimero fijo de cuadrados.

§1, Niveles

Definicidn. Dada una representacidn de un entero n como su-

ma de k cuadrados,

diremos que ésta tiene ndivef & , si 2 es el nimero de suman

dos que son primos con n , es decir si
g = # {i]m.c.d.(xi,n) =13} .

Dado un entero k , denominaremos k-nivel de n , desig-
ndndolo por g(n,k), al nivel md3ximo de las representaciones

de n como suma de k cuadrados; o sea

2(n,k) = mdx {g]|g = nivel de (n =



Es bien sabido que todo entero positivo es suma de 4
cuadrados. Si n no es suma de k cuadrados, (k<3), conven~
dremos en escribir 2(n,k) = -1,

Evidentemente, para todo entero n es -1 < 2(n,k) < k .
Si k<k', entonces 2(n,k) < 2(n,k'). Y para todo entero k es
2(l,k) = Kk,

La determinacidn de 2(n,2) no ofrece dificultadscomo

muestra la siguiente

Proposicidn 1.1. Para un entero cualquiera n>]1 se tiene que

i) Si 4fn y todo divisor primo impar de n es congruente

con 1 médulo 4, entonces 2(n,2) = 2 .,

ii) Si A\n 5 si todo divisor primo de n congruente con 3
mddulo 4 aparece en la descomposicidn de n en factores pri

mos con exponente par, entonces 2(n,2) = 0 .

iii) En los casos restantes, ésto es si algiin primo con-
gruente con 3 mddulo 4 divide a n con exponente impar,

entonces 2(n,2) = -1 .

Demostracidn.

i) Bajo estas condiciones n admite al menos una represen

tacidn paimitiva como suma de dos cuadrados, es decir,

n = x2+y2 con (x,n) = (y,n) = 1, indicando por (x,n) el

m.c.d.(x,n). Por tanto es &(n,2) = 2,



ii) En estas condiciones n es suma de dos cuadrados, pero
no admite ninguna representacidn primitiva, asi que

2(n,2) = 0 .

iii) En este caso n no es suma de dos cuadrados y por tan-

toyes 2(n,2) = -1 . #

Si k>4 es facil determinar los enteros n para los cua

les 2(n,k)>1 , como vemos a continuacidn.

Proposicidn 1.2, £(n,4)>1 si y s8lo si n # O(mdd 8).

Demostracidn. Si n = 0(m8d 8), se tiene que toda representa

cidn de n como suma de 4 cuadrados, n = x2+y2+22+t2 verifi-

ca que m.c.d.(x,y,z,t) > 2 , de donde 2(n,4) = O .
Ahora bien, si n = 2,3,4,6,7(mwdd 8), entonces
n-1=1,2,3,5,6(md6d 8) y, por tanto, en estos casos n-1 es

suma de tres cuadrados; es pues 2£(n,4) > 1 .

21

Sin = 1,5(m8d 8), entonces n-4 5,1(mdéd 8). Asi pues,
como n-4 es suma de tres cuadrados y como en ambos casos

2/n se tiene que 2(n,4) > 1 . #

Obsérvese que para todo entero positivo n, n-! es suma

de cuatro cuadrados, con lo cual 2(n,k) > 1 , para k>4 .



§2, E1 3-nivel de un entero

Es bien conocido que todo entero positivo n # 4% (8m+7)
puede expresarse como suma de 3 cuadrados. Estd claro que
si £(n,3) > 1 , entonces n posee, a fortiori, una represen

tacidén primitiva como suma de 3 cuadrados :

n = x2+y2+z2 . m.c.d.(x,y,2) = 1 .

Dirichlet (cf.[lzj) probd que todo entero positivo
n # 0,4,7(m6d 8) admite una representacidn praimitiva como
suma de 3 cuadrados. Asi pues, es precisamente para estos
enteros para los que cabe preguntarse cuidndo es £(n,3) > 1.
La observacidn de todas las representaciones de enteros po
sitivos, n # 0,4,7(méd 8), como suma de tres cuadrados pa-
ra n < 105 ha puesto de manifiesto que 2(n,3) > 1 para to
dos ellos.

NStese que una determinada representacidn primitiva no

tiene por qué tener nivel 1 , por ejemplo 870 = 2-3:5.29
tiene la representacidn de nivel cero 870 = 22+52+292 . No
obstante, 2(870,3) = 1 ya que las representaciones, salvo

orden y signos, de 870 como suma de 3 cuadrados son las si-

guientes :

26
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Consideramos ahora diferentes casos en los que 2&(n,3)

se puede estimar mediante métodos elementales.

Proposicidn 1.3.

0(mdd 4) entonces 2(n,3) < 0.

i) Si n

O0(méd 2) 8 (mbéd 5), entonces ¢(n,3) < 3 .

ii) Si n

Demostracidn.

i) Si n = O(mdd 4) y si n es suma de tres cuadrados, bas-
ta tomar congruencias mddulo 4 para ver que no admite nin-

guna representacidén primitiva. Por tanto, %£(n,3) < O .

ii) Si n admite una representacidn primitiva como suma de
tres cuadrados no nulos, entonces basta pasar a clases de
restos mddulo 2, & médulo 5, respectivamente, para obtener
que £(n,3) < 3 .

Observemos que no hace falta hacer ninguna restriccidn
sobre n ya que :

Si n no es suma de tres cuadrados, es -1 = 2(n,3) < 3 .

Si n es suma de tres cuadrados y toda representacidn

como tal es

entonces 2£(n,3) = 0 .



Si n es suma de tres cuadrados y todas sus representa-

ciones son del tipo

2, 2 -
X +y +22 R z = 0 , esta claro que

=}
"

0 si (x,y) > 1 para todo X,y .
2(n,3)

[

2 si (x,y) = 1 para algin x,y . #

Lema 1.4, Si n x2+y2+22 es una representacidén primitiva co
mo suma de tres cuadrados no nufos y p un factor primo de n

que divide a uno de los sumandos, entonces p = 1 & 2(mdd 4).

Demostracidn. Bajo estas condiciones ~1 es un cuadrado mddu

lo p . #

Teorema 1.5, Sea n un entero positivo y escribamos su des-

composicidn en factores primos en la forma

S | ey B3 Bs
n = 2 pl .oopr ql oooqs 3

1

con p; = 1(mdd 4), q. 3(mdd 4). Tenemos que :

J
o1 %k
Py Py entonces £2£(n,3)

v
N
-

i) Sin

&0&1012 Otk
ii) 8i n =25 Py +eePy ,a+a1>0,0§a51,0§a1,

entonces 2(n,3) = 2.
| %k - - - .
iii) Si n = Py ++ePp con p, = 1(mdd 4) y n es un nimero idd
neo de Euler, entonces 2(n,3) = 2 .
B1 Bg -
iv) Si n = 9, ++9, ¥y M # 7(mdd 8), entonces £(n,3) = 3.

B By B 8 . :
v) Sin= 225 1q22...qss, y n # 7(m6d 8) g + By > 0, 0spsl,

entonces L(n,3) = 2 si B & Bl =0y 2£(n,3) > 1 en otro caso.



e *; By Bs
vi) Si n = Py dy +-eq, ¥y om f 7(m3d 8), entonces £(n,3) > 2 .

oy e @p @y By Bs
vii) Si n = Py Py 4, +++q, yn £ 7(mdd 8), entonces 2(n,3) > 1.
. @) By Bs
viii) Si n = 2pl 9y eeeldg s entonces g£{(n,3) > 1.

Demostracidn.

i) En este caso n admite representaciones primitivas como

suma de 2 cuadrados, por tanto, £(n,3) > 2 .
ii) Basta tener en cuenta i) y la proposicidn 1.3.

iii) En efecto, estos enteros admiten una representacidn pri
mitiva como suma de dos cuadrados y no admiten ninguna repre
sentacidn como suma de tres cuadrados no nulas [33]. Enteros
de estas caracteristicas tememos 13 y 37 , y no se conoce nin

giin otro ejemplo por debajo de 107 [9].

iv) y v) En estos casos, n admite una representacidn primiti
va como suma de tres cuadrados no nulos y basta aplicar el
lema 1.4 ;3 y la proposicidn 1.3,

Un caso particular de iv) , es el resultado de Catalan

(1880, cf. [10]) de que 2(3a,3) = 3 , para todo a > 1 .

vi) , vii) y viii) Son consecuencia inmediata del lema l.4. #

Es fAcil construir familias particulares de enteros
n > 0 para los que 2(n,3) > 2 , aparte de las ya menciona-
das. Por ejemplo, asi sucede con todos los niimeros de 1la
2 - . 2 -+
forma n = 4a“+4a+33 & bien n = 4a"+4a+3 , a€eZ . En efecto,
las familias anteriores son casos particulares de enteros de

la forma

2 2

n o= 4altsar(2P)?% + (292 £ 1% .



que, obviamente, admiten la representacidn
2

b c. 2 2
n = (27) +(27) +(2a+l) , siendo los dos primeros sumandos

primos con n .

Probamos a continuacidn que dado un entero positivo
impar n tal que 2#(n,3) > 1 , si se aumentan, conservando
la paridad, los exponentes de sus factores primos congruen
tes con 1(mdd 4), entonces se consigue nivel mayor & igual

a 2 .

Lema 1.6. (v.[2]) si a,bez:+ verifican que a = af+a§ y
_ . 2,.2,.2
b = b1+b2+b3 s entonces
2, _ 2,2, 2
a’b = cl+c2+c3 ,
siendo
¢, = ab1 - 2(albl+azb2)a1 s
Cy = ab2 - 2(a1b1+a2b2)a2 ,
cg = ab3 .
. a4 _ 2a %1 “r By Bs con
Proposicidén l.7. Sea n = Py *ceP. 4y -+-4q "
P. = 1(méd 4), l<i<r y q. = 3(mdd 4) , 1<j<sya = 03 1 .
i - h] -
oy Y 8 B
. 1 = 2 1 r 1 s
Entonces si 2(n,3) > , ym = Py rreP, g ceedg ,
con y;>a; y ¥y = ai(méd 2) , resulta que :
i) Si o = 0 4 entonces £(m,3) > 2 ,
ii) 8i a = 1 5 entonces 2(m,3) > 1 .



Demostracidn.

i) Escribamos m = azb, siendo
61 §y
a=p; +--P , cony, = 26i+ai sy 1 = l,0u.,r ;Gi > 1,
y b = n ., Entonces a = a§+a§ , con (ai,a) =1 ;1 <1i<2,

_.2,.2..2 _ ) _
y b = b1+b2+b3 , con (b3,b) =1 (bl’b) > 1 (bz,b) > 1

y (b13b23b3) =1 .
Veamos ahora que (cl,m) = (cz,m) = 1 , con lo que que-

dard probado que 2(m,3) > 2 .

1(mdd 4) tal que p|lm , con pfbl y p[b2 ;

er
l1— caso., Sea p

entonces

= —2a1b1a1 £ 0 (mdd p) ,

—
!

c, = -2a;bc, £ 0 (mbdd p) ,

ya que pIa .

22 caso. Sea p 1(méd 4) tal que p|m , con plb1 y psz ;

entonces

c, = -2a2b2a1 0 (mdd p) ,

c, = —Zazbza2 # 0 (mdd p) ,

ya que pla .

3%L caso. Sea p = 1(mdd 4) tal que p|m , con p[b, y pfb, ;

entonces tanto la condicidn ¢ = 0(mdd p), como ¢, = 0(mdd p)



implicarfan que

albl + azb2 =0 (méd p) ,

pero como plbl, resultaria que

a,b
- 272 -
alz———"“——— (modp) ’
bl
y como p]a1 que
2.2 2
a.b a
0= —22 4+ a2 .2 2442 (msap) ,
bZ 2 2 2 1
b
1 1
2 2 _ - _ 2 -
de donde, b1 + b2 = 0(m8d p) yyPOr tanto,b = b3 (méd p),

lo cual es absurdo ya que b = 0(mbd p) vy p]b3 .

As1 que en este caso tambi&n se verifica que c, # 0(mdd p)
y e, £ 0(m8d p), para todo p = 1(mdd 4) tal que p|m .

Adem3s como para todo factor primo de m , q = 3(mdd 4)
se tiene que qfc3, resulta,al ser <y # 0y <, # 0 por el le-

ma 1.4,que q[c1 y q(c2 yspor tantoses 2(n,3) > 2 . Esto con-

cluye la demostracidn de 1i).

ii) En este caso tomamos

61 Sy )
a = p; ««+P. , COM y, = 26i+ai y l<i<r , 6131 R
B1 Bs . _ 2
b = 2q1 ...qs . Igual que en el caso anterior es m = a b .

Para todo divisor primo p # 2 de m se tiene que

0(mdéd p) . Como cy = ab3 resulta que

2)’c3 y al ser 221m , obtenemos gque 2]cl

<y Z 0(mdéd p) vy c,

N

2]4:2 yspor tanto,

R(msB) 2 1l . #



§3. Relacidn del 3-nivel con la propiedad (N)

En este apartado relacionamos el concepto de nivel con
la propiedad (N) de los niimeros enteros, indicando el papel
que juega esta propiedad en el contexto del problema inver-
so de la teoria de Galois,

Seglin Vila, ([44]), recordemos que un entero
n # O,4f7(m6d 8) se dice que tiene la propiedad (N) si exis
ten enteros XjrXysXg tales que n = x§+x§+x§ y , para algiin
i, 1ig3 , (x,,n) = 1y x5 < (a+l)/3

Evidentemente, resulta la siguiente

Proposicidn 1.8. S8Si &(n,3) = 3, entonces n verifica la pro-

piedad (N). #

Como es sabido, el problema inverso de la teoria de
Galois pregunta si, dado un grupo finito G, existe una ex-
tensidn de Galois K del cuerpo de las racionales Q que ten

ga a G como grupo de Galois.

La conexidn de la propiedad (N) con el problema inver

so de la teoria de Galois se establece en el siguiente

Teorema 1.9. ([44],5.18) Si n = 3(m8d 8) es un entero que

verifica la propiedad (N), entonces toda extensidn central,

del grupo alternado,An se realiza como grupo de Galois so-

bre Q . #



El objetivo de los siguientes capitulos es la determi
nacidn exacta del 3-nivel de cada entero,
Siempre que no haya posibilidad de confusidn hablare-

mos de nivel de un entero para designar el 3-nivel.



r(n,f) = #{(xi)ezzk lf(xl,...,xk) = n } s

r¥(n,f) #{(xi)e z;k {f(xl,...,xk) =ny m.c.d.(xi) =11},

k -
rm(n,f) #{(Xi)E(ZZ /m Z) If(xl,...,xk)sn(mod m) } ;
denominando a r(n,f) el ndmero de nrepresentaciones entenras
de n por £ ; r*(n,f) el ndmero de nepresentaciones primiti-
vas de n por £ y, por Gltimo, rm(n,f) ed ndmero de nrepresen

LacLones de n por £, médufo m,

Como que f es una forma definida positiva, r(n,f) es
finito.
Si f es una forma cuadritica diagonal, abreviadamente

escribiremos f = <@1sesesap> , e indicaremos por Ik la for
k

N
ma <1l,...,1> .

Evidentemente, se tiemne que

r(n,f) = I r*(=,f) .
d“|n d

Ello a su vez permite expresar r*(n,f) en funcidn de

r(J%,f), mediante la foérmula de inversidn de M8bius. Se

d
obtiene asi

2

re(n,£) = I w(d) r(5,f) ,
d“|n d

- 14 -
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CAPITULO II

CRITERIOS CUANTITATIVOS PARA LA OBTENCION DEL NIVEL

DE UN ENTERO

En este capitulo se introducen f8rmulas para la deter-
minacidn del 3-nivel de un entero. Si &stas fuesen evalua-
bles, el estudio de 2(n,3) seria directamente abordable.Sin
embargo no lo son y es sdlo posible un cdlculo en promedio
de dichas expresiones. Ello conduce a la definicidn de %téx-

mino princi{pal en la evaluacidn del 3-nivel de un entero.

§1, Nimero de representaciones de un entero por una forma

Sea f una forma cuadratica entera, definida positiva de

k variables :

a..Xg + 2 I
p 11 i<j

f(X) = X.X >

a..X.X.
1] 1]

no~ =

i
con a..€ Z .
1]
.y k
Sea n un entero positivo, un vector (xi) de Z es una
representacién de n por f si es solucidén de la ecuacidn

f(X) = n . Se definen las cantidades



en donde

1 Sin =1
u(n) =<0 Si azfn para algiin a > 1.
r ..
(-1)" Sin = Pyre:P. » Py primos distintos,

es la conocida funcidn de M3bius.

§2. Planteo de los cdlculos para la determinacidn del 3-nivel

de un entero

Sea n un entero positivo, n # 43(8m+7). Designamos por
Di(n) al conjunto de soluciones enteras de la ecuacidn

2 2 2 _
X1 + X2 + X3 = n

con, exactamente, i componentes no primas con n. Designamos

por di(n) al cardinal de Di(n) :

d.(n) = # D.(n) , para i = 1,2,3.
i i

Definimos las siguientes cantidades

dy(n)

g, (n) = ——— ,

r(n,IB)

) dz(n) + d3(n)
gz(n) = r(n I ) b4
*73

dl(n) + dz(n) + d3(n)

g3(n) =

r(n,13)

- 15 -



Se tiene el siguiente

Lema 2.1.

i) Sea n un entero positivo impar, n # 7(mdd 8).
Entonces
2(n,3) > i si y sdlo si gi(n) <1,

para i = 1,2,3,

ii) Sea n un entero par n # 0,4 (méd 8).
Entonces
2(n,3) > i si y sblo si gi(n) <1,

para i = 1,2,

Observacidén. En el caso en que n = 0,4(mdd 8) y n # 42 (8m+7)

se tiene que dl(n)=d2(n)=0 y d3(n)=r(n,I3). En consecuencia
es gi(n) = 1, i =1,2,3.
Ahora bien, si n es par, n # 0,4(mdd 8), se tiene

(cf. proposicidn 1.3) que g3(n) =1,

Definimos a continuacidn unas sumas auxiliares para la
evaluacidn de di(n)’ en donde los enteros a;,a,,a;, se supon

drin siempre libres de cuadrados.

2 2 2
sq(n) & = Z: - u(a1a2a3) r(n,<aj,a,,az>)  ,
a.|n
1
ai+1



= 2 2
SZ(n) E u(alaz) r(n,<al,a2,1)
a.|n
i
ai%l
+ E u(alaz) r(n,<af,1,a§>)
a.{n
i
ai+1
2 2
+ u(alaz) r(n,<1,al,az>)
a.|n
i
ai+1
] 2 .
sl(n) : -u(a) r{(n,<a ’1,l>)

=

+ E -u(a) r(n,<1,a2,1>)
aln
a#l

) —u(a) r(n,<l,1,a>),

siendo u la funcidn de Mobius.

Puesto que,

r(n,<a2,1,1>) = r(n,<l,a2,1>) = r(n,<1,1,az>);
2 2 2
r(n9<a§’a§;>) = r(na<alyla32>) = r(n9<1’alsaz>),
resulta que podemos escribir
z 2
sl(n) = 3 —p(a) r(n,<a »1,15),
aln
atl



sz(n) = 3 E u(alaz) r(n,<a§,a§,1>).

a.|n
i
a,fl
i
Las sumas si(n), i=1,2,3, dan cuenta del niimero de repre
sentaciones de n de nivel menor o igual a (3-i). En el siguien
te teorema se da la relacidn existente entre el valor de estas

sumas y las cantidades di(n).

Teorema 2.2.Sea n #0,4,7(m6d 8). Se verifica:

ii) sz(n) = dz(n) + 3 d3(n),

iii) Sl(n) = dl(n) + 2 dz(n) + 3 d3(n).

Demostracidn. i) Sea (xl’XZ’XB) una representacidén de n como

suma de tres cuadrados, perteneciente a D3(n), es decir
(xi,n)>1, para i=1,2,3. Designemos por Ai el producto de 1los
diferentes primos, todos con exponente 1, que son comunes a

X; ¥y a n, para i=1,2,3.
Entonces (xl,xz,x3) se cuenta exactamente una vez en

2 2 2 . - .
r(n,<al,a2,33>) si y sdlo si ailAi'

Escribamos w(ai)=k:.L s ¥ w(Ai)=ti , (i=1,2,3), en donde,

como es usual, w(n) designa el nimero de divisores primos
t.

. . i .
distintos de n. Como Ai posee exactamente (k) divisores

distintos que se expresen como producto de k factores primos

Yy va que -p(abc) = (-1)k+1, siendo k=w(a)+w(b)+w(c), resulta



que un elemento cualquiera (xl,xz,xB) de D3(n) se cuenta en

s3(n) un nimero de veces igual a

t.
1
k,+k,+k t t t
E (opy T2 ( 1) ( 2) ( 3)
= ky/ \ky/ \ky
1
i=1,2,3
‘1 A S ky [ ty) 3 k3 [t
oo et el el
K K K
- 1 . 2/ £— 3
k=1 k=1 Ky 1

- (-1) (-1) (-1) = 1.
Ademds, como en s3(n) s6lo se cuentan representaciones

de n con las 3 componentes no primas con n, queda probado que

s3(n) = d3(n).

ii) En este caso, en s.(n) se cuentan soluciones de
2

X§+X§+X§ = n con un sumando como miximo primo con n, ésto
es, soluciones de Dz(n) U D3(n). Ahora bien, conviene distin
guir las soluciones de Dz(n) de las de D3(n).

Si (XI’XZ’XB) es de D2(n), supongamos que son (xi,n)>1
para i=1,2 y escribamos Ai la parte comiln a X,y anmn. Enton-
ces, procediendo andlogamente al caso anterior, resulta que

ese elemento se cuenta en sz(n) s6lo en el primer sumando

y concretamente un niimero de veces igual a

k,+k t t
1752 1 2
k. =1 “1 “2
1
i=1,2



Si tomamos ahora (xl,xz,x3) de D3(n) y volvemos a escri
bir Ai para la parte comiin de X, yn, (i = 1,2,3), resulta
que esta sqlucién de D3(n), se ha contado una vez en el pri-
mer sumando de sz(n) al considerar exclusivamente divisores

de A1 y A otra en el segundo sumando considerando los de

2
Al y A3 y una tercera y iltima vez en el tercer sumando al
considerar los de A2 y A3 .

En consecuencia, en sz(n) hemos contado los elementos
de D3(n) tres veces y coOmo Dz(n) y D3(n) son evidentemente

disjuntos, queda probado que sz(n) = d2(n) + 3d3(n) .

. 2 2
iii) En sl(n) se cuentan soluciones de Xl + X2 + X3 = n con

dos sumandos como maximo primos con n, esto es soluciones
de Dl(n)\J D2(n) v} D3(n) .

Si (xl,xz,x3) es de Dl(n) s con (xl,n) > 1y A la par-
te comiin entre x1 y n , resultascomo en los casos anterioress

que en sl(n) se cuenta un nimero de veces igual a

- 1

k,+ t
E -1) ! ( 1) = 1,
k1=1 1

Si (xl,xz,x3) es de D2(n) , siendo por ejemplo (xi,n) >1,

para i = 1,2 entonces se cuenta una vez en el primer sumando



al considerar los divisores de A1 y una vez en el segundo
al considerar los de A2 .

Por Gltimo, si (xl,xz,x3) es de D3(n) s procediendo
como en el caso anterior, se tiene que se cuenta tres
veces en sl(n).

Por consiguiente, al ser Dl(n) , Dz(n) y D3(n) dis-

juntos dos a dos tenemos probado el teorema, #

Basta despejar di(n) y 1 = 1,2,3, en las expresiones

dadas por el teorema 2.2 para obtener el siguiente

Corolario 2.3, Sea n # 0,4,7(mdd 8). Entonces

s4(n)
i) gl(n) = s
r(n,I3)
s,(n) - 2s,(n)
i) gy(n) = —2 2 :
r(n,I3)
s, (n) - s,(n) + s3(n)
iii) g (n) = — 2 :

r(n,I3)

§3. Planteo de los cdlculos mediante representaciones primitivas

Sea n # 0,4,7(mdd 8) un entero libre de cuadrados G, mis
en general, un entero libre de cuadrados respecto de sus divi

- »
sores primos congruentes con 1 mddulo 4, Escribamos



a =028 1 ;
m = PyreeeP. 5 Py = 1(méd 4) , r > 1
By Bg

t = 9 e+ dg qj = 3(méd 4) , s > 0

i

En este caso si un primo g 3(mdd 4) divide a n, por
el lema 1.4 estd claro que no puede dividir a ningdin suman-
do de cualquier representacidn paimifiva de n como suma de
tres cuadrados.

Asi que si un sumando de una representacidn primitiva
como suma de tres cuadrados tiene factores primos en comiin
con n, éstos tienen que ser congruentes con 1 mddulo 4, si
n es impar. Si n es par aparece tambi&n el 2 . Obviamente,
si un factor primo de €stos aparece en un sumando, no pue-
de aparecer en los otros ya que n es libre de cuadrados res
pecto a tales factores primos.

Entonces en este caso se tiene que podemos definir,ade
mads de las anteriores, otras expresiones para calcular el
nivel de n, teniendo en cuenta el nimero de sus representa-

ciones primitivas.

Designamos por D¥*(n) al conjunto de soluciones primiti
i
vas de la ecuacidn

2 2 2 _
x1 + X2 + X3 n

con exactamente i componentes no primas con n. Designamos

*
por dz(n) al cardinal de Di(n) .



Definimos las siguientes cantidades

*
d, (n)
g;‘(n) = *3 ,
T (n,I3)
d>(n) + di(n)
n n
gy(n) = —2p— 3 :
T (n,IB)
* * *
g*(n) - dl(n) + dz(n) + d3('ﬂ)
3 .

r*(n,IB)

Tenemos el siguiente

Lema 2.4.
i) Sea n un entero positivo impar, n # 7(mdd 8). Entonces

*
£(n,3) > i si y sdlo si gi(n) <1,

para i = 1,2,3 .
ii) Sea n un entero positivo par, n # 0,4(m8d 8). Entonces
- - *
2(n,3) > 1 si y sdlo si gi(n) <1,

para i = 1,2 .

Observacidn. Si n es par n # 0,4(m8d 8), entonces (cf. propg

) *
sicidn 1.3), se tiene g4(n) = 1.

Definimos a continuacidn unas sumas auxiliares para la

evaluacidn de d.(n), en el caso en que n # 0,4,7(mdd 8) y n
i

sea libre de cuadrados respecto de sus divisores primos con

gruentes con 1 m8dulo 4.

- 23 -



Caso n impar, n # 7(mdd 8).

E * 2 2 2
- u(ay,a,a,) r (n,<a,,a,,a->
l(ai’m ) 1 2 3 y 1, 2’ 3 ) 14

sg(n) :

(ai’aj)=1

*
W(ajay) 1 (n,<at,al,15)

*
s,(n) :
2
l<a_|m
i

(al,a2)=l

. u(ayay) r'(n,<al

2
s1,a,>)
1<ai|m 1 2

(a1’32)=1

%
+ 2:: u(alaz) T (n,<1,af,a§>) ,

l<a_|m
i

(al,a2)=l

* .
Si(n) HIES E;: - u(a) r (n,<82,1,1>)
alm

afl

+ Z: - u(a) r*(n,<1.az,1>)

alm
a¥l

* 2
+ z:: - u(a) r (n,<1l,1,a >) ’

alm

a¥l
siendo y la funcidn de Mébius, e indicando por (ai’aj) el

m.c.d.(ai,aj).
Puesto que,

* 2
r*(n,<a?,1,1>) = t¥(n,<l,a%,1>) = r (n,<1,1,a°>) ,

- 24 -



* 2 2 *
r (n’<al932’1>) =T (n,<af,1,a§>) = r*(ns<l,af’a§>) ’

resulta que podemos escribir

S:(n) =3 Z - u(a) r*(n,<az,l,1>) s
ajim
all

s;(n) = 3 Z: w(a a,) r*(n,<af,a§,1>) .

Observacidn. Si n posee un {inico factor primo congruente

- . * *
con 1 mddulo 4, entonces, evidentemente, es sz(n) = sB(n) = 0.
Si n posee exactamente dos factores primos congruentes
*
con 1 mdédulo 4, entonces s3(n) = 0.

Tenemos el siguiente

Teorema 2.5. Si n es un entero impar, n # 7(m&d 8), libre de

cuadrados respecto de sus factores primos congruentes con 1

mddulo 4, entonces :

i) S;(n) - d:(n) + 2d)(n) + 3d;(n) ,

ii) sz(n) d;(n) + 343

s o . * *
iii) s3(n) = d3(n) .

-
Demostracidn. Consiste en proceder andlogamente a la demos

tracidn del teorema 2.24pero restringiéndose a considerar



s6lo primos congruentes con 1 mddulo 4. Es decir, en este ca
so Ai designard el producto de los diferentes primos congruen
tes con 1 mdédulo 4, todos con exponente 1, que son comunes a
Xx; ¥y an , para i=1,2,3.

Este razonamiento es correcto ya que al ser n libre de

cuadrados en los factores primos congruentes con 1 médulo 4 ,

se tiene que,si (yl,yz,y3) es una solucidn primitiva de

3 9.2 Ay A A3
I AJX] = n , entonces (7=¥;, 77V, TV4) , Para ai]Ai R
i=1 1 2 3
es también una solucidn primitiva de
3 2.2 . .
z aiXi = n , En efecto, si un primo q congruente con 3
i=1 A A A
- - 1 2 3
médulo 4 fuera comin a —y,, —™y,, —y, » como las A. cons-
ay 1 a, 2 a, 3 i

tan s8lo de factores primos congruentes con 1 médulo 4 , re

sultarfa que q dividiria a Yi» Yo © y3,lo cual es absurdo.

Por otra parte, si un primo congruente con 1 mddulo 4 fuese

Ay Ay A B
comiin a Z:yl’ ;;yz, ;;yB , no podria dividir simultdneamente

a todas las Vi digamos pIy1 . Entonces pIA1 y, por consi-
guiente, PYAZ, pfA3, pues por construccidn (Ai,Aj) =1 si

- 2
i¥j, asi que p[yz, p‘y3 . Como p{n resultaria p“|n , lo cual
es absurdo ya que n es libre de cuadrados en los primos con-

gruentes con 1 mddulo 4. #

Corolario 2.6. Si n es un entero impar, n # 7(mdd 8), libre

de cuadrados respecto de sus divisores primos congruentes

con 1 médulo 4, se verifica :



*
83(n) ’

*
r (n,I3)

i) g (n)

s;(n) - ZS;(n)

i
-

i1) g, (n) .
r (n,13)

* * *
sl(n) - sz(n) + s3(n)

#

iii) g;(n) S
R

Caso n par, n # 0,4(mdd 8).

Observando que toda representacidn de n como

tres cuadrados posee un {inico sumando miltiplo de

nimos
* § * 2
s,(n) : = u(a;a,) r (n,<82,8 ’22>)
3 122 1°92
l<a.|m
i
(31,32)31
*
DY w(aja,) t (n,<a>,2%,a2>)
172 1 2
l<a_ |m
i
(a,,a,)=1
E * 2 2
+ u(a a,) r (n,<2 ,az,a >)
172 1772
l<a,|m
i
(a;ra,)=l

- 27 -
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* *
s,(n) - u(a) r (n,<a”,2%,1%)

*
£ —ua)x (n,<12,2%,a%5) .

Como en casos anteriores se tiene que podemos escribir :

* * 2 .2 .2
sz(n) = 6 - u(a) r (n,<a",2°,17>) ,

a|m

a%l
* E * 2 2
s,(n) = 3 p(a,a,) r (n,<a ,a2,2 >) .
3 172 1772

l<a_|m

i
(al’az)=l

Procediendo igual que en el caso impar se obtiene el

siguiente

Teorema 2.7. Si n es un entero positivo par, n # 0,4(mdd 8),

libre de cuadrados respecto de sus divisores primos congruen

tes con 1 mdédulo 4, entonces

- 28 =~



i * * *
i) sz(n) = dz(n) + 2d3(n) ,
1) s;(n) = d3(n) .

Por tanto, se verifica el siguiente

Corolario.2.8, Si n es un entero positivo par, n % 0,4(mdd 8),

libre de cuadrados respecto de sus divisores primos congruen-

tes con 1 médulo 4, entonces

* s;(n)
i) gl(n) = * 9
r (n,I3)
s (n) - s (n)
ii) gy(n) = —2 3 : #

*
T (n,13)

Si r(n,f) fuese calculable para las formas que aparecen
*
en,si(n) y en si(n), ya seria abordable el estudio de 2(n,3).

Sin embargo, s8lo se conoce 'este valor de manera exacta cuan

do f = 13 .

*
El calculo de r (n,I3) fue iniciado por Legendre y Gauss.

Este filtimo did la siguiente f&rmula (cf.[lO]) :

3.2°%2h , sin = 1,2,5,6(mdd 8) ,

L}

r*(n,Is)

3(méd 8) ,

)
[\~
=

* )
r (nsI3) , sin

siendo w el nilimero de factores primos distintos de n y h el

niimero de clases de formas cuadrdticas binarias de discrimi

nante -4n.



Dirichlet (cf.[13]) aplicando su fdrmula analftica, pa
ra el niimero de clases de formas binarias, a la f&rmula pre

cedente de Gauss obtuvo

1/2 L(]-:X_ )

*
T (n,IB) = 27n 4n

siendo L(s,x

4 ) la L-serie de Dirichlet asociada al caric-
n

ter X

-4n °
En general, para r(n,f) s6lo es posible un c3lculo en
promedio. Para establecer este promedio es fundamental el

concepto clidsico de género, que a continuacidn se recuerda.

8§84, Género de una forma cuadritica. "Hauptsatz" de Siegel

Dado un anillo R se dice que dos formas cuadridticas

f f2 de k variables con coeficientes en R son R-equivafen

1’
Les, o que pertenecen a la misma clase,si existe una trans-
formacidn ueGL(k,R) tal que fl(uX) = fz(X); en términos de

matrices

F2 = U F1 U .

Evidentemente, si f1 y f2 son dos formas enteras defi-

nidas positivas y 7 -equivalentes, se tiene que

r(n,fl) = r(n,fz) y det(fL) = det(fz) ,

indicando por det(f) el determinante de la matriz de f.

- 30 =~



Si f. y £, son dos formas cuadrdticas con coeficientes

1 2

en Zp y Zp-equivalentes, entonces

r t(n,fl) = r
P P

c(nfy)

para todo t > 1, siendo Zped anillo de enteros p-adicos.
Si f es una forma cuadrdtica entera definida positiva
se definen el gaupo de Lsotropia de £, O0(f), y el grupo de

L{s0tnopila de £ m6dulfo m, 0 (f), del siguiente modo :

0(f) = {ueGL(k,z) |Uuru = F} .

Om(f) = {ueGL(k,Z/mZz) uTru F(mdd m)} .

Se escribe o(f) = # O(f) y om(f) = # Om(f) .

Definicidn. (cf.[41]) Se dice que dos formas cuadraticas

enteras fl(x) y fz(x) pertenecen a un mismo género si son
equivalentes en cada anillo de enteros p-adicos, y sobre
los reales; es decir, si son equivalentes en Zp , para ca

da p, incluyendo p =,

Evidentemente, todo género estd formado por una unidn
de Z~clases. En el caso de formas definidas positivas, la
teoria de Hermite garantiza que el niimero de clases en un

género es finito,
Trabajos de Gauss, Eisenstein, Smith, Minkowski y Siegel

condujeron al concepto de niimero promedio de representacdo-
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nes de un entero por un género, r(n,gen f£), que es un valor
medio del niilmero de representaciones de n por todas las for
mas que integran un género. Pasamos a considerarlo a conti
nuacidn.

Sea f = fl”"’fh un sistema completo de representan-
tes de Z-clases de formas en el género de f, f definida po

sitiva, entonces se define

h ] -1 bor(n,f))
r(n,gen f) ={ I B(—f-—)- . Z—;(—f—)—— .
. i . i
i=1 i=1
Al nimero
h 1
M(gen f) : = o(fi) ’
i=1

se le llama la masa def género de £ .
Andlogamente, se define el niimero promedio de represen

taciones primitivas de n por el género de f mediante la f&r

mula
h -1 h ot (n,f.)
r*(n en f) =| 1 . I — ’
8 o(f.) o(f.)
. i . i
i=1 i=1
verificdndose la igualdad
* -2
r (n,gen f) =  u(d) r(nd °, gen f) ,

2
d“|n
siendo u, como siempre, la funcidén de MObius.
Siegel [41] en sus investigaciones sobre la teoria ana

l1itica de formas cuadriticas enteras definidas positivas obtu



vo una fdérmula que expresa el valor r(n,gen f) mediante den

sidades p-ddicas :

Lema 2.9. ([41],Cap. 1) Sea pb la mdxima potencia de p que
aparece en 2ny a > 2b , q = pa .

Entonces el valor

1~

ap(n,f) : = q qu(n.f) ’

es independiente de a, y se denomina densidad p-ddica de
las representaciones de n por f.

Del mismo modo, Siegel (cf.[41])defini6 una densidad
para p = », 3 _(n,f). Considerando n como un punto de R, se

define

vol(f ! [n-t/2, n+t/2])
Bw(n,f) : = lim »
t+o t

siendo vol(f-l([n-tlz, n+t/2]) el volumen en'lRk ., La exis-
tencia del limite precedente fue probada por Siegel ([41]
Cap. 2 ).

La fdrmula antes mencionada viene dada por el siguiente

"Hauptsatz" de Siegel ([41]). Sea n > 0 un entero y f una

forma cuadrdtica entera definida positiva. Entonces

r(n,gen £f) = 3 _(n,f) - N3_(n,f) .
P P
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Observaciones,

i) E1 producto I Bp(n,f) es siempre convergente por ser f
p
definida positiva (cf.[41],Hilfssatz 25).

ii) Todas las definiciones anteriores se pueden extender
al caso de representaciones de formas por formas. Por ejem
plo, si f es una k~forma cuadrdtica entera definida positi
va y g una m-forma (m<k) con las mismas condiciones, se di
ce que f representa a g si existe una matriz entera S ,

k x m, tal que

sTps = ¢ .

Entonces, r(g,f) designa el niimero de representaciones de

g por f-. Andlogamente se.definen r*(g,f), Bp(g,f) Sw(g,f)
etc.; obteniéndose un Hauptsatz de Siegel generalizado[41],
a saber :

r(g,gen £f) = e3_(g,f) T ap(g,f) s
P

O
"
]

con ¢ = 1 4 si k>m+l m=1,

k=m>1.,

o

y € = 1/2,81 k =mtl

iii) Al calcular r(f,gen f) se obtiene para la masa del gé-

nero la expresidn

M(gen £) "5 = 1/2 3_(£,£) T a_(f,f) .
p p
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iv) Si el género de f consta de una sbla clase, se tiene que
r(n,f) = r(n,gen f), con lo que en este caso el teorema de
Siegel proporciona el valor exacto de r(n,f). Esto ocurre

si f = I3 .

Siegel no did férmulas para hallar las densidades
p-ddicas en todos los casos. Los casos resueltos por Siegel

vienen dados en los siguientes lemas

Lema 2,10. ([41] Cap. II) Sea f una forma cuadritica entera

definida positiva de k variables, para todo entero n > o se

tiene que k=2

2

N|=

™ n
3 (n,f) = T

P(%)(det £)2

Lema 2.11. ([41] Hilfssatz 16) Sea (p, 2det f£) = 1, y

n = pbn1 con (my,p) =1 3 escribamos
7 11
e = Lo1)- det f y L = p 2 si k es par ,
P
(-1 % ldet fen
1 2-k . .
€ = s L =P si k es impar .
P
Entonces, para q = pa, a > b, se tiene la fdrmula
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k

q _qu(n,f) = (l- ep 2)(1+e£+5222+...+eb2b) (k par) ,

b-1
= (1fp1-k)(1+2+22+...+£ 2 ) (k impar, b impar) ,
b/2
1-k 2 .
= (l-p Y (14242 +...*-——_-LE:E- (k impar, b par) . #
le-egp”

Ya vimos en el Capitulo I, proposicidn 1.3., que si un
entero n posee como maximo 2 divisores primos congruentes con

1 mddulo 4, entonces se puede asegurar que 2(n,3) > O. En el

s
caso en que n = p.p,P Tq., , n # 7(méd 8), con p. = 1(mdd 4),
172 3j=1 i i
qj = 3(mdéd 4), si q[n,entonces q=qj, y n = x2+y2+22, resulta

que qlxyz (cf. Lema 1.4 ). Por tanto, en este caso, siendo n
libre de cuadrados, estd claro que
2 2 2
r(n,<pysPy»P3>)

2(n,3) > 0 <= <1,
r(ns’I3)

Si gen <pf,p§,p§> tuviera una (ndica clase, el "Hauptsatz" de

. - 2 2 2 .
Siegel permitiria conocer el valor r(n,<p1,p2,p3>), previo
cdlculo de las densidades p-adicas correspondientes. Pero va
mos a ver a continuacidn que incluso en este caso "sencillo",

2 2 2 . . 2 2 2
gen<p1,p2,p3> no coincide con la clase de <p1,p2,p3> .

Lema 2.12. Sea f = <p§,p§,p§> » con p, = l1(mdéd 4), i = 1,2,3,
y sea p = p, para algiin i . Entonces

o (f) < 4p17 .

P
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Demostracidn., Sea S una matriz de O 5(f), que Trepresentare-

P
mos

5 5 5
de modo que A€Z/p Z , CeMlxz(z /p"Z), DeM, ,(Zz /lp"Z) vy

5
BeM2x2(ZZ Ip"Z).

Si llamamos E a la matriz

2
P, 0
2 b4
0] p3
por ser S de OpS(f) se verifica :
AT52a + pTED = p? (mdd p°) (1)
aATp%c + pTEB = (0,0) (méd p°) (2)
cTp?c + BTEB = E  (mBd p°) (3) .

it

De (3) tenemos BTEB

= det E (mdd p) y como el det E es inversible en Z /pZ

ta que det B es inversible, mddulo p5 .

Al ser E y B inversibles mddulo ps, resulta de (2)

T T 2 1.-1 5

D° = -A"p“CB 'E (méd p~) .

Por tanto dadas A,B,C queda D univocamente determinada,

Dividiendo por p2 en (1) se tiene

N
o
=
(=]

m
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ahora bien, reduciendo mddulo p2 resulta que D £ (0,0) mdédulo
2 - "2 T - . 2
P~ , asi que p "(D'ED) es mltiplo de p“, con lo que

A2

1(mdd p) . Por tanto, el niimero de posibilidades para A

- 3 . .
mddulo p~, y, en consecuencia, en (1), es menor o igual que

2p2 .

Pasamos otra vez a (3) :

BTEB = E - chzc (mdéd ps) ’
2

estd claro que para cada valor fijo de C, que tiene (ps)

posibilidades, el niilmero maximo de posibilidades para B es

o c(E) .
p5
Como p[p2p3 , Se tiene ([41] Hilfssatz 18) :

o ((B) = 2p° (1-(=Yy p7hy = 2p3(1-p7Y) < 2p°
B> P
asi que o s(f) < 2p2p102p5 = 4p17 . #
P
14 ‘
Lema 2.13. o 3(f) < 3,2 .
) 2
2

Demostracidn. La matriz F de f = <p1,p2,p3> verifica

F = I3 (mdd 23) y, por tanto,

A€O _(f) &= ATA I, (mdd 23) ,
23 3

de lo que se deduce, también, AAY = 1, (mdd 2°) .

Si escribimos,

a a' a
A=1(bb' bp" R
c ¢’ "
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de a2+b2+c2 = 1 (mdd 23) resulta que las soluciones posibles

(en cuadrados) son las termas : (1,0,0), (1,4,4), con todas
las permutaciones posibles. Por tanto, la primera columna
tiene 3.2° posibilidades.

T

De AA™ = 13 (mdd 23) resulta a2

2pam? = 1 (mBd 23) .

+a’'
Si tenemos la primera columna fijada entonces la primera fi-
la tiene 24 posibilidades. Ahora la segunda fila tiene 22 PO
sibilidades y la tercera queda ya determinada con 23 posibi~

lidades.

Por consiguiente

o L(£) < 3:27.2%.2%.23 = 3000, #

2

Lema 2.14. M(gen f£) > 322 ,

Demostracidn. Sabemos que :

M(gen f)'1 = 1|2 3 _(f,f) I Bp(f,f) ,
P

en donde, sustituyendo 3 (f,f) por su valor ([41] » Cap. II).

3/2
il i
3_(£,£) = (det £)"2 = 292 ———
3 4 4 4
r(i) ] P1P2P3
se obtiene
PAP P4
M(gen £) = —22
ﬂZIIB (£,£)
P
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Pasemos pues a evaluar ap(f,f), para todo primo p .
Si p # P; i=1,2,3, p>2 , claramente ([41] Hilfssatz

18), es 3_(f,f) = (1-p~%) <1 .

Si p = P; para algin i , por el Hilfssatz 18 de [41]

tenemos

-15

8,(E,£) = 1{2 p" o () ,

p
y por el lema 2,12 resulta que

2
3_(f,£f) < 2p .
P
Si p = 2, entonces por el lema 2,13 tenemos

Bz(f,f) < 3-24 . De todo ello resulta

2.2 2
P1P)P3

7
T *3.2

M(éen £) >

Esta expresidén toma su valor minimo para P, =5, P, 13 ,

Yy Py = 17 , o sea M(gen £f) > 322. #

Proposicidn 2.15. En gen<pf,p§,p§> hay por lo menos 645 cla

ses.,

Demostracidn. Como f = <pf,p§,p§>es una forma ternaria diago

nal con los tres elementos distintos se tiene que o(f) = 8 .,
En general, toda forma ternaria definida positiva g, verifi-
ca o(g) > 2 , ya que + 13€O(g) .

Por tanto, para f = <p§,p§,p§> se tiene
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M(gen f) <

ool
+
(Y
¥
T
o+

siendo h el niimero de clases pertenecientes al género de £,

En consecuencia

1 . h-l
g8 v 2

>322 'y h > 645 . #

§5, Género espinorial de una forma cuadriatica

Eichler (en[l4]) introdujo el concepto de género espi-
norial, que da una clasificacidn md@s fina de las clases de
formas cuadridticas que la dada por el género anterior.

Sea R un dominio de ideales principales y K su cuerpo
de cocientes., Sea (V,y) un K-espacio cuadridtico regular de
dimensidn k , Dos R-redes L & M de V, se dice que son equi
valentes si

L = uM ,

para algiin u de 0(V), siendo
0(V) = {u€GL(V) [ f(u(x)) = u(x), para todo x de V} .

Si L = Re1 ®...8 Rek es una R-red de V, entonces la

férmula

f(xl,...,xk) = w(x1e1+...+xkek))
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define una forma cuadrdtica f sobre Rk que toma valores en
K. Diferentes elecciones de R-bases de L dan todas las for
mas que son R-equivalentes a f(cf.§4.Cap II)., Fiacilmente se

demuestra el siguiente

Lema 2.16, (cf.[8] Ch. 11). La correspondencia anteriormen

te citada da lugar a una biyeccidn entre el conjunto de cla
ses de R~redes de(V,v) y el conjunto de R-clases de formas

cuadrdticas que son K-equivalentes a .

Si dos formas cuadrdticas enteras f y g pertenecen a
un mismo género, entonces por el teorema de Hasse-Minkowski
son Q-equivalentes, y por tanto, les podemos hacer corres-
ponder redes en el mismo Q-espacio cuadritico : (V,f) v (v,g).
Se dice que dos Z-redes L y M de V son del mismo géneno
si para cada primo p, incluyendo «», existe una isometria uP

de O(Vp) tal que

iendo V. = V f
siendo P e QP s ¥

O(Vp) = {uPEGL(VP) | f(up(x)) = up(x), para todo x de Vp} .

De hecho, dadas dos Z-redes L y M en un mismo espacio

cuadridtico (V,y), entonces

L =M » Ppara casi todo p .,



Obviamente, por el lema 2,16, un género de Z-redes de-
fine un género de formas y viceversa.

Un elemento s de 0(V) se dice que es una s{metria si
existe un vector x de V tal que y(x) # 0 y

s(x) = x ,

s(z)

-z o, si z e<x$L .
En este caso se escribe s = Sy - Todo elemento u de 0(V) es

producto de simetrias

U = S _ +se8 s (t<k) .
Y1 Ve
Si, adem@s, u = 5 ...s , entonces
z z
1 T
S «eeS5_ S es S = Id or tanto (cf.] 3 Lema 5.3
v, yt z_ z, ys P ( [ ] )

' oy 2
‘p(yl)°-°‘p(yt)‘p(zl)---\b(zr)e(K ) ’
de manera que la aplicacidn
S+ 0(V) —— K*/(K*)?
U (y ).y ) (R
estd bien definida. Es fadcil ver que se trata de un morfismo
de grupos. Su restriccidn a 0+(V) = {ueo(V)l det u = + 1} se
llama noxma espinorial. Se tiene la sucesidn exacta
+ S 2
1—>0'(V) — 0 (V) —— K" /(K") R

siendo 0' (V) el niicleo de S .

Para 0'(V) se tiene la sucesidn exacta
1-——>‘{t 1} —— Spin(V) —» 0" (V) —> 1 ,

en donde Spin(V) designa el grupo de los espinores (cf.[s ]

Ch. 10 §3).
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Se dice que dos Z-redes L, M de (V,f) pertenecen al
mismo género espinoriafl si existe un elemento u de O(V) y

un elemento A de 0'(Vp) para cada p, tal que

para todo p.

Es consecuencia inmediata de la definicifn que dos
ZZ- redes equivalentes pertenecen al mismo género espino-
rial, y que dos redes que pertenezcan al mismo género espi
norial pertenecen al mismo género. El nfimero de clases de
3 - - - - - 3
un espacio cuadratico, en el caso definido positivo, en un

género espinorial es, por tanto, finito.

Observacidn. Dados un entero n y una Z-red L de (V,f), con

f una forma cuadridtica entera, definida positiva, se designa

por r{(n,L) :
r(n,L) = #{xeL | £(x) = n} s

* . .
y por r (n,L) el niilmero de representaciones primitivas,

Andlogamente se definen

-1
- L) Y M)
r(n,gen L) (M% L O(M)) (Megen L o (M) H

-1
*
* ~ 1 . § r (ngM) ’
r (n,gen L) -( Z::: o(M)) (Megen L o )

en donde



o(M) = # O(M) = # {ueo(V) | u(M) = M} .

Andlogamente para el género espinorial se define

-1
r(n,spn L) = ( z::: BT%BJ . < E ré?ﬁ?)) ,

Mespn L Mespn L

' ~1
*
* _ 1 r (n,M)
r(,pL)—(E )(z .
e Méspn L o (M) M¢spn L o (M) )

Claramente, se tiene que si gen L es el género de

Z~ redes asociado al género de una forma f, entonces

r(n,L) = r(n,f) , r (n,L) = r (n,£) .

*
r{(n,gen L) = r(n,gen f) , r (n, gen L) = r*(n,gen £) .

Los valores promedio obtenidos a partir del género
espinorial tienen la ventaja de que aproximan mejor, co-
mo veremos, los valores de f(n,f). Sin embargo, su prin-
cipal inconveniente es que para ellos no se dispone de
férmulas evaluables como las que proporciona el "Hauptsatz"
de Siegel. Es por ello que, en nuestro problema, debemos

trabajar simultdneamente con los dos conceptos de género.

§6, Término principal en la determinacidn del 3-nivel de un

entero

Para calcular el nivel vamos ahora a aproximarnos a los


file:///MCspn

valores gi(n) para i = 1,2,3, mediante ciertos valores co-
rrespondientes en promedio.
Dado un entero positivo n # 0,4,7 (mdd 8), representa
2 2 2 P
remos por <a1,az,a > una forma cuadratica tal que a;jn ,

3

14 a; y a; sea libre de cuadrados (i = 1,2,3).

Lema 2.17. Sea <a§,a§,a§> una forma cuadriatica ; sea

dij = m.c.d.(ai,aj) » 1 21 <j <3y d123 = m.c.d.(al,az,aB).
Sean también,

Al -1
by =455 dix Y523 25 0
y
4 =da7 a4, 4d

123 "12 "13 "23 °?

con' 1 <i<3,1<3j,k<3,1i%3jt+tk, it k. Se obtie
ne, evidentemente, que

. 2 2 2 -2 2 .2 .2
i) r(n,<al,a2,a3>) = r(nd ~, <b1,b2,b3>) .

ii) m.c.d.(bi,bj) = m.c.d.(bl,bz,b3) =1ly1l¢« bi , para

i=1,2,3 . #

El apartado i) nos hace ver que nos podemos aproximar

2 PR
a r(n,<a§,a§,a§>) por r(n,gen<a1,a§,a§>) 0 bien por
r(nd—z, gen <bf,b§,b§>) . Por exigencias posteriores (cf. las
observaciones que siguen al teorema 5.10) nos aproximaremos
2 2 2 . .
a r(n’<31s32;33>) mediante el valor promedio

-2 2 .2 .2
r(nd °, gen <b1,b2,b3>) .
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Obsérvese que si m.c.d.(a.,a.) = m.c.d.(a,,a,,a,) = 1,
i’73 17273
entonces d = 1 vy bi = a;, , para i=1,2,3.
Definimos a continuacidn las correspondientes sumas
auxiliares en promedio.

Sea n un entero positivo n §f 0,4,7(m8d 8). Sean

32 _ - u(a) r(n,gen <a,1,1>)

S (n) : =
1 1<a|n
Sz(n) o= BZ “(blbz) r(nd-z, gen <b§,b§.1>) R
a.|n
i
ai*l
-2 2 .2 .2
S3(n) . = E - u(blb2b3) r(nd ~, gen <b1,b2,b3>) .
a.|n
i
ai+1

en donde el sumatorio se entender@ extendido a las ternas

(bl’b ,b3) que resulten de todas las correspondientes ter-

2
nas (al,az,aB), manteniendo siempre ay;s8,sa, libres de cua
drados.

Nétese que Si(l) =0 , para i = 1,2,3 ,

Definimos a continuacidn el Zt&amino principal Gi(n) ,

para todo entero n$0,4,7(méd 8) . El nombre de té&rmino prin

cipal se justificar3d en el capitulo V,


http://pn.lnc.ipal

S3(n)

Gl(n) P s ——— ,
r(n,IB)
S,(n) - 2S_,(n)

Gz(n) : = - 2 3 R

r(n,I3)

S;(n) - s,(n) + S,(n)

G3(n) s = 1 2 3 .

r(n,I3)

En el caso en que n sea libre de cuadrados respecto de
sus divisores primos congruentes con 1 mddulo 4, teniamos

. . .. * .
también definidos los valores gi(n) . Vamos a aproximarnos
mediante los valores correspondientes en promedio.

Definimos a continuacidn las correspondientes sumas

auxiliares en promedio

Caso n impar, n # 7(mdd 8).

* § % .
Sl(n) : = 3 ~-u(a) r (n,gen <a2,1,1>) ,
l<a|m
* * 2 2
Sz(n) s = 3 § u(alaz) r(n,gen <al,a2,1>) ,
l<a.|m
1
(aloaz)=1
* * 2 2 2
S3(n) = § —u(ala2a3) r(n,gen <a1,a2,a3>) .
l<a.|m
1
(ai,aj)=1



Caso n par, n # 0,4(mdd 8).

* *

sy(a) : = 6 2 -u(a) ' (n,gen <a%,2%,1%)
l<a|m

x g * 2 2 .2

S3(n) : = 3 p(alaz) r (n,gen <a1,az,2 >) .

l<a,|m
i

(al’az)=1

» d I3 - - - - *
Definimos a continuacidn el término principal Gi(n),

en este caso:

Caso n impar, n # 7(mdd 8).

*
_ S, (n)
G:(n) : *3 ’
r (n,IB)
. 55(n) = 253 (n)
Gz(n) s = 5 ’
T (n,I3)
* * *
* Sl(n) - Sz(n) + S3(n)
G3(n) HE .

r*(n,IB)

Caso n par, n Z 0,4(mdd 8).

*
S, (n)
¢l : = —3 .
r (n,IS)
* *
S,.(n) - S,(n)
G;(n) s = z 3 .

r*(n,I3)

*
Notese que las funciones Si(n) tienen expresiones dife-

rentes seglin sea n impar & par.
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CAPITULO I1I

EXPRESION DEL TERMINO PRINCIPAL MEDIANTE DENSIDADES P~-ADICAS

En este capitulo se calculan, en primer lugar, todas
las densidades p-a8dicas que forman parte del término prin-
cipal y que no se pueden obtener directamente a partir de
los resultados de Siegel., Al sustituir los valores corres-
pondientes en las expresiones Gi(n), G;(n). se obtienen al
principio expresiones muy complicadas. No obstante, el co-
nocimiento exacto de estas densidades es lo que nos va a
permitir dar una fOrmula recurrente para Gi(n) y una formu
la exacta para G:(n), aptas para el control del t&rmino prip

cipal.

§1., Calculo de r(n,13) mediante densidades p-&dicas

Aplicamos en primer lugar el teorema de Siegel, para
la reobtencidn del valor cldsico del nfimero de representa

ciones de un entero n como suma de tres cuadrados.

Teorema 3.1, Si n es un entero positivo, tal que kaln y

4°+lln » con a > Oy si p > 2 es un entero primo tal que
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2b 2b+2
In y p In

P » con b > 1 , resulta

. A(n) 1/2 i 1 1
r(n,I5) = ———n L(l,x_p4n) 5 (1+-1;+...+ Y Kp(n,b)),
m p%|n P
pt2
con
0 si 4 %n = 7 (mdd 8)
A(n) =4 272,16 si 4 %n = 3(méd 8)
27%.24  si 47%n = 1,2,5,6(umbd 8) ,
p=2b_ 1\ 4 -1
siendo x_(mn,b) : = (1 - (—R————)-—) .
P P P

Demostracidn, Sea n un entero positivo impar. Por el teore-

ma de Siegel se tiene

r(n’IB) = aoo a a s

1T
2

pt2 P
en donde 3p designa Bp(n,IB) .

Procedemos, pues, al c@lculo de las densidades :

1/2

Bw = 271n .

82 = 2“6 T 3(n,I3). Por tanto, si n = 1,5(mdd 8) , es
2

D, = 3/2 3 sin = 3(mdd 8), entonces 9, = 1y si

n = 7(mdd 8), se tiene 3, = 0 .
Si p $# 2y pfn resulta por el lema 2.11 que

-2 -n, -1 -1
Bp(n,I3) = (l-p )(1-(7;)p ) .
Si p+2 y p]n, supongamos b como en el enunciado4 enton-

ces, por el lema 2,11 se tiene que



d (n,I3) = (l—p-z)(l + L1y —L-+ oo + L k_(n,b)) .
P 2 P
P P b
P
Si escribimos Kp = Kp(n,O) » se tiemne
r(n,1,) = 2?0, 1 a-pH 1o«
p{n P(n P
p¥2 pF2
. I (1 + L +-JE + ... + ~L-K (n,b)) .
pln P P pb P

La prueba en el caso n impar concluye al tener presente

que C(Z)-1 = H(l—p—z) , ¥y observando que
P
=)
Tk, = L =§ k. .

pin pln -n, -1 k impar k

1- (=2
Piz Piz ( (p)P )

~4n

( K )

M

L(I,X_ ) ’
X K 4n

en donde L(l’x—én) designa la L-serie de caridcter X_4g °

Si n es par consideraremos dos casos @

12L caso. Sea n un entero positivo par no divisible por 4 .
Entonces en el c3lculo de r(n,I3) la inica diferencia con el
caso impar es el cidlculo de 32(n,13), que segiin el lema 2.11
es

-10

32(n,I3) = 2 r25(n,I3) .

Esto obliga a contar nilmero de soluciones md&dulo 32,pero
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se puede reducir este c8lculo mediante la siguiente

Proposicidn 3.2, Sea n un entero positivo par no divisible

por 4. Entonces si k > 3 , resulta que

2
'r2k+l(n’13) = 2 rzk(n,Is) .

ktly L zy2"y,

consta de dos elementos, por tanto cada elemento, x + lek R

k+1

Demostracidn., El1 nficleo de la proyeccidn Z /(2

de E/(Zk) posee exactamente dos antiimdgenes : x + ZZ 2
x + 25 4+ zm okl |
Recordemos que como 2|n y 4/n toda representacidn de n

como suma de tres cuadrados posee una {inica componente par.

Sea (xo,yo,zo) una representacidn de n como suma de tres

cuadrados mddulo Zk , es decir xg + yg + zg = n{(mdéd Zk) .
Entonces, tanto X sY o125 comb n tienen dos antiimigenes en

k+1 . : _ k
zZ/(2 ). Por tanto si vemos que r2k+1(n,13) = r2k+1(n+2 150,

d (1)=-2—3-r(1)=22r (n,1.)
tendremos que r2k+1 n,I, 5 zk n, I, zk »13) , que
es lo que queremos probar,

2 2 2 _ - k+1
Sea (xl,yl,zl) tal que x; + y; + 2] = n(mdd 2 ) .

Entonces le asociamos una solucidn de X2+Y2+Z2 = n+2k(m6d 2k+1)

del siguiente modo ; como dos componentes de (xl’yl’zl) son im-
pares, supongamos que son X,,y, , entonces a(xl,yl,zl) le hace

mos corresponder (x1+2k-1,y1,zl) que evidentemente verifica
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1.2 -
(x,+25 1) “4y2422 o xZiyZe22i0%y 42572 = nioF(psa 2Kt
1 1721 177172 1 ’

1 s un entero impar. Esta correspondencia

es inyectiva y su inversa es aquella que a (xl,yl,zl),solg

cidn de X2+Y2+Z2 z n+2k(m6d 2k+1

ya que k > 3 y x

), le asocia, si x, es la
. . k-1
primera componente impar, (x1~2

de x%+v%+22 = n(mdd 2

;Yl,zi) que es solucidn

k+l)‘ 4

Basta aplicar el resultado del lema precedente para

obtener el siguiente

Corolario 3.3, Si n = 2,6(mdd 8), entonces Bz(n,IS) = 3/2 .,

22 caso. Sea ahora n divisible por 4 y llamemos a al maximo

a .
exponente tal que & |n. Entonces, se tiene

r(n,1,) = r (4P

n913) s
para todo b < a.

. . -a .
Por tanto si consideramos 4 "n, este entero ya & es im

par 64si es par,no es divisible por 4 y resulta que

-a 2

r(n,I,) = r(4 °n,1) = (2%, n)
1/2 _
=2 5 (47,1 )L(1,x_, ) [ (14+:+...+—x_(n,b)),
9@ 2 3 ~-4n ) D b p
P n P
va que L(l,Xx a ) = L(I’X_an) y al ser p un primo impar que
-404. n

divide a n con exponente > 2, lo mismo ocurre al considerarlo

.. -a
como divisor de 4 “n.

Por tanto, queda probado el teorema. #
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Pasamos a continuacidén a dar el nilimero de representacio
nes primitivas de un entero cualquiera como suma de tres cua

drados.

*
§2. Cdlculo de r (n,I3)

Teorema 3.4. r*(n,I3) = Ain) nl/2 L(l’X—An)’
0 sinz=0,4,7(mbd 8) ,
con A(n) ={ 16 sin = 3(mdd 8),
24 sin=1,2,5,6(méd 8).

Demostracidn. Sea n un entero positivo tal que n # 0,4(mb6d 8).

Expresamos n en la forma:

o o ‘
_ S0 1 s
n= 2 p1 .o ps ps+1... pt, con 0 < a < 1, Qi > 2 y repre-

sentando por pj(j = 1l,...,t) todos los factores primos impa-

res de n.

Recordemos (cf. §4. Cidp. II) que

* -
r {n,I,) = 1; v(d) r(nd 2,13)
d In
S
- -2 =2
= r(n,I3) - Z r(npi2.13) + Z r(np; Pj »14)
i1=1 I<i<j<s

-2 -2

+ ... + (—1)s r(np1 <. Py ,13).



En donde, si d = Py.-+P, con 0 < ¢ < s, se tiene que

~2 _ 1/2 -1 -2 _
r (nd ,13) = 27n d az(nd ,13) L(l,x_4nd 2)
I (1+l+...+—l—|<(nb)).
2 -2 b p
p°|nd P P
Obviamente, tanto si o = 0 como si o = 1 , resulta que
3. (nd"2,1,) = 2, (n,1,)
y AR 2 230

para todo d2|n.

Puesto que (cf. [24] 12.11)

-2 -1
- 1
L(L,x_y,,-2) = L(l,x_gy) (1-(B—2-) =)
-4np n
p P
-2
£ (—pi n 1 )—l
L(]-,X_ -2) = L(l,x_ )y I o(l- y— ’
4n(pl...p£) 4n i=1 p P
resulta,
* _ 1/2
b (n,IB) = 27n az(n,I3) L(l,x_4n) A,
en donde,
s 1 1
A= T (1 44—+ ... + K (n,bi))
i=1 P b. i
i p;i
'ZS 1 1 1 1 1
- —k_ (n,1) A+~ +.. .+ —=——«_(n,b.) I (1+ — +...+ — x_ (n,b.))
1=1 pl pi pi Pibll pl 1 j#l pj plbj pj ’ J
S | 1 1
Foot (DS T — k (m,1)(1+ = +...+ 571 <, (b))
i=l p, Pj P, P, i p; 1
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o
.

Lema 3.5. A

Demostracidn. Pongamos

1 1 1 1
.= + —_— +ono+ . M L= — m— v v .
X1 1 : bi Kpi(n,bl), B1 (1+ + + bi Kpi(n,bl)),
i Py Pj Pi Pi
Yi=Kp‘(n,l) Bi’ para 1 = l,...,s.

1

Entonces la expresidn A se puede escribir en la forma

s s
I X, - Ef: Y. T x. + Y. Y. T X +...+(-1)% 1 ¥,
. _ 1 e— 1 .. 1 o 1] . . kK . _ 1
i=1 i=1 j#i l<i<j<s k#i,] i=1
s
= .H (Xl - Yl).
i=1
Ahora bien, resulta que
{ 1/p; si b, =1,
Bi =
X.-1 si b, > 1,
i i
y como Yi = Kpi(n,l)Bi, para i = 1,,.,..,8, se tiene que Yi = Xi— 1,
para cualquier valor de bi’ Por tanto Xi - Yi =1, para i =1,...,s
con lo que queda probado que A = 1. Y por consiguiente el teore~-

ma estd probado si n # 0,4 (mdd 8).
Sea ahora n = 0,4(mdd 8). Recordemos que r(n,I3) = r(4—1n,13).
Por tanto, si escribimos

a oy a
n = 4 Py see P Peyr Py



con a > 1, a, 2 2, i=1,,,.,8, y representando por pj, para

j=1,..., t, todos los factores primos impares de n, resul-
ta que
s
* - -
r (n,I,) = r(n,I,) -r(4 1n,I )y - } r(np.z,I )
3 3 3 =1 i 3

s
-1 -2 -2 =2
+ }:: r{(4 "n p. ,13) + E r(npi p. ,13)

i=1 * 1<i<j<s J
s -1 -2 -2
+ ... + (=1)" r(4 "n Py -«+Pg ,13) = Q.
Por tanto, queda ya probado el teorema. #
- 2 2 2 ]
§3. Calculo de r(n , gen < bl’ b2, b3 >) en el caso n impar

Sea n # 7(m6d 8) un entero impar, en este parrafo vamos
a proceder al cilculo de r(n,’gen < bf, bg, b§ >) con las
condiciones bi[n, i=1,2,3; (bi,bj) =1, i ¢ j°
Este cdlculo, junto con el de los parrafos anteriores, es ne-

cesario para el estudio de las expresiones Gi(n).

Por el Hauptsatz de Siegel tenemos,

- . i 1
r(n,gen f) aw.az. I 3p BP Bp,
p[b;b,by pfb;D)by plb;b,yby
p/n pln
pt2 pt2
2 2 .2

siendo f = <bl’b b.> vy ap = Bp(n,f).

2’73
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Basta aplicar los lemas 2.10 y 2.11 para obtener la si

guiente

Proposicidn 3.6. Se tiene que

n1/2 Tr3/2

i) 3_(n,f) = ' .

b1b2b3 r(3/2)

ii) si pJb b,b,, pin y p$2

2

3 _(n,f) = (1-p %) «_.
p( s £) (1-p 7) .
iii) Si p]b1b2b3, pln y p+2 entonces ap(n,f) = (1 - p_2)~
(1 + % + ... +'iE Kp(n,b)), en donde p2b|n y p2b+2Yn.
P
Si p|bl, como m.c.d. (det f£,p) = p, resulta que no se

pueden aplicar las foérmulas de Siegel. Pasamos a continua-
cidn a calcular las densidades correspondientes en este ca-

§0.
Se indica por Vp(n) la valoracidén de n en p.

Lema 3.7. Para todo t > 1 se verifica

# {x (mdd p%) | Vp(x) =i} = w(Pt—i)y

en donde ¢ designa el indicador de Euler,



Demostracidn. Basta observar que el conjunto

{x(m8d pt) | vp(x) = i},

es la ima3gen de los unitarios de Z/%t~i mediante el mono-

Z

morfismo de grupos:

. P -
Z/p\‘:-—].Z > Z/ptZ .

Proposicidn 3.8.

i) Si p = 1(mdd 4), y pib1 con vp(n) = 20 + 1, a > 0, re-

sulta que

2

Bp(n, <by,

ii) Si p. = 3(mdd 4), p|bl y vp(n) =20+ 1, a > 0,

2 2 2 _ =(o+l) a_
ap(n, <bl,b2,b3>) = p (p+l) (p -1).

Demostracidn.

i) Recordemos (cf. lema 2.9 ) que en este caso es:

2 .2 .2 _ =2(4a+3) 2 .2
ap(ms <byaby.by>) = p rp4a+3(“’ <Ppabys
Luego se ha de calcular:

2 .2 .2 _ 2 2
T 4a+3(®s <bysbysb3>) = g a3 (PTPIXL
P xl(mﬁd P y P

2 .2 ~(a+l +1
by,b3>) = p (atl) 3p0%. % po1y.

entonces

<b

Basta, pues, distinguir qué ocurre para cada valor de

4a+3
P

xl(mod ), segiin sea'Vp(xl).
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http://bj.b2.b3

2 2
1*1

'Si Vp(xl) =i, con 0 < i < a - 1, entonces Yp(n-b

2(i+l1), y por el lema 2.11 resulta que al ser p = 1(mdd 4) se

tiene
2.2 2 .2 . -1 4o+3
T 4a+3(n-blxl’ <b2,b3>) = (2(i+1)+1) (1-p ) p .
P
. . . 2.2, _
Si vp(xl) = i, con i > o entonces Vp(n_blxl) = 2a+l, v es
pues,
2.2 2 .2 _ -1 4o+3
rp4a+3(n—blxl, <b2,b3>) = (20+2)(1l=-p ") p .

Por tanto, teniendo en cuenta el lema 3.7 , el valor de
2 .2 .2

Bp(n, <b1,b2,b3>) es:
-4a+3(1~p—1) (3¢(p4a+3) + 5 ¢(p43+2) P
cee + (2a+1) <p(p3°‘+4) + (2a+2) p3a+3)

- p—(4a+4)(p_l)(3p4a+3+ 2p4a+2+ 2P4a+1+ - 2p3a+4+ 2p3a+3)
= o Ot ity e+ 2p% e L 4+ 2p + 1)

Teniendo en cuenta que

2007 4 4 2p = 222 R)

p -1

resulta que, si p £ 1(mdéd 4), entonces

3, (m, <bT,ba,b3>) = p I aptTo gy,

ii) Si p = 3(mbéd 4) y Vp(n) 20+ 1, con a > 0, procediendo
igual que en apartado i), resulta que si vp(xl) = i, con

0 <i<a -1, entonces Vp(n—bfxf) = 2(i + 1) y por el lema

2.11 se obtiene que



2 2 2 -1 ba+3.
P

T 4a+3(n-bl' 2,b >) = (1L +p ")
P
Si vp(xl) = i, con i > o, entonces v (n bfxl) = 20+l, y es
pues:
2 2 2 _
r 4<1+3(n—bl.xl 2,b >) = 0.
P
Por tanto, si p = 3(mdd 4), teniendo en cuenta el lema 3.7 ,

resulta que

3, (n,<b7ubz,b30) = pT D pTh (a4 w40 )4
oo+ (p2%)
- O iy %1,

Los resultados anteriores permiten enunciar el siguien-

te

Teorema 3.9. Sea n un entero positivo £ibxe de cuadrados res-

pecto de sus divisores primos congruentes con 1 m&dulo 4., En-

tonces

*
r (n,gen <bf,b§,b§>)= Aln) ,1/2 LCl,x_yp)? it 2(1+p)

m ptblb2b3

siendo (bi,bj)=l, para i#j; y tomando A(n) los mismos valores

que en el teorema 3.1.
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Demostracién. Recordemos que

* 2 .2 - 2 .2 2
r (n,gen <bf,b2,b3>) Z;: p(d) r(nd Z,gen <b1,b2,b3>).

d”in
S 8
Si escribimos n = P P T q. 3 , entonces
r j=1 j
s
* -
r (n,gen <bf,b§,b§>) = r(n,gen f) ’§ r(nqiz,gen £f) +
i=1
-2 -2 -2 -2 <2
+ E r(nq. q. ,gen f) - E r(nq. q."q ",gen f) +
15 S A — i ) Tk
<i<j<s l1<i<j<k<s

-2 -2
+ ... + (—l)s r(nq1 . qS sgen f).

t
En donde, si Q = I qj, t < s, resulta, sustituyendo por
j=i
los valores de las densidades p~addicas anteriormente obteni-

dos, que

1/2

r(nQ ?,gen £) = 2™— 5, 1 2(1-p7h) I (1-p~2%)
bybyby plbyb,b, Pib b,b,
p|ng~?
p=1(4)
Con L asTh e meTton e (1-p72) (14 2 4k Lo @m0,
pinQ PIb b,b, P p
p|nQ~?
p=3(4)
en donde,
_p-2b o2
pzban-z’ p2b+2rnQ-2 g Kp(nQ-z’b) - {1-¢ f___f___) 1,1
p p

Observemos que,
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I (1-p~ %) np<no'2,0) = 1 (1-p7 %) {1-(TR2y 147!
pan—z pin P P

Ademds, como el simbolo de Legendre es una funcidn com-

pletamente multiplicativa:

-2
(:B_) = (:BQ__~y
P P

Teniendo en cuenta estos hechos, el lema 3.5, y proce-~

diendo igual que en el teorema 3.1, se obtieme el resultado

enunciado. #
El caso en que vp(n) = 20, p # 2, es m@s complicado. Por
. . . - _za —20.
ello distinguiremos segin sea (E n) - -1 8 (2 n) =1
P p
-20
Proposicidn 3.10. Si Vp(n) =20, a 21, =)= -1y plb,,
P

resulta que

2

. 2 .2 _ - o a
1) ap(n, <b1!b2’b3>) =P (3p - P

“12y, si p=l(méd 4),

2 .2

. . 2 -1 . -
ii) Bp(n, <b1,b2,b3>) (14p ") , si p=3(mdd 4).

Demostracidn.

i) Recordemos (cf. lema 2.9 ) que

-2 (4a+l1) 2 .2 .2

2 .2
rp4a+l (n, <by,b,,bs> ).

2
ap(ns <b19b29b3>) =P



Como en los casos anteriores vamos a contar el nimero de

soluciones de

2 2 2 2 f i (m6d p4a+l),

para cada uno de los diferentes valores X de Xl’ distinguien

do seglin sea su valoracidn en p.

-20
Siv (xl) = i, con 0 < i < a - 2, entonces como (:2———2)= -1,
se tiene que v (n- b ) = 2(i+l), vy es pues, al ser p=1l(mdéd 4),

(cf. lema 2.11 )

2.2 .2 _ : -1, _ha+l
r 4a+l(n b1 1’ b2,b > = (2(i+1)+1)(l-p ") p .
—2an
Si v (x,) = i, con i > a-1, como (B————) = -1, es
P
2 2
V (n b 1 = 20” Yy
2.2 2 2., -1, 4o+l
rp4a+1(n bl 10 <b2,b3>) = (20+1)(l-p ") p .

Por tanto, teniendo en cuenta el lema 3.7 , resulta que el

2 .2 2
valor de ap(n, <bl,b2,b3>), en este caso es,

pm (A1) (| mly g pbatly L gp ey
cee + (20-1) ¢ (p2%) 4+ (2a+1) p2%tY

_ p—(4a+2)(P_l) (3p4a+1+ 2p4a+ 2p4a—l+...+ 2p3a+3+ 2p3a+2)

= p%3p%- p*7l- 2y,

ii) Si p=3(méd 4), basta observar que para cualquier valor

de vp(xl), el valor correspondiente de Vv (n bf f) es un ente-



ro par y,por tanto, para cualquier valor de xl(méd p4a+l)

tiene, al ser pz3(mdd 4), (cf. lema 2.11 )

2 2 2 .2 -1 4o+1
rp4a+l(n b1 1° <b2,b3>) = (1+p ") p .

Por consiguiente, en este caso

2 2 -1 #

3 (n <b 2,b >) = (1+p 7).

Observacidn. Si P|b1 y plbz, p1b3, entonces estd claro que.

b2 y b3 son invertibles mdédulo pt, para todo t > 1. Si escri

t 1
bimos bl=blp, también bl es invertible médulo pt. Por tanto,

2
Z,b >) =r t(n’ <p »1,1>)5;
P P

de ahora en adelante lo escribiremos con esta iltima notacidn.

-2a
En el caso en que (2———3) =1y vp(n) = 2a, a > 1, la va

loracidn p-adica de pnza(n-bfxf) puede no coincidir siempre
con cero, si Vp(xl) = g-1, Determinamos a continuacién el va~-
lor de ap(n, <p2,1,1>), p#2, en este caso.

Lema 3.11. Sea a > 1. Entonces el valor de r 1(O, <1,1>)

ba+
P

es:

i) p4a’ si p=3(mdd 4),

i1) 2(p4a+2

' 4o
=1) +p (ptl) , si p=1(mdd 4).
p+l



Demostracidn.

i) Si p=3(mdd 4) e (y,2z) una solucidn de

v2+ 22 = o(msd ptotly,
como (:l) = -1, resulta que Vp(y) > 2a+l, vp(z) > 2a+l. Por
P

tanto, hay p2a posibilidades para Y y otras tantas para Z,
asi que el nimero total de soluciones es p
ii) Si p=1(mdd 4), ademds de las p4a soluciones citadas en

el apartado 1), existen otras:
. . ba+l .
Si z es tal que vp(z)=1 < ———, entonces cualquier so-
2

lucidn y de

2 2

Y°+ z© = 0(mdd plm‘+1

)

0(mdd p4a+l)

t

verifica vp(y) = vp(z). En efecto, de y2+z
o+l
2

se obtiene y2 = 0(mdd pZi) por ser i< , 0 sea vp(y)z i,
y por simetria vp(y) = vp(z).

De ésto Gltimo se deduce, dividiendo por pZi, que el ni
mero de soluciones (y,z) de

2 2 bo+l
P ):

Y+ Z2° = 0(méd
_ . _ba+l . . .
con vp(z) = i< , coincide con el de soluciones (y,z), con
2

vp(z) = 0, de

2 2

24 7 p4oz+1--21

0(mdd ).

Esta Gltima ecuacidn equivale a

1 .2

- )% = -1 (méd p40L+1—21

( )

que tiene dos soluciones por ser p=1(mdéd 4), (cf. [24] §3.5.).

Por tanto, hay



bo+l1-21

2 p(p )
soluciones (y,z) de Y2+ 22 = 0(mdd p4a+1) con la condicidn
v (Z) = <.li£‘¢l'.
P 2
Resumiendo, si p = 1(mdéd 4), el valor de r 4a+1(0’<1’1>)
%
es:
4 ba+l 4o-1 boa-3
PO 2P %) 0 (T 40" TT) 4o+ @ (P))
bo+2 ba
21 4+ p )
p+1
—2an ’
Si (B————) = 1, entonces (cf. [24] §3.5 ), resulta que
P
P n es un cuadrado mddulo p , para t > 1l:

P n = az(mﬁd pt).

Pasemos ahora al cdlculo de vp(a2~x2) mddulo pt, t > 1,

p # 2.

Lema 3.12. Si pfa se verifica:

i) E1 nGmero de elementos x, mddulo pt, p # 2, con vp(az—x2)=i,
1<i<t, es 2¢(p" %).
ii) E1 nGmero de elementos x, mddulo pt, p # 2, con vp(az—x2)=0

es pt- 2pt_1.

Demostracidn.

i) Observemos en primer lugar que si vp(a—x)>0 entonces

vp(a+x)=0 y viceversa. En efecto, si vp(a—x)= k>0, y
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vp(a+x)= h>0, tenemos para ciertos A,yu.

upk = a-x = -(a+x) + 2a = —Aph + 2a,

de donde 2a = 0(mdd p), lo cual es absurdo.

Por tanto,
{x (mdéd pt) l vp(az—x2)=i} = {x(mdéd pt) | vp(a—x)=i}
\J {x(méd pT) | vp(a+x)=i}.

Asi que, por el lema 3.7 , el nlmero de elementos dis-

tintos x (mdd pt) con vp(az-x2)=i, l<i<tses 2¢(pt_l).

ii) Por paso al complementario tenemos que el niimero de ele

mentos x (m&d pt) tales que vp(az—x2)=0 es:

t .
t - t-1 t t-1
pr- 22 ¢(p ) =p - 2p . #
i=1
' -2a
Teorema 3.13. Sea vp(n) = 20, a.> 1y ( B—~—E)= l. Se verifi

P
ca:

i) Si p=3(mdéd 4), entonces

o o-1 2).

7a+2
p AT (% pP -

2
r 4a+l(n’ <pT,1,1>) =
P

ii) Si pz1(mdd 4), entonces el valor de r 4a+l(n,<p2,l,1>)
es:

(p+l)-1pa+1(3p7a+2+ 2p7a+l_ p7a‘ (8a)p4a+2+ (8a+4)p4a—4).

Demostracibn.

i) Es claro que



2 2 2
r 4a+l(n’ <p,1,1>) = E::;;;l‘r 4a+1(n-p x5, <l,1>).
P p

x (mdd p )
Es decir, estudiaremos la congruencia

2 2 2,2

Y+ Z° = n-p X" (mdd p4u+1

).
. . . . 2.2 .

Si vp(x)=1, con 0<i<a-2, se tiene que vp(n—p x7) = 2(i+l).
Luego, via el lema 2.11, se puede calcular su contribucidn f&-
cilmente.

Indiquemos ahora por Vp( s,t) la aplicacidn inducida por

vp en Z /ptZ , mediante

®i
!

_ & - sl = 0,
v (x,t) = _ _
P vp(x) si x # 0, X un representante cualquie-

ra de x.
Ahora bien, vp(x,4a+l)2 a-1 es equivalente a
vp(n—pzxz, 4a+l) > 2a, y a su vez es equivalente a que x sea

de la im3gen del monomorfismo "multiplicar" por pa de

Z/p3c>:.+2z en Z/plmf.+1Z .

a-1

Por tanto, podemos escribir x = p y con y Gnico mdédu-
1o p3a+2.
E-Zan -2a 2, . ba+l
Puesto que ( ) = 1 resulta que p n = a (mdd p )

P

2 2 2 2., .. ha+l
y n-p’x? = p2%(a’-y?) (msa p*°

Y, vy vp(n—pzxz, 4a+l) puede cal
cularse a partir de vp(az-yz, 3a+2), en el sentido de que

2

20 + Vp(az—y ,3a+2), si vp(az-y2,3a+2) < 2a,

[}

vp(n-p2x2,40+1)={
, si vp(az-y2,3a+2) > 2a.,

Nos remitimos al lema 3.12 para el cdlculo de



vp(az-yz, 30+2).
Adem3s, se verifica :

Lo+l

# {x(méd p ) | vp(n—p2x2,4a+l) =i+ 20; i > 0}

3a+2

= # {y(mdd p ) | vp(az—y2,3a+2) = i}

Con todos estos datos podemos construir la siguiente

tabla:
n® de y's = n® de x's vp(a?—y2,3a+2) vp(n-p2x2,4a+l)
pdak2 | ) 3o+l o vg
2 (p>%*) 1 2a+1
2 (p3%) 2 20+2
2 (p**?) 2a ba
2041 o
2po%+l
(4o+l=)e ®

Entonces el valor de r 4a+1(n,<p2,1,1>), si p=3(mdd 4),

es:
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3a+3

4a+l)+(p(p4a)+...+tp(p ) +

p*®*tl (1ep7h) (p(p

3a+4+2 3o+1 Ja-2
p - <P

Yy + ...

+( 2 ) + 29(p3%) + 2¢(p

+2 +1_4
cee + 2¢(p%TYy) 4+ 2p0tl e

7a+2 -1
p (p™+ p* - 2).

it

ii) Sea ahora p=1(mdd 4). Si vp(x)=i, con 0<i<a-2, basta
aplicar el lema 2.11 para obtener su contribucidn en el cidl-

culo de r (n, <p2,1,1>).

p4a+1

Si vp(x) > a-1, obtenemos la misma tabla de valores que
en el apartado i). Pero cada uno de ellos se ha de multipli-
car por su valor correspondiente, dado en los lemas 2.11 y
3.12. Asi que si p=1(mdd 4), se tiene que el valor de

(n, <p2,1,1>) es:

rp4a+1
- + 4o+ 4 3a+
(-p7H) p* M Be(r M) 4+ 500 %) + Lo+ (20-1) 9 (2 +
+ (2041) (p30F2 2539y 4 g (2a42) @ (3% +
+ 2(20+3) @ (p°%) + ... + 2(4at1) ¢ (V)
bo+2 4o
- +
+ 2p%tL (20 1) + p  (p+l)
' p+1
- (p+1)_1 pa+1(3p7a+2+ 2p7a+1_ P7a_ 8ap4a+2+ (8a+4) p4a_ 4).
Recordando que si vp(n) = 204 , entonces
2 -2(4a+l 2
3p(n, <p ,1,1>) =1p (4a ) y1,1>),

rp4u+l(n’ <P

obtenemos el siguiente
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]
N
=4
Q

v
—
<

Corolario 3.14. Sea vp(n)

ces:

i) Si p=3(mdd 4),
- o -1
8p(n, <p2,1,l>) = p a(p +Pq -2) .
ii) Si p=1(mdd 4), entonces Bp(n, <p2,l,l>) vale:

-1 _=(7a+l + 7o+ +
(p+1) 7 pTTe¥D) (37 o% 2, 7okl pT 8oy p4*F24 (Baws)ph®- 4).

Estd claro ahora que para obtener el valor de
r(n,gen <bf,b§,b§>) basta sustituir en la f6rmula del "Haupt

satz" de Siegel los valores de las densidades p-adicas que

hemos obtenido.

§4. Cdlculo de r(n,gen <bf,b§,22>) en el caso n par

En todo este parrafo n designarid un entero positivo par

tal que &4/fn,

La {inica diferencia con el caso impar viene dada por el

cdlculo de 3_ vy 9,

©o

Por el lema 2.10 se tiene

1/2 3/2
3_(n, <bf,b§,22>) = 2 L

2b1b2F(3/2)
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El cidlculo de

-10 2 .2

az(n, <bf,b§,22>) = 2 T (n, <b;,b ,22>) se simplifica

gracias a la siguiente

Proposicidn 3.15. Si n es par y 4fn,entonces si k>3, resul-

ta que

2 .2 .2, _ .2 2 .2 .2
r k+1(n, <b1,b2,2 >) = 2 r k(n, <b1,b2,2 >).

2 2

Demostracifn. Paralela a la proposicidn 3.2, teniendo en cuen

ta que b,,b, son unitarios en z,/zkz » para todo k. #

1’72

Corolario 3.16. Si nz=2,6(mdd 8), entonces az(n, <bf,b§,22>)=l.

Demostracidén. Por la proposicidn precedente se tiene que
r (n, <b2,b2,22>)
2 2 .2 23 172
Bz(n, <b1,b2,2 >) =
26

il
—
.

E 3

Sustituyendo por los valores hallados de 82 y 9, ¥ Pro

cediendo como en el teorema 3.9 , se obtiene el siguiente

Teorema 3.17.Sin=2,6(mdd 8) y n es libre de cuadrados respec

to de sus divisores primos congruentes con 1 mddulo 4, se ve-

rifica:

2 .2 8 _1/2

r*(n,gen <bf,b2,2 >) = 1.

2(14p) "~



§5. Expresidn de Gi(n) mediante densidades p-adicas

Sea n # 0,4,7(mdd 8); por comodidad escribiremos:

§;(n)
si(n) = — ,
r(n,IB)
para i = 1,2,3, Tenemos la siguiente

Proposicidén 3.18. Sea n # 0,4,7(mdd 8). Entonces

2
3 E - u(a) T Bp(n, <a”,1,1>)

i) $j(n) =

a;|n pla p 3 (n,1,)

a#l P

3 (nd'z, <bf,b§,1>)
ii) sy(n) = 2 - u(b b,) I P .
. a;|n p]ala2 P ap(n,I3)
ai#l
d (nd'z, <bf,b§,b§>)
iii) $}(n) = ) - u(b byby) 1 £ ,
ai]n plaja,a; p 8, (s 13)
a.#l
1

en donde a;, a, y a; son libres de cuadrados.

Demostracidén. Basta tener en cuenta la definicibn de Si(n),

i=1,2,3 y que, seglin los cadlculos precedentes, si p I a,a,ag

es:

2 2 2

- 2 _
Bp(nd , <b1,b2,b3>) = 8p(n,13).

Asi como que



-2 2 .2 2
2, (nd”", <b),b).b3>) o .

3,(n,15) pla1a2a3 o

La proposicidn precedente nos permite exfender las expre
siones S;(n) a enteros n = 7(mdéd 8), no representables, por

tanto, como suma de tres cuadrados.

Definicidn. Si n = 7(mdd 8), entonces

2
a (n, <a ,1’1>)
S{(n):= 3 E - u(a) I P .

aln pla p 8, (n,13)
a#l
) (nd_z, <bf,b§,1>)
s!(n):= 3 p(b,b,) i P ,
2 a_|n 172 |a.a 3 _(n,I.)
i Pla;a, P o insd4
ai+1
‘ 3 (nd’z, <bf,b§,b§>)
S!(n):= - u(b,b,b,) I P .
3 a.|n 17273 Ia a,a 3 (n,I,)
i pla, é,a; P oyin, g

ai#l

Estas definiciones son posibles debido que al ser n im-
par vy p # 2 siempre se verifica que ap(n,I3) # 0, aunque
r(n,iB) = 0,

Ahora podemos definir Gi(n) para estos enteros n = 7 (mdd

del siguiente modo:

G, (n):= Sg(n),

Gé(n):= Sé(n) - 2 Sé(n),

8)


http://ZX.t2.nde.t1

G3(n): = S;(n) - S;(n) + S3(n) .

§6. Fdérmulas recurrentes para Gi(n)

En este pirrafo se van a hallar férmulas recurrentes
para Gi(n), i=1,2,3, n # 0,4(8), en funcidn de cocientes
de densidades p-~adicas.

Sea n un entero no divisible por un primo p. A fin de
relacionar Gi(npa) con Gi(n) introducimos los siguientes

conceptos:

Definicidn. Sea np”  0,4,7(mdd 8) y n # 0,4,7(méd 8).

. . o .
i) si ailnp , p|ai para exactamente un i y d = d(al,az,aB)

(cf.86 Cap.I1), entonces el cociente

-1
(r(npad-z, gen <b§,b§,b§>) (r(nd-z, gen <bip_2,b§,b§>)>

r(np®,1,) r(n,I;)

lo designamos por a;(n,a), en donde pld y plbi para exacta-
mente un i, que hemos supuesto i = 1,
Sin=1, escribiremos

4 . = '
ap(a)- Bp(l,a) .

ii) Si ai[npa y plai para exactamente 2 & 3 indices, enton-

ces p[d(al,az,aB) y si llamamos

-1

-1
d: d(p "a;,p az,a3)

(o1

d:

(]
[~ 9
”~~
©
[+ 4]
-
-
o
[
N
-
o
]
W
S



segln el caso, entonces el cociente

<r(npa-2d_2, gen <b§,b§,b§>)) ( r(nd—z, gen <bf,b§,b§>)

r(nPGQIB) r(n,I3)

lo designamos por B'Z(n,u), en donde pfd y pfbi, para i=1,2,3.
p

Si n =1, escribiremos

a'z(u): = 3'2(1,a) .
P P

Lema 3,19, Sea p un primo y n, npa # 0,4,7(m8d 8). Se tiene:

i) S§i pfd y prbi , para i 1,2,3, entonces

r(npad-z, gen <bf,b§,b§>) r(nd-z, gen <b§,b§,b§>)

'r(npa,I r(n,I3)

3)

ii) Si p,d y p}'bi para exactamente un i, entonces

5 (np%d 2, <bf,b§,b§>)
a;(“’a) = R .

P ap(npa,13)

iii) Ssi pfd y prbi para i = 1,2,3, entonces

a=-2,-2 2 .2 ,2
?'z(n’“) - Bp(np d ,<b1,b2,b3>)

P a

Demostracidn.

i) Basta comprobar, aplicando los resultados de los pérra-
fos precedentes, que los cocientes de densidades coinciden
en ambos términos.

ii) y iii) Basta aplicar las definiciones de Bé(n,a) y
3'2(n,a). El factor 1l/p proviene del cociente de las densida

P

des del infinito.
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Proposicién 3.20. Sean n,np*# 0,4,7(méd 8) y pf/n, entonces:

3p(npa, <p2,1,1>)

a
P Bp(p .13)

i) Bé(n,a) =

BTN C S 3
ii) 3',(n,a) = B .

p

o
p ap(p ,13)

Demostracidn.

i) Si p[d y p!bi para exactamente un i, por ejemplo i = 1,
entonces estd3 claro que b2 y b3 son invertibles mddulo P2a+1
y si escribimos bl = p bi, también bi es invertible mddulo
p20l+l . Por tanto,

o (np%a”?, <bl,b2,b55) >_(np%, <p?,1,1>)
3'(n,a) = P = P .
? 5_(np%,1,) 3 (np%,I,)
p 3 (np, 14 p 3 (np, 1y

y como Bp(npa,IB) = 3p(p“,13), para todo n > 1, resulta que

2 (ap®, <p2,1,15)

aé(n,a)
{47
p 8p(p »13)

ii) si pld y pfbi, para i = 1,2,3, entonces todos los bi

son invertibles mddulo p2a+1 y resulta que
2 (np®%a72, <bf,b§,b§>) ap(npa—2,13)
B'Z(n,a) = P = ,
P o a
p 3, (np,13) p 3,(np,14)

y claramente, por tratarse de I3, este Gltimo cociente coin

cide con



a—-2
ap(p ,13)

o3
P BP(P ,13)

Esta proposicidén justifica la notacidn aé(n,a), a'z(n,a),
P
ya que su valor no depende de bl’ b2, b3, sino s8lo de sus

valoraciones en p.

Observaciones.

i) Como B'Z(n,a) no depende de n, podemos escribir, para

P
todo n > 1.

B'Z(n,a) = B'z(a);
p p

ii) En el caso en que el exponente de p sea impar, por la

proposicidén 3.8, resulta que también podemos escribir

Bé(n,2a+1) = 3' (2a+l)

Y
p
para todo n > 1.

Asi sdlo escribiremos a;(n,Za) en el caso en que el expo

nente de p sea par y distinguiendo segiin sea ( % ) = -1 6

( % ) = 1.

Convendrid extender tambié&n los valores aé(n,a), a'z(a),

P
al caso en que npa z 7(mdd 8). Se definen

2
9 (npa’ <p ,1,1>)
a;(n:a) = P b
¢}
p ap(p »13)




-2
3 _(p° »13)

' = P
3 z(a) = 3
P

a
P Bp(p »13)
en donde ap(p“,13) # 0 ya que p # 2.
La obtencidn de las f6rmulas recurrentes para Gi(n),
i=1,2,3, resultard de las fdrmulas recurrentes para las

correspondientes sumas auxiliares, que se dan en el siguien

te

Teorema 3.21. Sea n un entero positivo impar. Y sea p un pri

mo tal que p[n. Entonces para todo entero o > 1 se verifica.

i) 8] (mp%) = s{(m) + 3'(n,a)(3 - S} (n)),

ii) $5(p%) = sj(n) + 31(n,a) (5] () - $5(n))
+ a'z(n,a)(B - Si(n) + Sé(n)),

P
Sé(n) + a;(n,a)(sé(n) - 3S§(n))

iii) Sé(npa)

+ a;z(n,a)(l - Sé(n) + ZSé(n)).

Demostracidn.

i) Recordemos que

aq(npa, <a2,l,l>)

) a = —
Sl(np ) =3 5 u(a) 10 m
a|np qla q 3 _(np ,13)
q
l1#a

en este caso designamos por q los divisores primos de a.



Entonces podemos escribir

o 2
3_(np , <a”,1,1>)
Si(npa) = 3 E - u(a) T 4 ,

(1) qla ¢ 3, (n>13)
2
3 (npa, <a“,1,1>)
+ 3 - u(a) @ 4 ,
(2) ala gq Bq(n,13)

estando sujeto el sumatorio (l) a las condiciones:

a|npa, a#1, con (a,p) = 1.

Y el sumatorio (2) a las condiciones:

alop®, a #1 y pla.

Por el lema 3.19 se obtiene

2

Bq(npu, <a”,1,1>)

3 - u(a) I

= Si(n),
qla q Bq(n,13)

~~
[y
A

24 (p”, <a?,1,15)

3 - u(a) 1

= 3! (n,a) (3-8} (n)).
(2) ala g 3 (n,13) P

Por tanto,
Si(npa) = 5] (n) + aé(n,a)(B—Si(n)).

ii) Podemos descomponer

L -2 2 .2
o 2:::: Eg(npad » <byyby,1>)
Sé(np )y =3 . p(blbz) i
ai|np q|a1a2 q 8q(n,13)

ai#l

en tres sumatorios,

= y_- + 5__ + 5__ ,

a [np (1)  (2)  (3)
a;tl




en donde el sumatorio (1) estd sujeto a las condiciones
ai]npa, a; # 1y (ai,p) =1, para i = 1,2. De donde pJd y
pybi, i=1,2,3.

El sumatorio (2) estd sujeto a las condiciones:
ai]npa, a; # 1y p]ai para exactamente un i. Por tanto,
p!d y plbi para exactamente un i.

El sumatorio (3) estd sujeto a: ailnpa, ai#l, pla1 y
plaz. Por tanto pl|d y pfbi, i=1,2.

Entonces por el lema 3.19 se tieme que

5, (np%a”%, <b’,b2,15)

3D u(byb o = 53 (n).

D) q!alaz q 3, (n,13)

En el segundo sumatorio si p divide a a; puede ocurrir

que a, = b 8 bien a;, = pai , con (a »P) = 1, para exactamen

te un i, i = 1,2. En el primer caso la contribucidn en 3

es, otra vez por el lema 3.19, 2 é;(n,a§ Si(n) y en el seEZ)
gundo es: -2 aé(n,a) Sé(n); en donde el coeficiente 2 provie

ne de que p puede dividir a a, o a, (6 lo que es lo mismo

a b1 o b2). Asi que
] (npad_z, <bfab§sl >)
3 u(blb n 3 =

= 2 Bé(n,a)(si(n) - Sé(n)).

Por d4ltimo, en el tercer sumatorio hay que distinguir

seglin sea



a, = p, a, = paé con (aé,p) =1, aé # 1 6 viceversa;

'

a; = pa}l con (ai,p) =1, ai # 1, para i = 1,2 ,

Por tanto, teniendo en cuenta el lema 3.19 se obtiene

5 (np%a”2, <bf,b§,1>)
3 u(b,b,) i 9 =

o

B;Z(n,a)(3 - 2 S{(n) + Sé(n)).

Sumando estos resultados queda probado ii).

iii) Descompongamos

-2 2 .2 .2
o S 8o (mp%d™%, <bl,bj,b3>)
S3(np’) = y ~ H(bybybsy) I 5
ai|np qlalaza3 q aq(np »I3)
ai#l

en tres sumatorios,

S R

a;|np” (1) (2) (3)

ai#l
con el sumatorio (l) sujeto a las condiciones: ailnpa, ai#l y
(ai,p)=l para i=1,2,3. De donde pfd y (bi,p)=1, para i=1,2,3,.

El sumatorio (2) estd sujeto a las condiciones: ai[npa,
ai#l'y p]ai para exactamente un i, i=1,2. De donde p]d y plbi
para exactamente un i.

El sumatorio (3) estd sujeto a las condiciones: ailnpa,
a;#l y p divide a 2 § 3 a;. De lo que se deduce que pld v pybi
i=1,2,3.

Aplicando el lema 3.19 y procediendo exactamente igual



como en los apartados anterijores resulta

2 2 .2 .2

a -
Bq(np d 7, <bl,b2,b3>) o
- u(b,b,b,) I = §'(n).
M 12737 gla,a,a a8 (np%,1,) 3
17273 q ’73
3 (np%d™%, <b2,b2,b25)
q 1°72°73
- u(b,b,b.) i =
) L7237 gla,a,a q 8 (np%,1,)
17273 q *73
- ' 1 - U
= 3! (n,0) (S5(n) - 355(n)).
> (np%d™%, <b%,b2,025)
q 1°7°2°73
- u(b,b,b,) Il =
&) 12737 gla,a,a q 8 (np%,1,)
17273 q "3
= ' _at '
) 2(n,a) (1 Sz(n) + ZSB(n)).
P
Al sumar estas expresiones se obtiene iii). #

Las relaciones (cf. Cap., III §5.)
Ay et a
G, (np7) = S3(np7),

Sz(np ) 283(np )

Gz(npa)

a ] a — t Q. ] a
Gy(np) = S;(np7) = S,(mp) + S3(np),
junto con el teorema 3.21 nos permiten obtener la fdrmula re-

currente para el término principal, dada en el siguiente

Teorema 3.22. Sea n un entero positivo impar y p un primo tal

que pIn. Entonces para todo entero a > 1 se verifica que

i) 6, (np%) = 6 (n) + 31(n,@)(G,(n) = G (n)) +

+ a;z(n,a)(l—Gz(n)),
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ii) G,(np°) = G,(n) + 23)(n,a)(63(n) - G,(n)) +

+ a'z(n,u)(l + G2(n) - 2G3(n))9

1%
iii) 6,(np%) = G,(n) + (33'(n,a) - 23', (n,a)) (L=-G,(n)).
3 3 P p2 3
Corolario 3.23. En el caso particular en que n = 1 se obtie-
ne:
a = A
Gl(P ) = 9 2(0')’
P
oy _ '
G,(p7) 3", (a),
p
oy o v _ 1
G3(p ) 38p(a) 23 2(a).

P

Pasamos a continuacidn a la obtencidn de las fdrmulas re
currentes en el caso par. Como sdlo nos interesan enteros pa-
res no divisibles por 4, sdlo calcularemos Gi(n2), i=1,2. Se

tiene el siguiente

Teorema 3.24. Sea n un entero impar. Entonces

i) Sé(Zn)

il

$3(n) + 35(1)(S](n) - 85(n)).

ii) Sé(Zn) Sé(n) + aé(l)(sé(n) - 3S§(n)).

Demostracidn. Basta tener en cuenta las definiciones de Si ,

i=1,2; que 8'2(1)=0 y proceder como en el teorema 3.21. #
2

Aplicando el teorema precedente obtenemos el siguiente



Corolario 3.25. Sea n un entero impar. Entonces

i) 6,(21) = 6,(n) + 85(1)(G,(n) - G, (m)),

ii) G2(2n) = Gz(n) + 235(1)(G3(n) - Gz(n)).

*
§7. Expresidn de Gi(n) mediante densidades p-3dicas

Recordemos (cf. Cap. II §6 ) que si n # 0,4,7(mdd 8) es
un entero libre de cuadrados respecto de sus factores primos
congruentes con 1 mddulo 4, entonces £(n,3) se puede estudiar,

si es impar, mediante las funciones

* !
Gl (n) - S3 (n)Q
* * ! %!
Gz(n) = S2 (n) - 283 (n),
* P %1 4 * 1
G3(n) = S1 (n) - 82 (n) 53 (n).
Y si es par mediante
* k!
G, (n) = 85 (n),
* %1 *x1
Gz(n) =5, (n) - 8, (n),
en donde
Sf(n)

*1
Si(n).- —_——

r(n,I3)

Caso n impar, n ¥ 7(mdd 8).

Por el teorema 3.9 sabemos que en este caso



* -
r (n,gen <af,a§,a§>) - A(n) nl/2 L(l’x~4n) it 2(1+p) l.
m p[alaza3
Por tanto, se obtiene
*! -1
§, (n) =3 - u(a)y T 2(1+p) ,
l<a|m pla
% -1
§, (n) =3 2 w(a;a,) I 2(1+p) ,
l<a; |m p]ala2
(ai,aj)=l
* ! "].
S, (n) = - u(aya,a,) I 2(1+p) ,
3 l<a 17273 a,a,a
AL Pla ards
(ai’aj)=l
Bl B
{ = = = S = 5
siendo n mt, con m Pye«+Pps ¢ 97 ere 97 5 Py F 1 (méd 4)
y qj = 3(méd 4).
Caso n par, n # 0,4(mdd 8)
Por el teorema 3.17 sabemos que
* -
r (n,gen <af,a§,22>) -8 nl/z L(l’x~4n) il 2(1+p) 1.
w p|a1a2
Por tanto, se verifica
*! -1
.8y (n) =2 E::: - u(a) T 2(1+p) 7,
l<a|m pla
*1 -1
S5 (n) = 2 H(a a,) o 2(1+p) ’
l<a;|m pla;a,
(a;,a,)=1
siendo n = 2mt; m y t como antes.
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*
§8. Fdrmulas exactas para Gi(n) en el caso n impar

En este parrafo n designar3a un entero impar n # 7 (mdd 8),

libre de cuadrados respecto de sus factores primos congruen-

tes con 1 mddulo 4. Escribiremos n = mt, con
m = py.c-P. » Py = 1 (mdd 4);

B B8

- 1 s - -
t = - PRECTEE B qj z 3(mdd 4).
Definicid6n. Sea x, = 2(1+pi)-1, 1 < i < r. Designaremos por
Pyo= Pi(m), § =1,2,3, a
r
P. = n (L - jX.),
I =1 *

Teorema 3.26. Sea n # 7(mdd 8) un entero impar libre de cua-

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 md-

dulo 4. Se satisface:

* = g* =1 - 3P, + 3P P
G, (m) =53 (n) =1 - 3P, 2 ~ P4

Demostracidn. Por el teorema 3.9 se tiene que

* -
Gy (n) = D - u(aja,ay) o 2(1+p) 7L,
1<ai m p[alaza3

(ai,aj)=l

Para evaluar esta suma agrupamos previamente todos aqué-

llos sumandos que difieren entre si por una permutacidn de



a;, a,, a3 y que, por tanto, son iguales.
Tenemos:

I D I

1<ai'm (L)
(ai,aj)=l
en donde el sumatorio (1), que indica un modo de seleccionar
un representante de cada familia de las ternas anteriores, es
td sujeto a las condiciones:
a;|m i =1,2,3;
w(al) > w(az) > w(a3) > 13
si w(al) = w(az), entonces a; > a,;
si w(az) = w(a3), entonces a, > aq;
m.c.d.(ai,aj) =1, i+# 3.
Aquil como es usual w(n) designa el nimero de factores primos
de un éntero positivo n.
Si escribimos m(ai) = ki, i=1,2,3, con k = kl+k2+k3 y

3 <k <r, podemos escribir

r

3t ) DM ) ) e 07l

k=3 (2) (3)

*
Gl(n)

estando el sumatorio (2) sujeto a las condiciones:

kl + k2 + k3 = kj

k > k, > 13

1

v
o=

si k, = k, entonces a1 > az;

2

83 k2 = k3 entonces a2 > 33;

y en donde el sumatorio (3) estd extendido a todas las posibi



lidades de escoger 3 subconjuntos disjuntos de {pl,...pr} de
cardinales respectivos kl, k2 y k3 pero ésto equivale a:

1) extraer de todas las formas posibles k primos de {pl,...pr
y luego

2) repartir estos k primos escogidos de todas las maneras dis
tintas posibles en subconjuntos de kl,kz y k3 primos. Por tan
to podemos escribir el sumatorio (3) de la siguiente forma

2:: ﬁ (1+p )yl - E;: 2::

3y =1 4 c, ) ]

k -1
21(1+pij) s

con z;; indicando que se tiene que sumar respecto a todas

“x

las combinaciones & subconjuntos de k elementos de
{pl,...,pr}, y el sumatorio (4) que se tiene que sumar tan-
tas veces como modos distintos haya de repartir k primos en
3 subconjuntos de kl’ k2 y k3 elementos respectivamente.
k
Como I (1+pi.)_1 no depende del reparto de los k pri-
j=1 ]

mos, tenemos

oo 2

cp (&) i

k k
To(l4p )7l (L T (pTh) L1,
-1 cp =l (4)

y '2 1 es f3cil de evaluar: los k primos escogidos se pue-
(4)

den permutar de k! formas; ahora bien, cada eleccidn de k1
primos es la misma que la de éstos k1 elementos permutados
y lo mismo sucede con los k2 y k3 restantes.

Por tanto,



1 = R
(4) k ¢ k.! k,! k,!

en donde ko indica el nimero de igualdades que hay en

k, > k

1 > k3 mas una unidad.

2

Como por otra parte es obvio que E v }r permutan,
(2) Ck

lo que tenemos que calcular, es, pues,

1 J (2) k' k,! k. ! k., ¥

k k!
Sk gk Dm0t ) .
k=3 c =

Abreviaremos el Gltimo sumatorio poniendo

k.

= 3 k ,
: Jq( )

3

o=
o=
P

k

~
N
A

0 1° 72"
cuyo valor calcularemos después.

Como, por otra parte,

1

L aseTh,

n ==

.-l_ -

(@]

T .
k 3
en donde ok(Xl,...,Xr) es el k-&simo polinomio simétrico ele

mental, esto es,

0, (X, 5:+.,X_) = § X. oo X.
kol Tord <E e M K

la suma anterior queda pues en la forma

k . -1 1

CDE 2R G0 o caspTh o ase ).

[T

*
Gl(n) = 3!
k=3

Antes de proseguir con la demostracidon del teorema pro-

cedemos al cdlculo que j3(k), cuyo valor viene dado en el si



guiente

Lema 3.27. j,(k) =+ (3571 - 2% + 1),
2

Demostracidn. En la fdérmula de Leibniz

k! k k

(X+Y+Z)k = X 1 Y 2 Z 3,
= ' ' '
kl+k2+k3 k kl' k2. k3.
kl,kz,k330
tomemos X = Y = Z = 1. Separemos en esta suma los sumandos

en los que aparece el valor cero para alguno O algunos de
;os indices kl, k2, k3:
Si s86lo un indice es cero, por ejemplo kl = 0, los sumandos

correspondientes suman

k-1
k!
§ - E ( i y = 2% - 2,
- 1 ' o
k2+k3 k2' k3. i=1
K,y ky>0

Ademds, como dos ceros exactamente aparecen sdlo en tres su-

mandos, cada uno de los cuales vale 1, tenemos que

3k E +302%-2) + 3
ky+k,+ko=k k! ok,i kgl

1 7273 1
kysk,sky>0
k!
= ! ' '
kl+k2+k3-k kl' k2' k3.
kl,kz,k3>0

Ahora bien, todas las ternas (kl’kZ’k3) con kl+k2+k3=k,

pueden obtenerse por permutaciones de las sujetas a cualquie



ra de las condiciones siguientes:

i) k., > k, > k, ,

1 2 3
ii) k1 = k2 # k3 (0 lo que es equivalente, kl = k2 > k3 )
k1 > k2 = k3),
iii) k1 = k2 = k3, si las hay.

Como cada terna del primer tipo por permutaciones da lu
gar a 3! ternas, cada una del segundo a 3!/2! y cada una del

tercero a 3!/3!= 1, resulta que podemos escribir

k! k!
3k = 3! + 3!
= 1 ' ' = 1 1
kl+k2+k3-k kl. k2' k3. kl+k2+k3 k 2. kl' k2.
k1>k2>k3>0 0 k1=k2¢k3>0
]
' ke k
+ 3! + 3(2%-1)
. - 1 1 1] 1 ]
k =k2=k >0

= 3! § — + 3(2%-1)
- ¥
kTR =k k! k! okl k!

k >k, >k >0

1-72~73

31§, (k) + 3(2%-1).
Por tanto,

500 = L skl ok 4y, #

2

Prosigamos con la demostracidn del teorema. Sustituyen-

do j3(k) por su valor resulta que



[a]

¢l () = 3! _ DR 0 o zase T, 2asp)Th
r
1 k-1 -1 -1
= 3! { = (-1) o, (6(1+p,) “,..., 6(14P_ ) )
6 k=3 k ! r
r
1 k+1 -1 ~1
- = 2D s @asepTh L, saeeTh
2 =3 k 1 r
r
+2 2 DM g eawpT o, 2as)THY
2 k=3

Los Gltimos términos se pueden transformar mediante

r 23
P. = I (1 - —)

1 1+P.
i

™+ @pf T e Th +

1-2; o, ((l+p))

1 1

e+ DT @O 0 (AT, (e )T

es decir para j=1,2,3 se obtiene

I - .
23 2j
+
STy beees )
k=3

1+p1 1+pr
r
- -1 -1
= 1-2j z::(l+p.) Ly (Zj)2 § (1+p;) (1+p ) = - P..
i=1 * 1<i<®<r ]

Sustituyendo este valor en (*) se obtiene el resultado

deseado:

*
G1(“)

]
w
~—
N |+
1
O
a~]
+
!
[a~)
|
o |-
la~]
—

L
—

1
w
)
+
w
a~}

N

i
2~}
B
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*
Procedemos a continuacidn a evaluar Gz(n).

Teorema 3.28. Sea n # 7(mdd 8) un entero impar libre de cua-
drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 md-

dulo 4. Entonces:

*f
i) S2 (n) 6P1 + 3P

]
w
i

2’

3P, + 2P,.

[
—
i

. . *
ii) Gz(n)

Demostracidn.

i) E1 teorema 3.9 permite escribir:

%! , -
s, (n) = 3 u(a a,) 1 2@1+p)" L.
. l<a_|m p[ala2

Para evaluar esta suma agrupamos previamente todos aqué-

llos sumandos que difieren entre si por una permutacidn de

a, y a, y que, por tanto, son iguales.

Tenemos:
= 2
1<aiim (1)
(al,a2)=1

en donde el sumatorio (1), que indica un modo de seleccionar
un representante de cada familia de las parejas anteriores,

estd sujeto a las condiciones:



ailm, i=1,2;

w(al) > w(a2) > 13

si w(al) = w(az) entonces a; > a,;
(al,az) = 1,

Si escribimos w(ai) = k., i =1,2, con k = kl + k2 y

2 < k < r; se tiene que

r
%! ' k
52 (n) = 31 2;2 (-1)

estando sujeto el sumatorio (2) a las condiciones:

k -1
I 2(l+p..) ,
2 j=1 +J

|
(&)

k) + k, = k;

k1 >k, > 13
si k1 = k2 entonces a1 > az;
(al,az) = i.

El sumatorio (3) estd extendido a todas las posibilida-
des de escoger 2 subconjuntos disjuntos de {pl""’pr} de
cardinales respectivos k1 y k2' Procediendo igual que en el

teorema 3.26 se obtiene que este tercer sumatorio se puede

escribir de la siguiente forma

ZZ lr; (1+p. )t
cp (&) §=1 HT7

con el sumatorio (4) indicando que se tiene que sumar tantas
veces como modos distintos haya de repartir k primos en dos

subconjuntos disjuntos de k1 y k2 elementos.

k
Como I

J

(1+pij) 1 no depende del reparto de los k pri-
1



mos, se tiene

k k
T (07 = 1o 0Th (2 b,

c. (&) j=1 J Ci i=1 J (4)

T
k
y escribimos

000 = 2 1= - :

(4) k ! k. ! k!

en donde ko indica el nlmero de igualdades que hay en k >k

1-72°

md3s una unidad.
Como por otra parte, es obvio que z:: y E;:se pueden
(2) ~ ¢
permutar, se tiene que procediendo como en el teorema 3.26

* T

r
sy (n) = 3! }:: -DF o 2+t
k=2

beees 20407 ().

Procediendo andlogamente al lema 3.27 se obtiene

i, = 2k-1 _ .

Por tanto,

r
1 -— -—
s* (a) = 31/2 ¥ 6 Ga+pnL, L s ™hH
2 k 1 r
k=2
T
Y -1)% 6. 2a+p )Y, ..., 204+ )7
k 1 T
k=2
=3 - 6p + 3P,.
. * X! x! _ _ _
ii) Gz(n) 82 (n) - ZS3 (n) = 3 6Pl + 3P2
- 2 + 6P, - 6P, + 2P,
=1 - 3P, + 2B, . #
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Procedemos a continuacidn a efectuar los cdlculos para

*
G3(n).

Teorema 3.29. Sea n # 7(mdd 8) un entero impar libre de cua-

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 md-

dulo 4. Entonces:

]
w
I
(V8
o

i) s:kn)

L]
—
]
lav)

. *
ii) G3(n)

Demostracidn.

i) Recordemos (cf. teorema 3.9) que:

S:’(n) =3 E:: - u(a) 1 2(1+p)7L.

l<a|m pla

Si escribimos w(a) = k > 1, se tiene que
L k
*! -
7 (n) = 3 2 -5 2(1+p. ) 1
k=1 j=1 J
r
k+1 -1 -1
=3 2 (-1) 0, (2(14p;) "5.ens 2(14p ) )
k=1
. * X! %! %1
ii) G3(n) = S1 (n) - 82 (n) + S3 (n)
= 1 - P3. #

*
Observemos que en todos estos casos es Gi(n)

G} (m),



*
pues en realidad las expresiones Si(n) s8lo dependen de

m = p;...p_, COD p,; = 1(mdd 4).

*
§9. Fdormulas exactas para Gi(n), en el caso n par

Sea n # 0,4(mdd 8) un entero par libre de cuadrados res

pecto de sus factores primos congruentes con ! médulo 4. Es-

cribiremos n = 2mt, con
m = Py...Ps p; = 1 (mdd 4);
Bl Ss
t = q ceedy qj = 3(mdd 4).

Teorema 3.30. Sea n ¥ 0,4(méd 8) un entero par libre de cua-

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 md-

dulo 4. Entonces

* = g* =1 -2 P
Ci(a) = 8] (n) = 1 - 2P + P,.

Demostracidn. Por el §7. Cap. III tenemos que

* -
¢ (n) = E w(agay) 1 2(14p)” L.
l<a |m p!ala2

(al,a2)=l

Procediendo como en el teorema 3.28 se obtiene que

G1=l-2Pl+P2. #
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Teorema 3.31. Sea n # 0,4(mSd 8) un entero par libre de cua-

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 mdé~-

dulo 4. Entonces

- * '
i) S2 (n) 2 - 2P1.

. x
ii) Gz(n) 1 - P2.

Demostracidn.

i) Por el §7, Cap. IIlI, tenemos que

s;'(n) -2 - u(a) 1 2(1+p) L.
l<a|m pla

Procediendo exactamente igual como en el teorema 3.29,

se obtiene

* !

ii) c;(u) - S;'(n) - s;'(n) =1 - P, '

* *
Igual que en el caso impar se tiemne que Gi(n) = Gi(m),

*
pues las sumas Si(n) 86lo dependen de m.

~
.

2 .
- 101 - TS
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CAPITULO 1V

ACOTACION DEL TERMINO PRINCIPAL

En este capitulo se determinan, en primer lugar, los ente

ros n para los que Gi(n) <1 , para i 1,2,3. Ahora bien,esta

acotacidn del t&rmino principal no es suficiente para la poste

rior evaluacidn del "t&rmino de error” gi(n) - Gi(n) ; hace fal
o o

ta ademds, dado un entero n = Py ...pkk y disponer de acotacio

nes de Gi(n) uniformes respecto de la suma o = a1+...+ak .Ello"

se lleva a cabo en los teoremas 4.6 , 4,9 , 4.11 y 4,14,
Asimismo se determinan los enteros n = 2%mt para los que
* . * *
Gi(n) <1, para i = 1,2,3, Puesto que Gi(n) = Gi(m),la acota
cidn es automaticamente uniforme en t.
La acotacidn de Gi(n) se consigue mediante las fdrmulas
* -
recurrentes del capitulo III y la de Gi(n) mediante las fOrmu

las exactas del mismo capitulo,

§1, Acotacidn uniforme de Gi(pa).

Vamos a ver que para todo primo p ¥ 2 y para todo g > 1
se puede dar una cota, menor que 1 , de Gi(pa), independiente

de o
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Para ello empezamos por explicitar los valores de

a1 (), 3',(a) .
P P

Recordemos que (corolario 3.23)

Gl(Pu) = a'z(a) ’
P
G, (%) = 3", (a)
P
c3(p“) = 33" (a) -23',(a) .

P P

Proposicidn 4.1.

i) Para todo entero primo p + 2 y para todo a > 0 es

a+1l o
( 3p -p-p -1
, 8i p = 1 (mdd 4)5
(p+1) (p**1-1)
9'(20+1) =
pl2o+l) = { o
p -1
, si p = 3 (mdd 4).
\ o+l -1

ii) Si n es un entero n } 0,4(mdd 8), pfn y (%) = - 1

entonces para todo a > 1 resulta :

a -
3p - p* -2

-
7]
e

i~

1]

1 dd 4) .
(mdd ))

o
p +1+ pa~ 2

Bé(naza)

% sip = 3 (mdd 4) .

14
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iii) Si n > 1 es un entero n § 0,4(m3d 8) pln y (%) =1,

entonces para todo o > 1 resulta :

p’%(3p%+2p-1) + p*®(-8BapZ+8ats) - 4
s
2
Sé(n,Za) = si p =1 (méd 4) ;
pa + pa—l - 2
, si p = 3 (méd 4).
a+l + pa - 9
Demostracidn.
i) Si p = 1(mdd 4), por la proposicidn 3.8 se tiene que
+ - +
3p(P2a 1, <p2,1,1>) = p (“+1)(3 p® 1-pa-p-l), y como
20+1 2
BP(P * y<P ,1,1>)
35(2Q+1) = ’
20+1
P ap(p »13)
resulta
- +
p (a+1)(3pa l-pa-p—l)
8;(2a+1) =
- +1
p(l-p” %) (1. .. +E (2% a))
P p* P

- +
P (a+1)(3pa l_pu_p_l)

p(l-p"z)(1+i+...+iz )
P P
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- (a+
P (o 1)(3pu+l_pa_p_l)

2) (pa+1_1)

p(l-p~ "
p (p-1)

3pa+1_pa_p_1

a+1_

(p+1) (p 1)

puesto que, en este caso

-1
@2t = (1 -y -1

P
Si p = 3 (mdd 4), por la proposicidn 3.8 se tiene
+
Lo p?, 1,0
85(2a+1) =
’ 20+1
p 3, (p »13)

(p+1) (p%-1)

- 1
pa+lp(1-p 2y (1424, Lo+« (p%,2))
a P
P P
p* -1
= ’
at+l_ 1
ya que en este caso Kp(pa,a) = 1.
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ii) Sabemos que

20 2
¢ ap(np y<P ,1,1>)
3’ (n,20) =
P 20 ’

y ésto, segiin la proposicidn 3.10, es

3pa_poz-l__z
p%p (1-p™2) (1+de Lo+t k (mp?%, )
a P

P P
si p = 1(mdd 4),
. K 2(,' a -1 1 -1 -
siendo p(np s 3)=(1- (-;);) = ;ET s por ser p = 1(mdd 4) y
n
b = - 1.
(p)

A 20
Por tanto, basta sustituir el valor de Kp(np ,0) en la
expresidn anterior de Bg(n,ZG) para obtener el resultado enun
ciado.

Si p = 3(méd 4), seglin la proposicidén 3.10, es

1

(1+p )

3'(n120) =

P -2 1 1 20

p(l-p ) (l+=+,.,.+— K_(np~ ,a))
P pa P

a
siendo, ahora, Kp(np2 ,0) = —FP |, Para obtener el resulta

p-1

. c 2a
do enunciado basta sustituir Kp(np ,&) por su valor,

’ 200 2
3P(np <P ,1,1>)

iii) De 93'(n,20) =
P 2¢

»I3)

p ap(np 3

teniendo en cuenta el Cor.3,l14 se tiene que ,
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si p = 3 (4) entonces

1

(p%+p%7 " -2)
Bé(n,Za) = )
a -2 1 1 2
p p(l-p ") (l+—+...+= k_(np a,a))
a P
P P
con x_(ap2%,a) = (1=(2By L7
p b} p p .
En este caso es (%) = 1 , de donde (_%) = - 1 al ser
p £ 3(mdd 4). Por tanto
2
k_(np a,a) = -2
P p+l
Entonces
p +pa-1_2
Sé(n,Zd)'=
-1 2 1 1
P4 (4t 4 —— )
1 12 P (p+1)
Pa+pa—l_2
poc+1+poz_2
Ahora bien si p = 1(mdd 4) por el Cor.3.14 se tiene
3p7a+2 + 2p7a+l—p7a-8ap4a+2+(8a+4)p4a— 4
3;(n,2a) = ’
- 1 2
e+1)p Hpa-p H s+ Tk = (%, 0)
o P
P P
siendo Kp(npza,a) = —E , al ser p = 1(mbdd 4).

p-1

2
Basta sustituir «_(np a,a) para obtener el resultado enun-

ciado. #
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Proposicidn 4,2,

i) Para todo entero primo p $ 2 y para todo a > 0 es
p’ -1
' = ———
? 2(2cx+1) ) .
P P -1

ii) Para todo entero primo p + 2 y para todo a > 1 es

% s 8i p = 1(mdd 4) ,

! =
3p2(2a)
P +Pa-1_2
, 8i p = 3(mdd 4).
pa+1+pa_2
Demostracidn,
i) Recordemos (proposicidn 3.20) que
2a-
3 (P * 1913)
3',(20+1) = —E ,
P 2a+1
P Bp(p »13)
por tanto
3", (2u+1) = P P = —_—
- 1 1 o+1
P p(1-p ) (1 & oot =) pX o
P P

ii) Se verifica que (proposicidn 3.20)
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3'2(2(1) = ]
2
P P o (p *,1.)

por tanto,

o |-

o~1 "p
3'2(2‘1) = R p R
-2 1 1 20
P p (1-p )(1+—+...+—5Kp(p N
P P
Si p = 1(mdd 4), entonces
20-2 20 P '
k_(p ,a-1) = k_(p~ " ,a) = y por tanto 3',(20)
P P p-1 2
%
Si p = 3(méd 4), entonces
20-2 20 P . .
k_(p sa=1) = x_(p" " ,a) = y basta sustituir para
P P
p+l
obtener el resultado enunciado. #
Proposicidn 4.3, Si p = 2, se verifica
i) 3'(1) = 1/3.
2
ii) 8'2(1) =0 .,
2
Demostracidn. Se verifica
2
82(2,<2 s 1,1>)
35(1) = ,
2 82(2,13)
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siendo 32(2,<22,1,l>) =1, (cf. corolario 3.16)

y
82(2,13) = 3/2 , (cf. corolario 3.3).

Basta considerar los cdlculos precedentes para obtener

el siguiente

Lema 4.4. Para todo p + 2 y para todo a > 1 , se verifica:

i) O

1A

Bé(n,a) <1

ii) 0 < B'z(n,a) < < 1.

iii) a'z(ﬁ,a) < 3'(n,a) .
P P

iv) 0 < 3 3'(n,a) - 2 B'Z(H;G)'S 1 .
P P

v) 23'"(n,a) < 1 + a'z(n,a) .
p %

Demostracidn.

i) , ii) Inmediatas.

iii) si vp(n) = 20+l , y p = 1(m6d 4), entonces:

pa -1 3pa+1_pa_p_1
3',(2a+l) = ——— ,  3'(2a+1) =
p a+l P a+l

p -1 (p+l) (p~ "-1)
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y 8'2(2a+l) < 3'(2a+1) , ya que p > 1 .,
P P

Si vp(n) = 2a+l, y p = 3(mdd 4), entonces (proposi-

cidn 4.1 y 4.2)

8'2(2a+l) = 3'(2a+l)

P P
Si vp(n) = 2aqa, (%) = -1 y p = 1(mdd 4) , entonces
o o-1
1 3p - p - 2
8',(n,20) = 7 3'(n,2a) = ,
P P pu+1 + pa -2
y evidentemente a'z(n,Za) < 3'(n,2a) .
P P
Si vp(n) = 2a, (%) = -1 y p = 3(mdd 4) , entonces
pa+ pa—l - 9
a'z(niza) = ’ 8'(n,2a) = - ’
P pa+1+pcx - 2 . P

y 8'2(n,2a) < 3'(n,22), ya que p > 1 .
P P

1 (mdéd 4) , entonces

Si Vp(n) = 2a , (2) =1, 9y0p

(proposiciones 4.1 y 4.2) evidentemente es

a'z(n,Za) < 3'(n,2a)
P P

y en el caso p = 3(mdd 4), es

B'Z(n,Za) = 3"(n,2a) .
P P
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iv) Vamos a distinguir como en el apartado iii) los diferen

tes casos que se presentan:

Si Vp(n) = 2a+1 , y p = 1(méd 4),
2 p0L+1 _ 5pa— p-1
3 9'(2a+1) - 2 8'2(2a+1) = s
o+1
P P (p+1) (p" - 1)
Si p =5,
7.50L+1 _ 5a+l - 6
3 3'(2a+1) - 2 8'2(2a+1) = =1 .
5 5 6 (5t _ 1)
Si p>5, se tiene,
7 pa+1-5pa-p—1 7(pa+1—1) 7 1
< < —_— e -,
+1 +1 -
(p+1) (p*77 - 1) (p+1) (p*7 " -1) 14 2
pues,
7Pa+1_5pa_p__1 < 7pa+1_p_1 < 7pa+1_7 - 7(p0L+1__1).
Si vp(n) = 2a+l , y p = 3(mdd 4) , entonces,
p* -1 1
3 3'(2a+1) - 2 8'2(2a+1) = —_— < -,
a+l
P P P -1 p
luego se verifica el resultado enunciado.
i v (n) = 2a, (%) = -1,y p= 1(mdd 4),
7p%7h ~ 3p% - 8p+4
3 3'"(n,2a) - 2 a'z(n,Za) = >
+1
P P p(p*7" + p% - 2)
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que evidentemente verifica 0 < 3 3'"(n,2a) - 2 a'z(n,Za) <1,

p

p

ademds si p > 13 , se puede conseguir la siguiente cota:

7 p%l 3 5% - 8 p+s 7
< - ’

P (po‘+1 +p% - 2) 13
ya que al ser 7 pm+1 - 3 pa - 8 p+4 < 7 p0L+1 y pa - 2 >0
se obtiene

7 9%t~ 3 % - 8 ps 7 p**t 7

< < —— , sip > 13,
a+l a a+l
p(p +p - 2) PP 13
Si vp(n) = 2a , (%) = -1, p = 3(m8d 4), entonces:
o+1 a
P + p + 4p-6
3 3'"(n,2a) - 2 a'z(n,Za) = - .
o+l
P P p(e° " + p% - 2)

por un lado es

Pa+1 + pa - 6 1 1

< - < - 3
o+l a -

p(p + p -2) p 3

ademis
4p 4 4
= < » Pues p > 3 .
p(pa+l + Pa_z) pa+1 + pa _2 10
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Asi que

0 <3 3'(n,20) = 2 93",(n,20) < 1L

P : P 15

Si vp(n) =20 , (=) =1 y p = 1(wdd 4) , se verifica

o i3

3 3'(n,2a) - 2 B'Z(n,Za) =

p P
3p70t+2 + 2p7a+1 _ p7a_ 8ap4a+2 + (8a+4)p4a—4 ) 2
= 3. - —
2 7a+l
(p+1)° p’*® P
Por tanto,
9p7 042 4 gp70¥1_5 70 2ig
3 3'"(n,2a) - 2 B'Z(n,Za) = -
2 T7a+l 2 3a-1
P P (p+1)° p'® (p+1)° p°*
240 + 12 12 2
+ had - T .
2 3a+i1 2 Ta+l
(p+1)° p°° (p+1)° p'®

Agrupando el primer sumando y el Qdltimo resulta que el

valor de 3 3'(n,2a) - 2 B'Z(n,Za) es

P P
792 + 2p - 5 24a 240 + 12 12
- + -
p(p+1)? (pr1) 2 P27 (prny? P (a1 ? 7o
Ahora bien, si p = 5 , se obtiene
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7p2 + 2p - 5 7-52 + 5
= s a————— T 1 s
2
p(p+l) 5:36

y como la contribucidn de los sumandos restantes es negativa

resulta que

3 3'"(n,2a) - 2 8'2(n,2a) <1
5 5

Si p 2 1(méd 4) y p > 13 , entonces

7p2 + 2p - 5 1
< — , pues esta desigualdad se verifica pa-
2
p(p+l) 2
ra p = 13 y se trata de una funcidn decreciente en p . En
resumen, éi p = 1(mdd 4), p > 13 , resulta
1 24a + 12 1 20 + 1
3 3'"(n,2a) - 2 a'z(n,Za) < =+ < — +
3a+l 2 3a+l
P P 2 PP TN+ 2 p YT (D)
3a+l
y como 2a+l es menor que p » para todo a > 1 y p > 13, re
sulta que
1 1 4
3 3'(n,2a) - 2 a'z(n,2a) < — 4 — = — <1 .
' 2 14 7

P P

3(mdd 4), se tiene

Si B = 2a , (%) =1,y p

pa + pa—l - 2 1
3 3'(n,2a) - 2 a'z(n,2a) = < - ,
P P pa+l + pa - 2 p

que verifica claramente las condiciones del enunciado.
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v) Si vp(n) =

2 3'(20+1) =
P

)
1 + 3 2(2a+1)
p

y claramente

2041 , y p £ 1(mdd 4) ,

6 pa+1 _ 9 pa - 2p - 2

(p+1) % - 1)

2 3'"(2041) <1 + 3'2(2a+1) ,

P %
2 — -

ya que 4p < p~ + 3 , para todo p = 1(mdd 4).

Si vp(n) = 20+l , vy p = 3(méd 4),

, 2 p% - 2
2 3'(2(1"'1) = ’

P pa+1 -1
a+1 + pa -2

1 + 8'2(2a+1) = ,

P pa+l -1

y como p > 1,

Si vp(n)

2 3'"(n,20) =
%

se verifica la desigualdad deseada.

= 20 , (%) =-1 y p = 1(méd 4) |,
6 p%~ 2 p*! - 4
]
o+l + pa -2
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p+l

1 + 8'2(n,20t) = ’
p p
= - cps a+2 a+l
y al ser p £ 1(mbd 4), se verifica p > 4 p y por tanto
se tiene la desigualdad enunciada.
si v (n) = 20, (%) = -1 y p = 3(mdd 4)
2
2 3'"(n,20) = — |
1% p
pa+1 + Zpa + Pa—l S
1 + a'z(n,Za) = s
P pa+l + pa -9

y se verifica la desigualdad deseada ya que pa+2 > pa + 4p

Si vp(n) = 2a , (%) =1 y p 1 (mdéd 4) ,

p7a(3p2 + 2p - 1)+ Péa(—Sap2+8a+4) - 4
2 3'('[1,2(1) = 2 . ( )
7a+l1
P (p+1)2 p’®
ptl
1 + a'z(ngza) = T
P P

al comparar estas cantidades se llega a que

2 3'(n,2a) <1 + a'z(n,Zq) si y sdlo si

p P
3 p7“+2 + p ot 4 (16048) p4“ < p7“+3 +3p’% 4 16g 134‘"+2 + 4,
lo cual es cierto,ya que al ser p2 > 3 p+1 se verifica que
p7a+3 + 3p7a 5 3p7a+2 + p7or.+1
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2 p +20p - 4
2 8'(n,2a) = )
P Pa+l + pa - 2
pa+1 + 2 pa + pa-l - 4

1 + 3'2(1'1,2(1) = s

P pa+1 + pu - 2
y evidentemente es 2 3'(n,2a) < 1 + a'z(n,Za) . #

P P

Proposicidn 4.5. Para todo entero primo p + 2,5 y para todo

a > 1 es

i) 0 < ci(p“) <1, para i = 1,2,3.

- oy _ a a

ii) 6, (p7) = G,(p) < G4(p )
iii) Si p = 5 , entonces
G3(520L+1) -1, G3(52a) <1

Demostracidn.

i), iii) Basta tener presentes los resultados y la demostra
cidn del lema 4.4.

ii) Recordemos que Gl(pa) = a'z(u), y que Gz(pa) = B'Z(a) R
P P

por tanto es

G, (") = 6, (") .
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Ademds, al ser G3(p°) = 3 3'(a) - 2 a'z(u) , Tesulta
p P
que

Gz(pu) < G3(pa) siy s8lo si a'z(u) < 3'(a) , lo cual es cier
P P
to (corolario 4.4). #

Hemos probado que para todo primo p + 2,5 es Gi(pa) <1,
para i = 1,2,3 ; yv s8i p = 5 que Gi(Su) <1, para i = 1,2,3 si
a par y Gi(Sa) <1 , para i = 1,2, 8i a es impar.

Ahora bien, para la estimacidn de la diferencia
gi(pa) - Gi(pa) €sto no es suficiente. Por ello pasamos a

probar que se puede conseguir una acotacidn uniforme:

Teorema 4.6.

i) Para todo entero primo impar, p + 5, existe una cons-

tante ci = ci(p) tal que

c; < 1 ,1i=1,2,3,

A

o
G, (p7)
para todo a > 1 .
ii) Si p = 5, existe una constante c, = ci(S) tal que
6;(5%) <e, <1, i=1,2,

para todo a

v
(5
.

iii) Si p = 2 , se tiene
Gi(2) = 0 , 62(2) =0 , G3(2) = 1 .,
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Demostracidn.

i) y ii) Segiln el lema 4.4, ii), sabemos que

o 1 .
Gi(p ) < ; <1, para i = 1,2 ,

por tanto podemos escoger
¢ (p) = c,(p) = = .
1 2 P
Si p ¥+ 5 también por la demostracidn del lema 4.4 ,

iv) se tiene

4
cqy = c3(p) == 3
7
parl 7.5%%1 _ 5050050
y 6,(5 ) = =1,
3 a+1
6 (5 - 1)
Ya que,
20 24u 240 + 12 12
G3(5 )y = 1 - + -
62 . 530L-1 62 . 53a+1 62 . 57a+l
tenemos
G3(52a) <1 , pero lim G3(52a) =1,
Q>

por lo cual, en este caso, no se puede alcanzar una cota me-

nor que 1 , independiente del exponente. Sin embargo

1 ..
Gi(Sa) sz <1l si i=1,2. #
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§2. Acotacidn uniforme de Gi(n) en el casc m.c.d.(n,10) = 1

La expresidn del término principal Gi(n), como combina
cidn lineal de las sumas auxiliares Si(n), muestra que éste
> w(n) h|
es una suma alternada de T (2 -1)Y sumandos. El1 lema
j=b4-1i
4.4 pone de manifiesto que todos esos sumandos son menores
que 1, Vamos a ver a continuacidn que la suma ftotalf es menor

que 1, generalizando asi la proposicidn 4.5 al caso en que n

tenga un n{imero arbitrario de factores primos.

Proposicidn 4.7. Sea n un entero positivo impar, tal que si

5/|n entonces vs(n) es par. Se verifica:

i) 0

A

G3(n) <1,

ii) 0

A

Gl(n) < Gz(n) < G3(n) .

Demostracidn.

i) Veamos en primer lugar que O < G3(n) <1, por induccidn
sobre el nimero de factores primos distintos de n .

Si n = pa , P+ 2, ya sabemos (proposicidn 4.5) que
0 < G3(pa) < 1.

Supongamos ahora cierto el resultado para enteros impa
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res con a lo sumo k-1 factores primos distintos y escriba-

*1 k-1 %k
mos ¢ n = p1 «++Pr_1 Py . Entonces por las fdrmulas de
*1 %k-1
recurrencia (teorema 3,22), si llamamos m = Py s+ePyp_y

se tiene que

G3(n) = G3(m) + (3 B;k(n,uk) - 2 B;Z(n,ak)) (1 - G3(m)).
k

Como por hipdtesis de induccidn es 0<65(m)<1 y por el

lema 4.4, en nuestra situacidn, es siempre

0 <3 a; (n,ak) - 2 B'z(n,ak) <1,
k Py

resulta pues que 0 < G3(n) <1 .

ii) Procedamos ahora a probar que Gz(n) < G3(n), también

por induccidn sobre el nimero de factores primos distin-
tos de n,

Sin = pa s P + 2 , ya sabemos (proposicidn 4.5) que

G, (p%) = G50 .
a oy
Sea ahora n = Py +eePyp ¥ supongamos cierto el resulta
do para enteros impares de a lo sumo k-1 factores primos dis
®1 k-1
tintos. Igual que antes escribamos m = Py coePy-y -

Por el teorema 3.22 tenemos que

Gz(n) = Gz(m) + 2 B;k(n,uk)(GB(m) - Gz(m))+

+ 3, (0 ) (L + Gy(m) = 2 Gy(m))
P
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Por tanto,

G3(n) - Gz(n) = G3(m) - Gz(m) +

+ 3;k(n,ak)(3(1-G3(m)) - 2(G3(m) - Gz(m))+

+ 3", (n,a,) (-3(1-G4 (@) + (65(m) - G,(m))
Pr

(I - 23" (n,0) + 3',(n,0.))(64(m) - G,(m)) +
Py Py

+ 3(3'(n,ak) - a'z(n,ak))(l - G3(m)) .
Py Py

En consecuencia, aplicando la hipdtesis de induccidn, el le

ma 4.4 , junto con que G3(m) < 1 , se obtiene que

G3(n) - Gz(n) >0 .

Procedamos igual para comparar Gl(n) y Gz(n) .

Por el teorema 3.22 se tiene que:

Gl(n) = Gl(m) + a;k(n,ak)(Gz(m) - Gl(m))+

+ a'z(n,uk)(l - Gz(m))-
Py

Por tanto, por hipdtesis de induccidn es Gl(n) >0y
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Gz(n) Gl(n) = Gz(m) - Gl(m) +

+ Bék(n,ak)(Z(G3(m) - Gy(m)) - (Gz(m) - Gl(m)))

+ 8", (n,0,) (-2(65(m) - G,(m))
Py

= (1 - B;k(n,ak))(Gz(m) - Gl(m)) +

+ 2(3" (n,ak) - B'Z(n,ak))(G3(m) - Gz(m)) .

Aplicando la hipdtesis de induccidn, el lema 4.4 junto con

B

el hecho de que Gz(m) < G3(m) , resulta que todos esos su-

mandos son mayores O iguales que cero y, en consecuencia,

Gl(n) < Gz(n) .

En particular, se obtiene tambié&n que Gi(n) <1, para

Procediendo andlogamente se obtiene la siguiente

Proposicidn 4.8, Sea n un entero positivo impar, con vs(n)

impar. Se verifica :
i) 0 < Gz(n) <1,

ii) 0 2 G,(n) £ Ga(n) < Gy(n) =1 .
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Demostracifn. E1l inico punto distinto a probar ahora es que

G3(n) = 1 . Lo probaremos por induccidn sobre el niimero de
factores primos distintos de n .

Si n = 52(“.1 entonces por la proposicidn 4.5 se verifi

20+1

ca que G3(5 ) =1,

Sin = 520‘+1 pB s por la fdrmula recurrente (teorema

3.22) tenemos

208y = 6, (5% 4 (3 2t (m,8)- 2 87, (n,8)) (1m0, (57%F DY)

P [

G, (5

3
=1 .

Supongamos que la hipOtesis sea cierta para enteros im

pares divisibles por 5 , con v5(n) impar, con a lo sumo k-1

factores primos impares distintos de 5 ; y sea

- 52a+1 % %k
n pl -copk
Entonces ¢
o o
N 20+1 1 k-1
2a+1 %1 “k-1
+ (38" (n,0,) = 28%,(n,0 )30 - 6305 ProrePr-1))-
Py Py

Basta aplicar la hipStesis de induccidn para obtener
que G3(n) = 1, #
Para poderiestimar la diferencia gi(n) - Gi(n) no nos
bastarad con que Gi(n) < 1 , sino que hace falta que esa co-

ta sea independiente de los exponentes de los factores pri-
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mos de n . Empezamos por dar una cota uniforme de G3(n)

en el caso m.c.d.(n,10) =1 .

0.1 a
Teorema 4.9. Para todo entero positivo impar n = Py +eePy
tal que 5(n, existe una constante cy = c3(p1...pk) tal que

G3(n> : C3 < 1 ’

= +'.l -
para todo ¢ al +ak

Demostracidén. Por induccidn sobre el nilmero de factores pri

mos de n.

Si n = pa » P ¥ 2,5, ya sabemos, por el teorema 4.6 ,

o
que Ga(p7) < ca(p) < 1 .

Supongamos ahora cierto el teorema para enteros con a
lo sumo k-1 factores primos distintos, Py + 2,5, y distin-

gamos dos casos

a a
er . .y 1 .
l]—— caso, Si escribimos n = Py +++Pp consideremos ahora

el caso en que a, sea impar & , si es par, el caso en que

(_L.-—n—-) = 1 .
Py

1 = 1
de este modo ap(n,ak) ap(ak) .

Observemos en primer lugar que, en este caso, es
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“x

' _ ' =
380 (o) 2 9 2(ak) G3(Pk )
Py Py
(corolario 3.23).
Por tanto, aplicando la hipdtesis de induccidn, 1la

férmula recurrente (teorema 3.22) y la acotacidén unifor-

me de G3(pa) (teorema 4.6) se obtiene :

o [+) Q
_ 1 k-1 %k
G3(n) = G3(P1 '.".pk-l Pk )

o (0]

k o} Q

1 k-1 k

" “%
*k
= c3(pyeeepy ) * 63(p ) (1 = cy(pyevep 1))
: c3(P1"'pk_1) + C3(Pk) (1 - C3(P1---Pk_1)) .

Siendo esta iltima expresidn menor que 1 ya que
0 < c3(pk) <1ly 0=« c3(p1...pk_1) <1,

Escribiremos

°3(pl“'pk) = c3(p1...pk_1) + c3(pk) (1'°3(P1"'Pk-1)) .
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-0

k
P n
22 caso. Sea ahora @, par y (——j%;———) = -1,
k

Escojamos [26] el primer primo impar ¢ > 5 tal que
q
—|= - 1. Por hipdtesis de induccidn es

*1 %k-1
GB(PI v Py ) < 03(p1...pk_1) <1 .
Si "afladimos" el primo q con la condicidn anterior se obtie
ne, procediendo igual que en el 125 caso, que

% k-1

C3(Py e Py’ @) 2 e3(Pyeeepyy @) < 1

Ahora bien, aplicando la férmula recurrente (teorema 3.22)

y teniendo en cuenta que

P~ak nq
k _—
Pk-
se obtiene
o o a
~ 1 k-1 k
Gy(nq) = G3(p; eeePyp_;° a2 Py )
o a
_ 1 k-1
*1 ®k-1
+ (3 3! (n:ak) - 2 a'z(n’ak)) (1-G3(p1 ...pk"'l q))’
Py Py
y al ser (cf. demostracidn iv) corolario 4.4) :
. . 11 .
0 <3 23" (nyo,) -2 3", (n,a,) < , se obtiene
- 'k 2 k”? - 15
Py Py
o o , a a
1 k-1 11 1 k-1
GS(HQ) < G3(p1 ceePy_g q) + 15 (1'63(P1 -°°Pk_1 q)) =
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=

o a
1+..‘..‘.. 1 k-1 1 _ﬁ_

1
75 C3(Py +ovPeoy” @) S 75 F 75 3PPy O -

1

Asi que

n

*1 %k-1 ~
G3(HQ) = G3(P1 "'pk_l q pk) f C3(p1'°'pk_1 q pk) < 1 L4

siendo

" 11 , 4
€3(PyeeeProy P P =75 v s c3(ppeeeppg O -

Por otra parte es

G3(na) = G3(m) + (327(1) = 27, (1) (1 = o3(m)

y como todos estos términos son cantidades positivas o nulas

se deduce que

°3(p1"‘pk-1 q pk) < 1.

A

Gy(n) < G5(nq)

Entonces G3(n)

A

c3(p1...pk) < 1 , siendo

c3(p1...pk) HEES c3(p1...pk_1 q pk) . *#

Teniendo en cuenta que por la proposicidn 4.7 es

y tomando ¢, = €y = ¢3 podemos enunciar el siguiente

a a
Corolario 4,10, Para todo entero positivo impar n = pll...pkk

tal que 5)/n, existen constantes c, = ci(pl...pk), tales que
G.(m) < e; <1, i=1,2,3,

para todo a = a1+...+ak .
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§3. Acotacidn uniforme de Gi(n) en el caso m.c.d.(n,10) # 1

Empezaremos por acotar uniformemente Gz(n) en el caso

en gque Zln pero 41n y SIn.

Teorema 4.11, Para todo entero positivo par n = 2 Py :-ePy

tal que n # 0,4(mbd 8) y SIn existe una constante

cy = c2(2.p]...pk) tal que
Gz(n) ¢, < 1,

para todo a

]
=
—
+
+

Demostracidn. Recordemos (teorema 3.22 ) que

G,(n) = Gy(m) + 2 33(1) (65(m) - G,(m)),

a o
en donde m = pll...pkk .

Ahora bien como aé(l) = 1/3 y G3(m) < 1, se obtiene

6,(n) < Gy(m) + 2/3 (1~ G,(m) = 5+ 73 C,(m).

Aplicando el corolario 4.10 resulta que

1
+ —3- cz(plo-opk)

win

Gz(“) <

2
= c2(p1...pk) +3 (1 = cy(pye-epy))s
y como cz(pl...pk) < 1, se obtiene que Gz(n) < c2(2.p1...pk) <1,

1 °=_2.. l
siendo c2(2 pl...pk). 3 + 3 c2(p1...pk). #
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En el caso en que n sea un entero divisible por 5, par

- - - -
0 no, necesitamos los siguientes lemas.

Lema 4.12, Todo entero positivo par n no divisible por &4 ve-

rifica que

G3(n) = 1.

Demostracidn. Por induccidn sobre el niimero de factores pri-

mos distintos de n.

Si n = 2 entonces recordemos (teorema 4.6.) que
G3(2) =1,

Si n = ZpQ, por la férmula recurrente (teorema 3.22 )
tenemos .

G3(2pa) = G4(2) + (3 Bé(n,a) -2 a;z(n,a)) (1 - 65(2)) = 1.

Supongamos que la hipdtesis sea cierta para enteros pa-

res no miltiplos de 4 con a lo sumo k-1 factores primos impa
o a

res distintos; y sea n = 2 pll...pkk. Entonces:
o o
1 k-1
G3(n) = G3(2 Py +++Ppog ) +
*1 k-1
+ (3 3’ (n,ak) -2 B'Z(n,ak)) (1 - G3(2 Py +--Pr_y )).

Py Pk
Basta aplicar la hipdtesis de induccidn para obtener

que G3(n) = 1. #

- 131 -



Lema 4.13., Para todo entero n # 0,4(mdd 8), tal que 5[/n y

para todo a > 1 se tiene que

0 <2 3'(n,a) - 3', (n,a) <

5 52 5

Demostracidn. Como siempre basta aplicar los resultados de

las proposiciones 4,1 , 4,2 y distinguir los casos

. Si vp(n) = 2q+1, entonces :

23'(2a+1) =~ 8'2(2u+1)
5

o+l _

5 1 5_1_

. Si vp(n) = 2a , v (%)’= -1 , entonces :

23"'(n,2a) - 3'2(n,2a) =
5 5

o+1

6.5 - 2.5% - 2.5 - 2

6(5%tt - 1)

Observemos que,

6.5°1 _ 2.5% _ 12 6%t 1) - 2.5% - 6

o
atl _ gy 6(5 T _ 1)

6(5

2.5% + 6
a+1l

6(5 -1)
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Asi que 2 3'(n,2a) - B'Z(n,Za) < &
5 5 5

. Por Gltimo si vp(n) = 2a, v ( % ) = 1, entonces:

2 3'(n,2a) - a'z(n,Zu) =

5 5
_6.57%%2, 4 570 5 57 154.5%%%24 (16a+8). 5%°- 8 1
62. 57a+1 5
Resulta que:
6.5%%24 4,570 (6.544) . s gy
62. 57u+1 62- 570t+1 18
Ademids,
(16a+8) . 5% _  160+8
H4
36 . 57a+1 36 . 53a+1
a1 . o . _ 24 1
y esta Ultima expresidn si o = 1, vale: 3 < s
36 .5 18
160+8 . . )
y como ———— es una funcidn decreciente en o, para cual
36 53a+1 =
quier a > 1 vale que 16“;8+1 < L .
36.5°° 18

Asi que podemos, aqui, también asegurar que
2 3'(n,20) - 3" (n,20) < = .
5 5 5

En los tres casos estd claro que siempre es

2 3'(n,a) - 3'2(n,a) > 0. #
5 5
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Podemos pues pasar a enunciar el siguiente:

Teorema 4.l4. Para todo entero positivo n # 0,4(mdéd 8),

o ¢4 @
n = 2 5 Py +:-P, » con 0 < a < 1 y 0 < A, existe una

constante ¢, =
2 °2(P1"°Pk) tal que

Gz(n) e, < 1,

al +...+ ak .

para todo a

Demostracidn. Vamos a distinguir dos casos:

a o
i) Sea n tal que @, = 1, Escribamos m = p33...pk » Por

la férmula recurrente (teorema 3.22.,) se tiene

G2(2.5am) = c2<zm) + 2 3l (2m,a) (G4(2m) - 6,(2m)) +
+ 8’2(2m,u) (1 + G2(2m) - 2G3(2m)).

5
Por el lema 4.12 sabemos que G3(2m) = ], por tanto

G2(2.5am) = G,(2m) + (2 3}(2m,0) - B;Z(Zm,a))(l—Gz(Zm)).

Por el lema 4.13 se tiene que

6,(2.5%m) < 6,(2m) + % (1 - 6,(2m)),

ahora aplicando el teorema 4.11 :

a N §
G2(2.5 m)l< c2(2.5.p3...pk). =3 + G c2(2 p3-..pk)'< 1.

- 134 -



.. . o
ii) Sea n un entero con a; = 0. Escribamos n = 5 m, es de-

cir a = Ay entonces:

c2(2.5“m> 62(5“m> +2 85(1) <c3(5“m) - c2<5“m))

i

cz(s“m> + 2/3 (c3<5“m) - c2<s“m)).

Como se tiene que (proposiciones 4.7 y 4.8 ):

o o
G3(5 m) - G2(5 m) >0

v
(o]
-

6,(5%m)
resulta que al ser todos los sumandos positivos entonces
GZ(Sam) < Gz(z.sam) < c,y(2.5.p5...p,) < 13

Asi que,

a ,
G2(5 m) < c2(5 p3...pk) <1,
siendo,

c2(5 p3..opk): = C2(2.5 p3-o-pk). #
Con todos estos resultados se tiene el siguiente

Corolario 4.15. Para todo entero positivo, n # 0,4(mdd 8),

a o
. 1 .
L N S existen constantes ¢, = ci(pl"'pk) tales que

G,(m) <e; <1, i=1,2,

para todo a = o +...+ a .
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. - . * .
84, Acotacidn uniforme de Gi(n) en el caso n impar

Sea n # 7(mdd 8) un entero impar libre de cuadrados res
pecto de sus factores primos congruentes con 1 mddulo 4. Es-

cribamos n = mt, con

1(mdd 4); r > 1;

m = P1-~'Pr, Pi
B1 Bs

t = Ay +ee9g qj = 3(mdd 4).

.. *
Probaremos a continuacidn que Gi(n) < 1, Al ser

* *
Gi(n) = Gi(m), la acotacidn serd automidticamente uniforme
en t.

2 r
Lema 4.16. Sea X, = ——— y P.(m) = I (l-xi) =1 - y.,
- 1+ p, 3 i=1 J

j=1,2,3., Se verifica:
i) Y3 < ZYZ - yl’

idi) Y3 2 3(y, - vy

Demostracidn.

i) Por inducci®n sobre r, Para r = 1 es evidente. Suponga-

mos cierto el aserto hasta r - 1 y escribamos
T
- L L - 3 = - g = - - ]
1 y Pj .E (1 in) Pj(l Jxr) (1 Yj)(l Jxr)’

para j = 1,2,3; en donde Pi = Pj(m) y Pj = Pj(m).

Para abreviar escribiremos x = X3 igualando coeficien-
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tes tenemos

yi =¥ + x - Xy1 yé =, + 2x - 2xy2, yé = y3 + 3x - 3xy3,

con lo que

yé = y53(1 = 3x) + 3x< 2(y, - y;) (1 - 3x) + 3x,

2 < L s pues piE 1(mdd 4), i = l,.0.,r; ¥

ya que x. =
1+pi 3

como la condicidn Y1 < 9, implica que —6y2 + 3y1 < —4y2 + ¥

resulta que: yé‘f 2yé b R

ii) Por induceidn sobre r. Si r = 1, entonces

P1 = l-x, P2 = 1-2x, P3 = 1-3x,

es por tanto y, = 3x > 3(2x-x) = 3(y,-y,).

"Apliquemos la hipdtesis de induccidn y el apartado i):

yé = y3 + 3x - 3xy3 > 3(y2 - yl) + 3x - 3x(2y2 - y1)= 3(yé—yi). #

Teorema 4,17, Sea n un entero impar, n # 7(md6d 8), libre de

cuadrados respecto de sus divisores primos congruentes con

1 mddulo 4. Entonces si 5/n se tiene que:

*
0 G (n) < I,

para i = 1,2,3,

Si 5|n, resulta que

*
0< Gi(n) < 1,

para i = 1,2.
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Demostracidn.

i) Recordemos (teorema 3.26) que :

*
Gy(n) = 1 - 3P + 3P, - P, ,

*
como P2 < P1 y Pj >0, j=1,2,3, es evidente que Gl(n) <1l.
*
La condicidn Gl(n) > 0 equivale a que Yg 2 3(y2-y1),

resultado que ya se probd en el lema 4.16.

ii) Recordemos (teorema 3.28) que :

*
G2(n) = 1 - 3P2 + 2P3 »

*
como P3 < P2 , resulta evidentemente que G2(n) < 1.
Ademds, podemos escribir
* *
Gz(n) = Gl(n) + 3(P1 - 2P2 + P3) ,
es decir

* . - -
Gz(n) >0 siy sblo si P1 - 2P2 + P3 >0,

lo cual se verifica si y s8lo si 2y2 =¥y 2 Y30 hecho ya

probado en el lema 4,16,

iii) Recordemos (teorema 3.29)

*

y por tanto,
* . - -
G3(n) <1 siy s8lo si 5/n ,
ya que

1

r
P, = I (1 - 6(1+pi)' ) .

3 -1
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Por otra parte, como
* *
Gy(n) = G (n) + 3 (P, - P,),

y P,< P

: *
2 < 1* resulta que G3(n) > 0. #

*
§5, Acotacidn uniforme de Gi(n) en el caso n par

Sea n # 0,4(mdd 8) un entero par libre de cuadrados res
pecto de sus factores primos congruentes con 1 mddulo 4. Es-

cribamos n = 2mt, con

m = Py..ePys Py F 1(mdd 4); r > 1,

81 8s
t = q; +cveqg qj 3(mdd 4).

‘ *
Probaremos a continuacidn que Gi(n) < 1; i =1,2, Al

* * . . .
ser Gi(n) = Gi(m), la acotacidn ser@ automd@ticamente unifor

me en t.

Lema 4.18, Sea x; = y P.(m) =11 (1 - xi) =1 - Yo

1+p; J i=1

j = 1,2, Se verifica:
i) y2 Z yl’

ii) 2y1 2 ¥,
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Demostracidn.,

i) De P, P2 se desprende automdticamente que

Yo 2 Yy

ii) Por induccidn sobre r. Si r = 1 entonces
Zyy = 2% = ¥,

Apliquemos la hipbtesis de induccidn y el apartado i):

L - - - = ]
2y1 = 2y1 + 2xr 2xr Yy 2y, % 2xr 2xr Yy Yoo #

Teorema 4.19. Sea n un entero par, n # 0,4(m8d 8), libre de

cuadrados respecto de sus factores primos congruentes con 1

mddulo 4. Entonces

*
0< Gi(n) < 1,

para i = 1,2,

Demostracidn.,

i) Por el teorema 3.30. tenemos que

*
Gl(n) = 1 - 2P1 + P2,
‘ *
como P2 < Pl y Pj >0, j =1,2,3, es evidente que Gl(n) < 1,

Ademis,

* - - -
G,(n) > 0 siy sBlo si 2y, > vy,,

resultado que se probd en el lema 4.18,
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ii) Por el teorema 3,31 tenemos que

* = 1
Gz(n) = - PZ’
*
evidentemente es Gz(n) < 1, pues P2 > 0.
Como,

* *
G,(n) = G, (n) + 2(P;-P,) ,

*
es claro que Gz(n) > 0. #

§6, Aproximacidn en promedio al 3-nivel de un entero

. * .
Las expresiones Gi(n), Gi(n) son valores aproximados de

*
gi(n) y gi(n), respectivamente., A la vista de los teoremas 4.9

y 4,14 definimos

(-1 sin = 4°(8m + 7),
0 si 4|n y n + 4a(8m + 7)),
2, (n,3) = <
2 si m.c.d.(n,10) $ 1 ,
3 si m.c.d.(n,10) = 1 ;

pensando esta cantidad como una primera aproximacidn al valor

exacto de 2(n,3).

Claramente, para todo entero positivo n es £(n,3) < la(n,3),

y 2(n,3) = la(n,3) en los dos primeros casos (cf. §2 Cap. I).
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Para los enteros positivos n < 105, P.Llorente ha cal-

culado, mediante el ordenador, el valor de 2(n,3). Se obtie

- - -
ne asi la siguiente

Proposicidn 4.20. Para todo entero n < 105 se verifica

2(n,3) = 2_(n,3) ,

salvo para los 24 valores siguientes:

n = 30, 70, 90, 210, 310, 330, 430, 670, 790, 870, 1170,

1330, 1710, 2170, 2190, 2230, 2530, 3070, 3690, 3910, 6790,

15990, 19890, 27190,

para los que £(n,3) =1 ¥y za(n,3) = 2 ; y para los 4 valores:
n = 13, 37, 403, 793, para los cuales 2(n,3) = 2 y

la(n,3) = 3.
Por tanto, se impone el estudio de las diferencias
* *
gi(n) - Gi(n) ’ gi(n) - Gi(n) , para explicar las discrepan

cias entre la(n,3) y n,3).

Definicidn. Sea ner', n § 0,4,7(méd 8), denominaremos a las

diferencias

g5(n) - Gy(n) , g;(n) - G;(n) si m.c.d.(n,10) = 1
gz(n) - Gz(n), g;(n) - G;(n) si m.c.d.(n,10) $ 1 ,

el ténrmino de ennonr en la determinacidn del 3-nivel de n .
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CAPITULO V

INTERPRETACION DEL TERMINO DE ERROR MEDIANTE FORMAS MODULARES

En este capitulo se interpretan las diferencias
* *
g;(n) - 6;(n) , g;(n) -G, (n),

como coeficientes de Fourier de formas modulares parabdlicas
de peso 3/2. La conjetura de Ramanujan - Petersson permite
entonces estudiar el comportamiento del t&rmino de error emn

la determinacidn del 3-nivel de n, en funcidn de n.

§1, Serie theta asociada a una red

Sea V un Q-espacio vectorial de dimensidn k > 3 , f una

forma cuadridtica en V, definida positiva, y

B(x,y) = f(x+y) ~ f(x) - £(y) ,

su forma bilineal asociada,.

Dada una Z -red L de V de rango k, se designa por
L#'—‘{ yev | B(y,L) C =z 1}

su red dual.
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Se llama deteaminante de L al de la matriz (B(ei’ej))’

siendo { e.} una Z ~base de L.
1fi§k

La funcidbn theta asociada a L se define por

6(L,z) = I e(f(x)z) = ; r(n,L) e(nz) ,
x€L n=o
en donde e(z) = exp(2niz), zeC .,
Sea
H = {ze€C | Imz > 0}

el semiplano superior complejo. La serie 6(L,2) es absoluta
mente convergente (cf. por ejemplo [17], 0.2) y ademds uni-
formemente convergente en toda regidn de la forma

Imz > 6§ > 0 ; representa por tanto una funcidn holomorfa

en H.

En particular, si L = Ze . ®...8 Ze, , con {e.]}
1 k i .
l<i<k

la base candnica, entonces la serie

e(f,z) : =
n

r(n,f) e(nz),

™8

(o]

coincide con 6(L,z), y se denomina funcdién theta asociada

a La forma cuadrdtica f.
Se definen las funciones theta asociadas al género de

L, y al género espinorial de L, mediante las fOrmulas
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6(genlL,z) = I r(n,genL)e(nz)
n=o
. : -1
S5 ICHON
MegenL °(M) MegenL °M)
6(spnl,z) = Z:: r(n,spnlL)e(nz)
n=o0
I L
- 1 S(M,z)
(Mesan o(M)) ( McspnL o (M) >

La primera de estas series que se considerd histdrica-

mente fué la 4ende theta de Jacobi, dada por

e(nzz),

U e I

0(z) = e'(Il,z) = I r(n,I))e(nz) = 1+2
n=o n

1
con zeH .,

A partir de la serie theﬁa de Jacobi se obtienen las
funciones Gk(z), k > 1 , que dan una funcidn generadora del
nimero de representaciones de un entero como suma de k cua-
drados, es decir :

k
B(Ik,z) = ( Z e(xzz))

xeZZ

}:::: e((xf+...+x§)z)

(xi)eZZk

6% (z)

]
e 8

r(n,Ik)e(nz) .

n=o
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La serie theta de Jacobi verifica la siguiente fdrmula

de transformacidn:

6(v(z)) = j(v,z) 6(z) ,
b

d)é Fo(4) .

a
para todo elemento y = (c

Siendo para todo entero N,
o)
r () : ={ c q)€SLy(Z) | c =0 (mdd N)} ,

el subgrupo discreto de SLZ(Z!), denominado el 0-€simo gru-
po modular de nivel N. Y siendo
az + b

vy(z) = -—————— , para todo zeH .
cz + d

La funcidn j(y,2), llamada factorn de automorgla, es holo

morfa en H y puede probarse [40] que

. -1 1/2
iz =gt (D ()t
con
{ 1 si d = 1(mdd 4),
€ =
d i=y=1 si d = 3(mdd 4),

siendo (%) la extensidn del simbolo de Jacobi dada por

c
(— ( ) si ¢ <0, d <0,

en otro caso si ¢ + o,

(

ajo

-

1 6 -1 segn ¢ > 0 6 ¢ < 0,

———— ———
|
_ 10
N S S——
"



1/2

La rafz cuadrada w de cualquier nimero complejo w

se escoge de forma que

- % < arg w1/2 f % .

Observemos que

i) j(—I2,Z) =1 ’

a b 2 -1 a b
i) (J’ (< d) ce) = () o ( d\)”o“) :

Claramente, para todo elemento yero(é) se verifica la

formula de transformacidn

e¥(y(z)) = i%(vy2) . %), k> 1.

Las principales propiedades de las series theta asocia
das a una red se obtienen al Qaracterizarlas como foamas mo
dufares, Como en nuestro problema utilizamos formas cuadri-
ticas ternarias, nos interesara conocer las propiedades de
las formas modulares de peso semientero y, mis concretamen-

te, de peso 3/2,

‘§2, Formas modulares de peso semientero

Pasamos a exponer, de manera sucinta, las principales

propiedades de las formas modulares de peso semientero, si
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guiendo las ideas expuestas por Shimura (cf. [38], [40] ).

Sea G el grupo formado por todas las parejas (a,%(z))

tales que

a b +
o = (c d)é GL (2, R) y ¢ ¢+ H——>C es

una funcidén holomorfa del tipo :

1/

¢(z)2 = t det(a) 2(cz+d) , 2€ H;

en donde te€ , |t| =1, es fijo. La ley de composicidn del
grupo G se define por

(o156 (2)) (a,,0,(2)) = (a,a,,8;(a,(2)) ¢,(2)) .

Claramente, GL+(2,H§) opera en HUVRU{x} ., Se define 1la
accidén de (a,¢) en HURU{w} igual a la de o« . Para una fun
¢ién f ¢+ H——>C , y para un entero k, se define una accidn

de G, por la derecha, sobre f mediante la fdrmula

(£] [6] ) (2) = £la(2)). o(2)7F,

con £ = (a,¢) € G, por lo que

el [en], = £l [l | [ndy -

NGtese que si f es holomorfa, tambié&n lo es f| [E]k .

Sea G1 el subgrupo de G definido por

~ 148 -



G, = {(o,¢) €6 | det o =1} .

Entonces, dado un entero N divisible por 4, se representa

por AO(N) el siguiente subgrupo discreto de Gl

AO(N) = { (Ysj('Y’z)) I ’YGI‘O(N)} ’

siendo j(v,z) la misma funcidn que aparece en la fdérmula

de transformacidn de la serie theta de Jacobi.

Un punto s de IRRU{=} se dice que es un punto parabd
Lico de ro(N), o de AO(N) indistintamente, si existe un
elemento de FO(N) que tiene a s como @nico punto fijo.
El transformado de un punto parabdlico por cualquier ele
mento de FO(N) vuelve a ser un punto parabdlico. Se dice
que dos puntos parabdlicos s,t son PO(N) - equivalentes
si existe un elemento Y de TO(N) tal que Y(s) = t . E1l1
conjunto de puntos parabdlicos de FO(N) es QU {«}
([38], 1.4).

Sea s un punto parabdlico de Ao(N) y sea

(B (M), = {eea (M) [ £(s) = s}

su grupo de isotropia, Como que -126 PO(N), resulta que
(AO(N))S es el producto directo de un grupo ciclico 1li-
bre y de un grupo ciclico de orden 2 , generado por
(-12,1),([38] Prop 1.17). Sea n un generador de la par-

te ciclica libre de (AO(N))s Yy p un elemento de G1 tal
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que p(®) = s , (tal elemento existe siempre ya que G1 actiia
transitivamente sobre QuU {«®} ) . Entonces p-lnp es un ele-

mento de G, que deja fijo = ; ello implica (v. [40] )

-1 - + (1 h) .
p ne - 0 1 1 ’

en donde h es un nimero real positivo y t e C con |t] =1,
que s8lo dependen de 1la FO(N)-clase de equivalencia de s

(ver por ejemplo [27] Cap. IV, prop. 2).

Proposicidn 5.1. Sea k un entero, £ una funcidn holomorfa

definida en H y p un elemento de Gl' Supongamos que

fl[p]k es invariante por (t (é ?) , t) , con

tec, |t| =1y heim4_. Entonces si ponemos tk = e2n1r ,

0 <r <1, se tiene :

e21r1(n+r)z/h , con a(n)ecC .

(£1[p])(2) = = a(n)

nN==—0

Demostracidn, Al ser fl[p]k invariante bajo (t (é ?) ’ t)

se tiene
(£1[e]) (z+n) = £5(£|[6]) (=) = 2" (el [p] ) (=) .
Como la funcidn

(£l1le]) (2

e21T1rz/h
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es holomorfa y de periodo h, resulta que admite un desarro-

llo en serie de Fourier :

2 a(n) eZNInz/h ,» a(n)eC ,

n=—co

de lo cual resulta

e21ri(n+r)z/h . ¥

™8

(£][p]) (2) =

n

a(n)

o

Definicidn., [40] Dados un entero k, un entero N divisible por

*
4 y un cardcter x de (Z /N Z) , se dice que una funcidn holo
morfa f definida en M es una gorma modular entera de peso

k/2 y cardcter x respecto de FO(N) 84

i) f|[6]k = x(d)f, para todo 8§ = (y,j(y,z)) de AO(N) H

b
YT (: d)éro(N) *

Es decir si

£(v(2)) = x(d) j(y,2)% £(z) , para todo zcH .

ii) £ es holomorfa en todo punto parabdlico de PO(N).

El significado de la segunda condicidn es el siguiente:
Si s es un punto parabdlico, sea peG1 tal que p(») = s ,

y p(% (é ?) , t) p'-1 genere 1la partebciclica libre de

(AO(N))s , CON hém+, y teC, |t| = 1 , Pongamos

tk = e2“1r , 0 <r <1 . Entonces por i), fl[p]k es invariante
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bajo [o]k para todo cep—l(Ao(N))sp, en particular bajo

(z( é ? ), t), y estamos pues en las condiciones de la pro

posicidn 5.1.

Se dice que f es holomorfa en s si

(£][e]) (2) = = a(m) L2miln*r)z/h

n=o

Un punto parabdlico s se llama k-#negufar respecto de FO(N)

. .k . . . .
si t =1, es decir si r=0, y k-4{nr1egulfar en caso contrario.

Se dice que f es una goxama parabdlica si a(0)=0 en todo
punto parabdlico k-regular.

El espacio de las formas modulares enteras de peso k/2
y cardcter x respecto de FO(N) se representa por Mo(k/Z,N,x)
y el subespacio de las formas parabdlicas por So(k/Z,N,x).
Estd claro que Mo(k/Z,N,x) conéiste s6lo en la funcidén nula,
a menos que X sea par, es decir que satisfaga x(-1)=1. En
el caso en que X sea trivial se escribirid simplemente

Mo(k/Z,N) y 8,(k/2,N).

Respecto de PO(A), 5, 0O y 1/2 son representantes no
equivalentes de todos los puntos parabdlicos [39].

Las afirmaciones de las proposiciones 5.2 y 5.4 son
bien conocidas. Detallamos, sin embargo, su demostracidn por

no haberla encontrado en la literatura.
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Proposicidén 5.2. Si k es impar, entonces « y 0 son puntos pa
k kmi/2
= e

rabdlicos regulares y 1/2 es irregular con t

Demostracidn.

i) Evidentemente ~ es un punto parabdlico regular de Po(é)

ya que

(4 (4)), ={ (g 1), 1), hez } .

ii) Es fdcil ver que el grupo de isotropia de cero en A°(4)

viene dado por

= . - 0 _
(84, =L (v s J(Ym’gyz))lYm’e-( im o )s WEZ , e= t 1}
Y como la aplicacidn (m,s)k————a.yme e ( 4;€ 2 )
b

de Z x {+*1} en (Ao(4))o es un isomorfismo de grupos y
Z x { #1} tiene dos partes ciclicas libres, a saber las gene-
radas por (#l1,1) y (#1,-1), resulta que las partes ciclicas

libres de (A°(4))o son los subgrupos generados por

no= (v_y e 30y pe2)) = ((‘i _?) , (1_42)1/2)

respectivamente, o bien por

b e Gy et e = (2 amentl?)

[
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y por

-1 -1 0

n o= (Yl,_l, j(Yl’_l,Z)) = (L4 1 ) (1+42)1/2

)

respectivamente,

Sean, ahora, p = (( a d ), t (cz+d)1/2) €G,, tales
¢ b o 1
l h -l - .
que p(=)=0 y p(=*( 01 ), t) p °, genere una parte ciclica
libre cualquiera de (Ao(4))o, con t, toec, |t[=[to| =1y
o+
heR .

En general, se tiene

2
o (+( 1 n ), t) p—l _ (i( l-ahe a‘h )’ t(1+ach_c2hz)1/2);
0 1 2
-c“h 1l+ahe

En nuestro caso como p(=)=0, es a=0 y por tanto,

o g 1o, o e e (2 %), casetint/?),
-c’h 1

imponiendo que esta expresidn genere al menos una de las par

tes ciclicas libres de (Ao(4))o se obtiene

1 n -1 10 1/2 ~1
T T LI G A TR TO BT PO R B
3

-1 -1 0 1/2 =

o+ 5 Py, 00t - (CF Y, raent? -,
-2 +
siendo en ambos casos h = 4c "€ R .

Igualando segundas componentes de las dos expresiones,

tanto de n-1 como de n, se obtiene t =1 y, por tanto, tk= 1.
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iii) Mediante un cdlculo sencillo, pero mids laborioso que

en el caso ii), se obtiene que

e+2m -m

’z)){Ym,e B ( 4m s—Zm)’ meZ,e=x1}

(Ao(li))l/z = { (Y ,€9j(Ym’

m €

y las partes ciclicas libres de (Ao(4))1/2 son los subgrupos

generados por

o= Gy e 30 eE)) = () D1, mitaz-nt?,

y por

T C PRI L AN DR (o S I IO TS R

respectivamente, o bién por

nTt = (v;l,l, SOy 1e2)) = (O 3, i6man Y,

y por

O O [N DR (S D T RN

respectivamente,

Sean, ahora, p =(( : 3 ), to(cz+d)1/2)€Gl, toec,

. ) °
|t |=1 y heE tales que o(=)=1/2 y p(x( o © ), t)p™' genere

al menos una de las partes ciclicas libres de (AO(A))I/Z,
con teC y |§|=1. Entonces, resulta que c=2a y

( 1-2a’h  a’n

2 2

). t)p t= (:
-4a“h 1+2a"h

0 (£( é ), t(1+232h—432hz)1/2)

(Ch 3, e@-ent/?) 07,



de lo que, igualando segundas componentes, se obtiene que

t=i y, por tanto, tk= eknl/z. #

Corolario 5.3. El » es un punto parabdlico regular de FO(N).

Demostracidn. Basta observar que para todo N = 0(m&d 4) es

(8, (M) = (A (4)) - 4

Proposicidn 5.4. Si k es par, entonces tk= tl1; es decir r=0

6 1/2 para cualquier punto parabdlico s de AO(N).

+
Demostracidn. Sean p=(( 2 3 ), to(cz+d)1/2)éG1 y heR tales

que

p (( é t11 ) ot

genere una parte ciclica libre de (AO(N))S, con s un punto pa

rabdlico de PO(N) y p(»)=s. Entonces, se verifica

2
p(s¢ E By, eypta (s 17aRe aTh N huach-cZhz) /2,
01 2
-c"h l+ahc

en donde 8=*1. Para que esta expresidn sea un generador de

una de las partes ciclicas libres de (AO(N))s se ha de cumplir:

-c2h = NA, A€Z , l+tahceZ impar, y la segunda componente ha

de ser j(v,z), con

2
y = 5(1"2’h° a'h ) er_(m).
-c“h l1+ahc
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Pero

1

( =8N
(l+ahc)

§(l+ahce)

§(v,2) = €] y 61/2(cc?npt14acn) /2

distingamos, pues, varios casos:

i) Si (l+ahc) = 1(mdd 4) y &

+l, entonces en ambos casos,

es
j(y,z) = *1(l+ach-c?hz)}/? |
k 2k

y por tanto, t = 1, de donde t = t =1 .
ii) Si (l+ahc) = 3(mdd 4) y 6 = t1, entonces en ambos casos,
es
jly,2z) = -_ﬂ-i(1+ach--c2hz)1/2 ,

. K 2kl
y por tanto, t = *i, de donde t =t = *1 . #

Corolario 5.5. Si k es par, k = 2k entonces la condicidn

1’

i) de forma modular entera significa que

k a b
f(vy(z)) = xl(d) (cz+d) 1 f(z), para todo Yy ( d)eFO(N) ,
-1 kl.
siendo, xl(d) = x(d) (jr) .
Adem3s, por la proposicidn 5.4 para todo punto parabd-

lico es tk = +1, Se recupera de esta manera la definicidn

estandar de forma modular entera de peso entero ([38] 2.1).
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Pasamos a continuacidn a interpretar la serie theta de

una red como forma modular.

Sea (V,f) un Q-espacio cuadridtico de rango k > 3 y £
una forma cuadritica definida positiva. Sea L una Z -red de
V verificando que el ideal generado por f£(L) coincide con Z
( f(LYZ = Z ) y que f(L#)Z = N—lz . Estas Z -redes las de-
nominaremos de nivef N. Las principales propiedades de 1la

serie theta asociada a una red de este tipo se resumen en

el gsiguiente

Teorema 5.6. ([34},[40],[41])Sea L una Z -red de nivel N.
Se verifica
i) 8(L,z) es un elemento de Mo(k/2, N,Xx), siendo

(Z—EEEL-) si K es impar,
d

]

x (d)

si k es par,

((—l)k/zdetL)
d

para todo d.

ii) 6(L,z) - 6(genL,z) es un elemento de So(k/2,N,x).

Corolario 5.7. Para cada k> 1 se tiene que ek(z) es un ele-

mento de Mo(k/2,4).
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§3, Formas modulares de peso 3/2, Conjetura de Ramanujan-—

Petersson

Sean f una forma parabdlica entera y g una forma modu-
lar entera, ambas de peso 3/2 respecto de PO(N). Sea D un do
minio fundamental para PO(N) en H y sea p la siguiente me-
. . -2
dida, finita, u = f p ¥ dxdy.
Se define, en este caso, el producto escalan de Peternsson,
<f,g> , como la integral

7
y

cte> = JJ T g2 P2 iy

esta integral es absolutamente convergente ([40], lema 3.3).
Al ser ??;Sg(z)y3/2 . y_zdxdy , invariantes [40] bajo
la accidn de FO(N), resulta que el producto escalar de
Petersson no depende de la eleccidn de D. Sobre So(3/2,N,x)
el producto escalar de Petersson es hermitico y definido po-
sitivo. Ademd3s, <g,g> > 0 si <g,g> estd definido y g # 0.

Se verifica [34] que

M (3/2,N,x) = E_(3/2,N,x) | §,(3/2,§,%) ,

en donde Eo(3/2,N,x) es el espacio ortogonal, respecto del

producto escalar de Petersson, al espacio de formas parabd

licas,
Como ha probado Ting Yi Pei [43], el espacio Eo(3/2,N,x)

viene generado por las serdies de Elsenstedn:

E(X’N), fl(I’ANO) y fI(I’SNO) ’
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y por todas sus transformadas mediante los elementos del gru

po G. Las series anteriores[43] vienen definidas por:

> X (@) j(y,z)73

E(x,N)(z) =

yer\Fo(N)

1 x (d) 53
B 372 ° J

YePw\PO(N) (cz+d) (3)3
siendo y = (2 2 yer\r ) yr_ = (r ), ;
EL(TL4N) = E(T,4N)) - (1-1) 4N )1 E(xy L4N ) (—2e) 2772,

o 4Noz
£, (1,88 ) = E(i,SNO) - (1-1)(8N°)‘1 E(;ZZN ,SNO)(_;I_) 2—3/2;
o 8Noz

en donde.')zN es el conjugado del caracter de Kronecker Xy *
0 o
Sean @ un entero libre de cuadrados y s un entero positi-
vo tales que 4szalN . Se designa por U(a) el subespacio de
SO(3/2,N,x) generado por las funciones

y(n) n e(anzz),
1

™M 8

hw(az)

n

en donde y es un cardcter primitivo mdédulo s y tal que

-a

‘b(“l) = -19 y X(d) = ‘P(d)( d » para todo 4d.

Los espacios U(a), para los diferentes valores de a, son

ortogonales dos a dos[&O] respecto del producto escalar de

Petersson. Sea U =] U(a)En general se tiene que
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s (3/2,8,x) = ulu’,

en donde ut es el complemento ortogonal de U en So(3/2,N,x).

Teorema 5.8. (cf.[34]) Si L es una Z -red de rango 3, de ni-

vel N, se verifica

i) 8(genL, z) es un elemento de EO(3/2,N,x).
ii) Sea m: Mo(3/2,N,x)-——~—>Eo(3/2,N,x) la proyeccidn cand-
nica, entonces
1(6(L,z)) = 6(genL, z).
i
iii) 6(L,z) - 6(spnl,z)e U .
En el espacio de las formas parabdlicas 5,(3/2,N,x), el
crecimiento de los coeficientes de Fourier de las formas de

Ui estd controlado mediante la

Conjetura de Ramanujan-Petersson para peso 3/2 .(cf.[lg},[zgj,[35])

2ninz
e

Sea g(z) = a{n)

™8

n=1

una forma parabdlica de peso 3/2 de vt y sea n un entero LAibne

de cuadrados. Para todo € > 0 es

1
T+e

a(n) = 0(n ) B

en donde la O-constante depende de € y de g.
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Por diferentes métodos se ha probado que siempre es vi-

lido ([19][45]),

Nlr—-
m

a(n) = 0(n ) BN

para n libre de cuadrados.

El crecimiento de a(n), cuando n se restringe a una cla
P 2 . .
se cuadratica n=n_s-, es del mismo orden que el que figura
en la conjetura de Ramanujan-Petersson. Ello se pone de mani

fiesto en el siguiente

Teorema 5.9. ([34],Hilfssatz 5) Sea n_ un entero positivo

libre de cuadrados, y sea

’g(z) = I aln) e21r1nz

: 1
una forma parabdlica de peso 3/2 de U(no) . Entonces se veri-

fica

N_t—-
m

a(nosz) = 0(s ),

en donde la O-constante depende de ¢, n,y g

Demostracidn. (esbozo) Es sabido que 1la no—correSpondencia

1
de Shimura (V.[Bé],[qoj) aplica el espacio U(no) en
SO(Z,N/Z,XZ). Las f6rmulas de transformacidén de los coeficien
tes en esta correspondencia [39],junto con la conjetura de

Ramanujan-Petersson para peso 2, probada, en este caso, por
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Eichler [15],permiten deducir que existe una constante <,

tal que
2 1/2 2
Ia(nos ) <te,s d(s)”,
en donde c, = c4(no,g) y d(s) = Z 1 es el nimero de divi

\
s'|s
sores de s.

Como para todo § > 0 es d(s) = O(SS), ([23],teorema

315), se verifica que existe una constante c_. = cs(d);tal

5

que

d(s) < ¢ sa,

5
por tanto, basta tomar § = €/2 para obtener que
/ 'l-*'E
2 1/2 e _ 2
|a(nos )| < ¢,s Cgs = C¢s ,
siendo c := c,c, y, en consecuencia,c, = c6(e,no,g). #

§4, Comportamiento del término de error

Para estudiar el comportamiento del té&rmino de error,
empezaremos por precisar los espacios a los que pertenecen
las series theta de las formas cuadridticas que intervienen

en nuestro problema.
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Proposicidn 5.10. Sea f = <b§,b§,b§> una forma cuadrédtica

entera con (bi’bj)=1’ i#j, y cada bi libre de cuadrados.

Se verifica

i) 8(f,z) es un elemento de M0(3/2,4bfb§b§).
1
ii) 6(f,z) - O(spnf,z) e U .

iii) Si 1los bi son impares, i = 1,2,3, entonces

8(f,z) - 6(genf, z) GUl.

Demostracidn.

i) Si consideramos la Z -red L = ZeIQZeZQZE3,

la base candnica, entonces 8(L,z) = 6(f,z). Como bf,bg son

con e;,e,,e,

representados por f y son coprimos resulta que f(L)Z = Z .

Calculemos ahora la red dual

L¥= yeV|B(y,L) € Z },

siendo
3
B(x,y) =2 I b, X. y. .

Si un elemento y = y1e1+y2e2+y3e3 de V es de L#, entonces ha

de verificar que

+ b2A.y. + b2

2
2(byAyy, 2222 3h3y3) €Z

A, de Z . De aqui que

para todo Al,kz, 3

zZ, i=1,2,3.
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Es decir

L# = Z ; ® Z g ® Z 3 s
2bl 2b2 2b3
y tenemos que f(L")Z = (4b1b2b3) Z , de donde la red cand-
nica es una red de (V,f) con nivel N = 4bfb§b§.

Como, por el teorema 5.6 , el caricter asociado es
2 detlL 2.8b2b2p2
ar - ()L
d d
por todo d, resulta que 6(f,z) es un elemento de Mo(3/2’ 4bfb§

ii) Basta aplicar el teorema 5.8,

iii) Si 1los bi son impares, entonces al ser (bi,bj)=1, i#j, se
tiene que el género de f contiene un ﬁnico’género espinorial
([8] ,€h.11, th. 1.3 ), por tanto, spnf = genf, y la afirma-

cifn resulta de ii). #

Observaciones.

. . _ 2 2
i) Si f = <a1,a2,a3

bre de cuadrados (i = 1,2,3), pero con m.c.d.(al,az,a3)# 1,

> es una forma cuadritica tal que a, es li-

se. tiene

f(L)ZC*Z,

siendo L = Zkl$2e202b3 la red canfnica. Por tanto, L no es
una red de nivel N y no tenemos informacidn del comportamien

to de 0(f,z) como forma modular.
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ii) si m.c.d.(al,az,a3)= 1 pero (ai,aj)# 1, i#j, aunque en
este caso tengamos informacidn sobre 8(f,z) no se puede ase

gurar due spn f = gen f.

Para evitar estos problemas es por 1lo que se ha hecho

en el Capitulo II, §6, la transformacidn

2 2 2 -2 2 ,2 .2
r(n,<al,a2,a3>) = r(nd ,<bl,b2,b3>).

En el caso en que Zfbl y ZIbi, i=2,3, para poder llegar
a los mismos resultados que en el caso anterior, necesitamos

hacer una serie de consideraciones previas ya que no podemos

asegurar que spnf = genf.

Proposicidn 5.11. Sea m=2°"p1...pr un entero libre de cuadra-

dos, con pisl(méd 4), 0< i< r. Sea f = <af,a§,a§> una for-

ma cuadrdtica tal que ai[m, (ai,aj)= 1, i#j. Sea n¥7 (méd 8),
8 B
1

n=mt en donde t = q, ...qsS

, 8 > 0 con quB(méd 4). Se veri
fica

r(n,spnf) = r(n,spng),

para toda forma cuadratica g tal que geng = genf.

Demostracidn. Si 2[ai, i= 1,2,3, como que en este caso

spnf = genf, es inmediato que spnf = spng y, por tanto,

r(n,spnf) = r(n,spng).
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Si 2Ia1 y Z}ai, i=2,3, escribamos n = nosz, con n_ libre
de cuadrados. Sean N = Aafagag el nivel de la red canbnica de
(V,f), v v(s) la funcidn definida por

Y(s).s = r(nosz,spnf) - r(nosz,spng).

Si 4n01N entonces § es idénticamente nula ([34], Kor.2)
y por tanto r(n,spnf) = r(n,snpg).

Si AnOIN, entonces escribamos:

~ 2222 - 2

Sea p#2 un primo tal que pIh, entonces p a, para exacta-~
mente un i, ya que (ai,aj)= 1 si i#j; por esta misma razdn
se tiene que p[no . Por tanto p|s.

Si p=2 y 2|h con Vz(h)= v se tiene que v2(4n nohz) = 442y

ya que n#¥0,4(mdd 8). Por otra parte, es V (4a2 gag) = 4, de

donde Vv = 0 y 2f/h; con lo cual este caso no se presenta.

De todo lo expuesto se deduce que h[s y,por tanto,

Y(s)= 0 (cf.[34], Kor.2 ). #

Corolario 5.12. Sea msf%l...pr un entero libre de cuadrados,

con pi=1(m6d 4), 0< i< r. Sea f = <af,a§,a§> una forma cua

drdtica tal que ailm, (ai,aj)=1, i#j. Sea n# 7 (mdd 8); escri
bamos n=mt, en donde t es también un entero libre de cuadra-
dos y si q|t, q primo, entonces g=3(mdd 4). La validez de la
conjetura de Ramanujan-Petersson implica que, para todo >0

es
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1
i) r(n,f) - r(n,genf) = O(tz+€) ’

1
ii) r*(n,f) - r*(n,genf) = O(tz+€) ’

en donde la O-constante depende de ¢, m y f.

Demostracidn.

i) Si n es impar, por la proposicidn 5.10 tenemos que
4 . . .
6(f,z) - 6(genf,z) € U", por tanto i) es una consecuencia in
mediata de la afirmacidn de la conjetura de Ramanujan-Peters
son.
. 2 2 2 .

Si n es par, la forma f = <a1,a2,a3> formada a partir
de n puede contener mids de un género espinorial. Si f contie
ne un {inico semigénero espinorial respecto de n=n entonces

2 2 ; -
r(ncs yspnf) = r(nos sgenf) para s > 1. Si el género de f
contiene dos semigéneros, sea g una forma cuadridtica del gé-

nero de f, perteneciente a distinto semigénero espinorial

que f, se tiene ([34]):

r(nosz,spnf) + r(nosz,spng) = 2r(nosz,genf),

para s > 1.
Por la proposicidn 5.11 sabemos que r(no,spnf)=r(n0,spng)

y por tanto es r(no,spnf) = r(no,genf). Basta, pues, tomar

* * ' *
c7(e,m,f) 1 o= c6(€,m,9(f,z) - 8(spnf,z)), en donde cg ©S la

O-constante dada por la conjetura de Ramanujan-Petersson,

ii) Inmediata pues, en este caso, es r*(n,f) = r(n,f) y

r*(n,genf) = r(n,gen f). #
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Pasamos a continuacidn a dar el comportamiento del tér-

* *
mino de error, gi(n) - Gi(n), para n libre de cuadrados.

Teorema 5.13, Seé m=2°‘pl...pr un entero libre de cuadrados,

con piil(m6d 4), 0< i< r. Sea f= <af,a§,a§> una forma cua-
dratica tal que ailm, (ai,aj)=1, i#j. Sea n=mt, n#¥7(mdd 8),
en donde t es también un entero libre de cuadrados y si qlt,
q primo, entonces q=3(mdd 4). La conjetura de Ramanujan-Pe-

tersson implica que, para todo & > 0 es

l-+e
* * T
g;(n) - G.(n) = 0(t )

en donde la O-constante depende de € y m.

Demostracién. Observemos en primer lugar que al ser n libre

*
de cuadrados se verifica r*(n,I3) = r(n,I3); gi(n) = gi(n),
x ,
pero Gi(n) # Gi(n), por lo que mantenemos la notacidn.
Empezamos por probar que para todo € > 0 es
1 €
—— +—.
t4 2
r*(n,I3)

* *
g;(n) - 6.(n) = O )
en donde la O-constante depende e y m.

Por el corolario 5.12, para todo € > O existe una cons-

* * 2 2 2
tante c; = ¢4 (e/2,m,<al,a2,a3>) tal que
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g7 () - 6 (m|

2 2 2 2

2 2
i | - ( r*(n,<al,a2,a3>) - r*¥(n, gen <al,a2,a3>) ) ]
ailm r*(n,I3)
2 2 2 2 2 2
< 5 |r*(n,<al,a2,a3>) - r*¥(n, gen <a1,a2,a3>) ]
a.|m
i
r*(n,I3)
l €
b2
*
< z c7
ai]m r*(n,IB)

Aqui las a, son las correspondientes a las definiciones

*
de Gi(n), con (ai,aj)=1, para i#j. Si llamamos

* _* . - * 2 2 2
cg = c8(e,m). z c7(e/2,m,<a1,a2,a3>),
a.|m
i
resulta que 1 e
_.-+—
t4 2
* G* . X
lgi(n) - 1(n) l_ CS .
r*(n,I3)

Lema 5.14. Sea n#0,4,7 (méd 8). Para todo ¢ > 0 es

= 0(n )

o m

*
r(n,1,)

en donde la O-constante depende de € .
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Demostracidén. Recordemos (teorema 3.4 ) que

A(n) n1/2

r*(n,I3) = -

L(lsX_4p)

El teorema de Siegel, relativo al comportamiento del nd

mero de clases de formas cuadraticas binarias para discrimi-

nante negativo, garantiza que para todo € > 0 existe una cons

* *
tante cg = c9(5/2) > 0 tal que

Lel,x_, ) 2 ¢y » (4m)"¢/2

([24],ch. 12, th. 15.4 ).
Por tanto,

l e
x - ENn.
r*x(n,I,) > 8 e, 4 e/2 n2 2 Yy
37 - . 9

y si n#0,4,7 (m8d 8) se tiene que

1 ¢
1 x 277
Clo n ’
r*(n,I3)
en donde
* * T
= T = — . #
10 = 10 (&) 3 .
-t
2 c

Aplicando ahora este lema se obtiene

1l e
—_—f
g ( ¢¥n)| < ch . ool - et 2 w gt
g;(n) - 6 ()| < eg - Cg—77 = ¢y ¢t ,
nzh"
1 ¢
 end X % y: = * '§+§ . 11
siendo ¢y < cll(e,m : Cg:Cyg B ; v con ello

conclu-



ye la demostracidn del teorema. #

Proposicidn 5.15. Sean n_ oy m, dos enteros positivos libres

de cuadrados. Sea <ai,a§,a§> una forma cuadridtica, con ai
. 2 .2 .2
libres de cuadrados y ailnomo. Sean f= <bl,b2,b3> y de N los

obtenidos a partir de <af,a§,a§> segin el procedimiento del

§6, Capitulo II. Sea n = nosz, n#0,4(mdéd 8), con s un entero

tal que rad s-= m_. Se verifica
-2 -2
r(nd °, spnf) = r(nd °, spng,

para toda forma cuadridtica g tal que geng = gen f.

Demostracidn.

i) Si 2!bi, i= 1,2,3, como que en este caso spnf = genf, es

inmediato que r( ,spnf) = r( ,spng).

.. . . 2.2, 2 .

ii) si 2|b1 y Zfbi, i=2,3, sean N = 4b b)b el nivel de la
red candnica de (V,f) y 9(s) la funcidn definida por

v(s).s = r(noszd—z, spnf) - r(noszdﬁz, spng).

Si 4n°IN, entonces § es idénticamente nula.

Si 4nO|N, entonces escribamos

) 2 ,,.2.2.2
N = 4n_n_h" = 4b7bBY .

Sea p#2 un primo tal que plh, entonces plbi para exacta-

mente un i, ya que (bi’bj)=l si i#j; por esta misma razdn se

tiene que pfno y como, por construccidn, (d,bi)=1, resulta
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que p|s.
si p=2 y 2|h con Vz(h)=V se tiene que V2(4nonoh2)= 4+2v

ya que n#0,4(mdd 8). Por otra parte, es v2(4bfb§b§)= 4, de

donde v = 0 y ZIh; con lo cual este caso no se presenta.

De todo 1lo expuesto se deduce que hls y, por tanto,

¥(s) = 0 ([34) Roxr. 2). #

Corolario 5.16. Sean no, m dos enteros positivos libres de

2 P .
cuadrados. Sea <af,a§,a3> una forma cuadratica, con ay libre

2 .2 .2 .
~de cuadrados y ailnomo. Sean f= <bl,b2,b3>, de N los obteni
dos a partir de <af,a§,a§> seglin §6, Capitulo II. Sea n=n°s2,

n#0,4(mdd 8), con s un entero tal que rads=m°. Se verifica,

para todo € > 0
1.,
r(nd_z,f) - r(nd—z,genf) = 0(s ),

en donde la O-constante depende de ¢, noy f.

Demostracidn. Basta proceder como en la demostracidn del coro

lario 5.12 pero teniendo aqui en cuenta el teorema 5.9 vy la
proposicidn 5.15, la cual asegura que
- 2. -2
r(noszd z,spnf) = r(nos d “,spng),

para toda forma g, tal que geng = genf, si s= rad m s O sea

. 2
sl nos = n, Tomemos, pues, en este caso

c7(e,no,f) : = c6(e,no,6(f,z) -~ 6(spnf,z)), en donde ce ©8 la

O-constante del teorema 5.9. #
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Teorema 5.17, Sean noy m dos enteros positivos libres de

2 2 2 P .
cuadrados. Sea <a1,a2,a3> una forma cuadratica, con ai libres

2 .2 .2 .
de cuadrados, ailnomo. Sean f= <b ,bj,by> y de€N los obteni-

dos a partir de <af,a§,a§> seglin §6, Capitulo II. Sea n=nosz,

n#0,4,7(mdd 8), con s un entero tal que rads= mo . Se verifica

que para todo € > 0

—te

gi(n) - Gi(n) = 0(s 2 ) ’

en donde la O-constante depende de ¢, n,oym.

Demostracidn. Empezamos por probar que para todo € > 0 es

1l e
22
s

g.(n) - G.(n) = 0( — ) ,
1 1 r(n,I3)

en donde la O-constante depende de ¢, n_ym. .
Por el corolario 5.16, para todo € > 0 existe una cons-

_ 2 .2 2
tante cy = c7(e/2, n_, <bl,b2,b3>) tal que

lg;(n) - G (n)]

r(nd-2,<b2,b2,b2>) - r(nd—z,gen<b2,b2,b2>)
- : ( 1°°2°°3 102272377
ailnomo r(n,I3)
-2 2 2 -2 2 .2 .2
) : I r (nd ,<b1,b§,b3>) - r(nd ,gen<b1,b2,b3>) |
iM% r(n,I3)
l ¢
a
< z c7
allnomo r(n,I,)

Aqui las a. son las correspondientes a las definiciones
i
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de Gi(n), para i= 1,2,3., Si llamamos

2 .2 .2
cg = c8(€,n0,mo). = I c7(e/2,no,<bl,b2,b3>),
a.|n m
i'"o o
resulta que
1, £
S2 2
lg;(m) - 6. ()| < ¢4
r(n,I3)

Lema 5.18. Sea n#43(8m+7). Para todo € > 0 es

€

o

1 "2
—_—— = 0(n ),

r(n,I3)

en donde la O-constante depende de €.

Demostracidn. Recordemos (teorema 3.1 ) que

r(n,I,) = _Am) 1/2 L(l,x_, ) 1 Q+ L+ _1_1; <, (r,)),
o pzln P p

aplicando el teorema de Siegel que garantiza que para todo e >0

existe una constante cg = c9(5/4) > 0 tal que

C9(4n)-€/4 ’

tv

L(l, X_4p)

por tanto,

1l e
A

8 -e/4 2
r(n,I3) > T Cy 4 e/ n s

y si n#4a(8m + 7) se tiene que

1 -5+

r(ﬁ,I3)



en donde

il
o = clo(e): = ——*izs——— . #
2° 2¢
9
Aplicando ahora este lema se obtiene
l,e 1,¢ 1
22 T2h T2
lgi(n) - Gi(n)l < cg Cig S n 11 ’
._%.+,§
siendo c11 = cll(e,no,mo): = c8 10 nO s ¥ con
concluye la demostracidn del teorema. #
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CAPITULO VI

DETERMINACION DEL 3-NIVEL DE UN ENTERO

Por medio de los resultados obtenidos en los capitulos
precedentes se procede a la clasificacidn de los enteros que
son sumas de tres cuadrados en familias. Se prueba que en ca
da una de ellas el nivel se hace estacionario y se determina

su valor,

*
§l1. Acotacidn de gi(n). Constantes indicadoras del nivel

*
La acotacidn del té&rmino principal Gi(n), junto con 1la
informacidn obtenida del término de error, permiten pasar a

*
la acotacidn de gi(n).

Teorema 6.,1. Sea n un entero positivo libre de cuadrados,

n § 7 (méd 8). Escribamos
= mt = 2%
n plc.opr qlo..qs b}

con 0 < a <1 ; m-= 2aplo..pr s, T >0yt = qQyeeedg » S 2 o,

qj z 3(m6d 4). Sea
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t(n) : = Gyeeeq -

*
Entonces, existe una constante ¢ (m) tal que si

_ *
12 - €12

t(n) > c*

12 es

*
i) g3(n) <1, si mec.de(n,10) = 1 .

*
ii) g,(n) <1, si m.c.d.(n,10) + 1.

Demostracidn.

i) Sea € = 2/9 ; por el teorema 4.17, existe una constante
* * *
c3(m) : = G3(m) sy 0 < c3(m) < 1y por el teorema 5.13 una

* *
constante 0 < ¢ = c11(2/9,m) de forma que

11
* * * -1/36
83(n) l ¢y + €11 t / 3 por tanto,
* . X * -1/36
g3(n) < 1 sicy+oc);t <1,

lo cual se verifica si y sdlo si

* 36
c
1=cg . | 36
* €11
Basta ahora tomar clz(m) 2 = | , para obtener
l-c
3
el resultado enunciado.,
. * *
ii) En este caso tomamos cz(m) : = G2(m) . Por los teoremas

%
4.17 y 4.18 podemos asegurar que 0 < cz(m) <1 ; definimos

por tanto en este caso
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Este teorema nos conduce a la siguiente

Definicidén. Sea m = Zapl...pr libre de cuadrados, con

0 o<1,y p; = 1(méd 4), 0 < i < r. Definimos la familia

de enteros positivos

*
F (m) ¢ = {n $ 7 (m8d 8)] n = mt con t libre de cuadrados
y tal que si q|t,.q primo, es q = 3(mdd 4)} .

Definimos la constante

* *

c (m) : = mclz(m) .

* . . .

Denominamos a c¢ (m) la constante Andicadora def nivel de 1la

*
familia F (m).

Consecuencia inmediata de esta definicidn y del teorema

precedente es el siguiente

Teorema 6.2. Sea n un entero positivo libre de cuadrados,

n * 7 (mdd 8). Escribamos
= mt = 2°
n m PpeeePr QpeeePy
con 0 < a <1 ; m= 2ap1...pr s T >0yt = Qyee-9g >

*
s >0, q. £ 3(mdd 4). Si n > ¢ (m) entonces
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L(n,3) = Qa(n,B) .

Este resultado motiva la siguiente

Definicién. Llamaremos a la(n,B) el nivel asintético de n.

Los ejemplos, mencionados en el §6 del capitulo IV, de
enteros tales que 2(n,3) + la(n,B) refuerzan la naturaleza
asintdtica del resultado del problema.

En la tabla siguiente se clasifican dichos enteros, en
el caso libre de cuadrados, segiin a la familia a que perte-

necen,
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Enternos n < 105, Libres de cuadrados con nivel Linfenion at

asintético
* : *
F (pl...pr) D= PyesePy GpeeoP 2(n,3) la(n,3) c (m) >
(13) 13 2 3 403

403 = 13,31 2 3
(2.5) 30 = 2,5.3 1 2 27190

70 = 2.5.7 1 2

210 = 2,5.3.7 1 2

310 = 2.,5.31 1 2

330 = 2.,5.3.11 1 2

430 = 2,5,43 1 2

670 = 2.5.,67 1 2

790 = 2,5.79 1 2

1330 = 2.5,7.19 1 2

2170 = 2,5.7.31 1 2

2230 = 2.5.223 1 2

2530 = 2.5.11.23 1 2

3070 = 2.5.307 1 2

27190 = 2,5.2719 1 2
(37) 37 2 3 37
(13.61) 793 = 13,61 2 3 793
(2.5.29) 870 = 2,5.29.3 1 2 870
(2.5.73) 2190 = 2,5.73.3 1 2 2190
(2.5.17) 3910 = 2,5,17.23 1 2 3910
(2.5.97) 6790 = 2,5.,97.7 1 2 6790
(2,5.13.,41) 15990 = 2.5.13.41.3 1 2 15990
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Recordemos que 13 y 37 son nlimeros iddneos de Euler, de
los que ya se sabia, por el capitulo I, que el nivel es 2,

3(mdd 8) y tales que

Existen exactamente 12 enteros n
r(n,I3) = 1 , el mayor de los cuales es 427(v.[6]), todos
ellos libres de cuadrados. Por la tabla vemos que sdlo el

403 no alcanza el nivel asintdtico :

403 = 3241324352

793 posee una {inica representacidn como suma de tres cuadra-

dos no nulos, de nivel 2 ,

793 = 624924262 |

aunque, al ser todos sus factores primos congruentes con 1
médulo 4, es r(n,I3) > 1,
870 es el primer entero, con nivel distinto del asintdtico,

que admite una representacidn de nivel cero.

Observando la tabla vemos que, en general, las constan

tes indicadoras del nivel no son triviales.

En el caso de la familia (2.5) se han proseguido los
cdlculos para todos los enteros n < 106 no hatldndose mas
enteros con nivel distinto del asintdtico, aparte de los
ya mencionados en la tabla, lo que permite suponer que el
comportamiento del nivel en la familia (2.5) estabiliza a

partir del 27190.
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En la siguiente proposicidn se ponen de manifiesto las

... *
constantes bdsicas que intervienen en la definicidn de ¢ (m).

Proposicidn 6.3.

Sea m = 2ap1...pr s, con 0 < a <1y P; = 1(mdd 4).

Se verifica

ﬂ36 c* 36
*
¢*(m) = 8 ,
*
2100, cK1-c®)
9 i

en donde i 2 si m.c.d.(m,10) + 1 ei=2simec.ds(m,10)=1. #

Comentanio sobnre Las consdtantes

* *
i) c3(m) y cz(m) son exactamente calculables por los teore

mas 4.17 y 4.19.

ii) Pasemos a c; = c;(1/9), que es la constante que inter-
viene en el teorema de Siegel. Para tener una idea del valor
de esta constante, podemos considerar el valor de L(l,x_4n).

Para todo entero n es (cf. lema 5,.14)

2nh (-4n) .
—— 2 cg(1/9) .

(4n)7/18
Sin= 163, entonces h(-4n) = 3, y, por tanto, en este
caso
21h(-652)
—_— = 1,5166013 ...
6527/18
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con lo cual podemos asegurar que

c:(1/9) < 1,52 .

Asi que,
36 * §6
c*(m) = 8
100_13 x % /
2 m c9(1~ci)
36
36 *
i c8 \
>
- *
200,13 1,52(1-ci)/
36 2\e
- " 8 _
= b4
o100 15,3613 1-c:
en donde i = 2 si m.c.d.(m,10) ¢+ 1 e i = 3 si

m.c.d.km,lO) = 1,

Observemos, ademds, que la constante c; podria evitar-
se si se conociera una cota inferior de L(l,x_4n), para to
do n. El1 valor minimo de L(I,X_N) que se conoce se alcanza
para N = 84148631888752647283 , y es L(l,x_g) = 0,17009 [29].

Entrando el valor 0,17 en el teorema se obtendria, en
tal caso, una constante c*(m), mejor que la anterior, dada

'por

36
*
. 36 :
¢ (m) = . .
2108 o 736,17 1-c}
* -
iii) Para cg se tiene
* *
c8(2/9,m) = L c7(2/9,m,<af,a§,a§>)
a.|m
i
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en donde, si llamamos f = <af,a§,a§>) sy €58

c;(2/9,m,f) = cz(2/9,m,9(f,2) - 8(spn f,2))

c: = cZ(2/9,m,6(f,z) ~ 8(spn £,2)) . c;(2/9) .

*
La constante c5(2/9) es calculable [30] y vale

% x+1
c5(2/9) = I méx{-——————} ,
p x>0 p2x/9

que es un producto finito ya que casi todos los factores son
iguales a 1.

Ahora bien, c2(2/9) proviene de la conjetura, aiin no
probada, de Ramanujan-Petersson para peso 3/2, y, por tanto,

se desconoce. #

§2, Acotacidn de gi(n). Constantes indicadoras del nivel

La acotacidn del término principal Gi(n), junto con la
informacidén del t&rmino de error, permiten pasar a la acota

cidn de gi(n) .

Teorema 6.4, Sea n = nos2 un entero positivo, n % 0,4,7(mdd 8),

con n_ su parte libre de cuadrados y sea o, = rad s . Escribamos

2
~ 2 51 g
n = nOS = plooopj(pj+1 ...Pk ) ’
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(con m.c.d.(no,mo) no necesariamente igual a 1) y sea

k
a(n) : = T s .
i=j+1

Entonces, existe una constante c ,mo) tal que si

12 = ¢12(m,

a(n) > ¢ es

12

i) g3(n) <1, simnc.d,(n,10) =1 ,

ii) g,(n) <1, si m.c.d.(n,10) 1.
Demostracidn.

i) Sea € = 4/9. Por el teorema 4.9, existe una constante

0 < c3(p1...pk) < 1, que, evidentemente, puede considerarse
como funcidn de n_o,m, 3 Y por el teorema 5,17 existe

c c11(4/9,n°,m°) de forma que

11

g3(n) < ¢, + cyy s-1/18 i por tanto,

~1/18

83(n) <1 si cy + ¢ s <1,

11

lo cual se verifica si y sdlo si

c
log s > 18 log (———JJ;-) .

l-c3

Si m = 1, escribamos Cip * = 18 log (

Si m + l, se tiene
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k
log s = ) ? oy log P, > a(n) log P, »
i=j+1
siendo P, el menor factor primo de m . En consecuencia, para

asegurar que g3(n) < 1, basta que

a(n) > ch(no’mo)’ siendo

___°1_1_.)__f__

clz(no,mo) : = 18 log (
l-c log P,

3

ii) En el caso en que m.c.d.(n,10) # 1, basta tomar

18 log (——ill—> , si m, = 1 ;
l-c2
clz(n ,m ) = . .
' 18 log ( 11 ) , si m # 1 ;
l-c2 log P,

en donce 0O < cz(no,mo) < 1 es la constante dada en el teore

ma 4.14, #

Este teorema nos conduce a la siguiente

Definicidn. Sean Ry m enteros positivos libres de cuadra

dos., Definimos la familia de enteros positivos

F(n_,m ) : = {n % 42 (8b+7) | n = nosz, rads=m} .

Notese, que si m = 1 entonces F(no,l) = {no} , mien-
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tras que en los demi@s casos las familias F(no,mo) son infi-

nitas. Por esta razdn se ha tratado el caso n libre de cua-
. L %

drados mediante las familias F (n) para poder asegurar que

*
estos enteros tienen nivel igual al asintdtico si n > ¢ (m).

c(no,l) : = n_ + clz(no,l) .

0(mdd 2), sea

w
e
g
n

c(no,mo) : =1,
Si m + ly m # 0(mdd 2), sea P, el mayor factor primo de

m sea
o y ’

c(no,mo) i = n exp(Zc12 log pl) .

La constante c(no,mo) la denominaremos constante

indicadorna del nivel de la familia F(no,mo) . #

Teorema 6.5, Sea n = nos2 un entero positivo, n + 4a(8b+7),

con n_ su parte libre de cuadrados y sea n = rad s.

Escribamos

2
a., [+3
+1 k
n = n s = pl.’.pj(pjil -copk ) ’

(con el m.c.d.(no,mo) no necesariamente igual a 1l).

Si n > c(no,mo), entonces

2(n,3) = 2_(n,3) . #
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Demostracidn., Basta observar que si n > c(no,mo), entonces

a(n) > clz(no,mo) y aplicar el teorema 6.4. #

Al igual que en el caso anterior, podemos construir con

los ejemplos del §6, capitulo IV la siguiente tabla

Enternos n < 10° , no Libres de cuadrados, con nivel Ainge-

nion al asintbitico

F(no,mo) n = ns ’ 2(n,3) £a(n,3) c(no,mo) >
(10,3) 90 = 2,5.3% 1 2 90
(130,3) 1170 = 2.5.13.32 1 2 1170
(190,3) 1710 = 2.5.19.3° 1 2 1710
(410,3) 3690 = 2.5.41.32 1 2 3690
(2210,3) 19890 = 2.5.13.17.3%2| 1 2 19890

NSétese que, en general, las constantes indicadoras del
nivel c(no,mo) no son triviales, Para los enteros,libres de
cuadrados, reseflados en la tabla de la pa3gina 181 es

c(no,l) >n_ .

El teorema 1.5 del capitulo I permite afinar algunas de

las constantes, como muestra la siguiente
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Proposicidn 6.6. Sea n eFTnb,mo). Supongamos que se presenta

uno de los casos siguientes

. = a_B _ Y
i) n_ 275 pl...pj , m_ =5 Pig1e Py > con o +8+y> 0 ,

y Py = 1(méd 4) , 0 < i <3 ;

3(mdd 4) ;

(o}

ii) n_= 2q1...qj > W

qj““l.‘.qk s COI qj

_ e _ <8 .
iidi) n = 5 ql...qj » M 5 CEFERERL P 1 <j <k,

n_ $ 7(m8d 8), con a +B> 0 ;

para todos ellos es 4(n,3) = 2 , para todo n, Podemos, pues,

a m =1,
tomar c(no, o) 1

iv) si n = ql...qj, m, = qj+1...qk ,» entonces £(n,3) = 3,
para todo n. Podemos tomar, por tanto,c(no,mo) = 0.
*
v) Si ne¢eF (1), entonces 2(n,3) = 3 y podemos, pues, to-
mar c*(l) = 0. #

En la siguiente proposicidn se ponen de manifiesto las

.constantes bdsicas que intervienen en la definicidn de

c(no,mo) .

Proposicidn 6.7. Sean ny m, (mo f 0(mbd 2))dos enteros 1i

bres de cuadrados. Se tiene
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m g
i) e(n_,1) = n_+ log ( ) + 18 log ( .
o o
250 n7 c,.{(l-c.)
‘o 9 i
w36 c log Py
ii) c¢(n_,m ) = n_ exp log(~———~————) + 36 log ) .
o’ o 0
2100 14 c,(l-c.) lo
%o 9 i g P
en donde i = 2 si m.c.d.(nomo,IO) +1 e i=3 si
m.c.d.(nomo,lo) = 1. #

Comentanio sobnre Las constantes.

i) c3 y ¢, son calculables de forma recurrente (v, teore-

mas 4.9 y 4.14).

ii) Pasemos a c, = c9(1/9). Por ser la constante de Siegel

9

en el punto 1/9 valen los mismos comentarios de la pigina 183,

iii) Para cg se tiene

2 .2 .2
c8(4/9,no,m°) = E::: c7(4/9,n°,<b1,b2,b3>) .
ailnomo

2 .2 .2
l’bz’b > ’

en donde, si llamamos £ = <b 3

c, (4/9,n_,f) = cg(4/9,n ,0(f,z) - 6(spnf, z))

y

c.(4/9,n_,08(f,2) - 6(spnf, 2)) = c4(n0,9(f,2) - 6(spnf, z))

. c5(4/9).
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La constante c5(4/9) es calculable y vale

x+1
c5(4/9) = I max g——~———} .
p x>0 p4x/9

La constante ¢, proviene de la conjetura de Ramanujan-
Petersson para peso 2 (cf.[lsj,[zsj,[jAJ) y de la aplicacidn
de Shimura. Para la determinacidn de esta constante seriapre
ciso disponer de una base de vectores propios, respecto de los
operadores de Hecke, del espacio de formas parab8licas

SO(Z,N'), con N' = bebgbg . Si bien estas bases tedricamente

se conocen [4], se estd lejos de tener de ellas un conoci-
miento efectivo.

Como

s_(2,8') —— #°(5, ob)

f - f dz

en donde S representa la superficie de Riemann compacta

% - . .
FO(N') \H . La dimensidn de este espacio es pues igual al
género de dicha superficie. Este es calculable en funcidn

‘de los primos que dividen a bl,bz,bB(v.[BS]). #

§3, Expresidn de la solucidn del problema

Teorema 6.8, Sea n # 7(m8d 8) un entero libre de cuadrados.

- 192 -



* *
Sea F (m) la familia a la cual n pertenece., Si n > ¢ (m) ,
entonces la conjetura de Ramanujan-Petersson para peso 3/2

implica que

i) 2(n,3) 2 sim.c.d.(n,10) ¢ 1,

ii) 2(n,3) 3 si m.c.d.(n,10) = 1. #

La conexidn del 3-nivel con la propiedad (N) (83, capi

tulo I) permite enunciar el siguiente

Corolario 6.9. Sea n un entero libre de cuadrados, n = 3(mdd 8)

y n $ 0(m8d 5). La validez de la conjetura de Ramanujan-

‘ * *
Petersson para peso 3/2 implica que si neF (m) y n > ¢ (m),
entonces toda extensidn central del grupo alternado An se

realiza como grupo de Galois sobre Q . #

Los resultados que ahora pasamos a enunciar son vi3lidos,
Lndependientemente de la conjetura de Ramanujan-Petersson pa

ra peso 3/2.

Teorema 6.10. Sea n * Aa(8b+7) un entero positivo arbitrario.

Sea F(no,mo) la familia a la cual pertenece n., Si n > c(no,mo),

se verifica
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]

i) 2(n,3) 0 si A]n ,

]

ii) 2(n,3) = 2 si m.c.d.(n,10) ¥ 1 y &4)n ,

3 si m.c,d.(n,10) =1 . #

]

iii) 2(n,3)

3(mdd 8) y

Corolario 6.11, Sea n un entero positivo n

n § 0(méd 5). Si neF(no,mo)'y n > c(no,mo) » entonces toda
extensidn central del grupo altermnado An se realiza como gru

po de Galois sobre Q . #
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A la derecha de cada simbolo indicamos la pidgina en la

SIMBOLOS

que se define por vez primera,

2(n,k)
An
r(n,f)
r*(n,£)
rm(n,f)
d; (n)
g; (n)
§;(n)

a; (n)
g; (n)

*
vsi(n)
L(l,X_p4p)
0(f)

o(f)
Om(f)

on (£)

gen f

M(gen £)

11

14

14

14

15

15

16

22

23

24

31

31

31

31
32

32

r(n,gen f) 32

r*(n,gen £) 32

ap(n,f)
aw(n,f)
v,¥)
o(V)
0(v_)
ot ()

0' (V)

r(n,L)
o (M)
0 (M)

spn L

33
33
41
41
42
43
43
43

44
45
45

45

r(n,spnlL) 45

r*(n,san) 45

Si(n)

Gi(“)

S.(n)

Mo % e %

G. (n)

Kp(n,b)

vp(n)
5;(n)
aé(n,a)
Bé(a)
a;z(n,a)

3", (a)

34 (k)

%

3o (k)
c3(p1...pk)
cr(pyeeepy)

Cl(plooopk)

48

49

51

52

59

75

77

77

78

78

87

89

92

95

98

126

129

129



c2(2pl°°'Pk)
c2(2.5.p3...pk)

c2(5p3...pk)

za(n,3)

B(x,y)

L#

8(L, z)

8(f,2z)

g6(genl,z)

6(spnL,z)
ily,2z)
r,(m

€d

et (2, R)

£] (&),

¢

A, (M)
(8, (™) _

a(n)

Mo(k/ZstX)

130

134

135

141

143
143
144

144

145

145

146

146

146

148

148

149

149

149

150

152

So(klzsNaX)
E(x,N)
hw(az)

U(a)

U

Ul

EO(3/2’N’X)

C&(no’g)

C5(5)

C6(€’no’g)
cz(e,m,e(f,z)-e(spn £,2))
*

c7(e,m,f)

C;(E’m)

c;(e/Z)

el o(e/2)

*

cll(e,m)

C7(€/2’n°’f)

cs(e,no,mo)
cg(e/4)

c1ole)
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152

159

160

160

160
161
161

163

163

163

168

168

170

171

171

171

173

175

175

176



cll(e,no,m
t(n)
2 (™

F* (m)

c*(m)

)

176

178

178

179

179

a(n)
c12(no’mo)
F(no,mo)

m
C(noy 0)
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