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INTRODUCCIÓN 

Fermat, motivado por la lectura de Diofanto, conjeturó 

que todo entero primo congruente con 1 modulo 4 es represeri 

table, de manera única salvo el signo y el orden, como suma 

de dos cuadrados; así como que todo entero positivo es suma 

de cuatro cuadrados. Estos resultados fueron probados por 

Euler y Lagrange. 

La caracterización de los enteros representables como 

suma de tres cuadrados fue dada por Legendre. Gauss dio el 

numero total de representaciones primitivas de un entero n 

como suma de tres cuadrados, en función del número de cla

ses de formas cuadráticas binarias de discriminante -n. 

El calculo del número de representaciones de un entero 

como suma de 2,4,6 y 8 cuadrados fue llevado a cabo por 

Jacobi, mediante la teoría de funciones elípticas. Las fo£ 

muías correspondientes se obtienen igualando coeficientes 

en ciertas identidades satisfechas por su función theta. 

Las investigaciones de Jacobi fueron proseguidas por 

Liouville y Ramanujan, entre otros, y en ellas se encuentra 

uno de los orígenes del estudio de las llamadas formas mo

dulares de peso entero. 

En general, el cálculo del número de representaciones 
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de un entero por una forma cuadrática, entera, concreta es 

muy complicado y resulta imposible obtener formulas exactas 

que expresen dicho numero. Para paliar este inconveniente, 

Gauss, en el caso de formas cuadráticas binarias, introdujo 

el concepto de genero; este fué convenientemente extendido 

por Eisenstein, Smith y Minkowski a formas de un numero m_a 

yor de variables. Siegel en 1935 dio formulas para una me

dia, convenientemente ponderada, del numero de representa

ciones de un entero por todas las formas que integran un gje 

nero. 

El estudio por vía analítica, análogo al de Jacobi, 

del numero de representaciones de un entero como suma de 

un numero impar de cuadrados fue comenzado por Hardy y 

Mordell, y conduce al estudio de las formas modulares de 

peso semientero. Este ultimo concepto puede decirse que no 

ha sido completamente clarificado hasta los trabajos de 

Shimura de 1973. El caso de tres variables es el más del^ 

cado; así no ha sido hasta 1984, en el trabajo de Schulze-

Pillot, que se ha probado que la serie theta del genero de 

una forma cuadrática ternaria es una serie de Eisenstein. 

En esta memoria nos ocupamos del siguiente problema 

relativo a las sumas de tres cuadrados: 
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Vado un zntzto n, kalian. <LI \ialon. dz a rndx^mo dzl cual 

¿z puzdz a^luman. quz zxl&tz una izptiz&zntaciôn dz n como 4u 

ma dz tKzò cuadn.ado¿> 

2^ 2 ^ 2 
n = Xj^+x^+x , 

con i òumandoò pnlmoo con n. 

Este problema, aparte de su interés intrínseco, ha si

do motivado por su conexión con la búsqueda de enteros n p¿ 

ra los cuales toda extensión central del grupo alternado A 
o r n 

es grupo de Galois sobre Q. 

La única referencia existente en la literatura de un 

problema análogo al que nos ocupa es el resultado elemental 

de Catalan, de 1880, de que toda potencia de 3 es suma de 

tres cuadrados primos con 3. 

La memoria está dividida en seis capítulos. 

En el primer capítulo se hace la presentación del pr£ 

blema, diciéndose de el todo lo que se puede mediante met£ 

dos elementales. Se detalla asimismo su relación con el pr£ 

blema inverso de la teoría de Galois, antes mencionado. 

En el segundo capítulo se dan fórmulas que, de todas 

las representaciones de un entero como suma de tres cuadr£ 
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dos, dd6C.ue.nta.yi aquellas que tienen k términos no primos con 

n, para k = 1,2,3. Como estas formulas son de evaluación im

posible, se definen a su vez, en este capítulo, unas formu

las en "media" que aproximan a las primeras y son évaluables. 

El estudio de estas ultimas se lleva a cabo en los ca_ 

pítulos III y IV. 

En el capítulo V se estudia el error cometido en la 

utilización de las formulas en "media" en vez de las formu

las exactas. 

Todo ello permite en el capítulo VI dar una respuesta 

al problema. Se obtiene que, si un entero n es suma de tres 

cuadrados, entonces : 

i) Si A|n , es £ = 0. 

ii) Si 4 ^ y m. c d . (n, 10) f 1, es j¡, = 2, si n es suficiente^ 

mente grande. 

iii) Si m.cd.(n,10) = 1, es i • 3, si nes suficientemente 

grande. 

Se pone de manifiesto mediante ejemplos, que la condi^ 

ción de que n sea suficientemente grande en ii) y iii) es 

irrefinable. Es decir, la solución del problema es de natu 
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CAPITULO I 

EL CONCEPTO DE NIVEL 

En este capítulo se presenta el concepto de nivel de 

un entero, relativo a las representaciones de este como sjj 

ma de un numero fijo de cuadrados. 

§ 1. Niveles 

Definición. Dada una representación de un entero n como su

ma de k cuadrados, 

k 
n = E x. , x.eZL , 

i-1 X X 

diremos que esta tiene n¿Vít l , si l es el número de suman, 

dos que son primos con n , es decir si 

l =#{ijm.c.d.(xi,n) = 1} . 

Dado un entero k , denominaremos k-nivel de n , desig

nándolo por ¿(n,k), al nivel máximo de las representaciones 

de n como suma de k cuadrados; o sea 

k 
¿(n,k) = mâx { £ I £ = nivel de (n = Z x.) } . 

,- _ i i 
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Es bien sabido que todo entero positivo es suma de 4 

cuadrados. Si n no es suma de k cuadrados, (k<3), conven

dremos en escribir £(n,k) = -1. 

Evidentemente, para todo entero n es -1 < £(n,k) < k . 

Si k<k', entonces i.(n,k) < £(n,k'). Y para todo entero k es 

£(l,k) = k. 

La determinación de £(n,2) no ofrece dificultad;como 

muestra la siguiente 

Proposición 1.1. Para un entero cualquiera n>l se tiene que 

i) Si 4|n y todo divisor primo impar de n es congruente 

con 1 modulo 4, entonces í.(n,2) = 2 . 

ii) Si 4|n 6 si todo divisor primo de n congruente con 3 

modulo 4 aparece en la descomposición de n en factores pr_i_ 

mos con exponente par, entonces £(n,2) = 0 . 

iii) En los casos restantes, esto es si algun primo con

gruente con 3 modulo 4 divide a n con exponente impar, 

entonces £(n,2) = -1 . 

Demos tración. 

i) Bajo estas condiciones n admite al menos una represejí 

tacion ptL¿m¿t¿va. como suma de dos cuadrados, es decir, 

2 2 n = x +y con (x,n) = (y,n) = 1, indicando por (x,n) el 

m.c.d.(x,n). Por tanto es £(n,2) = 2. 
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ii) En estas condiciones n es suma de dos cuadrados, pero 

no admite ninguna representación primitiva, así que 

SL (n, 2) » 0 . 

iii) En este caso n no es suma de dos cuadrados y por tan

to,es £(n,2) = -1 . it 

Si k>4 es fácil determinar los enteros n para los cu¿ 

les £,(n,k)>l , como vemos a continuación. 

Proposición 1.2. í.(n,4)>l si y solo si n t 0(m5d 8 ) . 

Demostración. Si n = 0(mód 8), se tiene que toda represent^ 

2 2 2 2 

ción de n como suma de 4 cuadrados, n • x +y +z +t verifi

ca que m. c. d. (x,y, z, t) > 2 , de donde £(n,4) « 0 . 

Ahora bien, si n = 2,3,4,6,7(mod 8 ) , entonces 

n-1 = 1,2,3,5,6(mód 8) y, por tanto, en estos casos n-1 es 

suma de tres cuadrados; es pues £(n,4) > 1 . 

Si n i 1,5(môd 8 ) , entonces n-4 H 5,l(mód 8 ) . Así pues, 

como n-4 es suma de tres cuadrados y como en ambos casos 

l\n se tiene que £(n,4) > 1 . # 

Obsérvese que para todo entero positivo n, n-1 es suma 

de cuatro cuadrados, con lo cual A(n,k) > 1 , para k > 4 . 
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§2. El 3-nivel de un entero 

Es bien conocido que todo entero positivo n 4 4a(8m+7) 

puede expresarse como suma de 3 cuadrados. Está claro que 

si £.(n,3) > 1 , entonces n posee, a fortiori, una represen 

tación primitiva como suma de 3 cuadrados : 

2 2 2 
n = x + y + z , m . c . d . ( x , y , z ) = l . 

Dirichlet (cf.[l2]) probó que todo entero positivo 

n j¿ 0,4,7(mód 8) admite una representación pfi¿m-Lt¿va como 

suma de 3 cuadrados. Así pues, es precisamente para estos 

enteros para los que cabe preguntarse cuando es £(n,3) > 1 . 

La observación de todas las representaciones de enteros p£ 

sitivos, n t 0,4,7(mód 8 ) , como suma de tres cuadrados pa

ra n < 10 ha puesto de manifiesto que £(n,3) > 1 para t_o 

dos ellos. 

Nótese que una determinada representación primitiva no 

tiene por que tener nivel 1 , por ejemplo 870 = 2-3*5«29 

2 2 2 
tiene la representación de nivel cero 870 = 2 + 5 +29 . No 

obstante, ¿(870,3) = 1 ya que las representaciones, salvo 

orden y signos, de 870 como suma de 3 cuadrados son las si

guientes : 

2 2 2 
870 = 5 + 13 + 26 

2 2 2 
= 5 + 19 + 22 

= 7 2 + 1A2 + 25 2 

2 2 2 
= 2 + 5 + 29 . 
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Consideramos ahora diferentes casos en los que £(n,3) 

se puede estimar mediante métodos elementales. 

Proposición 1.3. 

i) Si n = Q(mód 4) entonces Jt(n,3) < 0 . 

ii) Si n E 0(mód 2) ó (mod 5), entonces J¿(n,3) < 3 . 

Demos tracion. 

i) Si n E 0(mód 4) y si n es suma de tres cuadrados, bas

ta tomar congruencias modulo 4 para ver que no admite nin

guna representación primitiva. Por tanto, £(n,3) < 0 . 

ii) Si n admite una representación primitiva como suma de 

tres cuadrados no nulos, entonces basta pasar a clases de 

restos modulo 2, ó módulo 5, respectivamente, para obtener 

que £(n,3) < 3 . 

Observemos que no hace falta hacer ninguna restricción 

sobre n ya que : 

Si n no es suma de tres cuadrados, es -1 = £(n,3) < 3 . 

Si n es suma de tres cuadrados y toda representación 

como tal es 

2 2 2 n = x +y +z , con y = z = 0 , 

entonces £(n,3) = 0 . 
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Si n es suma de tres cuadrados y todas sus representa

ciones son del tipo 

2_L. 2A 2 n = x +y + z , z = 0 , esta claro que 

Un,3) = 

0 si (x,y) > 1 para todo x,y . 

2 si (x,y) = 1 para algun x,y , # 

2 2 2 Lema 1.4. Si n = x +y +z es una representación primitiva c£ 

mo suma de tres cuadrados no nutoé y p un factor primo de n 

que divide a uno de los sumandos, entonces p = 1 6 2(mod 4). 

Demostración. Bajo estas condiciones -1 es un cuadrado môdvi 

lo p . # 

Teorema 1.5. Sea n un entero positivo y escribamos su des

composición en factores primos en la forma 

a o^ ar 1̂ $s 
n = 2 pj . . ,pr q̂^ . . .qg , 

con p. = 1(mod 4), q. = 3(mod 4). Tenemos que : 

a, o¡k 
i) Si n = pĵ  •••Pk » entonces £(n,3) > 2 . 

a OH a7 ou 
ii) Si n = 2 5 p 2 ...pk , ex + ax > 0, 0 < a < 1 , 0 < a 1, 

entonces &(n,3) = 2. 

al ak - -
iii) Si n = p. . ..p. con p. = 1(mod 4) y n es un numero ±áo_ 

1 K i 

neo de Euler, entonces £(n,3) = 2 . 

$ 1 P s i 
iv) Si n = q. ...q y n f 7(mod 8), entonces ¿(n,3) = 3. 

l s 

v ) S i n = 2 ß 5 B l q 2
2 . . . q s

S , y n f 7 (m6d 8 ) ß + ß ^ O , Q < ß < l , 

e n t o n c e s £ ( n , 3 ) = 2 s i ß 6 ß 1 = 0 y í , ( n , 3 ) > 1 en o t r o c a s o . 
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vi) Si n 

vii) Si n 

viii) Si n 

°1 h 
- P 2 q, ...q y n | 7(m6d 8 ) , entonces £(n,3) > 2 . 

al a2 ßl 
P, P2 1i ...q y n | 7(mod 8 ) , entonces £(n,3) > 1 

al ßl ß
s 2p q ...q , entonces £(n,3) > 1 . 

Demostración. 

i) En este caso n admite representaciones primitivas como 

suma de 2 cuadrados, por tanto, £(n,3) > 2 . 

ii) Basta tener en cuenta i) y la proposición 1.3. 

iii) En efecto, estos enteros admiten una representación pr^ 

mitiva como suma de dos cuadrados y no admiten ninguna repre_ 

sentacion como suma de tres cuadrados no nulas [_33] . Enteros 

de estas características tenemos 13 y 37 , y no se conoce niii 

gun otro ejemplo por debajo de 10 [ 9 ] . 

iv) y v) En estos casos, n admite una representación primiti_ 

va como suma de tres cuadrados no nulos y basta aplicar el 

lema 1.4 ; y la proposición 1.3. 

Un caso particular de iv) , es el resultado de Catalan 

(1880, cf. [lû]) de que £(3°,3) = 3 , para todo ce > 1 . 

vi) , vii) y viii) Son consecuencia inmediata del lema 1.4. # 

Es fácil construir familias particulares de enteros 

n > 0 para los que £(n,3) > 2 , aparte de las ya menciona

das. Por ejemplo, así sucede con todos los números de la 

2 2 + 

forma n = 4a +4a+33 6 bien n = 4a +4a+3 , ae2Z . En efecto, 

las familias anteriores son casos particulares de enteros de 

la forma 
n - 4a 2+4a+((2 b) 2 + ( 2 C ) 2 + l2) . 
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que, obviamente, admiten la representación 

b 2 c 2 2 
n - (2 ) +(2 ) +(2a+l) , siendo los dos primeros sumandos 

primos con n . 

Probamos a continuación que dado un entero positivo 

impar n tal que £(n,3) > 1 , si se aumentan, conservando 

la paridad, los exponentes de sus factores primos congruen 

tes con 1(mod 4), entonces se consigue nivel mayor 6 igual 

a 2 . 

. i 0 0 

Lema 1.6. (v.[2]) Si a,b€2Z verifican que a = a^a« y 
2 2 2 b = bj+b.+b» , entonces 

2u 2^ 2. 2 
a b = c 1

+ c2 + c3 » 

siendo 

c, = ab. - 2 (a.b.+a^b») a. 

C2 = ab2 ~ 2(aibi+a2b2^a2 ' 

c- = ab. 

a a. 
Proposición 1.7. Sea n = 2 p. Pr Qi con 

p. E 1(mod 4), l<i<r y q. E 3(mod 4) , l<j<s,a = O ô 1 

1 '"Pr ql Entonces si £(n,3) > 1 , y m = 2 p 

con y •>0£ - y Y- 5 a. (mod 2) , resulta que 

i) Si a = O , entonces í.(m,3) > 2 , 

ii) Si a = 1 , entonces £(m,3) > 1 
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Demostración. 
2 

i) Escribamos m = a b, siendo 
61 

a = p, 
«r 

Pr » con y- = 26.+a. , i = l,...,r 

2 2 y b = n . Entonces a = a.+a , con (a.,a) = 1 

2 2 2 
y b = bi + bo + b3 » c o n (b3»b) = ! J (bi»b) > 1 

6. > 1 , 
i -

1 < i < 2 , 

(b2,b) > 1 

y (b1,b2,b3) = 1 . 

Veamos ahora que (c.,111) = (c ,m) = 1 , con lo que que

dará probado que £(m,3) > 2 . 

1 — caso. Sea p E 1(mod 4) tal que p|m , con p(b. y pjb« ; 

entonces 

c. = -2a1b1a1 í 0 (mod p) , 

c E -2a1b1c2 i 0 (mod p) , 

ya que p|a . 

2- caso. Sea p = 1 (mod 4) tal que p|m , con p|bx y pfb2 ; 

entonces 

c E -2a2b2a1 í 0 (môd p) , 

c E -2a2b2a2 i 0 (mod p) , 

ya que p¡a . 

3 — caso. Sea p = 1 (mod 4) tal que p|m , con p(bx y pfb2 ; 

entonces tanto la condición Cj E 0(m6d p), como c£ E 0(môd p) 
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implicarían que 

al bl + a2 b2 " ° (™°d P) » 

pero como pfb., resultaría que 

a2 b2 
(mod p) 

y como pIa1 qu« 

a2 b2 
+ a2 = ~~ (h2

2 + b*) (mod p) , 

2 2 ^ 2 

de donde, b. + b„ = 0(môd p) y,por tanto,b = b_ (m6d p ) , 

lo cual es absurdo ya que b H O(mod p) y pj'b- . 

Así que en este caso también se verifica que c t 0(m6d p) 

y c t O(mod p ) , para todo p = l(mod 4) tal que p|m . 

Ademas como para todo factor primo de m , q = 3(mód 4) 

se tiene que q^c», resulta,al ser c ï 0 y c_ 4 0 por el le

ma 1.4,que qfc. y q|c„ y,por tanto,es £,(n,3) > 2 . Esto con

cluye la demostración de i). 

h 6r 
a = p 1 . . .pr , co 
b - 2qx ...q8 

ii) En este caso tomamos 

n y± = 26i+ai , l<i<r , ó¿>1 ; y 

2 
Igual que en el caso anterior es m = a b . 

Para todo divisor primo p ^ 2 de m se tiene que 

c. i 0(m5d p) y c„ = 0(mód p) . Como c~ = ab_ resulta que 

2¡fc~ y al ser 2 |m , obtenemos que 2|c. 6 l^c* y,por tanto, 

£(m,3) > 1 . # 
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§3. Relación del 3-nivel con la propiedad (N) 

En este apartado relacionamos el concepto de nivel con 

la propiedad (N) de los números enteros, indicando el papel 

que juega esta propiedad en el contexto del problema inver

so de la teoría de Galois. 

Según Vila, ([44]), recordemos que un entero 

n i 0,4,7(mód 8) se dice que tiene la propiedad (N) si exi¿ 

2 2 2 
ten enteros x ^ x ^ x » tales que n = Xj+x +x„ y , para algún 

i , l<i<3 , (xi,n) = 1 y x^<(n+l)/3 . 

Evidentemente, resulta la siguiente 

Proposición 1.8. Si í,(n,3) = 3, entonces n verifica la pro

piedad (N). # 

Como es sabido, el problema inverso de la teoría de 

Galois pregunta si, dado un grupo finito G, existe una ex

tension de Galois K del cuerpo de las racionales <Q que teil 

ga a G como grupo de Galois. 

La conexión de la propiedad (N) con el problema invejr 

so de la teoría de Galois se establece en el siguiente 

Teorema 1.9. ([44],5.18) Si n s 3(môd 8) es un entero que 

verifica la propiedad (N), entonces toda extensión central, 

del grupo alternado A se realiza como grupo de Galois so

bre Q . # 
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El objetivo de los siguientes capítulos es la determj. 

nación exacta del 3-nivel de cada entero. 

Siempre que no haya posibilidad de confusion hablare

mos de nivel de un entero para designar el 3-nivel. 
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r ( n , f ) = # { (x..) £ 2 Z k | f ( X l , . . . , x k ) = n } 

r * ( n , f ) = # { ( X i ) € 7Zk | f ( x 1 , . . . , x k ) - n y m . c . d . ( x i ) = 1 } , 

r m ( n , f ) = l { ( x . ) € ( E / m Z ) k | f ( x 1 xfc) En(mÓd m) } ; 

denominando a r ( n , f ) z¿ númzno dz Kzpnz¿>zntaz¿onz& zntznaí 

dz xi pon, f ; r*(n , f ) zL na.mo.tio dz n.zpn.z&zntazlonz¿¡ pnlmltl-

VCL& do. n poh. f y , por u l t i m o , r ( n , f ) zt nurnzno dz nzpnzòzn 
m 

tac-íonzò dz n pon. f, módulo m. 

Como que f es una forma definida positiva, r(n,f) es 

finito. 

Si f es una forma cuadrática diagonal, abreviadamente 

escribiremos f = <a.,...,a,> , e indicaremos por I, la fo_r 

1 & I 

ma < 1, . . . , 1> . 

Evidentemente, se tiene que 

r(n,f) = l r*(-^,f) . 
d2|n dZ 

Ello a su vez permite expresar r*(n,f) en función de 

r(-£r-,f), mediante la formula de inversion de Möbius. Se 
d 

obtiene así 

r*(n,f) - J- y(d) r (-%,£) , 
dZ|n dZ 

- 14 -
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CAPITULO II 

CRITERIOS CUANTITATIVOS PARA LÁ OBTENCIÓN DEL NIVEL 

DE UN ENTERO 

En este capítulo se introducen formulas para la deter

minación del 3-nivel de un entero. Si estas fuesen évalua

bles, el estudio de í,(n,3) sería directamente abordable. Sin 

embargo no lo son y es solo posible un cálculo en promedio 

de dichas expresiones. Ello conduce a la definición de t&h-

m<íno pH.yLnc<ípa.l en la evaluación del 3-nivel de un entero. 

§1. Numero de representaciones de un entero por una forma 

Sea f una forma cuadrática entera, definida positiva de 

k variables : 

f(X) - l a±±4 + 2 Z a X.X , 
1=1 i<3 

con a . . £ TL . 
13

 k 

Sea n un entero positivo, un vector ( x ^ de 7L es una 

representación de n por f si es solución de la ecuación 

f(X) = n . Se definen las cantidades 
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en donde 

ri 
U(n) = < 0 

Si n = 1 . 

2 
Si a |n para algún a > 1. 

.(-1) Si n = p ...p , p. primos distintos, 

es la conocida función de Möbius. 

§2. Planteo de los cálculos para la determinación del 3-nivel 

de un entero 

Sea n un entero positivo, n î A (8m+7). Designamos por 

D.(n) al conjunto de soluciones enteras de la ecuación 
i 

2 2 2 
Xl + X2 + X3 = n 

con, exactamente, i componentes no primas con n. Designamos 

por d.(n) al cardinal de D.(n) : 

d.(n) = # D.(n) , para i = 1,2,3. 

Definimos las siguientes cantidades 

g^n) 

g2(
n> 

g3(
n) 

d3(n) 
> 

r(n,I3) 

d2(n) + d3(n) 

r(n,I3) 

d ^ n ) + d2(n) + d3(n) 

r (n,I3) 
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Se tiene el siguiente 

Lema 2.1. 

i) Sea n un entero positivo impar, n t 7(mód 8). 

Entonces 

£(n,3) > i si y solo si g-(n) < 1 , 

para i = 1,2,3. 

ii) Sea n un entero par n t 0,4(mód 8). 

Entonces 

£(n,3) > i si y solo si g.(n) < 1 , 

para i = 1,2. 

Observación. En el caso en que n = 0,4(mod 8) y n 4 4 (8m+7) 

se tiene que d. (n)=d„(n) = 0 y d~(n)=r(n,I~). En consecuencia 

es gi(n) = 1, i = 1,2,3. 

Ahora bien, si n es par, n i 0,4(mod 8), se tiene 

(cf. proposición 1.3) que g,(n) = 1. 

Definimos a continuación unas sumas auxiliares para la 

evaluación de d.(n), en donde los enteros a^ta2t&^, se supon 

drán siempre libres de cuadrados. 

s3(n) - 1 
a . n 
i ' 

a. + l 
i ' 

2 2 2 
y(a a a ) r(n,<a.,a ,a„>) 

1 2 3 i Í o 
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s2(n) 

Sj^n) 

+ 

a . n 
i ' 

a. + l 

I 
a . n 
i ' 

,-+i 

I 
a . n 
i ' 

a. + l 
i ' 

a | n 

a+l 

I 
a | n 

a+l 

I 
a | n 

a+l 

2 2 
p U ^ ) r (n,<alta2,l) 

2 2 
u(a a2) r(n,<a1,1,a2>) 

2 2 y(a a2) r(n,<1,a1 , a2>) 

-\i(a) r(n,<a ,1,1*) 

-Via) r(n,<l,a ,1>) 

-y (a) r(n ,<1 ,1 ,a >) , 

siendo y la función de Möbius. 

Puesto que, 
9 2 

r(n,<a2,l,l>) = r(n,<l,a ,1>) = r(n,<l,l,a >) ; 

r(n,<aj,a2,>) = r(n,<a\,1,a\>) = r(n,<1,&1,&2>) , 

resulta que podemos escribir 

SjdO = 3 -y(a) r(n,<a , 1, 1>) , 

a I n 
a+l 
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s2(n) = 3 1 2 2 
y(a1a2) r(n,<a ,a , 1>). 

a . n 
x ' 

a^l 

Las sumas s.(n), i=l,2,3, dan cuenta del número de repr£ 

sentaciones de n de nivel menor o igual a (3-i). En el siguieti 

te teorema se da la relación existente entre el valor de estas 

sumas y las cantidades d . (n). 

Teorema 2.2.Sea n|0,4,7(mód 8 ) . Se verifica: 

i) s3(n) = d3(n) , 

ii) s2(n) - d 2
( n ) + 3 d 3 ( n ) ' 

iii) sx(n) = d ^ n ) + 2 d2(n) + 3 d3(n) 

Demostración. i) Sea (x.,x-,x.j) una representación de n como 

suma de tres cuadrados, perteneciente a D„(n), es decir 

(x.,n)>l, para i=l,2,3. Designemos por A. el producto de los 

diferentes primos, todos con exponente 1, que son comunes a 

x. y a n, para i=l,2,3. 

Entonces (x,,x„,x„) se cuenta exactamente una vez en 

9 9 9 

r(n,<a ,a ,a >) si y solo si a.|A.. 

Escribamos io(a.)=k. , y u(Ai)=ti , (i=l,2,3), en donde, 

como es usual, cu(n) designa el numero de divisores primos 

M ,- • 
distintos de n. Como A. posee exactamente \^J divisores 
distintos que se expresen como producto de k factores primos 

k+1 
y ya que -y(abc) = (-1) , siendo k = u (a)+co (b)+w (c) , resulta 
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que un elemento cualquiera (x ,x ,x_) de D (n) se cuenta en 

s (n) un número de veces igual a 

t . 
i 

k.-l 
i 

( -D 
k1+k2+k3 

i=l,2,3 

I 
kj-1 

(-1) I (-1) 

k2-l 

(-1) 

k3=l 

t 

k 

= - (-1) (-1) (-1) = 1. 

Además, como en s_(n) solo se cuentan representaciones 

de n con las 3 componentes no primas con n, queda probado qu< 

s3(n) - d 3(n). 

ii) En este caso, en s„(n) se cuentan soluciones de 

9 9 9 

X.+X-+X- = n con un sumando como máximo primo con n, ésto 

es, soluciones de D„(n) u D,(n). Ahora bien, conviene distill 

guir las soluciones de D~(n) de las de D_(n). 

Si (x ,x2,x ) es de D (n), supongamos que son (xi>n)>l 

para i=l,2 y escribamos A. la parte común a x. y a n. Enton

ces, procediendo análogamente al caso anterior, resulta que 

ese elemento se cuenta en s2(n) solo en el primer sumando 

y concretamente un número de veces igual a 

Ci. r 
k.-l 
i 

i-1,2 

(-1) 

ki+k2 

V 
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Ü l ,. ,. . Ü 2 

k x - i k 2 - i 

= (-D(-i) = l . 

Si tomamos ahora (x.^-.x.) de Do(n) y volvemos a escri. 

bir Ai para la parte común de x± y n , (i = 1,2,3), resulta 

que esta solución de D,(n), se ha contado una vez en el pri

mer sumando de S2(n) al considerar exclusivamente divisores 

de A. y A2» otra en el segundo sumando considerando los de 

A. y A_ y una tercera y última vez en el tercer sumando al 

considerar los de A„ y A» . 

En consecuencia, en s„(n) hemos contado los elementos 

de D_(n) tres veces y como D„(n) y D„(n) son evidentemente 

disjuntos, queda probado que s„(n) = d„(n) + 3d~(n) . 

2 2 2 
iii) En s.(n) se cuentan soluciones de X + X + X_ = n con 

dos sumandos como máximo primos con n, esto es soluciones 

de Dj^n) \J D2(n) \J D3(n) . 

Si (x1,x2,x3) es de D^n) , con (x^n) > 1 y k1 la par

te común entre x. y n , resulta?como en los casos anteriores, 

que en s,(n) se cuenta un número de veces igual a 

tL" kl + 1 Ih] 
(-1) ' ' - 1 1 k, 

pa 

k =1 1 -
Kl L 

Si (x.,x2,x3) es de D2(n) , siendo por ejemplo (xj[,n)>l , 

ra i = 1 2 entonces se cuenta una vez en el primer sumando 
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al considerar los di vi sores de A. y una vez en el segundo 

al considerar los de A0 . 

Por ultimo, si ( x ^ x ^ x ^ es de D3(n) , procediendo 

como en el caso anterior, se tiene que se cuenta tres 

veces en s,(n). 

Por consiguiente, al ser D]L (n) , D2(n) y D3(n) dis

juntos dos a dos tenemos probado el teorema. # 

Basta despejar d^n) , i = 1,2,3, en las expresión 

dadas por el teorema 2.2 para obtener el siguiente 

es 

Corolario 2.3. Sea n t O,4,7(mod 8). Entonces 

i) gx(n) 

ü ) g2(n) 

iii) g3(n) 

s3(n) 

r(n,I3) 

s2(n) - 2s3(n) 

r (n,I3) 

SjCn) - s2(n) + s3(n) 

r(n,I3) 

§3. Planteo de los cálculos mediante representaciones primitivas 

Sea n i 0,A,7(mod 8) un entero libre de cuadrados 5, mas 

en general, un entero libre de cuadrados respecto de sus div_i 

sores primos congruentes con 1 modulo 4. Escribamos 

n = 2 mt , 
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siendo : 

a = 0 6 1 ; 

m = p1·..pr , p± B 1(mod 4) , r > 1 

t = q, • ••q„ » q- = 3(mod 4) , s > o 
l S J — 

En este caso si un primo q H 3(môd 4) divide a n, por 

el lema 1.4 está claro que no puede dividir a ningún suman

do de cualquier representación pnim¿t¿va. de n como suma de 

tres cuadrados. 

Así que si un sumando de una representación primitiva 

como suma de tres cuadrados tiene factores primos en común 

con n, estos tienen que ser congruentes con 1 módulo 4, si 

n es impar. Si n es par aparece también el 2 . Obviamente, 

si un factor primo de éstos aparece en un sumando, no pue

de aparecer en los otros ya que n es libre de cuadrados reŝ  

pecto a tales factores primos. 

Entonces en este caso se tiene que podemos definir,ad£ 

mas de las anteriores, otras expresiones para calcular el 

nivel de n, teniendo en cuenta el número de sus representa

ciones primitivas. 

Designamos por D*(n) al conjunto de soluciones primita. 

vas de la ecuación 

9 2 2 
Xl + X2 + X3 = n 

con exactamente i componentes no primas con n. Designamos 

por d.(n) al cardinal de D^n) . 
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Definimos las siguientes cantidades 

* 
* d3(n) 

&1 (n) - * 
r (n,I3) 

* d2(n) + d*(n) 
g2(n) = 

r (n,I3) 

* d*(n) + d*(n) + d*(n) 
g3(n) = ; 

r (n,I3) 

Tenemos el siguiente 

Lema 2.4. 

i) Sea n un entero positivo impar, n f 7(mod 8). Entonces 

£(n,3) > i si y solo si g¿(n) < 1 , 

para i - 1,2,3 . 

ii) Sea n un entero positivo par, n t 0,4(mod 8). Entonces 

A(n,3) > i si y solo si gi(n) < 1 , 

para i * 1,2 . 

ObservaciSn. Si n es par n í 0,4(m6d 8), entonces (cf. propo 

siciôn 1.3), se tiene g3(n) » 1 . 

Definimos a continuación unas sumas auxiliares para la 

evaluación de d*(n), en el caso en que n i 0,4,7(m6d 8) y n 

sea libre de cuadrados respecto de sus divisores primos con 

gruentes con 1 modulo 4. 
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Caso n impar, n f 7 (mod 8). 

* 
s 3 ( n ) » ~* 

l < a . I m 
i ' 

( a i , a j ) = l 

s 2 ( n ) : = r 
l < a . I m 

i ' 

+ r 
l < a . I m 

i ' 
( a 1 } a 2 ) = l 

i< 9 9 9 
y ( al a2 a3 ) r (n,<a1,a2,a3>) , 

A 9 9 

W(a1a2) r (n,<a ,a2>l>) 

* 2 2 
y(a1a2) r (n,<a ,l,a2>) 

+ Z 
l<a . m 

i ' 

(a1,a2)=l 

* 2 2 y(axa2) r (n,<l,a ,a2>) 

* 
s^n) 

a I m 
afl 

+ n 
a 1 m 
afl 

* 2 
y(a) r (n,<a ,1,1>) 

* 2 
y(a) r (n,<l,a ,1>) 

* 2 
y(a) r (n,<l,l,a >) , 

a I m 
afl 

sie ndo y la función de Möbius, e indicando por (a^a.) el 

m. c.d.(a. , a . ) . 

Puesto que, 

(n,<a2,l,l>) = r*(n,<l,a2,l>) = r (n,<l,l,a >) , 
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2 2 2 , 2. 2 2 r (n,<a1,a2,l>) = r (n,<a^,l,a2>) = r (n,<1,a*faj>) , 

resulta que podemos escribir 

* 

* 
s2(n) 

i Im 
i + l 
a |m 
a = 

- 3 
a . | m 

* 2 
y(a) r (n,<a ,1,1>) , 

P(axa2) r (n,<al,a2,1>) 

Observación. Si n posee un único factor primo congruente 

con 1 modulo 4, entonces, evidentemente, es s_(n) = s_(n) = 0. 

Si n posee exactamente dos factores primos congruentes 

con 1 modulo 4, entonces s„(n) = 0. 

Tenemos el siguiente 

Teorema 2.5. Si n es un entero impar, n t 7(mod 8), libre di 

cuadrados respecto de sus factores primos congruentes con 1 

modulo 4, entonces : 

i) Sjfn) 

ii) s2(n) 

= d*(n) + 2d2(n) + 3d3(n) , 

d2(n) + 3d3(n) 

iii) s„(n) d3(n) . 

Demostración. Consiste en proceder análogamente a la demo_s 

traciSn del teorema 2.2,pero restringiéndose a considerar 
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solo primos congruentes con 1 modulo 4. Es decir, en este c£ 

so A± designará el producto de los diferentes primos congruen. 

tes con 1 modulo 4, todos con exponente 1, que son comunes a 

x i y a n , para i = 1,2,3 . 

Este razonamiento es correcto ya que al ser n libre de 

cuadrados en los factores primos congruentes con 1 modulo 4 , 

se tiene que?si ^ - , ^ 2 ^ 3 ) e s u n a solución primitiva de 

Z A iX i = n , entonces (—y^ — y2, —y^) , para ai|Ai , 

es también una solución primitiva de 

3 2 2 
Z a.X. = n . En efecto, si un primo q congruente con 3 

Al A2 Á3 
modulo 4 fuera común a — y , , — y « , — y - , como las A. cons-

ax 1 a2 ¿ a3 i 1 

tan solo de factores primos congruentes con 1 modulo 4 , re_ 

sultaría que q dividiría a y., y2 e y.,lo cual es absurdo. 

Por otra parte, si un primo congruente con 1 modulo 4 fuese 
A, A- A„ 

común a —-y , —-y„, y-s » n 0 podría dividir simultáneamente 
al 1 a2 a3 

a todas las y., digamos p j ^ . Entonces p|Ax y, por consi

guiente, p|'A2, p|A3, pues por construcción ( A Í » A J ) " l si 
o 

iyí j , así que p | y£, p | y3 • Como p|n resultaría p |n , lo cual 

es absurdo ya que n es libre de cuadrados en los primos con

gruentes con 1 módulo 4. » 

Corolario 2.6. Si n es un entero impar, n i 7(mód 8 ) , libre 

de cuadrados respecto de sus divisores primos congruentes 

con 1 módulo 4, se verifica : 

- 26 -



i) ë1(n) 

ii) g2(n) 

iii) g,(n) = 

* 
s3(n) 

—_ 
r (n,I3) 

s*(n) - 2s*(n) 
-

r (n»I
3) 

Ä & "ft 
SjCn) - s (n) + s_(n) 

_ 
r (n,I3) 

Caso n par, n £ 0,4(m6d 8). 

Observando que toda representación de n como suma de 

tres cuadrados posee un único sumando múltiplo de 2, def¿ 

nimos : 

Z PÍa^,) r (n,<a,,a,,2 >) s,(n) : = L •-ve»,-,, 
3 l<a.Im X ¿ 

i ' 

(a1,a2)-l 

1"*2 

+ ¿ 
l<a . Im 

i ' ( a j , a 2 ) = »1 

+ TL 
l < a . |m 
( a 1 » a 2 ^ ' = 1 

* 2 2 2 
y(aja ) r (n.Oj.2 ,a2>) 

* 2 2 2 
y(a1a2) r (n,<2 ,a1>a2>) 
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s2(n) 
l<a m 

- U(a) r*(n,<a2,22,l2>) 

+ L - u(a) r*(n,<a2,l2,22>) 
l<a Im 

+ l  
l<a m 

l<a |m 

y(a) r (n,<2Z,& ,1 >) 

- y(a) r*(n,<22,l2,a2>) 

+ L - P(a) r*(n,<l2,a2,22>) 
l<a Im 

+ 2 - U(a) r (n,<l ,2 ,a >) 
l<a | m 

Como en casos anteriores se tiene que podemos escribir 

* 
s 0 (n ) = 6 ) , -

2 a m 
a+1 

* 
s_ (n) -3 U 

yj 

l < a . | m 
i ' ( a 1 , a 2 ) = l 

, % */ 2 „2 ,2 . - y (a) r (n,<a ,2 ,1 >) , 

* 2 2 2 
y(a1a2) r (n,<a1,a2,2 >) 

Procediendo igual que en el caso impar se obtiene el 

¡iguiente 

Teorema 2.7. Si n es un entero positivo par, n t 0,4(m6d 8), 

libre de cuadrados respecto de sus divisores primos congrueii 

tes con 1 modulo 4, entonces 
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i) s*(n) - d2(n) + 2d*(n) , 

ii) s3(n) = d3(n) . 

Por tanto, se verifica el siguiente 

Corolario.2.8. Si n es un entero positivo par, n £ 0,4(mód 8), 

libre de cuadrados respecto de sus divisores primos congruen

tes con 1 módulo 4, entonces 

* , -> 3 
* s, (n) 

i) gx(n) = ^ , 
r (n,I3) 

A s2(n) - s3(n) 
ii) g2(n) = j . # 

r (n,I3) 

Si r(n,f) fuese calculable para las formas que aparecen 

* en s.(n) y en s.(n), ya seria abordable el estudio de ¿(n,3). 

Sin embargo, solo se conoce este valor de manera exacta cuaii 

do f - I3 . 
* 

El cálculo de r (n,I~) fue iniciado por Legendre y Gauss. 

Este ultimo dio la siguiente fórmula (ef.[lO]) : 

r*(n,I3) = 3.2
U+2h , si n B l,2,5,6(mod 8) , 

r (n,I-) = 2 h , si n = 3(mód 8) , 

siendo w el numero de factores primos distintos de n y h el 

numero de clases de formas cuadráticas binarias de discrimjL 

nante -4n. 
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Dirichlet (cf.[l3J) aplicando su formula analítica, pji 

ra el número de clases de formas binarias, a la formula pr£ 

cedente de Gauss obtuvo 

r*(n,I„) = 2Tin1/2 L(1,X . ) , J -4n 

siendo L(s,x , ) la L-serie de Dirichlet asociada al carac-
-4n 

ter X , . -4n 

En general, para r(n,f) solo es posible un cálculo en 

pH.omzdÀ.0. Para establecer este promedio es fundamental el 

concepto clásico de genero, que a continuación se recuerda. 

§4. Genero de una forma cuadrática. "Hauptsatz" de Siegel 

Dado un anillo R se dice que dos formas cuadráticas 

flt f„ de k variables con coeficientes en R son R-£qu./¿va£en_ 

te.6, o que pertenecen a la misma clasejsi existe una trans

formación u€GL(k,R) tal que f (uX) = f_(X); en términos de 

matrices 

F2 - U
T Fj_ U 

Evidentemente, si f, y f„ son dos formas enteras defi

nidas positivas y 2Z -equivalentes, se tiene que 

rín.f^ = r(n,f2) y detí^) = det(f2) , 

indicando por det(f) el determinante de la matriz de f. 
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Si f. y f2 son dos formas cuadráticas con coeficientes 

en TL y TL -equivalentes, entonces 
P ' P 

r (n,f ) * r t(n,f2) , 
P P 

para todo t > 1, siendo ZZ el anillo de enteros p-ádicos. 

Si f es una forma cuadrática entera definida positiva 

se definen el Qfiapo di ít>oth.opía. de f, 0(f), y el gAupo de 

iòotKopZa. de f módulo m, 0 (f ) , del siguiente modo : 

0(f) - {uCGL(k^) | ÜTFU - F} 

0 (f) - {u€GL(k,Z/mE)| UTFU = F(mod m) } . 
m 

Se escribe o(f) - # 0(f) y o (f) - # 0 (f) . 
m m 

Definición, (cf. [41]) Se dice que dos formas cuadráticas 

enteras f,(x) y f~(x) pertenecen a un mismo gíníKO si son 

equivalentes en cada anillo de enteros p-adicos, y sobre 

los reales; es decir, si son equivalentes en TL , para c¿ 

da p, incluyendo p •» » . 

Evidentemente, todo genero está formado por una unión 

de 2-clases. En el caso de formas definidas positivas, la 

teoría de Hermite garantiza que el numero de clases en un 

género es finito. 

Trabajos de Gauss, Eisenstein, Smith, Minkowski y Siegel 

condujeron al concepto de íiúrnuKO p>iomzd¿0 dz KtpKe.&znta.c¿0-
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YIZ& dz an znt&KO pon. un gínzà.0, r(n,gen f), que es un valor 

medio del numero de representaciones de n por todas las fo_r 

mas que integran un genero. Pasamos a considerarlo a contji 

nuaciön. 

Sea f = f ,...,f, un sistema completo de representan

tes de E-clases de formas en el genero de f, £ definida PJD 

sitiva, entonces se define 

h i V 1 / h r ( n » f i ) 

o(fi)l l o(fi) 
r(n,gen f) =1 E -^J~JJ ' I Z 

Al número 

h 
M(gen f) : = E 1 

o(f .) 
i = l 

se le llama la mcLòCL dtt QÍno.h.0 de f . 

Análogamente, se define el número promedio de represeri 

taciones primitivas de n por el genero de f mediante la fo£ 

mula 

* / h r 1 / h r*(n,f ) 
r (n.gen f) - E - 7 ^ ' Ï o(fi)/ l _ o(fi) 

i=l ' ^ i=l 

verificándose la igualdad 

* — 2 
r (n,gen f) = E y(d) r(nd , gen f) 

d2|n 

siendo y, como siempre, la función de Möbius. 

Siegel [41J en sus investigaciones sobre la teoría ana 

lítica de formas cuadráticas enteras definidas positivas obttj 
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vo una formula que expresa el valor r(n,gen f) mediante dejn 

sidades p-ádicas : 

Lema 2.9. ([AlJ^Cap. 1) Sea p la maxima potencia de p que 

aparece en 2n y a > 2b , q • p 

Entonces el valor 

9 p(n,f) : = q 1" kr q(n,f) , 

es independiente de a, y se denomina de.n¿¿dad p-a.d¿CCL de 

las representaciones de n por f. 

Del mismo modo, Siegel (c£.[41])definió una densidad 

para p « », 2^(11,£) . Considerando n como un punto de K, se 

define 

vol(f _ 1 [n-t/2, n+t/2]) 

3 œ(n,f) : = lim , 
t-*o t 

-1 r i k 

siendo vol(f ([n-t/2, n+t/2J) el volumen en IR . L a exis

tencia del límite precedente fue probada por Siegel ([4lJ 

Cap. 2 ) . 

La formula antes mencionada viene dada por el siguiente 

"Hauptsatz" de Siegel ([Al]). Sea n > 0 un entero y f una 

forma cuadrática entera definida positiva. Entonces 

r(n,gen f) = 9 w(n,f) • 113 (n ff) . 

P P 
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Observaciones. 

i) El producto II 9 (n,f) es siempre convergente por ser f 
P P 

definida positiva (cf. [4l] , Hilfssatz 25). 

ii) Todas las definiciones anteriores se pueden extender 

al caso de representaciones de formas por formas. Por ejem 

pío, si f es una k-forma cuadrática entera definida posit¿ 

va y g una m-forma (m<k) con las mismas condiciones, se d¿ 

ce que f representa a g si existe una matriz entera S , 

k x m, tal que 

STFS = G . 

Entonces, r(g,f) designa el numero de representaciones de 

* 

g por f . Análogamente se definen r (g,f), 3 (g,f) 9 (g,f) 
p °° 

etc.; obteniéndose un HauptÁUtz de Siegel generalizado[41], 

a saber : 

r(g,gen f) = e9œ(g,f) II 3 (g,f) , 
P V 

con e = 1 j si k > m+1 6 k = m = 1 , 

y e = 1/2,si k = m+l 6 k = m > 1 . 

iii) Al calcular r(f,gen f) se obtiene para la masa del ge

nero la expresión 

M(gen f ) " 1 = 1/2 9(f,f) n 3 (f,f) . 
P P 
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iv) Si el genero de f consta de una sola clase, se tiene que 

r(n,f) = r(n,gen f), con lo que en este caso el teorema de 

Siegel proporciona el valor exacto de r(n,f). Esto ocurre 

si f = I. . 

Siegel no dio formulas para hallar las densidades 

p-ádicas en todos los casos. Los casos resueltos por Siegel 

vienen dados en los siguientes lemas 

Lema 2.10. ([4l] Cap. II) Sea f una forma cuadrática entera 

definida positiva de k variables, para todo entero n > o se 

tiene que fc k_ 2 

3„(ñ,f) = 

2 2 
ff n 

r(|)(det f ) 2 

Lema 2.11. ([4l] Hilfssatz 16) Sea (p, 2det f) = 1, y 

. con (n. n = p n, con (n,,p) = 1 ; escribamos 

(-1)2 det f „ 1~2 . . -̂  , í, = p si k es par , 

(-l)k_1det f.nj 2_k 

, l = p si k es impar . 

Entonces, para q = p , a > b, se tiene la formula 
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q1 kr (n,f) - (1- ep 2) ( l+el+c2 £2+. . .+eb£b) (k par) , 

b-1 
2 

b/2 

= (l-p1-k)(l+£+£2+...+£ 2 ) (k impar, b impar) , 

- (l-p 1 - k) (l+£+£2+. . .H 1-jc (k impar, b par) . # 

1-ep 

Ya vimos en el Capítulo I, proposición I.3., que si un 

entero n posee como máximo 2 divisores primos congruentes con 

1 modulo 4, entonces se puede asegurar que £(n,3) > 0. En el 
s 

caso en que n = p.p~p_ II q. , n i 7 (mod 8 ) , con p. s l(mód 4 ) , 
•i = l J x 

2 2 2 
q. H 3(mód 4 ) , si q|n,entonces q = q . , y n = x +y +z , resulta 
J J 

que qfxyz (cf. Lema 1.4 ) . Por tanto, en este caso, siendo n 

libre de cuadrados, esta claro que 

2 2 2 
r(n,<p. ,p,,p.,>) 

£(n,3) > 0 <?=*> — < 1 . 
r(n,I3) 

2 2 2 
Si gen <P,,P9,Po

> tuviera una án^cca clase, el "Hauptsatz" de 

2 2 2 
Siegel permitiría conocer el valor r(n,<p.,p„,p > ) , previo 

cálculo de las densidades p-adicas correspondientes. Pero va 

mos a ver a continuación que incluso en este caso "sencillo", 

2 2 2 2 2 2 
gen<p.,P2,p„> no coincide con la clase de <p,,P2»P3

> 

2 2 2 
Lema 2.12. Sea f = <Pi»p2» p3 > » c o n pi = 1 ^ m ° d ^^» * = !»2»3» 

y sea p = p. para algun i . Entonces 

o 5(f) < 4p
1 7 . 

P 
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Demostración. Sea S una matriz de 0 r(f), que representare-
P5 

mos 

S = 

de modo que A€2Z/p ZZ, C€Mlx2 (ZZ /p ZZ ) , DeM x (ZZ /p
 5ZZ ) y 

B€M2x2(ZZ /p
52Z ). 

Si llamamos E a la matriz 

Û ° 

o p: 

por ser S de O c(f) se verifica p5 

ATp2A + DTED E p 2 (mod p5) (1) 

ATp2C + DTEB = (0,0) (mod p5) (2) 

CTp2C + BTEB H E (mod p5) (3) 

T 2 

De (3) tenemos B EB = E (mod p) , con lo que (det E)(det B) E 

E det E (mod p) y como el det E es inversible en 2Z /p2Z resuj^ 

ta que det B es inversible, modulo p 
Al ser E y B inversibles modulo p , resulta de (2) 

DT = -ATp2CB"1E~1 (mod p5) . 

Por tanto dadas A,B,C queda D unívocamente determinada. 

Dividiendo por p en (1) se tiene 

2 = 1 (mod p3) ; A2 + íflD 5 , (mf.A Ä3. 
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ahora bien, reduciendo modulo p resulta que D = (0,0) modulo 

2 — 2 T 2 
p , así que p (D ED) es múltiplo de p , con lo que 
2 

A = l(mod p) . Por tanto, el numero de posibilidades para A 

3 
modulo p , y, en consecuencia, en (1), es menor o igual que 

2p2 . 

Pasamos otra vez a (3) : 

BTEB = E - CTp2C (mod p5) , 

5 2 

esta claro que para cada valor fijo de C, que tiene (p ) 

posibilidades, el numero máximo de posibilidades para B es 

o c(E) . 
P 

Como p^P2Po » se tiene ([4l] Hilfssatz 18) : 

o (E) - 2p5 (l-(—) p"1) = 2p5(l-p-1) < 2p5 ; 
p 5 P 

así que o -(f) < 2p2p102p5 = 4p 1 7 . # 

Lema 2.13. o .̂(f) < 3.2 
2J 

14 

2 2 2 
Demostración. La matriz F de f = <p,,P?»P,> verifica 

3 
F = I (mod 2 ) y, por tanto, 

A€0 3(f) <*=*> A
TA = I (mod 23) , 

T 3 
de lo que se deduce, también, AA = I„ (mod 2 ) . 

Si escribimos, 

a a1 a" \ 

A = Ib b' b" 

iC C C ' • / 
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2 2 2 .. 3 de a +b +c = 1 (mod 2 ) resulta que las soluciones posibl 

(en cuadrados) son las ternas : (1,0,0), (1,4,4), con toda 

las permutaciones posibles. Por tanto, la primera columna 

tiene 3.2 posibilidades. 

De AAT E I (mod 23) resulta a2+a|2+a"2 = 1 (mod 23) 

Si tenemos la primera columna fijada entonces la primera f 

4 2 
la tiene 2 posibilidades. Ahora la segunda fila tiene 2 

3 
sibilidades y la tercera queda ya determinada con 2 posib 

lidades. 

Por consiguiente 

o (f) < 3-25-24.22.23 = 3-214 . # 
23 

Lema 2.14. M(gen f) > 322 . 

Demostración. Sabemos que : 

M(gen f ) " 1 = 1 | 2 3œ(f,f) II 3 (f,f) , 
P 

en donde, sustituyendo 3œ(f,f) por su valor ([4l] , Cap. I 

3/2 

* -2 2 X 

3œ(f,f) - (det f) = 2*¿ 

r/3, 4 4 4 ' 
r<2 ) P1 P2 P3 

se obtiene 

4 4 4 
F ~ ~ 

M(gen f) = 
P1 P2 P3 

TT2 n 3 (f.f) 
P P 
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Pasemos pues a evaluar 9 (f,f), para todo primo p . 

Si p 4 pi , i = 1,2,3, p > 2 , claramente ([4l] Hilfssatz 

18), es 9 (f,f) = (l-p~2) < 1 . 

Si p = pi para algún i , por el Hilfssatz 18 de [4l] 

tenemo s 

3p(f,f) = 1|2 p"
15o 5(f) , 

y por el lema 2.12 resulta que 

ap(f,f) < 2p
2 . 

Si p = 2, entonces por el lema 2.13 tenemos 

4 
32(f,f) < 3«2 . De todo ello resulta 

2 2 2 
P ~ "" 

M(gen f) > 
plp2p3 
2 -, 7 

TT « 3 ' 2 

Esta expresión toma su valor mínimo para p. » 5 , p. = 13 , 

y p - 17 , o sea M(gen f) > 322. # 

2 2 2 Proposición 2.15. En gen<p,,p„,p~> hay por lo menos 645 cía 

ses. 

2 2 2 Demostración. Como f = <p.,p2,p_>es una forma ternaria diag£ 

nal con los tres elementos distintos se tiene que o(f) = 8 . 

En general, toda forma ternaria definida positiva g, verifi

ca o(g) > 2 , ya que + I3íO(g) . 

2 2 2 Por tanto, para f » <PÍ'iPÍ,Po> s e tiene 
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M (gen f ) < - + j +N^rT+ | , 

siendo h el numero de clases pertenecientes al genero de f. 

En consecuencia 

•| + $Y~> 322 y h > 645 . # 

§5. Genero espinorial de una forma cuadrática 

Eichler (en[l4J) introdujo el concepto de genero espi

norial, que da una clasificación más fina de las clases de 

formas cuadráticas que la dada por el genero anterior. 

Sea R un dominio de ideales principales y K su cuerpo 

de cocientes. Sea (V,^) un K-espacio cuadrático regular de 

dimensión k . Dos R-redes L y M de V, se dice que son equ¿ 

valentes si 

L = uM , 

para algún u de 0(V), siendo 

Ó(V) = {u€GL(V) | f(u(x)) - u(x), para todo x de V} . 

Si L = Re, « . . . O Re, es una R-red de V, e n t o n c e s l a 

fo rmula 

f ( x l t . . . , x k ) = i j j (x 1 e 1 +. . . + x k e k ) , 
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k define una forma cuadrática f sobre R que toma valores en 

K. Diferentes elecciones de R-bases de L dan todas las for_ 

mas que son R-equivalentes a f(cf.§4.Cap II). Fácilmente se 

demuestra el siguiente 

Lema 2.16. (cf. [8] Ch. 11). La correspondencia anteriormeii 

te citada da lugar a una biyección entre el conjunto de clji 

ses de R-redes de(V,^) y el conjunto de R-clases de formas 

cuadráticas que son K-equivalentes a \¡>. 

Si dos formas cuadráticas enteras f y g pertenecen a 

un mismo genero, entonces por el teorema de Hasse-Minkowski 

son Q-equivalentes, y por tanto, les podemos hacer corres

ponder redes en el mismo Q-espaeio cuadrático : (V,f) ^ (V,g) 

Se dice que dos Z-redes L y M de V son del mismo g£nztiO 

si para cada primo p, incluyendo °°, existe una isometría u 

de 0(V ) tal que 
P 

L = u M , 
P P P 

siendo V = V fi Q , y 
P Q 

0(V ) - {u €GL(V ) I f(u (x)) - u (x), para todo x de V„} . 
p P P P P P 

De hecho, dadas dos Z-redes L y M en un mismo espacio 

cuadrático (V,i|)), entonces 

L = M , para casi todo p . 
P P 
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Obviamente, por el lema 2.16, un género de ZZ-redes de

fine un genero de formas y viceversa. 

Un elemento s de 0(V) se dice que es una òixi\tth.X.a si 

existe un vector x de V tal que iji(x) ̂  0 y 

s(x) = x , 

s(z) = -z , si z 6 <x> 

En este caso se escribe s = s . Todo elemento u de 0(V) es 

producto de simetrías 

u = s . ..s , (t<k) . 
*1 yt -

Sx, ademas, u = s ...s , entonces ' z, z 1 r 

= Id y, por tanto (cf.[33 Lema 5.3), S • • • S S • • • S 

*1 *t Zr Zl 

*(y1)...*(yt)*(z1)...*(2r) ¿ (K*)
2 , 

de manera que la aplicación 

S : 0(V) - K'/(K*)2 

u , *, i|)(yi). . .iJj(y t)(K*)
2 

está bien definida. Es fácil ver que se trata de un morfismo 
JL, 

de grupos. Su restricción a 0 (V) = {u€0(V) | det u = + 1} se 

llama nohma. e.6p¿no?l¿a.Z. Se tiene la sucesión exacta 

+ S 2 
1 »O'(V) *0+(V) >K-/(K-r , 

siendo 0'(V) el núcleo de S . 

Para 0'(V) se tiene la sucesión exacta 

1 — > {+ 1 } »• Spin(V) >0'(V) >1 , 

en donde Spin(V) designa el grupo de los espinores (cf.[8 J 

Ch. 10 §3). 
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Se d i c e que dos E - r e d e s L, M de (V , f ) p e r t e n e c e n a l 

mismo QÍnzfio <Lop¿nofi¿Oit s i e x i s t e un e l emen to u de 0(V) y 

un e l e m e n t o v de 0 ' (V ) p a r a cada p , t a l que 

L = u v M , 
P P P 

p a r a todo p . 

Es consecuencia inmediata de la definición que dos 

ZZ- redes equivalentes pertenecen al mismo genero espino-

rial, y que dos redes que pertenezcan al mismo genero esp¿ 

norial pertenecen al mismo genero. El numero de clases de 

un espacio cuadrático, en el caso definido positivo, en un 

género espinorial es, por tanto, finito. 

Observación. Dados un entero n y una ZZ-red L de (V,f), con 

f una forma cuadrática entera, definida positiva, se designa 

por r(n,L) : 

r(n,L) = #{x«L | f(x) = n} , 

it 
y- por r (n,L) el numero de representaciones primitivas. 

Análogamente se definen 

r(n,gen L) = J Z - ^ - 1 • f X Z r ( n > M ) l 
[«lu L °<M>/ U í g ^ L °<M> / ' 

en donde 
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o(M) = # 0(M) = # (ueO(V) | u(M) = M } 

Análogamente para el genero espinorial se define 

r<...p»L> - ( J Z 'J'-ÍJZ !%&) , 
\MCspn L / \ M€spn L v ' / 

r*(n,spn L) -f E l ^ f ' í E l Ú ^ ) • 
iMesptl L ° < M )/ iMeïpü L °<M> / 

Claramente, se tiene que si gen L es el genero de 

ZZ- redes asociado al genero de una forma f, entonces 

A it 

r(n,L) = r(n,f) , r (n,L) = r (n,f) 

r(n,gen L) = r(n,gen f) , r (n, gen L) = r (n,gen f) . 

Los valores promedio obtenidos a partir del genero 

espinorial tienen la ventaja de que aproximan mejor, co

mo veremos, los valores de r(n,f). Sin embargo, su prin

cipal inconveniente es que para ellos no se dispone de 

formulas évaluables como las que proporciona el "Hauptsatz" 

de Siegel. Es por ello que, en nuestro problema, debemos 

trabajar simultáneamente con los dos conceptos de genero, 

§6. Termino principal en la determinación del 3-nivel de un 

entero 

Para calcular el nivel vamos ahora a aproximarnos a los 
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valores g.(ii) para i = 1,2,3, mediante ciertos valores co

rrespondientes en promedio. 

Dado un entero positivo n £ 0,4,7 (mod 8), représentai 

2 2 2 .. i 
remos por <a1,a_,a > una forma cuadrática tal que a.|n , 

1 \ a. y a. sea libre de cuadrados (i = 1,2,3). 

2 2 2 Lema 2.17. Sea <a.,a«,a_> una forma cuadrática ; sea 

d.. = m. c. d. (a . , a . ) , 1 < i < j < 3 y d n . = m. c . d. (a. , a» , a~) 

Sean también, 

123 r ° 2 , a 3 ' 

b. = d.. d... d, ., a. , 
i íj ík 123 i ' 

d = d123 d12 d13 d23 ' 

con l < i < 3 , l < j , k < 3 , i « | = j + k , i + k . S e obt i_e 

ne, evidentemente, que 

2 2 2 -2 2 2 2 
i) r(n,<a1,a2,a3>) = r(nd , «cb^b^b.^) . 

ii) m.c.d.(b.,b.) = m.c.d.(b.,b„,b~) = 1 y 1 < b. , para 

i = 1,2,3 . # 

El apartado i) nos hace ver que nos podemos aproximar 

2 2 2 2 2 2 -
a r (n,<a. ,a.,a3>) por r (n , geno. , a , a >) 6 bien por 

— 2 2 2 2 r(nd , gen <b ,b„,b,>) . Por exigencias posteriores (cf. las 

observaciones que siguen al teorema 5.10) nos aproximaremos 

2 2 2 
a r(n,<a^»a^,a3>) mediante el valor promedio 

r(nd~ , gen <b1,b2»b3>) . 
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Obsé rvese que si m.c.d.(a.,a.) = m.c.d.(a.,a_,a_) = 1, 

entonces d = 1 y b. = a. , para i = 1,2,3 . 

Definimos a continuación las correspondientes sumas 

auxiliares en promedio. 

Sea n un entero positivo n f 0,4,7(mód 8). Sean 

S (n) : = 3 Z - y(a) r(n,gen <a ,1,1>) , 
1 l<a|n 

S2(n) : = 3 Z _ y(bxb2) r(nd~
2, gen ^ . b ^ , ^ ) , 

V -2 2 2 2 
2 " y ^ b l b 2 b 3 ^ r(nd » gen < b l ' b 2 ' b 3 > ' ) ' 
a . I n 
i ' 

a. + l 

en donde el sumatorio se entenderá extendido a las ternas 

(b1(b?,b~) que resulten de todas las correspondientes ter

nas (a.,a2,a,), manteniendo siempre a,,a.,a. libres de cua 

S3(n) 

drados. 

Nótese que S.(l) - 0 , para i = 1,2,3 . 

Definimos a continuación el tínmlno pn.lnc.ipal G.(n) , 

para todo entero nfo,4,7(mód 8) . El nombre de termino prin 

cipal se justificara en el capítulo V. 
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G^n) : = 

G2(n) : -

G3(n) : = 

S3(n) 

r(n,I3) 

S2(n) - 2S3(n) 

r(n,I ) 

Sjdi) - S2(n) + S3(n) 

r(n,I3) 

En el caso en que n sea libre de cuadrados respecto de 

sus divisores primos congruentes con 1 modulo 4, teníamos 

también definidos los valores g.(n) . Vamos a aproximarnos 

mediante los valores correspondientes en promedio. 

Definimos a continuación las correspondientes sumas 

auxiliares en promedio 

Caso n impar, n f 7(mod 8). 

S*(n) : = a ) -
l<a |m 

S*(n) : = 3 r -
l<a .Im 

x ' ( a l f a 2 ) - l 

S*(n) : = ) -
l<a . Im 
( a . , a . ) = 1 

i ' 3 

* 2 
- u(a) r (n,gen <a , 1,1>) , 

* 2 2 y(aja2) r(n,gen <a1,a2,l>) , 

* 2 2 2 
-V(a1a2a3) r(n,gen o ^ a ^ a ^ ) . 
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Caso n par, n i 0,4(mód 8). 

S2(n) : = I -y(a) r (n.gen <a ,2 ,1 >) , 

l<a m 

S3(n) : = 3 

l<a.Im 
i ' 

<al>a2)=1 

it 0 9 0 

v(a,a,) r (n,gen <a. ,&2,2 >) '1"2-

Definimos a continuación el termino principal G.(n 

en este caso: 

Caso n impar, n j? 7(mod 8). 

* • 

Gx(n) 

G2(n) : 

S*(n) 

r (n,I3) 

sj(n) - 2S*(n) 
_ 

r (n,I3) 

G3(n) : 
S^n) - S2(n) + S3(n) 

_ 

r (n,I3) 

Caso n par, n 4 0,4(mod 8) 

Gjín) : 
S*(n) 

r (n,I3) 

S (n) - S»(n) 

s(n> : = ——*—-— 
¿ T (n,I3) 

Nótese que las funciones S.(n) tienen expresiones 

rentes según sea n impar 6 par. 

- 49 -



CAPITULO III 

EXPRESIÓN DEL TERMINO PRINCIPAL MEDIANTE DENSIDADES P-ADICAS 

En este capítulo se calculan, en primer lugar, todas 

las densidades p-ádicas que forman parte del término prin

cipal y que no se pueden obtener directamente a partir de 

los resultados de Siegel. Al sustituir los valores corres

pondientes en las expresiones G.(n), G.(n), se obtienen al 

principio expresiones muy complicadas. No obstante, el co

nocimiento exacto de estas densidades es lo que nos va a 

permitir dar una formula recurrente para G.(n) y una fSrinu 

la exacta para G.(n), aptas para el control del término prin 

cipal« 

§1. Cálculo de r(n,I ) mediante densidades p-Sdicas 

Aplicamos en primer lugar el teorema de Siegel, para 

la reobtenciSn del valor clásico del número de represent^ 

ciones de un entero n como suma de tres cuadrados. 

a i 
Teorema 3.1. Si n es un entero positivo, tal que A jn y 

a+1 L 4 Jn , con a > 0 y si p > 2 es un entero primo tal que 
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2b, 2b+2, 
p |n y p (n , con b > 1 , resulta 

r(nfI3) =
 A ( n ) n 1 / 2 L(l,X_4n) l U+£+...+ - \ <_(n,b)), 

•n p 2 | n P p P 

P + 2 

con 

0 -a si 4 n H 7(mod 8) 

,-a -a A(n) =< 2 .16 si 4 n = 3(mod 8) 

,-a -a 

sie 

2 .24 si 4 n = l,2,5,6(mSd 8) , 

ndo K (n.b) : - (l - ( H ^ ï ) i ) . 

Demostración. Sea n un entero positivo impar. Por el teore 

ma de Siegel se tiene 

r(n,I ) = 3œ 3. n 3n , 
3 L

 p^2 P 

en donde 9 designa 3 (n,I~) . p e p * 3 

Procedemos, pues, al calculo de las densidades : 

». - 2™1'2 . 

3„ = 2 r „(n,I„). Por tanto, si n = l,5(mod 8) , es 

3„ = 3/2 ; si n = 3(mod 8), entonces 3, = 1 y si 

n = 7(mod 8), se tiene 9„ = 0 . 

Si p =1= 2 y p^n resulta por el lema 2.11 que 

3p(n,I3) - (l-p"2)(l-(^)p_1) 

Si p=̂ 2 y p|n, supongamos b como en el enunciado^ ento 

ees, por el lema 2.11 se tiene que 

- 51 -



d ( n , I ) = ( l - p ~ 2 ) ( l + I + J - + . . . + — K ( n , b ) ) . 
P P 

Si e s c r i b i m o s K = K ( n , 0 ) , se t i e n e 
P P 

1/2 -2, r(n,I„) = 2irn 8 0 n (1-p ) n K 

H p, n 
P + 2 

. n (i + I + -L + ... + -L K (n,b)) . 
P|n P P pb P 

La prueba en el caso n impar concluye al tener presente 

-1 -2 que ç(2) = II ( 1 —p ) , y observando que 

n K 

lï P/n 
p + 2 (l-(^)p"1) 

- I <x> 
k impar k 

-I (4a) 
L(1>*-4n> 

en donde L(l,x / ) designa la L-serie de carácter y / ' -4n & A-4n 

Si n es par consideraremos dos casos : 

er 1 — caso. Sea n un entero positivo par no divisible por 4 . 

Entonces en el calculo de r(n,I„) la única diferencia con el 

caso impar es el calculo de à (n,I~), que según el lema 2.11 

es 

92(n,I3) = 2"
1 0 r 5(n,I 3) . 

Esto obliga a contar numero de soluciones modulo 32,pero 
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se puede reducir este calculo mediante la siguiente 

Proposición 3.2. Sea n un entero positivo par no divisible 

por A. Entonces si k > 3 , resulta que 

r
2k+l

( n' I3 ) = 2 2 r
2 k

( n ' I 3 ) ' 

Demostración. El núcleo de la proyección ZZ /(2 ) —*• 2Z/(2: ) , 

consta de dos elementos, por tanto cada elemento, x + ZZ 2 , 

de ZZ/(2 ) posee exactamente dos antiimSgenes : x + ZZ 2 y 

x + 2 k + ZZ 2 k + 1 . 

Recordemos que como 2|n y 4|n toda representación de n 

como suma de tres cuadrados posee una única componente par. 

Sea (x ,y ,z ) una representación de n como suma de tres o o o 
-. k 2 2 2 k cuadrados módulo 2 , es decir x + y + z = n(mód 2 ) . o ' o o v 

Entonces, tanto x ,y , z . como n tienen dos antiimagenes en 
o o o ° 

< W+1 k 
ZZ/(2tt L). Por tanto s i vemos que r k + 1 ( n , I 3 > = r (n+2 ,1 ) , 

2 2 
tendremos que r k + 1 ( I 1 » I 3) = ~Y~ r k ^ n , I 3 ^ = 2 r

 k (n. I3) , que 

es lo que queremos probar. 

2 , 2 , 2 _ , -, „k+1. 
Sea (x. ty,,z,) tal que x, + y. + z, = n(mód 2 ) 

O O O 1 1 _i_ 1 

Entonces le asociamos una solución de X +Y +Z = n+2 (mod 2 ) 

del siguiente modo ; como dos componentes de (x.,y.,z.) son im

pares, supongamos que son x^y. , entonces a (x.,y1,z.) le hac£ 
k-1 

mos corresponder (xj+2 ,y,,z,) que evidentemente verifica 
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(x^ 1"* 1) +yj+zj = x2
1+y2

1 + z2
1+2kx1 + 2k~2 5 n+2k(mod 2 k + 1) , 

ya que k > 3 y x, es un entero impar. Esta correspondencia 

es inyectiva y su inversa es aquella que a (x , y , z, ), solii 

cion de X 2+Y 2+Z 2 = n+2k(mod 2k+1),le asocia, si x es la 

k- 1 
primera componente impar, (x]-2 ,y.,z.) que es solución 

de X 2+Y 2+Z 2 s n(mod 2 k + 1 ) . # 

Basta aplicar el resultado del lema precedente para 

obtener el siguiente 

Corolario 3.3. Si n = 2,6(mod 8 ) , entonces 3„(n,I3) = 3/2 . 

2- caso. Sea ahora n divisible por 4 y llamemos a al máximo 

exponente tal que 4 |n. Entonces, se tiene 

r(n,I3) = r(4~ n,I3) , 

para todo b < a. 

-a Por tanto si consideramos 4 n, este entero ya o es im 

par 6jsi es par,no es divisible por 4 y resulta que 

r(n,I3) = r(4"
an,I3) = r(n(2a)"2,n) 

2irn 
1/2 

32(4"
an,I3)L(l,x 4 n ) n (1+-U...4—íj-K (n 

¿ p2|n P P 

ya que L(l,x ) = L(1»X_¿ ) y al ser p un primo impar que 
. 4 n 

divide a n con exponente > 2, lo mismo ocurre al considerarlo 

como divisor de 4 n. 

Por tanto, queda probado el teorema. # 
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Pasamos a continuación a dar el numero de representaci£ 

nes primitivas de un entero cualquiera como suma de tres cuĵ  

drados. 

§2. Cálculo de r (n,I„) 

m o / * / T \ A (n) 1/2 T ,, N Teorema 3.4. r (n,I~) - —f—¿ n L(l,x A „ ) , 

con A(n) = 

3' TT " "Vi'*-4n' 

í 0 si n = 0,4,7(mod 8) , 

16 si n E 3(mod 8) , 

24 s i n s l,2,5,6(mód 8) 

Demostración. Sea n un entero positivo tal que n i 0,4(mód 8) 

Expresamos n en la forma: 

a, a ct 1 s n = 2 p. ... p p .,-.. p,., con 0 < a < 1, a. > 2 y repre-rl rs rs+l rt' - i - J r 

sentando por p.(j = l,...,t) todos los factores primos impa

res de n. 

Recordemos (cf. §4. Cap. II) que 

r (n,I3) - 5=" d |n 
(d) r(nd 2,I3) 

= r(n,I_) - ¿_ r(np. ,IQ) + 
i = l 

i '^3' 1< i <j<s 

-2-2 
r(npi Pj ,I3) 

+ ... + (-1)S r(npj ... ps ,I3) 
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En donde, si d = p ...p con 0 < I < s, se tiene que 

r(nd~2,I3) = 2nn
1 / 2 d l 92(nd"

2,I3) L(1,X -4nd 
•2) 

. n , (1 + - + . . . + 4r K (n,b)) 
2 i j-2 b p 

p |nd p p 

O b v i a m e n t e , t a n t o s i a = 0 como s i a = 1 , r e s u l t a que 

3 2 ( n d 2 , I 3 ) = 3 2 ( n , I 3 ) , 

p a r a t o d o d | n . 

P u e s t o que ( c f . [ 24 ] 1 2 . 1 1 ) 

L d . X . 4 n p - 2 ) = L ( l . x . 4 n ) d - ( : : £ - i L - ) L) 
- 2 - 1 
_n_) I; 
P P 

- 2 _l 

i ( i i » - t . ( p r . p t ) - ! ) • L ( I - X - * - )
1 I : 1

< I - < p ^ • 

r e s u l t a , 

1/2 
r ( n , I 3 ) = 2Trn 3 2 ( n , I 3 > L ( l , x _ 4 n ) A, 

en d o n d e , 

A - n (1 + + . . . + 
i - 1 P,-

— < ( n , b . ) ) 
b . P i 

P i 1 

g 
- C ^ K p ^ n , l ) ( l + - i + . . . + 4 n r K (n,b.) n ( l + ^ - + . . . + - | : 1 c (n,b )) 

i = l F i * i * i p . r * i j ^ l *j p . j *j J 

+ . . . + ( - l ) s n — K ( n , l ) ( l + — + . . . + 1. , K ( n , b . ) ) , 
. . p . D .— 1 p . l 
1=1 p . * 1 p . p . 1 * 1 

1 1 r l 
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Lema 3.5. A = 1. 

Demostración. Pongamos 

Xi = l+ — +...+ —íg- K (n,bi); Bi= — (1+ — +...+ —^- K (n,!^)) 
P „• p . i P i 1 1 p - p. p . i P i 

Y.=K (n,l) B., para i = l,...,s. 
i p . x r i 

Entonces la expresión A se puede escribir en la forma 

n x - 5_ Y n X-. + ZZ Yi Y- n x,+... + (-Ds n Y. 
i = l i = l j^i l<i<j<s J k?*i,j k i = l 1 

- n (x. - Y.) . 
i = l 1 1 

Ahora bien, resulta que 

B . = 
i 

l/pi si b. = 1, 

X.-l si b. > 1, 

y como Y . = te (n,l)B., para i = l,...,,s, se tiene que Y. = X.- 1, 
r i 

para cualquier valor de b.. Por tanto X. - Y. = 1, para i = 1,..., 

con lo que queda probado que A = 1. Y por consiguiente el teore

ma está probado si n j! 0,4(mod 8). 

Sea ahora n = 0,4(m5d 8). Recordemos que r(n,I_) = r(4 n,I~ 

Por tanto, si escribimos 

a a. 
n - 4 p. Ps Ps+l--'Pt 
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con a > 1, a. > 2, i = l,...,s, y representando por p., para 

j = 1,..., t, todos los factores primos impares de n, resul

ta que 

s 
* -1 \ -2 

r (n,I~) = r(n,I ) -r(4 n,I,) - ¿_ r(np. ,1,) i = l i »*3-

-1 -2 + YL r(4-in p'^.I.) + Z__ r(np p ,I3) 
i=l l<i<j<s J 

+ ... + (-1)S r(4-1n p72...p~2,I„) - 0. 
i> S «5 

Por tanto, queda ya probado el teorema. # 

2 2 2 
§3. Cálculo de r(n , gen < b. , b„, b., >) en el caso n impar 

Sea n 4 7(mod 8) un entero impar, en este párrafo vamos 

2 2 2 
a proceder al cálculo de r(n, gen < b., b„, b~ >) con las 

condiciones b.|n, i=l,2,3; (b.,b.) = 1, i 4 j* 
X X J 

Este cálculo, junto con el de los párrafos anteriores, es ne

cesario para el estudio de las expresiones G.(n). 

Por el Hauptsatz de Siegel tenemos, 

r(n,gen f) = 9.9 

pfb^b 

9 . n 
p 

2 3 
Pjn 
P + 2 

p|b1b2b3 

p|n 

P + 2 

9 . 
P 

p|b1b2b3 

2 2 2 
siendo f = <b,,b2,b3> y 9 = 9 (n,f). 
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Basta aplicar los lemas 2.10 y 2.11 para.obtener la s^ 

guíente 

P r o p o s i c i ó n 3 . 6 . Se t i e n e que 

i ) 9 m ( n , f ) = 

1/2 3 / 2 
n ir 

b x b 2 b 3 r ( 3 / 2 ) 

i i ) Si p | b 1 b 2 b 3 , Pifn y pf2 

) p ( n , f ) = ( 1 - p - 2 ) K p . 

iii) Si p|b,b?b_, p|n y p=f2 entonces 3 (n,f) = (1 - p ) • 

• (1 + — + ... + —— K (n,b) ) , en donde p |n y p J'n. 
P 

Si p|b,, como m.c.d. (det f,p) = p, resulta que no se 

pueden aplicar las formulas de Siegel. Pasamos a continua

ción a calcular las densidades correspondientes en este ca

so . 

Se indica por v (n) la valoración de n en p 

Lema 3.7. Para todo t > 1 se verifica 

# {x (m6d pfc) | v (x) = i} = ( p ^ X ) , 

en donde (p designa el indicador de Euler. 
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Demostración. Basta observar que el conjunto 

{x(mod p1-) | v (x) = i}, 

es la imagen de los unitarios de 7LI t-i,„ mediante el mono-
'p TL 

morfismo de g r u p o s : 

Vp^Z 2 / t „ . # 7, p 7L 

Proposición 3.8. 

i) Si p £ 1 (mod 4), y p|b. con v (n) = 2a + 1, a > 0, re

sulta que 

. t .2 ,2 , 2 . -(a+1) ,_ a+1 a 1N 

9 (n, <b1,b2,b3>) = p (3p - p -p-1). 

ii) Si p = 3(mod 4), p|b, y v (n) = 2a + 1, a > 0, entonces 

^ / 1 . 2 , 2 , 2 . -(a+1). l i w a 1N 9 (n, <b1,b2,b3>) = p '(P + D(p -1). 

Demostración, 

i) Recordemos (cf. lema 2.9 ) que en este caso es 

^ / ,2 .2 .2 , -2(4a+3) 9 (n, <bj.b2.b3>) = p r 4 a + 3(n, <b1,b2,b3>). 

Luego se ha de calcular; 

2 , 2 , 2 
* 4a+3(n* <b¡,b¡,b;>) - 2 — _ _ T A a + l ^ l · l ' < b 2 ' 
P Xl(m6d p

4 a + 3) P 

Basta, pues, distinguir qué ocurre para cada valor de 

, ^, 4a+3x .. . v 
x.(mod p ), según seav (Xj). 

b3>) 
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2 2 
Si v (x.) => i, con 0 < i < a - 1, entonces V (n-b,x. ) 

p i - - p l i 

2(i+l), y por el lema 2.11 resulta que al ser p = 1(mod 4) s 

tiene 

r 4a+3(
n-bJxJ, <b^,b3>) = (2(i+l)+l) (1-p-1) p 4 a + 3. 

P 
2 2 

Si v (x.) = i, con i > a entonces v (n-b.x,) - 2a+l, y es 
p l - p 1 1 

pues, 

2 2 , 2 , 2 -1, 4a+3 
4 a + 3 ( n - b l X l , <b2,b3>) = (2a+2)(l-p ) p 

Por tanto, teniendo en cuenta el lema 3.7 , el valor de 

2 2 2 
3p(n, <b1,b2,b3>) es: 

- 4 a + 3 , , - K , . , 4 a + 3 N . _ n . 4 a + 2 . J_ 
p ( 1 - p ) ( 3 y ( p ) + 5 < p ( p ) + . . . 

. . . + (2a + l ) <f ( p 3 0 ¡ + 4 ) + ( 2 a + 2 ) p 3 a + 3 ) 

-(4a+4), . w _ 4a+3^ _ 4a+2^ _ 4cx+l ^ „ 3a+4^ „ 3a+3 
= P (p-l)(3p + 2p + 2p + ... + 2p + 2p 

-(a+1) a a-1, , 0 . i \ 
= p (p-1) (3p + 2p + ... + 2p + 1). 

Teniendo en cuenta que 

„ a-1 2p + + 2 p = 2<P a- P> , 

resulta que, si p s 1(mod 4 ) , entonces 

3 (n, <b 1,b 2,b 3>; = p (3p - p - p - 1) 

ii) Si p : 3(mod 4) y V (n) = 2a+ 1, con ot > 0, procediendo 

igual que en apartado i ) , resulta que si v (x.) = i, con 

2 2 
0 < i < a - 1, entonces v (n-b,x,) = 2(i + 1) y por el lema 

2.11 se obtiene que 
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, . 2 2 , 2 u2^- ,. ^ -1, 4a+3. 
r 4a+3(n-bl-Xl'<b2'b3>:) = (1 + P > P 
P 

2 2 Si v (x^ = i, con i > a, entonces v (n-b x ) = 2a+l , y es 

pues : 

r 4a+3(n-bî-Xl'<b2'b3>;) = °-
P 

Por tanto, si p : 3(mod 4), teniendo en cuenta el lema 3.7 , 

resulta que 

. . .2 ,2 ,2 . -(4a+3)..^ -l W / f t. 4ct+3K , 4a+2.^ 
3 (n,<b1,b2,b3>) - p (1+p )(<P(p + <P (p ) + • 

, . . 3a+4. . . . . + <p (p )) 

- (a+1) a , . j, 
= p (p+1)(p -1) . # 

Los resultados anteriores permiten enunciar el siguien

te 

Teorema 3.9. Sea n un entero positivo LÁ,bfi<¿ de. cuadradoi> res

pecto de sus divisores primos congruentes con 1 modulo 4. En

tonces 

* 

r (n.gen <b^,b2,b^>)= ^ ^ - n
1 / 2 L(l,x_4n) II 2(l+p)_1, 

P|b1b2b3 

siendo (b.,b.)=l, para i^j; y tomando A(n) los mismos valores 

que en el teorema 3.1. 
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Demostración. Recordemos que 

-£ * 2 2 2 y —2 2 2 2 
r ( n . g e n < b 1 , b 2 > b 3 > ) = ¿j— y ( d ) r ( n d , g e n < b 1 > b 2 , b 3 > ) 

d | n 

S i e s c r i b i m o s n = p . . . . p II q . i , e n t o n c e s 
J - l 

- 2 ¿ L ¿ \— — ¿ 
( n . g e n < b 1 , b 2 > b 3 > ) = r ( n , g e n f ) ~ 2 _ r ( n q i , g e n f ) i = l 

r _2 - 2 \ - 2 -
• 2 r Criq ± q , g e n f ) - ¿ T^ncli q.¡ 
l < i < j < s J l < i < j < k < s J 

-2 -2 
q ,gen f) + 
k 

s -2 -2 + ... + (-1) r(nq1 ... q ,gen f). 

En donde, si Q = II q . , t < s, resulta, sustituyendo por 

j=i J 

los valores de las densidades p-ádicas anteriormente obteni

dos, que 

1/2 , -2 _. 2irn r(nQ ,gen f) = 
blb2b3 Plbib2b3 

n 2(i-p_1) n (í-p 2) 

P|b1
b2b3 

p|nQ"2 

P=l(4) 

n 
p|nQ 

(l-p~2) K (nQ 2,0).{Q_1 n (1-p"2) (1+ -+...+ -. K (nQ"2,b))}, 
-2 P P|b1b2b3 p p b p 

l «~2 p|nQ 

PH3(4) 

en donde, 

-2b -2 
2b| -2 2b+2„ -2 , .-2 .. .. ,~P n^ x 1 ,-1 p |nQ , p (nQ y K (nQ ,b) = il-( ) - } 

P P 

Observemos que, 
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-2 
n U-p"2) K„(nQ"2,0) = n (i-p~2) U-(~ n Q ) - r 1 

pjnQ" ,/n P P 

Además, como el símbolo de Legendre es una función com

pletamente multiplicativa: 

(ZH_) = (zna."2 

p p 
-) 

Teniendo en cuenta estos hechos, el lema 3.5, y proce

diendo igual que en el teorema 3.1, se obtiene el resultado 

enunciado. # 

El caso en que v (n) = 2a, p ^ 2, es más complicado. Por 

-i t j • *. • - - ~ 2 a _ 2 a ello distinguiremos según sea ,j> n. _ . , ,j3 n, _ . 

-2a 
Proposición 3.10. Si v (n) = 2a, a > 1, (*• )= -1 y p | b 1 , 

P P 
resulta que 

1 

i) 3p(n, <b
2,b2,b2>) = p"a(3pa- p a 1 - 2 ) , si PEl(mÔd 4 ) , 

ii) 8 (n, <b2,b2,b2>) - (1+p-1) , si pH3(mod 4 ) . 

Demostración. 

i) Recordemos (cf. lema 2.9 ) que 

2 2 2 
3 ( n , < b ] L , b 2 , b 3 > ) = p 

- 2 ( 4 a + l ) 2 , 2 , 2 
•a+1 ( n ' < b

1 » b 2 ' b 3 > > 
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Como en los casos anteriores vamos a contar el número de 

soluciones de 

u2 v2 . ,2 2 _ ,2 2 „ 4a+l, 
2 2 3 3 = n " 1 1 P ^' 

para cada uno de los diferentes valores x de X1, distinguiez 

do según sea su valoración en p. 
-2a 

Si v (x,) = i, con 0 < i < a - 2, entonces como (— )= -1 , 

2 2 5 
se tiene que v (n-t^x..) = 2(i+l), y es pues, al ser p=l(mod 4), 

(cf. lema 2.11 ) 

r 4ct+i(
n-bixi»<b2'b3>) - (2(i+l)+l)(l-p_1) p 4 a + 1. 

P " 2 an Si v (x.) = i, con i > a-1, como (•*- ) = -1, es 
p i -
* P 

2 2 
v p ( n - b i x i ) = 2a> y 

, , 2 2 . 2 , 2 . /0 ,,x ,, -1. 4a+l 
r 4a+l(n~ 1X1' 2' 3>:) = (2a+1)(l-p ) P 
P 

Por tanto, teniendo en cuenta el lema 3.7 , resulta que el 

2 2 2 
valor de 9 (n, <b ,b„,b,>), en este caso es, 

-(4a+l).. - l w o / 4a+lx , _ . 4a.- , P (1-P )(3(f>(p ) + 5(f(p ) + ... 

... + (2a-l) ip (p3tX+3) + (2a+l) p 3 a + 2) 

-(4a+2), .. ,_ 4a+l 0 4a, 4a-l, 3a+3^ 0 3a+2. = p (p-1) (3p + 2p + 2p +...+ 2p + 2p ) 

-a._ a a-1 „ >. 
" P (3p - P - 2). 

ii) Si pE3(mod 4), basta observar que para cualquier valor 

2 2 de v (x. ) , el valor correspondiente de v (n-b.x.) es un ente-p 1 ' p 1 1 
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.» 4cx+l ro par y,por tanto, para cualquier valor de x.(mód p ) se 

tiene, al ser p=3(mód 4), (cf. lema 2.11 ) 

, ,2 2 ,2,2,. M l -1. 4a+l 
r 4a+l(n"blxl» <b2'b3>:) = (1+P > P 
P 

Por consiguiente, en este caso 

9p(n,<b^,b2,b3>) = (1+p"1). # 

Ob servacion. Si p|b, y pjb„, pjb„, entonces está claro que 

bj y b„ son invertibles modulo p , para todo t > 1. Si escri. 
• ^ t t 

bimos b.=b,p, también b, es invertible modulo p . Por tanto, 

2 2 2 2 
r t(n, <b1,b2,b3>) = r t(n, <p ,1,1>)i 
P P 

de ahora en adelante lo escribiremos con esta ultima notación, 

En el caso en que ( 
-2a 

JE E 
P 

) = 1 y v (n) = 2a, a > 1, la va 

loracion p-ádica de p (n-b,x.) puede no coincidir siempre 

con cero, si v (x.) = o-l. Determinamos a continuación el va-p 1 
2 

lor de 3 (n, <p ,1,1>), p^2, en este caso. 

Lema 3.11. Sea a > 1. Entonces el valor de r . .,(0, <1,1>) _ 4a+l 
P 

es: 

i) p , si p=3(mod 4), 

. . v _ - 4a+2 .v . 4a. . . 
íi) 2(p -1) + p (p+1) . _. , -, . N —*-E '- £ *-*• '- , si p=l(mod 4) 

p+1 
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Demostración. 

i) Si pE3(mod 4) e (y,z) una solución de 

v 2 , „2 _ . ̂ , 4a+l. 
Y + Z =0(mod p ), 

como ( ) = -1, resulta que v (y) > 2a+l, v (z) > 2a+l. Por 
p P P -

2a tanto, hay p posibilidades para Y y otras tantas para Z, 

así que el numero total de soluciones es p 

ii) Si p=l(m5d 4), además de las p soluciones citadas en 

el apartado i), existen otras: 

r. • «. i / \ 4a+l _ , 
Si z es tal que v (z)=i < , entonces cualquier so-

P 2 
lución y de 

Y + z = 0(mod p ), 

verifica v (y) = v (z). En efecto, de y +z = 0(môd p ) 

,. . 2 _ n . ~ . 2iN . 4a+l . v 
se obtiene y = 0(mod p ) por ser i< , o sea v (y)> i, 

2 P " 

y por simetría v (y) = v (z). 

De esto ultimo se deduce, dividiendo por p , que el níí 

mero de soluciones (y,z) de 
T 7 2 J ^ 2 - n / 'A 4CX + 1, . 

Y + Z = 0(mod p ) , 
4tx+l con v ( z ) = ±<— , c o i n c i d e con e l de s o l u c i o n e s ( y , z ) , con 

P 2 
v ( z ) = 0 , de 

P 
v 2 , 7 2 _ . , , . 4 a + l - 2 i N 

Y + Z = 0(mod p ) . 
E s t a ú l t i m a e c u a c i ó n e q u i v a l e a 

, 1 v . 2 _ i , - , 4 a + l - 2 i . ( - Y) = -1(mod p ) , 
z 

que tiene dos soluciones por ser PEl(mÓd 4), (cf. [24] §3.5.) 

Por tanto, hay 
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„ , 4a+l-2i. 
2 (p(p ) 

2 2 ,. 4a+l 
soluciones (y,z) de Y + Z = 0(mód p ) con la condición 

, v . 4a+l v (z ) = i < . 
p 2 

Resumiendo, si p H 1(mod 4 ) , el valor de r , .(0,<1,1>) 
P 

es : 

4a, 0. , 4a+l. , ,„ , 4a-lx . , w 4a-3. , , ,„ , N. p + 2(tf(p ) + if (p ) + (p(p ) +...+ <p(p)) 

„ , 4a+2 ,. , 4a; , n = 2 (p -1) + p (p+1) ^ # 

p+1 

-2a n 

Si (•*- ) = 1, entonces (cf. [24] §3.5 ) , resulta que 
P 

— 2c£ .. t 
p n es un cuadrado modulo p , para t > 1 : 

-2a _ 2. *A t. 
p n = a (mod p ). 

2 2 
tasemos añora ax caicuio oe v (a 

P 

p i 2 

2 2 t 
Pasemos ahora al cálculo de v (a -x ) módulo p , t > 1, p r -

Lema 3.12. Si pfa se verifica: 

+• - t 2 2 
i) El numero de elementos x, módulo p , p ^ 2, con v (a -x ) 

l<i<t, es 2(f(pt~:L). 

>. t 2 2 
ii) El numero de elementos x, módulo p , p # 2, con v (a -x ) 

t 0 t-1 es p - 2p 

Demostración. 

i) Observemos en primer lugar que si v (a-x)>0 entonces 

v (a+x)=0 y viceversa. En efecto, si v (a-x)= k>0, y 
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v (a+x)= h>0, tenemos para ciertos X,y. 

k h 

yp = a-x = -(a+x) + 2a = -Xp + 2a, 

de donde 2a = 0(mod p) , lo cual es absurdo. 

Por tanto, 

{x(mod p ) | v (a -x )=i} = {x(mod p ) | v (a-x)=i} 

U{x(môd pC) | v (a+x)=i}. 

Así que, por el lema 3.7 , el numero de elementos dis

tintos x (mod p ) con v (a -x ) = i, l<i<t»es 2<p(p ). 

ii) Por paso al complementario tenemos que el número de el 

-. t 2 2 
mentos x(mod p ) tales que v (a -x )=0 es: 

P*- 2 ¿ <Mp t - Í) = PC - 2p t _ 1. # 
i=l 

-2a 
Teorema 3.13. Sea v (n) = 2a, a > 1 y ( % - ) • 1. Se verif 

P P 
ca: 

i) Si p=3(mod 4), entonces 

, 2 . , v 7a+2 . a, a-1 „ v 
r 4a+1(

n» <P »1»1>) " P (P + P - 2 ) . 
P 

2 ii) Si p=l(mod 4), entonces el valor de r , .(n,<p ,1,1>) 
P 

es : 

, ,,s-l a+1/0 7a+2, 0 7a+l 7a ,0 . 4a+2, /0 ... 4a .. (p+1) p (3p + 2p - p (8a)p + (8a+4)p -4). 

Demostración. 

i) Es claro que 
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ha+1(n, <p ,1,1>) = I 2 2 

x(mod p ) P 

Es decir, estudiaremos la congruencia 

-.2^ „2 _ 2V2 . ̂ , 4a+l . Y + Z = n-p X (mod p ) 

2 2. 
Si v (x)=i, con 0<i<a-2, se tiene que v (n-p x ) = 2(i+l). 

Luego, vía el lema 2.11, se puede calcular su contribución fá

cilmente. 

Indiquemos ahora por v ( ,t) la aplicación inducida por 

v en TL /p TL , mediante 
P 

(°° si x = 0, 

v (x) si x í Ô, x un representante cualquie

ra de x. 

Ahora bien, v (x,4a+l)> a-1 es equivalente a 

2 2 v (n-p x , 4a+l) > 2a, y a su vez es equivalente a que x sea 

de la imagen del monomorfismo "multiplicar" por p de 

2 / P
3 a + 2 2 en 2Z/p 4 a + 1Z . 

lo p 

a-1 ^ ., 
Por tanto, podemos escribir x = p y con y único modu-

3a+2 

y, / P n\ i i*. ~2a _ 2, *, 4a+l. 
Puesto que ( x ) = 1 resulta que p n = a (mod p ), 
2 2 _ 2a, 2 2 W ^j 4a+l. , 2 2 . . , y n-p x = p (a -y ) (mod p ) , y v (n-p x , 4a+l ) puede cajL 

2 2 cularse a partir de v (a -y , 3a+2), en el sentido de que 

f 2a •+ v (a2-y2,3a+2), si v (a2-y2,3a+2) < 2a, 
v (n-p x ,4a+l)= \ p P -
P ? ? 

1 °° , si v (a -y ,3a+2) > 2a. 
Nos remitimos al lema 3.12 para el cálculo de 
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v (a -y , 3ct+2) . 

Ademas, se verifica : 

# {x(mod p 4 a + 1) | v (n-p2x2,4a+l) = i + 2a; i > 0} 

= # {y(mod p 3 a + 2) | v (a2-y2,3a+2) = i} 

Con todos estos datos podemos construir la siguiente 

tabla: 

n- de y's = n- de x's 2 2 v (a.-y ,3a+2) 2 2 v (n-p x ,4a+l 

3a+2 _ 3a+l 
P - 2p 

„ , 3a+l. 
2 (p ) 

2 <P ) 

• 

o / a+2. 2 (p ) 

0 

1 

2 

• 

2a 

2a 

2a+l 

2a+2 

• 

4a 

0 a+1 2p . 

2a+l 

(4o+l=)«> 

00 

• 

00 

Entonces el valor de r , .(n,<p ,1,1>), si p=3(m6d 4), 
P 

es: 
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4ot+l . . , - 1 . . . 4 a + l . , . 4 a . , , „ , 3 a + 3 . , 
p (1+p ) (<p(p ) + ( f ( p ) + . . . + <f(p ) + 

, , 3a+2 „ 3 a + l . , „ . 3 a . , „ , 3 a - 2 . , 
+ (P - 2p ) + 2q>(p ) + 2(f(p ) + . . . 

. . . + 2<f>(p ) ) + 2p p 

7 a + 2 . a , a - 1 ~. 
• P (P + P - 2 ) . 

ii) Sea ahora pEl(môd 4). Si v (x)=i, con 0<i<a-2, basta 

aplicar el lema 2.11 para obtener su contribución en el cal

culo de r [a+l(n, <p ,1,1>) 

Si v (x) > a-1, obtenemos la misma tabla de valores que 
p 

en el apartado i). Pero cada uno de ellos se ha de multipli

car por su valor correspondiente, dado en los lemas 2.11 y 

3.12. Así que si p=l(mod 4), se tiene que el valor de 

2 
r 4a+l(n» < p >1»1>) e s : 
p 

,. -1. 4a+l ,„ , 4a+l. , _ , 4a. , , ,_ , . , 3a+3. , (1-p ) p (3<f(p ) + 5tp(p ) + ... + (2a-l) <p (p ) + 

_L /"> .i \ f 3a+2 _ 3a+l. , 0/,0 ,„. in , 3a+l. + (2a+l)(p - 2p ) + 2(2a+2) ̂ (p ) + 

+ 2(2a+3) if (p3a) + + 2(4a+l) <Ç (pa+2)) + 

L, 0 , 4a+2 . . , 4a ... . 
+ 2p ( (p - 1) + P (p+D j 

p+1 

. 11N-1 a+l/o 7a+2^ . 7a+l 7a _ 4a+2^ ta ,.. 4a ., „ (p+1) p (3p + 2p - P - 8ap + (8a+4) p - 4)- # 

Recordando que si v (n) = 2a , entonces 
P 

* / 2 i i-\ -2(4a+l) , 2 . , . 9 (n, <p ,1,1>) = p 'r 4 a + 1(n, <p ,1,1>), 
v P 

obtenemos el siguiente 
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Corolario 3.14. Sea v (n) = 2a, a > 1, y ( 

ees : 

i) Si p = 3 (mod 4), 

-2a 
£ 2. ) = 1. Enton 

3p(n, <p
2,l,l>) = p"a(pa+pa_1-2) . 

2 ii) Si p=l(mod 4), entonces 3 (n, <p ,1,1>) vale: 

i ^\~Y -(7a+l),, 7a+2^ _ 7a+l 7a ,Q x 4a+2^ fQ .. s 4a .. (p+1) p (3p + 2p - p (8a) p + (8a+4)p - 4) 

Está claro ahora que para obtener el valor de 

2 2 2 
r(n,gen <b.,b2,b_>) basta sustituir en la formula del "Haup^ 

satz" de Siegel los valores de las densidades p-ádicas que 

hemos obtenido. 

2 2 2 §4. Cálculo de r(n,gen <b.,b2,2 >) en el caso n par 

En todo este párrafo n designará un entero positivo par 

tal que k\n. 

La única diferencia con el caso impar viene dada por el 

cálculo de 9 y 3 0 . 

Por el lema 2.10 se tiene 

9 9 9 T , 1 / 2 J l 1 

3 „ ( n , < b 1 , b 2 , 2 >) = 
2 b 1 b 2 r ( 3 / 2 ) 
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El calculo de 

2 2 2 -10 2 2 2 
92(n, <b^,b2,2 >) = 2

 i U r 5 (n, <bj,b^,2 >) 
se simplifica 

gracias a la siguiente 

Proposición 3.15. Si n es par y 4fn,entonces si k>3, resul

ta que 

r k + 1(n, <b1,b2,2 >) = 2 r k(n, <b1,b2,2 >). 

Demostración. Paralela a la proposición 3.2, teniendo en cue_n 

ta que b1 ,b„ son unitarios en ¡Z / 2 2 , para todo k. # 

2 2 2 
Corolario 3.16. Si n=2,6(môd 8), entonces 3„(n, <b1,b»,2 >)=1 

Demostración. Por la proposición precedente se tiene que 

r (n, <b.,b„,2 >) 
9 9 9 9 

92(n, <bJ,b^,2Z>) = -s = 1. # 

Sustituyendo por los valores hallados de 3„ y 3m, y pr£ 

cediendo como en el teorema 3.9 , se obtiene el siguiente 

Teorema 3.17.Sin=2,6(mód 8) y n es libre de cuadrados respe^ 

to de sus divisores primos congruentes con 1 módulo 4, se ve-

rifica: 

r*(n,gen <b*,b2,22>) = £ n 1 / 2 L(l,X_4n) n 2(l+p)_1 

ir P|b1b2 
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§5. Expresión de G.(n) mediante densidades p-ádicas 

Sea n í 0,4,7(mód 8); por comodidad escribiremos 

S.(n) 
S'.(n) = — 

r (n,I3) 

para i = 1,2,3. Tenemos la siguiente 

Proposición 3.18. Sea n i 0,4,7(mód 8). Entonces 

I i) s;(n) = 3 ¿ _ - »(a) H V ' <a •1'1>) 

i1 r | p 3 (n,I,) 
a¿l P 

ii) S¿(n) = 2 ) - y(b1 
3p(nd~

2, <b2,b2,l>) 
b2) n 

a±|n
 plala2 p 3 p ( n ' I 3 ) 

-2 2 2 2 
9p(nd \ <b^,b2,b^>) 

iii) S^(n) - ¿ - y(b1b2b3) n 
ai|n pjaia2a3 p 3p(n,I3) 

a.*l 
i 

en donde a1, a„ y a- son libres de cuadrados. 

Demostración. Basta tener en cuenta la definición de S.(n), 
. x ' 

i = 1,2,3 y que, según los cálculos precedentes, si p \ a a 2 a 3 

es : 

3 p(nd"
2, < b 2 , b 2 , b 2 > ) = 3 ( n , I 3 ) . 

Así como que 
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-2 2 2 2 
9œ(nd , <b1,b2,b3>) 

9œ(n,I3) Plaia2a3 p 

La proposición precedente nos permite ZX.t2.nde.t1 las expr¿ 

siones S', (n) a enteros n = 7 (mod 8), no repr esentables, por 

tanto, como suma de tres cuadrados. 

Def inición. Si n = 7(mod 8), entonces 

- y(a) n -E 
3 (n, <a , 1 , 1>) 

a l n 

35*1 

p|a p 9p(n,I3) 

V 3 (nd 2, <b?,b*l>) 
S2(n):= 3 ) y(bxb2) n -E í , 

aTJn P|a1a2 p 3p(n,I3) 

'!+' 
S3(n): = / _ - p(bxb2b3) n 

a. I n 

-2 2 2 2 
3 (nd , <b1,b2,b3>) 

a.yi 

P'aia2a3 P 3p^n'I3^ 

Estas definiciones son posibles debido que al ser n im

par y p 5E 2 siempre se verifica que 3 (n,I„) ^ 0, aunque 
P -̂  

r(n,I3) = 0. 

Ahora podemos definir G.(n) para estos enteros n = 7(mod 8) 

del siguiente modo: 

Gj(n):= S^(n), 

G^(n):= S2(n) - 2 Sj (n), 
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G3(n): = S^n) - S2(n) + S3(n) . 

§6. Formulas recurrentes para G.(n) 

En este párrafo se van a hallar formulas recurrentes 

para G.(n), i = 1,2,3, n $ 0,4(8), en función de cocientes 

de densidades p-ádicas. 

Sea n un entero no divisible por un primo p. Á fin de 

et relacionar G.(np ) con G.(n) introducimos los siguientes 
l i 

conceptos : 

Definición. Sea npa £ 0,4,7(mód 8) y n £ 0,4,7(mod 8). 

i) Si a.|np , p|a. para exactamente un i y d = d(a.,a7,a_) 

(cf.§6 Cap.II), entonces el cociente 
-1 

, t aj-2 -2 ,2 ,2.. , , ,-2 .2 -2 ,2 ,2 A 
/r(np d , gen < b 1>

b
2»

b3 >\ / r ( n d » 8 e n < bi^ »b
2'

b3>) 

^ r(npa,I3) / \ r(n,I3) 

lo designamos por 31 (n,o)» en donde pj'd y p|b. para exacta

mente un i, que hemos supuesto i • 1. 

Si n - 1, escribiremos 

9'(a): = 3'(l,a) . 

ii) Si a.|npa y p|a. para exactamente 2 ô 3 índices, enton

ces pId(a.,a9,a.) y si llamamos l'~2'~3 

d: = d(p~ a.,p a„,a-) 

d: = d(p ax,p a2,p a3) 
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según el caso, entonces el cociente 
-1 

' . a-2,-2 n ,2 v2 , 2 NX , , ,-2 ,2 ,2 v2 N 
r(np d , gen < b 1»

b
2'

b3 >^\ / r ( n d » § e n <t>i»b2,b3>^ 

r(npa,I3) / \ r(n,I3) 

lo designamos por 3'(n,a), en donde p|d y p|b., para i=l,2,3 

P 

Si n = 1, escribiremos 

9*2(a): = 9'2(l,a) . 

Lema 3.19. Sea p un primo y n, np £ 0,4,7(mod 8). Se tien« 

i) Si p|d y pj'b. , para i = 1,2,3, entonces 

r(npad~ , gen <b1,b2,b;}>) r(nd" , gen <b1,b2,b3>) 
— — — — — — — — — — — _ — — _ — _ — — — — _ _______________________________ ^ 

r ( n p a , I 3 ) r ( n , I 3 ) 

i i ) Si p (d y p f b . p a r a e x a c t a m e n t e un i , e n t o n c e s 

9 ^ ( n p a d ' 2 , <b2
ltb

2
2,b

2
3>) 

9' (n,a) = -£ 
v p 3p(np ,I3) 

iii) Si pj'd y pfb. para i = 1,2,3, entonce! 

a , a-2,-2 2 ,2 .2 . 
í'2(n,a) =

 3 p ( n p d »<WV> # 
p p 3p(np

a,I3) 

Demostración. 

i) Basta comprobar, aplicando los resultados de los párra

fos precedentes, que los cocientes de densidades coinciden 

en ambos términos, 

ii) y iii) Basta aplicar las definiciones de 3'(n,a) y 

3'(n,a). El factor 1/p proviene del cociente de las densida_ 
P 
des del infinito. 
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Proposición 3.20. Sean n,npa^ 0,4,7(mod 8) y pĵ n, entonces 

i) 3¿(n,a) = 
3 (np", <p ,1,1>) 

ii) 3'2(n,a) 

P 3P(P
U,I3) 

3p^ a" 2' I3> 

P 3 p<P
a>V 

Demostración, 

i) Si pfd y p|b. para exactamente un i, por ejemplo i = 1, 

entonces está claro que b„ y b„ son invertibles módulo p 

y si escribimos b. = p bj, también b! es invertible modulo 

2 c t + 1 , -p . Por tanto, 

3 (npad~ , <b1,b2,b3>) 3 (npa, <p ,1,1>) 
3'(n,ct) » —* = —E , 

P 9p(
nP »I3) P 9 p(

nP >I
3) 

ct ct 
y como 3 (np , L ) = 3 (p ,1-)» para todo n > 1, resulta que 

¡J -J ¡J -J 

3 (np , <p ,1,1>) 
3'(n,a) =-2 . 

P 9p(p
a,I3) 

ii) Si pfd y pfb., para i = 1,2,3, entonces todos los b. 

son invertibles modulo p y resulta que 

3'2(n,o) = 

. , a-2,-2 , 2 , 2 , 2 , . , a-2 T x 3 (np d , <b1,b2,b3>)
 9

p(
nP » I3 ) 

p 3p(np ,I3) P 9p(np
a,I3) 

y claramente, por tratarse de I_, este ultimo cociente coiji 

cide con 

- 79 -



Vpa"2»V 
p 3p(p

a,I3) 

Esta proposición justifica la notación 3'(n,a), 3'_(n,a), 
P P 

ya que su valor no depende de b, , b„, b„, sino sólo de sus 

valoraciones en p. 

Observaciones. 

i) Como B'^Cn.a) no depende de n, podemos escribir, para 
P 

todo n > 1. 

3'2(n,cx) = 3'2(a). 

ii) En el caso en que el exponente de p sea impar, por la 

proposición 3.8, resulta que también podemos escribir 

8'(n,2a+l) - 3' (2a+l) 
P P 

para todo n > 1. 

Así sólo escribiremos 3'(n,2a) en el caso en que el exp£ 

nente de p sea par y distinguiendo según sea ( — ) = -1 ó 

(£.) = !. 

Convendrá extender también los valores 3'(n,a), 
P 

al caso en que np = 7(mód 8). Se definen 

3 (npa, <p ,1,1>) 
3¿(n,a) = -2 , 

3'2(a), 

P 3 (P »I3) 
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3p(p
a"2,I3) 

3'2(a) = -2 2_ 
p ^ , a 

P 3 (P ,I3) 

en donde 3 (p ,I_) í 0 ya que p # 2 

La obtención de las formulas recurrentes para G.(n), 

i = 1,2,3, resultará de las formulas recurrentes para las 

correspondientes sumas auxiliares, que se dan en el siguie 

te 

Teorema 3.21. Sea n un entero positivo impar. Y sea p un p 

mo tal que p^n. Entonces para todo entero o > 1 se vérifie 

i) S{(npa) = Sj(n) + 3»(n,a)(3 - Sj(n)), 

ii) S¿(npa) = Sj(n) + 3¿(n,a)(Sj(n) - Sj(n)) 

+ 3'2(n,o)(3 - Sj(n) + S¿(n))f 

P 
iii) S^(npa) = S3(n) + 3¿(n,ct)(S¿(n) - 3S£(n)) 

+ 3'2(n,a)(l - S2(n) + 2S£(n)). 

Demostración, 

i) Recordemos que 

S{(npa) = 3 > -
a | n p 

M ( a ) n 

l # a 

3 (npa, <a ,1,1>) 

a 
q|a q 3 (np ,I3) 

en este caso designamos por q los divisores primos de a, 
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Entonces podemos escribir 

9q(np
a
> <a2

>l,l>) 
S,' (npu) = 3 ¿__ - y(a) n 

(1) qla q 9 (n,I„) 

+ 3 Y~ - u (a) n 

^ / o 2 , , . 
3 (np , <a ,1,1>) 

(2) q|a q 3 (n,I3) 

estando sujeto el sumatorio (1) a las condiciones: 

a | np , a 5E 1 , con (a,p) = 1. 

Y el sumatorio (2) a las condiciones: 

a|np , a 4 1 y p|a. 

Por el lema 3.19 se obtiene 

r 3 (np , <a ,1,1>) 
- V(a) n -3 

(1) q|a q 9 (n,I3) 
= Sj(n), 

a 2 r 3 (np , <a , 1 , 1>) 
- y(a) n -3 : = 9 ' (n , a ) (3-SJ (n) ) 

(2) q|a q 9q(n,I3)
 P 

Por tanto, 

a, S¡(np") = Sj(n) + 9¿(n,a)(3-S¿(n)). 

ii) Podemos descomponer 

Sj(npa) = 3 Z -,—a ^(blb2> , 
a.|np q|aia 

a^l 

n 
1**2 

r, / Ö J - 2 , 2 . 2 , v 

3q(np d , <b1,b2,l>) 

q 9 (n,I3) 

en tres sumatorios, 

a i i n p 

a-. + l 

(1) (2) (3) 
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en donde el sumatorio (1) está sujeto a las condiciones 

a.|np , a . ^ 1 y (a.,p) = 1, para i = 1,2. De donde pfd y 

p|b i, i = 1,2,3. 

El sumatorio (2) está sujeto a las condiciones: 

a.|np , a. 4 1 y p|a. para exactamente un i. Por tanto, 

pjd y p|b. para exactamente un i. 

El sumatorio (3) está sujeto a: a. |np , a.^1, p|a y 

p|a„. Por tanto p|d y pfb., i = 1,2. 

Entonces por el lema 3.19 se tiene que 

^ — an ( nP d » <bi»b9,l>) 

3 ¿_ y ( b 1 b 2 ) n - 3 — á = s ^ ( n ) . 
( 1 ) q | a

1
a 2 q 3 q ( n ' I 3 ^ 

En e l s e g u n d o s u m a t o r i o s i p d i v i d e a a . p u e d e o c u r r i r 

q u e a . = p 6 b i e n a . = p a í , con (a1. , p ) = 1 , p a r a e x a c t a m e r i 

t e un i , i = 1 , 2 . En e l p r i m e r c a s o l a c o n t r i b u c i ó n en 3 
( 2 ) 

e s , o t r a v e z p o r e l l ema 3 . 1 9 , 2 3 ' ( n , a ) S j ( n ) y en e l s e 

g u n d o e s : - 2 9 ' ( n , a ) S » ( n ) ; en d o n d e e l c o e f i c i e n t e 2 p r o v i ^ 

ne d e q u e p p u e d e d i v i d i r a a1 ó a„ (6 l o que e s l o mismo 
1 2 

a b 1 6 b _ ) . A s í q u e 

„ , a , - 2 , 2 , 2 . » 
r — 3

n ( n p d ' < b i > b 9 » 1 > ) 
Z _ U ( b ^ ^ TI - 3 i i-3 / U ( b 1 b 2 ) n 

C2) q l a i a 2 q 3 q ( n ' I 3 ) 

= 2 3 ' ( n , a ) ( S ! ( n ) - S l ( n ) ) . 
p 1 2 

P o r ú l t i m o , en e l t e r c e r s u m a t o r i o h a y que d i s t i n g u i r 

s e g ú n s e a 

& 1 = a 2 = p 
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i, = p, a_ = pa' con (a'p) = 1, a W 1 ó viceversa; 

i± = paj con (a^,p) = 1 , aj ^ 1 , para i = 1,2 . 

Por tanto, teniendo en cuenta el lema 3.19 se obtiene 

3 Yl v<v2) 
(3) q|a,a 1 2 

9q(np
ad"2, <b^,b2,l>) 

q 9q(np
a,I3) 

= 9'2(n,a)(3 - 2 Sj(n) + S¿(n)). 

Sumando estos resultados queda probado ii) 

iii) Descompongamos 

S^(npa) - Z. 
ai|np 

a.#l 

"a - ^ b l b 2 b 3 ) 

- , a,-2 ,2 ,2 ,2 . 3 (np d , <b ,b ,b >) 
n -3 ± — ± — £ — 

q|aLa2a3 q 8 (npa,I3) 

en tres sumatorios, 

xz - n * n * n 
a±|np 

a^l 

(1) (2) (3) 

con el sumatorio (1) sujeto a las condiciones: a.|np , a.^1 y 

(a.,p)=l para i=l,2,3. De donde p|d y (b.,p)=l, para i=l,2,3. 

El sumatorio (2) está sujeto a las condiciones: a. |np , 

a.^1 y p|a. para exactamente un i, i = l,2. De donde pj'd y p|b. 

para exactamente un i. 

El sumatorio (3) está sujeto a las condiciones: a.jnp , 

a.fíl y p divide a 2 ô 3 a.. De lo que se deduce que p|d y p|b. 

i=l,2,3. 

Aplicando el lema 3.19 y procediendo exactamente igual 
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como en los apartados anteriores resulta 

H - y(b1b2b3) 
(i) 

9 (npad 2, <b2,b2 b2>) 

_J _ i í á = s^(n) 
q'ala2a3 q 9q ( n p f I3^ 

Y! - y(b b b ) 
, r> \ i. L O 

n 
la2"3 

3 <npad , <b1,b2,b3>) 

(2) " q|aiaoa, q 3 (np",I-) 

= 3¿(n,a) (S2(n) - 3S^(n)) 

(3) J 

. , a,-2 ,2 ,2 ,2 . 3 (np d , <b,,b9,b_>) 
n -3 __J—2 3 

qlala2a3 q 3
q(

nPa»I
3) 

3'2(n,a) (1-S2(n) + 2S^(n)) 

Al sumar estas expresiones se obtiene iii) 

Las relaciones (cf. Cap. III §5 ) 

G^np") = S3(np
a), 

G2(np
a) = S2(np

a) - 2S^(nV
a), 

G3(np
a) = Sj(npa) - S2(np

a) + S^(npa), 

junco con el teorema 3.21 nos permiten obtener la formula re

currente para el termino principal, dada en el siguiente 

Teorema 3.22. Sea n un entero positivo impar y p un primo tal 

que p|n. Entonces para todo entero ot > 1 se verifica que 

i) GjCnp01) = Gx(n) + 3p (n, a) (G2 (n) - G^n)) + 

+ 3'2(n,a)(1-G2(n)), 
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iij G2(np°
l) = G2(n) + 2 3^ (n, a) (G3 (n) - G2(n)) + 

+ 3'2(n,a)(l + G2(n) - 2G3(n)), 
P 

iii) G3(np
a) = G3(n) + (33'(n,a) - 23'2(n,a)) (1-G3(n)). 

P P 

Corolario 3.23. En el caso particular en que n = 1 se obtie

ne : 

GjCp") - 3'2(a), 
P 

G2(p
a) = 3'2(cO, 

P 

G3(p
a) = 33»(o) - 23*2(o). 

P P 

Pasamos a continuación a la obtención de las fórmulas r 

currentes en el caso par. Como sólo nos interesan enteros pa 

res no divisibles por 4, sólo calcularemos G.(n2), i-1,2. Se 

tiene el siguiente 

Teorema 3.24. Sea n un entero impar. Entonces 

i) S2(2n) - S2(n) + 3¿(l)(Sj(n) - S¿(n)). 

ii) S^(2n) = S3(n) + 32(l)(S¿(n) - 3Sj(n)). 

Demostración. Basta tener en cuenta las definiciones de S'. , 

i=l,2; que 3'-(l)=0 y proceder como en el teorema 3.21. # 
2 

Aplicando el teorema precedente obtenemos el siguiente 
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Corolario 3.25. Sea n un entero impar. Entonces 

i) 61(2n) = Gjdi) + 8¿(l)(G2(n) - G^n)), 

ii) G2(2n) = G2(n) + 23¿(l)(G3(n) - G2(n)) 

§7. Expresión de G.(n) mediante densidades p-ádicas 

Recordemos (cf. Cap. II §6 ) que si n i 0,4,7(mod 8) es 

un entero libre de cuadrados respecto de sus factores primos 

congruentes con 1 modulo 4, entonces £.(n,3) se puede estudiar, 

si es impar, mediante las funciones 

G1(n). = S3 (n), 

G*(n) = S*'(n) - 2S* (n), 

* *' *' * » 
G3(n) = Sj_ (n) - S2 (n) + S3 (n) . 

Y si es par mediante 

G*(n) - S* (n), 

G*(n) - S*'(n) - S*'(n), 

en donde 

S*(n) 
Si(n):= -i 

r(n,I3) 

Caso n impar, n j 7(mod 8). 

Por el teorema 3.9 sabemos que en este caso 
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*/ 2 2 2 . A(n) 1/2 . . . N n - ,. . %-l 
r (n.gen o ^ a ^ a ^ ) = n L(l,x_4n> n 2(l+p) 

ir p|a 1a 2a 3 

Por tanto, se obtiene 

*' 
Sx (n) = 3 

l<a m 

- y(a) H 2(l+p) _ 1, 
p|a 

* » 
S 2 (n) = 3 

1<ai|m 

(a.,a.)=l 

y(a1a2) n 2(l+p)' 1, 

Pl a
1
a2 

*' , 
S3 (n) - I 

l<a m 
i ' 

(a.,a.)=l 
i J 

- v(a &2* ) n 2(l+p) , 

P i ai a2 a3 

1 siendo n = m t , con m = p, .. . p , t = q . . . . q s , p. = 1 (mod 4) 
L L J. S I 

y q. = 3(mod 4 ) . 

Caso n par, n ¿ 0,4(m6d 8) 

Por el teorema 3.17 sabemos que 

(n.gen <aj,a^,22>) = - n 1 / 2 L(l,x_4n) ü 2(l+p) _ 1 

ir p|a 1a 2 

Por tanto, se verifica 

*' Z Z - P(a) n 2(l+p) 1
9 S2 (n) - 2 

1 < a | m. p | p a 

S3 (n) - I 
l<a . Im 

i ' 
(a1,a2)=l 

y( a ia 2) n 2(l+p) _ 1 , 
p l a l a 2 

siendo n = 2mt; m y t como antes 
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§8. Formulas exactas para G.(n) en el caso n impar 

En este párrafo n designará un entero impar n 4 7(mod 8), 

libre de cuadrados respecto de sus factores primos congruen

tes con 1 modulo 4. Escribiremos n « mt, con 

m = PJ^'-PJ. » P¿ = 1 (mod 4); 

t = q 1 * . . . q , q . = 3(mod 4) 

Definición. Sea x. = 2(l+p.) , 1 < i < r. Designaremos por 

P = Pj (m), j = 1,2,3, a 

r 
p - n (i - jx ), 
J i=i 1 

para j = 1,2,3. 

Teorema 3.26. Sea n % 7(mod 8) un entero impar libre de cua

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 mo

dulo 4. Se satisface: 

G*(n) = S*'(n) - 1 - 3PX + 3P2 - Pß 

Demostración. Por el teorema 3.9 se tiene que 

G*(n) I 
1< a . |m 

(ai,aj)=l 

- y(a1a2a3) 2(l+p)'1. 
p l a l a 2 a 3 

Para evaluar esta suma agrupamos previamente todos aque

llos sumandos que difieren entre sí por una permutación de 
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a.., a„, a~ y que, por tanto, son iguales. 

Tenemos : 

n -3. i: . 
Ka i|m (1) 
(a. ,a.) = l 

i J 

en donde el sumatorio (1), que indica un modo de seleccionar 

un representante de cada familia de las ternas anteriores, es^ 

tá sujeto a las condiciones: 

a±|m, i « 1,2,3; 

iü(a.) > u)(a2) > o)(a3) > 1; 

si ü)(a.) = tü(a_), entonces a.. > a2; 

si tü(a2) = u>(a~), entonces a„ > a~; 

m.c.d. (a . ,a. ) = 1, i # j. 

Aquí como es usual ui(n) designa el numero de factores primos 

de un entero positivo n. 

Si escribimos w(a.) = k., i = 1,2,3, con k = k.+k.+k- y 

i i > > > 1 2 3 

3 < k < r , podemos e s c r i b i r 

r 
G^n) = 3! J~ (-l)k+1 2k H H <l+p T 1 , 

1 k=3 ( 2 ) ( 3 ) 1 J 

estando el sumatorio (2) sujeto a las condiciones: 

K 1 T Krt "T k« = ^ > 

kx > k2 > k3 > 1 ; 

si k. = k„ entonces a. > a„; 

Si k_ = k_ entonces a„ > a„; 

y en donde el sumatorio (3) está extendido a todas las posibi 
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lidades de escoger 3 subconjuntos disjuntos de {p.,...p } de 

cardinales respectivos k, , k„ y k„ pero ésto equivale a: 

1) extraer de todas las formas posibles k primos de {p ,...p }, 

y luego 

2) repartir estos k primos escogidos de todas las maneras dij> 

tintas posibles en subconjuntos de k ,k„ y k primos. Por tail 

to podemos escribir el sumatorio (3) de la siguiente forma 

¿ _ n (1+p..)"1 = Z _ ¿ _ n (1+p ) _ 1 , 
(3) j = l 1J c£ (4) j=l 1J 

con indicando que se tiene que sumar respecto a todas 
Ck 

las combinaciones 6 subconjuntos de k elementos de 

{p,,...,p }, y el sumatorio (4) que se tiene que sumar tan

tas veces como modos distintos haya de repartir k primos en 

3 subconjuntos de k,, k„ y k- elementos respectivamente. 
k L 

Como n (1+p..) no depende del reparto de los k pri-
j=l 1J 

mos , t enemos 

Z _ ¿ _ n ( i+p. ,)_ 1= ( ¿ _ n ( í+p. . )" 1) ( L_ i ) , 
c]f (4) j = i 1J c£ j = i 1J (4) 

y ¿_ 1 es fácil de evaluar: los k primos escogidos se pue-
(4) 

den permutar de k! formas; ahora bien, cada elección de k1 

primos es la misma que la de éstos k. elementos permutados 

y lo mismo sucede con los k_ y k~ restantes. 

Por tanto, 
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E k.» 
i = 

( 4 ) k o : k Ï k 2 : k 3 : 

en donde k indica el numero de igualdades que hay en 

k. > k„ > k„ más una unidad. 

io que 2 y 2 Como por otra parte es obvio que ¿ y L permutan, 
(2) Crk 

lo que tenemos que calcular, es, pues, 

t("D k + 1 2k YZ Tí (1+p..)"1 H ' . 
k=3 cf j = l 1J (2) k I k, .» k * k * 

k o 1 2 3 

Abreviaremos el ultimo sumatorio poniendo 

2 _ ; ; ; = J3(k), 

o 1 2 3 

cuyo valor calcularemos después. 

Como, por otra parte, 

Z _ n (1+p T 1 - o. ((1+p,)"1,.'..,(1+p)"1), 
cr j = 1 13 k 1 

en donde a, (X,,...,X ) es el k-ésimo polinomio simétrico el 

mental, esto es, 

I o\ (X, , . . . ,X ) - / X. ... X. . 
R L r l<i.<...<i.<r. 1 k 

- 1- - k-
la suma anterior queda pues en la forma 

G*(n) - 31 ^ (-Dk+1 2 k j3(k) ak ((l+p^'^-.-.d+Pj.)"
1). 

k=3 

Antes de proseguir con la demostración del teorema pro 

cedemos al cálculo que j,(k), cuyo valor viene dado en el s 
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guíente 

Lema 3.27. jo(k) = - (3k_1 - 2 k + 1) 
2 

Demostración. En la formula de Leibniz 

k'. k, k„ k. 
(X+Y+Z)k = ¿_ X l Y 2 Z 3, 

k1,k2,k3>0 

tomemos X = Y = Z = 1. Separemos en esta suma los sumandos 

en los que aparece el valor cero para alguno 6 algunos de 

los índices k,, k„, k~: 

Si solo un índice es cero, por ejemplo k, = 0, los sumandos 

correspondientes suman 

k» ^ -
) - 2 - 2 . xz - ^ -n (ï 

k„+k„=k k „ ! k J i - 1 k2 3 fc 2 ' 3 
k 2 , k 3 > 0 

Además, como dos ceros exactamente aparecen solo en tres su

mandos, cada uno de los cuales vale 1, tenemos que 

3 k = ¿ + 3(2k-2) + 3 

k1,k2,k3>0 

I k' 
,k + 3(2-1). 

k.+k2+k3=k kr! k2! k3! 

k1,k2,k3>0 

Ahora bien, todas las ternas (k.,k2,k_) con k.+k2+k„=k, 

pueden obtenerse por permutaciones de las sujetas a cualquijí 
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ra de las condiciones siguientes: 

i) k1 > k2 > k3 , 

ii) k, » k. i k_ (6 lo que es equivalente, k. = k„ > k_ ó 

kl > k2 = k 3 ) ' 

iii) k1 = k_ = k„ , si las hay. 

Como cada terna del primer tipo por permutaciones da l_u 

gar a 31 ternas, cada una del segundo a 31 /2 ï y cada una del 

tercero a 31/31= 1, resulta que podemos escribir 

k! 
3 k = 3: I + 3 

«C 1 i" J¡C « *"K « "~• IC K. « * K Ä » K A « 

k >k_>k >0 

I k! 

0 k1=k25
tk3>0 

+ 3! I k¡ 
+ 3(2-1) 

K. 1 ™T* K. A ' K Q «V J • K -. • K A • is. « • 

k1=k2=k3>o 

:. I k!. 
+ 3(2-1) 

1 2 3 o 1 2 3 
k >k_>k3>0 

= 3! j3(k) + 3(2*-l). 

Por tanto, 

j,(k) - - (3k * - 2 k + 1) 
J 2 

Prosigamos con la demostración del teorema. Sustituyen

do jo(k) por su valor resulta que 
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G*(n) = 3 
k=3 

(-Dk+1 j3(k) ok(2(l+Pl)
 1,..., 2(l+pr)

_1) 

= 31 { i H(-Dk 1 a.(6(l+p ) 1,..., 6(1+Pr)"
1) 

6 k=3 K i r 

-- 5Z(-1>k+1 a.(4(l+p.) 1 , . . · , 4(l+p ) l) 
2 k=3 

+ ~ ¿ _ ( - D k + 1 o.(2(l+p ) 1 2(l+pr)
 l)} (*) 

2 k=3 K i r 

Los últimos términos se pueden transformar mediante 

r 2j 
P = n (1 ) 
J i=l 1+P. 

i 

= 1-2j 01((l+p1)"
1 (l+Pr)

_1) + (2j)
2 ̂ ((l+pj)"1....^^)'1) + 

-1 -1 + ... + (-l)r (2 ) r a k((l+ P l)
- i U+P r) ); 

Y k 

es decir para j=l,2,3 se obtiene 

k = 3 , . . . , ) 
1+Pj_ 1+Pr 

- 1-2.1 

__ M.  

3 IZd+Pi)" 1 + (2j)2 JZ1 (1+P,-)"1 d + P 0)
- 1 - P,. 

i = l l<i<£<r 

Sustituyendo este valor en (*) se obtiene el resultado 

deseado : 

G*(n) - 3! { - - - P. + - P? - - P,} 
1 6 2 x 2 6 J 

- 1 - 3P1 + 3P2 - P3 
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Procedemos a continuación a evaluar G„(n) 

Teorema 3.28. Sea n i 7(mod 8) un entero impar libre de cua

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 mo

dulo 4. Entonces: 

i) S*'(n) = 3 - 6P1 + 3P2, 

ii) G2(n) = 1 - 3P2 + 2P . 

Demostración. 

i) El teorema 3.9 permite escribir: 

sj'(n) - 3 / y< ai a2 } n Zd+p)* 1. 
l<a¡|» P|aia2 

(ax,a2)=l 

Para evaluar esta suma agrupamos previamente todos aque

llos sumandos que difieren entre sí por una permutación de 

ai y ao Y que, por tanto, son iguales. 

Tenemos : 

n -*i 
l<a7[m (1) 

(a1,a2)=l 

en donde el sumatorio (1), que indica un modo de seleccionar 

un representante de cada familia de las parejas anteriores, 

está sujeto a las condiciones: 
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a¿ ¡m, i = 1,2; 

wUj) > u(a2) > 1; 

si ü)(a,) = w(a_) entonces a. > a„; 

( a ^ a ^ = 1. 

Si escribimos w(a.) = k., i = 1,2, con k 
1 x 

2 < k < r; se tiene que 

kx + k2 y 

S*'(n) = 3 '• ü (-i>k E H 
k=2 

n 2(l+p ) - 1 , 
(2) (3) j-1 1J 

estando sujeto el sumatorio (2) a las condiciones 

K. - i K. e\ "™* K. y 

kl > k2 - 1; 

si k, = k„ entonces a1 > a_; 

(a1,32) - 1. 

El sumatorio (3) está extendido a todas las posibilida

des de escoger 2 subconjuntos disjuntos de {p. p } de 

cardinales respectivos k. y k2- Procediendo igual que en el 

teorema 3.26 se obtiene que este tercer sumatorio se puede 

escribir de la siguiente forma 

• " • — — H ^ H . 

^ n (í+p ) - \ 

cT
k (4) j-i 1J 

con el sumatorio (4) indicando que se tiene que sumar tantas 

veces como modos distintos haya de repartir k primos en dos 

subconjuntos disjuntos de k1 y k„ elementos. 

k -1 
Como n (1+p..) no depende del reparto de los k pri-

3 = 1 XJ 
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mos, se t i e n e 

k - 1 ' ¿Z n (1+p,.,)"1) ( YZ 1), n ( i + p . . ) =( . . . . 
C* ( 4 ) j - 1 1 J C* j - 1 1 J ( 4 ) 

y escribimos 

k! 
• E j?(k): = Z _ 1 = , 

(4 ) k o í k x ! k 2 : 

en donde k indica el numero de igualdades que hay en k^k-, 

más una unidad. 

Como por otra parte, es obvio que Z y L se pueden 

(2) C£ 
permutar, se tiene que procediendo como en el teorema 3.26 

r 
S*'(n) = 3! 2 _ ("l)k o. (2(l+p ) - 1 , . . . , 2(l+p )_1) j (k). 

¿ k=2 k L r 2 

Procediendo análogamente al lema 3.27 se obtiene 

j2(k) = 2
k _ 1 - 1. 

Por tanto, 

r 

S*'(n) = 3Ï/2 YZ (-Dk o, (4(l+p ) _ 1 4(l+p )_1) 
¿ k=2 k • i r 

r 

- 3! Yl (-Dk o. (2(l+p ) _ 1 2(l+p )-1) 
k=2 k 1 r 

= 3 - 6P + 3P2. 

ii) G*(n) = S*'(n) - 2S*'(n) - 3 - 6PX + 3P2 -

- 2 + 6P - 6P2 + 2P3 

- 1 - 3P2 + 2P3 . # 
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Procedemos a continuación a efectuar los cálculos 

G*(n). 

Teorema 3.29. Sea n i 7(mod 8) un entero impar libre de 

drados respecto de sus factores primos congruentes con 

dulo 4. Entonces: 

i) S1(n) = 3 - 3PX, 

ii) G3(n) = 1 - P 

Demostración, 

i) Recordemos (cf. teorema 3.9) que: 

*' " Z Z - uU) n 2(i+p)~1. Sx (n) - 3 
1 <a m p a 

Si escribimos w(a) = k > 1, se tiene que 

V~ k 

S*'(n) = 3 2_(-Dk+1 n 2(1+P )
_ 1 

k-1 j-1 1J 

r 

" 3 YL(-l^+l ok(2(l+Pl)
_1,..., 2(l+pr)

_1) 
k=l 

= 3 -

ü ) 63(n) 

3 P r 

Sl ( n ) S* (n) + S* (n) 

- 1 - P. 

* * 
Observemos que en todos estos casos es G.(n) = G.( 
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pues en realidad las expresiones S . (n) solo dependen de 

m = p,...p , con p. = l(m6d 4). 

§9. Formulas exactas para G.(n), en el caso n par 

Sea n t 0,4(mod 8) un entero par libre de cuadrados re 

pecto de sus factores primos congruentes con 1 modulo 4. Es 

cribiremos n = 2mt, con 

m = ?i- --Pr>
 pi E 1 ( m ° á 4^' 

t = q1 ...q , q. H 3 (mod 4). 
1 S J 

Teorema 3.30. Sea n i 0,4(môd 8) un entero par libre de cua 

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 mô 

dulo 4. Entonces 

G*(n) - S* (n) = 1 - 2P, + P, 1 T r2* 

Demostración. Por el §7. Cap. III tenemos que 

Gx(n) = El 
l<a. m 

i ' 

(ax,a2)-l 

y (a!a2^ n 2(l+p) -1 

PIaia2 

Procediendo como en el teorema 3.28 se obtiene que 

G1 = 1 - 2PX + P2 
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Teorema 3.31. Sea n i 0,4(mód 8) un entero par libre de cua

drados respecto de sus factores primos congruentes con 1 mó

dulo 4. Entonces 

i) S2 (n) 2 - 2Pt . 

ii) G2(n) - 1 - ?2. 

Demostración. 

i) Por el §7, Cap. Ill,tenemos que 

S*'(n) - 2 
1 <a |m 

- w(a) n 2(l+p)" 1. 
p|a 

Procediendo exactamente igual como en el teorema 3.29, 

se obtiene 

S 2 (n) - 2 - 2?l 

ii) G*(n) - S*'(n) - S*'(n) - 1 - P,,. # 

Igual que en el caso impar se tiene que G.(n) • G.(m), 

pues las sumas S . (n) solo dependen de m, 
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CAPITULO IV 

ACOTACIÓN DEL TERMINO PRINCIPAL 

En este capítulo se determinan, en primer lugar, los ente 

ros n para los que G.(n) < 1 , para i = 1,2,3. Ahora bien,esta 

acotación del termino principal no es suficiente para la post¿ 

rior evaluación del "termino de error" g.(n) - G.(n) ; hace fal 
al ak ta ademas, dado un entero n = p, ...p , disponer de acotacÍ£ 

nes de G.(n) uniformes respecto de la suma a = a.. + ...+a, .Ello 

se lleva a cabo en los teoremas 4.6 , 4.9 , 4.11 y 4.14. 

Asimismo se determinan los enteros n = 2 mt para los que 

* * * 

G.(n) < 1 , para i = 1,2,3. Puesto que G.(n) = G.(m),la acota 

cion es automáticamente uniforme en t. 

La acotación de G.(n) se consigue mediante las formulas 

recurrentes del capítulo III y la de G.(n) mediante las formii 

las exactas del mismo capítulo. 

§1. Acotación uniforme de G.(p ). 

Vamos a ver que para todo primo p + 2 y para todo a > 1 

se puede dar una cota, menor que 1 , de G.(p ), independiente 

de a . 
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Para ello empezamos por explicitar los valores di 

3'(a), 3'2(a) . 
P P 

Recordemos que (corolario 3.23) 

G^p") 3'2(a) , 

G2(p
a) 

G3(P«) 

a'2(a) , 
p 

33' (a) -23'2(a) 

Proposición 4.1. 

.) Para todo entero primo p ^ 2 y para todo a > 0 es 

0 a+1 a , f 3p - p - p -1 

(p+1) (pa+1-l) 

i'(2a+l) -
P 

, si p : 1 (mod 4). 
> 

P - 1 

a+1 , 
P - 1 

, si p = 3 (mod 4). 

P' 
ii) Si n es un entero n | 0,4(mod 8), p^n y (—) = - 1 , 

entonces para todo a > 1 resulta : 

a ot-1 
3p - P - 2 

a+1, a . p + p - 2 

, si p = 1 (mod 4) 

3p(n,2a) = { 

, si p = 3 (mod 4) 
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iii) Si n > 1 es un entero n £ 0,4(mod 8) pjn y (—) = 1 , 

entonces para todo a > 1 resulta : 

f p7a(3p2+2p-l) + p4a(-8ap2+8a+4) - 4 

, , n 2 7a+l 
(P+l) P 

8'(n,2a) 
P 

p = 1 (mod 4) . 

P0 + p""1 - 2 

a+1 , a „ p + p - 2 

, si p E 3 (mod 4). 

Demostración. 

i) Si p : 1(mod 4), por la proposición 3.8 se tiene que 

. , 2a+1 ^ 2 , , . -(a+1),» a+1 a 1N 

9p(p » <P tl,l>) = P (3 p -p -p-1), y como 

3¿(2a+l) 

, 2a+l „ 2 . . . 
9p(p »<P ,1»1>) 

. . 2a+l _ v 
P 9p(p ,I3) 

resulta 

3'(2a+l) 
P 

-(a+1) ,_ a+1 a ,.. p (3p -p -p-1) 

p(l-p"2)(l+i-
P P 

- (a+1 ) /0 a+1 a , <. ) "(3p -p -p-1) 

1 , 2a+l .. 
- Kp(p ,a)) 

p(l-p"2)(l+^+...+-i- ) 
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-(a+1) a+1 a 1N p (3p -p -p-1) 

/i -2 N (p -1) p(l-p ) ±£ '-
P (P-D 

„ a+1 a , 
3p -p -p-1 

(P+D(p a + 1-1) 

puesto que, en este caso 

Kp(P 
2a+l 

.«> - (1 -(^)P" 1) 

-1 
= 1 . 

Si p H 3 (mod 4 ) , por la proposición 3.8 se tiene 

3' (2a+l) = E 

, 2a+l 2 . . v 
(p ,<P ,1,1>) 

. , 2a+l _ . 
P 8 (P »I3) 

(p+1) (p-1) 

p P(l-P )(1+—+...+-— K (p ,a)) 
P P 

a . 
P - 1 

a+1 , 
P - 1 

ya que en este caso K (p ,a) = 1 
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ii) Sabemos que 

3n(np
20t,<p2,l,l>) 

3'(n,2a) - J ^ , 
P p 3p(np

2a,I3) 

y ésto, según la proposición 3.10, es 

•3 a a-1 „ 
3p -p -2 

a f i - 2 W , .1. .1 , 2a x\ 
) p(l-p )(H—1-...+—- K (np ,a)) 

si p : 1(mod 4 ) , 

siendo K ( n p 2 C \ a M l - (—)-) 
p * P P 

-1 

P+l » por ser p 5 1(môd 4) y 

(f) - - i. 
2» 

Por tanto, basta sustituir el valor de K (np ,a) en la 

expresión anterior de 3'(n,2a) para obtener el resultado enun 
P ~ 

ciado, 

Si p i 3(mod 4 ) , según la proposición 3.10, es 

d+p"1) 
3¿(n,2a) 

p(l-p~2)(l+^- h %(np2a,a» 

2a 
siendo, ahora, < (np ,<*) = *— 

p p— i 
. Para obtener el resulta 

2ot 
do enunciado basta sustituir K (np ,ot) por su valor. 

P 

iii) De 3'(n,2a) = 

2 a 2 
3 (np ,<p ,1,1>) 

P a
p<

nP a»I3> 

teniendo en cuenta el Cor.3.14 se tiene que , 
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si p = 3 (4) entonces 

3!(n,2a) = 
P 

, a a-1 „« 
(P +P -2) 

a , - 2 W 1 .1, ,1 . 2a . * 
P P(l-P )(H—1-...+— Kp(nP »«)) 

P Pa 

/ 2a . . , -n.. 1 s con K (np ,a) = (l-(—-) -) 

En este caso es (—) = 1 , de donde (~—) = - 1 al ser 
P P 

p = 3(mod 4). Por tanto 

2a „ _p_  
K (np ,a) = 
P P+l 

Entonces 

8' (n,2a) = 

a, a-1 0 P +P "2 

<*-l/2 l W 1,l, , 1 . p (p -1) (1+-+. . . + — — Y + 
a-1 a-1 , ,,N P P (P+l) 

a, a-1 0 P +P -2 

a+1, a 0 p +p -2 

Ahora bien si p H 1(mod 4) por el Cor.3.14 se tiene 

3V(n,2a) = 

_ 7a+2 , „ 7a+l 7a 0 4 a + 2 , , 0 , n 4« . 3p + 2p -p -8ap +(8a+4)p - 4 
___________________________________________________ » 

( p + l ) p 7 a + 1 p ( l - p " 2 ) (1+ ^-t-. . .+ - ^ K ( n p 2 a , a ) ) 
P P 

s i e n d o K ( n p U , a ) = — ^ , a l s e r p = 1(mod 4 ) . 
P p - 1 

2a 
Basta sustituir K (np ,a) para obtener el resultado enun-

P 

ciado, # 
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Proposición 4.2. 

i) Para todo entero primo p ^ 2 y para todo a > 0 es 

a i P - 1 
3'2(2a+l) - a + 1 

P -1 

íi ) Para todo entero primo p ^ 2 y para todo a > 1 es 

9'2(2a) 

, si p = 1(mod 4) ; 

a. a-1 „ p +p -2 

a+1 a 0 P +p -2 

, si p = 3(mód 4) 

Demostración. 

i) Recordemos (proposición 3.20) que 

, 2oi-l » 
3 (P ,I3) 

3'2(2a+l) = — E  

p « / 2a+l T v 
* P 3(P .lo) 

P -5 
por tanto 

9'2(2a+l) = 

(l-p"2)(l+i+ ... + ¡¡-l ) 

p(l-p~2)(l+-+...+ -—) 
P P 

a i P - 1 

a+1 
P - 1 

ii) Se verifica que (proposición 3.20) 

- 108 -



3'2(2a) = 

a ( 2 a ~ 2 T N 9p(p ,I3) 

p 3p(p
2a,I3) 

por tanto, 

,. -2N,, . 1 . , 1 , 2a-2 ,. 
(1-p )(1+ -+...+ —¿ZÏ K„(P ,a-l) 

3'2(2a) = _E E 
a-1 p 

p (l-p~ )(1+ -+...+ — K (p a,a) 
P P 

Si p E 1(mod 4), entonces 

y 2a-2 ,v , 2a N p .. / 0 N 

K (p ,a-l) = K (p ,a) = *_. y por tanto 3 2(2a) 
V r V p 

Si p = 3(mod 4), entonces 

2a-2 2a , za-z ,N , ¿o . p , . . . K (p ,a-l) = K (p ,a) = c y basta sustituir pa 
p+1 

obtener el resultado enunciado. # 

Proposición 4.3. Si p = 2, se verifica 

i) 3'(1) = 1/3. 
2 

ii) 3'(1) - 0 . 
2 

Demostración. Se verifica 

32(D 
32(2,<2",1,1>) 

2 32(2,I3) 
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siendo 9 (2,<2 ,1,1>) = 1 , (cf. corolario 3.16) 

3,(2,I-) = 3/2 , (cf. corolario 3.3). 

Basta considerar los cálculos precedentes para obtener 

el siguiente 

Lema 4.4. Para todo p ^ 2 y para todo a > 1 , se verifica: 

i) 0 < 3' (n.tx) < 1 
P 

ii) 0 < 9' (n,a) < — < 1 . 
- p 2 - P 

iii) 9'2(n,a) < 9'(n,a) . 

iv) 0 < 3 9'(n,a) - 2 9'2(n,a) < 1 

v) 29'(n,a) < 1 + 9'2(n,a) 

Demostración. 

i) , ii) Inmediatas. 

iii) Si v (n) = 2a+l , y p E 1(mod 4), entonces: 
P 

3'2(2<x+l) -
p - 1 3p -p -p-1 

, 3'(2a+l) = 
P a+1 . 

P - 1 (p+l)(pa+1-l) 
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y 3' (2a+l) < 3'(2a+l) , ya que p > 1 

Si v (n) = 2a+l, y p = 3(mod 4), entonces (proposi

ción 4.1 y 4.2) 

9'2(2d+l) = 3' (2<x+l) 
P 

Si v (n) -
P 

,n, 2a, (p - -1 y p = 1(mod 4) , entonces 

3%(n,2a) = -r ; 3« (n,2a) ¿ P 
P P 

•J a a _ 1 o 

3p - p - 2 
ot+1 a -
p + p - 2 

y evidentemente 3'„(n,2a) < 3'(n,2a) 

Si v (n) = 2a, (—) = -1 y p = 3(mod 4) , entonces 

3*2(n,2a) = 

a, a-1 _ p + p - 2 

a+1 a _ p +p - 2 

, 3'(n,2cO = ^ 
P 

y 3'(n,2a) < 3'(n,2a), ya que p > 1 

-n, Si v (n) = 2a , (—) = 1 , y p = 1 (mod 4) , entonces 
P P 

(proposiciones 4.1 y 4.2) evidentemente es 

3'2(n,2a) < 3'(n,2a) ; 
P P 

y en el caso p = 3(mod 4), es 

3'2(n,2a) = 3'(n,2a) . 
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iv) Vamos a distinguir como en el apartado iii) los difereii 

tes casos que se presentan: 

Si v (n) = 2a+l , y p 5 1(mod 4), 

3 3' (2<x+l) - 2 S1 (2<x+l) = 

, a+1 r a , 7 p - 5p - p-1 

(p+l)(pa+1 - 1) 

Si p = 5 , 

3 3'(2a+l) - 2 3' (2a+l) -
5 5 

7.5a+l _ 5a+l _ 6 

6 (5a+1 - 1) 

= 1 

Si p > 5 , se tiene, 

-. a+1 . a , 7 p _5p _p_i 7(pa+1-l) 

(p+l)(pa+1- 1) (p+l)(pa+1-l) 

7 1 

14 2 

pues , 

., a+1 r a , _ a+1 . _ a+1 -, 7p -5p -p-1 < 7p -p-1 < 7p -7 = 7(pa+1-l) 

Si v (n) = 2a+l , y p = 3 (mod 4) , entonces, 
P 

3 3.' (2a+l) - 2 3'2(2a+l) = 
P P 

a i P - 1 
< 

1 

a+1 . 
P - 1 

< 

P 

luego se verifica el resultado enunciado. 

Si v (n) = 2a, (-) = -1 , y p = 1(mod 4), 
P P 

3 3'(n,2a) - 2 3'2(n,2a) = 
7p 

a+1 3pa - 8p+4 

p(p + p - 2) 
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que evidentemente verifica O < 3 3'(n,2o) - 2 3'2(n,2a) < 1 , 
P P 

además si p > 13 , se puede conseguir la siguiente cota: 

7 p - 3 p - 8 p+4 

. a+1 a .. p (p + p - 2) 13 

, _ a+1 o a o , , -, a+1 a _ n 

ya q u e a l s e r 7 p - 3 p - 8 p+4 < 7 p y p - 2 > 0 

se obtiene 

7 p - 3 p - 8 p+4 

. a+1 a 0. p(p + p - 2) 

7 P a+1 

P P 
a+1 13 

, si p > 13. 

,n, Si v (n) = 2a , (—) = -1 , p = 3(mod 4), entonces: 
P P 

3 3f (n,2a) - 2 3'2(n,2a) = 
p + p + 4p-6 

,, a+1 a -. p(p + p - 2) 

por un lado es 

a+1 a . 
p + p - 6 1 1 

< _ < _ . a+1 a o\ p(p + p -2) 

además 

4p 

. a+1 a o\ p(p + p -2) a+1 , a » P + p -2 10 

, pues p > 3 
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Asi que 

O < 3 3'(n,2oO - 2 3'2(n,2a) < 
11 

15 

,n. Si v (n) = 2a , (—) = 1 y p = 1(mod 4) , se verifica: 
P P 

3 3'(n,2a) - 2 3'2(n,2a) 

= 3 

„ 7a+2 L . 7<x+l 7a _ 4a+2 ^ ,Q .. . 4a . 
3p + 2p - P - 8ap + (8a+4)p -4 

. .2 7a+l 
(p+1) P 

2 

P 

Por tanto, 

3 3' (n,2a) - 2 3'2(n,2a) = 

_ 7a+2 ^ , 7a+l . 7a 9p + 6p -3p 

( J.1 \ 2 7 a + 1 

(P+1) P 

24a 

, .. .2 3o-l 
(P+1) P 

24a + 12 12 

, .2 3a+l , .2 7a+l 
(p+1) p (p+1) p p 

Agrupando el primer sumando y el ultimo resulta que el 

valor de 3 d'(n,2a) - 2 3*2(n,2a) es 

7p¿ + 2p - 5 24a 24a + 12 12 
- + 

/ ^ , \ 2 i _,_T\2 3 a - 1 t _ L ^ 2 3 a + 1 f J . Ï \ 2 7 a + 1 

p(p+D (p+1) p (p+1) P (P+D P 

Ahora bien, si p = 5 , se obtiene 

- 114 -



7p + 2p - 5 7.5 + 5 
= 1 

p(p+l) 5-36 

y como la contribución de los sumandos restantes es negativa 

resulta que 

3 3'(n,2a) - 2 3' (n,2a) < 1 . 
5 5 

Si p = 1(mod 4) y p > 13 , entonces : 

7p2 + 2p - 5 1 
< — , pues esta desigualdad se verifica pa-

P(p+D 2 2 

ra p = 13 y se trata de una función decreciente en p . En 

resumen, si p = 1(mod 4), p > 13 , resulta 

3 3'(n,2a) - 2 3*2(n,2a) < - + 
1 24a + 12 1 

< — + 
2a + 1 

O 3 a + 1 í .1.1 >i 2 O 3 a + 1 , -L! N 

2 p (p+1) 2 p (p+1) 

3a+l 
y como 2a+l es menor que p , para todo a > 1 y p > 13, rji 

sulta que 

1 1 4 
3 3'(n,2a) - 2 3' (n,2a) < - + — - - < 1 . 

p p 2 14 7 

Si ß = 2a , (—) = 1 , y p = 3(mod 4), se tiene 
P 

3 3'(n,2a) - 2 3'2(n,2a) = 

a , a-1 0 p + p - 2 

a+1 , a 0 P + p - 2 

que verifica claramente las condiciones del enunciado. 
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v) Si v (n) = 2a+l , y p = 1(mod 4) , 

2 9'(2a+l) = 
P 

, a+1 „ a 0 0 6 p - 2 p - 2p - 2 

(p+1) (pa+1 - 1) 

1 + 8 2(2a+l) = 

a+1 a 0 P + p - 2 

a+1 
P - 1 

y claramente 

2 9*(2a+l) < 1 + 3'2(2a+l) 

ya que 4p < p + 3 , para todo p = 1(mod 4). 

Si v (n) = 2a+l , y p = 3(mod 4), 
P 

a 2 p" - 2 
2 9'(2a+l) = 

P p «
+ 1 _! 

1 + a'2(2a+l) = 

a+1 . a „ 
P + p - 2 

a+1 . 
P - 1 

y como p > 1, se verifica la desigualdad deseada. 

rn, Si v (n) = 2a , (-Ü) = -1 y p = 1 (môd 4) , 
P P 

, a 0 a-1 . 
6 p - 2 p - 4 

2 3'(n,2a) = 
p a+1 . a 
v p + p - 2 
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1 + 3* 2(n,2a) = 
p+1 

-i - i / -j / s r • a + 2 , CX + 1 
y al ser p = 1(mod 4 ) , se verifica p > 4 p y por tanto 
se tiene la desigualdad enunciada. 

Si v (n) = 2a , (-) = -1 y p = 3(mod 4) 
P P 

2 
2 3»(n,2a) - — , 

P P 

1 + 9'2(n,2a) = 

a+1 , _ a , a-1 . p + 2p + p - 4 

a+1 , a „ p + p - 2 

y se verifica la desigualdad deseada ya que p > p + 4p . 

.n, Si vp(n) = 2a , (p = 1 y p = 1 (mod 4) , 

2 9'(n,2a) - 2 
P 

p7a(3p2 + 2p - 1)+ p4a(-8ap2+8a+4) - 4 

, ..^2 7a+l 
(P+1) P 

1 + 3'2(n,2a) = 
p+1 

al comparar estas cantidades se llega a que 

2 3'(n,2a) < 1 + 3'2(n,2a) si y solo si 

„ 7a+2 , 7a+l , ,,, ,ON 4a 7a+3 . , 7a , w 4a+2 , . 3 p + P + (16a+8) p < p + 3 p + 16a P + 4 , 

2 
lo cual es cierto, ya que al ser p > 3 p+1 se verifica que 

7a+3 . „ 7a ^ , 7a+2 . 7a+l 
p + 3p > 3p + p 
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S i v ( n ) 
P 

2 8 ' ( n , 2 a ) = 
P 

,n, = 2a , ( - ) = 1 y p = 3(m6d 4) , 

_ a . „ a - 1 . 
2 p + 2 p - 4 

a+1 . a 0 P + p - 2 

1 + 3 ' 2 ( n , 2 a ) = 

a+1 _ a a - 1 . 
p + 2 p + p - 4 

a+1 a 0 

p + p - 2 

y e v i d e n t e m e n t e e s 2 8 ' ( n , 2 a ) < 1 + 9 ' ( n , 2 a ) . # 
P P 

Proposición 4.5. Para todo entero primo p ={= 2,5 y para todo 

a > 1 es : 

i) 0 < G.(p ) < 1 , para i = 1,2,3 

ii) G1(Ï>
(X) = G2(p

a) < G3(p
a) . 

iii) Si p = 5 , entonces 

o /r 2a+l. n _ . c2ax , G3(5 ) = 1 , G3(5 ) < 1 

Demostración. 

i), iii) Basta tener presentes los resultados y la demostrj_ 

ción del lema 4.4. 

ii) Recordemos que Gx(p ) = 9'2(a), y que G2(p ) = 3'2(a) , 
P P 

por tanto es 

G^p01) = G2(p
a) 
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Además, al ser G-(pa) « 3 3* (o) - 2 3'2(a) , resulta 

que 

G»(p ) < G.(p ) siy solo si 3'(o) < 3*(a) , lo cual es cie£ 
P ~ P 

to (corolario A.4). # 

Hemos probado que para todo primo p f 2,5 es G.(p ) < 1, 

para i « 1,2,3 ; y si p « 5 que G.(5 ) < 1, para i - 1,2,3 si 

a par y G.(5 ) < 1 , para i - 1,2, si a es impar. 

Ahora bien, para la estimación de la diferencia 

g.(p ) - G . (p ) ésto no es suficiente. Por ello pasamos a 

probar que se puede conseguir una acotación uniforme: 

Teorema 4.6. 

i) Para todo entero primo impar, p f 5, existe una cons
tante c. - c.(p) tal que 

i x 

Gi(p°
l) < c± < 1 , i - 1,2,3 , 

para todo a > 1 • 

ii) Si p - 5, existe una constante c. • ^(5) tal que 

Gi(5
0t) < C i < 1 , i - 1,2 , 

para todo a > 1 • 

iii) Si p « 2 , se tiene 

Gi(2) - 0 , G2(2) - 0 , G3(2) - 1 
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Demos tración. 

i) y ii) Según el lema 4.4, ii), sabemos que 

G i(p
a) < ~< 1 , para i = 1,2 , 

por tanto podemos escoger 

«^(p) - c2(p) = - . 

Si p f 5 también por la demostración del lema 4.4 , 

iv) se tiene 

c3 = c3(p) = - ; 

o ^i 7-5 a + 1 - 5-5a-5-l 
-, /c2a+l. . 

y G,(5 ) = = 1 . 
3 

Ya que, 

G 3(5
2 a) = 1 -

tenemos 

6 (5 a + 1-l) 

24a 24a + 12 12 

,2 c3a-l ,2 . c3a+l ,2 c7a+l 6 * 5 6 * 5 6 * 5 

G 3(5
2 a) < 1 , pero lim G 3(5

2 a) = 1 , 

a->°° 

por lo cual, en este caso, no se puede alcanzar una cota me

nor que 1 , independiente del exponente. Sin embargo 

G.(5a) x<7 < 1 si i - 1,2 . # 
1 D 
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§2. Acotación uniforme de G.(n) en el caso m.c.d.(n,10) = 1 

La expresión del termino principal G.(n), como combinji 

ción lineal de las sumas auxiliares S!(n), muestra que este 
3 X 

es una suma alternada de Z (2 ^ -1) J sumandos. El lema 
j = 4-i 

4.4 pone de manifiesto que todos esos sumandos son menores 

que 1. Vamos a ver a continuación que la ¿ama totdt es menor 

que 1, generalizando así la proposición 4.5 al caso en que n 

tenga un número arbitrario de factores primos. 

Proposición 4.7. Sea n un entero positivo impar, tal que si 

5|n entonces v (n) es par. Se verifica: 

i) 0 < G3(n) < 1 , 

ii) 0 < G1(n) < G2(n) < G3(n) . 

Demostración. 

i) Veamos en primer lugar que 0 < G3(n) < 1 , por inducción 

sobre el numero de factores primos distintos de n . 

Si n « p01 , p \ 2, ya sabemos (proposición 4.5) que 

0 < G3(p
a) < 1 . 

Supongamos ahora cierto el resultado para enteros imp£ 
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res con a lo sumo k-1 factores primos distintos y escriba-
al ak-l ak 

mos : n = p. ...p, 1 p, . Entonces por las formulas de 

al ak-l recurrència (teorema 3.22), si llamamos m = p. ...p, , 
X K. ""* J. 

se tiene que 

G3(n) = G3(m) + (3 3» (n,ak) - 2 3' (n,ak>) (1 - G (m)). 
k Pk 

Como por hipótesis de inducción es 0<G„(m)<l y por el 

lema 4.4, en nuestra situación, es siempre 

0 < 3 3' (n,ak) - 2 3'2(n,ak) < 1 , 
Pk pk 

resulta pues que 0 < G„(n) < 1 . 

ii) Procedamos ahora a probar que G„ (n) < G_(n), también 

por inducción sobre el número de factores primos distin

tos de n. 

Sin = p , p =J= 2 , ya sabemos (proposición 4.5) que 

G2<Pa> 1 G3<Pa> ' 
al ak Sea ahora n = pT •••Pt. y supongamos cierto el result 

do para enteros impares de a lo sumo k-1 factores primos d 
al ak-l 

tintos. Igual que antes escribamos m = p. •••P^-j 

Por el teorema 3.22 tenemos que 

G2(n) = G2(m) + 2 3' (n,ak) (G3 (m) - G2(m)) + 
k 

+ 3
,
2(n,ak)(l + G2(m) - 2 G3(m)) 

Pk 
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Por tanto, 

G3(n) - G2(n) = G3(m) - G2(m) + 

+ 3¿ (n,ak)(3(l-G3(m)) - 2(G3(m) - G2(m)) + 

+ 3,2(n,ak)(-3(l-G3(m)) + (G3(m) - G2(o)) 
Pk 

= (1 - 2 3' (n,ak) + 3'2(n,afc))(G3(m) - G2(m)) 

Pk Pk 

+ 3(3«(n,ak) - 3
,
2(n,ok))(l - G3(m)) . 

Pk Pk 

En consecuencia, aplicando la hipótesis de inducción, 

ma 4.4 , junto con que G„(m) < 1 , se obtiene que 

G3(n) - G2(n) > 0 . 

Procedamos igual para comparar G.(n) y G2(n) . 

Por el teorema 3.22 se tiene que: 

GjdO - Gj(m) + 3' (n,ok)(G2(m) - Gj (m)) + 
k 

+ 3'2
(n»ak) (1 " G 2 ( m ) ) * 

pk 

Por tanto, por hipótesis de inducción es G (n) > 0 y 
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G2(n) - G^n) = G2 (m) - Gj (m) + 

+ 3' (n,ak)(2(G3(m) - G2 (m) ) - <G2(m) - G^m))) 

+ 3'2(n,ak)(-2(G3(m) - G2(m)) 

(1 - 3¿ (nfok))(G2(m) - G^m)) + 
K. 

+ 2(í' (n,ok) - 3*2(n,ak))(G3(m) - G2(m)) . 
Pk Pk 

Aplicando la hipótesis de inducción, el lema 4.4 junto con 

el hecho de que G2(m) ^ G,(m) , resulta que todos esos su

mandos son mayores 6 iguales que cero y, en consecuencia, 

G^n) < G2(n) . 

En particular, se obtiene también que G.(n) < 1 , para 

i = 1,2 . # 

Procediendo análogamente se obtiene la siguiente 

Proposición 4.8. Sea n un entero positivo impar, con v5(n) 

impar. Se verifica : 

i) 0 < G2(n) < 1 , 

ü ) 0 < G, (n) < G2(n) < G3(n) = 1 
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Demostración. El único punto distinto a probar ahora es que 

G,(n) = 1 . Lo probaremos por inducción sobre el número de 

factores primos distintos de n . 

„. c2a+l _ . . .^ . . ... 
Si n = 5 entonces por la proposición 4.5 se verify 
„ ,.2a+lx . ca que G_(5 ) = 1 . 

2ot+1 ß Si n = 5 P » P° r la formula recurrente (teorema 

3.22) tenemos 

G3(5
2a+1p3) - G3(5

2a+1) + (3 3'(n,ß)- 2 3'2(n,ß))(I-G3(5
2a+1)) 

P P 

= 1 . 

Supongamos que la hipótesis sea cierta para enteros im 

pares divisibles por 5 , con v (n) impar, con a lo sumo k-1 

factores primos impares distintos de 5 ; y sea 
o 1 1 a i Ot, 

c2a+l 1 k 
n = 5 p1 ...pk 

Entonces : 

. , . _ ,c2a+l °1
 ak-l, . 

63(11) - G3(5 P l ...Pk - 1 ) + 

2a+l al ak-l 
+ (3 3' (n,cxk) - 2 3'2(n,ak))(l - G 3

 (5 pl * " ,pk-l )) * 
pk Pk 

Basta aplicar la hipótesis de inducción para obtener 

que G3(n) = 1 . # 

Para poder estimar la diferencia g^n) - G^(n) no nos 

bastará con que G.(n) < 1 , sino que hace falta que esa co

ta sea independiente de los exponentes de los factores pri-
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mos de n . Empezamos por dar una cota uniforme de G.(n) 

en el caso m.c.d.(n,10) = 1 . 

al ak 
Teorema 4.9. Para todo entero positivo impar n = p. • ••Pl· 

tal que 5fn, existe una constante c_ = CjCpj...?,) tal que 

G3(n) < c3 < 1 , 

para todo a = a.+...+ak . 

Demostración. Por inducción sobre el número de factores pr¿ 

mos de n. 

Si n = p » P t 2,5 , ya sabemos, por el teorema 4.6 , 

que G3(p ) < c3(p) < 1 . 

Supongamos ahora cierto el teorema para enteros con a 

lo sumo k-1 factores primos distintos, p. =)= 2,5, y distin

gamos dos casos 

al ak 
1 ~ caso. Si escribimos n - p. •••Pu » consideremos ahora 

el caso en que a, sea impar 6 , si es par, el caso en que 

-ak 

Pk 
n '- i ; 

de e s t e modo 3 f ( n , a , ) = 3 l ( ° 0 • 

Observemos en primer lugar que, en este caso, es 
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3 3' (ak) - 2 a-2(ak) - G ^ ) , 
pk pk 

(corolario 3.23). 

Por tanto, aplicando la hipótesis de inducción, la 

formula recurrente (teorema 3.22) y la acotación unifor 

me de G~(p ) (teorema 4.6) se obtiene : 

al ak-l ak 
G3(n) = G 3( P l .,-P^! Pk ) 

ak al ak-l ak 
* G3< pk > + V p l •••Pk-l > (1 - G3(pk » 

a, a, 

< G 3(P k ) + C
3(P1·•«Pk-1^

 (1 " G3^pk ^ 

ak 
- c

3(Pi" • «Pk-i^
 + G

3
( pk ^ (1 " c3 ( pl* * * pk-l^ 

< c3(p1...Pk_1) + c3(pk) (1 - c3(p1...pk_1)) . 

Siendo esta ultima expresión menor que 1 ya que 

0 < c3(pk) < 1 y 0 <
 C

3(P1·•'Pk.x) < 1 • 

Escribiremos 

c
3(P1.··Pk) : -

 c
3<Pi'«'Pk-1^

 + c3 ( pk ) ( 1" c3 ( pl"'Pk-l 5 
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2- caso. Sea ahora a par y 

-ak 
pk n 

= - 1 . 

Escojamos [26] el primer primo impar q > 5 tal que 

= - 1. Por hipótesis de inducción es 

1 uk-l 
G3 ( P1 ---Pk-l ) ^ c3<Pl"'Pk-l} K X 

Si "añadimos" el primo q con la condición anterior se obti¿ 

er ne, procediendo igual que en el 1 — caso, que 

al _ak-l G$(Vl •••Pk_i *) 1 C3(pl*,,pk-1 O < 1 • 

Ahora bien, aplicando la formula recurrente (teorema 3.22) 

y teniendo en cuenta que 

-a, 
Pk n q 

- 1 . 

se obtiene 

G3(nq) = G3(p1
i...pk21

X q P̂.*") 
al ak-l _ _ak. 

- G3(p1
1...pkï"

1 q) + 

al ak-l 
+ (3 3' (n,ak) - 2 9 ' 2 (n,ak>) (1-G3 (pj_ . . .P]c_1 q) 

y al ser (cf. demostración iv) corolario 4.4) 

0 < 3 9' (n,a ) - 2 9'9(n,a,) < 
11 

15 
, se obtiene 

G3(nq) < G3(p1
1...pk:-

1 q) + yj (I-G3 (?1 \ . . p ^ 1 q)) -
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- 15 + Ï5* G3(pl -°-pk-l q ) 1 TJ + Ï5 C3(pl---pk-l q ) * 

Así que 

al ak-l 
G3(nq) = G 3( P l . . . P ^ q Pfc) < CjíPj.·.p^ q pk> < 1 , 

siendo 

c3(p1...Pk_1 q Pk) : = Y5 + T5 c3(p1...pk_1 q) . 

Por otra parte es 

G3(nq) = G3(n) + (33»(1) - 23'2<1)) (1 - G3(n)) , 
q q 

y como todos estos términos son cantidades positivas o nulas 

se deduce que 

G3(n) < G3(nq) < c3(P1···Pk_1 q Pk> < 1 • 

Entonces G_(n) < c,(p....p.) < 1 , siendo 

c3(p1...pk) : = c3(p1...pk_1 q Pk) . # 

Teniendo en cuenta que por la proposición 4.7 es 

Gx(n) < G2(n) < G3(n) , 

y tomando c = c~ = c- podemos enunciar el siguiente 

al ak 
Corolario A. 10. Para todo entero positivo impar n = p •••?!, 

tal que 5|n, existen constantes ^ = ci(p1·..pk), tales que 

Gi(n) < c± < 1 , i - 1,2,3, 

para todo a = ou + . . .+ou . 
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§3. Acotación uniforme de G . (n) en el caso m.c.d.(n,10) 4- 1 

Empezaremos por acotar uniformemente G_(n) en el caso 

en que 2Jn pero 4Jn y 5|n. 

ai ak 
Teorema 4.11. Para todo entero positivo par n = 2 p. •••Pv 

tal que n t 0,4(mód 8) y 5Jn existe una constante 

c2 = c2 ̂ 2 • pl ' * ' pk^ ta* q u e 

G2(n) < c2 < 1 , 

para todo a = a. +...+ a, . 

Demostración. Recordemos (teorema 3.22 ) que 

G2(n) - G2(m) + 2 3j(l) (G3(m) - G2(m)), 

al ak 
en donde m = p ...p. 

Ahora bien como 3'(1) = 1/3 y G3(m) < 1, se obtiene 

G2(n) < G2(m) + 2/3 (1 - G2(m)) - f + \ G2(m). 

Aplicando el corolario 4.10 resulta que 

2 1 G2(n) < -j + -j c2(p1...pk) -

= c 2(p r..p k) + | (1 - c 2( P l...p k)), 

y como c2(p1...pk) < 1, se obtiene que G2(n) < c2(2.pj...pfc) < 1 

siendo c2(2 p....p k): = •_- + •_- c2(p1·..pk). # 
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En el caso en que n sea un entero divisible por 5, par 

6 no, necesitamos los siguientes lemas. 

Lema 4. 12. Todo entero positivo par n no divisible por 4 ve 

rifica que 

63(n) - 1. 

Demostración. Por inducción sobre el numero de factores pri 

mos distintos de n. 

Si n = 2 entonces recordemos (teorema 4.6.) que 

G3(2) = 1. 

Si n = 2p , por la formula recurrente (teorema 3.22 ) 

tenemos 

G3(2p
a) = G3(2) + (3 3'(n,a) - 2 3'2(n,o)) (1 - G3(2)) = 1. 

P P 

Supongamos que la hipótesis sea cierta para enteros pa 

res no múltiplos de 4 con a lo sumo k-1 factores primos imp 
al ak 

res distintos; y sea n = 2 p. •••Pk • Entonces: 

al ak-l. 
63(n) = G3(2 P l . . . p ^ ) + 

al ak-l. 
+ (3 8' (n,ak) - 2 3' (n.c^)) (1 - G3(2 P l*...p k ^)) 

pk Pk 

Basta aplicar la hipótesis de inducción para obtener 

que G,(n) » 1 
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Lema A.13. Para todo entero n i 0,4(mSd 8), tal que 

para todo a > 1 se tiene que 

0 < 2 9' (n,a) - 9' (n,a) < -J . 
5 5¿ * 

Demostración. Como siempre basta aplicar los resulta 

las proposiciones 4.1 , 4.2 y distinguir los casos : 

. Si v (n) = 2a+l, entonces : 

29»(2a+l) - 9' (2a+l) 
5 5¿ 

6.5a+1 - 2.5a - 12 

6(5 a + 1 - 1) 

5° - 1 

5 a + 1 - 1 

6 . 5
a + 1 - 8.5a-6 

6(5 a+1 D 

1 " I « 
5a+l _ x 

= 1 - < 1 -

,n, . Si v (n) = 2a , y (|) 

5-i-
5a 

= -1 , entonces : 

5 

29'(n,2a) - 9'9(n,2a) -
5 5 

6.5a"*"1 - 2»5a - 2-5 - 2 

6(5 a + 1 - 1) 
5 

Observemos que, 

6.5a+1 - 2.5a - 12 _ 6(5 a + 1 - 1) - 2.5a - 6 

6(5 a + 1 - 1) 
a+1 

6(5 + i - 1) 

1 - 2.5a + 6 

6(5 a + 1 -1) 

1 . 
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Así que 2 3'(n,2a)' - 3' (n,2o) < -
5 5 5 

Por ultimo si v (n) 
P 

2a, y ( I ) « 1 , entonces 

2 3'(n,2a) - 3' (n,2a) = 
5 5 

. 6.5 7 a+ 2+ 4.5 7 a + 1- 2.5 7 a- 16a.54a+2-h (16a+8). 5 4 a - 8 _ I 

6 2. 5 7 a + 1 5 

Resulta que: 

6.5 7 a + 2+ 4 . 5 7 a + 1 

6 2. 5 7 a + 1 

(6.5+4) . 5 7a + l 

,2 c7a+l 6 . 5 

JT7 

18 

Además, 

4a 
(16a+8) . 5" m 16a+8 

36 . 5 7 a + 1 36 . 5 3 a + 1 

-,,.. .̂  . , n 24 ^ 1 
y esta ultima expresxon si a - 1, vale: < 36 . 5 18 

1 f\ Pi •l·1 fí 

y como r es una función decreciente en a, para cual 
3 6 . 5 3 a + 1 

i i 16a+8 „ 1 quier a > 1 vale que ~ ,, < 
3 6 . 5 J a + i 18 

Así que podemos, aquí, también asegurar que 

2 9'(n,2o) - 3' (n,2a) < - . 
5 5¿ 5 

En los tres casos está claro que siempre es 

2 3'(n,a) - 3'„(n,a) > 0. # 
5 5¿ 
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Podemos pues pasar a enunciar el siguiente: 

Teorema 4.14. Para todo entero positivo n í 0,4(mód 8), 

al a2 a3 ak 
n = 2 5 p„ ' •'Vv. > c o n 0 < O L < 1 V O < a~, existe una 

constante c 2 = c2^pl'*,pk^ t a l q u e 

G2(n) < c2 < 1 , 

para todo a = a. +. . .+ a. 

Demostración. Vamos a distinguir dos casos: 

a3 ak 
i) Sea n tal que a = 1. Escribamos m = p„ . . ,-ç, , por 

la formula recurrente (teorema 3.22.) se tiene 

G2(2.5
am) = G2(2m) + 2 9^(2 m,a) (G^(2m) - G2(2m)) + 

+ 3'2(2m,a) (1 + G2(2m) - 2G3(2m)). 

Por el lema 4.12 sabemos que G_(2m) = 1, por tanto 

G2(2.5
am) = G2(2m) + (2 9^(2m,a) - 3'2(2m,a))(1-G2(2m)) 

Por el lema 4.13 se tiene que 

G2(2.5°m) < G2(2m) + | (1 - G2(2m)), 

ahora aplicando el teorema 4.11 : 

a 4 1 
G2(2.5 m) < c2(2.5.p3...pk): = y + y c2(2 p3...pfc) < 1. 
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ii) Sea n un entero con a. = 0. Escribamos n = 5 m, es de

cir a = a2» entonces: 

G2(2.5
am) - G2(5

am) + 2 3¿(1) (G3(5
am) - G2(5

a
m)) 

= G2(5
am) + 2/3 (G3(5

am) - G2(5
am)). 

Como se tiene que (proposiciones 4.7 y 4.8 ): 

G3(5
am) - G2(5

am) > 0 

G2(5
um) > 0 , 

resulta que al ser todos los sumandos positivos entonces 

G.(5am) < G (2.5am) < c,(2.5.p-...p ) < 1; 

Así que, 

G2(5 m) < c2(5 p3...pk) < 1, 

siendo, 

c2(5 p 3 >..p k): = c2(2.5 p3...pk) 

Con todos estos resultados se tiene el siguiente 

Corolario 4.15. Para todo entero positivo, n i 0,4(mod 8), 

al ak 
n = p. •••Pk > existen constantes c. = c.(p....p.) tales que 

Gi(n) < C i < 1 , i - 1,2 , 

para todo a = a. +...+ a, . 
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§4. Acotación uniforme de G.(n) en el caso n impar 

Sea n i 7(mód 8) un entero impar libre de cuadrados re_s 

pecto de sus factores primos congruentes con 1 modulo 4. Es

cribamos n = mt, con 

m = Pj^.-.Pj., V± = Krnód 4); r > 1; 

ßl 3s t = q. ...q , q. = 3(mod 4). 1 s J 

Probaremos a continuación que G.(n) < 1. Al ser 

G.(n) = G.(m), la acotación será automáticamente uniforme 

en t. 

2 r 

Lema 4.16. Sea x. = y P . (m) = II (1-x.) = 1 - y., 
X 1 + P i J i=l X 3 

j = 1,2,3. Se verifica: 

i) y3 i 2y2 - Y l, 

ii) y3 > 3(y2 - y x ) . 

Demo stración. 

i) Por inducción sobre r. Para r = 1 es evidente. Suponga

mos cierto el aserto hasta r - 1 y escribamos 

r 
1 _ y» = p' = n (1 - jx.) = P.(l - jx ) = (1 - y.)(l - j x ) , 

j J .y— 1 

para j = 1,2,3; en donde P'. = P'.(m) y P. = P. (m) . 

Para abreviar escribiremos x = x ; igualando coeficien-
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tes tenemos 

y. » y. + x - xy. , y* = y„ + 2x - 2xy_, y' = y_ + 3x - 3xy~, 

con lo que 

y3 = y3(l - 3x) + 3x < 2(y2 - y^ (1 - 3x) + 3x, 

ya que x 2 1 
= < _ t pues p.= l(môd 4), i = 1 r; y 

1 1+P. " 3 1 

i como la condición y, < y„ implica que -6y» + 3y, < -4y2 + y., 

resulta que: y' < 2y' - y'. 

ii) Por inducción sobre r. Si r = 1, entonces 

P. = 1-x, P_ = l-2x, P„ = l-3x, 

es por tanto y- = 3x > 3(2x-x) = 3(y_-y,). 

Apliquemos la hipótesis de inducción y el apartado i): 

y^ - y3 + 3x - 3xy3 > 3(y2 - y ^ + 3x - 3x(2y2 - y^« 3(yJ-yJ). # 

Teorema 4.17. Sea n un entero impar, n Í 7(môd 8), libre de 

cuadrados respecto de sus divisores primos congruentes con 

1 modulo 4. Entonces si 5/n se tiene que: 

0 < G. (n) < 1, 

para i = 1,2,3. 

Si 5|n, resulta que 

0 < G. (n) < 1, 

para i = 1,2. 
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Demostración. 

i) Recordemos (teorema 3.26) que : 

G*(n) - 1 - 3PX + 3P2 - P3 , 

como P < P y P . > 0 , j = 1,2,3, es evidente que G. (n) < 1 

le 

La condición Gj(n) > 0 equivale a que y- > 3(y2~y.), 

resultado que ya se probó en el lema 4.16. 

ii) Recordemos (teorema 3.28) que : 

G*(n) * 1 - 3P2 + 2P3 , 

como P_ < P„ , resulta evidentemente que G_(n) < 1 . 

Ademas, podemos escribir 

cj(n) = G*(n) + 3(Pj - 2P2 + P3) , 

es decir 

G„(n) > 0 si y sólo si P. - 2P2 + P3 > 0 , 

lo cual se verifica si y sólo si 2y_ - y. > y3 , hecho ya 

probado en el lema 4.16. 

iii) Recordemos (teorema 3.29) 

G*(n) - 1 - P3 , 

y por tanto, 

G,(n) < 1 si y sólo si 5fn , 

ya que 

p = n (i - 6(i+Pi)
_1) . 

i-l 
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Por otra parte, como 

G*(n) » G*(n) + 3 (P, - P„), 

* 
y P„ < P., resulta que G (n) > 0. # 

§5. Acotación uniforme de G.(n) en el caso n par 
i v 

Sea n i 0,4(mod 8) un entero par libre de cuadrados r 

pecto de sus factores primos congruentes con 1 modulo 4. E 

cribamos n « 2mt, con 

m - p....pr, p.̂  B 1 (mod 4); r > 1, 

3, ß 
t = qL ..«qg8» 1j E 3(m6d 4). 

Probaremos a continuación que G.(n) < 1; i • 1,2. Al 

* * 
ser G.(n) - G.(m), la acotación será automáticamente unifo 

me en t. 

2 
Lema 4.18. Sea x. «= 
— _ x 

— 2 — y P.(m) - n (1 - x.) - 1 - y,, 
1 + p. J i=l J 

j • 1,2. Se verifica: 

i) y2 l yi» 

ii) 2vj > y2. 
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Demos tracion. 

i) De P. > P2 se desprende automáticamente que 

y2 - y r 

ii) Por inducción sobre r. Si r = 1 entonces 

2yl = 2xl = y2* 

Apliquemos la hipótesis de inducción y el apartado i): 

2yJ = 2yx + 2xr - 2xr 7j > Y2 +
 2 x

r ~ 2 x r V2
 = y2 2* 

Teorema 4.19. Sea n un entero par, n f 0,4(mod 8), libre 

cuadrados respecto de sus factores primos congruentes con 

modulo 4. Entonces 

0 < G. (n) < 1, 
1 ' 

para i = 1,2. 

Demostración. 

i) Por el teorema 3.30 tenemos que 

GjCn) - 1 - 2Pj _+ P2, 

como P2 < P. y P. > 0, j = 1,2,3, es evidente que Gj(n) < 

Ademas, 

G.(n) > 0 si y solo si 2y. > y_, 

resultado que se probo en el lema 4.18. 
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ii) Por el teorema 3.31 tenemos que 

G2(n) = 1 - P2, 

evidentemente es G„ (n) < 1, pues P„ > 0, 

Como, 

G*(n) = G*(n) + 2(P1-P2) , 

es claro que G.(n) > 0. # 

§6. Aproximación en promedio al 3-nivel de un entero 

Las expresiones G.(n), G.(n) son valores aproximados de 

g.(n) y g.(n), respectivamente. A la vista de los teoremas 4. 

sin = 4 ( 8 m + 7 ) , 

si 4|n y n =}= 4a(8m + 7) , 

si m. c .d. (n,10) f 1 , 

s i m.c.d.(n,10) = 1 ; 

£a(n,3) = 

pensando esta cantidad como una primera aproximación al valor 

exacto de £(n,3). 

Claramente, para todo entero positivo n es £(n,3) < £ (n 
MM. g 

y ¿(n,3) c i (n,3) en los dos primeros casos (cf. §2 Cap. I). 
3L 
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Para los enteros positivos n < 10 , P.Llorente ha cal

culado, mediante el ordenador, el valor de ¿(n,3). Se obtie^ 

ne así la siguiente 

Proposición 4.20. Para todo entero n < 10 se verifica 

£(n,3) = £(n,3) , 
ci 

salvo para los 24 valores siguientes: 

n = 30, 70, 90, 210, 310, 330, 430, 670, 790, 870, 1170, 

1330, 1710, 2170, 2190, 2230, 2530, 3070, 3690, 3910, 6790, 

15990, 19890, 27190, 

para los que £(n,3) = 1 y A, (n,3) = 2 ; y para los 4 valores: 
el 

n - 13, 37, 403, 793, para los cuales £(n,3) - 2 y 

£ (n,3) = 3. a ' 

Por tanto, se impone el estudio de las diferencias 

g.(n) - G.(n) , g.(n) - G.(n) , para explicar las discrepant 

cias entre ¡L (n,3) y£(n,3). 

Definición. Sea neZZ , n ^ 0,4,7(mod 8), denominaremos a las 

diferencias 

g3(n) - G3(n) , g3(n) - G3 (n) si m.c.d.(n,10) = 1 

g2(n) - G2(n), g2(n) - G2(n) si m.c.d.(n,10) + 1 , 

e l tífM¿YlO de. Zh-Kon. en l a d e t e r m i n a c i ó n d e l 3 - n i v e l de n . 
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CAPITULO V 

INTERPRETACIÓN DEL TERMINO DE ERROR MEDIANTE FORMAS MODULARES 

En este capítulo se interpretan las diferencias 

gi(n) - Gi(n) , g*(n) - G*(n) , 

como coeficientes de Fourier de formas modulares parabólicas 

de peso 3/2. La conjetura de Ramanujan - Petersson permite 

entonces estudiar el comportamiento del término de error en 

la determinación del 3-nivel de n, en función de n. 

§1. Serie theta asociada a una red 

Sea V un Q-espacio vectorial de dimension k > 3 , f una 

forma cuadrática en V, definida positiva, y 

B(x,y) = f(x+y) - f(x) - f(y) , 

su forma bilineal asociada. 

Dada una ZZ-red L de V de rango k, se designa por 

L# = { yeV | B(y,L) C- 2L ) 

su red dual. 
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Se llama dztzHmlnantz de L al de la matriz (B(e.,e.)), 
i j ' 

siendo { e. } una TL -base de L. 

La ¿unc-côn tkata. a&ocioida a L se define por 

00 

6(L,z) = E e(f(x)z) = E r(n,L) e(nz) , 
xeL n=o 

en donde e(z) = exp(2iriz), zeC . 

Sea 

H = {ZÉC I Imz > 0} 

el semiplano superior complejo. La serie 6(L,z) es absolut^ 

mente convergente (cf. por ejemplo [l7], 0.2) y ademas uni

formemente convergente en toda region de la forma 

Imz > 6 > 0 ; representa por tanto una función holomorfa 

en H. 

En particular, si L = Z e.6.. .€ TL e, , con { e. } 
1 < i < k 

la base canónica, entonces la serie 

00 

e(f,z) : = E r(n,f) e(nz), 
n=o 

coincide con 6(L,z), y se denomina £unc.¿6n tk&ta. a¿>oC¿ada. 

a ¿a ¿olma cuad^ât^ca f. 

Se definen las funciones theta asociadas al genero de 

L, y al genero espinorial de L, mediante las formulas : 
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8 ( g e n L , z ) = E r ( n , g e n L ) e ( n z ) 
n=o 

Ulí^L 0 (MV \ M Í I ^ L 0(M) 

00 

6 ( s p n L , z ) = ¿_ r ( n , s p n L ) e ( n z ) 
n=o 

J'y -LJ\ ( 5 6(M>Z) 
Wbp-nL 0(MV I M I Ü Í L °(M) 

La primera de estas series que se considero histórica

mente fue la •óe-'L-ce. thuta. de. 3&cob¿, dada por 

CO 00 

6(z) - 6(1 ,z) = Z r(n,I )e(nz) - 1+2 1 e(n z), 

n=o n=1 

con zeH . 

A partir de la serie theta de Jacobi se obtienen las 
k .» 

funciones 0 (z), k > 1 , que dan una función generadora del 

numero de representaciones de un entero como suma de k cua

drados, es decir : 
ek(z) = 9(1, ,z) = ¿ _ e(x2z) 

K VxcZZ J 

\ 2 2 
Z e((x,+...+xt)z) k X 

(xi)e2Z 

Z r(n,Ik)e(nz) . 
n=o 

- 145 -



La serie thêta de Jacobi verifica la siguiente formula 

de transformación: 

6(Y(z)) - j(Y,z) 6(z) , 

para todo elemento y = ( I£ r (4) . 

Siendo para todo entero N, 

ro(N) : ={(c d)eSL 2(Z) | c E 0 (m6d N) } , 

el subgrupo discreto de SL ?(Z), denominado el 0-isimo gru

po modular de nivel N. Y siendo 

az + b 
Y ( Z ) = , para todo z e IH . 

cz + d 

La función j(ï,z), llamada {¡acton de aatomo^^ta, es hol£ 

morfa en H y puede probarse [40J que 

j(Y,z) - e'^ (f) (cz+d)1/2 , 

con 

e = 
d 

1 si d = 1(mod 4), 

. i=\pï si d = 3(mod 4) , 

siendo (-r) la extension del símbolo de Jacobi dada por 

<!> - { 

c 

d 

c 

-1 

si c < 0, d < 0 , 

en otro caso si c \ 0 , 

= l ô - l según c > 0 6 c < 0 , 

L - - 1 . 
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1/2 
La raíz cuadrada w de cualquier número complejo w 

se escoge de forma que 

T „ 1/2 „ TT 

- j < arg w < j . 

Observemos que 
i) j(-I2,z) = 1 , 

"> (* (c d) > Z ] = (if") (cZ+d) » (c d ) é V * > • 

Claramente, para todo elemento yer (A) se verifica la 

formula de transformación 

ek(y(z)) - jk(Y,z) • ek(z), k > i . 

Las principales propiedades de las series theta asoci¿ 

das a una red se obtienen al caracterizarlas como ^ofimoLò mo_ 

data.fi2.0. Como en nuestro problema utilizamos formas cuadrá

ticas ternarias, nos interesara conocer las propiedades de 

las formas modulares de peso semientero y, mas concretamen

te, de peso 3/2. 

§2. Formas modulares de peso semientero 

Pasamos a exponer, de manera sucinta, las principales 

propiedades de las formas modulares de peso semientero, si 
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guiendo las ideas expuestas por Shimura (cf. [38j, [4o] )• 

Sea G el grupo formado por todas las parejas (a»<l>(z)) 

tales que 

a bN + 

a = l d I € GL (2, TR) y <¡> : H » C es 

una f u n c i ó n ho lomor fa d e l t i p o : 

(f>(z) = t d e t ( a ) ~ 1 / 2 ( c z + d ) , z e l t i ; 

en donde t € <C , |t| = 1, es fijo. La ley de composición del 

grupo G se define por 

(a1,<i¡1(z)) (a2,<j>2(z)) = (o1a2,<()1 (a2(z)) ^(z)) . 

C l a r a m e n t e , GL ( 2 , I R ) o p e r a en HwlRU{«.} . Se d e f i n e l a 

a c c i ó n de (a,<|>) en HuIRu{°°} i g u a l a l a de a . P a r a una futí 

cion f : H »• C , y para un entero k, se define una acción 

de G, por la derecha, sobre f mediante la formula 

(f| [ç]k)(z) = f(a(z)). <))(z)"k , 

con Ç = (a,<j)) € G, por lo que 

f| &n]k - <f| W k ) I W k • 

Nótese que si f es holomorfa, también lo es f| ("çl t • 

Sea G el subgrupo de G definido por 
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G1 = { (a,<f>) e G | det a = 1 } 

Entonces, dado un entero N divisible por 4, se representa 

por A (N) el siguiente subgrupo discreto de G1 : 

A0(N) = { ( Y , J ( Y » Z ) ) I Y*r0(N)} ; 

siendo j(Y>z) la misma función que aparece en la formula 

de transformación de la serie thêta de Jacobi. 

Un punto s de IRU-O} s e dice que es un panto pa.h.a.b6_ 

Li.Q.0 de r (N) , 6 de A (N) indistintamente, si existe un 

elemento de r (N) que tiene a s como único punto fijo. 

El transformado de un punto parabólico por cualquier ele_ 

mento de T (N) vuelve a ser un punto parabólico. Se dice 

que dos puntos parabólicos s,t son T (N) - equivalentes 

si existe un elemento Y de r (N) tal que Y(s) = t . El 

conjunto de puntos parabólicos de r (N) es Qu {°°} 

([38] , 1.4). 

Sea s un punto parabólico de A (N) y sea 

(Ao(N))s -'{CeA0(N) | C(s) = s} 

su grupo de isotropía. Como que -I„ € T (N) , resulta que 

(A (N)) es el producto directo de un grupo cíclico li-
. o s » » 

bre y de un grupo cíclico de orden 2 , generado por 

(-1-,1),([38] Prop 1.17). Sea n un generador de la par

te cíclica libre de ( A Q ( N ) ) S y p un elemento de G1 tal 
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que P (°°) = s , (tal elemento existe siempre ya que G. actúa 

transitivamente sobre Qu{»} ) . Entonces p np es un ele-

me n t o de G. que d e j a f i j o » ; e l l o i m p l i c a ( v . [40] ) 

P_1TIP = (- U Ï) » 0 ' 
en donde h es un número real positivo y teC con |t| = 1 , 

que solo dependen de la T (N)-clase de equivalencia de s 

(ver por ejemplo [27] Cap. IV, prop. 2). 

Proposición 5.1. Sea k un entero, f una función holomorfa 

definida en H y p un elemento de G1. Supongamos que 

f|[p], es invariante por ( (0 1 ) > t ) , con 

I I ^~ K. 2 TT i TT 

t| = 1 y h e IR . Entonces si ponemos t = e , 
0 < r < 1, se tiene : 

00 

, r i r i w . _ / v 2TTi(n+r)z /h / \ „ „ 
( f I L p J v ) ( z ) = E a ( n ) e » c o n a ( n ) 6 c • 

n s=_oo 

D e m o s t r a c i ó n . Al s e r f| [ p ] t i n v a r i a n t e b a j o í í _ 1 1 , t ) 

se t i e n e 

( f | [ p ] k ) (z+h) = t k ( f | [ p ] k ) (z ) = e 2 l T Í r ( f | [ p ] k ) ( z ) . 

Como l a f u n c i ó n 

(f I [p]k) (2) 

2TTirz/h 
e 
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es holomorfa y de período h, resulta que admite un desarro

llo en serie de Fourier : 

00 

_ , x 2i7inz/h , N „ 
E a ( n ) e , a ( n ) e C , 

n=-°° 

de l o c u a l r e s u l t a 
( f | [ p ] k ) ( z ) = ï a ( n ) e 2 ^ i ( n + r ) z / h # # 

n=o 

Definición. [4o] Dados un entero k, un entero N divisible por 

4 y un carácter x de (2Z /N 7L) , se dice que una función hol£ 

morfa f definida en H es una {¡OKma modulan, zntzia dz pz&o 

k/2 y COLfiâ-CtzK. x respecto de r (N) ¿>l 

i) f I M k
 = X(d)f, para todo 6 = ( Y , J ( Y , Z ) ) de A Q ( N ) ; 

y - (* d ) é V N > • 

Es d e c i r s i 

f ( Y ( z ) ) = x ( d ) J ( Y , z ) f ( z ) , p a r a t odo zeH . 

ii) f es holomorfa en todo punto parabólico de r (N). 

El significado de la segunda condición es el siguiente: 

Si s es un punto parabólico, sea p€G- tal que p(») = s , 

y p(± ( _ .) , t) p genere la parte cíclica libre de 

(A (N)) , con héffi , y teC, |t| = 1 . Pongamos 

t = e i r , 0 < r < 1 . Entonces por i), f|[p], es invariante 
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bajo [o] para todo oe P (A (N)) p, en particular bajo 

(±( ç. . ), t), y estamos pues en las condiciones de la pr£ 

posición 5.1. 

Se dice que f es holomorfa en s si 

00 

/.ci r ~ l \ / \ ^ / \ 2 i T i ( n + r ) z / h 
( f I [ p j . ) ( z ) = £ a ( n ) e 

n=o 

Un punto parabólico s se llama k-fi-Zgu.ta.fi respecto de T (N) 

si t =1 , es decir si r = 0, y \n--ttiti&guZa,K en caso contrario. 

Se dice que f es una {¡olma. paKa.b6t¿(LCL si a(0) = 0 en todo 

punto parabólico k-regular. 

El espacio de las formas modulares enteras de peso k/2 

y carácter x respecto de T (N) se representa por M (k/2,N,x) 

y el subespacio de las formas parabólicas por S (k/2,N,x). 

Está claro que M (k/2,N,x) consiste sólo en la función nula, 

a menos que x sea par, es decir que satisfaga x(~l)=l« En 

el caso en que x sea trivial se escribirá simplemente 

Mo(k/2,N) y So(k/2,N). 

Respecto de T (4), °°, 0 y 1/2 son representantes no 

equivalentes de todos los puntos parabólicos [3 9j . 

Las afirmaciones de las proposiciones 5.2 y 5.4 son 

bien conocidas. Detallamos, sin embargo, su demostración por 

no haberla encontrado en la literatura. 
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Proposición 5.2. Si k es impar, entonces » y 0 son puntos pa_ 

k kiri/2 
rabolicos regulares y 1/2 es irregular con t = e 

Demostración. 

i) Evidentemente °° es un punto parabólico regular de T (4) 

ya que 

1 h 
<V4))=o = { (±( 0 1 >> L > ' h € Z } ' 

ii) Es fácil ver que el grupo de isotropía de cero en A (4) 

viene dado por 

(A (4)) = { (Y , j (Y J*)) I Y -( f ° ) , meZ , e- ± 1} . vo o v ' m, e ' J'm,Er / / |'m,e v 4m e ' ' 

e 0 
Y como la aplicación (m,e) I > y - ( . ) 

v me,e 4me e 
de TL x { ±1} en (A (4)) es un isomorfismo de grupos y 

o o 

TL x { ±1} tiene dos partes cíclicas libres, a saber las gene

radas por (±1,1) y (±1,-1), resulta que las partes cíclicas 

libres de (A (4)) son los subgrupos generados por 

' - <Ylfl. Kï!.!-» - ((i Ï) • d
+^) 1 / 2) 

y por 

ñ - (?_!,_!» J<Y„lt-1.0) = (("} X) • (1-4Z) 
1/2 

) 

respectivamente, o bien por 
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y por 

ñ_1= <Ylf-1. M Y ^ ^ , « ) ) (Ci .¡ ). uW 2 > 

respectivamente. 

Sean, ahora, p = (( ), t (cz+d) ) eG , tales 

que p(°°)=0 y p(±( 1 ), t) p , genere una parte cíclica 

libre cualquiera de (A (4)) , con t, t eC, |t|=|t I = 1 y 
o o ' o ' ' ' o ' 

h€K+. 

En general, se tiene 

t+t l h ^ «-<> - 1 f*/ 1-ahc a2h \ ,. ,. . , 2. *l/2\ p(±( n , ), t) p = ± ], t(l+ach-c hz) 1; 
u V \ -c h 1+ahc/ ' 

En nuestro caso como p(°°)=0, es a = 0 y por tanto, 

,4., 1 n \ ^ - 1 (+ ( 1 0\ w, 2, ,H2\ p(±( 0 x ) , t) p = f ± I 2 J, t(l-c hz) J, 

imponiendo que esta expresión genere al menos una de las pa 

tes cíclicas libres de (A (4)) se obtiene 
o o 

p(±( 0 x ), t)p = ((_4 l ), t(l-4z) ) - n , 

p(±( l J ), t)p L = (("* _J ), t(l-4z)1/2) = ñ, 

, -2 + siendo en ambos casos h = 4c € ]R . 

Igualando segundas componentes de las dos expresiones, 

-1 - k 
tanto de n como de n, se obtiene t = 1 y, por tanto, t = 
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iii) Mediante un cálculo sencillo, pero más laborioso que 

en el caso ii), se obtiene que 

(A (4))1/„ - { ( Y ,j(Y ,Z))|Y = fE+/ ô m ) . meZ,e=±l} o 1/2 'm,e J m,e ''m,e \ 4m e-2m/' * 

y las partes cíclicas libres de (A (4))1 ._ son los subgrup 

generados por 

os 

n = (Y l f l. á(Y l f l,z)) - (( J ~_\ ) , -i(4z-l) 1 / 2), 

y por 

ñ = (Y_i,_!. JÍY.^.!^)) 
-3 1 1/2 

<<_4 i >' i(4z-D1/ ), 

respectivamente, o bien por 

-1 -11 1/2 
n = (Y_j X» J(Y_! J . Z ) ) = ((_4 3 )> i(3-4z) ), 

y por 

ñ « (YX _ l f J(YX .J^ÍZ)) (('* ~* ), i(3-4z)1/2), 

respectivamente 

a b » L, 1 / 2 
S e a n , a h o r a , p = ( ( , ) , t ( c z + d ) ' ) e G , , t e C , * ' c a o l o 

+ 1 h — 1 

|t |=1 y h€]R tales que p(°°)=l/2 y p(±( _ . ), t)p genere 

al menos una de las partes cíclicas libres de (A (4)) 

con teC y |t|=l. Entonces, resulta que c=2a y 

1 / 2 ' 

2 2 
, . , 1 h x , N - 1 / / l - 2 a h a h 

P ( ± ( 0 l ) , t ) p = ± 
- 4 a h 

/ / l - 2 a 2 h a 2 h \ „ , , . , 2, , 2U . l / 2 \ 
± , , , t ( l + 2 a h - 4 a h z ) 1 

\ V - 4 a z h 1+2& hl ' 

- <CÍ 3 >> t ( 3 - 4 z ) 1 / 2 ) -n" 1 , 
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de lo que, igualando segundas componentes, se obtiene que 

.. • <-k kiTi/2 « 
t=i y, por tanto, t = e . # 

Corolario 5.3. El °° es un punto parabólico regular de r (N) 

Demostración. Basta observar que para todo N = 0(mód 4) es 

(A (N)) = (A (4)) o °° o 

Proposición 5.4. Si k es par, entonces t = ±1 ; es decir r = 0 

6 1/2 para cualquier punto parabólico s de A (N). 

Demostración. Sean p = (( a ), t (cz+d) )éG. y h€3R tales 

que 

p(±( l
0 J ) , t)p

_ 1 

genere una parte cíclica libre de (A (N)) , con s un punto p 
O S 

rabólico de r (N) y p(°°) = s. Entonces, se verifica 

IXI X h ^ <-\ _ 1 fx I !-ahc a2h \ ^ .. . , 2, Nl/2\ p(6( 0 ), t)p - 6 ( , t(l+ach-c hz) 1, 
\ V-czh 1+ahc/ ' 

en donde 6=±1. Para que esta expresión sea un generador de 

una de las partes cíclicas libres de (A (N)) se ha de cumpl 

2 -c h = NA, \€7L , 1 + ahceZ impar, y la segunda componente ha 

de ser j (y,z)» con 

Y = 6 
2 

(1-ahc a h \ 

-c2h 1+ahc/ 

er o(N). 
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Pero 

J ( Y ' 2 ) = e6(i+ahc) ( 7 7 T T T ) 6 ( " c h z + 1 + a c h ) Ï 

o ( 1+ahc; 

distingamos, pues, varios casos: 

i) Si (1+ahc) = 1(mod 4) y 6 = ±1, entonces en ambos casos, 

es 

j(Y,z) = ±l(l+ach-c2hz)1/2 , 

k 2kl y por tanto, t = ±1, de donde t = t = 1 . 

ii) Si (1+ahc) = 3(mod 4) y 6 = ±1, entonces en ambos casos, 

es 

j(Y,z) = ±i(l+ach-c2hz)1/2 , 

k 2kl y por tanto, t = ±i, de donde t = t = ±1 . # 

Corolario 5.5. Si k es par, k = 2k , entonces la condición 

i) de forma modular entera significa que 

k, a bi 
f(Y(z)) - Xx(d) (cz+d) f(z), para todo y - [c dj^

r
0(N) , 

-1 kl 
siendo, x1(d) - x(d) (-y) . 

Ademas, por la proposición 5.4 para todo punto parabô-

lico es t « ±1. Se recupera de esta manera la definición 

estándar de forma modular entera de peso entero ([38] 2.1). 
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Pasamos a continuación a interpretar la serie thêta de 

una red como forma modular. 

Sea (V,f) un Q-espacio cuadrático de rango k > 3 y f 

una forma cuadrática definida positiva. Sea L una TL -red de 

V verificando que el ideal generado por f(L) coincide con TL 

( f(L)Z = TL ) y que f ( L#) TL = N - 1 ^ . Estas TL -redes las de

nominaremos de n¿ve.& N. Las principales propiedades de la 

serie theta asociada a una red de este tipo se resumen en 

el siguiente 

Teorema 5.6. ( [34] f [40] , [41] ) Sea L una TL -red de nivel N. 

Se verifica 

i) 6(L,z) es un elemento de M (k/2, N,x)> siendo 

X(d) -

/(-l)k/2detL \ 

si k es impar, 

si k es par, 

para todo d. 

ii) 6(L,z) - 6(genL,z) es un elemento de S (k/2,N,x). 

Corolario 5.7. Para cada k> 1 se tiene que 9 (z) es un ele

mento de M (k/2,4). 

o ' 
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§3. Formas modulares de peso 3/2. Conjetura de Ramanujan-

Peters son 

Sean f una forma parabólica entera y g una forma modu

lar entera, ambas de peso 3/2 respecto de r (N). Sea D undo 

minio fundamental para T (N) en H y sea y la siguiente me

dida, finita, y - Jj y dxdy. 

Se define, en este caso, el producto <Lbca.ta.ti de. V<lt<L>ii>bOYi, 

<f,g> , como la integral 

<f,g> = jJD 7(77 g(z) y
3 / 2 ^ f * , z = x+iyeH ; 

y 

esta integral es absolutamente convergente ( [40] , lema 3.3). 

Al ser f(z)g(z)y , y dxdy , invariantes [40] bajo 

la acción de T (N), resulta que el producto escalar de 

Petersson no depende de la elección de D. Sobre S (3/2,N,x) 

el producto escalar de Petersson es hermítico y definido po

sitivo. Además, <g,g> > 0 si <g,g> está definido y g 4 0. 

Se verifica [34] que 

Mo(3/2,N,x) = Eo(3/2,N,x) _L So(3/2,N,x) , 

en donde E (3/2,N,x) es el espacio ortogonal, respecto del 

producto escalar de Petersson, al espacio de formas parab£ 

licas. 

Como ha probado Ting Yi Pei [43], el espacio E (3/2,N,x) 

viene generado por las &z>i-Le.& dz E¿¿e.no£e.¿n¡ 

E(x,N), f1(I,4No) y ^(1,81^) , 
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y po r t o d a s sus t r a n s f o r m a d a s m e d i a n t e l o s e l e m e n t o s d e l g ru 

po G. Las s e r i e s a n t e r i o r e s [43J v i e n e n d e f i n i d a s p o r : 

- 3 
E ( x . N ) ( z ) = I X ( d ) j ( Y , z ) 

yeTœ\T (N) 

I 
Y e r œ \ r (N) (cz+d) 

3 / 2 ' 

X ( d ) e¡J 

a b i e n d o y = ( a , ) 6 r \ r (N) y T « (T ( N ) ) ; 1 c d °° » o °° o 0 0 

- 1 - 1 v - 3 / 2 
f 1 ( I , 4 N o ) = E ( I , 4 N o ) - ( l - i ) ( 4 N o ) E ( x N . 4 N Q ) ( ^ - ) z 

o 4N z 
o 

f 1 ( I , 8 N o ) = E ( ï , 8 N o ) - ( l - i ) ( 8 N o ) _ 1 E ( x 2 N , 8 N Q ) ( - ^ - ) Z " 3 / 2 ; 
o 8N z 

o 
en donde xN

 es el conjugado del carácter de Kronecker xN • 
o o 

Sean a un entero libre de cuadrados y s un entero positi-
2 

vo tales que 4s a|N . Se designa por U(a) el subespacio de 

S (3/2,N,x) generado por las funciones 

2 
tw(az) = £ ^(n) n e(an z), 

W n=l 

en donde \¡¡ es un carácter primitivo modulo s y tal que 

iK-D - -1, y X(d) = *(d)( =4~) , para todo d. 

Los espacios U(a), para los diferentes valores de a, son 

ortogonales dos a dos[40j respecto del producto escalar de 

Petersson. Sea U =Xü(a).En general se tiene que 
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So(3/2,N,x) = Ulli
1, 

en donde U es el complemento ortogonal de U en S (3/2,N,x) 

Teorema 5.8. (cf. [34]) Si L es una TL -red de rango 3, de ni

vel N, se verifica 

i) 6(genL, z) es un elemento de E (3/2,N,x). 

ii) Sea fr : M (3/2,N,x) *• E (3/2,N,x) la proyección canó

nica, entonces 

TT(6(L,Z)) = 6(genL, z) . 

iii) 6(L,z) - 6(spnL,z)eU . 

En el espacio de las formas parabólicas S (3/2,N,x), el 

crecimiento de los coeficientes de Fourier de las formas de 

U está controlado mediante là 

Conjetura de Ramanuj an-Petersson para peso 3/2 . (cf . [l 9] , [28] , [35] ) 

Sea g(z) = Ï. a(n) e 
n=l 

una forma parabólica de peso 3/2 de U y sea n un entero ZZbfie, 

da cuadiadoò. Para todo e > 0 es 

a(n) = 0(n ) , 

en donde la O-constante depende de e y de g. 
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Por diferentes métodos se ha probado que siempre es va

lido ([19],[45]), 

1 
2.-e 

a(n) = 0(n¿ ) , 

para n libre de cuadrados. 

El crecimiento de a(n), cuando n se restringe a una cl¿ 

2 
se cuadrática n=n s , es del mismo orden que el que figura 

en la conjetura de Ramanuj an-Petersson. Ello se pone de lani. 

fiesto en el siguiente 

Teorema 5.9. ( [34] , Hilf ssatz 5) Sea n un entero positivo 

libre de cuadrados, y sea 

/ \ r r \ 2iTinz g(z) = Z a(n) e 
n=l 

1 

una forma parabólica de peso 3/2 de U(n ) . Entonces se veri

fica 

2 Tl·e 

a ( n s ) = 0 ( s ) , 

en donde la O-constante depende de e, n y g. 

Demostración, (esbozo) Es sabido que la n -correspondencia 

de Shimura (v.[34] , [40]) aplica el espacio U(n ) en 

S (2,N/2,x )• Las fórmulas de transformación de los coeficien. 

tes en esta correspondencia [39J , junto con la conjetura de 

Ramanujan-Petersson para peso 2, probada, en este caso, por 
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Eichler [l 5J » permiten deducir que existe una constante c 

tal que 

a(nQs )| <•c4s d(s) , 

en donde c, = c,(n ,g) y d(s) = £ 1 es el número de div^ 

s ' | s 

sores de s. 

Como para todo 6 > 0 es d(s) = 0(s ) , ( [23] , teorema 

3 1 5 ) , se verifica que existe una constante c_ = c_(6)jtal 

que 

d(s) < c 5s , 

por tanto, basta tomar 6 = e/2 para obtener que 

1, 

I < 2.| , 1/2 e Vt 

a(n s ) < c.s ccs = c,s 1 o ' ' - 4 5 6 , 

siendo c,:= c.c,. y, en consecuencia, c, = c,(e,n ,g) 

§4. Comportamiento del término de error 

Para estudiar el comportamiento del término de error, 

empezaremos por precisar los espacios a los que pertenecen 

las series theta de las formas cuadráticas que intervienen 

en nuestro problema. 
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2 2 2 
Proposición 5.10. Sea f = <b1,b2,b„> una forma cuadrática 

entera con (b.,b.)=l, i^j, y cada b. libre de cuadrados. 

Se v e r i f i c a 

2, 2, 2. 
i ) 6 ( f , z ) e s un e l e m e n t o d e M ( 3 / 2 , 4 b , b _ b _ ) . 

1 
i i ) 6 ( f , z ) - 9 ( s p n f , z ) € U . 

iii) Si los b. son impares, i = 1,2,3, entonces 

0(f ,z) - 9(genf, z) € U . 

Demostración. 

i) Si consideramos la TL -red L = 2Le.Q2Le~QZe , con e.,e_, 

2 2 la base canónica, entonces 6(L,z) = 9(f,z). Como b,,b_ s 

representados por f y son coprimos resulta que f (L)/Z = TL 

Calculemos ahora la red dual 

L = { y€V|B(y,L) Ç Z }, 

siendo 

B(x,y) = 2 Z b x y 
i=l 

Si un elemento y = y1e,
+yoe2+y3e3 d e V es de L , enton 

de verificar que 

ees 

2(bjxi7l + b2*2y2 + b3X3y3) € TL , 

para todo X ,X ,X de TL . De aquí que 

y^T¿ 
TL , i = 1,2,3. 
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Es decir 

L = TL 
el e2 e3 —=- © Z =• 9 7L 

2b 
1 

2b! 2b 2 ' 

ii 9 9 9 1 

y tenemos que f (L )7L - (4b,b„b_) S , de donde la red cano-
2 2 2 nica es una red de (V,f) con nivel N = 4b..b~b„. 

Como, por el teorema 5.6 , el carácter asociado es 

'2 detL 
X(d) = 

2 2 2 
2 ' 8 b í b 2 b 3 = 1, 

2, 2, 

d ' \ d 

por todo d, resulta que 6(f,z) es un elemento de M (3/2, 4bîb^b 

ii) Basta aplicar el teorema 5.8. 

iii) Si los b. son impares, entonces al ser (b.,b.)=l, i^j, se 

tiene que el genero de f contiene un único genero espinorial 

([8],!Ch.ll, th. 1.3 ) , por tanto, spnf = genf, y la afirma

ción resulta de i i ) . # 

Observaciones. 

2 2 2 
i) Si f = <a.,a 0,a 0> es una forma cuadrática tal que a. es li-

1 2 3 i 

bre de cuadrados (i = 1,2,3), pero con m.c.d.(a.,a.,a,)^ 1, 

se. tiene 

f(L) TL C z » 

siendo L = Ze 1 #2Ze9#2Ze, la red canónica. Por tanto, L no es 

una red de nivel N y no tenemos información del comportamiejí 

to de 6(f,z) como forma modular. 
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ii) Si m.c.d.(a.,a„,a„)= 1 pero (a.,a.)^ 1» i^j > aunque en 

este caso tengamos información sobre 0(f,z) no se puede asje 

gurar que spn f = gen f. 

Para evitar estos problemas es por lo que se ha hecho 

en el Capítulo II, §6, la transformación 

2 2 2 - 2 2 2 2 
r (n,< a1,a2,a3>) = r (nd ,<b1,b2,b3>) 

En el caso en que 2|b1 y 2|b., i=2,3, para poder llegar 

a los mismos resultados que en el caso anterior, necesitamos 

hacer una serie de consideraciones previas ya que no podemos 

asegurar que spnf - genf. 

Proposición 5.11. Sea m=2ap-...p un entero libre de cuadra-

2 2 2 dos, con p.=1(mod 4), 0< i< r. Sea f =<a.,a„,a„> una for

ma cuadrática tal que a.|m, (a.,a.)= 1> ií*j • Sea nil (mod 8), 
ßl X ßs X J 

n=mt en donde t = q, ...q , s > 0 con q.=3(mod 4). Se veri 

fica 

r(n,spnf) = r(n,spng), 

para toda forma cuadrática g tal que gen g = genf. 

Demostración. Si 2(a., i= 1,2,3, como que en este caso 

spnf = genf, es inmediato que spnf = spng y, por tanto, 

r(n,spnf) * r(n,spng). 
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Si 2 | a , y 2 J a . , i = 2 , 3 , e s c r i b a m o s n = n s , con n l i b r e 
1 1 J X O O 

2 2 2 
de cuadrados. Sean N = 4a,a a» el nivel de la red canónica de 

(V,f), y <¿>(s) la función definida por 

2 2 
i|>(s).s = r (n s . spnf) - r (n s ,spng). 

Si 4n J'N entonces ty es idénticamente nula (L34J,Kor.2) 

y por tanto r(n,spnf) = r(n,snpg). 

Si 4n IN, entonces escribamos: 
o ' 

, 2 2 2 / v,2 N = 4an a„a„ = 4n n h 1 2 3 o o 

Sea p^2 un primo tal que p|h, entonces p|a. para exacta

mente un i, ya que (a.,a.)= 1 si i^j; por esta misma razón 

se tiene que p^n . Por tanto p|s. 

Si p = 2 y 2 I h con v (h)= v se tiene que v„(4n n h ) = 4+2v r J ' 2 2 o o 
2 2 2 ya que n^0,4(mód 8). Por otra parte, es v (4a.a.a.) = 4, de 

donde v = 0 y 2|h; con lo cual este caso no se presenta. 

De todo lo expuesto se deduce que h|s y,por tanto, 

4>(s)= 0 (cf .[34] , Kor.2 ) . # 

Corolario 5.12. Sea m»2p1···P un entero libre de cuadrados, 

2 2 2 
con p . = 1 (mód 4), 0< i < r. Sea f =<a,,a,a»> una forma cua 

drática tal que a.jm, (a.,a.)=l, i¿j . Sea n^ 7 (mód 8); escri. 

bamos n=mt, en donde t es también un entero libre de cuadra

dos y si q|t, q primo, entonces q=3(mód 4). La validez de la 

conjetura de Ramanujan-Petersson implica que, para todo e>0 

es 
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i) r(n,f) - r(n,genf) - O U ^ ) , 

ii) r*(n,f) - r*( n,genfj = 0(t4 ) , 

en donde la O-constante depende de e, m y f. 

Demostracion. 

i) Si n es impar, por la proposición 5.10 tenemos que 

6(f,z) - 8(genf,z) £ U , por tanto i) es una consecuencia iii 

mediata de la afirmación de la conjetura de Ramanu j an-Peter_s 

son. 

2 2 2 Si n es par, la forma f = <a1,a_,a_> formada a partir 

de n puede contener más de un genero espinorial. Si f conti^ 

ne un único semigênero espinorial respecto de n=n entonces 

2 2 

r(n s ,spnf) = r (n s ,genf) para s > 1. Si el genero de f 

contiene dos semigeneros, sea g una forma cuadrática del ge

nero de f, perteneciente a distinto semigenero espinorial 

que f, se tiene ( Q34J ) : 
2 2 2 

r(n s jspnf) + r(n s ,spng) = 2r(n s ,genf), 

para s > 1. 

Por la proposición 5.11 sabemos que r(n ,spnf)=r(n ,sp 

y por tanto es r(n , spn f) = r(n ,genf). Basta, pues, tomar 

c_(e,m,f) : = c,(e,m,6(f,z) - 9(spnf,z)), en donde c, es la 

O-constante dada por la conjetura de Ramanujan-Petersson. 

ii) Inmediata pues, en este caso, es r*(n,f) = r(n,f) y 

r*(n,genf) « r(n,genf). # 
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Pasamos a continuación a dar el comportamiento del tlr-

* * 
mino de error, g . (n) - G.(n), para n libre de cuadrados. 

Teorema 5.13. Sea m=201p1···P un entero libre de cuadrados, 

2 2 2 

con p.=1(mod 4 ) , 0^_ i< r. Sea f=<a,a„,a_> una forma cua

drática tal que a.|m, (a.,a.)=l, i?* j . Sea n=mt, n^7(mód 8 ) , 

en donde t es también un entero libre de cuadrados y si q|t, 

q primo, entonces q=3(mod 4 ) . La conjetura de Ramanujan-Pe-

tersson implica que, para todo e > 0 es 

gi(n) - Gi(n) = 0(t ) , 

en donde la O-constante depende de e y m. 

Demostración. Observemos en primer lugar que al ser n libre 

* 
de cuadrados se verifica r*(n,I_) = r(n,I-); g.(n) = g.(n) , 

* pero G.(n) f G.(n), por lo que mantenemos la notación. 

Empezamos por probar que para todo e > 0 es 

) , g*(n) - G*(n) = 0( ^ 
4 + 2 

r*(n,I3) 

en donde la O-constante depende e y m. 

Por el corolario 5.12, para todo e > 0 existe una cons-

* * 2 2 2 
tante c? = c? (e/2 ,m,< a. , a , a~>) tal que 
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|gi(n) - Gi(n) 

2 2 2 2 2 2 
r*(n,< a ,a ,a„>) - r*(n, gen <a ,a ,a.>) 

. | z ( i i 1 1 1 1 — ) 
i1 r*(n,I 3) 

0 0 0 O O O • 

I r* (n,< &l ,a 2,a 3>) - r*(n, gen < a1 , a 2 , a^>) 

a . m 
i ' 

r*(n,I 3) 

1 e 
A 2 

a . m 
i ' 

r*(n,I3) 

Aquí las a. son las correspondientes a las defin 

de G.(n), con (a.,a.) = l, para i^j. Si llamamos 

* * * 2 2 2 
Cg - Cg(e,m): = I c7(e/2,m,<a1,a2,a3>), 

a . Im 
i ' 

resulta que 1 e 
.V~2 

|gi(n) - Gi(n) | < cj 
r*(n,I3) 

Lema 5. 14. Sea n^0,4,7(mod 8). Para todo e > 0 es 

r (n,I3) 
= 0(n Z) , 

en donde la O-constante depende de e . 
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Demostración. Recordemos (teorema 3.4 ) que 

r*(n,I3) = 
A(n) 1/2 _ ,, N 

n L(l,x , ) 
ir -4n 

El teorema de Siegel, relativo al comportamiento del nú 

mero de clases de formas cuadráticas binarias para discrimi

nante negativo, garantiza que para todo e > 0 existe una coii£ 

* * 

9 = °9 
* * tante cQ = cQ(e/2) > 0 tal que 

L<;1»X_4n) > c* . ( 4 n ) " e / 2 , 

( [24] ,Ch. 12, th. 15.4 ) 

Por tanto, 

1 e 

r*(n,I3) > ^ C ; 4-
£ / 2 n 2~^ , 

ir 

y si n^0,4,7(mod 8) se tiene que 

r*(n,I3) 
± cio n 

en donde 

cio = cio ( e ) : 
ir 

3-E * 
2 c 

9 

Aplicando ahora este lema se obtiene 

, * * , * * t* 2 

| g . ( n ) - G . ( n ) | < c 8 . c 1 0 _ 

ir i 
n 

siendo c x = c ^ ( e . m ) : = c g . c 1 Q m 

1_ 

2+2 ; y con e l l o c o n c l u -
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ye la demostración del teorema, 

Proposición 5.15. Sean n y m dos enteros positivos libres *- o J o r 

2 2 2 de cuadrados. Sea <a1,a„,a„> una forma cuadrática, con a. 

i 2 2 2 
libres de cuadrados y a. n m . Sean f= <b,,b_,b_> y df I los y i ' o o 1 2 3 - ' 

2 2 2 obtenidos a partir de <a.,a_,a_> según el procedimiento del 

2 
16, Capítulo II. Sea n = n s , n^0,4(mód 8 ) , con s un entero 

tal que rad s = m . Se verifica n o 

-2 -2 
r(nd , spn f) = r(nd , spn g) , 

para toda forma cuadrática g tal que gen g = gen f. 

Demo st rac ion. 

i) Si 2|b., i= 1,2,3, como que en este caso spnf = gen f, es 

inmediato que r( , spn f) = r( ,spng). 

2,2, 2 
ii) Si 2|b y 2|b., i=2,3, sean N = ^bjb^b* el nivel de 1; 

red canónica de (V,f) y i|>(s) la función definida por 

2 - 2 2 - 2 
ij/(s).s = r(n s d , spnf) - r (n s d , spng). 

Si 4n J'N, entonces ii es idénticamente nula 
o' 

Si 4n IN, entonces escribamos 
o • ' 

2 2 2 2 
N = 4n n h = 4b1b.b_ . o o 1 2 3 

Sea p^2 un primo tal que p|h, entonces p|b. para exacta-

nte un i, ya que (b.,b.)=l si i¿j; por esta misma razón se 

tiene que p|n y como, por construcción, (d,b.)=l, resulta 

me 
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que pI s. 

Si p = 2 y 21 h con v (h) = v se tiene que V~(4n n h )= 4 + 2v 

2 2 2 ya que n?ÍO,4(mód 8). Por otra parte, es v (40^-0-)= 4> de 

donde v = 0 y 2|h; con lo cual este caso no se presenta. 

De todo lo expuesto se deduce que h|s y, por tanto, 

M s ) = 0 ([34]» Kor. 2). # 

Corolario 5.16. Sean n , m dos enteros positivos libres de 

2 2 2 cuadrados. Sea <a ,a„,a„> una forma cuadrática, con a. libre 

2 2 2 de cuadrados y a.In m . Sean f= <b,,b„,b0>, d€N los obteni ' 1 ' o o 1 2 3 — 
2 2 2 + 2 

dos a partir de <a1,a ,a_> según §6, Capítulo II. Sea n=n s , 

n?í0,4(mod 8), con s un entero tal que rads=m . Se verifica, 

para todo e > 0 

+ e 
r(nd"2,f) - r(nd"2,genf) = 0(s ), 

en donde la O-constante depende de e, n y f. 

Demostración. Basta proceder como en la demostración del cor£ 

lario 5.12 pero teniendo aquí en cuenta el teorema 5.9 y la 

proposición 5.15, la cual asegura que 

2 -2 2 —2 r(n s d ,spnf) = r(n s d ,spng), o o 

para toda forma g, tal que geng = genf, si s= rad m , o sea 

2 
si n s = n. Tomemos, pues, en este caso 

o 

c?(e,n ,f) : - c& (e ,nQ, 0 (f, z) - 9(spnf,z)), en donde c& es la 

O-constante del teorema 5.9. # 
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Teorema 5.17. Sean n y m dos enteros positivos libres de 

2 2 2 
cuadrados. Sea <a.,a,,a.> una forma cuadrática, con a. libres 

9 9 9 
de cuadrados, a. In m . Sean f= <b.,b0,b_> y d 6 IN los obteni-

í ' o o 1 2 3 
2 2 2 2 

dos a partir de <a ,a ,a_> segön §6, Capítulo II. Sea n=n s , 

n^0,4,7(mód 8 ) , con s un entero tal que rads= m . Se verifica 

que para todo e > 0 
8 i(n) - Gi(n) - 0 ( s ) , 

en donde la 0-constante depende de e, n y m . 
r o J o 

Demostración. Empezamos por probar que para todo e > 0 es 
1 e 

•5 ) . gi(n) - Gi(n) = 0( 
r(n,I3) 

en donde la 0-constante depende de e, n y m . 
o o 

Por el corolario 5.16, para todo e > 0 existe una cons-

2 2 2 
tante c_ = c7(e/2, n , <b.,b2,b~>) tal que 

| g i(n) - Gi(n) 

- 2 2 2 2 - 2 2 2 2 
r ( n d , < b 1 , b „ , b _ > ) - r (nd , g e n < b . , b 9 , b _ > ) 

- | Ï ( L _ _ 2 _ J 1 2 3 } ! 
a . n m i ' o o r ( n , I 3 ) 

- 2 2 2 2 - 2 2 2 2 
r ( n d , < b l t b 2 , b 3 > ) - r ( n d , g e n < b x , \>2 , b 3 > ) 

a . n m 
i • o o r ( n , I 3 ) 

E c . 
a . n m 

x ' o o 

2^2 

r ( n , I 3 ) 

A q u í l a s a . s o n l a s c o r r e s p o n d i e n t e s a l a s d e f i n i c i o n e s 
i 
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de G.(n), para i= 1,2,3. Si llamamos 

2 2 2 
c8 = c8^ £' no , mo^ : = Z c

7(e/
2>n

0»
<b

1»
b2»b3>^» 

a . I n m 
X ' O O 

resulta que 

|g.(n) - G,(n)| < c 
8 

1 + L· 
2 2 

r(n,I3) 

a -Lema 5.18. Sea n^4 (8m+7). Para todo e > 0 es 

r(n,I3) 

1 -e 

= 0(n ), 

en donde la O-constante depende de e. 

Demostración. Recordemos (teorema 3.1 ) que 

r(n,I3) =
 A ( n ) n 1 / 2 L d ^ . ^ ) n (i+ I +. . .+ i_ K^ (n, b) ) , •-4n' 2. 

P |n 
,b P 

aplicando el teorema de Siegel que garantiza que para todo e > 0 

existe una constante c_ = cq(e/4) > 0 tal que 

L<1» X_ 4 n) > c 9 ( 4 n ) ~
e M , 

por tanto, 

r(n,I3) > - c9 4 

I £ 
-e/4 2~4 

n 

y si n^4 (8m + 7) se tiene que 

l e 
i < c n~24" 

- C10 n r(n,I3) 
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en donde 

c 1 0 = c 1 0(O: -
3--

2 2( 

Aplicando ahora este lema se obtiene 

1 e l e 
"Tl "ITT 

g (n) - G (n)| < c8 c s n " C11 S 

.-!+£ 

-y+e 

siendo c.. = c..j(e,n ,m ) : = c_ c._ n * ^ ; y con ello 

concluye la demostración del teorema, # 
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CAPITULO VI 

DETERMINACIÓN DEL 3-NIVEL DE UN ENTERO 

Por medio de los resultados obtenidos en los capítulos 

precedentes se procede a la clasificación de los enteros que 

son sumas de tres cuadrados en familias. Se prueba que en c£ 

da una de ellas el nivel se hace estacionario y se determina 

su valor. 

§1. Acotación de g.(n). Constantes indicadoras del nivel 

La acotación del termino principal G.(n), junto con la 

información obtenida del termino de error, permiten pasar a 

la acotación de g.(n). 

Teorema 6.1. Sea n un entero positivo libre de cuadrados, 

n £ 7 (mod 8). Escribamos 

n = mt = 2 p,..oP qj...q , 

con 0 < a < 1 ; m = 2ap.o..p , r > 0 y t = q....q , s > 0 , 

q. = 3(mod 4). Sea 
J 

- 177 -



t(n) : = q. . . . q 
X S 

* * 
Entonces, existe una constante c1„ = c.„(m) tal que si 

* 
t(n) > c12 es 

* 
i) g,(n) < 1 , si m.c.d.(n,10) = 1 . 

ft 
ii) g_(n) < 1 , si m.c.d.(n,10) + 1 . 

Demostración. 

i) Sea e = 2/9 ; por el teorema 4.17, existe una constante 

ft ft ft 

c_(m) : = G_(m) , 0 < c„(m) < 1 y por el teorema 5.13 una 
* * 

constante 0 < c^ = 0^(2/9,111) de forma que 

* * * -1/36 
g3(n) < c3 + cix t ; por tanto, 

ft * * — 1 / *? 6 
g-(n) < 1 si c_ + clx t < 1 , 

lo cual se verifica si y solo si 

36 

n\ 
t * 

t > - C 

Basta ahora tomar c1<?(m) : = | j ~ - ] , para obtener 

el resultado enunciado. 

ft ft 
ii) En este caso tomamos c„(m) : = G_(m) . Por los teoremas 

* 
4.17 y 4.18 podemos asegurar que 0 < c„(m) < 1 ; definimos 

por tanto en este caso 
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* 36 

c*2(m) : = í—li-
U-c2 

Este teorema nos conduce a la siguiente 

et 
Definición. Sea m = 2 p,...p libre de cuadrados, con 

0 < a < 1 , y p £ = 1(mod 4), 0 < i < r. Definimos la familia 

de enteros positivos 

F (m) : = {n ^ 7(mod 8)| n = mt con t libre de cuadrados 

y tal que si q|t, q primo, es q = 3(mod 4)} 

Definimos la constante 

c (m) : = mc12(m) . 

Denominamos a c (m) l a conAtant<¿ ¿nd¿cadoh.a. dzl n¿v<ll de l a 

f a m i l i a F (m) . 

Consecuencia inmediata de esta definición y del teorema 

precedente es el siguiente 

Teorema 6.2. Sea n un entero positivo libre de cuadrados, 

n f 7(mod 8). Escribamos 

n = mt = 2 P J ^ · · · P J . ^ l ' · · P g ' 

ex 
con 0 < < x < l ; m = 2 p , . . . p , r > 0 y t = q . . . . q , 

™ ™" X L ™ X O 

- * 
s > 0 , q . - 3(mod 4 ) . S i n > c (m) e n t o n c e s 
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£(n,3) = Ä (n,3) . 
cL 

Este resultado motiva la siguiente 

Definición. Llamaremos a % (n,3) el nivel a¿i.nt6tÁ.C.0 de n. 

Los ejemplos, mencionados en el S6 del capítulo IV, d 

enteros tales que £(n,3) =f i (n,3) refuerzan la naturaleza 

asintotica del resultado del problema. 

En la tabla siguiente se clasifican dichos enteros, e 

el caso libre de cuadrados, según a la familia a que perte 

necen. 
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EntzKoo n < 10 , l¿biQ.¿, dz cu.adh.adoo con nivzl ¿nautilofi al 

at> Into tico 

F (Pj.-P,.) n = Pj. ..pr qx . ..p Un,3) £a(n,3) c (m) > 

(13) 

(2.5) 

(37) 

(13.61) 

(2.5.29) 

(2.5.73) 

(2.5.17) 

(2.5.97) 

(2.5.13.41) 

13 

403 = 13.31 

30 - 2.5.3 

70 = 2.5.7 

210 = 2.5.3.7 

310 = 2.5.31 

330 = 2.5.3.11 

430 = 2.5.43 

670 = 2.5.67 

790 = 2.5.79 

1330 = 2.5.7.19 

2170 = 2.5.7.31 

2230 = 2.5.223 

2530 = 2.5.11.23 

3070 = 2.5.307 

27190 = 2.5.2719 

37 

793 = 13.61 

870 = 2.5.29.3 

2190 = 2.5.73.3 

3910 = 2.5.17.23 

6790 = 2.5o97.7 

15990 = 2.5.13.41.3 

2 

2 

2 

2 

3 

3 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

3 

3 

2 

2 

2 

2 

2 

403 

27190 

37 

793 

870 

2190 

3910 

6790 

15990 
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Recordemos que 13 y 37 son numéros idóneos de Euler, de 

los que ya se sabía, por el capítulo I, que el nivel es 2. 

Existen exactamente 12 enteros n = 3(mod 8) y tales que 

r(n,I,) = 1 , el mayor de los cuales es 427(v.[ó]), todos 

ellos libres de cuadrados. Por la tabla vemos que solo el 

403 no alcanza el nivel asintotico : 

2 2 2 
403 - 3+13+35 . 

793 posee una única representación como suma de tres cuadra

dos no nulos, de nivel 2 , 

2 2 2 
793 = 6 + 9 + 2 6 , 

aunque, al ser todos sus factores primos congruentes con 1 

modulo 4, es r(n,I,) > 1 . 

870 es el primer entero, con nivel distinto del asintotico, 

que admite una representación de nivel cero. 

Observando la tabla vemos que, en general, las constan 

tes indicadoras del nivel no son triviales. 

En el caso de la familia (2.5) se han proseguido los 

cálculos para todos los enteros n < 10 no ha.tta.vido -6 e más 

enteros con nivel distinto del asintotico, aparte de los 

ya mencionados en la tabla, lo que permite suponer que el 

comportamiento del nivel en la familia (2.5) estabiliza a 

partir del 27190. 
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En la siguiente proposición se ponen de manifiesto las 

constantes básicas que intervienen en la definición de c (m). 

Proposición 6.3. 

et 

Sea m = 2 p....p , con 0 < a < 1 y p. = 1(mod 4). 

Se verifica 

36 / * x 3 6 

c (m) = 
„100 \ *,. *x 
2 m \ c9(l-Ci) 

en donde i = 2 si m.cd.(m,10) \ 1 e i = 2 si m. c. d. (m, 10) = 1. # 

ComzntoLtilo &obfi<¿ tat, conòtantzò 

* * 
i) c,(m) y c„(m) son exactamente calculables por los teor£ 

mas 4.17 y A.19. 

* * 

ii) Pasemos a cq = C Q ( 1 / 9 ) , que es la constante que inter

viene en el teorema de Siegel. Para tener una idea del valor 

de esta constante, podemos considerar el valor de 1,(1,x / ). 

Para todo entero n es (cf. lema 5.14) 

2^h(-4n) ^ 
> c (1/9) . 

(4n)7/18 

Si n = 163, entonces h(-4n) = 3, y, por tanto, en este 

caso 

2TTh(-652) 
= 1,5166013 ... 

652 7 / l 8 
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con lo cual podemos asegurar que 

c*(l/9) < 1,52 . 

Asi que, 

c (m) = 

36 

l m 

.36 

o100 13 

36 

36 

'8 
* * 

c9(l-c.) 

l,52(l- C i) 

36 

36 

'8 

„100, «., 36 13 2 1, b ¿ m 1-c* 
i 

en donde i = 2 si m.c.d.(m,10) ^ 1 e i = 3 si 

m.c.d.(m,10) = 1. 

Observemos, además, que la constante c_ podría evitar

se si se conociera una cota inferior de L(l,x / )» para tc>. 

do n. El valor mínimo de L(1,X_„) que se conoce se alcanza 

para N = 84148631888752647283 , y es L(l,x_ N) = 0,17009 [29] 

Entrando el valor 0,17 en el teorema se obtendría, en 

* 

tal caso, una constante c (m), mejor que la anterior, dada 

por 36 36 

c (m) = '8 

o108 n ,,36 17 2 .0,17 m 1-c. 
i 

iii) Para c g se tiene 

c 8(2/9,m) 
v * / o / n 2 2 2 s I c 7(2/9,m,<a 1,a 2,a 3>) 

a . I m 
i ' 
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2 2 2 en donde, si llamamos f = <a.,a„,a,>) , es 

c*(2/9,m,f) = c*(2/9,m,9(f,z) - 9(spnf,z)) 

c6 = c*(2/9,m,e(f ,z) - 6(spnf,z)) . c*(2/9) . 

it 

La constante c (2/9) es calculable [30] y vale 

x+1 
c5(2/9) - n max 

p x>o l 2x/9 
- P 

que es un producto finito ya que casi todos los factores son 

iguales a 1. 

* 

Ahora bien, c,(2/9) proviene de la conjetura, aun no 

probada, de Ramanujan-Petersson para peso 3/2, y, por tanto, 

se desconoce. # 

§2. Acotación de g.(n). Constantes indicadoras del nivel 

La acotación del termino principal G.(n), junto con la 

información del termino de error, permiten pasar a la acou 

cion de g.(n) . 

Teorema 6.4. Sea n = n s un entero positivo, n f 0,4,7(mod 8), 

con n su parte libre de cuadrados y sea m s rad s . Escribamos 
o • ' o 

.2 _ «j + 1 ak, 
n • n Pi-'-PjCPj+i ...Pk ) 
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(con m.c.d.(n ,m ) no necesariamente igual a 1) y sea 

a(n) : = Z a. 

Entonces, existe una constante c.. _ = c19(n ,m ) tal que si 

a(n) > c es 

i) go(n) < 1 , si m.c.d.(n,10) = 1 . 

ii) g9(n) < 1 , si m.c.d.(n,10) =f= 1 . 

Demostración. 

i) Sea e = 4/9. Por el teorema 4.9, existe una constante 

0 < c,(p....p,) < 1, que, evidentemente, puede considerarse 

como función de n ,m ; y por el teorema 5.17 existe 

o o ' J r 

c1 . = c..(4/9,n ,m ) de forma que 

t ^ , ^ -1/18 „ ^ 
g3(n) < c3 + c11 s ; por tanto, 

, N 1 • _. - 1 / 1 8 . 

g3(n) < 1 si c 3 + c l l s < 1 , 

lo cual se verifica si y solo si 

log s > 18 log 
V 1-C„ 

Si m = 1, escribamos c,„ : = 18 log 
o i ¿ 

Si m T 1» se tiene 
o ' 

11 

1-c, 
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log s = Z ai log p ¿ > a(n) log pQ , 
i=j + l 

siendo p el menor factor primo de m . En consecuencia, para *o v o 

asegurar que g-(n) < 1, basta que 

a(n) > c.„(n ,m ), siendo 12 o o 

c12(no,mo) : = 18 log 11 

1-c. log p. 

ii) En el caso en que m.c.d.(n,10) \ 1, basta tomar 

f l 8 log (_Lü_) 
V l-c„ ' 

C12 ( no' mo ) : = < 

, si mQ = 1 ; 

18 log 11 

l-c2 / log po 

si m I 1 ; o ' 

en donce 0 < c„(n ,m ) < 1 es la constante dada en el teore 
- Z o o — 

ma 4 .1A. # 

Este teorema nos conduce a la siguiente 

Definición. Sean n y m enteros positivos libres de cuadra 
o o ~ 

dos. Definimos la familia de enteros positivos 

F(n ,m ) : = {n f 4a(8b+7) | n = n s , rad s= m } 
o' o 

Nótese, que si m »=1 entonces F(n ,1) = {n } , mien-' o o o 
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tras que en los demás casos las familias F(n ,m ) son infi-

o o 

nitas. Por esta razón se ha tratado el caso n libre de cua-

* 

drados mediante las familias F (n) para poder asegurar que 
- * 

estos enteros tienen nivel igual al asintotico si n > c (m) , 

Si m = 1 , sea o ' 

c(no,l) : = no + c12(no,l) . 

Si m = 0(mod 2), sea o 

c(no,mo) : = 1 . 

Si m =f 1 y m | 0(m6d 2), sea p. el mayor factor primo de 

m y sea o J 

c(nQ,mo) : = nQ exp(2c12 log p ^ . 

La constante c(n ,m ) la denominaremos conòtantt 
o o 

¿nd¿ca.doK<x dzt n¿vz¿ de l a f a m i l i a F(n ,m ) . # 
o o 

y i a 

Teorema 6.5. Sea n = n s un entero positivo, n f 4 (8b+7), 

con n su parte libre de cuadrados y sea m = rad s. o o 

Escribamos 

2 , aj + l ak, 2 

n = nos = Pi-'-PjíPj + i -"Pk ) 

(con el m.c.d.(n ,m ) no necesariamente igual a 1). 

Si n > c(n ,m ), entonces 
o o 

Ä(n,3) = Äa(n,3) . # 
a 
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Demostración. Basta observar que si n > c(n ,m ), entonces 
i O O 

ct(n) > c _(n ,m ) y a p l i c a r e l teorema 6 . 4 . # 

Al i g u a l que en e l caso a n t e r i o r , podemos c o n s t r u i r con 

los ejemplos del §6, c a p í t u l o IV l a s i g u i e n t e t a b l a 

Ento.n.00 n < 10 , no ¡Li.bh.it> de. cu.a.dia.do¿, con n¿vzl ¿n{¡<¿-

HJLOK. a¿ asintótico 

F(n ,m ) v o o n = n s o £(n,3) £a(n,3) c(n ,m ) > v o ' o -

(10,3) 

(130,3) 

(190,3) 

(410,3) 

(2210,3) 

90 = 2.5.3 

1170 = 2.5.13.32 

1710 = 2.5.19.32 

3690 = 2.5.41.32 

19890 = 2.5.13.17.3' 

2 

2 

2 

2 

2 

90 

1170 

1710 

3690 

19890 

Nótese que, en general, las constantes indicadoras del 

nivel c(n ,m ) no son triviales. Para los enteros,libres de o ' o 

cuadrados, reseñados en la tabla de la pagina 181 es 

c ( n o ' U - no * 

El teorema 1.5 del capítulo I permite afinar algunas de 

las constantes, como muestra la siguiente 
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Proposición 6.6. Sea neF(n ,m ). Supongamos que se presenta 

uno de los casos siguientes 

i) n ,a.g = 2 5 PT...P- , m = 5 p.,,...p, , con a + Q+ y > 0 , o rl rj ' o J + l k ' ' ' 

y Pi = l(mod 4) , 0 < i < j ; 

ii) n = 2q....q. , m = q.,,...q, , con q. = 3(mod 4) ; o ^1 j o J+l k ' nj 

Ct ft 
iii) n = 5 q....q. , m = 5 q.,,...q, , 1 < i < k , o nl j ' o J+l k * - J -

n ^ 7(mod 8), con a + B > 0 ; 

para todos ellos es £(n,3) = 2 , para todo n. Podemos, pues, 

tomar c(n ,m ) = 1. o o 

iv) Si n = q....q., m = q ......q, , entonces £(n,3) = 3, 
o 1 j o J+l k ' 

para todo n. Podemos tomar, por tanto,c(n ,m ) = 0. 

v) Si n éF (1), entonces ¿(n,3) = 3 y podemos, pues, to-

mar c (1) = 0 . # 

En la siguiente proposición se ponen de manifiesto las 

constantes básicas que intervienen en la definición de 

c(no,mo) . 

Proposición 6.7. Sean n y m (ni £ 0(m6d 2)) dos enteros li 
E O O O ' — 

bres de cuadrados. Se tiene 
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18 

i ) c ( n o , l ) = n o + l o g ( j + 18 log £. 
„50 7 2 . n o c 9 ( l - c i ) 

i i ) c(n ,m ) = n exp o o o 

36 

log 
.100 14 
¿ n o 

+ 36 log 

c 9 ( l - c . ) 

log p. 

log p. 

en d o n d e i = 2 s i m . e . d . ( n m , 1 0 ) 4= 1 e i « 3 s i 
o o ' ' 

m . c . d . ( n m ,10) = 1 . # 
o o 

Comzntan.¿o ¿ob/ie ¿CLÒ tonòtantzò. 

i ) c_ y c„ son c a l c u l a b l e s de forma r e c u r r e n t e ( v . t e o r e 

mas 4 . 9 y 4 . 1 4 ) . 

ii) Pasemos a c. = c_(l/9). Por ser la constante de Siegel 

en el punto 1/9 valen los mismos comentarios de la página 183. 

iii) Para c_ se tiene 

(4/9,n.m) = Z 
o' o a . n m i ' o o 

2 2 2 c7(4/9,no,<b1,b2,b3>) , 

2 2 2 en d o n d e , s i l l a m a m o s f = < b 1 , b „ , b - > , 

c 7 ( 4 / 9 , n . f ) - c , ( 4 / 9 , n . e < f , z ) - 6 ( s p n f , z ) ) 

c , ( 4 / 9 , n . 6 ( f , z ) - 0 ( s p n f , z ) ) = c . ( n , 6 ( f , z ) - 9 ( s p n f , z ) ) 
D O H O 

. c 5 ( 4 / 9 ) . 
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La constante c.(4/9) es calculable y vale 

x+1 
c5(4/9) = n mâx 

p x>0 i 4x/9 J 

La constante c, proviene de la conjetura de Ramanujan-

Petersson para peso 2 (cf . [15] > [25] » [ 4 ] ) y de la aplicación 

de Shimura. Para la determinación de esta constante sería pr¿ 

ciso disponer de una base de vectores propios, respecto de los 

operadores de Hecke, del espacio de formas parabólicas 

2 2 2 S (2,NT), con N1 = 2b-b2b3 . Si bien estas bases teóricamente 

se conocen [^], se está lejos de tener de ellas un conoci

miento efectivo. 

Como 

So(2,N») "—* H°(?, SÍ1) , 

-* f dz 

en donde S representa la superficie de Riemann compacta 

r (N ' ) \fi . La dimensión de este espacio es pues igual al 

genero de dicha superficie. Este es calculable en función 

de los primos que dividen a b.,b„,b,(v. [38]). # 

§3. Expresión de la solución del problema 

Teorema 6.8. Sea n | 7(mód 8) un entero libre de cuadrados 
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* * 

Sea F (m) la familia a la cual n pertenece. Si n > c (m) , 

entonces la conjetura de Ramanujan-Petersson para peso 3/2 

implica que 

i) £(n,3) = 2 si m.c.d.(n,10) + 1, 

ii) £(n,3) = 3 si m.c.d.(n,10) = 1 . # 

La conexión del 3-nivel con la propiedad (N) (§3, cap¿. 

tulo I) permite enunciar el siguiente 

Corolario 6.9. Sea n un entero libre de cuadrados, n = 3(mod 8) 

y n \ 0(mod 5). La validez de la conjetura de Ramanujan-

* * 

Petersson para peso 3/2 implica que si n€F (m) y n > c (m) , 

entonces toda extension central del grupo alternado A se 

realiza como grupo de Galois sobre Q . # 

Los r e s u l t a d o s que ahora pasamos a enunciar son v a l i d o s , 

Á,YldzpZYld¿<LYlt<Lti\ZVltZ de l a c o n j e t u r a de Ramanuj an -Pe t e r sson pji 

ra peso 3 / 2 . 

Teorema 6.10. Sea n f 4 (8b+7) un entero positivo arbitrario. 

Sea F(n ,m ) la familia a la cual pertenece n. Si n > c(n ,m ), o o o o ' 

se verifica 
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i) £(n,3) • O si 4|n , 

ii) ¿(n,3) = 2 si m.c.d.(n,10) + 1 y 4|n , 

iii) £(n,3) = 3 si m.c.d.(n,10) = 1 . # 

Corolario 6.11. Sea n un entero positivo n = 3(mod 8) y 

n k 0(mod 5). Si n€F(n ,m ) y n > c(n ,m ) , entonces toda • o o o o 

extensión central del grupo alternado A se realiza como grii 

po de Galois sobre Q . # 
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SÍMBOLOS 

A la derecha de cada símbolo indicamos la pagina en la 

que se define por vez primera. 

¿(n,k) 1 r(n,genf) 32 S*(n) 48 

An 11 r*(n,genf) 32 G*(n) 49 

r(n,f) 14 8 (n,f) 33 K (n,b) 51 

r*(n,f) 14 íB(n,f) 33 K 52 

rm(n,f) 14 (V,*) 41 v (n) 59 

di(n) 15 0(V) 41 Sí(n) 75 

g^n) 15 0(V ) 42 3p(n,a) 77 

s.(n) 16 0+(V) 43 3'(o) 77 

i x 

L(l,X_4n) 30 o(M) 45 Pj 

0(f) 31 0(M) 45 j3(k) 

78 

i P 

d*(n) 22 0'(V) 43 3'2(n,a) 
P 

g*(n) 23 S 43 9'2(a) 78 
P 

s.(n) 24 r(n,L) 44 S. 87 

89 

92 

o(f) 31 spnL 45 ok 95 

0 (f) 31 r(n,spnL) 45 j0(k) 98 

o (f) 31 r (n.spnL) 45 c3(p1'...pk) 126 

gen f 32 S;.(n) 47 c 2 ( p l ' " p k ) 1 2 9 

M(genf) 32 G^n) 47 c1(p1...p]c) 129 

- 195 -



c2 (2pj...pk) 130 So(k/2,N,x) 152 

c2<2.5.p3>..pk) 134 E(X,N) 159 

c2(5p3...pk) 135 h^(az) 160 

£a(n,3) 141 U(a) 160 

B(x,y) 143 U 160 

L# 143 u 1 161 

e(L,2) 144 Eo(3/2,N,x) 161 

e(f,z) 144 c4(no,g) 163 

e(gen L,z) 145 c5(6) 163 

6(spn L,z) 145 c6(e,no,g) 163 

j(Y,z) 146 
* 

c6(e,m,6(f,z)--6(spn f , z)) 168 

ro(N) 146 c7(e,m,f) 168 

d 
146 

* 
Cg(e,m) 170 

GL+(2,IR) 148 c*(e/2) 171 

f i w k 148 c*0(e/2) 171 

G l 
149 CJJ(e,m) 171 

Ao(N) 149 c7(e/2,no,f) 173 

(A ÍN)) 
° s 

149 c8 ( £' no' mo ) 175 

a(n) 150 c9(e/4) 175 

Mo(k/2,N,x) 152 c10(O 176 
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cll ( e' no' mo ) 1 7 6 

t(n) 178 

c*12(n) 178 

F*(m) 179 

c*(m) 179 

a(n) 186 

c12(no,mo) 186 

F(n ,m ) 187 o o 

c(n ,m ) 188 
o o 
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