Capitulo 3

Interpolacién K-algebraica de
Birkhoft

3.1 Introduccion

En este capitulo presentamos los elementos bésicos de la interpolacion K-
algebraica de Birkhoff, en la que los interpoladores son polinomios lacunarios

de la forma

p(x) = arz™ + - + anztn

Los grados ki, ..., k, son enteros no negativos y, en general, no consecuti-
vos. Para especificar el espacio de interpolacion Px(R) = (z*,... a*),
empleamos la secuencia de grados K = (ky, ..., ky).

En la Seccién 3.2 se define el problema de interpolacién K-algebraica de
Birkhoff, se presenta la matriz de Vandermonde generalizada correspondiente
a este caso y se formula una expresién del polinomio interpolador en forma
de determinante.

En la Seccion 3.3 se establecen las definiciones de regularidad para los proble-
mas de interpolacién K-algebraicos y se define la K-regularidad condicional,
K-reqularidad y K -reqularidad ordenada para matrices de interpolacién.

La Seccién 3.4 introduce el sistema de drdenes de derivacion Q(FE) de una
matriz de interpolacién E: n-pla que contiene los érdenes de derivacion espe-
cificados en E dispuestos en orden no decreciente. En capitulos posteriores
se construye una generalizacién de la condicién de Pélya al problema de la
interpolacion K-algebraica y se establecen teoremas de descomposicién. En
el desarrollo del nuevo marco tedrico, el sistema de érdenes de derivacion
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36 Cap. 3 Interpolacién K-algebraica de Birkhoff

es, a pesar de su sencillez, un elemento fundamental. Como primera aplica-
cién, se define el exceso de grado p(E, K) =Y (K — Q(F)) y se muestra que
p(E,;K) > 0 es condicién necesaria para la K-regularidad condicionada de
E.

En la Seccién 3.5 se demuestra que el determinante D(E, K, X) es un po-
linomio homogéneo de grado p(F, K) (cuando no es idénticamente nulo) y
se detalla como transportar un problema de interpolacién K-algebraica so-
bre [a,0] o [0,b] al intervalo [0,1]. Como consecuencia, en la Seccién 3.6,
se muestra como el estudio de la K-regularidad (K-regularidad ordenada)
de una matriz de interpolacién E sobre un intervalo [0, ] puede reducir-
se al intervalo [0, 1]. Para intervalos de la forma [a, 0], podemos estudiar la
K-regularidad (K-regularidad ordenada) sobre [0, 1] de la matriz E, que se
obtiene invirtiendo el orden de las filas de E.

El capitulo finaliza con el estudio de la K-regularidad de la interpolacién
K-algebraica de Lagrange sobre intervalos [a, 0] y [0, b].

3.2 Definiciones y notaciones

3.2.1 El problema K-algebraico de interpolacién

Denominamos sistema de n grados a una n-pla K = (kq,...,k,) formada
por enteros no negativos y que es estrictamente creciente, esto es,

0< ki <-- <k,

Dado un sistema de n grados K, representamos por Pk (R) el espacio vectorial
real de polinomios generado por las potencias z*, ..., 2. Es decir,

Pr(R) = (2", ... a").
El espacio vectorial Pk (R) es de dimensién n.
Definicién 3.1 Sea K un sistema de grados, denominamos problema de in-

terpolacion K -algebraica de Birkhoff a un problema de interpolacion de Bir-
khoff cuyo espacio de interpolacion es Pk (R).

Con mayor detalle, un problema de interpolacién K-algebraica de Birkhoff
sobre el intervalo [a,b] queda determinado por una cuaterna (F, K, X,C),
donde
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e F es una matriz de interpolacién con m filas y n unos.
o K = (ki,...,k,) es un sistema de n grados.
e X es un sistema admisible de m nodos de [a, b].

o C = (c;j:e;; =1) es un sistema de n valores reales.

El problema de interpolacién definido por (E, K, X, C') consiste en determi-
nar un polinomio lacunario p(z) en Pg(R) que verifique las n condiciones

D(J)p(il?l) = Cij, €ij = 1 (31)

El problema de interpolacién K-algebraica definido por (E, X, K, C) es re-
gular si tiene solucién tnica.

Observemos que la interpolacién algebraica es un caso particular de problema
K-algebraico cuando se toma el sistema de grados K = (0,1,...,n —1). En
lo sucesivo, emplearemos la terminologia: problema de interpolacion algebrai-
co cldsico o interpolacion algebraica cldsica, para referirnos a problemas de
interpolacién cuyo espacio de interpolacién es Ps(R) (espacio de polinomios
de grado < s).

3.2.2 Matriz de Vandermonde generalizada

Si fijamos una base de P (R), las condiciones (3.1) conducen a un sistema
de n ecuaciones lineales con n incégnitas. La base Gx= (g1, . .., g,) definida
POt k k k

1 2 n

01(7) = 30 #@) = T 0a(0) =

es una eleccion especialmente adecuada por su buen comportamiento respecto
de la derivacién. Representamos por V(E, K, X) ala matriz de Vandermonde
generalizada del problema (E, K, X, C) respecto de la base Gi, D(E, K, X)
representa su determinante.

Esquematicamente, V(E, K, X) es una matriz de n filas de la forma

xfl*j xfz*j xf«‘n*j .
7 AVEREEE 7 € — .
(k1 =)V (ke =) (ka =)

La matriz V(F, K, X) depende de la ordenacién de los elementos de Gg
y de la ordenacién de los elementos e;; = 1 de la matriz de interpolacién
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E. Diferentes ordenaciones dan lugar a permutaciones de filas y columnas en
V(E, K, X). Tales reordenaciones no afectan a la anulacién de D(E, K, X) y,
por lo tanto, no afectan a la existencia y unicidad de soluciones. No obstante,
una ordenacién adecuada serd importante para poder abordar correctamente
algunos problemas.

Normalmente, ordenaremos los elementos de la base Gk segiin potencias cre-
cientes y los elementos e;; = 1 de la matriz de interpolacién segin el orden
lexicografico creciente de los indices (i, j) con prevalencia del primer indice;
cuando sea conveniente usar otra ordenacion, ésta se indicard explicitamente.

3.2.3 Expresién del polinomio interpolador en forma
de determinante

Siguiendo un razonamiento andlogo al empleado en la demostraciéon de la
Proposicién 2.2, podemos obtener una expresién en forma de determinante
del polinomio interpolador para el problema de interpolaciéon K-algebraica
de Birkhoff.

Proposicion 3.1 Dado un problema de interpolacion K -algebraica de Bir-
khoff reqular (E, K, X, C), el polinomio solucion p(z) € Px(R) queda defini-
do implicitamente por

xk xhn
]{:—1! o p(x)
pr— O’
V(E, K, X) C

donde C es una columna formada por los valores c;,, ordenados de forma
coherente con la ordenacion de filas de V(E, K, X).

Demostracion. Es andloga a la demostracion de la Proposicién 2.2. O

Ejemplo 3.2.1 Problema de interpolacion K -algebraica de Birkhoff.
Consideremos el sistema de 4 grados K = (1,2,5,6), la matriz de interpola-
cion

Jo-

o O O
O = =
o OO
S O O
o O O
_— O =
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el sistema de nodos X = (0,1,2) y el sistema de valores C' formado por
cn=1, cas=4, ca1=0, c35=06.

El problema de interpolacién K-algebraica definido por (E, K, X, C') consiste
en determinar un polinomio p(x) en

x? z® 28
PK(R) = <x7§7§7a>7

que verifique las condiciones
Dp(0) =1, D®p(0)=4, Dp(1)=0, Dp(2)=6  (3.2)

Si ordenamos los elementos e;; = 1 segin el orden lexicogréfico creciente de
los indices (i, 7) con prevalencia del primer indice, la matriz de Vandermonde
generalizada es

1 0 O 0
0 0 1 0
VIEEX) = 1 a1y |
00 1 2
cuyo determinante toma el valor D(E, K, X) = —2. Por lo tanto, el problema

de interpolacién K-algebraica (E, K, X, C) es regular.

Podemos expresar implicitamente el polinomio interpolador en la forma

x x%/2! 2°/5! 28/6! | p(x)

1 0 0 0 1

0 0 1 0 4 = 0.
11 14 15| 0

0 0 1 2 6

Calculando este determinante y despejando p(z), resulta

Es inmediato verificar que el polinomio obtenido cumple las condiciones (3.2).
Observemos que la matriz de interpolacién

01 0001
E=1010000
000O0O0T1
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no cumple la condiciéon de Pdlya y, por lo tanto, es totalmente singular en el
contexto de la interpolacién algebraica cldsica. O

Notemos que el polinomio interpolador solucién del problema de interpola-
cién K-algebraica (F, K, X, C') puede determinarse implicitamente mediante
la ecuacion

gi(x) - galr) | p(a)
Vg(E, K, X) C
donde G = (g1(x),...,gn(x)) es una base cualquiera del espacio de interpo-

lacién

Pr(R) = <xk1, e ,:Ek”> ,
y Vg(E, K, X) es la matriz de Vandermonde generalizada de (E, X) respecto
del sistema de funciones G. Normalmente, la base

xk xk2 xkn

gi(z) = k_ﬂ’ 92(z) = E,---,gn(x) = k_n' )
es la mejor eleccién; no obstante, cuando la matriz de interpolacién F es muy
simple, puede ser adecuado usar la base (z*1, 2% ... 2*).

3.3 Matrices de interpolaciéon K-regulares

Las definiciones de regularidad de la Seccién 2.2.3 quedan, en el caso de la
interpolacion K-algebraica, como sigue.

e Una terna (E,K,X) es regular si el problema de interpolacién K-
algebraica definido por (F, K, X, C) tiene solucién unica para cual-
quier eleccién del sistema de valores C'; en caso contrario, decimos que
(E, K, X) es singular. Silaterna (F, K, X) es regular, también decimos
que el par (E, X) es K-regular.

e Un par (E, K) es condicionalmente regular en |a, b] si la terna (E, K, X)
es regular para alguna eleccién del sistema de nodos X en [a, b]; en caso
contrario, decimos que el par (E, K) es totalmente singular en [a, b].

e Un par (E, K) es regular en [a, b] si, para cualquier eleccién del sistema
de nodos X en [a,b], la terna (E, K, X) es regular; en caso contrario,
el par (E, K) es singular en [a,b].
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e El par (E,K) es reqular ordenado en [a,b] si la terna (E, K, X) es
regular para toda eleccién del sistema de nodos X = (z1,...,x,,) en
[a,b] que verifique 21 < -+ < z,,; en caso contrario, el par (E, K) es
singular ordenado en [a, b].

Apoyédndonos en estas definiciones, establecemos las definiciones de regulari-
dad y singularidad de una matriz de interpolacién respecto de un sistema de
grados K.

Definicién 3.2 Sea E una matriz de interpolacion y K un sistema de |E|
grados. Decimos que la matriz de interpolacion E es condicionalmente re-
gular respecto de K (o mas brevemente, E es condicionalmente K -regular),
si el par (E, K) es condicionalmente regular; en caso contrario, decimos que
E es totalmente singular respecto de K (E es totalmente K-singular). La
matriz de interpolacion E es K-regqular (reqular ordenada) sobre [a,b] si lo
es el par (E, K); en caso contrario, E es K -singular (K -singular ordenada)
sobre [a, b].

Veremos en el capitulo siguiente que la K-regularidad condicionada de una
matriz de interpolacién es independiente del intervalo. En el estudio de la
K-regularidad y la K-regularidad ordenada, el intervalo sf es relevante.

Es interesante observar que, en la interpolacién algebraica clasica, el niimero
de unos de la matriz de interpolacién determina completamente el espacio de
interpolacién. Para una matriz de interpolacién E con n unos el espacio de
interpolacion es el espacio P,_1 (R) de los polinomios de grado menor que n.

En contraste, en la interpolacién K-algebraica el niimero de unos de la matriz
de interpolacién determina tinicamente la dimensién del espacio de interpola-
cién. Dada una matriz de interpolaciéon F, podemos considerar una infinidad
de sistemas de |E| grados K. La regularidad de los pares (E, K) resultan-
tes dependerd, en general, tanto de la matriz de interpolacién E como del
sistema de grados K.

Ejemplo 3.3.1 Matriz de interpolacion K -reqular ordenada en [0, 1].

Consideremos el sistema de grados K = (1,2,5,6) y la matriz de interpola-
cién

0
E= 0
1

o OO
O = =

1
0
0

o O O
o O O
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Queremos estudiar si la matriz de interpolaciéon F es K-regular ordenada
sobre el intervalo [0, 1]. Para simplificar el estudio empleamos los resultados
de la Seccién 3.5, que nos aseguran que la K-regularidad ordenada de una
matriz de interpolacién no se ve afectada por homotecias de nodos (de razén
positiva). Por lo tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que el
sistema de nodos X = (x1, z9, x3) verifica 0 < z; < x5 < x3 = 1. El espacio

de interpolacién es
22 x° 28
Px(R) = <$, CTRER a>

y, si disponemos los elementos e;; = 1 de E segtn el orden lexicogréfico
creciente de los pares (i,j) con prevalencia del primer indice, la matriz de
Vandermonde generalizada es

1z xi/4! 23/5!
o1 ads alja
VIE, K, X) = 1 @y x3/4! x5/5!
0

0 1 1

En el caso x; = 0, resulta la matriz de Vandermonde generalizada

1 0 0 0
01 0 0

VIE K (0o D)= | | 4y gt a3/50 |
00 1 1

cuyo determinante toma el valor

Ly 1 s 1 4

DE.X.K) = —g— — 45— —
(B, X, K) = 5775 = 15572 = 75572

(5[32 - 5) .
Estd claro que D(E, K, X) no se anula para ningtn valor de x5 en [0, 1] que
verifique 0 = 21 < x5 < 23 = 1.

En el caso x; > 0, la matriz de Vandermonde generalizada es

1z xi/4! 23/5!
o1 ads alja
VIE K X) =1y 4y sdjal a5
0

0 1 1

Si calculamos el determinante, resulta

1 1 1
D(E,X,K) = ﬂxé 5

1 1
— 1—201'2 — 81‘21’? + ﬁl'gl’% + gl’il — %l’?
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Expresando D(FE, X, K) en la forma

1
~T50 (423 — 1527 + 3z92] — 10z125 + 22175 — b3 + 23) (21 — )%,

el problema se reduce a determinar si existen soluciones de la ecuacion
423 — 1522 + 3922 — 102125 + 22125 — 525 + 25 = 0 (3.3)

que verifiquen 0 < z; < zo < 1. Si representamos graficamente la curva
definida en forma implicita por la ecuacién (3.3), obtenemos

41 T
2 \
\
\\
0 1 2 3 4 5
2 \\
4 \\

Vemos que el grafico no corta la regién 0 < x; < x5 < 1. Por lo tanto, parece
razonable aceptar que el determinante de D(E, X, K) es no nulo para toda
eleccién admisible de x; y 5.

El presente ejemplo pone de manifiesto que, ain para matrices de interpo-
lacién sencillas como la que nos ocupa, la cuestiéon de determinar si el de-
terminante de Vandermonde generalizado se anula presenta serias dificulta-
des. Mas adelante veremos como la generalizacién del Teorema de Atkinson-
Sharma nos permite afirmar de forma sencilla y rigurosa la K-regularidad
ordenada de la matriz de interpolacién E sobre [0,1]. O

3.4 Sistema de 6rdenes de derivacion de una
matriz de interpolacién

3.4.1 Definicién

Un elemento e;; = 1 en la matriz de interpolacién £ indica que los problemas
de interpolacion asociados a la matriz E prescriben el valor de la derivada
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7 en el nodo 7. En el estudio de algunas propiedades, la asociacién entre
ordenes de derivacién y nodos no es relevante. La condicién de Pélya es un
buen ejemplo de esta circunstancia.

El sistema de drdenes de derivacion de una matriz de interpolacion E recoge
los 6rdenes de derivacion especificados por F, prescindiendo de su asociacién
con los distintos nodos. La ordenacién no decreciente de los 6rdenes de
derivacién es especialmente adecuada cuando se dispone la base de Px(R)
seglin potencias crecientes.

Definicién 3.3 Sea E una matriz de interpolacion con n unos. Denomina-
mos sistema de dordenes de derivacion de la matriz de interpolacion E a la
n-pla de enteros no negativos que se obtiene ordenando de forma no decre-
ctente los ordenes de derivacion prescritos por E.

Para representar al sistema de érdenes de derivaciéon de E, empleamos la
notacién Q(F). Cuando sea conveniente, emplearemos la expresién: sea
un sistema de n ordenes de derivacion para indicar que @ = (q1,-..,qn) €S
una n-pla de enteros no negativos que verifica ¢; < --- < g,.

Ejemplo 3.4.1 Sistema de drdenes de derivacion de una matriz de interpo-
lacion.

El sistema de 6rdenes de derivacién de la matriz de interpolacion

00100001
p_|0oo0o0o11 110
00001001 ][
00100000

es
Q(E) = (2,2,3,4,4,5,6,7,7) .

Para una matriz de interpolacién de Lagrange con n unos

se obtiene el sistema de 6rdenes de derivacion

(n)
Q(El) :(07 07 s 7())
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Las matrices de interpolacién

0100
Es=|0010]| y E=(0111),
0001

tienen el mismo sistema de érdenes de derivaciéon
Q(Es) = Q(Ey) = (1,2,3). O

En la interpolaciéon algebraica cldsica, se usa ampliamente el concepto de
matriz de interpolacion normal: matriz de interpolacién con tantas columnas
como unos. Este sencillo concepto juega un papel importante en la definicién
de la condicién de Pélya y en el Teorema de descomposicion.

La matriz de interpolacién

01100
01 00O
000O0O

0
E = 0
1
no es normal ni normalizable, aunque esto no supone ningiin problema en
el contexto de la interpolacion algebraica cldasica pues, cuando se emplea
el espacio de interpolacién de los polinomios de grado inferior al mimero de
unos de la matriz, las matrices de interpolacién no normalizables son siempre
totalmente singulares.

En el marco de la interpolacién K-algebraica, la situacion es radicalmente
distinta. Esto resulta claro si observamos el Ejemplo 3.3.1, donde se muestra
que la matriz de interpolacién E es regular ordenada sobre [0, 1] respecto del
sistema de grados K = (1,2,5,6).

La siguiente proposicién establece una condicién suficiente de K-singularidad
total que generaliza el concepto de matriz no normalizable.

Proposicién 3.2 Sea E una matriz de interpolacion, Q(E) = (q1,--.,qn)
su sistema de érdenes de derivacion y K = (ky, ..., k) un sistema de grados.
Si se verifica q, > ky, entonces la matriz de interpolacion E es totalmente
K-singular.

Demostracion. Existe en E un elemento e;,, = 1. Si se cumple g, > k,,
entonces la fila correspondiente a e; 4, en la matriz de Vandermonde genera-
lizada V(E, K, X) es de la forma

( I’];?l_‘Zn ‘,E’];Q_Qn mfn_Qn )
(kl - qn)‘ (k2 - %z)‘ (kn - Qn)' .
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Esta fila es completamente nula, por lo tanto, V(FE, K, X) es singular para
cualquier eleccién del sistema de nodos. O

Observemos que en el caso de la interpolacién algebraica cldsica, el sistema
de grados es K, 1 = (0,1,...,n— 1) y la condicién g, < n — 1 equivale a
que la matriz de interpolacién sea normalizable.

3.4.2 Equivalencia en 6rdenes de derivacion

Definicién 3.4 Decimos que dos matrices de interpolacion E, E' son equi-
valentes en ordenes de derivacion si sus sistemas de drdenes de derivacion
Q(F) y Q(E') coinciden. Dado un sistema de drdenes de derivacion @Q, deci-
mos que una matriz de interpolacion es de clase Q si se verifica Q(FE) = Q.

Es inmediato que la equivalencia en 6rdenes de derivacion es una relacion
de equivalencia. El conjunto de las matrices de interpolacién queda clasifi-
cado en clases de matrices que comparten un mismo sistema de 6rdenes de
derivacion, es razonable representar las clases por el sistema de érdenes que
comparten; asi, la denominacién matriz de clase () estd bien justificada.

Importantes propiedades de la interpolacién K-algebraica son compatibles
con la equivalencia en 6rdenes de derivacién. En particular, veremos en el
capitulo siguiente que la K-regularidad condicionada de una matriz de inter-
polacién depende tinicamente del sistema de 6rdenes Q(FE) y, por lo tanto,
es una propiedad compatible con la equivalencia de érdenes de derivacién.

Ejemplo 3.4.2 Matrices equivalentes en drdenes de derivacion.

Las matrices de interpolacion

1000
1001 . 0100
Ev={ 0100 ), B=(] 49, E=|0001],
1010 0010
1000

son equivalentes en ordenes de derivacién. En los tres casos, el sistema de
6rdenes de derivacién es @ = (0,0,1,2,3). Si prescindimos de columnas
finales totalmente nulas (posteriores a la tltima columna no nula), existe
una unica matriz de interpolacién de clase @ = (0,0,0,0), que corresponde
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al problema de interpolaciéon de Lagrange de 4 nodos

Ey =

— = = =

El conjunto de matrices de interpolacién de clase Q' = (0,1,2,3) tiene 75
elementos (prescindiendo de columnas finales totalmente nulas). La unica
matriz de una fila es E5 = (1,1,1,1), hay 14 matrices de 2 filas, 36 de 3 filas
y 24 matrices de 4 filas, que se obtienen permutando las filas de

E(_;;:

OO O
o O = O
o= O O
_— o O O

3.4.3 K-exceso total de grado

Dada una matriz de interpolacién E con n unos, es bien conocido que la
cantidad
p(E)=1+2+--+m-1)= > j

€;j=1

permite expresar algunas propiedades notables de la interpolacién algebraica
clésica. En particular, para las matrices de interpolacién condicionalmente
regulares, p(F) es el grado total del determinante de la matriz de Vander-
monde generalizada D(E, X) (considerado como funcién polinémica de los
nodos) y la condicién p(E) > 0 es condicién necesaria de regularidad condi-
cionada.

En esta seccién extendemos la definicién de p(F) a la interpolacién K-
algebraica y establecemos la condicién py (E) > 0 como condicién necesaria
de K-regularidad condicionada.

En el capitulo anterior hemos denominado a p(FE) exceso total de grado,
cuando generalizamos la definicién al problema K-algebraico, podemos ver
que esta denominacién estd claramente justificada.

Definicién 3.5 Sea E una matriz de interpolacion, Q(F) = (q1,- .., qn) Su
sistema de drdenes de derivacion y K = (ki,...,k,) un sistema de grados.
Denominamos exceso total de grado de la matriz de interpolacion E respecto
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del sistema de grados K (o mds brevemente, K -exceso total de grado de E)

al entero
n

pr(B) =) (K-QE) =Y (k—q).

J=1

Notemos que la definicién del K-exceso de grado se ha hecho mediante el
sistema de érdenes de derivacién de E, por lo tanto, todas las matrices de
interpolacion de clase () comparten el mismo K-exceso total de grado.

Dado un sistema de n 6rdenes de derivaciéon () y un sistema de n grados,
representamos por pg(Q) el K-exceso total de grado de las matrices de in-
terpolacién de clase Q).

Emplearemos la expresion: E tiene K-exceso de grado para indicar que K
es una sistema de |E| grados y que pg (F) > 0. Andlogamente, diremos
que un sistema de n 6rdenes de derivacién () tiene K-exceso total de grado
para indicar que K es un sistema de n grados y que se cumple pj (Q) > 0.
Dada una n-pla T' = (t1, ..., t,), si no hay riesgo de confusién, empleamos la
notacién ) T para representar ) 7, t;.

Proposicion 3.3 Sea QQ un sistema de n drdenes de derivacion y K un
sistema de n grados. Si se verifica pi (Q) < 0, entonces toda matriz de
interpolacion de clase Q) es totalmente K -singular.

Demostracion. Sea Q = (q1,...,qn), K = (k1,...,k,) y E una matriz de
interpolacion de clase Q. Si px (Q) es estrictamente negativo, entonces existe
un par kj, < gj, y se cumple k; < --- < kj, < gj,-

Si disponemos la base de Pk (R) segiin grados crecientes y organizamos los
elementos e;; = 1 de E segun 6rdenes de derivacién no decrecientes (podemos
tomarlos, por ejemplo, segin el orden lexicogréfico creciente de los pares
(4,7) con prevalencia de la segunda componente), la matriz de Vandermonde
generalizada V(E, K, X) tiene entonces la siguiente estructura

xkl :L'k]'o xkj0+1 e xkn
q1
qjo*l
djo "
an
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La submatriz M formada por las jy primeras columnas de V' (E, K, X) tiene
como maximo jy — 1 filas no nulas. Por lo tanto, se verifica rang(M) < jo v,
en consecuencia, obtenemos rang[V (F, K, X)] <n. O

Ejemplo 3.4.3 K-exceso total de grado.

Sea la matriz de interpolacién

0001O0O0T1O0
E=100000O0T1PO0
0001O0O0O01

Su sistema de drdenes de derivacién es Q(F) = (3,3,6,6,7). Respecto del
sistema de grados K = (0, 1,2, 3,4), obtenemos

pic(E) = _[(0,1,2,3,4) - (3,3,6,6,7)] = —15.

Segtin la anterior proposicién, la matriz de interpolacién E es totalmente K-
singular, esto es, E es totalmente singular en el contexto de la interpolacion
algebraica clésica.

Si tomamos el sistema de grados K’ = (3,4,5,6,7), obtenemos

prr(E) = [(3,4,5,6,7) — (3,3,6,6,7)] = 0.

En principio, F podria ser K'-regular condicionada, aunque tal como se vera
en el capitulo siguiente, E es totalmente singular respecto de K’ por no
verificar la K’-condicién de Pélya.

Finalmente, si tomamos K" = (3,4,6,7,8), resulta

prn(E) = [(3,4,6,7,8) - (3,3,6,6,7)] = 3.

Veremos en el capitulo siguiente que K” es el menor sistema de grados (con la
mayoracién uniforme de n-plas) respecto del cual la matriz de interpolacién
E es condicionalmente regular. O

3.5 Transformacion de nodos

Entre las numerosas dificultades que presenta el estudio de la interpolacién
K-algebraica destaca el hecho de que la existencia y unicidad de soluciones
se ve afectada por las transformaciones afines de los nodos. En un principio,
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esto parece conducirnos a que el estudio de la K-regularidad sobre cada
intervalo [a, b] sea un caso particular.

Podemos ver de forma simple que el problema K-algebraico no admite tras-
laciones de nodos observando que cuando se realiza un cambio de varia-
ble y = = 4 ¢ en un polinomio ¢(y) € Pk(R), se obtiene un polinomio
p(z) = q(x + ¢) que, en general, no es combinacién lineal de las potencias
xhi.

Afortunadamente, el problema K-algebraico si admite las homotecias de los
nodos. Esta propiedad es de gran importancia, pues va a permitirnos reducir
los problemas de interpolacién K-algebraica sobre intervalos de la forma [a, 0]
y [0, ] a problemas K-algebraicos sobre el intervalo [0, 1].

En la siguiente proposiciéon se muestra como se ve afectado el determinante
D(E, K, X) cuando se efectiia una homotecia sobre los nodos.

Proposicion 3.4 Sea K un sistema de n grados, QQ un sistema de n drdenes
de derivacion, E una matriz de interpolacion de clase QQ y 8 una constante
no nula. Se verifica

D(E,K,3X) = "9 D(E, K, X) (3.4)
donde pr(Q) es el K-exceso total de grado de Q.

Demostracion. Supongamos que D(E, K, X), considerado como funcién de
los nodos, es idénticamente nulo. Entonces, D (F, K, X, ) también es idén-
ticamente nulo y se cumple (3.4) de forma trivial.

Supongamos ahora que D(E, K, X) no es idénticamente nulo y sea Q =
(q1,---,qn) - Segin hemos visto en la Proposicién 3.3, el sistema de 6rdenes
de derivacién @ tiene K-exceso total de grado (esto es, se cumple pg(Q) >
0). Si E es una matriz de clase @ con m filas, veamos que en este caso el
determinante D(FE, K, X) es un polinomio homogéneo en 1, . .., z,, de grado
total pg(Q).

En efecto, con una ordenacién de los elementos e;; = 1 segin 6rdenes de
derivacién no decrecientes, la fila i-ésima de matriz de la Vandermonde ge-
neralizada V(E, K, X) es de la forma

( t;ﬂ —q; tfz—qz‘ t?n_q'i )
(lﬁ - C]z‘)! (k?2 - %)! (kn - %)! ’

donde t; es una de las variables z1, ..., z,,. El determinante D(E, K, X) es
suma, de términos de la forma

ka‘ —q ka‘ —q ko‘ n) —qn
Qi OTH e mE et (3.5)
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donde « es una constante, que es nula cuando alguno de los k,;) — ¢; es
negativo, cada t; es una de las variables x1,..., 2, y 0 es una permutacion

de {1,...,n}.
Los términos (3.5) no nulos son de grado total

n n

Z (ko) — @) = Z (ki — @) = pk(Q)-

=1 i=1

El determinante D(F, K, X) es suma de términos de la forma (3.5) y, como
por hipétesis no es idénticamente nulo, resulta ser un polinomio homogéneo
en zi,...,x, de grado total p,(Q). O

Un problema de interpolaciéon K-algebraica regular con nodos en [0, b] puede
transformarse, mediante una homotecia de razén positiva, en un problema
K-algebraico con nodos en [0, 1].

Proposicion 3.5 Sea E una matriz de interpolacion con m filas, X un sis-
tema de m nodos en [0,b], b > 0, K un sistema de |E| grados y Y = $X. Se
cumple: (i) El par de interpolacion (E,Y) es K-reqular si y solo si (F,X)
es K-reqular. (ii) Si el par (E, X) es regular, entonces, para cada sistema de
valores C' = (¢;; = e;; = 1), el polinomio que soluciona el problema de interpo-
lacion K -algebraica (E, K, X,C) es p(z) = q (%), donde q(y) es la solucion
del problema de interpolacion (E, K)Y, C) con ¢ = Ve para e;; = 1.

Demostracion. (i) De la Proposicién 3.4, obtenemos

1 Pr(E)
D(E,K,Y) = (E) D(E, K, X)
y, por lo tanto, el determinante D(FE, K,Y") es nulo si y sélo si D(E, K, X) es
nulo. (ii) El polinomio interpolador ¢(y) existe por ser (F,Y) K-regular. Si
el sistema de grados es K = (ki,...,k,), entonces es q(y) € (y*,...,y"),
de donde obtenemos

x
p(x) =q (3> € <xk1, e ,:z;k"> .
Finalmente, para cada elemento e;; = 1 de F, se cumple

. . 1 1
Da(c])p(xi) = Dé”‘](%) W CijE = Cij-
Por lo tanto, el polinomio p(x) es la solucién del problema de interpolacién

(E,K,X,C). O
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Ejemplo 3.5.1 Transformacion de un problema de interpolacion K -algebraica
con nodos en [0,b] al intervalo [0,1].

Tomamos, como en el Ejemplo 3.2.1, K = (1,2,5,6), la matriz de interpola-
cién

010001
E=|101000 0],
0 00O0O0T1
el sistema de nodos X = (0,1,2) y el sistema de valores C' formado por

cu=1 cs5=4, ca=0, c35=06.

Con la transformacién Y = %X , transportamos los nodos al intervalo [0, 1].
Los nuevos nodos son Y = (0,1/2,1). La matriz de Vandermonde generali-
zada de la terna (E, K,Y) es

1 0 0 0
0 0 1 0

VIEJEY) =11 19 17384 173840
0 0 1 1

y el sistema de valores C' est4 formado por los valores
511 - ]., 515 - 128, 521 = 0, 535 = 192

El polinomio ¢(y), que soluciona el problema de interpolacién (E, K,Y,C),
queda definido implicitamente por la ecuacién

y y2/20 y°/50 /6! qly)

1 0 0 0 2

0 0 1 0 128 | =0.
1 1/2 1/384 1/3840 0

0 0 1 1 192

Calculando el determinante y despejando ¢(y), resulta

47 16 4
oy — 2 25 26
q(y) =2y 5o¥ TVt Y

Finalmente, si realizamos la sustitucién y = /2 en ¢(y), obtenemos

B T\ 47 1 . 1
p(m)_q<2> =TT " Ty T
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Dado un problema de interpolacién (E, K, X, C) regular con nodos en el in-
tervalo [a, 0], también es posible realizar una homotecia de nodos que trans-
forme el problema original en otro con nodos en el intervalo [0, 1]. Sin em-
bargo, observamos que al tratarse de una homotecia de razén negativa, se
produce una inversién del orden de los nodos.

Con vistas a una reduccién de los problemas de K-regularidad ordenada sobre
[a, 0] al intervalo [0, 1], modificamos el problema transformado realizando una
inversién del orden de los nodos y de las filas de la matriz de interpolacién.

Para una matriz de interpolacién E = (e;;) con m filas y ¢ columnas, defini-
mos la matriz £ = (é;;) que se obtiene invirtiendo el orden de las filas de E,
esto es

€ij = em—it1; para t=1,...,m, j=0,...,c—1.
Dado un sistema de m nodos X = (x1,...,2,), empleamos una notacién
andloga X = (#1,...,2,,) para designar el sistema que se obtiene invirtiendo
el orden de los nodos de X, es decir, &; = x,,_;41 parat=1,...,m.

Proposicién 3.6 Sea E = (e;;) una matriz de interpolacion con m filas,
X un sistema de m nodos en el intervalo [a,0], a < 0, K un sistema de
|E| grados, Y = %X , E la matriz que resulta de invertir el orden de la filas
de E y 'Y el sistema de nodos que se obtiene invirtiendo el orden de los
nodos de Y. Se cumple: (i) El par (E,X) es K-regular si y sélo si el par
(E , ?) es K-regular. (i1) Si el par (E, X) es K-regular, entonces, para cada
sistema de valores C = (c;j : e;; = 1), el polinomio que soluciona el problema
(E,K,X,C) puede escribirse en la forma p(z) = q(%£), donde q(y) es la
solucion del problema de interpolacion (E, K,i/},(j) con Cij = @ iy
para €;; = 1.

Demostracion. (i) Si razonamos como en la demostracién de la Proposi-
ci6én 3.5, se obtiene que el determinante D(E, K, X) se anula si y sélo si el
determinante D(E, K,Y’) se anula. La fila correspondiente a un é;; = 1 en
la matriz de Vandermonde generalizada V (E, K,Y) es de la forma

b\ (b,
(kr =) (ko = 5)! (kr =) (kn = 3)!

y coincide con la fila correspondiente al elemento e,,_;1; = 1 de la ma-
triz V(E, K,Y), por lo tanto, los determinantes D(E, K,Y) y D(E,K,Y)
difieren a lo sumo en el signo. (ii) Si (£, X) es K-regular, hemos visto
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que (A, EA/) es K-regular. Sea ¢(y) la solucién de <E, K,}A/,a), entonces
q(y) € <yk1, e ,yk"> y resulta

Ademss, se cumple
, . 1\’ . 1\’
DYp(z:;) = DPq(ys) (5) = DY q(fm—i11) (E)

0Ny
= Cm,iJrl’j (E) :a]cij (5) :Cij' O

Ejemplo 3.5.2 Transformacion de un problema de interpolacion K -algebraica
con nodos en el intervalo [a,0] al intervalo [0, 1].

Consideremos el problema de interpolacién (F, K, X, C') definido por el sis-
tema de grados K = (1,3,5,6), la matriz de interpolacién

0100
E=l0011],
0001

el sistema de nodos X = (—2,—1,0) y el sistema de valores C' formado por
cu=1, cn=3 ca3=4, c33=2.

La solucién del problema (E, K, X, C) estd determinada implicitamente por
la ecuacién

r 23/3! 2°/5! 25/6! p(x)
1 2 2/3 —4/15 1
0 -1 -1/6 1/24 3
o 1 1/2 -1/6 4
0 1 0 0 2

Desarrollando este determinante y despejando p(z), obtenemos

119 1, 11, 1T
p(z) = 5 x+3x 0% " 3%

Vemos que p(z) € Pk (R) y es inmediato comprobar que se verifica

p(=2)=1, p'(-1)=3, p"(-1)=4, p"(0)=2.
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Consideramos ahora el problema <E, K ,f/, 6) , donde E se obtiene invir-
tiendo el orden de filas en

E=

o O O

0
0
1

oS = O

1
1
0
El sistema de nodos Y se obtiene aplicando la transformacién

1
V= Sy X =120,

e invirtiendo el orden en Y, esto es, Y = (0,1/2,1). Finalmente, los valores
C son

by = (—=2)%cg3 = —16,
by = (=2)%cp =12,
by = (—=2)%co3 = —32,
én = (=2) ey =2

El polinomio ¢(y) que soluciona el problema (E K }A/, 6) estd definido im-
plicitamente por la ecuacién

y y*/30 y°/5! y°/6! q(y)
0 1 0 0 —-16
0 1/2 1/48 1/384 12 |=0,
0 1 1/8 1/48 —32
1 1/2 1/24 1/120 —2
de donde resulta
238 8 5 176 . 544
q(y)—5y V=V Y

Si realizamos la sustitucién y = z/(—2) en ¢(y), obtenemos

3.6 Regularidad en intervalos [a,0] y [0, b].

A partir de las proposiciones de la seccién anterior, es sencillo ver que el
estudio de la K-regularidad y la K-regularidad ordenada sobre intervalos
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[a,0] y [0,b] puede reducirse al estudio sobre el intervalo [0,1]. En cuanto
a la regularidad condicionada, veremos en el capitulo siguiente que ésta es
independiente del intervalo.

Proposicién 3.7 Una matriz de interpolacion E es K-reqular (K -regular
ordenada) sobre el intervalo [0,b], b > 0, si y sdlo si E es K-reqular (K -
regular ordenada) en [0, 1].

Demostracion. Supongamos que E es K-regular en [0, 1]. Para cada sistema
de nodos X en [0,b], determinamos el sistema de nodos Y = (3) X en [0,1]
y obtenemos

D(E,K,X)=wxB D(E K,Y) #0.
Por lo tanto, E es K-regular en [0,b]. Reciprocamente, si E es K-regular en

[0, 0], para cada sistema de nodos Y en [0, 1], tomamos el sistema de nodos
X =0bY en [0,b] y de la relacién

D(E,K,Y) = <1/pr(E)> D(E, K, X),

resulta que E es K-regular en [0, 1]. En cuanto a la K-regularidad ordenada,
basta con observar que las transformaciones Y = (%) X, X =bY con b >0,
conservan la ordenacién de nodos. O

Proposicién 3.8 Una matriz de interpolacion E es K-reqular (K -regular
ordenada) sobre el intervalo [a, 0], a < 0, si y sdlo si la matriz de interpolacion
E, que se obtiene invirtiendo el orden de las filas en E, es K-reqular (K -
regular ordenada) en [0, 1].

Demostracién. Supongamos que E es K-regular ordenada en [0,1] y sea
X un sistema de nodos en [a,0] que verifica x; < --- < z,,. Los nodos
del sistema Y que se obtiene invirtiendo el orden en Y = (1/a) X estén en
[0,1] y verifican §; < .-+ < ¢p,. Por lo tanto, el par (E, }A/) es K-regular
y segun la Proposicién 3.6, el par (E, X) es K-regular. Para demostrar el
reciproco, basta con tomar el sistema de nodos X en [0, 1] y construir Y en
[a, 0] invirtiendo el orden del sistema de nodos Y = aX. Para demostrar el

caso K-regular, basta con suprimir la condicién z; < --- < z,,. O

3.7 Interpolacién K-algebraica de Lagrange

Un problema de interpolacién de Lagrange tienen tinicamente érdenes de
derivacién nulos. En [31] (Davis 1975, pag. 31), encontramos un ejemplo de
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interpolacién de Lagrange sobre el espacio de interpolacién (1, z?) en el que
se observa que el problema es regular en [0, 1] y singular en [—1, 1].

En [60] (Lorentz et al. 1983, pdg. 132), se caracteriza la regularidad ordenada
de la interpolacion de Lagrange sobre espacios de interpolacion <xk1, ey mk">
con nodos en [—1,1]. El resultado se refiere a los sistemas de Chebychev y
es una consecuencia del estudio sobre matrices de interpolacion casi simples
(una fila es simple si tiene exactamente un uno, una matriz casi simple tiene
como maximo una fila no simple.)

Proposicién 3.9 Sea G el sistema de funciones gi(z) = a*,... g, (z) =
zF donde 0 < ky < --- < k,, son enteros. G es un sistema de Chebychev en
[—1,1] si y sdlo si ky =0 y todas las diferencias k; — kj—1,j = 1,...,n, son
mpares.

Teniendo en cuenta que un sistema de funciones linealmente independientes
G =(g1,---,9x) es un sistema de Chebychev en [a,b] si y s6lo si la matriz
de Vandermonde generalizada del problema de interpolaciéon de Lagrange de
n nodos sobre el espacio de interpolacién Pg (R) es regular sobre |[a, b], estd
claro que la proposicién anterior caracteriza la K-regularidad del problema
de interpolacién K-algebraica de Lagrange sobre [—1, 1].

A la vista de la Proposicion 3.9 puede parecer que, en principio, los espacios
<mk1, cee a:k"> no son adecuados como espacios de interpolacién. No obstante,
cuando nos restringimos a intervalos de la forma [a, 0] o [0, b] (donde los nodos
no pueden cambiar de signo), vemos que la situacién mejora enormemente.

En la siguiente proposicién establecemos una condicién necesaria y suficiente
muy poco restrictiva para la K-regularidad del problema de interpolacion K-
algebraica de Lagrange sobre intervalos de la forma [a, 0] y [0, b]. En capitulos
posteriores veremos que, cuando nos restringimos a intervalos de la forma
[a,0] o [0,b], es posible llevar a cabo una generalizacion casi completa de los
principales resultados de la interpolacién algebraica de Birkhoff y formular
resultados analogos para la interpolaciéon K-algebraica de Birkhoff.

Proposiciéon 3.10 Sea E una matriz de interpolacion de Lagrange con n
unos, K = (ki,...,k,) un sistema de grados e I un intervalo de la forma
[a,0] 0 [0,b]. E es K-regular sobre I siy sélo si ky = 0.

Demostracion. En este caso la matriz E no varfa si invertimos el orden de
filas. Observando los resultados de la Seccién 3.6, resulta que E es K-regular
sobre I siy sélo si lo es sobre [0, 1].
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Veamos ahora que si k; # 0, entonces E es K-singular. Para ello nos basta
con tomar un nodo x; = 0 y observar que, en tal caso, la fila correspondiente
en la matriz de Vandermonde generalizada es totalmente nula.

Finalmente, supongamos k; = 0 y veamos que F es regular en [0,1]. La de-
mostracién de esta parte se basa en la inexistencia de polinomios anuladores
no triviales. En el caso de la interpolaciéon K-algebraica, la caracterizacién
de la regularidad mediante polinomios anuladores queda como sigue: la ma-
triz de interpolacion E es K-regular en [a,b] si y sdlo si, para cada sistema
admisible de nodos X en [a,b], el unico polinomio p(x) de Pk(R), que es
anulador del par (E, X), es el polinomio idénticamente nulo.

Sea X = (x1,...,2,) un sistema de nodos en [0, 1] y p(z) un polinomio no
idénticamente nulo del espacio generado por 1, z*2, ..., 2% que es anulador
del par (E, X), esto es, p(x) verifica p(x;) = 0 para i = 1,...,n. Conside-
ramos dos casos: (i) Existe un nodo nulo z; = 0. (ii) Todos lo nodos son
positivos.

En el caso (i), resulta p(z) = agz* + - - - + a,z". Observamos que p(z) tiene
a lo sumo n — 1 coeficientes (no nulos) y que, entre ellos, se pueden producir
como méximo n — 2 cambios de signo. Entonces, p(z) tiene como méximo
n — 2 raices positivas, esto es, como mdaximo n — 1 raices en [0, 1], lo que
contradice que sea anulador de (E, X).

En el caso (ii), p(z) es de la forma p(z) = a; + agz™ + - -+ + a,x*. Ahora
p(z) tiene a lo sumo n coeficientes (no nulos) y, entre ellos, pueden producirse
como méaximo n — 1 cambios de signo. Por lo tanto, p(z) tiene a lo sumo
n — 1 raices positivas y no puede ser anulador de (F, X). O





