Capitulo 7

Descomposicion candénica

7.1 Introduccién

En la interpolacién algebraica de Birkhoff, las matrices de interpolacién con
columnas iniciales nulas son totalmente singulares; en contraste, en la inter-
polacion K-algebraica, podemos encontrar matrices de interpolacién que son
K-regulares a pesar de tener columnas iniciales nulas. En particular, hemos
visto en el capitulo anterior que al efectuar una descomposicién

(E,K) = (Ey, K1) L (Ey, Ky),

la matriz Es siempre tiene columnas iniciales nulas. La estandarizacion de
un par (E, K) nos permite obtener un nuevo par (E, K) donde la matriz F
carece de filas nulas y columnas iniciales y finales nulas. El estudio de la
regularidad de (FE, K) puede realizarse mediante su forma estindar (E, K).

La descomposicion estdndar combina la descomposicién y la estandarizacion
produciendo descomposiciones de la forma

(E,K) = (E1, K1) @ (Ey, Ky),

donde los pares componentes estdn en forma estandar. La descomposicion
total es la descomposicién

(E,K)=(Ey,Ky) L(Ey,Ky) L--- L (B, K,)

més fina posible; estandarizando los pares componentes, se obtiene la des-
COMPOSICION CANONICa.

Para (E, K) indescomponible y en forma estdndar, es posible establecer con-
diciones suficientes de singularidad ordenada sobre intervalos de la forma
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132 Cap. 7 Descomposicién candnica

[a,0] y [0,b] que generalizan las condiciones suficientes de singularidad or-
denada de la interpolacién algebraica (Lorentz y Zeller, 1971 [52]; Lorentz,
1972 [53)).

En la Seccién 7.2 se define la forma esténdar de un par (@, K) y la forma
estdndar para matrices de interpolacién.

En la Seccién 7.3 se define la forma estandar de un par (E, K') y se demuestra
el Teorema de traslacion de ordenes y grados que nos permite estudiar la
regularidad de un par (£, K') mediante su forma estdndar.

La Seccioén 7.4 introduce el concepto de descomposicion estandar, que se ob-
tiene estandarizando los pares componentes. El Teorema de descomposicion
esténdar nos permite reducir el estudio de la regularidad de un par (E, K)
descomponible al estudio de la regularidad de sus componentes estdndar.

La Seccién 7.5 se ocupa de la descomposicion candnica. En un primer apar-
tado se construye la descomposicion total: descomposicién més fina posible
de un par (E, K), y se extiende el teorema de descomposicién a este caso;
seguidamente, se define la descomposicién canénica, que permite descompo-
ner un par (E, K) en pares (E;, K;) indescomponibles y en forma estandar.
El Teorema de descomposicion canonica permite determinar la regularidad
de un par (E, K) mediante la regularidad de sus componentes canénicas.

Finalmente, en la Seccién 7.6 se demuestran los teoremas de singularidad, que
presentan condiciones suficientes de singularidad ordenada para el problema
K-algebraico. Estos teoremas son aplicables a pares (E, K) indescomponi-
bles y en forma estdndar, esto es, son aplicables a las componentes canénicas;
por lo tanto, su d&mbito natural de aplicacién es en combinacién con la des-
composicion canoénica.

7.2 Forma estdndar de un par (E, K)

En la interpolacién algebraica cldsica, la condicién de Pélya exige que los unos
de una matriz de interpolacién E deben estar situados en columnas cuyos
indices varien entre 0 y |E| — 1; ademés, debe existir al menos un uno en la
columna 0. Por lo tanto, en las matrices de interpolacién consideradas en la
interpolacion algebraica clasica, nunca aparecen columnas iniciales nulas.

En la interpolacién K-algebraica, la situacién es radicalmente distinta. Asi,
por ejemplo, dado el sistema de grados

K = (5,6,7,9,10)
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y la matriz de interpolacién

000O0O0OO0T11
E=10000O01T1F0 ]|,
000O0O0OT1O0O®O

resulta que E es K-condicionalmente regular, es més, F es K-regular orde-
nada sobre [0, 1].

Por otra parte, las filas totalmente nulas y las columnas nulas posteriores
a la tdltima columna no nula en una matriz de interpolacién E no aportan
informacién alguna al problema de interpolacién definido por E.

Teniendo en cuenta nuestra formulacién de la K-condicién de Pélya mediante
el sistema de 6rdenes de derivacién y el sistema de grados, podemos supri-
mir las columnas finales nulas, pues estas no desempenan ningiin papel en
nuestro marco tedrico. En cuanto a las filas nulas, hemos visto en el capitulo
precedente que, cuando realizamos una descomposicién

(E,K) = (F1,K;y) L (Ey, Ks),

pueden aparecer filas nulas en las matrices componentes E7, F». En el estudio
de la regularidad del par (F, K), tales filas pueden suprimirse, aunque deben
ser tenidas en cuenta a la hora de construir el polinomio interpolador.

En esta seccion se define la forma esténdar de un par de Pélya (E, K). En
la forma estdndar, la matriz de interpolacién no tiene filas nulas, columnas
iniciales nulas ni columnas finales nulas. El Teorema de traslacion de drdenes
y grados permite trasladar los problemas de regularidad de un par (E, K) a
su forma estdndar.

7.2.1 Par (Q, K) estdndar

Dada una n-pla de enteros @ = (¢i,...,¢,) y un entero r, empleamos la
notacién

Q—-r=(q, . ,qu)—7T=(Q1 =7y ., Gn—T).

Proposiciéon 7.1 Sea Q = (qq,...,q,) un sistema de drdenes de derivacion
Y 9

y r un entero. La n-pla de enteros () — r es un sistema de drdenes de deri-

vacion si y solo sir < q.

Demostracion. Los elementos de la n-pla ) — r son enteros y para cualquier
r entero se cumple g —r < --- < g, —r; por lo tanto, () —r es no decreciente.
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Es inmediato que los elementos de () — r son no negativos si y sélo si r < ¢;.
O

Proposicién 7.2 Sea K = (ky,...,k,) un sistema de grados y r un entero.
La n-pla K —r es un sistema de grados si y solo st r < kj.

Demostracion. K —r es una n-pla de enteros. Como se cumple ky < - - < ky,
obtenemos k; —r < --- < k,—r; por lo tanto K —r es estrictamente creciente.
Es inmediato que los elementos de K —r son no negativos si y sélo si se cumple
r S kl- a

Proposicién 7.3 Sea Q = (q1,...,q,) un sistema de drdenes de derivacion
y K un sistema de grados tal que (Q,K) es un par de Pdlya. Sir es un
entero que verifica r < qq, entonces (Q —r, K —r) es un par de Pdlya.

Demostracion. Sea K = (ky,...,k,). Como (@, K) es un par de Pdlya, se
cumple r < ¢; < k;. Observando las dos proposiciones anteriores, obtenemos
que ) — r es un sistema de 6rdenes de derivaciéon y K — r es un sistema de
grados. Por otra parte, como se cumple ¢; < k; para j = 1,...,n, obtenemos
g —r <kj—rparaj=1,...,n; por lo tanto, () —r, K —r) es un par de
Pélya. O

Definicién 7.1 Sea Q = (qi, ..., qn) un sistema de drdenes de derivacion y
K un sistema de grados tal que (Q, K) es un par de Pdlya. Denominamos
forma estandar del par (Q, K) al par (Q, K) dondeQ =Q—q1 yK = K—q.

Notemos que la forma estdndar se ha definido unicamente en el caso de
que (@, K) es un par de Pélya. En este caso, las Proposiciones 7.1 y 7.2
nos aseguran la buena definicién de la forma estdndar; ademds, podemos
asegurar que la forma estdndar es un par de Pélya (Proposicién 7.3).

Decimos que un par (Q, K) estd en forma esténdar cuando coincide con su
forma estdandar. Es evidente que ésto sucede si y sélo si g1 = 0.
Ejemplo 7.2.1 Forma estindar de un par (Q, K).
Dado el sistema de 6rdenes de derivacién
Q@ =(3,3,5,6,9)

y el sistema de grados
K = (4,5,7,9,11),
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es inmediato comprobar que el par (Q, K) es de Pélya. La forma estdndar
correspondiente es (Q, K ), donde

Q:Q—% = (373757679)_3: (070727376)7
K=K—q=(4570911)—3=(1,2,4,6,8).

Observamos que la forma estédndar (Q, K ) es un par de Pélya. 0O

7.2.2 Forma estdndar de una matriz de interpolacion

Sea F una matriz de interpolacién con m filas y ¢ columnas. Decimos que
una columna de E es una columna inicial nula si estd formada tdnicamente
por ceros y es anterior a la primera columna no nula de E. Andlogamente,
una columna de E es una columna final nula si estd formada tinicamente por
ceros y es posterior a la iltima columna no nula.

Podemos precisar estos conceptos empleando el sistema de 6rdenes de deriva-

ciéon Q(F) = (q1,..-,qn)- Sies ¢ =0, E carece de columnas iniciales nulas.
En el caso ¢; > 0, las ¢; primeras columnas de E (que corresponden a los
indices 0, ...,q; — 1) son las columnas iniciales nulas de E. Si es ¢, = ¢ — 1,

entonces F carece de columnas finales nulas. Si es ¢, < ¢ — 1, entonces las
iltimas ¢ — ¢, — 1 columnas de E son las columnas finales nulas de F.

Definicién 7.2 Sea E una matriz de interpolacion. Denominamos forma
estandar de E a la matriz de interpolacion E que resulta de suprimir en E
las filas completamente nulas, las columnas iniciales nulas y las columnas
finales nulas. Una matriz de interpolacion estd en forma estandar cuando
coincide con su forma estindar.

Es inmediato que una matriz de interpolacion estd en forma estdndar cuando
carece de filas nulas y de columnas iniciales y finales nulas. Si E es una
matriz de interpolacién con ¢ columnas que carece de filas nulas y su sistema
de 6rdenes de derivacion es Q(E) = (qi,-..,¢,), entonces E estd en forma
estdndar si y sélosi g1 =0y g, =c— 1.

Ejemplo 7.2.2 Forma estandar de una matriz de interpolacion.

La matriz de interpolacién

&

=

I
— =
)
O O =
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estd en forma estdndar. Para la matriz de interpolacién

000011100
Ex=100000100 0],
0000O0OT1TT1TO0OTPO0
obtenemos la forma estdndar
B 1 11
E,=1 010
01 1

El sistema de 6rdenes de derivacion de Ey es
Q(Ey) = (4,5,5,5,6,6).

En este caso, el primer orden de derivaciéon es q; = 4. Observamos que,
tal como se indica en el comentario previo a la Definicién 7.2, la matriz de
interpolacion Fs tiene ¢; = 4 columnas iniciales nulas, que corresponden a los
indices de columna 0, ..., ¢, —1. E5 tiene ¢ = 9 columnas, como es ¢gg = 6 < c,
E5 tiene ¢ — gg — 1 = 2 columnas finales nulas. La matriz de interpolacién

11000
Es=100000
11000

o O O

posee una fila nula, carece de columnas iniciales nulas y tiene 4 columnas
finales nulas; su forma estdndar es

11
= O
B, (11).

La siguiente proposicién muestra como se ve afectado el sistema de 6rdenes
derivacién de una matriz de interpolacién en la estandarizacién.

Proposicién 7.4 Sea E una matriz de interpolacion, Q(E) = (q1,---,qn) ¥
E' la forma estdndar de E. El sistema de drdenes de derivacion de E verifica

Q(E) = Q(E) — q.

Demostracion. Sea E' la matriz que resulta de eliminar en F las posibles
filas nulas y las columnas finales nulas. Esta claro que en E y E’ especifican
los mismos ¢érdenes de derivacién, por lo tanto, se cumple Q(E) = Q(E').
Para obtener la forma estandar £ tinicamente nos resta eliminar las columnas
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iniciales nulas. Si es ¢; = 0, entonces E’ carece de columnas iniciales nulas y
es E' = E, de donde obtenemos Q(E) = Q(E) — 0 = Q(E) — q;. En el caso
q1 > 0, E’ tiene ¢; columnas iniciales nulas, que suprimimos para obtener
E. Para cada orden de derivacién ¢’ especificado en E’, obtenemos un orden
de derivacién ¢ = ¢ — ¢1 en E, especificado por un uno que ha pasado de la
columna de fdice ¢’ en E’ a la columna de indice ¢’ — ¢; en E. En definitiva,

se cumple Q(E) = Q(E') —q1 = Q(E) —q1. O

Ejemplo 7.2.3 Traslacion del sistema de drdenes en la estandarizacion.

Para la matriz de interpolacion

0001O0O0O0
jo 00 0O0O0O0OO O
o001 100 ]
0000100
obtenemos el sistema de érdenes de derivacion Q(E) = (3,3,4,4) . La forma
estdndar correspondiente es
10
E=(11],
01

cuyo sistema de érdenes de derivacién es Q(E) = (0,0,1,1). Observamos
que el primer orden de derivacién de F es q; = 3 y que se verifica

Q(E)=Q(E)—q. = (3,3,4,4) —3=(0,0,1,1). O

7.3 Teorema de traslacion de 6rdenes y gra-
dos

Definicién 7.3 Sea E una matriz de interpolacion, Q(E) = (q1,--.,qn) Y
K wun sistema de grados tal que el par (E,K) es de Pdlya. Denominamos
forma estindar del par (E, K) al par (E, K ) donde E es la forma estindar
de F' yK =K — q.

Teorema 7.1 Sea E una matriz de interpolacion y K un sistema de grados
tal que el par (E, K) es de Pélya. Elpar (E, K) es regular (regular ordenado)
en [a,b] sty solo si su forma estandar (E K ) es reqular (reqular ordenada)
en [a,bl.
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Demostracion. Las columnas finales nulas de una matriz de interpolacién no
aportan condiciones al problema de interpolacion; las filas nulas introducen
unos nodos sobre los que no actia condicién alguna. Por lo tanto, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que E carece de filas y de columnas
finales nulas. Sea m el nimero de filas de F, Q(F) = (q1,...,q,) y K =
(k1, ..., k). Tomamos un sistema admisible de m nodos X = (z1,...,z,),
ordenamos los elementos de la base de Px(R) en la forma usual

ko kn

xkx T
k7 kel TR,

y disponemos los elementos e;; = 1 de £ en un determinado orden. La matriz
de Vandermonde generalizada V(E, K, X) es de la forma

.’L"-cl_j xkn_]
V(E,K,X)= ., e =1].
BE == T
Para cada s = 1,...,n, se cumple

ks—j=ki—an+a—j=Cki—q1)— (G —aq).

Si observamos que los elementos del sistema de grados K = (/_ﬁ, cee En)
verifican k; = ks — q1 y que los elementos €; = 1 de E corresponde a los
indices (7, j — ¢1) con e;; = 1, obtenemos

x].“*t xk” —t

V(E,K,X) = <(12‘1Z—t)!7”" (l%,;—t)!;é“: 1) =V (E,K,X).

Por lo tanto, los determinantes D (E, K, X) y D (E, K, X) se anulan para
los mismos sistemas de nodos X. O

Ejemplo 7.3.1 Regularidad mediante traslacion de drdenes y grados.

Consideramos la matriz de interpolacién

000O01O0O0®O
o 00001100
000O0O0OO0®O0O® O
000O01O0O0®O

Su sistema de 6rdenes de derivacién es Q(E) = (4,4,4,5). El sistema de
grados K; = (4,6,7,8) mayora a Q(F); por lo tanto, el par (F, K;) es
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de Pdlya. Si eliminamos las filas nulas y las columnas finales nulas de F,
obtenemos

Obviamente, el par (F, K1) es regular si y sélo si el par (£, K) es regular.
La forma estandar del par (E’, K1) es el par (E, K 1) donde

10
E=[11
10
K=K —q=(4,6,7,8)—4=(0,2,3,4).
El par (E, Kl) es un par de Pélya y, como se cumple Q;(E) = (0) C Ky, E

verifica la propiedad K-inclusiva ordenada; vemos también que F carece de
secuencias impares K;-soportadas, por lo tanto, E es K;-regular ordenada en
[0,1]. De hecho, E es una matriz hermitiana que verifica la propiedad inclu-
siva ordenada respecto de K;. Aplicando el Teorema 7.1, podemos afirmar

que el par (E, K) es regular ordenado en [0, 1].

Si tomamos un sistema de nodos X = (z1, x5, x3), la base de Pk (R)

xt 28 27 a8

47607778
y disponemos los elementos e;; = 1 de E’ segtin el orden lexicogréfico creciente

de los pares (7, j) con prevalencia del primer indice, obtenemos la matriz de
Vandermonde generalizada

z3/20 23/30 x1/4
z3/2! 23/31 x3/4!

Ty x3/20 23/3
z3/2! x3/3! a3/4!

V(E'\K,X) =

—_ O R

Es inmediato comprobar que, tal como se afirma en la demostraciéon del
teorema anterior, la matriz de Vandermonde obtenida coincide con la matriz
V(E,K,X) (para una ordenacién adecuada de la base de Pg(R) y de los
elementos é; = 1 de E). O

7.4 Teorema de descomposicion estandar

En la descomposicion estdndar, combinamos los resultados del Teorema de
descomposicion con el Teorema de traslacién de érdenes y grados. Esto nos



140 Cap. 7 Descomposicién candnica

va a permitir formular un teorema de descomposicién que produce pares
componentes mds simples.

Definicién 7.4 Supongamos que el par (E, K) admite la descomposicion
(B, K) = (B}, K7) L (B3, K3).

Si (E1, K1) y (BEo, Ky) son, respectivamente, los pares estdandar correspon-
dientes a (Ey, K1) y (EY, KY), decimos que (E, K) admite la descomposicion
estandar (B, K1) y (Eq, Ks) y lo representamos por

(E7 K) - (Ela Kl) D (E27 KQ)
Observemos que la Proposicién 6.6 nos asegura que los pares componentes
(EY, K1) v (S, K}) son pares de Pélya y, por lo tanto, existen los correspon-
dientes pares estandar (Ey, K1) y (Es, Ks).
Ejemplo 7.4.1 Descomposicion estandar.
Consideramos la matriz de interpolacién

000100

o O O
o O O
[ R —
O = O
O = O
o O O
OO OO
__— 0 O
OO OO
OO O =
OO OO
O = ==

y el sistema de grados
K =(2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13).
Fl sistema de 6rdenes de derivacion de E es
Q(F)=1(2,2,3,3,4,7,7,9,11,11,11).

En el Ejemplo 6.3.3, hemos visto que el par (F, K) es descomponible y que
su sistema de indices de descomposicién es I(E, K) = (5,8). Para el indice
de descomposicién j; = 5, podemos efectuar la descomposicion

(B, K) = (B, K7) L (B3, K3)

con

) K1:(273747576)7

OO OO
OO OO
O = = O
O = O =
o OO
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By =

o O OO

o O O

o O O O

o O OO

o O OO

o O OO

o O O O

= = O O

OO OO
OO O =
OO OO
O =

De ahi, resulta la descomposicién esténdar

(E,K) = (Ey, K1) ® (B, Ky) ,

donde

con

Ey

E;

o O OO o O O O

o O OO

o O O

0

O = = O

o O O

0

_ o O
o O O

1 0

S = O =
O = OO

o O O

0

o O O O

)

S O =

—_ O =

_— o O

o O O

0 0

Para j, = 8, obtenemos la descomposicion

(B, K) = (E}, K}) L (B3, K3)

o O OO

o O OO

o O OO

o O O

0

— =0 O

O~ = =

141

K, =(7,9,10,11,12,13).

; K12(0717233a4)7

. K,=1(0,2,3,4,5,6).

01
0 0
0 0
0 0
0 0 00 1
0 0 00 1
0 0 0j0 1
0 0 0[O0 O

resultando la descomposicién estandar

(E,K) = (E1, K,) ® (E», Ks) |

donde

O = = O

O = O =

o = O O
o O OO

o O OO

— = O O

o O OO

o O O

Ky =1(0,1,2).

. K| =(2,3,4,5,6,7,9,10).

VK = (11,12,13),

) Rl:(071727374757778>;

O
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Teorema de descomposiciéon estandar

Teorema 7.2 Supongamos que el par (E, K) admite la descomposicion es-
tandar

(E,K) = (B, K1) ® (Ey, Ks) .

El par (E,K) es reqular (regular ordenado) en [a,b] si y sdlo si los pares
componentes (Ey1, K1) y (Fs, K3) son regulares (regulares ordenados) en |a, b].

Demostracion. De la definicién de descomposicion estdndar, resulta que el
par (E, K) admite una descomposicién

(B, K) = (B}, K7) L (B3 K3),

siendo el par (Ej, Kj) la forma estdndar de (£}, K7), j = 1,2. Segin el
Teorema de descomposicién (Teorema 6.1), el par (E, K) es regular (regular
ordenado ) en [a,b] si y solo si los pares (E, K}) y (Eb, K}) son regulares
(regulares ordenados). Finalmente, observando el Teorema de traslacién de
6rdenes y grados (Teorema 7.1), vemos que los pares (Ef, K}) vy (E}, K})
son regulares (regulares ordenados) si y solo si los correspondientes pares
estdndar (Ey, K1) y (F2, K3) son regulares (regulares ordenados). O

7.5 Descomposicion canénica

7.5.1 Descomposicion total

Al realizar la descomposicién de un par (F, K) puede suceder que las compo-
nentes sean, a su vez, descomponibles. En tal caso, el proceso de descompo-
sicién continua dando lugar a descomposiciones con més de dos componen-
tes. En esta seccién construimos la descomposicion total de un par (E, K),
descomposicién en la que los pares componentes resultantes son indescom-
ponibles; posteriormente, extendemos el Teorema de descomposicién a este
caso.

Notacién Con el fin de simplificar la definicién, introducimos la siguiente
notacién. Dada una matriz de interpolacién de m filas E, representamos
por E(r,...,t) la submatriz de E formada por las columnas consecutivas de
indices r,r + 1,...,t. La notacién [04|E(r,...,t)] representa una matriz de
m filas y s +t — r + 2 columnas, cuyas s + 1 primeras columnas son nulas
(columnas de indices 0, ..., s) y las restantes (¢ — r + 1) columnas coinciden
con las columnas de indices v, 4+ 1,...,t, de la matriz E.
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Ejemplo 7.5.1 Notaciones E(r,...,t) y [05|E(r,...,t)].

Para la matriz

000O0T10O0
EFE=1101111]|,
1100 01
la notacién F (0, ..., 3) designa la submatriz formada por las cuatro primeras

columnas de E, correspondientes a los indices 0, 1,2, 3. Esto es,

0
E(,....3)=| 1
1

_ O O
o = O
O = O

La matriz [03|F (4, 5)] estd formada por un primer bloque nulo, con cuatro
columnas (de indices 0, 1, 2, 3) y por un segundo bloque que coincide con la
matriz formada con las columnas quinta y sexta de F, de indices 4 y 5. Esto
es,

000O0[1 0
0s/E(4,5)=| 0 0 0 0|1 1 |. O
000001

Definicién 7.5 Sea (E, K) un par descomponible, I(E,K) = (iy,...,i,) su
sistema de indices de descomposicion, Q(E) = (q1,...,qn) y K = (k1,..., kn).
La descomposicion total del par (E, K) estd formada por r+1 pares (Ej, K;),
j=1,....r+ 1, definidos por

E1 :E(O,...,qil),Kl:(k’l,...,kil).
E]‘: |: Oqij71 | E(Qij71+1a-"7Qij) :|aKj: (k‘iij71+17"-ak‘ij);j:27"'7r'

Eoi=[04 | E(gs, +1,....q0) |, K1 = (kip31,- -, k) -
Empleamos la notacion
(Ea K) = (EhKl) Lol (Er+1aKr+1)

para representar esta descomposicion.

Hemos utilizado el mismo simbolo para representar la descomposicién ordi-
naria y la descomposicién total, evitaremos ambigiiedades mencionando el
caracter total de la descomposiciéon cuando proceda. Notemos que el niimero
de componentes de la descomposicion total es igual al niimero de indices de
descomposicién més uno.
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Ejemplo 7.5.2 Descomposicion total.

Tomamos nuevamente la matriz de interpolacién

o O OO
o O OO
O = = O
O = O =
o= O O
o O OO
S OO

__= 0 O
OO OO
OO O =
OO OO
O = ==

y el sistema de grados
K =(2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13).
Fl sistema de 6rdenes de derivaciéon de E es
QF)=1(2,2,3,3,4,7,7,9,11,11,11) .
En el Ejemplo 6.3.3, hemos obtenido que el sistema de indices de descompo-

sicién del par (E, K) es I(F, K) = (5,8). La descomposicién total de (F, K)
tendrd, por lo tanto, 3 componentes

(B,K) = (Ey, K)) L (Bs, K») L (B3, Ks).

Para el primer indice de descomposicién i; = 5, obtenemos ¢;, = g5 =4 y es

o O O O
o O O O
O = = O
o= O =
o= O O

Kl — (kla---7ki1) — (kl,...,kg)) — (2,3,4,5,6).
Para el segundo indice de descomposicién 72 = 8, obtenemos ¢;, =9 y es
Ey=1[0, | E(g,+1,...,q,) | =[ 04| E(5,...,9) ],
0
Ey =

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O

o O O

K2 — (ki1+17 .. '7ki2) - (]{36, e ,]{38) - (7,9, 10) .

Finalmente, para (F3, K3), obtenemos

Ey=1[0, | E(gi,+1,....q:) | =[ 0o | EQ10,...,11) ],
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esto es

OO OO
OO OO
o O OO
o O OO
O O OO
o O OO
o O OO
o O OO
OO OO
OO OO
OO OO
O ==

K3 - (ki2+1, cee ,kn) - (k’g, e 7]€11) = (11, 12, 13) . O

El procedimiento para obtener la descomposicién total puede parecer com-
plejo si seguimos los detalles de la definicién, no obstante, en la préctica es
extremadamente simple. En efecto, basta con trazar lineas verticales en la

matriz de interpolacién detrds de las columnas de indices g;,, ..., q;,., donde
i1,...,1,, son los indices de descomposicién. Se obtienen asi una serie de
bloques
E = (|077q11‘q11+177%2||qzr+]~>7qn|)
= (BB ] [Bu]).

Para obtener F; basta con tomar el bloque B;, descartar los posteriores y
sustituir los anteriores por matrices nulas. Para K, procedemos de forma

andloga, marcando las posiciones correspondientes a i1, ..., i,
E= (‘ ki, .. ki ‘ Kiyr1s -5 ki | | Kipt1s -5 kn ‘)7
de donde obtenemos directamente K, Ko, ..., K, 1.

Ejemplo 7.5.3 Obtencion prictica de la descomposicion total.

Para el par (E, K) del ejemplo anterior, trazamos en E lineas verticales tras
las columnas de indices ¢;;, =4y ¢;, = 9, de donde resulta la estructura de
bloques

S O OO
SO OO
S = = O
O = O -
O = O O
S O OO
SO OO
— -0 O
o O OO
S O OO

O = =

o O O

a partir de la cual podemos obtener las matrices F;, Fy y FE3 de forma
inmediata. Para el sistema de grados, marcamos lineas de divisién después
de las posiciones i1 =5 y i3 = 8

K=(]23456]7910[11,12,13])
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y obtenemos K, Ko y K3. O

La siguiente proposiciéon muestra que la denominacion descomposicion total
es adecuada, estableciendo que los pares componentes de la descomposicion
total no admiten descomposicion.

Proposicién 7.5 Si el par (E, K) admite descomposicion total
(B, K)= (B, K1) L L (B, Krpa),

entonces, los pares (Ej, K;) para j =1,...,7+ 1 son indescomponibles.

Demostracion. Sea n el nimero de unos de F' y I(E,K) = (i,...,i,) el
sistema de indices de descomposicién del par (F, K). La linea de demostra-
cién consiste en probar que si alguno de los pares (E;, K;) admite un indice
de descomposicién, entonces existe un indice de descomposicién de (E, K)
que no estd en [(F, K). Previamente, veamos la relacién que existe entre
Q(E) = (q1,---,qs) y los sistemas de 6rdenes de derivacién de las matrices
() (J

J

E;, que representamos por Q(E;) = (ql s n)), donde n; es el nimero

de unos de la matriz F;. Si observamos la descomposicién en bloques e

E = (‘077QZ1|q11+177Q1,2"QZT+177QTL|)
= (BB |- [ B ).

y tenemos en cuenta que la matriz £; contiene los unos presentes en el bloque

Bj; €s Q(El) - (QI; s aq’il) ) Q(EJ> = (Qij,1+17 s aQ’ij) para ] - 25 ey
Q(Er11) = (¢iy+1, - - -+ qn)- De ahi, resulta

qt(l) = q, para t=1,...,n1; ny =1y,
Qt(j):qqfrkt? para tzla"'?”j; nj:ij_ijfl; j:2,...,7’,
Qt(TJrl) = Qip+t; para t=1,...,nm1; Npp1 =N — 1.

Con la notacién K; = (kg” ), ey k,g?) para los sistema de grados de los pares

componentes, obtenemos una relacion andloga entre los elementos de K y los
de K17 .. ;Kr+1

kzgl) :kb para t= 17"'7”1; ny :i17
k‘éj) = k‘ij*l‘f't’ para t=1,... y gy Ty = ij - ij—l; J=2,05m,

(r+1) o . o .
ky = ki 11, para t=1,....,n041; Npi1=n—1,.
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Supongamos que el par (F1, K;) admite descomposicién. Entonces existe un
indice t*, con 1 < t* < ny, tal que qt(*l)+1 > k,‘gl) De ahi, obtenemos que se
cumple g1 > kg« con 1 < t* < iy; esto es, el par (E, K) tendria un indice

de descomposicién estrictamente inferior a ;.

Supongamos, como segundo caso, que un par (Ej, Kj), con j = 2,...,r,
admite descomposicién. En este caso existe un indice t*, con 1 < t* < n;,
tal que qéf)+1 > k;g). De ahi, obtenemos que se cumple ¢;,_, 4441 > ki, 14+
con 1 < t* < i; —i;_1. En consecuencia, el par (£, K) tiene un indice de
descomposicién i* = ;1 4+ t*. Como se cumple 4,1 + 1 < 3,1 +t* < 45,
obtenemos 7;_; < ¢* < i;; por lo tanto, el indice de descomposicién 7* no esté
en [(E, K).
Finalmente, supongamos que el par (E,,1, K1) admite descomposicién. En-
. o1 1 1 )
tonces existe un indice t*, con 1 < t* < m,,1, tal que q,ffil) > kt(f+ ). De ahi,
obtenemos que se cumple ¢; 4411 > ki 14+ con 1 < t* < n —4,. En conse-
cuencia i* = i, + t* es un indice de descomposicién de (E, K) que verifica
"> 1,
En resumen, vemos que todos los casos nos conducen a una contradiccion, al
aparecer un indice de descomposicién de (E, K) que no estd en I(E, K), por
lo tanto, ninguno de los pares componentes admite descomposicion. O

Teorema de descomposicién total

Teorema 7.3 Supongamos que el par (E, K) admite la descomposicion total
(E7 K) = (Ela Kl) 1oL (Er-i-la Kr+1)'

El par (E,K) es regular (regqular ordenado) en |a,b| si y sélo si los pares
componentes (E;, K;), j = 1,...,7 + 1, son regqulares (regulares ordenados)
en [a, b].

Demostracion. Supongamos que (E, K) es regular en [a, b] y sea r el nimero
de indices de descomposicién de (E, K). Procedemos por induccién sobre r.
En el caso r = 1, obtenemos la descomposicién total

(E, K) - (El, Kl) J_ (EQ, KQ)
y, segun el Teorema de descomposicién (Teorema 6.1), la propiedad propuesta
es clerta en este caso.

Supongamos que la propiedad es cierta para todo par de Pélya con r indices
de descomposicién y veamos que, entonces, también es cierta para todo par
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con r + 1 indices de descomposicién. Sea (E, K) un par de Pélya con r + 1
indices de descomposicién, representamos por I(E, K) = (i1,... 4., 6,11) SU
sistema de indices de descomposicién y sea

(B,K) = (B, K1) L L (B, Krp) L (Ergo, Kiso)

su descomposicién total. Realizamos la descomposicién de (E, K) de indice
2.'/*—‘,-1 _ _ _ B
(E,K) = (F1, K1) L (Ey, Ky).

Es sencillo comprobar que (E», K») coincide con (E, 9, K,42). Si observamos
la Proposicién 6.6, vemos que (E, K;) es un par de Pélya y, dado que E;
estd formada por las g;,, +1 primeras columnas de 'y K es una sistema de
grados formado por los 7,1 primeros grados de K, resulta que es I(E}, K;) =
(i1,...,1,) y que la descomposicién total de (E1, K1) es

(EDKI) = (ElaKl) L1 (ET+17KT+1)-

Segun el Teorema de descomposicion, (E, K) es regular si y sélo si los pa-
res (Fy, K,) vy (Fs, K») son regulares. Ahora bien, (FE,, K») coincide con
(Eri1, Ky41) y, siendo (Ey, K1) un par de Pélya con 7 fndices de descomposi-
cién, segiin la hipétesis de induccién, (Ey, K;) es regular si y sélo si los pares
(Er, K1), ..., (Erg1, Kpy1) son regulares. En suma, la propiedad es cierta pa-
ra todo par de Pélya con r+1 indices de descomposicién. Para la regularidad
ordenada, el razonamiento es del todo andlogo. O

La siguiente proposicién muestra que los pares componentes de la descom-
posicién total son de Pélya.

Proposicién 7.6 Si (E, K) admite la descomposicion total
(B, K)= (B, K1) L L (B, Kppa),

entonces los pares (Ej, K;), j =1,...,r+1, son pares de Pdlya.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el nimero de indices de
descomposicién r. En el caso r = 1, tenemos la descomposicion

(BE,K) = (E1, K1) L (Es, Ky)

y, observando la Proposicién 6.6, obtenemos que la propiedad es cierta en
este caso. Supongamos que la propiedad es cierta para todo par de Pdlya
con r indices de descomposicién. Sea (F,K) un par de Pélya con r + 1
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indices de descomposicién, I(E, K) = (i1,..., 4., i,+1) su sistema de indices
de descomposicion y sea

(Ea K) = (ElaKl) L1 (Er+1>Kr+l) il (Er+2>Kr+2)

su descomposicién total. Procedemos de forma analoga a como se ha hecho
en la demostraciéon de la Proposiciéon 7.3, realizando la descomposicién de
(E1, K1) de indice 441,

(B, K) = (B, K)) L (B, K»).

Segtin la Proposicién 6.6, (Ey, K1) v (Es, K3) son pares de Pélya. Ademss,
(Ey, Ks) coincide con (E, 9, K,.2), E1 estd formada por las g;, ., +1 primeras
columnas de E'y K es una sistema de grados formado por los i, primeros
grados de K. De ahi, resulta que (Ey, K;) es un par de Pélya con r indices
de descomposiciéon que admite la descomposicién total

(Er, Ky) = (BEn, Ky) Lo L (B, Kpp)

y, por hipétesis de induccion, (Ey, Ki),. .., (E.11, K.11), son pares de Pélya.
En definitiva, la propiedad es cierta para todo par de Pélya con r 4 1 indices
de descomposicién. O

7.5.2 Descomposicion canénica

La descomposicion candnica combina la descomposicién total y la estandari-
zacién. En primer lugar, definimos la descomposicién canénica y aclaramos
algunas cuestiones técnicas, que nos aseguran la correccién de la definicién
establecida. A continuacion, establecemos el Teorema de descomposicion ca-
nonica que permite decidir la regularidad de un par de Pélya (F, K) a partir
de la regularidad de sus componentes canénicas, que son pares indescompo-
nibles en forma estdndar.

Definicién 7.6 Sea (E, K) un par que admite la descomposicion total
(E> K) = (Elakl) 1L (E‘rJrlaKr«H)-

La descomposicion candnica de (E, K) estd formada por los pares (Ej, K;),
Jj=1,...,7+1, donde cada (E;, K;) es el par estindar correspondiente al
par (E;, K;). Escribimos

(B,K) = (B, K1) ® - ® (Ery1, Krp)

para indicar que los pares (Ey, K1), ..., (Emi1, Koi1), son la descomposicion
candnica de (E, K).
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Representamos la descomposicién canénica con la misma notacién que utili-
zamos para la descomposicion estdndar. Teniendo en cuenta que la descom-
posicién estdndar ha sido definida tnicamente para dos componentes, esta
claro que toda descomposicién de mds de dos componentes representa una
descomposicién canénica. No obstante, evitaremos ambigiiedades indicando
explicitamente cuando una descomposicién es candnica.

Por otra parte, observemos que la Proposicién 7.6 nos asegura que los pares
componentes de la descomposicion total son pares de Pélya. Por lo tanto, en
cada caso, el correspondiente par estandar estd bien definido.

Finalmente, la siguiente proposicién nos permite afirmar que los pares com-
ponentes de la descomposicién canénica son indescomponibles.

Proposicién 7.7 Sea Q) un sistema de drdenes de derivacion K un sistema
de grados tal que el par (Q, K) es de Pdlya y sea (Q, K) su forma estdndar.
El par (Q, K) es indescomponible si y sélo si (Q, K) es indescomponible.

Demostracion. Sea Q = (q1,---,qn), K = (k1,..., k), sz
(kl,...,kn). Para j = 1...,n, se cumple q; = ¢; — q1, k;
mente, es ¢j11 < k;j siy sélo si gj11 < k;. O

(lea--WQn)?K:
= k; — q1; obvia-

Proposicién 7.8 Si el par (E, K) admite la descomposicion candnica
(E, K) = (El, Kl) @ ce @ (ErJrl; KT+1);

entonces, los pares (Ej, K;) para j =1,...,7+ 1 son indescomponibles..

Demostracion. El par (F, K) admite la descomposicién total
(Ea K) = (Ela Kl) Lo L (ET+17 KT+1)7

donde cada (Ej, K;) es el par estandar correspondiente al par (E;, K;). Segtin
la Proposicién 7.5, los pares (E;, K;), j = 1,...,r+1, son indescomponible y,
observando la proposicién anterior, los pares (E;, K;) son indescomponibles.
O

Ejemplo 7.5.4 Descomposicion candnica.

En el Ejemplo 7.5.2, hemos obtenido que la descomposicién total del par
(E, K), donde

o O OO
o O OO
O = = O
O = O =
o= O O
o O OO
OO OO
—_—_= 0 O
OO OO
OO O =
OO OO
O = ==
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K =(2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13),

estd formada por los pares

000T10
_ 00100
(ElaKl): 0011 1 7(273747576)7
00000
00000O0O0OGO0GO 1
_ 00000O0O0OGO0TO OO
(B2, Ka) = 0000000100 | "%0]
00000O0O0OT1O00
00000DO0O0OO0OTO 01
_ 00000DO0O0OTO0OT 01
(Bs, Ks) = 00000000000 1| L1213
00000DO0O0OTOOTO 0O

Una vez obtenida la forma estdndar de estos pares, resulta la descomposicién
canonica

(B, K) = (B, K1) © (B2, K2) @ (E3, K3),

donde
010
Ei=(100 ], K, =1(0,1,2,3,4);
1 1 1
0 01
Ex=(10 0], Ky =1(0,2,3);
1 00
1
Es=1|1 |, K;=(0,1,2). O
1

La descomposicién candnica se ha definido mediante la descomposicién total
y la posterior normalizacién de los pares componentes. Este es el camino
mads natural para demostrar el teorema de descomposicién, no obstante, es
posible dar una definicién directa de la descomposicién canénica que nos
permite una construccién més simple.

Sea (E, K) un par de Pélya descomponible, I(E, K) = (i1,...,4,) su sistema
de indices de descomposicién, Q(E) = (q1,...,¢,) y K = (k1, ..., k,). Dados
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i < 7', la notacién E(qg;, qy) representa a la submatriz de E formada por sus
columnas ¢;, ¢; 11, - - -, q. Consideremos las r + 1 matrices de interpolacién

El = E(Q1>Qi1)7

EJ' = E(Qz‘j—:l—Ha qij>a para j=2,...,7, (7.1)

Erp1 = E(¢i,+1,qn)
y los r + 1 sistemas de grados

Kl = (kl, e 7ki1)7

[_(j:(kij71+1,...,kij), para j=2,...,7, (7.2)

RTJrl = (kir+17 SR kn)
Si E; es la forma estandar de la matriz Ej, Ki=Ki—qy K; = I_(j —Qi; 141
para j = 2,...,r + 1; entonces, los pares (£}, K;), j =1,...,r + 1, son las
componentes canénicas de (E, K).

Ejemplo 7.5.5 Definicion directa de la descomposicion candonica.

Tomamos la matriz de interpolacién

&S

Il
o O OO
o O O O
O = = O
O = O =
O = O O
o O OO
OO OO
—_- 0 O
O O OO
OO O =
O O OO
O = =

y el sistema de grados
K =(2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13).
Fl sistema de 6rdenes de derivacion de E es
QF)=(2,23,3,4,7,7,9,11,11,11)..
En el Ejemplo 6.3.3, hemos obtenido que el sistema de indices de descompo-

sicién I(F, K) = (5,8). Por lo tanto, la descomposicién candnica de (E, K)
tiene 3 componentes

(E,K) = (E1, Ky) ® (F2, K3) & (E3, K3).
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Observando (7.1) y (7.2) resulta

010
= 1 00 -
El :E(Q17Q5) :E(274): 11 1 7K1 :(]{31,]{35):(2,3,4,5,6),
0 00
0 0 1
— 0 00 —
Eg = E(qG,C]g) = E(?, 9) = 1 0 0 s K2 = (k‘@, k‘g) = (7,9, 10),
1 00
1
_ 1 _
E3 = E(Q97Q11) = E(117 11) = 1 5 Kl - (k‘g, kll) - (117 127 13)
0

Finalmente, obtenemos las componentes canénicas

010
E, = 1 00 ) KlZKl—Q1=K1—2:(07172,3,4)>
1 11

Teorema de descomposicién canénica
Teorema 7.4 Sea (E, K) un par que admite la descomposicion candnica
(E7 K) - (E17 Kl) @ A @ (ET+17 KT+1)'

El par (E,K) es regqular (reqular ordenado) en [a,b] si y sdlo si los pares
(E;,Kj), j=1,...,7+ 1, son regulares (requlares ordenados) en |a,b].

Demostracion. El par (F, K) admite la descomposicién total

(B, K) = (Ebf(l) Lol _r+lal_(r+1)7
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donde cada (E;, K;) es el par estandar correspondiente al par (E;, K;). Segin
el Teorema de descomposicién total (Teorema 7.3), el par (E, K) es regular
(regular ordenado) en [a, b] si y sélo si los pares componentes (E;, K;), j =
1,...,7 4+ 1, son regulares (regulares ordenados) en [a,b]. Por otra parte,
segtin el Teorema de traslacién de érdenes y grados (Teorema 7.1), cada
(E;, K;) es regular (regular ordenado) en [a,b] si y solo si el par estdndar
correspondiente (E;, K;) es regular (regular ordenado) en [a,b]. O

Ejemplo 7.5.6 Descomposicion candnica y K -reqularidad ordenada en [0, 1].

Tomemos la matriz de interpolacién

E =

o O O
o O O
_ o
— O
_ o O
o O O
O OO
_ o O
O O =
O O O
O O O

y el sistema de grados
K =(2,3,4,5,6,7,8,11,13).
El sistema de 6rdenes de derivacién de E es
Q(F)=(2,2,3,3,4,7,8,11,11).

Como se cumple Q(F) < K, el par (F, K) es un par de Pélya. Para obtener
los indices de descomposicién del par (F, K'), construimos la tabla de grados,
6rdenes e indices correspondiente al par (Q (F), K) como en el Ejemplo 6.2.1

K 2 3 4 56|78 |11 13

2 2 3 3 4781111 @

I(E,K) 1 2 3 4|5|6| 7|8 11
| ok | %

A la vista de la tabla, obtenemos I(F, K) = (5,6,7), los érdenes de deriva-
cién correspondientes a los fndices de descomposiciéon son

G =0G=4% 4G =0G=7  ¢;=q =8
La descomposicién canénica de (E, K) es de la forma
(E,K) = (Ey, K1) & (B, K2) & (B3, K3) ® (Ey, Ky),
donde

El = Kl = <O7 1727374)a

)
— O
—_ o O
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Los pares (E1, K1), (Es, Ks) v (Es, K3) definen problemas algebraicos clési-
cos. F4 es una matriz casi-hermitiana que verifica la condicién de Pdlya,
E5 y Ej5 definen problemas de Lagrange. En cuanto a (E4 K,), se trata de
un problema K-algebraico de Lagrange que verifica la propiedad inclusiva
ordenada respecto de K4, por lo tanto, es regular en [0, 1].

Como los pares componentes son regulares en [0,1], el Teorema de descompo-
sicién candnica nos asegura la K-regularidad de la matriz de interpolacion E
sobre [0,1]. Podemos confirmar la regularidad del par (E, K') construyendo
la matriz de Vandermonde generalizada V(E, K, X') con el sistema de nodos

X = (z1,29,23), 0 <1 < 29 < w3 < 1.

Disponemos la base de Pk (R) segin grados crecientes y los elementos e;; = 1
segun el orden lexicografico creciente de los indices (i, j) con prevalencia del
primer indice.

En el caso ;1 = 0, podemos tomar, sin pérdida de generalidad, x5 = 1 y
x9 =2 con 0 < x < 1. Entonces, resulta

01 0 0 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 1 0 0
00 O 0 0 0 0 1 0
1 x 22/2 x3/3! z*/40 2°/5! 28/6! 29/9! M /11!
VIE,K,X)=| 11 1/2 1/30 1/4 1/5 1/6l 1/90 1/11!
01 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/8! 1/10!
00 1 1 1/2 1/30 1/4 17 1/9!
00 0 0 0 1 1 1/4 1/l
60 0 0 0 0 0 1 1/2

De ahi, obtenemos para el determinante

1 1 1 1 1
D(E,K,X) = —a* — —2* + —2?

- 1) (z—1)°.
6% "36° T o mg e tl@-1)

En este caso, es sencillo observar que D(F, K, X) no se anula para ningin
valor de z en (0,1).

Como segundo caso, supongamos que es 0 < xp; entonces, la situacién es
algo mds complicada, pues la invarianza por homotecia sélo nos autoriza a
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tomar z3 = 1. Para simplificar la notacién, sea 1 = y y 2 = x. Un sistema
admisible de nodos X es de la forma

X =(y,z,1), con 0<y<z<l.

En este caso, obtenemos

01 y 22 33/30 yt/al 5/5! ¢8/8! 419/10!
00 0 0 0 0 1 /3 g5
00 O 0 0 0 0 1 y2/2!
1 x 2%/2 23/3! 2*/4! 2°/50 25/6! 2%/9! 2z /11!
VE,K,X)=| 1 1 1/2 1/3 1/4 1/50 1/6 1/9! 1/11!
01 1 1/2 1/3 1/4 1/51 1/8! 1/10!
00 1 1 1/2 1/3 1/4 17 1/9
00 0 0 0 1 1 1/4 1/6l
00 0 0 0O 0 0 1  1/2

La expresién del determinante D(E, K, X)) como funcién de los nodos z e y
es, en este caso, de una complejidad considerable

D(E,K,X)= —2y° — 2% + 5235 + oy’ — oyt + 2y +
fdyt = Lyt La2s o L3 doays Loss
—a=t? — 5277 + Syt + w2ty + Y+ 52ty — waty—
—mzy — 320 + &2t + g1 — 5z

Afortunadamente, D(E, K, X) admite una factorizaciéon simple

D(E,K,X) = Kis (y+1) (y— 1> (x—1)° (4y — 3z —1).
A primera vista, puede parecer que este resultado estd en contradiccién con
la K-regularidad ordenada de E en [0,1], pues observamos que el factor
4y — 3x — 1 se anula para valores de x, y en el intervalo (0, 1). Si embargo, si
tenemos en cuenta que la restriccion impuesta sobre z, y es 0 <y <z < 1,
obtenemos

dy—3r—-—1<4dr—-3z—-1=2-1<0.

Por lo tanto, D(E, K, X) no se anula para ninguna eleccién admisible del
sistema de nodos X = (z1,22,1) con z; > 0. O
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7.6 Teoremas de singularidad

En la interpolacién algebraica clasica, las matrices de interpolacién indes-
componibles son las matrices de Birkhoff (matrices normales que cumplen
la condicién fuerte de Pélya). Para este tipo de matrices, en algunos casos
simples, pueden establecerse condiciones suficientes de singularidad. Asi, ve-
mos en el Teorema 2.4, que toda matriz de interpolacién de Birkhoff con un
stngleton soportado es fuertemente singular ordenada. El Teorema 2.5 per-
mite decidir la singularidad ordenada con mayor generalidad: una matriz de
interpolacion de Birkhoff que posee una fila con exactamente una secuencia
impar soportada es fuertemente singular ordenada. El objetivo de esta sec-
cion es extender estos teoremas al caso de la K-singularidad ordenada sobre
intervalos de la forma [0,b] y [a, 0],

Si el par de interpolacién (E, K) es indescomponible y el sistema de grados es
K,-1=1(0,1,...,n—1), entonces, la matriz £, una vez normalizada, es una
matriz de Birkhoff (Proposicién 6.3). La linea de demostracién que seguimos
para extender los Teoremas de singularidad a la interpolacién K-algebraica
consiste en extender adecuadamente el problema (FE, K) para obtener un
problema algebraico cldsico, que nos va a permitir aplicar las condiciones
suficientes de singularidad que ya conocemos (Teorema 2.4 y Teorema 2.5).
Para ello necesitamos, previamente, garantizar que en el proceso de extension
se mantienen el cumplimiento de la condicién fuerte de Pélya.

Proposicion 7.9 Dado un sistema de n drdenes de derivacion Q) y un sis-
tema de n grados K = (ki,...,k,), sea K' = (ki,...,k.) un sistema de
grados disjunto con K, Q = QWK y K = KW K'. Si (Q,K) es un par
indescomponible en forma estindar y k' < k,, entonces el par (Q,K) es

indescomponible.

Demostracion. Recordemos que QQ W K’ representa la unién creciente de n-
plas, esto es, @ W K’ es un (n + r)-pla que contiene los elementos de Q y K’
formando una secuencia no decreciente.

Veamos, en primer lugar, que la proposicién es cierta cuando K’ tiene un
s6lo elemento. Sea Q = (q1,...,qn), K' = (1),

Q=QW{)=(q,...,qns1), K=K ()= (ki,..., kn11).

Observemos previamente que todo par indescomponible es un par de Pdélya
(Proposicién 6.1) y, por lo tanto, puede ser puesto en forma esténdar. Como
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el par (@, K) esta en forma estandar, se verifica ¢; = 0 y pueden suceder dos
casos: (i) 1 <t <k, (i) k1 <t

En el primer caso, ¢; <t < kq, seaiy = max{i : ¢; < t}. Entonces, obtenemos

para @)
QJZQJa para j:17"'7i05

q_riOJrl - t, (73)
dj = qj—1, para j=19+2,...,n+ 1
En cuanto a K, se cumple
El =t,
l;:j: -1, para j=2,...,n+1

Veamos que, en este caso, el par (Q, K) es indescomponible. En efecto, para
Jg=1,... 1 — 1, se cumple

Q1 = Qi1 St < Ky
Si es j = 19, obtenemos
Gig+1 =t < kyy.
Finalmente, para j = ig + 1,...,n, resulta
Q1= q; < kjo1 = k;.
Notemos que el estudio del subcaso j = 13+1,...,n, sélo es aplicable cuando

19 < M.

En el segundo caso, k1 < t, sea igp como en el caso anterior y definimos el
nuevo indice jo = max{i : k; < t}. Entonces @) es como en (7.3) y K es de la
forma

el

; =k;,  para J=1... 70,

el

j0+1:t7
l_szk’j—l, para j=7jo+2,...,n+ 1.

Veamos, en primer lugar, que debe cumplirse jo < ig. En efecto, si fuera
Jjo = fip, como se cumple jo < n (por hipdtesis es t < k,), tendriamos
io = jo < n. De ahf resulta kj, < ¢t < gj,+1, que contradice el cardcter
indescomponible del par (@, K). Por otra parte, si se cumpliera jo > 1o,
tendrfamos la contradiccién kj,_1 < kj, <t < g, < gj,- Aceptemos, por
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lo tanto, que se cumple jo < ig y veamos que, también en este caso, el par
(Q, K) es indescomponible. En efecto, para j = 1,..., jo, obtenemos

Gj+1 = qj+1 < kj = k;j,
paraj =jo+1,...,20— 1, es
Tj+1 = Qi1 <t = kjo41 < kj,

para j = ig, resulta B B
Qip+1 = t= kjoJrl < kiov

y, finalmente, para j =ig + 1,...,n, obtenemos
Gj1=¢ < kj1=Fk;.

Obviamente, el subcaso j = jo+1,...,i9—1, sélo es aplicable si es j, < 79—1
y el subcaso j =ig+ 1,...,n, sélo es aplicable cuando 75 < n.

Para completar la demostracién, procedemos por induccién sobre r. Hemos
visto que la propiedad enunciada en la proposicién es cierta cuando r = 1;
supongamos que la propiedad es cierta para todo sistema de r grados K
(r>1)ysea K, , = (ki,..., k., ki) un sistema de r + 1 grados disjunto
con K y tal que k., < k.

Tomamos K| = (kI,,) y vemos que se trata de un sistema de un grado,
disjunto con K R tal que k., < k,. Segin la discusién precedente, el par

(@, K), donde Q=Qw (k1) y K=0Qu (k1) es un par mdescompomble

ademas, si Q = (q1,---,qn+1), €s q1 = 0. Por lo tanto, el par (Q, K) estd en
forma estandar.

Consideramos ahora el sistema de r grados K = (ki,...,k.). Vemos que K3
es disjunto con K y si es K = (kl, .. an) se verifica k. < k, = k:n+1
Por lo tanto, podemos aphcar la hipétesis de induccién y obtenemos que el
par (Q,K), con Q = Q WK,y K = K K}, es mdescompomble Ahora
bien, es inmediato comprobar que se cumple Q = Q WK, = QWK

K=Kd K! = K W K'. En consecuencia, la propiedad es cierta para todo

r>1. O

Ejemplo 7.6.1 Ezxtensiones indescomponibles.

Consideremos el sistema de 6rdenes de derivacién

@=1(0,1,3,3,3,6,8)
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y el sistema de grados
K =(1,3,4,5,6,10,11).

Si formamos la tabla de 6rdenes y grados

K 1 3 4 6 10 11
0 1 3 3 6

8 @

5
3

resulta claro que el par (Q, K) es indescomponible. Ademds, como ¢; = 0, el
par (@, K) estéd en forma estandar.

Tomamos el sistema de 4 grados K’ = (0,2,8,9) que es disjunto con Ky que
cumple kj = 9 < k;. Segun la proposicién anterior, el par (Q, K), con

@ =(0,1,3,3,3,6,8) ¥ (0,2,8,9) = (0,0,1,2,3,3,3,6,8,8,9),

K =(1,3,4,5,6,10,11) & (0,2,8,9) = (0,1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 11),

es un par indescomponible. Podemos verificar esta afirmacién mediante la
correspondiente tabla de érdenes y grados

5 6 8 9 10 11
36 8 8 9 Q

K 0 1 2 3 4
0 01 2 3 3

Es interesante observar que, si el par (@, K) no estd en forma estdndar,
entonces no ya no es posible garantizar el cardcter indescomponible de la
extension. En efecto, tomemos el sistema de érdenes

Q1 =1(2,3,5,5,5,8,10)
y el sistema de grados
K, =(3,5,6,7,8,12,13).

La tabla

6 7 8 12 13

K, 5
5 5 5 8 10 Q|

2

3
3

nos permite apreciar que el par (@1, K1) es indescomponible. Tomamos el
sistema de 2 grados K] = (0, 1), que es disjunto con K y verifica k) = 1 < 13.
Construimos el sistema de érdenes

Ql = Ql W (07 1) = (07 17 2737 57 57 57 87 10)
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y el sistema de grados
K, =K 4 (0,1)=(0,1,3,5,6,7,8,12,13).

En la tabla de érdenes y grados

K, 013 5 6 7 8 12 13
0 1123 5 5 5 8 10 O
I(Q,K))|1|2|3 4 5 6 7 8
* | k

observamos que el par (Q1, K;) tiene dos fndices de descomposicién. O

Teorema 7.5 Sea E una matriz de interpolacion y K un sistema de grados
tales que el par (E, K) es indescomponible y esta en forma estandar. Si la
matriz B tiene un singleton K -soportado, entonces E es K -singular ordenada
en [0,1].

Demostracion. Sea Q(E) = (q1,.-.,qn), K = (k1,...,k,) y m el nimero de
filas de E. El par (F, K) estd en forma estandar y, como es indescompo-
nible, (E, K) es un par de Pélya (Proposicién 6.1); por lo tanto, podemos
afirmar que se cumple ¢; = 0 y que el ndmero de columnas de E es inferior
a k, + 1. Si se cumple k, = n — 1, entonces el sistema de grados K es de la
forma (0,...,n — 1) y el par (F, K) define un problema algebraico clésico.
En este caso, la matriz F, una vez normalizada es una matriz de Birkhoff
(Proposicién 6.3) con un singleton soportado y, segin el Teorema 2.4, E es
fuertemente singular ordenada en [0, 1].

Supongamos que se cumple k, > n— 1. Sea K’ el sistema de grados formado
por los elementos de Ky, = (0,...,k,) que no estén en K. Podemos escribir
K' = (k,...,kl) conr =k, —n+ 1. Formamos una matriz de interpolacién
de m + 1 filas y k, + 1 columnas con la estructura

(%)

donde F' es una fila de longitud k, + 1 que tiene unos en las posiciones
indicadas por K’y E es una matriz de m filas y k,+1 columnas que tiene unos
en las mismas posiciones que E. E es una matriz de interpolaciéon normal
con k, + 1 unos cuyo sistema de érdenes de derivacion es Q(F) = Q(F)W K';
por otra parte, vemos que se cumple K = KW K'.
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Como el par (E, K) es un par indescomponible en forma estdndar, K’ es un
sistema de grados disjunto con K y k.. < k,, podemos aplicar la Proposi-
cién 7.9, para obtener que el par (E, Kk, ) es indescomponible. Ahora bien,
como el sistema de grados es K, = (0,1,...,k,), el par (E, K}, ) define un
problema algebraico clédsico cuyo espacio de interpolacién es Py, (R). Siendo
(LA?, K}, ) indescomponible, la matriz E es una matriz de Birkhoff (Proposi-
ci6n 6.3).

Veamos ahora que la matriz E tiene un singleton soportado. En efecto,
sabemos que la matriz E tiene un singleton K-soportado. Si el singleton
estd soportado en F, entonces E posee un singleton soportado, pues la es-
tructura de E permanece inalterada en la submatriz £. Si el singleton est4
K-soportado pero no estd soportado, entonces existe un elemento €;; = 1 con
1 < j <m+1 que es el tnico elemento no nulo de la fila j de E y existen
también en E elementos

éip, =1 con ky <j; éyy=1 con i <i, j >j.

Por lo tanto, E tiene un singleton soportado. ApAlicando ahora el Teorema 2.4
a la matriz de Birkhoff E, resulta que el par (E, K}, ) es singular ordenado
sobre el intervalo [0, 1]. Tomamos el sistema de m + 1 nodos

AN A ’ o / ’ _
organizamos la base de Pk, (R) en la forma
2 K, k1 k

xrr Xz T
_’..-, ; ,..-7_7
TR el T

r

y disponemos los elementos €;; = 1 de E seglin el orden lexicografico crecien-
te de los pares (7, j) con prevalencia del primer indice. Con esa disposicion,
la matriz de Vandermonde generalizada V(E , K, X') tiene la siguiente es-
tructura triangular inferior por bloques

[r 0r><n
V(E, Ky, , X') = :
M | V(E K, X)

donde I, es la matriz unidad de dimensién r, 0,4, es una matriz nula de
dimensiones 7 x n, M es una con n filas y r columnas y V(E, K, X) es
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la matriz de Vandermonde generalizada del par (E, K) para un ordenacién
adecuada de la base de Pk (R) y de los elementos e;; = 1 de E y para el
sistema de nodos X = (#1,...,2m,) con z; =a5,,,1=1,...,m.

Es inmediato que se cumple D(E, Ky,,X') = D(E,K,X) vy, teniendo en
cuenta que existe un sistema de nodos admisible X’ tal que D(E, K}, X')
se anula, resulta que F es K-singular ordenada en [0,1]. O

Teorema 7.6 Sea E una matriz de interpolacion y K un sistema de grados
tales que el par (E, K) es indescomponible y esta en forma estandar. Si la
matriz E tiene una fila que contiene exactamente una secuencia impar K-
soportada (las restantes secuencias de esa fila, de existir, son pares o no
estdn K-soportadas), entonces E es K -singular ordenada en [0, 1].

Demostracion. Es anédloga a la demostraciéon del Teorema 7.5. Con las mis-
mas notaciones empleadas en esa demostracion, si la matriz de interpolacién
FE tiene un fila con exactamente una secuencia impar K-soportada, entonces
la matriz de interpolacién E tiene un fila con exactamente una secuencia
impar soportada. Apoydndonos en el Teorema 2.5, resulta que la matriz de
interpolacién de Birkhoff E' es singular ordenada en [0, 1] y, en consecuencia,
E es K-singular ordenada en [0,1]. O

Ejemplo 7.6.2 Condicion suficiente de K -singularidad ordenada en [0, 1].
Consideremos la matriz de interpolacién

000100

o O O
o O O
S ==
O = O
O = O
o O O
o O O O
—_ = o O
o O OO
OO O
o O OO
O~ = =

y el sistema de grados
K =(2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13).

En principio, los teoremas de singularidad obtenidos no son aplicables a este
caso. Sin embargo, es importante observar que las condiciones suficientes
de singularidad obtenidas son aplicables a los pares indescomponibles en
forma estdndar, por lo tanto, su forma natural de aplicacién es después de
haber realizado la descomposicién canénica. En el Ejemplo 7.5.4, hemos que
obtenido que el par (E, K) admite la descomposicién canénica

(B, K) = (B, K1) © (B2, K2) @ (E3, K3),
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donde
010
E, = 10 0 ], Ky =1(0,1,2,3,4);

1 11

001

E, = 10 0 ], Ky =(0,2,3);

1 00

1
Ey = 11, K;=1(0,1,2).

1

El par (E1, K1) define un problema algebraico cldsico y la matriz F; es una
matriz de Pélya casi-hermitiana, por lo tanto, el par (Ej, K;) es regular
ordenado en [0, 1].

El par (F3, K3) define un problema de interpolacién de Lagrange clasico,
por lo tanto, también (FEj3, K3) es regular en [0, 1]. Finalmente, para el par
(Es, K3), obtenemos el sistema de grados K, formado por los grados inferio-
res al méximo grado de K que no estdn en K, esto es, K’ = (1).

El par (Fs, K3) es un par indescomponible en forma estdndar y tiene un
singleton K-soportado en la primera fila, por lo tanto, segtin el Teorema 7.5,
(Es, K3) es singular ordenado en [0, 1]. Finalmente, como consecuencia del
Teorema de descomposicién canénica (Teorema 7.4), obtenemos que el par
(E, K) es singular ordenado en [0, 1].

Veamos a continuacién que el estudio del determinante D(E, K, X)) nos per-
mite confirmar el resultado obtenido para (F, X). Tomamos un sistema de
4 nodos X = (x1, %2, T3, x4), y Supongamos, en primer lugar, que se cumple

r1=02=x,23=9y, x4=1 con O<z<y<l.

Si ordenamos la base de Px(R) segin grados crecientes y disponemos los
elementos e;; = 1 de E segiin el orden lexicogréfico creciente de los pares
(i, 7) con prevalencia del primer indice, obtenemos la matriz de Vandermonde
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generalizada V (E, K, X)

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0
x2?/2 23/30 x4l 25/50 ZT/70 28/8! 22/9! z'9/100 M /11!

o o o0 o0 0 0 1 122

[

2 y3/31 yt/Al yB/50 T T B/81 0/91 y10/10! yt/11!

OO O OO RO, OOoOO
DO OO O8 OO
<
~

y o y?/2l /3l ytjal 06l yT Tl yB/8l /ol gt 10!
Ly y?2 330 P 5l o6 yT/Th B8l P/l
0 0 0 1 y?/2 330 /4l B/50 48 /6!
0 0 0 0 0 0 1 y y?/2
0 0 0 1 1/2 1/31 1/4  1/5!  1/6

El valor del determinante, como funcién de los nodos z, ¥y, es

1.8 1 7.2 1 11 1,102 11 4.5
D(E,K,X) = wxy's—gxy'e Y T+ Ry TrsY L7+

1.3.6, 1 .75 1 .66 1 .63, 7 5.4
Ty T Y T T 5eY T T gy Tt gy Tt

1.9.3 7,84
Y T — gzY T
Afortunadamente, D(F, K, X) admite una factorizacién sencilla (de hecho,

siempre que (F, K) admita una descomposicién canénica sencilla, el deter-
minante admitird una factorizacion sencilla)

1
D(E, K, X) = —1ocay’ (y = 1) (" +y+1) (32 + ) (z —y)*,

que nos permite afirmar que D(E, K, X) no se anula para ninguna eleccién
admisible de los valores de = e y. En el caso de que ninguno de los nodos sea
nulo, la situacién se complica notablemente. Tomamos

rT1=t ro=x, 23=9y, x4=1 con O<t<z<y<l.
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Para este caso, obtenemos la matriz de Vandermonde generalizada

0 1 ¢ ¢3/2 /30 /4 t¢/6! ¢7/70 #8/80  2/91  10/10!
00 O 0 0 0 1 t 22 331 tt/4)
00 O 0 0 0 0 0 1 t t2/2!
1z 2%/2 23/3! 2%/4 2°/5! Z7/70 28/80 2°/9! Z'0/100 2t/11!
00 O 0 0 0 0 0 1 T z?/2
Loy y?/2 y°/30 yi/4l yo/50 y7/70 yB/80 /90 yf/100 ylt/11
0 1 y y2/20 43/30 yt/4l of/6! o7/70 4B8/81  42/9  y10/10!
00 1 y o y/2 y3/30 oP/5l b6l 4T T B8 429!
00 O 0 0 1 v?/2 y3/3! yt/Al /50 4f/6!
o0 0o o0 o0 0 0 0 1 vy 2)2
00 0 0 0 1 1/2 1/3 1/4 1/51  1/6!

La expresion del determinante D(FE, K, X') como funcién de los nodos t, z, y,
es bastante complicada, pero admite la factorizacion

1
1728

En principio, los tinicos factores que podrian anularse, para valores admisibles
de los nodos, son (3ty + 3t —y? —y — 1) y (4t — y — 3x). Si suponemos nulo
el factor (4t — y — 3x), resulta y = 4t — 3x. Teniendo en cuenta la condicién
t < x, obtenemos y < 4x — 3z = x; por lo tanto, este factor no se anula para
ninguna eleccién admisible de los valores de los nodos. Si suponemos nulo el
factor (3ty + 3t — y?> —y — 1), obtenemos la relacién

-y (@—y) ' Bty+3t—y*—y—1)(t—y)’(t—2) (4 —y —31).

t_1+y2+y
- 3y+3

Imponiendo la condicién ¢ < y < 1, obtenemos

V3-—1
2

<y<l1

y, por lo tanto, existe una infinidad de elecciones admisibles para los nodos.
En particular, si tomamos y = 1/2, resulta ¢ = 7/18; podemos completar el
sistema de nodos con x = (t 4+ y)/2, que nos proporciona x = 11/16. Para el
sistema de nodos X = (7/18,1/2,11/16, 1), el determinante D(F, K, X) es,
tal como adelantaba la teorfa desarrollada, nulo. O

Es interesante observar que los teoremas de K-singularidad (Teorema 7.5 y
Teorema 7.6) no son ciertos para pares (E, K) indescomponibles que no estdn
en forma estindar. El siguiente ejemplo presenta un caso muy simple que
ilustra esta circunstancia.
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Ejemplo 7.6.3 Condicion suficiente de singularidad y pares (E, K) no es-
tandar.

Consideremos la matriz de interpolacién

E =

o O O
e )
S O =

y el sistema de grados K = (1,2,3). El sistema de érdenes de derivacion de
E es Q(E) = (1,1,2). Observando la tabla de érdenes y grados

K 1 2 3
1 1 2 Q)

vemos que el par (F, K) es indescomponible. El elemento e = 1 de E es un
singleton, estd claro que ey, estd soportado inferiormente por los elementos es;
y e31. Si formamos el sistema de grados K’ que contiene los grados inferiores a
ks = 3 que no estén en K, se obtiene K’ = (0). El grado k] = 0 soporta a ey,
por lo tanto, la matriz de interpolacién E tiene un singleton K-soportado.

Consideramos el sistema de nodos X = (z,y,t) con 0 < z <y <t < 1.
Podemos hacer, sin pérdida de generalidad, ¢ = 1; tendremos entonces la

restriccién 0 < z < y < 1. La matriz de Vandermonde generalizada de la
terna (E, K, X) es

01 =z
VIE,K,X)=1| 1 y v*/2 |,
11 1/2

y su determinante toma el valor

1 1
DIE,K,X)=z+ -y -2y — =.
2 2
Si exigimos la condicién D(E, K, X) = 0, se obtiene = (1 + y)/2. Ahora
bien, como se verifica y < 1, resulta
2y 1+y
=—<— =1

y=7 2

Por lo tanto, la matriz de interpolacion E es K-regular ordenada sobre el
intervalo [0, 1].

Observemos que el Teorema de K-regularidad ordenada (Teorema 5.1) no
es aplicable al par (F, K) pues E tiene una secuencia impar K-soportada;
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no obstante, si nos apoyamos en la forma estdandar (E, K), podemos deducir
la regularidad del par (E, K) sin recurrir al determinante D(E, K, X). La
forma estdndar del par (E, K) es

01

E=1101|, K=(012).

10
Vemos que E carece de secuencias impares K-soportadas, por lo tanto, segin
la condicién suficiente de K-regularidad ordenada (E también verifica la
K-condicién de Pélya y la propiedad inclusiva ordenada), podemos afirmar
que el par (E, K) es regular ordenado en [0,1]. Podrfamos haber llegado
a esta misma conclusién observando que el par (£, K) define un problema
de interpolacién algebraica cldsica y que la matriz £ es una matriz casi-
hermitiana que (una vez normalizada) verifica la condicién de Pélya. Una
vez establecida la regularidad ordenada de (E, K), el Teorema de traslacién
de 6rdenes y grados, nos asegura la regularidad de (E, K). O

La Proposicién 3.7 nos permite extender de forma inmediata la condicién
suficiente de singularidad a los intervalos de la forma [0, b].

Proposicion 7.10 Sea E una matriz de interpolacion y K un sistema de
grados tales que el par (E, K) es indescomponible y estd en forma estandar.
Si la matriz E tiene una fila que contiene exactamente una secuencia impar
K -soportada (las restantes secuencias de esa fila, de existir, son pares o no
estan K -soportadas), entonces E es K -singular ordenada en [0, b].

Demostracion. Es inmediata a partir del Teorema 7.6 y de la Proposi-
ciéon 3.7. O

Para intervalos de la forma |[a, 0], la Proposicién 3.8, nos permite enunciar la
siguiente condicién suficiente de singularidad ordenada.

Proposicion 7.11 Sea E una matriz de interpolacion, K un sistema de
grados tales que el par (E,K) es indescomponible y estd en forma estandar
Y E la matriz de interpolacion que se obtiene invirtiendo el orden de las filas
en E. Sila matriz E tiene una fila que contiene eractamente una secuencia
impar K -soportada (las restantes secuencias de esa fila, de existir, son pares
0 no estan K-soportadas), entonces E es K -singular ordenada en [a, 0.

Demostracion. Como E'y E tienen el mismo sistema de érdenes de deriva-
cion, el par (F, K) es indescomponible y estd en forma estdndar. Segin el
Teorema 7.6, Ees K -singular ordenada en [0, 1] y, observando la Proposi-
ci6én 3.8, obtenemos que E es K-singular ordenada en [a,0]. O





