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1.1 Contexto de la memoria

La presente memoria se situa en la confluencia de la geometria com-
putacional, la geometria discreta y la geometria combinatoria, con
especial sesgo hacia esta iltima, aunque la fuerte conexién existente
entre estas disciplinas hace dificil su delimitacién, tarea por lo demés
innecesaria e improductiva.

Las condiciones geométricas en un problema pueden alterarlo radi-
calmente respecto de su contrapartida en el campo de la combinatoria
abstracto, un hecho que a nuestro juicio esta muy bien descrito en
[41], de donde nos hemos permitido reproducir algunos parrafos.

“Dado un conjunto abstracto S, podemos considerar diversas es-
tructuras combinatorias sobre él, como por ejemplo, sus subconjuntos
o sus particiones. Si P es un conjunto de puntos en el plano, cierta-
mente que todo ello le es aplicable, pero también es natural considerar
las restricciones o las variaciones que la geometria impone o sugiere.

Asi, si suponemos que el cardinal de S y el de P son ambos iguales
a n, sabemos, por ejemplo, que S tiene (g) € ©(n®) 3-subconjuntos,
pero al pensar en tres puntos del plano “sin interferencia” de los res-
tantes, la idea mds inmediata es la de que formen un tridngulo vacio

de otros puntos, y en este caso su niimero depende de la disposicién de

11



12 R Introduccién

los puntos de P sobre el plano, y en general sélo se puede garantizar
un nimero cuadratico de tales tridngulos, alcanzandose el valor (’;)
exclusivamente para la posicién convexa. Del mismo modo, el nimero
de 2-particiones de S es ©(2"), pero si para P se afade la restriccién
natural de que las partes sean linealmente separables el numero des-
ciende a ©(n?), y su valor maximo para cardinales fijos de las partes
aun no ha podido ser determinado. v

An3dlogamente, si consideramos subestructuras de un grafo combi-
natorio o, en vez de ello, partimos de una realizacién geométrica plana
e imponemos condiciones a las subestructuras, como la de carecer de
cortes, se obtienen resultados muy distintos, que en el segundo caso -
dependen sustancialmente de la disposicién de los vértices sobre el
plano. Por otra parte, para describir la disposicién de puntos sobre el
plano desde el punto de vista combinatorio, a menudo se construyen
grafos cuyos vértices corresponden a estructuras geométricas conside-
radas adyacentes mediante cierta transicién. Asi pues, también en
este apartado es muy intensa la interaccién entre la geometria y la
combinatoria.” '

En este enfoque estd escrita la presente memoria. Varios de los
problemas aqui tratados tienen sus antecedentes en la combinatoria,
y estudiamos aqui una versién geométrica, por lo que disciplinas que
juegan un papel vital en la presente memoria son, por un lado, la
combinatoria —y dentro de ésta la teoria de grafos— y, por otro lado,
la geometria en general. De forma més concreta cabe mencionar que
es en la geometria computacional donde se han originado la mayoria
de los problemas considerados.

Comentamos ahora los motivos por los cuales las geometrias com-
binatoria, discreta y compﬁtacional son tres materias tan activas en
el momento presente. En la primera mitad de este siglo, llegé un
momento en que parecia que la geometria clisica (al igual que otras

materias) sucumbia ante el desarrollo de otras &reas més abstrac-
tas de la geometria y de las matematicas en general. Sin embargo,
muchas son las fuentes que han ayudado a un renacer de la geo-
metria intuitiva. De todas ellas, cabe destacar como la mds rele-
vante la introduccion del ordenador y el fuerte desarrollo de la tec-
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nologia y de las ciencias de la computacion. Ello ha originado la
aparicién de disciplinas relativamente nuevas como es el caso de la
geometria computacional, asi como el resurgir de otras materias clasi-
cas, siendo las geometrias discreta y combinatoria dos de los campos
que mas se han beneficiado. Muchos de los problemas que son objeto
de estudio de estas materias han adquirido una importancia crucial
en areas como la teoria de cddigos, la optimizaciéon combinatoria, la
robdética, la realizacion de graficos por ordenador, etc.

La geometria computacional centra su estudio en el disefio y el
analisis de “buenos” algoritmos para resolver problemas geométricos.
No vamos a precisar aqui qué factores determinan la bondad o no bon-
dad de un algoritmo, pero si apuntamos que esta disciplina estd muy
estrechamente ligada a las ciencias de la computacion. Como al desti-
natario natural de esta memoria se le presupone iniciado en el area de
la geometria computacional, no haremos aqui una introduccién a dicha
disciplina. Un enfoque breve, pero general, de esta disciplina relativa-
mente reciente se encuentra en [38], [54], [73]. Sélo destacaremos en
esta introduccién unas estructuras que son objeto de estudio de esta
disciplina y que estan muy presentes en el transcurso de este trabajo:
los grafos geométricos. Por poner ejemplos de este tipo de grafos que
aparecen frecuentemente en la bibliografia de geometria computacio-
nal, citaremos el arbol generador minimo y arbol generador méaximo
de una nube de puntos, los grafos de vecinos relativos o los grafos de

- Gabriel.

Por otra parte, y aunque los antecedentes de los problemas que he-
mos estudiado los presentaremos al describirlos especificamente, como
el trabajo realizado en la presente memoria se decanta por la geo-
metria combinatoria, vamos a dar aqui unas breves pinceladas sobre
esta materia e ilustraremos el tipo de problemas que estudia con al-
gunos ejemplos. Si bien es cierto que, tal como indica H. Edelsbruner
en [10], “la clasificacién en problemas combinatorios y no combinato-
rios no es ni razonable ni deseable”, si podemos deci'r, por ejemplo,
que en general se excluyen aquellos problemas que tienen una clara
connotacién métrica. v

Los objetos de estudio de la geometria combinatoria son las confi-
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guraciones de puntos, los arreglos de hiperplanos o esferas, los polito-
pos convexos, etc., que se toman en forma discreta y finita.

También es de vital importancia el estudio de transformaciones
geométricas (que transforman unos objetos geométricos en otros). Con-
cretamente, los conceptos de dualidad y polaridad, que nos permiten
relacionar arreglos de hiperplanos con conjuntos finitos de puntos apa-
recen implicitamente a través de toda la bibliografia de la geometria
computacional y combinatoria.

Especial atencién han recibido los problemas de incidencia. Pre-
cisamente uno de los primeros problemas de geometria combinatoria
fue planteado en 1893 por J. Sylvester, cuyo enunciado es el siguiente:
“Dada una nube P de puntos en el plano, no todos situados sobre una
recta, jexiste siempre una recta que contiene exactamente dos puntos
de P?” El problema fue resuelto afirmativamente por Gallai en 1830
y, desde entonces, muchas son las variantes que se han planteado. Por
ejemplo, una vez sabido que la respuesta al problema de Sylvester es
afirmativa, una pregunta natural a plantearse es la siguiente: ;Cual
es el minimo nimero de tales rectas? Este problema fue resuelto por
Kelley y Moser en 1958. Otr(; problema clésico en esta linea es el
planteado por Erdos-Klein-Szekeres: “;Cudl es el minimo numero oy,
tal que cualquier configuracién plana de o‘zm'o mas puntos en posicién
general contiene un conjunto de m puntos en posicién convexa?” Es-
tos son ejemplos de lo que se ha dado en llamar problemas extremales
de geometria combinatoria. Este tipo de problemas ha abarcado un
amplio campo de la geometria combinatoria, llegando incluso algunos
autores a considerar que es ésta la rama de las matematicas que se
dedica principalmente al recuento de ciertas estructuras geométricas.

No obstante, muchos problemas de esta disciplina no pueden ser
planteados en términos de recuento. Es el caso, por ejemplo, del si-
guiente resultado. Se dice que un gfafo G es grafo de contacto de
discos si y sélo si los vértices de GG son discos y dos discos son adya-
centes si y sdlo si hay contacto entre ellos. Un resultado importante
de la geometria combinatoria es el teroema que afirma que todo grafo
plano se puede realizar como grafo de contacto de discos.
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Los politopos convexos han sido también objeto de estudio de la
geometria combinatoria (posiblemente, observando la muy dilatada
bibliografia sobre el tema, han sido los objetos mas y mejor estudia-

~dos).

Finalizamos esta breve introduccién resaltando también la impor-
tancia del estudio de estructuras combinatorias que codifican infor-
macién geométrica. En ocasiones, facilita el anélisis de arreglos de hi-
perplanbs ¥, equivalentemente, el anélisis de configuraciones de puntos,
la codificacién en estructuras combinatorias que sean faciles de mane-
jar. Entre estas estructuras, han recibido particular atencién —por lo
ttiles, a la par que elegantes— el tipo de orden de una configuracién
de puntos, las secuencias circulares y las matroides orientadas.

1.2  Algunas definiciones y notaciones

Hemos creido conveniente incluir algunas definiciones o nociones re-
lativas a los grafos que aparecen en la presente memoria para que el
lector no excesivamente familiarizado con el lenguaje propio de esta
disciplina pudiera seguir su lectura con mayor comodidad, as{ como
para fijar algunas de las notaciones que se van a utilizar en los capitulos
siguientes.

Un grafo G es una estructura combinatoria formada por un con-
junto V(G) de elementos, llamados vértices y un conjunto E(G) de
pares no ordenados de vértices, que se llaman aristas. Sie € E(G)
es la arista que relaciona los vértices u, v, notaremos e = (u,v). En
este caso, se dice que u y v son adyacentes, que u es un vecino de v. (y
viceversa) y que la arista e es incidente en el vértice u (y en v).

Dado u € V(G), llamamos grado de u en G, y lo notamos dg(u),
al nimero de vértices adyacentes a u en G.

El grado minimo y grado mdzimo de G son respectivamente:
§ =4(G) =min{ds(u)|ueV(G)},

A =A(G) =max{de(u)lu e V(G)}.
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Dados u,v € V(G) un camino de u a v, que notamos:
U=Ug~ UL~ ...~7U, =V

es el subgrafo de G que tiene por conjunto de vértices o, . .., u, (u; #
u; Vi # j) y por conjunto de aristas (u;, uiy1), ¢ =0,...n —1.

G es un grafo conezo si para todo par de vértices de V(G) existe
un camino que los une. Se dice que G es n-conexo si para todo par
u,v € V(G) existen n caminos P,...,P, que unen u y v y tales
que V(P)NV(P;) = {u,v} Vi # j. Una definicién alternativa y
equivalente a la anterior es la siguiente: G es n-conexo si y sélo si
G — W es conexo, para todo conjunto W de n — 1 vértices de G.
Si G es n-conexo pero no es (n + 1)-conexo entonces se dice que la
conectividad de G (o vértice-conectividad de G) es n.

Si G es un grafo conexo, la distancia entre dos vértices u,v € V(G)
es la longitud minima de un camino entre estos vértices. Lo notaremos
d(u,v). Se llama didmetro de G a

. D = D(G) = maxyev(g){d(y,v)}.

La exzcentricidad e(u) de un vértice u € V(G) es la méxima de las
distancias entre u y el resto de los vértices de G. Y el radio de G es:

r =r(G) = mingevg){e(u)}.

El centro del grafo, Z(G), es el conjunto de vértices con excentri-
cidad minima, esto es, excentricidad igual al radio.

Un ciclo es un grafo conexo tal que todos sus vértices tienen grado
dos. Si un grafo G contiene un ciclo C tal que el conjunto de vértices
de C es igual a V(G) entonces se dice que G es un grafo hamiltoniano.

Un drbol es un grafo conexo aciclico. El numero de aristas es n —1
si n es el niumero de vértices.

Dado un conjunto de puntos P en el plano, una acepcién bastante
comun entre los miembros de la comunidad de gedmetras computacio-
nales es llamar “grafo geométrico” con conjunto de vértices P a todo
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grafo dibujado en el plano cuyo conjunto de vértices es P y- cuyas
aristas son segmentos rectilineos que no se cortan, salvo quizas en los
extremos. ’ '

En esta linea, son grafos geométricos, por ejemplo, los 4rboles que
son objeto de estudio en el capitulo 4.- En dicho capitulo, dado un
conjunto de puntos P en el plano, llamamos arbol geométrico a todo
arbol generador sin cortes de P, esto es, a todo arbol cuyo conjunto

“de vértices es P y cuyas aristas son segmentos rectilineos que no se
cortan. | '

A un grafo T(P) que tiene por conjunto de vértices a los arboles
‘geométricos y unas adyacencias definidas de forma muy concreta, le
hemos llamado grafo de drboles geométricos. No obstante, en ocasiones
nos hemos permitido lalicencia de llamarle grafo geométrico de drboles.
El motivo de este abuso de lenguaje tiene su origen en la intencién de
diferenciar este grafo de Qtrb que ya habia sido largamente estudiado,.
el grafo de 4rboles T(G) de un grafo dado G. En el énfasis por resaltar
que los vértices de T(P) son objetos geométricos, frente a los objetos
- combinatorios que tienen por vértices T'(G), el adjetivo geométrico ha
acabado acompaiiando al grafo en algunas ocasiones (en la presente
memoria, asi como en los trabajos presentados sobre este tema en

~ algunos congresos y articulos de revistas).

Creemos que no hay posible confusién teniendo en cuenta el con-
texto en que estos términos apdrecen.' No obstante, queremos dejar
aqui constancia de que tanto éste como otros grafos que se estudian
en la presente memoria, no son grafos geométricos en la acepcién que
se ha mencionado al principio de este apartado. Pero si los considera-
mos grafos geométricos en una acepcién mucho mas amplia, en cuanto
que los objetos de estudio —los vértices de dichos grafos— tienen una
propiedades géométricas bien marcadas. '

Otra aclaracién la requiere el nombre del grafo T'(P) que acabamos

~de mencionar. El estudio de este tipo de grafos es muy reciente en la

bibliografia y no hay unidad de criterio en estos momentos a la hora
~ de referirse a él. ’

Los que nosotros hemos dado en llamar drboles geométricos apa-
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recen bajo el nombre de drboles generadores euclideos en el trabajo
de D. Avis y K. Fukuda [1], drboles generadores de un conjunto de
puntos en [60] de E. Rivera y V. Urrutia y, finalmente, como drboles
generadores afines en el trabajo [48] de A. Kaneko y K. Yoshimoto.

1.3 Contenido de la memoria y antece-
dentes de los problemas

Pasamos a describir brevemente cudles son los problemas objeto de
estudio de esta memoria. En cada caso se presentan los anteceden-
tes que existian y los resultados que se han obtenido. Descripciones
complementarias se encuentran en las introducciones de los diferentes
capitulos. También se expone, al final de cada capitulo, una lista de
problemas relacionados que son una perspectiva de futuro.

- Dado un conjunto P, de n puntos en el plano, se abordan en la
presente memoria tres tipos de problemas, existiendo en todos ellos
una gran interaccién entre la combinatoria y la geometria.

Problema 1: Estudio de diferentes tipos de 6rdenes

El concepto de orden juega un papel destacado en muchos algorit-
mos geométricos. '

Antecedentes

En [16] J. E. Goodman y R. Pollack introducen el concepto de tipo
de orden de un conjunto de puntos en R™ que generaliza de forma natu-
ral la nocién de orden que tenemos sobre la recta real. Concretamente,
tener una ordenacién sobre un conjunto de puntos de la recta real es
equivalente a saber decir, péra dos puntos cualesquiera del conjunto,
si el segundo estd o no a la izquierda del primero. Dado un conjunto
de puntos en el plano el tipo de orden nos informa, para cada terna
de puntos, si el tercero estd o no a la izquierda de la recta orientada
definida por los dos primeros. En R?, el tipo de orden nos informa
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para cada (d 4 1)-upla de puntos si el dltimo est4 o no a la izquierda
del hiperplano orientado determinado por los d primeros. Este con-
cepto, que es de una gran ihtuitividad geométrica, da una descripcién
combinatoria del conjunto de puntos.

El tipo de orden ha sido ampliamente estudiado, tanto por los au-
tores que lo introdujeron ([16], [17], [18], [19]) como por otros autores
({68], {70]). Un resultado importante que J.E. Goovdma;n y R. Po-
llack obtuvieron sobre los tipos de orden es lo que ellos califican como
Teorema principal de ordenacién geométrica (T.P.0.G.) que dice lo
siguiente. Dado un conjunto de n puntos en R?, si para cada d-upla
sabemos cuantos puntos hay a la izquierda del hiperplano orientado
determinado por la d-upla, entonces podemos determinar cuéles son
los puntos que quedan a la izquierda del hiperplano.

En todo lo dicho la nocién de orientacién juega un papel impor-
tante, tanto es asi, que, si se prescinde de ella, los resultados enuncia-
" dos no son en general ciertos.

Trabajo realizado.

En el capitulo 2 de esta memoria presentamos dos generalizaciones
- del tipo de orden introducido por J. E. Goodman y R. Pollack. -

Dado un conjunto de punt'os P del plano, el tipo de orden circular
nos informa, para cada cuaterna de puntos de P, si el cuarto punto esta
dentro o fuera del circulo orientado determinado por los tres primeros.
Con este concepto de orden,

o se demuestra ficilmente que se verifica un resultado anélogo al
T.P.O.G. También comprobamos que la orientacién es aqui un
tema clave dando un ejemplo en que “cudntos” no determina
“cudles” si se prescinde de la orientacion de los circulos.

e Hemos calculado cotas ajustadas sobre el mimero de tipos de
orden circulares.

e Presentamos cémo queda interpretado el tipo de orden circular
en términos de la razén doble. ‘
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Un resumen de estos resultados fue presentado en [32].

La otra generalizacién que presentamos es el tipo de orden triangu-
lar. En este caso, la versién orientada nos informa, para cada cuaterna
de puntos de P, de si el cuarto punto estd dentro o fuera del triangulo

-orientado determinado por los tres primeros. Sobre este concepto he-
mos demostrado:

e Se tiene un resultado anélogo al T.P.O.G.

) tipo de orden circular (orientado) determina para cada cua-
terna {p:, pj, Pk, Pm }

— sl los puntos estan o no en posicion convexa,

— si existe o no corte entre los segmentos pipj Y PkPrm-
¢ El tipo de orden triangular (ordenado) determina

— el grafo de interseccién de P,

— el conjunto de todas las triangulaciones de P.

La versién no orientada del tipo de orden triangular nos informa,
para cada cuaterna, de si el cuarto punto esta o no dentro del tridngulo
determinado por los tres primeros. Se verifica un resultado andlogo al
T.P.O.G. Resaltamos que éste es un resultado que no tiene traduccién
en el tipo de orden ordinario ni en el tipo de orden circular.

Finalmente, también se da una generalizacién del tipo de orden
triangular ~orientado y no orientado— en dimensiones superiores y se
demuestra que en cualquier dimensién se verifica un resultado andlogo

al T.P.O.G.

Problema 2: Estudio de grafos geométricos

Dado un conjunto P, de n puntos en el plano, podemos pensar
en diferentes estructuras combinatorias asociadas a él como son, por
ejemplo, particiones de P,,, emparejamientos perfectos o arboles gene-
radores. Interesados en que prevalezcan las restricciones propias de la
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geometria, siempre hemos impuesto en las estructuras que aparecen
en la memoria que carezcan de cortes..

- Podemos pensar, por ejemplo, en: triangulaciones, poligonizacio-
- nes, arboles generadores sin cortes, emparejamientos perfectos sin cor-
' tes, particiones sin cortes, etc. (véase figura 1.1).

~ Dentro de cada una de estas categorias de objetos se puede pensar
en pasar de un objeto a otro por un pequeiio cambio. En ocasiones se
pretendera, dado un objeto inicial, ir haciendo modificaciones que lo

mejoren respecto a algin criterio determinado. Por ejemplo, dada una
triangulacion arbitraria de P, nos puede interesar hacer una serie de
cambios o flips hasta obtener la triangulacién de Delaunay. De aqui
surge la idea. de considerar unos grafos que tengan por conjunto de
vértices alguno de los conjuntos de objetos antes sefialados y cuyas
adyacencias sean precisamente estos pequefios cambios. -

- Antecedentes -

Muchos son los antecedentes de lo aqui expuesto en el campo com-
binatorio. Podemos empezar citando los estudios hechos sobre grafos
de 4rboles de un grafo conexo: [8], [35], [51], cuya versién geométrica
es el tema de estudio del capitulo 4. También debemos citar los codigos
de Gray en arboles binarios estudiados en [58], [59] y [63]. En estos
trabajos se estudian las secuencias binarias asociadas a arboles bina-
rios y pequenos cambios para pasar de una a otra. Todo esto guarda
una estrecha relacion con el grafo de emparejamientos perfectos y sin
~ cortes que es objeto de estudio en el capitulo 5. De forma particular,
los cédigos de Gray que presentan F. Ruskey y A. Proskurowski en los
citados trabajos han sido material esencial para la construccién de los
ciclos hamiltonianos que presentamos en 5.6.3. |

Més recientemente, y con una componente mas geométrica, sirven
también de antecedentes al trabajo aquf realizado la gran cantidad de
articulos de reciente‘publicacién que versan sobre flips en triangula-
ciones. Véase por ejemplo [26], [43], [67].
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nube de puntos P,

- triangulacidn de P

arbol geométrico de P

.
\'/\

emparejamiento

perfecto sin cortes de P,

poligonizacicn de P,

./

particion sin cortes de P

Figura 1.1: Diferentes estructuras geométrico-combinatorias

asociadas a un conjunto de puntos.
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De una forma especial, debemos citar el trabajo realizado por F.
Hurtado y M. Noy sobre el grafo de triangulacibnes cuando el conjunto
de purntos estd en posicién convexaen [39]. Las técnicas alli utilizadas
" han sido material clave para el capitulo 4 de la presente memoria.
Otros grafos relacionados con los que aparecen en la presente memoria
son estudiados en [37] y [61]. -

También se ha estudiado el hacer pequefias modificaciones en las
poligonizaciones de una nube de puntos P. Aqui los vértices del grafo
son los de P y dos poligonizaciones son adyacentes si y sélo si se pasa
de una a otra por la reconexién de algin vértice. Con este tipo de
adyacencias, que parecen las més naturales y son las més sencillas, se
ha demostrado que el grafo no es conexo. Mas concretamente, en [36]
se da un ejemplo de nube de puntos tal que el grafo de poligonizaciones
asi definido tiene puntos aislados. Es un problema abierto estudiar
nuevos tipos de adyacencias, donde se vean involucradas mas aristas,
- que hagan posible la obtencién de un grafo de poligonizaciones que
sea conexo. '

.Trabajo realizado

En el capitulo 4 se estudia el grafo de arboles geométricos de un
conjunto de puntos. Dado un conjunto P, de puntos en el plano se
define T(P,) cornb_ el grafo cuyos vértices son los drboles generadores
“sin cortes de P, y donde dos de tales arboles 71, T3 son adyacentes si
y s6lo si Ty = T} — e + f, para ciertas aristas e € Ty, f € T5.

Empezamos concentrandonos en el caso en que los puntos estén en
posicién convexa, obteniendo- una larga lista de resultados sobre las
- propiedades combinatorias de estos grafos. Concretamente, si notamos
G, a este tipo de grafos, hemos demostrado:

e El grado minimo de G, es 2n — 4, siendo las estrellas los tnicos
drboles que alcanzan este grado. El grado méximo de G, es
(”';1) —n+1 y sélo los arboles cuyas aristas son todos los lados
de P, menos uno, a los cuales llamaremos cadenas, alcanzan este
grado.
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Una cota inferior del didametro de GG, es %’—‘ -

e El radio de G, es igual a-:n — 2 y hemos determinado el centro

de G,.

El grupo dé automorfismos I'(G,) es isomorfo al grupo diedral
D,, de simetrias de un poligono regular de n lados.

G, es hamiltoniano.

La vértice-conectividad de G, es igual al grado minimo.

Una seleccién de los resultados que aqui se exponen, para conjuntos
de puntos en posicién convexa, han sido presentados en un congreso
de ambito nacional [29] y en otro de dmbito internacional [28] y han
sido recientemente aceptados para su publicacién en una revista {30].

También en el capitulo 4 se generalizan algunos de los resultados
anteriores, pero trabajando ahora con conjuntos de puntos en posicién
general. Los resultados obtenidos son:

El radio de T'(P,) es n — 2.

Todas las estrellas S, con p € CH(P,) o p € CHy(P,) estén
contenidas en el centro de T'(P,).

El centro de T'(P,) est4 contenido en el conjunto de las estrellas.

e Si P, es una nube con k capas convexas, entonces §(T(FP,)) <

(4k — 2)(n — 1). -

A(T(P,)) € Q(n?).

El tipo de adyacencia que se ha estudiado de forma exhaustiva en
esta memoria, esto es, el intercambio de una arista por otra, puede
dar lugar a una transformacién importante en el arbol obtenido.

De forma natural, cabe preguntarse por intercambios que de alguna
forma permitan controlar mas la transformacion que se realiza.
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Algimos de los resultados de este capitulo, para configuraciones
~de puntos en posicién general, han sido presentados en el congreso
canadiense sobre la materia [31]..

En el capitulo 5, siguiendo la misma linea de los capitulos anterio-
res, se estudia el grafo de emparejamientos perfectos sin cortes M., de
ﬁn conjunto de 2m puntos que estén en posicién convexa. Se han obte-
nido resultados muy interesantes sobre las propiedades combinatorias
de estos grafos:

e Se determina el grado minimo y el grado maximo, asi como el
tipo de emparejamientos en que se alcanzan estos grados extre-
mos. ' '

o Se determina el didmetro. También se demuestra que todos los
emparejamientos tienen excentricidad maxima.

e Se demuestra que estos grafos son bipartitos.

- @ Se demuestra que si m es impar entonces no existe un camino -
hamiltoniano en M,,.

e Se da una construccién recursiva para obtener un ciclo hamilto-
niano en M,, si m es par.

Finalmente, se estudia la relacién existente entre los empareja-
mientos de M,, v las permutaciones de m elementos. Acabamos de-
“mostrando que hemos obtenido una nueva familia de permutaciones
con cardinal los nimeros de Catalan.

Una seleccién de los resultados que aqui se exponen sobre los grafos
M, ha sido aceptada para su presentacién en un congreso de ambito
internacional [33] y est4 pendiente de aceptacién en el congreso nacio-
nal de geometria computacional [34].

Problema 3: Empaquefamiento plano de grafos

Se dice que los grafos Hy, ..., H; admiten un empaquetamiento en
“un grafo G, si G contiene subgrafos isomorfos a Hj, ..., Hy disjuntos _
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_ en aristas. Existen numerosos resultados sobre este tipo de problemas
y sus generalizaciones, particularmente sobre el empaquetamiento de
arboles. '

Cuando a la estructura combinatoria se le afiaden propiedades de
representacién, el problema se complica sensiblemente. En este tipo
de problemas hemos centrado nuestra atencién en el capitulo 3 de
esta memoria. Es éste un problema en cierto modo dual al anterior.
Partimos de la combinatoria y llegamos a la geometria.

Antecedentes

Una linea de investigacion muy activa es la que se dedica al estudio
de empaquetarniento de grafos en el grafo completo K, (véase, por
~ ejemplo, [27], [52]). Nosotros vamos a estudiar el empaquetamiento’
~ en grafos planos. o

‘Se dice que un grafo es plano si se puede dibujar en el plano de
forma que las aristas no se cortan salvo quizas en los extremos. Un
resultado cldsico (Wagner) es que todo grafo plano puede ser dibujado
en el plano de forma que sus aristas son segmentos rectilineos y sin
cortes. Mas reciente es el trabajo [45] de Y. Ikebe y otros que muestra
que dado un arbol T' de n vértices y raiz r y un conjunto P de n puntos
en el plano, y un punto p € P distinguido, siempre se puede dibujar T'
de forma que el conjunto de vértices de T sea P, r se identifique con
p y las aristas sean segmentos rectilineos y sin cortes. En esta linea,
pero con dos drboles con raiz, trabajan A. Kaneko y M. Kano en [46]

y [47].

Trabajo realizado

En el capitulo 3 se estudia el trazado de dos arboles de n vértices
en una nube P de n puntos, pero bajo un prisma diferente a los tra-
bajos antes citados. En la presente memoria nos interesamos por la
superposicién del dibujo de los dos arboles de forma que se puedan
visualizar bien los dos grafos; para ello necesitamos que no compartan
aristas. Esto es lo que llamaremos un empaquetamiento plano de los
dos arboles.
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ciones adecuadas sobre nubes de puntos en posiciéon convexa, se de-
muestran los siguientes resultados. Para 7" un arbol cualquiera de
orden n que no es una estrella, admiten empaquetamiento plano:
e una cuasiestrella de orden n y T,
"o dos copias de T,
e un caminode orden ny T,y
e un ciclode orden n y T

También se han obtenido ciertos resultados sobre ciclos, concreta-
mente se dan de forma explicita empaquetamientos de

dos ciclos de orden n,conn =6o0n > 7,

tres ciclos deorden n —1,n—2yn—3,conn=6o0n > 7,

tres ciclos de orden n — 2, conn=6o0n > 7,

e tres caminos deorden n —1,conn=6o0n > 7.

Una seleccién de los resultados aqui expuestos se presentaron en
[14].





