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Resumen

Desde hace aproximadamente un siglo, en la mayoria de los paises se organizan las
carreras de ingenieria con un ciclo de ciencias basicas en la base, entre las que se
encuentran las Matematicas. Actualmente han surgido dudas y dilemas sobre si esta es, 0
no, la mejor opcidn, por lo que la formacion matematica que necesitan los ingenieros hoy
en dia, es una cuestion problematica. Con relacién a esta problemaética, son necesarias
investigaciones sobre como es la ensefianza de las matemaéticas en los ciclos de ciencias
basicas en ingenieria, en particular, en el Per(, dada la escasez de investigaciones sobre
esta tematica previas a la basqueda de alternativas. En esta linea, el objetivo de esta
investigacién es determinar los criterios que orientan la practica del profesor en el Peru
para explicar matematicas en un curso de ciencias basicas en carreras de ingenieria y, en
concreto, para explicar las derivadas.

El marco tedrico que soporta y justifica esta investigacion es el Enfoque Ontosemiotico
del conocimiento y la instruccién matematica, el cual propone un modelo de analisis
didactico (formado por cinco tipos de analisis) que permite describir, explicar y valorar
los procesos de instruccion que disefian e implementan los profesores de matematicas.
Se trata de una investigacion interpretativa de corte cualitativo, de estudio de caso
individual y estudio de caso multiple, que busca comprender la ensefianza de las
matematicas a través del analisis de las practicas docentes y de la reflexion sobre su
préactica. Los participantes del grupo de investigacion son siete docentes universitarios,
entre matematicos y profesores de matematicas, que ensefian calculo diferencial en
diversas carreras de ingenieria de universidades publicas y privadas en el Per(. Para el
andlisis de la informacion (clases videograbadas, silabos, planes de clase, material
docente, etc.) se usaron las herramientas tedrico-metodoldgicas proporcionadas por el
Enfoque Ontosemidtico, en particular, los criterios de idoneidad didactica, usados como
categorias a priori para inferir los criterios que orientan la practica de los profesores; estos
criterios se triangularon con aquellos que los profesores declararon seguir en una
entrevista semiestructurada, en la que tenian que comentar su practica docente con el
investigador.

El primer resultado obtenido es que los participantes realizan una trayectoria didactica en
la que las configuraciones didacticas se sitan mas cerca de las configuraciones

magistrales formalistas, que de otros modelos (por ejemplo, las configuraciones




didacticas de tipo realista). Esto es coherente con los resultados de la literatura previa
sobre la ensefianza de las matematicas en los ciclos basicos de ingenieria y, en particular,
con la ensefianza del calculo en los primeros cursos de universidad, los cuales evidencian
gue aun es dominante una ensefianza netamente algoritmica de aprendizaje de férmulas,
mecanicista y rutinaria, o bien, una ensefianza muy rigurosa y formalista, de manera tal
que se deja de lado la comprension significativa del concepto de derivada y sus
aplicaciones inmediatas, que permitan al futuro ingeniero resolver problemas de su
desempefio profesional. Ahora bien, al mismo tiempo se observan practicas tales como,
tener en cuenta los conocimientos previos, usar las nuevas tecnologias, proponer algin
problema contextualizado con la profesion, etc. Se trata de practicas didacticas que, si
bien se pueden considerar marginales en su quehacer, darian pie a un posible cambio si
la institucion se lo plantea.

El segundo resultado sobre los principios que orientan la préctica docente, inferidos, sobre
todo, a partir del analisis de sus clases, es que en general los principios que tienen mas
peso son el principio ecoldgico (en cuanto al cumplimiento del programa), el mediacional
(respecto a ajustarse al tiempo disponible), el epistémico (referido a implementar una
ensefianza sobre todo procedimental), y el cognitivo (en cuanto se adopta un modelo de
ensefianza basicamente de tipo magistral). De todas maneras, estos pesos varian de un
docente a otro.

El tercer resultado sobre los criterios que orientan su practica, segun los docentes, es que
de entrada, los profesores declaran criterios que muestran mas preocupacion por los
estudiantes como el cognitivo, el emocional o el uso de problemas relacionados con su
profesion. Ahora bien, después de la entrevista docente, se concluye que dominan, sobre
todo, el cumplimiento del silabo y la adaptacion al tiempo disponible; es decir, que
asignan un peso alto a los criterios de idoneidad ecoldgico y mediacional, mientras que
atribuyen un peso medio a los criterios interaccional y emocional, asi como, dan un peso
relativamente bajo a los criterios epistémico y cognitivo.

Estos resultados, los criterios que guian su préctica docente, explican por qué se estan
implementando las clases de las ciencias basicas en las carreras de ingenieria, de manera

expositiva y procedimental, y por qué no se incorporan innovaciones.




Abstract

For about a century, engineering careers have been organised —in most countries— with a
cycle of basic sciences at the base, which includes Mathematics. Currently, doubts and
dilemmas have arisen about whether or not this is the best option, so the mathematical
training that engineers need nowadays is a problematic question. Regarding this problem,
research on how mathematics is taught in basic science cycles in engineering is needed,
particularly in Peru, due to the lack of research on this subject prior to the search for
alternatives. In this line, this research aims to determine the criteria that guide the
teacher’s practice in Peru to explain mathematics in a basic science course in engineering
careers and, specifically, to explain the topic of derivatives.

The theoretical framework that supports and justifies this research is the Onto-Semiotic
Approach to mathematical knowledge and instruction, which provides a didactic analysis
model (consisting of five types of analysis) that allows describing, explaining, and
assessing the instructional processes that are designed and implemented by mathematics
teachers.

This is an interpretative research from a qualitative approach, consisting of both
individual and multiple case study, which seeks to understand the teaching of
mathematics through the analysis of teaching practices and the reflection on their practice.
The participants of the research group are seven university professors, including
mathematicians and mathematics teachers, who teach differential calculus in different
engineering careers at public and private universities in Peru. For the analysis of the
information (video-recorded lessons, syllables, lesson plans, teaching resources, etc.), the
theoretical-methodological tools provided by the Onto-Semiotic Approach were used,
particularly, the didactic suitability criteria, used as a priori categories to infer the criteria
that guide the teachers’ practice. There criteria were triangulated with those that the
teachers declared in a semi-structured interview, in which they had to discuss with the
researcher on their teaching practice.

The first result obtained is that the participants carry out a didactic trajectory in which the
didactic configurations are located closer to the formalist magisterial configurations, than
to other models (for instance, the realistic didactic configurations). This is consistent with
the results of the previous literature on the teaching of mathematics in basic engineering
cycles and, specifically, on the teaching of calculus at the first university grades, which




show that a mechanistic, routine, and purely algorithmic teaching of formulas is still
dominant, or a very rigorous and formalistic teaching, in such a way that the significant
understanding of the concept of derivative and its immediate applications, which allow
the future engineer to solve problems of their professional performance, are left aside.
However, at the same time, practices such as taking into account previous knowledge,
using new technologies, proposing a problem contextualised with the profession, etc., are
observed. Although these didactic practices can be considered marginal in the teachers’
work, they would give rise to a possible change if the institution considers it.

The second result about, the principles that guide teaching practice, mostly, inferred from
the analysis of their lessons, is that —in general terms— the principles that have more
weight are the ecological (in terms of program compliance), mediational (regarding the
adjustment of the available time), epistemic (regarding the implementation of mainly
procedural teaching), and cognitive principles (since a basically magisterial teaching
model is adopted). In any case, these weights vary from one teacher to another.

The third result, about the criteria that guide their practice according to the teachers, is
that they mainly declare criteria that show more concern for students, as the cognitive and
emotional criteria, or the use of problems related to their profession. Nevertheless, after
the teachers’ interview, it is concluded that the fulfilment of the syllabus and the
adaptation to the available time are emphasized; that is, they assign a high weight to the
ecological and mediational suitability criteria, while they assign a medium weight to the
interactional and emotional criteria, and a relatively low weight to the epistemic and
cognitive criteria.

These results, the criteria that guide the teaching practice, explain why basic science
lessons are implemented in engineering careers in an expository and procedural way, and

why innovations are not being added.
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Introduccion general

Actualmente, la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la formacién de
los futuros ingenieros es un area que viene tomando, cada vez, mayor importancia en la
investigacion a nivel internacional, tal y como lo reportan las investigaciones realizadas,
entre otros, en Europa y en lberoamérica. Asi por ejemplo, estudios hechos por la
Asociacion Iberoamericana de Instituciones de Ensefianza de la Ingenieria (2016), la cual
agrupa a facultades de ingenieria de Iberoamérica, de la que forman parte las facultades
de ingenieria del Per(, dan cuenta de que las tendencias en la formacién de los ingenieros
estan relacionadas a la innovacion, al uso de las tecnologias de la informacién y la
comunicacion, a la ensefianza por competencias, etc.

En esa linea, existe toda una problematica alrededor de la ensefianza y aprendizaje
de los cursos de ciencias basicas para ingenieria, en especial, la del calculo diferencial; y
parte fundamental de esta problematica tiene que ver con el enfoque con que ensefian los
docentes de matematicas en las carreras de ingenieria, con su formacion continua, asi
como con los conocimientos y competencias que debe tener el docente para desarrollar
un proceso de instruccidn que sea considerado como idéneo.

De otro lado, en el marco del Enfoque Ontosemidético (EOS) del Conocimiento y
la Instruccion Matematica (Font, et al., 2013; Giacomone, 2018; Godino, 2009, 2012,
2013, 2018a, 2018b; Godino y Batanero, 1994; Godino, Batanero & Font, 2007 y 2019;
Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017), se han formulado teorias (Teoria de la
Idoneidad Didactica), herramientas tedrico-metodoldgicas (Criterios de idoneidad
didactica, sus componentes e indicadores; configuraciones epistémicas; configuraciones
didacticas), y modelos de andlisis didactico (Modelo de conocimientos didactico-
matematicos del profesor — modelo CDM; Modelo de conocimientos y competencias
didactico-matematicas del profesor de matematicas - modelo CCDM); que permiten
investigar sobre los procesos de instruccidén de temas especificos de matematicas, asi
como orientar la formacion de profesores de matematicas, en formacion y en servicio

(formacion continua), de todos los niveles educativos.




En esa linea de la investigacion, el presente estudio se propone como objetivo
determinar los criterios, las pautas o caracteristicas que guian u orientan la practica
docente de los profesores de matematicas peruanos que disefian, implementan y valoran
procesos de aprendizaje de las matematicas en general, y del célculo diferencial, en
particular, en el ciclo de ciencias bésicas en diversas carreras de ingenieria. Y como
contexto de reflexion, se centra en la ensefianza de la derivada y sus aplicaciones. El
marco tedrico que soporta y justifica el proceso de investigacion es el Enfoque
Ontosemiotico (los criterios de idoneidad didactica, sus componentes y descriptores; las
configuraciones didacticas; y ademas, algunos constructos del Modelo CCDM).

En lo que respecta a la metodologia, se trata pues de una investigacion
interpretativa de corte cualitativo, en la que se utilizan los métodos de estudio de caso
individual, estudio de caso multiple, asi como la triangulacion de fuentes (Bisquerra,
2009). Toda vez que lo que se pretende es describir qué estd ocurriendo en los procesos
de ensefianza y aprendizaje del calculo diferencial en el ciclo bésico de las carreras de
ingenieria, e inferir y/o determinar los criterios que guian la practica de los docentes que
los implementan. El grupo participante de la investigacion son siete profesores de calculo
diferencial, - entre matematicos y profesores de matematicas — que se dedican a la
ensefianza de las matematicas en el ciclo béasico de diversas facultades de ingenieria en
Lima, Perq.

Esta memoria de tesis esta estructurada en ocho capitulos y se trata de una tesis
por compendio de articulos cientificos (tres en total) publicados en revistas con indice de
impacto en la base de datos bibliogréaficos Scopus y Web of Science, mas un capitulo de
libro aceptado para su publicacion en el libro denominado “Enfoque Onto-Semidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematica: Investigaciones y Desarrollos en América
Latina”. Las publicaciones son las siguientes:

+ Garcés, W., Font, V., & Morales-Maure, L. (2021). Criteria that guide the
Professor's practice to explain mathematics at basic sciences courses in
engineering degrees in Peru. A case study. Acta Scientiae, 23(3), 1-33.

+ Garcés, W. (2021). Andlisis de las pautas que rigen la practica del profesor en la
ensefianza de derivadas en ciencias basicas en carreras de ingenieria. REDIMAT —

Journal of Research in Mathematics Education, 10(3).




* Garcés-Cordova, W. y Font-Moll, V. (2022). Criterios que guian la practica del
profesor de matematicas en cursos de ciencias basicas para ingenieria. Uniciencia,
36(1), 1-19.

*+ Garcés, W.y Font, V. (2021). Anélisis de la practica de un profesor en la ensefianza
de derivadas para ingenieria en el Peru. En J. G. Lugo-Armenta, L. R. Pino-Fan,
M. Pochulu, y W. F. Castro (Eds.). Enfoque onto-semiotico del conocimiento y la
instruccion matematicos: Investigaciones y desarrollos en América Latina (en

prensa).

En el capitulo 1, se abordan las investigaciones que sirven como antecedentes a
este estudio: a) se describe la problematica por la que atraviesa actualmente el proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas en general, y del célculo diferencial en
particular; b) se realiza un tratamiento de la informacién acerca de los problemas que se
presentan en el trénsito entre la educacién secundaria y la universidad; c) se describen los
problemas y dilemas relacionados con el ciclo de ciencias basicas en las facultades de
ingenieria. Del mismo modo, se revisan ciertas investigaciones que dan cuenta de los
conocimientos didactico-matematicos del profesor de matematicas, sobre todo, aquellos
estudios relacionados con la ensefianza y aprendizaje del calculo diferencial. Ademas, se
desarrolla un breve recorrido sobre la invencion del célculo diferencial, desde la
matematica griega, pasando por Newton y Leibniz, hasta la forma como lo conocemos
hoy en dia, dicha revision muestra la complejidad en términos de pluri significacion de
las nociones principales del calculo diferencial.

En el capitulo 2, se presenta el Enfoque Ontosemiotico - EOS como marco tedrico
que soporta y justifica la investigacion, las herramientas tedricas y metodol6gicas que nos
proporciona el EOS, el modelo de conocimientos didactico-matematicos del profesor, asi
como el modelo de conocimientos y competencias didactico-matematicas del profesor de
matematicas. Seguidamente, se formula el problema general de investigacion y su
desglose en problemas especificos, se establece el objetivos general con su respectivo
desglose en objetivos especificos; asi como se precisa la metodologia seguida a lo largo
del proceso de investigacion, el disefio metodoldgico, los métodos adoptados y los
instrumentos que se utilizan en el recojo, analisis y sintesis de la informacion relacionada

con este estudio. Ademas, se presenta informacion detallada del grupo de docentes de




matematicas participantes de esta investigacion, que ensefian célculo diferencial en
carreras de ingenieria en diversas universidades de Lima, Per.

En el capitulo 3, se presenta el primer articulo cientifico publicado en una revista
de impacto por los autores Garcés, W., Font, V., and Morales-Maure, L. (2021), cuyo
titulo ya se menciono, y que trata sobre un estudio de caso de uno de los docentes
universitarios participantes en la investigacion.

En el capitulo 4, se presenta el segundo articulo cientifico publicado en una revista
de impacto, cuyo autor es Garcés, W. (2021), que trata sobre el analisis de las pautas que
rigen la practica pedagdgica del profesor cuando ensefia derivadas en un curso de ciencias
bésicas; y que también, se trata de un estudio de caso de uno de los docentes universitarios
participantes en la investigacion.

Con respecto al capitulo 5, aqui se presenta un tercer estudio de caso de otro de
los docentes universitarios participantes en la investigacion. Se trata de un capitulo de
libro aceptado para publicacion en el libro denominado “Enfoque onto-semiotico del
conocimiento y la instruccion matematica: investigaciones y desarrollos en América
Latina ”; cuyos autores son Garcés, W. y Font, V. (2021).

En el capitulo 6 de esta memoria, se expone el contenido desarrollado en el tercer
articulo cientifico publicado en una revista de impacto (tal como se especifica al inicio de
este capitulo), cuyos autores son Garcés-Cordova, W. y Font-Moll, V. (2022), y que
estudia globalmente los criterios didacticos que guian la practica pedagdgica de los
profesores de matematicas participantes, cuando disefian e implementan clases de
derivadas y sus aplicaciones en el ciclo de ciencias basicas en ingenieria. Los resultados
encontrados se detallan en el respectivo capitulo y en las conclusiones de esta memoria.

Finalmente, en el capitulo 7 de esta memoria, se presenta una discusion general
de los resultados parciales que se han ido obteniendo y/o publicando, donde se trata de
vincular de una manera holistica los estudios de caso individuales y el estudio de caso
mualtiple; luego se formulan las conclusiones a las que se ha arribado en todo el proceso
de investigacion; asi como también, la conexion de este estudio con lineas de
investigacion que quedan abiertas para ser tratadas como continuidad inmediata de este
proceso investigativo y en procesos futuros.

Con referencia al anexo 1, denominado resultados complementarios, aqui se da

cuenta del analisis, tratamiento y sintesis de la informacién y de los resultados obtenidos




para cada uno de los docentes participantes de este estudio, y que no estan incluidos en

los articulos cientificos, ni en el capitulo del libro; pero que sin embargo, para arribar a
esos resultados se ha seguido la misma metodologia de trabajo que la que se sigue en los

articulos publicados antes mencionados.



Realidad problematica y Antecedentes de la

investigacion



1.1. Introduccion

En principio, se debe mencionar que implementar un proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas en ingenieria, que sea idoneo o de calidad, toma cada vez
mayor relevancia en la actualidad. A nivel iberoamericano, hoy en dia, son tendencias en
la formacion de ingenieros la incorporacion de las nuevas tecnologias de la informacion
en el aula de clase, el aseguramiento de la calidad de los programas académicos, el aporte
social de la ingenieria, entre otras. Por lo que el futuro ingeniero debe ser proyectado con
una formacién continua y con una disponibilidad de infraestructura para la ciencia y
tecnologia suficiente, para que pueda liderar el desarrollo sustentable. A nivel europeo se
considera que el éxito de los futuros ingenieros dependera de que se adopte una formacién
basada en un proceso de aprendizaje continuo y en la innovacién (ASIBEI, 2016).

En esta linea, los docentes de las carreras de ingenieria (dentro de los que se
encuentran los docentes de ciencias basicas y de matematicas) estan directamente
comprometidos con dichas tendencias, por lo que sus métodos de ensefianza y su
actualizacién profesional debera adaptarse y trascender a nuevas formas de ensefianza,
deberén incluir el desarrollo de competencias en la formacion de ingenieros, desarrollar
habilidades para el uso de nuevas tecnologias, entre otros.

En este capitulo se aborda la problematica que viene atravesando el proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, sobre todo, del célculo diferencial, en el
ciclo de ciencias bésicas en las carreras de ingenieria, tanto en el contexto mundial,
latinoamericano y peruano; la problematica de los conocimientos y competencias del
profesor de matematicas; asi como se hace un breve recorrido por la génesis y la invencion
del calculo diferencial. La revision de la literatura y las investigaciones nos brindan
informacion que se presenta en la linea de los siguientes aspectos:

1) Qué estd pasando (y por qué) en la ensefianza y en el aprendizaje del célculo
diferencial en el ciclo béasico de las carreras de ingenieria.

2) Qué tipo de conocimientos y competencias debe poseer el profesor de matematicas
que ensefa calculo diferencial en diversas carreras de ingenieria.

3) Cual es el devenir historico en la invencion del calculo infinitesimal, en particular

del calculo diferencial, desde sus origenes hasta la actualidad.




1.2. Realidad problematica de la ensefianza del calculo diferencial en el

ciclo de ciencias bésicas en ingenieria

En esta seccidén, abordamos el problema de como se fueron gestando
histéricamente las ciencias basicas en general (las matematicas, y en particular, el calculo
diferencial) en la estructura formativa de las carreras de ingenieria, hasta su incorporacion
definitiva; la problematica, dificultades, dudas y dilemas, por las que atraviesa
actualmente el ciclo basico en la formacion de los futuros ingenieros, en relacion con la
ensefianza del célculo diferencial; la problematica sobre la brecha existente entre la etapa
de la educacion secundaria y la etapa universitaria; asi como, analizamos diversas
investigaciones sobre la situacion actual de la ensefianza y el aprendizaje de las

matematicas en ingenieria, y en especial, del calculo diferencial.

1.2.1. Incorporacion de las ciencias basicas en la formacién de ingenieria

A lo largo de la historia la ensefianza de las matematicas para estudiantes de
ingenieria se ha relacionado con la siguiente disyuntiva: unas matematicas especificas
para cada ingenieria, o bien, unas matematicas mas generales que se ensefian en los
primeros ciclos formativos para varias carreras de ingenieria a la vez.

Antes del siglo XIX no habia diferencia entre el ingeniero y el cientifico, toda vez
que para los ingenieros de la época del Renacimiento y de la lustracion, las matematicas
constituian una poderosa herramienta practica y conceptual, cuyo progreso corria en
paralelo con el de las realizaciones de la ingenieria y no se planteaba contradiccion alguna
entre, por ejemplo, el instrumento y quien lo utilizaba. Llegado el siglo XIX, aparece la
diferenciacion entre la actividad de los cientificos (neologismo que naciera precisamente
en esa centuria) y la de los ingenieros (desde el punto de vista institucional, esta
separacion ciencia-ingenieria se evidencia, en el caso de Espafia, con la creacion en 1857
de las facultades de ciencias).

Es asi como, poco a poco se fue generando la estructura de las ciencias basicas
como un ciclo comdn a varias ingenierias con argumentos de diferente tipo. El primero,
se podria decir que tiene que ver con la economia que supone juntar en un solo centro a
quienes tedricamente se les iba a impartir una misma formacién cientifica. Asi por

ejemplo, en el predmbulo del Real Decreto del 18 de setiembre de 1858 sobre los




programas generales de estudios de escuelas y facultades de Espafia, esta idea se
expresaba de la siguiente manera: “Las carreras facultativas son en su mayor parte
aplicaciones de las ciencias exactas y experimentales; tienen, pues, los que a esas carreras
se dedican la comun necesidad de estar preparados con un mismo estudio abstracto y
general” (Lusa-Monforte, 2011, p. 330).

Este argumento presuponia la creencia de que aprender un conocimiento abstracto
y general de tipo cientifico en la base de la formacidn académica era suficiente para que
el ingeniero lo aplicase cuando lo necesitase. Dicho en términos psicologicos, se
presuponia que el contexto no era un elemento relevante a la hora de la aplicacién del
conocimiento matematico formal, es decir, se asumia que la respuesta a la siguiente
pregunta: ¢Los conocimientos generales pueden ser aplicados por las personas a
diferentes contextos con cierta facilidad?, era afirmativa.

El segundo argumento, tiene que ver con evitar la presentacion de unas
matematicas degeneradas. Este argumento esta relacionado con la ventaja de ensefiar una
ciencia pura con toda su riqueza y rigurosidad en lugar de dar una vision sesgada muy
apegada a la ingenieria especifica y con una vision muy utilitaria.

Una vez organizada la Facultad de Ciencias, asi en la Universidad Central como

en las de distrito, donde convenga establecer la instruccion preparatoria para las

carreras superiores, ofrecerd incontestables ventajas la ensefianza académica de
las ciencias puras. Cuando se fuerzan los estudios especulativos para dirigirlos
desde luego a una determinada aplicacion, llegan a desnaturalizarse hasta el punto
de que los alumnos, en vez de alcanzar la especialidad cientifica que apetecen,
caen en lo empirico y exclusivo. (Lusa-Monforte, 2011, p.331)

Este segundo argumento esta relacionado con la manera de ensefiar las
matematicas. Es decir, si aceptamos, de acuerdo con Font (2011a) que basicamente hay
tres maneras de enseflar matematicas: la formalista, la mecanicista y la realista, se
pretende optar por la primera manera, y se quiere evitar, sobre todo, la segunda forma.

De igual modo, en el siglo XX la estructura méas habitual era que las ingenierias
se organizasen mediante la creacion de un ciclo inicial llamado basico o estudios
generales segun el pais, que se suponia suministraba a los futuros ingenieros las

herramientas matematicas basicas que luego van a aplicar, primero, en las otras




asignaturas de la carrera, y después, en su desempefio profesional. De esta manera, las
ciencias bésicas se incorporan en la formacion de las diversas carreras de ingenieria
aportando estrategias y mecanismos para que el futuro ingeniero analice los problemas a
los que se enfrenta en el desempefio de su profesion y les dé solucion. Segun Alvarez de
Sayaz (citado por Morales y cols, 2013), las ciencias basicas sin ser propias de la actividad
del egresado aportan habilidades que se convierten en herramientas o medios
imprescindibles para su modo de actuar futuro.

Por su parte, Capote et al. (2016) sefialan, sobre la base de las tendencias
internacionales actuales, que los rasgos esenciales que debe caracterizar a un ingeniero
son, entre otros, poseer un conocimiento profundo de las ciencias basicas con una sélida

formacion tedrica y cientifica general.

1.2.2. Problemas y dilemas relacionados con el ciclo de ciencias basicas en las

carreras de ingenieria

Después de aproximadamente un siglo de organizar las carreras de ingenieria con
un ciclo de ciencias bésicas en la base, han surgido dudas y dilemas sobre si esta es, 0 no,
la mejor opcion de estructurar los planes curriculares o de formacion de los futuros
ingenieros. De acuerdo con lo sefialado por Font (2019), algunos de los dilemas mas
importantes se relacionan con los siguientes aspectos:

1) El cuestionamiento de que un conocimiento general de base sea facilmente

aplicado a diferentes contextos.

2) El elevado nimero de estudiantes reprobados.

3) La presentacion de unos contenidos que después en la practica no se utilizan.

4) El enfoque actual que pone énfasis en una ensefianza que desarrolle

competencias.

1.2.2.1. EIl cuestionamiento de que un conocimiento general de base sea
facilmente aplicado a diferentes contextos. La estructura de las carreras de ingenieria
con un ciclo de ciencias basicas en la base suponia, implicitamente, que ensefiar un
conocimiento matematico de la manera mas general y descontextualizada permitia al
alumno usar este conocimiento en diferentes contextos cuando fuese necesario. Se trata

pues de una creencia que durante mucho tiempo fue también asumida por la psicologia




cognitiva, donde uno de los ejemplos méas paradigmaticos de este punto de vista es el
trabajo de Piaget, en particular su teoria de las etapas.

De acuerdo con lo considerado por Piaget (Inhelder y Piaget, 1985), todas las
personas desarrollan ciertas estructuras, siempre que mantengan una relacion normal con
el medio fisico y social; la idea general es que las personas estan conformadas
biol6gicamente para interrelacionarse con su entorno de unas maneras determinadas y, a
medida que se va produciendo esta interrelacion se va formando una secuencia de
estructuras del pensamiento cada vez mas complejas.

Del mismo modo, Piaget contempla que las estructuras de conocimiento que
hacen que las proposiciones de las matematicas sean verdades necesarias son el resultado
de un proceso, que comienza con la etapa sensoriomotriz, pasando por la etapa
preoperatoria, la operatoria, y acaba en la etapa del pensamiento formal, la misma que
tiene por objetivo la adaptacion del sujeto al mundo que le rodea.

En su libro De la logica del nifio a la légica del adolescente, Inhelder y Piaget
(1985) establecieron las caracteristicas del pensamiento formal; dichos autores
consideran que las operaciones formales surgen al comienzo de la adolescencia (11-12
afos) a partir de las operaciones concretas precedentes y se desarrollan durante toda la
adolescencia, de manera que, hacia el final de ésta, los alumnos tendrian el pensamiento
estructurado como el de un cientifico ingenuo. Es decir, ante un problema, el alumno
estara en condiciones de formular hipdtesis, planificar experiencias, extraer conclusiones,
entre otros.

En relacion con el punto de vista piagetiano, lo que podemos esperar de un alumno
que ha llegado a la etapa de las operaciones formales es lo siguiente: a) La abstraccion
reflexiva, esto es, la capacidad para razonar sin referencia a una experiencia concreta; b)
Pensamiento proposicional, es decir, capacidad para pensar tedricamente en las
consecuencias de los cambios sufridos por los objetos y sucesos; ¢) Légica combinatoria,
esto es, habilidad para razonar sobre la combinacion de diferentes variables en un
problema; d) Razonamiento inductivo, es decir, capacidad de construir modelos generales
a partir de ejemplos particulares; y, €) Razonamiento deductivo, esto es, capacidad para
extraer conclusiones particulares a partir de proposiciones generales. De acuerdo con

Inhelder y Piaget (1985), en la resolucion de tareas formales por parte de los alumnos




influye, sobre todo, la estructura l6gica del problema y no tanto el contenido o contexto
al cual hace referencia el problema.

Los estudios posteriores a la publicacion de la obra De la logica del nifio a la
I6gica del adolescente, acerca del desarrollo del pensamiento formal detectaron algunos
desacuerdos con los trabajos de Piaget sobre el pensamiento formal, entre los que
destacan: a) No todas las personas llegan a la fase del pensamiento formal; b) No todos
los esquemas formales se adquieren simultdneamente, lo cual pone en duda la existencia
de una estructura de conjunto en el pensamiento formal; y, ¢) En la resolucion de tareas
formales no solamente influye la estructura légica del problema - tal como postula el
modelo piagetiano - sino que también, el contenido al cual hace referencia el problema,
y que esta influencia esta mediatizada esencialmente por las ideas o concepciones previas
que tiene el sujeto sobre el contenido (Inhelder y Piaget, 1985).

El altimo de estos tres aspectos ha conllevado a tener en cuenta que, actualmente,
el contexto sea de mucha importancia. En esa misma linea, la importancia actual del
contexto en el proceso de ensefianza y aprendizaje es consecuencia de: 1) Lo que los
psicologos han aprendido sobre el modo en que los humanos razonan, sienten, recuerdan,
imaginan y deciden; 2) Lo que, por su parte, han aprendido los antropélogos sobre la
manera en que el significado es construido, aprendido, activado y transformado. En
palabras del antrop6logo Geertz (2002):

(...) supone el abandono de la idea de que el cerebro del homo sapiens es capaz

de funcionar autobnomamente, que puede operar con efectividad, o que puede

operar sin mas, como un sistema conducido endégenamente y que funciona con

independencia del contexto. (p. 194)

Un ejemplo ilustrativo de lo que se acaba de comentar lo encontramos en la
investigacion de Ramos (2006), donde uno de los objetivos relacionado con la ensefianza
de las matematicas en el ciclo basico para una carrera de economistas, era problematizar
una practica cotidiana en la Facultad de Econémicas de una universidad venezolana (la
ausencia de problemas contextualizados) que hasta el momento no se habia considerado
como tal en la institucion. Lo que estaba sucediendo en la institucion estudiada, era que

se impartia una matematica formalista y descontextualizada que no aseguraba la




competencia del alumnado en la resolucion de problemas contextualizados, en los que se
tenia que aplicar el objeto matematico.

En Ramos (2006), se documenta un estudio de caso de un profesor de matematicas
que impartia la asignatura “Introduccion a la Matematica” ubicada en el primer semestre
del ciclo béasico. Este profesor explicaba dicha asignatura de manera formal y
descontextualizada, con la finalidad de facilitar a los alumnos las herramientas
matematicas basicas que ellos tendran que utilizar en las demas asignaturas. En relacion
a la introduccidn de situaciones contextualizadas, el mencionado profesor considera que
no son necesarias, ya que las aplicaciones de las matematicas a situaciones de la vida real
las encuentra el alumno en otras asignaturas no matematicas de la carrera.

Ademas, considera que es relativamente facil aplicar los conocimientos formales
a las situaciones contextualizadas. Ahora bien, cuando se le propuso que resolviera
algunos problemas contextualizados que, segun él, los alumnos resolverian facilmente,
resulté que cometiod errores derivados de su inadecuada interpretacion del contexto del

problema.

1.2.22. El elevado numero de estudiantes reprobados. Diversas
investigaciones en diferentes paises han puesto de manifiesto el alto nimero de
estudiantes reprobados en las asignaturas del ciclo de ciencias bésicas en las carreras de
ingenieria, (Acevedo, Torres y Jiménez, 2015; Aguilar, de las Fuentes, Ifliguez y Rivera,
2018; Amado, Garcia, Brito, Sdnchez y Sagaste, 2014; Moran, 2012; Ocampo, Martinez,
de Las Fuentes y Zatarain, 2010; Tejada, Villabona y Ruiz, 2013), en particular en las
asignaturas de matematicas. Asi por ejemplo, en una investigacion realizada por Tejada,
Villabona y Ruiz (2013), se encontrd que en las asignaturas de ciencias basicas es donde
se presenta la mayor repeticion de los estudiantes, tanto por primera como por segunda
vez; y de éstas, es en los cursos de matematicas donde ocurre dicha problemética con
mayor frecuencia.

Las razones que intentan explicar este elevado ndmero de reprobacion son
diversas segun los diferentes autores y, de entrada, se puede hacer una primera
clasificacion entre factores intrinsecos y extrinsecos. La reprobacion de las asignaturas
de matematicas en los estudiantes de ingenieria, se debe a factores tanto intrinsecos tales

como, la dimensién emocional donde destacan las actitudes, emociones y motivaciones




de los estudiantes, habitos de estudio, estrategias de aprendizaje, tiempo libre, etc.; asi
como, extrinsecos tales como, la explicacion de los contenidos en clase, la organizacion
de los materiales, la actitud de los profesores, la organizacion y direccion de las escuelas
profesionales, factores socioeconomicos, integracion de los estudiantes a la vida
académica universitaria, la situacion economica de las familias de donde provienen los
estudiantes, entre otros (Buentello, Valenzuela y Juarez, 2013).

Algunos de estos factores, tanto extrinsecos como intrinsecos, se relacionan con
el problema de la transicion entre etapas educativas, nos referimos al choque que se
genera en el paso de la educacion secundaria a la educacion superior, lo cual implica una
mayor exigencia para los estudiantes que, ademas, en muchos casos, vienen con
insuficientes conocimientos previos sobre matematicas.

Por otra parte, hay que tener presente que algunas investigaciones sugieren que el
alto nimero de estudiantes reprobados no es debido tanto a la materia, sino a un contrato
didactico “perverso” que lo que busca es reducir el nimero de posibles profesionales para
mantener el estatus econdémico y social de la profesion (por ejemplo, en las clases se
explican unos contenidos determinados y en los exdmenes se preguntan contenidos no
explicados). De otro lado, hay que matizar entre universidades publicas y privadas, ya
que en estas ultimas la tendencia, en algunos casos, puede ser la de procurar reducir el

namero de reprobados para evitar la desercion estudiantil.

1.2.2.3. La presentacion de contenidos que después en la préactica no se
utilizan. Otro de los aspectos problematicos del ciclo basico consiste en la suposicion de
que se dan unos contenidos matematicos que después son usados por los estudiantes en
las otras asignaturas de las carreras y en la practica profesional. Esta suposicion colisiona
con el hecho de que los contenidos matematicos especificos de las ciencias basicas
muchas veces se organizan de acuerdo con la disciplina, lo cual conduce a formularse la
siguiente pregunta: ;Los conocimientos de matematicas que se ensefian en los primeros
cursos de la universidad son realmente aplicados en las materias posteriores de la carrera
y en la préactica profesional?

Para algunos autores la respuesta es que no (Pochulu, 2018), toda vez que algunos
estudios sobre el uso de matematicas en las otras asignaturas y en la practica profesional,

muestran que realmente se utilizan muy pocos contenidos de las asignaturas de ciencias




bésicas. Resultados que nos obligan a reflexionar y a repensar sobre los contenidos
matematicos en general, y de célculo diferencial, en particular, que se deben incluir en

los planes de estudios y los silabos de las carreras profesionales de ingenieria.

1.2.2.4. Cambios en la manera de ensefiar las matematicas - el enfoque actual
que enfatiza en una ensefianza que desarrolle competencias. La incorporacion del
enfoque de competencias en el aprendizaje en la educacion superior, se inicié en Europa
con la Declaracion de La Sorbona en 1998, y fue ratificada por la Declaracion de Bolonia
en 1999 con la creacién del Espacio Europeo de la Educacion Superior (EEES), conocido
como el Proceso de Bolonia que culminaria en el 2010 (L6pez et al., 2016). La adopcion
de las competencias en la educacion superior supone integrar y movilizar distintos tipos
de aprendizajes, tales como conocimientos, habilidades y actitudes, que permitan afrontar
situaciones y problemas en contextos determinados (Coll, 2007). Este enfoque de
competencias implica, pues, cambios significativos en los planes curriculares de
formacion, acarrea que el estudiante sea protagonista de su propio proceso formativo, asi
como también, conlleva cambios en la cultura y actualizacion profesional del docente
universitario.

Ahora bien, la Asociacion Iberoamericana de Instituciones de Ensefianza de la
Ingenieria (ASIBEI, 2016), de la que forma parte el Consejo Nacional de Facultades de
Ingenieria del Perd, concibe al antiguo paradigma de formacién de profesionales como
simple esquema de transferencia de conocimientos que el estudiante debe abstraer y
aplicar eficazmente. Sin embargo, la sociedad actual propone ver al egresado
universitario como un ser competente (con un conjunto de competencias), capaz de
ejercer su profesion en la realidad que lo rodea. La declaracion de Valparaiso (2013) de
la ASIBEI, sefiala que existe consenso para trabajar por competencias o integrar de
manera intencional las competencias en la formacion del ingeniero. En consecuencia,
formula 10 competencias genéricas de egreso del ingeniero iberoamericano, las cuales se
han clasificado en competencias tecnoldgicas, sociales, politicas y actitudinales.

En linea con esta tendencia, la ensefianza actual de los ingenieros se focaliza hacia
el desarrollo de competencias profesionales, lo cual implica que hay que ensefiar unas
matematicas de manera que los estudiantes sean competentes para usarlas en la resolucion

de problemas propios de cada carrera de ingenieria. No obstante, existen dudas




actualmente, de que esto se pueda conseguir ensefiando unas matematicas formalistas y
descontextualizadas, para que luego sean los futuros ingenieros quienes las apliquen a los
problemas de su profesion, o bien, con unas matematicas mecanicistas que se enfoquen a
la aplicacion de técnicas y formulas matematicas.

Ante la duda de que la mejor opcion sea ensefiar las matematicas antes de que los
estudiantes las necesiten (lo que se hace actualmente en el ciclo de ciencias basicas), se
han planteado diversas alternativas que proponen ensefiarlas en el momento que se
necesiten. Por ejemplo, organizar la ensefianza mediante la metodologia “Aprendizaje
Basado en Retos” tal y como se ha experimentado en el Instituto Tecnolégico de
Monterrey, México.

Los dilemas a los que se enfrentan los ciclos de ciencias basicas o estudios
generales en las carreras de ingenieria, han generado una agenda de investigacion sobre
la ensefianza de las matemaéticas en estos ciclos, y sobre sus posibles alternativas, tanto
en el Perd como a nivel internacional (por ejemplo, Gonzélez-Martin & Hernandes-
Gomes, 2020). Por esta razon, se han realizado diversas investigaciones sobre las
competencias y conocimientos de los profesores de matematicas en estos ciclos, y
también, sobre cdmo es la ensefianza de las matematicas en las asignaturas de estos ciclos.
Muchas de estas investigaciones se han focalizado sobre los contenidos del calculo
diferencial e integral, de las cuales daremos parte en las secciones siguientes.

1.2.3. El problema de la transicion entre etapas: la educacion secundaria y la

universitaria

El problema de la transicion entre la educacion secundaria y la universidad es un
problema complejo e importante (hay que conseguir aunar las expectativas del nivel que
debe exigir la universidad con las potencialidades y limitaciones que tienen los alumnos
cuando inician los estudios universitarios) y no hay férmula perfecta y univoca para
resolver con éxito la transicidn entre etapas. Se pueden dar algunos criterios, pero su
aplicacion exige un esfuerzo de adaptacion a la realidad concreta de cada universidad.

Se han explorado diferentes maneras de afrontar el problema de la transicion entre
la educacién secundaria y la etapa universitaria que se pueden resumir en las siguientes

lineas de actuacion: 1) sobre los conocimientos del alumno, 2) sobre aspectos




socioculturales, 3) sobre las matematicas que se ensefian, y 4) sobre la formacién del
profesorado que imparte clases en ambas etapas.

El primer tipo de actuacion, presupone que el problema fundamentalmente es de
los alumnos (falta de preparacion). Ante la evidencia de que los alumnos llegan con
carencia de los conocimientos previos y procedimientos basicos para abordar con éxito el
aprendizaje de las materias de la universidad, se adopta como solucion, primero, la
superacion de un examen de entrada llamado generalmente examen de admision (en el
caso peruano, en muchas universidades privadas de rango medio y bajo es simplemente
un mero trdmite administrativo, toda vez que no mide nada, sino que el objetivo es captar
al estudiante); y una vez que ya han sido admitidos, la oferta de cursos iniciales de
nivelacion (llamados también ciclo cero, una especie de preparacion previa al inicio de la
carrera profesional) en los que los estudiantes deben aprender los conocimientos previos
necesarios, - que no fueron aprendidos o ensefiados durante la educacion secundaria, -
antes de empezar los estudios de la carrera en la universidad.

El segundo tipo de actuacion, parte del hecho de que los centros o colegios de
educacion secundaria y la universidad son instituciones con normas muy diferentes. Por
tanto, los alumnos que ingresan en la universidad se tienen que adaptar rdpidamente a
normas muy diferentes a las que estan acostumbrados (mayor autonomia en los estudios,
contrato didactico diferente, en algunos casos, ademas, implica un cambio de residencia,
cambio de regién geogréafica, migracion del campo a la ciudad, entre otros). Ante esta
problematica, la solucion que suelen dar las universidades pasa por poner énfasis en la
orientacion tutorial, en técnicas de aprendizaje para aumentar la autonomia de los
estudiantes, implementacién de algun curso de metodologia del estudio universitario, etc.

El tercer tipo de actuacidn, parte del hecho de que las matematicas que se imparten
en la universidad son muy diferentes a aquellas que se ensefian en la educacion secundaria
(son mas mostrativas que demostrativas), y propone comenzar la nueva etapa con unas
matematicas que reduzcan la brecha con las de la etapa anterior (por ejemplo, unas
matematicas realistas a partir de problemas contextualizados).

El cuarto tipo de actuacion, se orienta a desarrollar las competencias del
profesorado para tratar mas adecuadamente el problema de la transicion entre etapas
educativas. En el caso del sistema universitario peruano, la mayoria de profesores

universitarios tanto de ciencias como de ingenieria, por lo general, no poseen una




formacion en docencia, por lo que desconocen de enfoques didacticos, técnicas y
metodologias para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la educacion
superior; pueden tener cierta expertiz en su carrera profesional como ingenieros o en
ciencias, sin embargo ello no garantiza que desarrollen procesos de ensefianza y

aprendizaje con un grado de idoneidad didactica aceptable.

1.2.4. Situacién actual de la ensefianza y aprendizaje del calculo diferencial en
el ciclo de ciencias basicas en ingenieria

En nuestra opinion, el concepto que sustenta el calculo diferencial es el concepto
de “la derivada” de una funcién, pero junto con él vienen asociados los conceptos de
funcién, limite de una funcién y continuidad de una funcion. Con base en la experiencia
en la docencia universitaria, podemos observar que en el caso del Perd, el proceso de
ensefianza y aprendizaje del célculo diferencial en las carreras de ingenieria presenta
maultiples dificultades para su aprendizaje por parte de los estudiantes.

Estas dificultades se deben a diversos factores, entre los cuales destacan: 1) La
falta de conocimientos previos de los estudiantes, toda vez que en la etapa de la secundaria
éstos no llegan a estudiar las nociones de calculo diferencial, aunque pueden llegar a tener
un cierto dominio de las operaciones algebraicas que facilite el aprendizaje de las técnicas
de derivacion a nivel universitario; 2) La forma o el enfoque con el que los docentes
ensefian la asignatura de calculo diferencial en ingenieria; 3) El uso de recursos
tecnoldgicos en la ensefianza de las matematicas a nivel universitario; y, 4) La falta de
conocimientos y competencias didactico-matematicas del docente que ensefia calculo

diferencial e integral en las carreras de ingenieria; entre otros factores.

1.2.4.1. Dificultades relacionadas con la falta de conocimientos previos de los
estudiantes para el aprendizaje del calculo y con otras causas. La falta de
conocimientos previos es una causa de las dificultades de los alumnos universitarios con
las nociones del calculo diferencial que no es especifica de los estudiantes de ciencias
basicas de ingenieria. Provenientes, en parte de la transicion entre la secundaria a la
universidad, las dificultades emergen en el inicio de la ensefianza del célculo por la falta
de conocimientos previos para afrontar el paso a un pensamiento matematico mas

avanzado y por el encuentro con la complejidad de las nociones clave del calculo




(funciones, limites, continuidad, derivadas, etc.); pero no solo por este aspecto ya que en
algunos casos la falta de conocimientos previos del alumno esta relacionada con una
ensefianza errénea en la secundaria (por ejemplo, en Rodriguez-Nieto, Rodriguez-
Véazquez & Garcia-Garcia, 2021, se comenta el caso de un estudiante al que le ensefiaron
que la derivada es la recta tangente).

La investigacion sobre las dificultades de los estudiantes con las nociones clave
del céalculo diferencial es amplia y no todas se explican por falta de conocimientos
previos. Asi por ejemplo: a) Berry and Nyman (2003) y Ubuz (2007) reportan que los
estudiantes tienen dificultades para conectar la representacion gréfica de la funcion y la
de su derivada; b) dificultades para hacer la interpretacion geométrica de la derivada
(Ferrini-Mundy & Graham, 1991; Ubuz, 2001); c) dificultades para identificar la funcion
derivada con la derivada en un punto (Amit & Vinner, 1990; Badillo, 2003; Orton, 1983;
Ozkan & Unal, 2009; Ubuz, 2007); d) dificultades para relacionar tanto el crecimiento
como el decrecimiento de la funcién f vy el signo de f' y f" (Fuentealba, Badillo,
Sanchez-Matamoros & Carcamo, 2018); entre otras.

Una de las dificultades recurrentes es identificar la funcion derivada con la
derivada en un punto. Con relacion a este aspecto, Badillo (2003) estudia el problema
didactico de las componentes del conocimiento profesional del profesor de matematicas
sobre el concepto de la velocidad y la derivada, con profesores en formacion en Colombia.
Encuentra que éstos confunden los objetos matematicos f'(x) y f'(a), y que presentan

dificultades en la comprension y manejo de la simbologia del célculo diferencial, tales
como Z—z, dx, dy, Ax,Ay, 8x, 8y, entre otros simbolos.

Otra de las dificultades mas relevantes estd relacionada con el transito entre
registros de representacion e incluso en el mismo registro, por ejemplo, en el registro
grafico cuando se da la informacién sobre la funcion y sobre su derivada. De igual
manera, se han encontrado dificultades para traducir la informacion de un lenguaje
(simbdlico, geométrico o extramatematico) a otro, en la resolucion de problemas.
(Artigue, 1995).

Por su parte, Tall (1994) afirma que los estudiantes universitarios muestran
dificultades para relacionar la representacion analitica con la grafica de la derivada de una
funcién, debido a que éstos no hacen la conexion entre el pensamiento analitico y el

visual. Precisa que la visualizacion puede asumir un papel muy importante en la




percepcion global del concepto de derivada, asi como en la comprensién de relaciones
matematicas que esta nocion trae consigo.

Ademas, Tall (1996) considera como dificultades en la ensefianza y aprendizaje
del célculo aquellas vinculadas al estudio de las funciones, a la nocion de limite, al uso
de notaciones como la de Leibniz, a los procesos infinitos en derivadas e integrales, asi
como relacionadas al uso y seleccion de diferentes representaciones. Este autor también
sostiene que el aprendizaje del calculo diferencial se da, basicamente, entre dos mundos
matematicos del pensamiento del individuo: el mundo de los conceptos personificados
(la percepcion del mundo fisico y mental de significados) y el mundo proceptual
simbdlico (el uso de simbolos para manipular y calcular).

A su turno Trigueros (2005), hace una investigacion sobre la integracion de
conceptos en el calculo diferencial bajo el marco de la teoria APOS, en el que presenta a
los estudiantes que se encuentran en transicion entre la secundaria y la universidad, el
siguiente problema para que sea trabajado por ellos:

Dibuja la grafica de una funcion que satisface las siguientes condiciones:

h es continua

h(0)=2, hK'(-2)=h@B)= 0y }ci—% h'(x) = oo

h'(x) >0 cuando —4 < x < —2,cuando —2<x <0 ycuando 0 < x <3

h'(x) < 0 cuando x < —4 ycuando x > 3

h'"(x) < 0 cuando x < —4,cuando —4 <x < —2 ycuando 0 <x <5

h'"(x) >0 cuando —2 <x < 0 ycuando x > 5

fmhG)= oy limhG)= -2

¢La funcion que encontraste es la Unica que cumple con las condiciones dadas por

el problema? ¢ Qué sucede con la gréfica de esta funcion si quitamos la condicion

de continuidad? (Trigueros, 2005, p. 19).

Entre los resultados mas importantes obtenidos del estudio, destacan: 1) Los
estudiantes mostraron serias dificultades de interpretacion de la segunda derivada de la
funcién y su relacion con la grafica; 2) Los puntos de inflexion de la funcién y su relacion
con la gréfica son muy dificiles para los estudiantes; 3) La relacion entre los conceptos
de continuidad y diferenciabilidad es practicamente nula en la mayoria de estudiantes; 4)
Algunos estudiantes no integran propiedades y trabajan Gnicamente con la primera




derivada, pero aun asi, tienen dificultades al relacionarla con los intervalos en el dominio
de la funcion; 5) Otros, trabajaron sélo con la informacién de la segunda derivada y no
fueron capaces de explicar el comportamiento de la funcion con la primera derivada; 6)
La existencia de puntos donde la derivada no esta definida pero la funcion si lo estd,
genera una fuerte confusion en los estudiantes; 7) Los estudiantes tienen dificultades con
la uniodn e interseccion de intervalos. El estudio muestra que el significado geométrico de
la segunda derivada va mas alla de la concavidad y que los estudiantes memorizan la
concavidad y convexidad.

A su vez, Winslgw (2007) investiga sobre la naturaleza de los obstaculos para el
aprendizaje del céalculo diferencial en el primer curso universitario, utilizando las
representaciones semioticas bajo la teoria de situaciones didacticas y la teoria
antropoldgica de lo didactico, en aras de responder a cuestiones como: mas alla de la
transicion secundaria-universidad, ¢en qué consiste este salto y estos obstaculos dificiles
de superar? Dicho autor encuentra dos rupturas profundas u obstaculos en el paso del
analisis concreto al analisis moderno, vinculados a: la falta de estrategias de rutina para
la organizacion de los tratamientos que dan el resultado deseado, y la falta de
representaciones no discursivas en la propiedad para comprobar (los objetos y sus
propiedades tienen una Unica forma de representacion sin rutinas de tipo algoritmico).

Artigue (1995) refiere también, que para hacer frente a estas dificultades y
problemas en torno a la ensefianza y aprendizaje de nociones como la de la derivada, se
implemento en Estados Unidos a partir de 1992 la denominada Reforma del calculo, que
se extendid por varios paises, e introdujo una nocién mas intuitiva, experimental y con
acceso a las tecnologias en el calculo; dicha reforma tuvo como ventajas un analisis mas
accesible del calculo, estudiantes en contacto con problemas de optimizacion y
aproximacion, mayor importancia al lenguaje numérico y gréafico, y uso de calculadoras
graficas. Asimismo, Artigue (2003) con base en investigaciones y evidencias previas,
sostiene que el célculo es percibido como un area que constituye la principal fuente de
fracaso de los estudiantes universitarios, por lo que el aprendizaje matematico debe
considerarse como un proceso que necesariamente incluye discontinuidades.

Actualmente, en la ensefianza en educacion secundaria, la mayoria de los paises,
sobre todo en Latinoamérica entre los que incluye al Pert, no han introducido el calculo

diferencial formalmente en sus disefios curriculares en los Gltimos grados de este nivel.




En el caso particular del Perd, el Ministerio de Educacion (2017) organiza los vigentes
planes de estudio de la educacion bésica regular (educacion inicial, primaria y secundaria)
por areas curriculares, donde para el area curricular de matematica incluye cuatro
competencias, cada una a su vez dividida en cuatro capacidades. Estas competencias son:
“1) Resuelve problemas de cantidad; 2) Resuelve problemas de regularidad, equivalencia
y cambio; 3) Resuelve problemas de movimiento, forma y localizacién; y, 4) Resuelve
problemas de gestion de datos e incertidumbre” (Curriculo Nacional, 2017, p. 163).

Luego de hacer una revision de estas competencias y capacidades que se trabajan
actualmente en el area de matemaética en la educacion secundaria publica y privada
peruana, se encuentra que la primera competencia desarrolla los contenidos aritméticos;
la segunda, desarrolla los contenidos algebraicos; la tercera, trata sobre los contenidos de
geometria en el plano, en el espacio, geometria analitica y trigonometria; en tanto que la
cuarta competencia, aborda contenidos de probabilidad, estadistica descriptiva y toma de
decisiones. Al revisar de manera minuciosa la segunda competencia y sus cuatro
capacidades relativas a los contenidos algebraicos, se determina que incluye ecuaciones,
inecuaciones, etc.; y de célculo diferencial solamente se abordan las funciones
elementales y sus gréaficas respectivas. Por lo tanto, se concluye que el curriculo nacional
de la educacion basica peruana (secundaria) no contempla, en sus planes de estudios, las
nociones de limites, continuidad de una funcién, y tampoco derivada de una funcion.

Ahora bien, en aquellos paises que si han introducido el calculo diferencial en su
educacion basica, la ensefianza esta basada en una concepcién intuitiva de limite sobre
exploraciones numéricas, gréficas, y en el uso y abuso de reglas, formulas y técnicas
algebraicas. Sin embargo, en el nivel universitario los estudiantes transitan hacia
aproximaciones mas formalistas (por ejemplo, reconstruir el significado de igualdad y
comprender que viene dada a partir de aproximaciones como en el limite o la derivada)
lo cual representa una brecha muy grande a nivel conceptual y técnico, produciéndose
efectos draméticos para los estudiantes en el paso de la educacion secundaria a la
universidad (Artigue, 2003).

1.2.4.2. Enfoque docente en la ensefianza del calculo diferencial en las
carreras de ingenieria. Si bien se observa la tendencia a incorporar una ensefianza del

calculo menos formal tal es el caso de las propuestas innovadoras como las que se




proponen en Camarena (2013) y Rodriguez (2017), podemos decir a partir de la revision
de la literatura que en la docencia universitaria, actualmente, aun es dominante una
ensefianza netamente algoritmica de aprendizaje de formulas, mecanicista y rutinaria, o
bien, una ensefianza muy rigurosa y formalista, de manera tal que se deja de lado la
comprension significativa del concepto de derivada y sus aplicaciones inmediatas, que
permitan al futuro ingeniero resolver problemas de su desempefio profesional. Y que con
base en la experiencia, la realidad peruana no es ajena a esta problematica en las
facultades de ingenieria.

El dominio de estas dos tendencias lleva a que la ensefianza del calculo diferencial
siga normalmente un orden légico: teoria de conjuntos, funciones reales, limite de
funciones, continuidad de funciones, derivada de una funcién, y aplicaciones de la
derivada, que no es el orden en el que ha evolucionado histéricamente el calculo; lo cual
no le permite al estudiante comprender que las matematicas tienen un estatus de actividad
cultural inseparable de las otras actividades y préacticas humanas.

En esta linea de incorporar esta otra manera de ensefiar el calculo hay numerosas
experiencias, entre ellas, queremos destacar la sugerida en Artigue (1995). Esta
investigadora propone elaborar dispositivos de ingenieria didactica que permitan manejar
secuencias de ensefianza en el ciclo basico de la universidad, o bien, retomar después
aquellos aprendizajes que se valoraban como inadecuados. Los resultados obtenidos por
esta autora en la experimentacidn para comprender el sistema de ensefianza, dieron cuenta
que los procedimientos diferenciales intervenian en el ciclo basico universitario en dos
sentidos: 1) como una aproximacion puramente local (calculo de errores, estudio local de
funciones, curvas, superficies), y 2) como una aproximacion lineal en el paso de lo local
a lo global (definicion de magnitudes fisicas y geométricas, leyes de variacion, de
determinacion). No obstante, en la practica, el campo de las aproximaciones es opacado
por teoremas muy potentes que permiten algebrizar rapidamente el funcionamiento del
calculo diferencial e integral.

Por su parte, Trigueros (2005) con base en los resultados encontrados en su
estudio empirico sobre célculo diferencial, sugiere a los docentes de matematicas poner
mucha atencion a la ensefianza de la funcion derivada y a su relacion con el
comportamiento de las funciones, sobre todo, trabajar con diferentes propiedades de la

funciény su incidencia en la subdivisién de los intervalos de su dominio. Refiere también,




que es necesario brindar a los estudiantes la oportunidad de trabajar con funciones en
distintos contextos de representacion en aras de consolidar las relaciones entre conceptos.
Ademas, afirma que se debe abordar con cuidado las implicaciones graficas de la segunda
derivada y su relacion con la primera derivada; asi como, indica que es fundamental en la
clase introducir de manera paulatina cada uno de los conceptos analizando sus
propiedades analitica y graficamente, con el objeto de consolidar los conceptos de

derivada en los estudiantes.

1.2.4.3. Uso de recursos tecnoldgicos en la ensefianza de las matematicas a
nivel universitario. Si bien hay una tendencia generalizada a incorporar las nuevas
tecnologias en la ensefianza de las matematicas en las ciencias basicas, se observa aln
gue en muchos casos no se hace uso o no se implementa de manera generalizada y amplia
los programas informaticos (software matematico) para ayudar a los estudiantes a
entender intuitivamente los conceptos del calculo, ya sea por razones de limitaciones en
cuanto a infraestructura y disponibilidad de ambientes informaticos, por no estar
contemplado en los silabos, 0 porque la mayoria de docentes prefieren implementar una
ensefianza en la pizarra.

La revision de la literatura muestra que, en el caso del célculo, si se usan
adecuadamente las tecnologias informaticas (software) éstas pueden ser cruciales en la
promocion de conexiones entre representaciones semioéticas, graficas, numéricas y
simbolicas. No obstante, en muchas regiones aun no se le ha dado la importancia debida
a la ensefianza de las matematicas y del calculo diferencial, asistida por la tecnologia, de
manera que pueda ayudar a revelar el caracter funcional y la aplicabilidad de la
matematica en el desempefio profesional (Artigue, 2003).

El uso de las nuevas tecnologias como las calculadoras y los ordenadores en la
ensefianza de las matematicas es de gran utilidad, toda vez que minimizan los efectos no
deseados de la falta de madurez en el calculo algebraico por parte de los estudiantes; la
visualizacion sirve para transmitir a los estudiantes una imagen de las matematicas como
ciencia que incorpora la observacion, la experimentacion y el descubrimiento; asi como,
el uso de las tecnologias pueden contribuir a mejorar la significatividad del aprendizaje
de los estudiantes (Lucas, 2015).




Por su parte, Cantoral y Montiel (2003) sostienen que la manipulacién de un

dispositivo tecnoldgico puede favorecer la relacion entre representaciones en un escenario
de significados asociado a un concepto matematico especifico; asi por ejemplo, puede
mostrar a los estudiantes ciertas aplicaciones de la derivada como calcular la velocidad
de un cuerpo en movimiento.

Asimismo, Tellechea y Robles (2008) destacan la importancia de introducir las
nociones matematicas, no en términos estructurales, sino mas bien a traves de recursos
gréficos para lograr el progreso en el aprendizaje del estudiante en la medida que el
software lo permita.

En relacion a la falta de conocimientos y competencias didactico-matemaéticas del
docente para una ensefianza idonea del calculo en ingenieria, por la importancia y
extension gque esta tematica conlleva hoy en dia, se expone a continuacion en la siguiente

seccion de esta memoria.



1.3. Sobre los conocimientos y competencias didactico-matematicas del

profesor de matematicas

En la presente seccion presentamos la revision de la literatura sobre los
conocimientos y competencias que debe poseer el profesor que ensefia matematicas en
general, y en particular, aquel profesor que ensefia calculo diferencial y/o integral en el
ciclo béasico de las facultades de ingenieria.

En esa linea, Shulman (1986) considera al Conocimiento del contenido
pedagogico (PCK) como aquel conocimiento que va mas alla de la materia ya que es el
conocimiento de la materia para la ensefianza, por lo que propone tres categorias para el
conocimiento del profesor: conocimiento del contenido, conocimiento pedagdgico del
contenido y conocimiento curricular. Luego, Shulman (1987) amplia a siete las categorias
del conocimiento base del profesor, siendo estas: conocimiento del contenido,
conocimiento pedagdgico general, conocimiento curricular, conocimiento pedagogico del
contenido, conocimiento de los estudiantes, conocimiento de los contextos educativos, y
conocimiento de los fines, propdésitos y valores de la educacion.

De otro lado, Grossman (1990) formula un modelo del Conocimiento del profesor
estructurado con cuatro componentes, estos son: conocimiento pedagdgico general,
conocimiento del contenido, conocimiento pedagogico del contenido, y conocimiento del
contexto.

Por su parte, Ball et al. (2008) con base en la propuesta de Shulman, formulan el
modelo del Conocimiento matematico para la ensefianza (MKT — Mathematical
Knowledge for Teaching) conformado por dos grandes categorias: 1) El conocimiento
del contenido (cuyas subcategorias son el conocimiento comun del contenido, el
conocimiento especializado del contenido, y el conocimiento en el horizonte
matematico); y, 2) El conocimiento pedagdgico del contenido (integrado por el
conocimiento del contenido y los estudiantes, el conocimiento del contenido y la
ensefianza, y el conocimiento del curriculo).

Tal y como se aprecia en la Figura 1.1 el conocimiento comun del contenido,
incluye conocimientos y competencias que permiten al profesor resolver con éxito
problemas matematicos; el conocimiento especializado del contenido, abarca toda una
red de conocimientos y habilidades para la ensefianza; el conocimiento en el horizonte

matematico, esta vinculado a la toma de conciencia del paisaje matematico sobre la base




de la experiencia y la instruccion; el conocimiento del contenido y de los estudiantes, es
aquel conocimiento ligado a la forma como los estudiantes aprenden, piensan y conocen;
el conocimiento del contenido y la ensefianza, relaciona la comprensién matematica
especifica con la comprension de aspectos pedagogicos presentes en el aprendizaje de los

estudiantes.

Figura 1.1

Mapa de domino del conocimiento matematico para la ensefianza (MKT)

|
I
|
Subject Matter Knowledge | Pedagogical Content Knowledge
|

..—-""'""_—-_—\

Common Knowledge of
Content Content and
Knowledge | gpecialized | Students (KCS)

(CCK) Content Knowledge
of
Knowledge Kn(osl.:g?age Knowledge of curriculum
at the Content and
mathematical Teaching
horizon (KCT)

\-.__________//

Nota: Extraida de Hill, Ball and Schilling (2008, p. 377).

Por otra parte, el modelo de Conocimiento especializado del profesor de
matematicas (MTSK) desarrollado por un grupo de investigacion de la Universidad de
Huelva-Espafia, es un modelo que surge sobre la base del modelo MKT, postula que todo
el conocimiento del profesor es especializado, y formula para cada categoria del MKT
tres subcategorias (Escudero et al., 2015). Es decir: 1) Conocimiento matematico
(conocimiento de los topicos, conocimiento de la estructura de las matematicas, y
conocimiento de las practicas matematicas); y, 2) Conocimiento pedagogico del
contenido (conocimiento de la ensefianza de las matematicas, conocimiento de las
caracteristicas de aprendizaje de las matematicas, y conocimiento de los estandares de

aprendizaje de las matematicas).




A su vez, Godino y colaboradores, desde el EOS, proponen un modelo que
permite analizar de manera detallada los tipos de conocimientos que se ponen en juego
en el proceso de instruccién de las matematicas (Breda, Font y Pino-Fan, 2018; Burgos
et al., 2017; Giacomone, 2018; Godino, 2009; Pino-Fan y Godino, 2015; Pino-Fan,
Godino y Font, 2018). Se trata del modelo de Conocimiento Didactico-Matematico del
profesor (CDM) estructurado en tres dimensiones: dimensién matematica; dimension
didactica; y dimension meta didactico-matematica.

Una de las perspectivas de desarrollo de dicho modelo ha sido el encaje de la
nocion de conocimiento con la nocion de competencia. Ademas, en el marco del EOS, se
han realizado investigaciones sobre las competencias del profesor de matemaéticas (Font,
Breda y Sala, 2015; Giacomone, Godino y Beltran-Pellicer, 2018; Pochulu, Font y
Rodriguez, 2016; Rubio, 2012; Seckel, 2016; Seckel y Font, 2015) las cuales han
mostrado la necesidad de contar con un modelo de conocimientos del profesor para poder
evaluar y desarrollar sus competencias. Estas dos agendas de investigacion han confluido
generando el modelo Ilamado Conocimientos y Competencias Didactico-Matematicas del
profesor de matematicas (modelo CCDM) (Breda, Pino-Fan y Font, 2017; Godino,
Giacomone, Batanero y Font, 2017; Pino-Fan, Font y Breda, 2017).

Si bien los participantes de la investigacion de Rubio (2012) no eran profesores
de ingenieria del Perd, sino profesores de secundaria peruanos, consideramos relevantes
el resultado de su investigacion. En ella se traza como objetivo, entre otros, determinar el
nivel de competencia que manifiestan los profesores en la evaluacion de las competencias
matematicas (propuestas en PISA 2003) de sus alumnos. Este estudio lo desarrolla bajo
los cinco niveles del EOS y con profesores de secundaria en el Per, encontrando como
resultados, entre otros, los siguientes: los profesores participantes no coincidieron en las
nociones de las competencias matematicas; los profesores mostraron muchas dificultades
para aplicar las matematicas a contextos extramatematicos, ademéas manifestaron no estar
preparados para evaluar competencias matematicas.

Dicha autora concluye que, para poder evaluar competencias matematicas, el
profesor debe tener competencia matematica y también competencia en el analisis de la
actividad matematica, una subcompetencia de la competencia de anélisis e intervencion

didactica.




Estas dos competencias después se han considerado las dos competencias clave
del modelo CCDM. El desarrollo pormenorizado del modelo CCDM del profesor de
matematicas, se presenta en el capitulo 2 de esta memoria.

Por otra parte, se han realizado diversas investigaciones sobre las competencias y
conocimientos de los profesores de matematicas en el ciclo basico de las ingenierias
(Arana, Ibarra'y Font, 2020) y también sobre como es la ensefianza de las matemaéticas, y
del célculo diferencial e integral, en estos ciclos (Camarena, 2013; Cooper, Levi Gamlieli,
Koichu, Karsenty & Pinto, 2020; Juarez Ramirez, Chamoso Sanchez y Gonzalez
Astudillo, 2020; Rodriguez Gallegos, 2017). Por esto, existen diversas lineas de
investigacion que permiten inferir los conocimientos y competencias del profesor con
base en el analisis de sus practicas docentes y de sus reflexiones sobre estas.

Pepin, Gueudet y Trouche (2017) afirman que las consideraciones implicitas y
tacitas del profesor en la seleccidn, secuenciaciéon e implementacion de secuencias de
tareas nos informan de los criterios que orientan su practica e inciden en lo que Ilaman
capacidad de disefio pedagogico, la cual, por otra parte, puede crecer a través de la
reflexion en la accién (Schon, 1983).

Asimismo, Carlos-Guzmén (2018) desarrolla una investigacién con profesores de
carreras de ingenieria usando entrevistas en profundidad disefiadas a partir del marco
tedrico tomado como referente (las nociones de docencia efectiva y buenas préacticas para
la ensefianza), donde se propone identificar las cualidades y formas de ensefiar de un
grupo de profesores que, a priori, se consideré que realizaban buenas précticas de
ensefianza, con el objetivo de que los criterios que orientaban su practica permitiesen
delinear sugerencias para la formacion docente.

Las investigaciones antes descritas nos muestran la necesidad de profundizar en
el analisis y desarrollo de competencias especializadas y conocimientos didactico
matematicos que debe conocer y dominar el profesor de matematicas, y en particular, el
profesor de célculo diferencial, asi como también el profesor que ensefia a alumnos que
se encuentran en el paso entre la secundaria y la universidad. Esta problematica se vincula
directamente con el problema general que nos proponemos responder en esta
investigacion: ¢Cuales son los criterios que orientan la practica del profesor en el Peru
para explicar matematicas en un curso de ciencias basicas en carreras de ingenieria? El

caso de la derivada y sus aplicaciones, como contexto de reflexion.




En consecuencia, nuestro foco de atencién es, sobre todo, el analisis de los

diferentes criterios o pautas que orientan la préctica docente de aquellos profesores que
se encuentran ensefiando, actualmente, en el ciclo de ciencias basicas de las facultades de
ingenieria, y que disefian e implementan sesiones de clases de calculo diferencial, en

particular, de la derivada y sus aplicaciones.



1.4. Breve resefa historica del calculo diferencial

En esta seccion realizaremos un breve recorrido historico de como se ha ido
construyendo el edificio denominado calculo infinitesimal (diferencial e integral), desde
sus origenes hasta la forma en como se conoce y estudia hoy en dia, el tipo de fendmenos
y situaciones de la vida cotidiana que se resuelven con sus aplicaciones en diferentes
campos del conocimiento, y en particular en la ingenieria.

Desde la genesis, el calculo diferencial ha estado ligado como dos caras de una
misma moneda al célculo integral, y juntos conforman un cuerpo abstracto de conceptos
fundamentales Utiles para diversas ciencias: el calculo infinitesimal. Es por esa razon que
necesariamente tenemos que, en ocasiones, referirnos a ambos tipos de célculo. El calculo
infinitesimal es una de las grandes creaciones del pensamiento cientifico donde se aborda
desde la matematica el problema del infinito; el célculo infinitesimal es pues un
instrumento de célculo por excelencia, razén por la cual se han publicado diversas
investigaciones sobre sus origenes y desarrollo en el tiempo (Arean-Alvarez, 2016 y
2017; Boyer, 1996 y 2007; Duran, 1996 y 2006; Gonzalez, 1992, 2008, 2012 y 2017;
Hawking, 2007, 2010a y 2010b; Martin-Suéarez, 2008; Merzbach & Boyer, 2011; Pino-
Fan, 2013; Simson, MDCCLXXIV; Westfall, 2006; entre otros).

A continuacidn, revisaremos de manera concreta los aportes hacia el calculo por
parte de las matematicas del mundo griego, pasando por la edad media, la etapa empirica
del célculo, su invencion (y polémica) por Isaac Newton y por Gottfried Wilhelm Leibniz,
hasta quedar en una especie de producto final, tal y como lo conocemos en nuestros dias;
desde Euclides, Apolonio, Arquimedes, Oresme, Kepler, Cavalieri, Torricelli, Fermat,
Pascal, Roberval, Wallis, Barrow, hasta Newton, Leibniz, Lagrange, Bernoulli, Cauchy,

Bolzano, Weierstrass, entre otros.

1.4.1. Aportaciones de la matematica griega al calculo diferencial
Aproximadamente entre los siglos V y Il a. C., tuvo lugar la denominada Edad de
Oro de la matematica griega con las obras de los grandes matematicos que sentaron las
bases de todo el edificio de las matematicas, entre otros, Pitagoras, Euclides, Arquimedes
y Apolonio. Aungue no se sabe quién fue el que introdujo la nocion de recta tangente, los
matematicos griegos sabian como trazar tangentes a diferentes curvas, toda vez que

poseian un concepto de tangencia de tipo geométrico y estatico.




Ante todo, Euclides considerado el primer gran matemético de la geometria
griega, basdndose en los trabajos de Platon y Aristdteles compild, organizo y sistematizd,
originalmente, trece libros en lo que hoy se les conoce como Los Elementos. Luego de
hacer una revision sobre el contenido de Los Elementos de Euclides, notamos que el Libro
I11 contiene 11 definiciones sobre la geometria de la circunferencia, donde hace referencia
a la recta tangente (Hawking, 2010b; Pla i Carrera, 2012; Simson, MDCCLXXIV).

Definicidon I1: Se dice que una recta es tangente de un circulo, cuando lo toca, pero

prolongada no lo corta.

Definicion I1l: Dicese que dos circulos son tangentes, cuando tocandose no se

cortan.

Proposicion XVI: La recta perpendicular al diametro de un circulo en su extremo,

cae fuera del circulo, y entre ella y la circunferencia no se puede tirar otra recta; o

lo que es lo mismo, la circunferencia del circulo pasa entre la perpendicular, y otra

recta, que con el diametro forma un angulo agudo, tan grande como se quiera; o

la que forma con la perpendicular un angulo, por pequefio que sea.

Proposicion XVII: Desde un punto dado fuera de un circulo dado, o en su

circunferencia trazarle una tangente.

Proposicion XVIII: Si una recta toca a un circulo, y del centro al punto de contacto

se traza otra recta (radio), ésta seré perpendicular a la tangente.

(Simson, MDCCLXXIV, pp. 59-76)

Luego en el Libro IV que contiene siete definiciones, Euclides, presenta la
construccion, con regla y compas, de los poligonos regulares tales como: triangulo
equilatero (también en el Libro I, proposicion 1), cuadrado (proposiciones 6 y 7),
pentagono (proposicién 11), hexagono (proposicion 15), y pentadecagono (proposicion
16); donde vuelve a usar, implicitamente, las nociones de circunferencias y rectas
tangentes.

Del mismo modo, Arquimedes amplié el patrimonio matematico heleno y es
considerado el segundo gran matematico de la geometria griega, su brillante obra se
orientd a la geometria de la medida, introduciendo la nocion de “infinitésimo”, destaco
en matematicas, fisica, astronomia, ingenieria, en cuestiones militares y politicas. Segun

lo sefialado por Hawking (2007), “Los trabajos matematicos de Arquimedes se dividen




en tres grupos. 1) Los relacionados con &reas y solidos circunscritos por curvas y
superficies: Sobre la esfera y el cilindro, Medida del circulo, y el Método; 2) Aquellos
que analizan geométricamente problemas sobre estatica e hidrostatica; y 3) Obras
miscelaneas que enfatizan en el hecho de contar: El arenario” (p. 121).

Por su parte, Fernandez (2017) y Gonzélez (2012), sostienen que la obra de
Arquimedes representa un sélido punto de partida tanto para la configuracion de la nueva
fisica como para la invencidn del célculo infinitesimal, entre las que destacan: Sobre la
esfera y el cilindro; Sobre la medida del circulo; Sobre conoides y esferoides; Sobre las
espirales; Sobre el equilibrio de los planos; Sobre la cuadratura de la parabola; Sobre
los cuerpos flotantes; EI método sobre los teoremas mecéanicos.

Luego de hacer una revisién exhaustiva de las obras de Arquimedes, vemos que
en cuanto al calculo infinitesimal se dedico, sobre todo, a cuestiones de calculo de areas
y por esa razon hoy en dia se considera que fue quien sent6 los fundamentos para el
nacimiento del célculo integral, por lo que el mismo Ruffini, afirmara: “Arquimedes
anticipa nuestro Calculo Integral, tanto en el tiempo como en la seguridad de los
procedimientos y en la genialidad de los artificios no superados por los precursores del
siglo XVII”. Sin embargo, se dice que su memoria sobre Las Espirales es el tratado méas
antiguo sobre célculo diferencial, toda vez que, Arquimedes, enfatiz6 en la determinacién
de las tangentes, donde escribid:

Si una recta es tangente a la espiral en su extremo obtenido en altimo lugar, y si,

sobre la recta que ha girado y vuelto a su lugar, se alza en su extremo fijo una

perpendicular hasta que se encuentre con la tangente, digo que la recta asi llevada
hasta ese encuentro es igual a la circunferencia del [primer] circulo. (Gonzélez,

2012, p. 67)

De igual manera, en el siglo Il a.C., Apolonio de Perga fue el tercer gran
matematico de la edad de oro de la geometria griega, en su obra cumbre Las Coénicas,
bautizo a las secciones conicas con el nombre que las conocemos hoy en dia, introdujo
sus elementos esenciales: ejes, didmetros, tangentes, asintotas, segmentos maximos y
minimos; definid la tangente a una seccion conica y procedié a determinarla en cada caso
(Gonzalez, 2017). Ensu Libro | de Las Cdénicas, Apolonio uso un didmetro y una tangente

como equivalente de un sistema de coordenadas oblicuas; demostrd que si se traza una




recta por un extremo de un didmetro de una elipse o hipérbola, paralela a su didmetro
conjugado, entonces dicha recta es tangente a la conica.
Teorema 34: Si desde un punto P de una elipse o una hipérbola se traza la ordenada

PN sobre el diametro RS, y se considera el punto ] # N sobre RS, tal que:
JR NR

JS ~ NS
Entonces, la recta PJ es tangente a la curva dada tal como se aprecia en la Figura
1.2. (Gonzélez, 2017, p. 74)

Figura 1.2

Tangente a una hipérbola o elipse, segun Apolonio

Nota: Extraida de Gonzélez (2017, p. 74).

En el Libro I, estudia las asintotas de la hipérbola, y el problema de trazar una
tangente que forme un angulo con el diametro que pasa por el punto de contacto. En el
libro 111 aborda, entre otros, las propiedades de triangulos y cuadrilateros determinados
por tangentes y otras propiedades de las tangentes. En su Libro IV presenta un método de
trazar dos tangentes a una conica desde un punto. Por su parte en el Libro V estudia
maximos y minimos pero de los segmentos, es decir, las rectas normales a una conica.

Segun Pappus, en una de sus obras perdidas Los Contactos, se aborda el historico
Problema de Apolonio: “Dados tres elementos los cuales pueden ser puntos, lineas rectas
o circulos, dados en posicion, se trata de trazar un circulo que sea tangente a los tres
elementos dados, o que los contenga en el caso de los puntos” (Gonzalez, 2017, p. 118).
A partir de dichas combinaciones, resultaron 10 casos, de los cuales el Gltimo problema
trata de: “Dadas tres circunferencias, construir una circunferencia que sea tangente a tres
circunferencias dadas” (Gonzalez, 2017, p. 119). Su solucion tuvo que esperar hasta la

época de Newton quien obtuvo la solucion mas general para el caso y la public6 en los




Principia, luego se encontraron una serie de soluciones analiticas por parte del marqués
de L Hopital, Thomas Simpson, Giuseppe Torrelli, y Leonhard Euler.

En consecuencia, podemos afirmar que Euclides, Arquimedes y Apolonio fueron
los que tuvieron influencia decisiva y sentaron las bases y los fundamentos matematicos
para el nacimiento del célculo diferencial e integral. A continuacion, analizaremos los

aportes que se hicieron hacia el calculo infinitesimal en la edad media de la historia.

1.4.2. El calculo diferencial en la edad media

Terminada la denominada Edad de Oro de las matematicas griegas, los aportes en
la construccion del gran edificio denominado célculo infinitesimal tuvieron que esperar
hasta la época medieval para que se realizaran nuevas contribuciones. De acuerdo con la
historia, la edad media se extendio desde la caida del Imperio Romano en el afio 476 d.C.,
hasta el descubrimiento de América en 1492.

Durante el primer siglo de las conquistas arabes y el Imperio Musulméan (entre los
afios 650 y 750) debido a la confusién politica e intelectual, no se produjo ningln avance
cientifico, fue una especie de “nadir” en la construccion de la matematica en la historia
de toda la humanidad; aunque también en esa época se fundd, en Bagdad, la Casa de la
Sabiduria dirigida por el hoy considerado padre del algebra, Al-Khowarizmi, quien
publicara su obra cumbre, el Al-jabr, nombre arabe de donde se deriva la palabra algebra.

Ahora bien, el siglo XII representa un punto de quiebre para el desarrollo
intelectual de la humanidad, hubo una gran oleada de traducciones del arabe al latin entre
las que destacan las principales obras de Arquimedes, ademas de la creacion de las
universidades mas antiguas: Bolonia, Paris, Oxford y Cambridge. Sobre esa base, el siglo
XIII representa un avance importante para los progresos matematicos en Europa
occidental con las obras de Leonardo de Pisa, “Fibonacci ”. Hacia el afio 1225, Jordanus
Nemorarius fundador de la escuela medieval de mecanica y basado en el punto de vista
aristotélico de la ciencia, escribio: “La continuidad es la imposibilidad de distinguir los
puntos limites unida a la posibilidad de establecer un limite. [...]. El punto es lo que
establece la continuidad simple” (Gonzalez, 2012, p. 79). Este tipo de definiciones a pesar
de sus deficiencias y contradicciones, demuestran como el célculo infinitesimal iba

abriéndose camino entre los escolésticos.




La ciencia de la mecéanica (la estatica de Arquimedes y la cinemética de
Aristételes), atrajo a los intelectuales del siglo X1l y X1V, donde uno de los temas
favoritos era el estudio del cambio en general y del movimiento en particular, sobre todo,
en las universidades de Oxford y Paris. En el Merton College de Oxford, los escolasticos
dedujeron una formulacion para la velocidad de cambio uniforme, conocida como la regla
del Merton College:

Si un cuerpo se mueve con un movimiento uniformemente acelerado, entonces la

distancia recorrida serd la misma que la que recorreria otro cuerpo moviendose

durante el mismo tiempo con un movimiento uniforme de velocidad igual a la del
primer cuerpo, exactamente en el punto medio del intervalo de tiempo (la
velocidad media como media aritmética de las velocidades inicial y final). (Boyer,

2007, p. 336)

Por otra parte, el filésofo, te6logo y matematico Thomas Bradwardine, en el afio
1328, publica en su libro Tractatus de proportionibus su teoria de las proporciones en el
gue propuso una alternativa a la ley aristotélica del movimiento, en donde afirmaba:

Para doblar la velocidad que se produce como consecuencia de una cierta razén o

-, . . F .
proporcion entre la fuerza y la resistencia — » €s necesario elevar al cuadrado la

;. F .y . . F
razon — ; para triplicar la velocidad se debe elevar al cubo la razon — 1Y para
multiplicar, en general, por n la velocidad, debe conseguirse la n-ésima potencia

de la razén - . (Boyer, 2007, p. 337)

Tal como podemos observar, Bradwardine, estudié aunque de manera incipiente
las derivadas a través del andlisis de la velocidad, tal y como lo hiciera méas tarde Isaac
Newton; pero no logr6 una aceptacion general de su formulacion de velocidad, toda vez
que, no intentd una confirmacién experimental de dicha ley. Ademas, en su Geometria
especulativa y en el Tractatus de continuo, afirmaba que las magnitudes continuas,
aunque incluyen una cantidad infinita de indivisibles, no estan formadas por tales &tomos
matematicos, sino mas bien por una cantidad infinita de continuos del mismo tipo.

Por su parte, el universitario parisino, Nicole Oresme vuelve a estudiar las
velocidades y continuos desde un enfoque grafico. Hacia 1361 propone su idea mas

original asociada al concepto de las potencias irracionales, y se pregunta, ;por qué no




hacer un dibujo o gréafica de la manera en que las cosas varian? Razonaba, todo lo que
varia, se sepa medir o0 no, lo podemos imaginar como una cantidad continua representada
por un segmento rectilineo. Asi pues:
Para el caso de un cuerpo moviéndose con movimiento uniformemente acelerado,
Oresme dibuja una gréfica velocidad-tiempo (ver Figura 1.3) en la que los puntos
de una recta horizontal representan los sucesivos instantes de tiempo (o
longitudes), y para cada uno de estos instantes traza un segmento (latitud)
perpendicular a la recta de longitudes en dicho punto, cuya longitud representa la

velocidad en ese instante. (Boyer, 2007, p. 339)

Figura 1.3

Gréficas de velocidad vs tiempo, segun Oresme

et

~

X XK 3

A M tiempo B

Nota: Extraida de Boyer (2007, p. 339).

Continuando con sus investigaciones, Oresme considera un movimiento rectilineo
uniformemente acelerado en el que la velocidad inicial es cero (ver Figura 1.4), sobre el
que, segun Gonzalez (2012, p. 83), escribe lo siguiente:

Figura 1.4

Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

escribe: «Ahora bien, como ha seiialado el gran matemdtico griego
Pitdgoras [la suma de nameros triangulares consecutivos es
un numero cuadrado]: se tiene:

1=1=1 vez 1 [=27]

5 1+3=4=2 veces 2 [=27]
1+3+5=9=3 veces 3 [=3?]

1+3+5+7=16=4 veces 4 [=4?]

velocidad
w

se obtiene siempre un miimero cuadrado. Por este medio se
pueden obtener las razones mutuas de las cantidades [areas]
tiempo totales.»

Nota: Extraida de Gonzélez (2012, p. 83).




Asi pues, observamos que la representacion grafica, como instrumento bésico de
la Geometria Analitica ha empezado a dar su fruto: Oresme establecio la ley fundamental
del movimiento rectilineo uniformemente acelerado. La distancia recorrida es
proporcional al cuadrado del tiempo.

En consecuencia, Oresme contribuyd a la construccion y desarrollo del calculo
infinitesimal a través de cinco ideas innovadoras, a saber: 1) La medida de diversas
variables fisicas por medio de segmentos; 2) La relacion funcional entre variables; 3) Una
aproximacion a la introduccion de las coordenadas mediante la representacion gréafica de
relaciones funcionales; 4) La constancia de la disminucion de la variacion en las
proximidades de un extremo; y, 5) Una especie de integracion o sumacion continua para
calcular la distancia como el area bajo el grafo velocidad-tiempo.

La peste negra que atacd a Europa, ademas de las guerras de los Cien Afios y de
las Dos Rosas del siglo XV, causaron la decadencia del saber matematico de la época 'y
el ocaso del escolasticismo de Oxford y Paris; por lo que las universidades alemanas,
italianas y polacas, tomarian la posta en el estudio de las matematicas en el siglo XV, lo

cual analizaremos en la siguiente seccion.

1.4.3. Contribuciones empiricas al calculo diferencial en la edad moderna

En esta parte de nuestro recorrido historico presentamos a los principales
matematicos y astronomos que en la primera mitad de la edad moderna, llegaron hasta la
frontera y estuvieron a punto de alcanzar el descubrimiento del célculo infinitesimal;
aungue no lo hicieron, sin embargo, sus obras constituyeron los prolegdmenos sobre los
que se apoyaron los inventores del célculo. La edad moderna para las matematicas se
suele considerar a partir de 1545 con la publicacion de la obra Ars Magna por parte del -
considerado - mejor algebrista de Europa de esa época, Jeronimo Cardano, quien basado
en los resultados obtenidos por Tartaglia, Del Ferro y Ludovico Ferrari, divulgé la
solucion de la ecuacién cubica y la ecuacion cuértica, lo que significd un fuerte impacto
en el mundo de los algebristas.

Diversos astronomos y matematicos (profesionales y amateurs) de aquel entonces
fueron haciendo aportes al calculo infinitesimal, pero sobre todo al algebra. Entre ellos
destacan, Francois Viéte, John Napier, Galileo Galilei, Johann Kepler, Bonaventura

Cavalieri, Pierre de Fermat, Blaise Pascal y René Descartes. Kepler razon6 sobre los




métodos utilizados en la época para calcular volimenes de los toneles de vino, y con base
en los métodos de Arquimedes, propuso un método general para calcular volumenes de
solidos de revolucion el cual consideraba un s6lido como compuesto por una cantidad
infinita de elementos de volumen infinitesimalmente pequefios. De donde podemos
apreciar que Kepler estuvo, también, en el camino de descubrir el clculo infinitesimal.

Normalmente se considera que la Geometria fue creada por Descartes (junto a
Fermat). Esta rama de las matematicas propicié desde el afio 1628 en adelante la
unificacion de los problemas infinitesimales, toda vez que, con sus técnicas y métodos,
generd con el tiempo la sustitucion de construcciones geométricas complejas de la
Geometria Sintética por operaciones algebraicas mas automaticas.

Segun Font y Peraire (2001), la curva geométrica para Descartes es la traza que
produce un punto que se mueve por un instrumento articulado compuesto por diversas
reglas, de manera que el movimiento efectuado sobre una regla es trasmitido por las
diferentes reglas del instrumento y hace que el punto se mueva trazando una determinada
curva. Esta manera de entender la curva y la introduccion implicita del sistema de
coordenadas permite a Descartes hallar la expresién algebraica de la curva y le lleva a
definir claramente el objeto de lo que posteriormente se Ilamé Geometria analitica: las
curvas llamadas por él geométricas; y las técnicas que se han de utilizar para estudiarlas:
la teoria de las ecuaciones (si bien Descartes considera que las curvas que se pueden
dibujar de manera escalonada son algebraicas, no da ninguna demostracién).

La manera que tiene Descartes de hallar la expresion algebraica que cumplen los
puntos de la curva consiste en analizar las condiciones que determinan el movimiento del
punto que describe la traza y, a partir de este analisis, busca la ecuacion que cumplen los
puntos de la curva, aunque admite la posibilidad de dibujar la curva a partir de dar valores
en la ecuacion implicita de la curva.

Fermat aplicd los métodos de Viéte a los problemas de lugares geométricos y en
“Ad locos planos et solidos isagoge” (escrito aproximadamente en 1637) presenta con las
notaciones de Vieta los principios fundamentales de la Geometria Analitica. En esta obra
enuncia el principio fundamental de la geometria analitica: “Cuando una ecuacién
contiene dos cantidades desconocidas, hay un lugar correspondiente, y el punto extremo
de cada una de estas cantidades describe una linea recta o una linea curva” (Collette 1985,
vol. I1, p. 23).




Esta proposicion, ademés de ser la base de la geometria analitica, introduce la idea
de variable algebraica. Fermat expone muy claramente la idea de que una ecuacion con
dos incognitas es un