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PROLOGO

Segdn un conocido teorema da Wedderfaurn (>), toda ál-

«robra normal y simple es el producto directo (teneoriul) de

xm álgebra total de matrices y un álgebra de división.* A

partir de aquí R. üra#er divide las álgebras normales y

«tapies en clases y define en el conjunto de clases una

estructura de grupo abellaco (* *).

Rn el oaso qu© el cuerpo de coeficientes sea le carao-

terífitica p>0, el estudio de la parte p-fundsmental del

grupo de fírauer de clases de álgebras se reduce al de las

p-álgebras cíclica» (* * *9 que .fueron estudiadas por E. Witt

en 1936 (****) y al raimo tiempo 0* TelcfamCtller obtenía

algunas relaciones entre las p-álgebras eldicus con re©-

x ecto a la clasificación de Brauar (/**

*

<-#■) .

Redentemante E* Witt {+-+++++) ha dado un isomorfiamo

entre la parte p-íundaraental del grupo de Brauer de clases

(*) Wedderburn [G~\ ? véuae también A* Albort LA.1 th# 3*9.

(* *) R. Brauer íz~[ ; véase también A* Albort Lll th* 4*19*

A* AlbertoGil th * 7*31* y th. 5*17.

(*-#.**) JE. Witt ¡_7-1

{**#**) 0, íeichmííllcr ü-/] y'L-r ]

(+ + 4+++) E, witt j~p~í



de álgebras y un módulo de formas de Pfaff en el que se

calcula con gran fluidez y permite dar un sistema de ge-

neradores de la parte p-fund&menta! del grupo de Brauer a

partir de una p-base del cuerpo de coeficientes.

Las relaciones entre las p-álg»bras cíclicas obteni-

das por 0. ieichmtlllor dan los generadores nulos y algunas

relaciones de forma muy particular. El objeto de este tra-

baje es obtener todas las relaciones entre los generadores

anteriormente citados. Este problema se resuelve primera-

mente trabajando en el módulo de formas de Pfaff (^5), y

después, siguiendo los mismos métodos de Teicíimíiller, inde-

pendientemente del módulo de formas de Pfaff (§ 6).

Para los teoremas generales sobre álgebras usados en

este trabajo puede verse el libro de A. Albert * Para

facilitar la lectura se empieza con un resumen del cálculo

vectorial de Witt 1) y su aplicación a la obtención de

las p-álgebras cíclicas soore un cuerpo k (f 2), y final-

mente el isomorfismo entre la parte p-fundamental del gru-

po de Brauer de clases de álgebras y un módulo de formas

de Pfafí sobre el anillo de vectores de Witt 3).

El tema del presente trabajo me fué propuesto durante

mi estancia en Hamburgo (1956/53) por el Profeso® E. Witt



al que expreso ni agradecimiento tanto por la ayuda que

me ha prestado durante la ejecución del miamo como por

todas las enseñanzas de ál recibidas. Expreso también mi

agradecimiento ai Dr. J. Augé por el apadrinamiento dd

esta tesis y al C.S.I.C. y a B.A.A.D, qxie me proporcionaron

la beca que me permitió realizar estos estudios.



k 1. Cálculo vectorial de »itt (*).

Sea p un número primo fijo. Para cada vector

X » (x,x^ v •••••)

con una infinidad numerable de componentes, cuya naturaleza

por el momento no interesa especificar, se definen las com-

ponentes secundarias

, x n n-1

(a) x = x^ + px^ +...♦ P x
n

polinomios enteros en las componentes principales, y si

Interesa se escriben explícitamente en el vector

, , (o) (1) X

x = (x
o
,x1 ,...|x ,x

Las igualdades (a) permiten calcular las componentes

principales x
¿

como polinomios racionales en las compo-

(x)
nentes secundarias x , y un vector queda determinado

tanto por las componentes principales como por las seoun-

darlas.

Se define la suma, diferencia y producto de dos vec-

tores efectuando dichas operaciones en las componentes

secundarias, es decirs

(*•) Yease Witt jT?-]



(id) (x
o
,x1 ,...|x^°\x^

1\.*.) i (y
0
»y1,....)Para estudiar las operaciones anteriormente definidas

se introducen los operadores

(1) I(x
o
,x1 ,...)

= (0,x
o
,x1 ,...)

(2) '(W"} = (*£’*£••••>
(3) ^(X0 ,X1** *°) * P(x

o
,x1 ,...)

- (x
o
,x1 ,...)

y las abreviaciones

(4) Ju ( = (u,0,0,. ..)

que si no hay confusión posible se escribe u en vez de ^ u I .

0 = ( O , 0 j O j » « « « )

(5) 1 = (1,0,0,....)

m = 1 + 1 +...+ 1 (m sumandos)

y se verifica*

(6) 2?(x + y) - Tx + Ty
K/
i

(7) (x
q
,x1 ,...)

= T
1

x
i

♦ 3r
r
(xr#xr+1# ..,)
2

(8) i*¡ (x
q
,x;l> ...)

= (ux
o
,u
p
x
1 ,u

p
x2> ...)

como se comprueba fácilmente escribiendo las componentes

secundarias



Se demuestran (Witt Ll]) los dos teoremas siguientes*

Teorema !•- La componente (n+l)-sima , (x - y)„ ,
■ •

1 1 1 "
* n

de (x »x_,...) i (y ,y_,...) es un polinomio entero en
O X « O X

x^,x.^, • • »x^,yo ,y.^, • * »y^ *

Teorema 2 «- (px)^= (TPx)^ mód.pGrjx^J (G enteros)

El teorema 1 nos muestra que las operaciones - defi-

nidas mediante las componentes secundarias, pueden también

definirse mediante polinomios enteros (en general eompli-

cados) en las componentes principales sin mencionar para

nada de las componentes secundarias, con lo que (1),..,(8)

y los teoremas 1 y 2 siguen valiendo, y las propiedaddes

asociativa, conmutativa y distributiva son consecuencia

de identidades entre estos polinomios.

Desde este punto de vista pueden considerarse los

polinomios enteros,que definen las operaciones, módulo p

con lo que (1),...,(8) conservan su validez y los teoremas

1 y 2 se convierten ©a los siguientes*

Teorema l .~ (x + y )
R

es un polinomio en x
o
,..,x

a
,

y
o
,,,#,y

n
con coeficieirfces cueI*PO primo de earacterís-

tica p.

Teorema 2.- px = TPx = P!6x
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Además se verifica (WittLl])

(9)

( 10)

P(x -y) = Px - Py
• •

(T^x)(í^y) = a?Í+3 (Páx.Piy)

Sea ahora k mi cuerpo de característica p. Si se

consideran los vectores cuyas componentes son elementos de

k , óstos forman un anillo W(k).

En el anillo W(k) se puede definir una valoración

por |x|= p

distinta de 0, |0|~ G*

De (10) y (6) se sigue*

-r
si x

r
es la primera componente de x

(11 ) x + y|.< máx,( lx|, lyl)

(12 ) xyl = |3C| • I y |

Con esta valoración se puede hablar de convergencia

y (7) se convierte en

(13) (x
o
,x1 ,...)

= ¿L ¿ p
1
.

teorema 5 .- (*) En el anillo W(k) los elementos que

tienen inverso son los que tienen la primera componente

distinta de cero.

3 i x = (x ,x- t *’*) entonces x
^

= ] x ¿L (1 - xlx~H)^.
O X o í'=o ‘OI

(*) En los teoremas se sigue la misma numeración de Wltt
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<$ Z p-álgebras cíclicas (*).

El anillo de veotores W(k) anteriormente definido

permite obtener todos los cuerpos cíclicos de grado p
n

y p-álgebras cíclicas sobre el cuerpo k (**).

Para ello se calcula en el anillo W(k) módulo T
11

(o brevemente con vectores de longitud n ).

Sea a ¿ 0 un elemento de k y b = (b ,... ,b _)
o n*"j.

un vector de longitud n de W(k). la expresión

(a|b] n - (alb
o

designa el álgebra sobre k engendrada por u»v ,• • • ,7^ ^

con las relaciones

uP
n

= a , jT - b , U T u’1 - V +1 , Ví
= T

J
V
1

donde

v = (v
Q
,••*»v

n_1 ) y u v u
~1

= c^qU
*"1

»• • • *uv
n.i

u
*"1

)

y se tiene (Witt

Teorema .- (a|b] n es un álgebra normal y simple de

grado p
n

( ) sobre k , y es semejante a una p-álgebra

cíclica. Reciprocamente toda p-álgebra cíclica es de la

forma (alb]^.
(*) witt [>J

{**) Albert L-J.
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Como ©s sabido (*) toda álgebra normal y simple es

producto directo (tensorial) de un álgebra total de matri-

oes y un álgebra de división, y esta descomposición está

determinada salvo isomorflsmos internos del álgebra* Dos

álgebras se llaman semejantes si las álgebras de división

correspondientes son isomorfas. La semejanza es una reía-

ción de equivalencia que permite clasifioar las álgebras

normales y simples en clases. En el conjunto de clases

se puede definir una operación (que escribimos aditiva-

mentes la clase suma es la que contiene el producto di-

recto de dos representantes de I03 sumandos) respecto de

la cual forma un grupo conmutativo llamado grupo de Brauer

de clases de álgebras* La parte p-fundamental (x *) está

formada por las clases que contienen una p-álgebra cíclica

o sea segiín ©1 teorema anterior, algebras de la forma (albj^
En este grupo se verifica (x**)í

(1) (a|b]
n

+ s (“fc'Wn

(2) (aid
n

+ (a!b'J
n
* (aIb + b^

n

(*) Albert

(x x) subgrupo de elementos de orden una potencia de p

( x x x) witt ¡JfJ



(3) p“(a|b] = O
XL

(4) (alFb] n = (alb^n " (alT^nfl
n ' '

(5) (a|bp a
r
,O f ... ,0]^ = 0 si m.c.d.(p,r)=l ( *)

Nótese que Xa igualdad (alPbj^ = (albj^ permite

definir (alfcj como elemento del gfupo de Brauer de clases
n

de álgebras para cualquier
-m

b € wCk5 ).

(*) Teichmttller J’j-'J
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§ 3. Expresión de las p-álgebra.g cíclicas mediante formas

de Pfaff (*).

El cálculo de la parte p-fundamental del grupo de

Brauer de clases de álgebras viene grandemente facilitado

por el i3omorfismo de esta parte p-fundamental con un

módulo cociente del módulo de formas de Pfaff formales

sobre el anillo
°°

—n

w = U ).
Vt=- o

Sea k un cuerpo,de característica p . la parte

p-fundamental del grupo de Brauer de clases de álgebras

sobre k ,<¡ue corresponde a las álgebras que se descom-

ponen en

_n - U k? (* x),
h- o

Sean w
q
el anillo de vectores de Witt con componen-

-n

tes de k^ y W = U w . Además sean W dW y w dw
vi--» a a n

módulos de formas de Pfaff formales (***), es decir el mó-

dulo de las sumas formales de elementos a db con las reglas

(*) Witt [>]
(xx ) álbert Ldl

(*<*) KKhler
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(a + a^) db = a db + db

(1) a d(b + b^ = a db + a db

a d(bb^) » ab db^ + ab^ db

Finalmente dentro de estos módulos de formas de Pfaff

se considera el endomorfismo définido por

H (a db) * (Pa dPb) - p(a db)

que como es fácil ver es compatible con las reglas (1)•

Para definir el isomorfismo antes indicado se consi?

deran las aplicaciones

w
n

dw
*
—+

definidas por
'kn-l

db - 21 (i’
Í+a

a
i l a±bjn

donde se ha expresado segán $1-(13)

a = 2. \V

y por tanto

&i e k»
-n-t

, P
1+n

a. £ le

Estas aplicaciones son compatibles con las inclusiones

W C W-| C Wrt c, • • *
O X ¿

pues si se considera
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a db € w _ dw
n+1 m

se tiene
>M - t

, , i+n+1
a db = ¿L (P

i‘~ O

a
i
ai* n+1

,i+n
pero llamando P a

i
= o tk y teniendo en cuenta (1), (2)

y (4) del f2 se tiene;

(pi+n+lall aibJn+l = (P0Kb-Ll = (olpaibJn+l =

- - (°iaibin * í***X¿ a
i
b]n •

Y si se considera

a dbew dw
,

n m+1

se tiene
M

..i+n
a db = ) (P^ a. i a. - .

¿Zo i 1 i JnL
bl

,+n
a
ffl

= cfk y teniendo en cuenta (4) y (5)pero llamando

del 2 se tiene

(P
m+n

a lab! = (cía b| = (e|p“*n(a b )1 = (c|cPm+nbjm'mJn < xa -> n 1 m -* n 1 J n

pero b 6 w luego
m

P
m+n

b x= (tjP „ M ,^) con Ke k

(c|cPm+nb] n = (c|cb^ ,cbj - 0
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Luego estas aplicaciones definen una aplicación

W dW * H

en la que rr^ dW - 0, pues si a€ w
q
resulta

a db = 2_ = 0

Esta aplicación es compatible con las reglas (l) de

derivación, en efecto:

a) a d(b + b") = a db + adb' es trivial

b) Si a»2 b^p
1
, o = 2 c^p

1
e

se tiene»

a d(bc) = zl (P
i+na.la b c pH «

cyJjK i 1 i J r J n

= Z (p
1+J*k*v|a h C ¡ .

<•;/,< i 1 i d kjn

Z ^pi+j+k+nQ | pi+3+k+nP
L
(a.b .c, 5i j rJn

luego teniendo en cuenta (1) y (5) del §2 resulta

(2) a d(bo) + b d(ca) + c d($b) * o

c) Teniendo en cuenta w
q

dW = O y haciendo c =1 en (2)

resulta»

(3) a db + b da « 0
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d) De a) y c) resulta que la aplicación os lineal en a,

e) De (2) y (3) resulta

a d(bc) = ab de + ac db.

Es decir que esta aplicación es un homomorfismo del

módulo W dW en

En este homomorfismo ¡7 (W dW) = 0 (consecuencia in-

mediata de (1) y (4) del § 2.

Se demuestran:

Teorema 1« - Si k ci^c ^ C
* * *

C ¿
n

63 una suces^^n

de ampliaciones puramente inseparables de k con

k^ = de grado p
1
sobre i, y el álgebra

A se descompone en k^ , entonces

H

A = ¿L' b
1
-—i~ con b

±
e k.

De este teorema se deduce inmediatamente que W dW—

es un epimorfismo.

Teorema 3. - (*) El núcleo del homomorfismo

W dW *>H
-n,

es

w dW + U(W dW)
o

1*) La numeración de los teoremas es la de Witt



-13 -

Se tiene pues el isomorfismo

H m w dW / w dW + fl (W dW)
JL O

Para el cálculo conviene tener presentes algunas reglas

(en parte ya citadas) deducidas de w
q

dW +/T(W dW) = 0

(5) P(a db) = p(a dB)

( 6 )

(7)

( 8 )

(9)

La. forma a

a db + b da = O

w dVlT = O , W dw =0
o o

a d(Tb)

dlbi
W

d?b(
W

Pa db

dib(
= Pa si b 6

se escribe abreviadamente a dlb.
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§ 4. Generadores y relaciones de H n
_

El teorema 1 del anterior permite obtener un slste-

ma de generadores de la parte p-fund&mental del grupo

de Brauer de clases de álgebras sobre el cuerpo k de

característica p , pues si ü es una p-base de k (es

decir un subconjunto minimal de k tal que k = k^tr) )

y Af H a , A se descompone en un cierno cuerpo } )= K

con 6 U üp ,
1 H-O

k = lc_ k0c . .ck
i 2 n

y existirá una cadena de cuerpos

~ % en las condiciones del teorema 1

r

con las a de la forma , luego segán dicno teorema

con bJ
€ k

l,r

A = 2 *\,r 31 K- “ 2 b
±
ai í-

donde se ha puesto

luego podemos enunciar

Teorema 1 Si 0 es una p-base de k f la parte

p-fundamental del grupo de Brauer de clases de álge-

bras sobre k está engendrada por los elementos b dl^“

con b e w y ^UXr
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Que si se quiere puede enunciarse

Si U es una p-base de k , el módulo

W dW / w dW + T¡ ( w dff)
o

está engendrado por los elementos b dlt con b <= w , rc-Utp
O Hc¡>

y?"
Si ^ - a e ü, el isomori’ismo del £ anterior nos da

-n

fe ai? =

77- d ^í “ -^í a7 rT
= -<pn *l¡*l=Fff-] n“ -Hb] n

luego el teorema anterior puede enunciarse

Teorema I T- Si U es una p-base de k, la parte

p-fundamental del grupo de Brauer de clases de álge-

bras sobre k está engendrada por los elementos (albíJ n
con a <e U y bíw .

o

Unas relaciones entre estos generadores vienen dadas

por el siguiente teorema de E» Witt (*)

Teorema 2
/

>- Si a y b son dos elementos de k

y k^, (albj^ ~ O si y sólo si existen c c-k y fe k

tales que
^

b = J o + I f^ a
r

(*) 0. Teiciimiiller ¿V]
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Teorema que enunciado en el módulo de formas de Pfaff

segiín el isomorfismo del £ 3 dice

Teorema 2 .- Si jf P = aek,as¿kp l b <ew
Q

,

entonces es

b dl£ = O (mód. w
q

dW + ¡7 dw))

si ysólo si existen c e w
q

y f^c-k tales que

—' V 7
b - £>c + ¿L jfp a

r
\ (mód. TW)

0 r

Aquí, apoyándonos en este teorema, vamos a demostrar

en general

Teorema 3.- Si a„» an »•.« (a. son p-independientes
jrr ri --LI-LJ.IUI-

•

•■in-.-iV J- ¿m *5

en k, Y. * a. y b,¿ w , entonces es* ^ i i i o

s

2T b, di): « O (m<5d. w dW + ff(W dW))
¿ - /

si y sólo si existen c. e w y f e k tales quex o i*« m é • • »r
1 7 f

s

f3 "-1
a

b
i

= # *i +Z<& r
a
r • *aí í (mía • ***>

W— 1

o bien teniendo en cuenta el isomorfismo definidp en el

§3, se puede enunciar
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Teorema 3'.- ( ) Si a,son p-independientes
1 JL S

en k y b.ew , entonces es
x o

j

si ysÓio si existen c, ew jt f c-k tales quei O
1 s

p-l

>i = g °1 +

r,,. v
t
= 0

21 ar--así
Teniendo en cuenta b dl^ = pb dl]f o (4) del §2

se ve inmediatamente que estos teoremas nos dan todas las

relaciones entre los generadores de dados por el

teorema 1.

Estos dos áltimos teoremas son los fundamentales de-

mostrados en este trabajo, se dan dos demostraciones inde-

pendientes,en el fondo equivalentes mediante el isomorfis-

mo del § 3.

Empezamos por el teorema 3 que se demuestra por induc-

ción sobre n y s, y al que dividiremos en varias propo-

siciones parciales. Después pasamos a la demostración del

teorema 3' independientemente del módulo de formas de Pfaff

/

siguiendo los mismos métodos que usó Teichmñller para demos-

trar los casos particulares n » 1 Lv] y s = 1 LíT]
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§ 5* Demostración del teorema 3 •

31 a_,...,a son elementos p-independientes de k,
x s

f £ k y
s

i **

h -i
n

f = ZL {fP— ' r~ ,.. **r 1 s
''íj-i^sWp x s

,a
r
^ £ W

n

escribiremos abreviadamente

(o*- f

O f V ) „r“ v, vs /
Trrr“ “ r. < ££ a .. .a ( e W
3 ‘•■Sj i I r. y • • • »r. 1 s l

^
j- )

r
g~ O -*• *3

Proposición 1 (teorema directo).- Si los vectores b,

son de la forma

b,1
' f °i + yá: (Eáa - ^

con a.. ,... ,& p-independientes en k , e. e w ,1 s lo

f
r^ t ., • ,r

£ k , y

f “ ¿ K r
s

í
n

y si , entonces es

> b
¿ dljf^ = 0 (mód *w

Q
dW +/7(W dW))

¿-i

Demostración. Por la linealidad en b basta demostrar!

a) § 0l íiXj =0 , b) iVcll^ = 0, o) 2. -J¿- «4» 0

a) es consecuencia inmediata de (9) del ^3#



t>) Por (5) del §3 os

5% ai}.. = (p
ní>',\) * *¡43^

que segdn (7) del § 3 es 0.

c) Por (9) del $3 podemos escribir

í
_

X "'lia. dl^i *5^~ ri ) fr ,... ,r a
l’

* * a
s í dl ^i

í-‘ i < =

V. 1 s
*V ' u

>
■■ •< P

ro- •/ *s =«», • ••/ h-'

j pór (7) del § 3

=>r. {* s
r<
...

¿ - >. ■ ■ ■, s JL S

¿ ~^ÍT =^~~ ri I fr r
i- Q lai 1 i. r

l ,
’ ,,,r

s*•> ■■■*>- <»» -

v Jr-•

+>_ ¡ x
fl
- r*[«

y teniendo en cuenta la regla de derivación

¿ r/'
luego por (7) del ^ 3

2_
< ~ /

9 £

Q la " l
dl^. = 0



Proposición 2 (teorema reciproco para n = 1)Si

son elementos p~independientes de k, = a^,

b_,...,b vectores de ?? y1' ’
a fi

2_ b di?, = 0 (mód. w dW + U (W dW)) t
i - <

entonces existen vectores c,,,..,e de w y elementos
1 a o

r, # .,r
£ k tales que

&

& o
i
*

'd f
'd l&j

(aód. 1W)

con

> • • • »r
3
“i
r*

s (

Demostración por inducción 3obre s# Para s = 1 es

el teoreiaa2. Supongamos la proposición cierta para l,.,.,s-l,

y sea K = k(^_,...,| _) el cuerpo obtenido por adjunciónX S-*X

de , a k f entonces
X * s**x

S-l

Z \ aie »(k) dW

luego

b dl?„ = ¿ b dlj. = 0 (mód.W(K) dW +H0Y dW))
s 's ¿T, 'i

y segdn el teorema 2 existen c
s

<? W(K) y <P = 2L a
1*1

„ . r s
* = 0 s

con 4p € K tales que
r
s

(a) b
s
= £

Q
c +

<p
s ^ la

(mód. TW).
s
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O 9
Tanto b cor io _ _

s Q la
pertenecen a 1c (mód. IW) , luego

s

^ c
o
e le (mód. TW)

y por ser ít puramente inseparable sobre k, también

c fe k (mód. IW)
s

luego en (a) podemos suponer e é w .

s o

Además <P € K, luego
s

b-1

ip = X <P
r ^— r. ,... ,r

rs .,-o ¡-

?, -n.:
n-,

3

con e k.
rl»** ,,rs

Sea h'
Í<í>p a*1. ,.ar4

¿— l riM..*», 1 S J
■

■>
= *

,, _ v, r _ 'hilb
i

■ b
i ~k 3

'

31a, (i — lj•••)S)

Puesto que

Q *
_

^ y*
^ la /<? la

3 S

(mód. TW),

results

' b' = O (mód. TW)
a

y teniendo en cuenta la proposición 1
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^ b' dlj^ = b^. dl}\ = O (mód. w dW + l~l(W dw))
¿-i <■'=>

luego por hipótesis de inducción existen c^T e w
q

y

H-i

tpn — ,P a^..ari 'V con 9" ek

Vvi.*p
1 rl' * * * ' rs-l

1 3 ” 1 ‘ *1* *** ,rs-l
tales que

O tnf

bf = ^ c' + —— (mód. *t) (i = l,..,s-l)

Poniendo

c. = c. + c
xis

(i = l,...,s-l)

= <P si r / O, f =<P"
r
x ----'

r
3

r
l

r
s

3 rl--*ra-X’° rl‘"re-l

-I

f =

r i J -t *5 - o

fP a
1*1 - a

r-
X
r> v.

1 s

y observando que

^ f 2 tp
/ 2 tp"

O la
jL

~

^ la^^
+

Q la
¿

(mód, TW) (i - l,.,.,s-l)

Of Q tp'
Qla

a
31a

s s

(mód. Ti)

tenemos

2 f
b
i

= & C
i

+ T?a~ (m<5d. Si) (i = l # ..,e)
c

i

como se quería demostrar
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Proposición 3 .- Si a , ...,a (
son elementos p-inde-1 "™ rLJ -L S

s. ?l1
pendientes de k, = a

-; * b^,...,b vectores de w
q

» y

£
b
¿ dlj\ = 0 (mód. w dW + 17 (w dw)).

t-i

Entonces existen vectores e_ t ...,c de w y elementos
1 & o

r.,,-,r
£ k tales que

s

P 9 f
o
c
i

+

9la.
(mód. TW) (i = l,...,s)

con
b-i

,n

-if=> ]fp < a
r‘f

„
/ r-,... ,r

c
1 s i

Ytj -

¿
~

o lw

■p

Demostración. Sean £?■= y K ~ k(f^,...,
entonces tenemos

s

2_

&. dl£. = Ü (mód. f(Jt) dW + TT (WddW))
i-i

1 1

con y{ - = ?¿ p-independientes en K, luego,por la proposi-

ción 2, existen c^ e W(E) y

V-I

’-Z
r. .. < = o 1 S

con <P
r
l* *’’»

r
s

•j i

€ K, tales que

„ - &c. *-22-
1 f 1 (mód. TW) (i = 1,.,,,s)

Puesto que b = Pb - b, se tiene :
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»i = ^'\ - ir ♦ ••• *V
«|(P

n~1
c
j
'- P

n’‘2
b
i b^ + V

a-1 ^ vp (mód.TW)

Ahora bien

i-l 3 <P

I»-/

r 'j <
rs-o

r. iíp
1] 1

con ‘í

V“* ,re
e K luego

i
r - i

v ■ =/ v b*'"' &J*
ri’”’rs ítj-o ri’" ,rS itl’-- ,

't
8

con <P
ri****r8 ?V* #,tS ***

Sea

y

f — (.p
—

7 • ri »* * *r
^

»• * *^
a1 r¿+f’ t¿=jL

± d x s

P
H
-/

f =

n

Jlj-jJS-o ■ L

entonces módulo TW es

■p-/
n

= ^> j. í-f? a^ 1
.. ,a^ s

'Tila. - i I d-i »• **«j 1 3
X J ir/js z0 X

-£>*. + *v aí
r4 +pt , rs +ptj

• • * CL
s :

V-, h = o,-, f"-i
n.

V/s^í, ••»

L
', < ts- f -I

&

1\ +pt4 r
s +pt,

« ♦ •

s
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t-t

2- rii
rt,,r: -o

r
i 1 X

Ti r
aC «. ,a *

• «i1 X s’ s

p
n-l 9 <P

luego

<K JLf
"31a,

donde c. =
_.n-l , -ja-2,
P c: - P b,-..

1 i

(mód. TVST)

b, € w .

i o

Esta proposición 3 nos da la forma de la primera com-

ponente de b^, y sirve de base para demostrar la siguiente

proposición 4 que definitivamente nos proporciona la forma

de las n primeras componentes de los vectores b^.

Propo ición 4 (teorema reciproco),- Si anf ...,a son
„

i 3

elementos p-indep^ndientes de k, f. = a. , b_,...,b vec
^ i i i a

torea de w , y

2. b. dlj*. « 0 (mód. w dv/ + </ (w dw))
¿~! **“ * ®

Entonces existen vectores c , ,., t c de w y elementos
J. s O

r^,,. ,r1 s

C le tales que

b
i
- &

9
c, +
i "9 l&j (mód, T

n
y¡) (i * l,,.,s)

con
?-/

i n

f * /L <fp^— ( r. ,,.,
Ti. r,

• 0/

7 ,, yr^ 1 s
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Demostración por inducción sobre n. Para n = 1 es

la proposición 2. Supongamos la proposición cierta para

1i•••fn-1•

Por la proposición 3 eristen c' e w y
M X O

-p -I
n

rs
. .a

s
V-»**® 1 S

con 9 € k tales que
r
l, f

** ,r
a

b
i
= f cí

D 9

3 la .

(mód. TW) (i = l,..,s)

o sea

b. = a 9*
1 ^ 1

^ <p ,
+ + Ib.
i c) la, x

b T e w
i o

y pueden considerarse los términos de <P , cuyos índices

son todos múltiplos de p, nulos, puesto que su eontribu-

ción a módulo TW es nula, ya que ellos dan lugar

a vectores múltiplos de p.

Teniendo en cuenta la proposición 1 resulta:

i

s

0 = b. dlX * ¿E Tb' dlj°, (mód. w dW + TJ (W dW))
<■-, 1 1

í = -
1 1 0

pero módulo T( (W dW) es

- (p
-1
pbp ai^ = b' aiir±

P

jT. - tenemos:11¿oh ando pues
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> b' dl^ = O (mód. w
q

dW + H (w dW))
n-1

y <^1 = a
i * luego,por hipótesis de inducción, existen

c”evr y <í>' e le tale» quei o r.. ,... ,i*1 7
s

bí = <f oi + Tá: (aíd -

con

luego

9'=
r
ifj

rS

.>1-1

9' . .aj

Tb^ * Te» + T (mód. G^W)

Además

Tb ' m P
2
Tb' - ^>(PTb' + «**) • £«** +TP

2 Uád. T^W)

donde se lia puesto

c'■ = TP c£ - PTb' - Tt'

Y teniendo en cuenta ol teorema 2 del ^1 tenemos:
H -/

P -f
n-1

TP
2 7^” * IP

2^ r. ) rv -

¿lia. ¿a— i 1 s

«vi

P-I

J«f af‘...apr4í r ,.. .r 1 s [
Y
., ; >i = o

Poniendo pues

f = 9 si existe algán índice no divisible
r
1 ,...,rs

r
x ,..,rs

por p , f . +
= 9'

t » c = c' + cf«
ptl»** ,p s V"* a

1 1 1



tenemos

f = 2 *
r
i,...*í = o

n
P

1 s

(m<5d. T
11
!/?)

con lo que queda demostrado el teorema
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<§ 6. Demostración del teorema 3* .

Volvamos a las notaciones del <^2.

En 1936 O.Teiohmüller demostró el teorema en los casos

particulares n = 1 ( £>/] teorema 26) y s = 1 (¿s]) t apoyán-

dose en el siguiente teorema de E» Witt

t J teorema ?«- Si a^k
5

, (alb]^ * k ju,v] ,

y = c + ... +c _u^ £ k(u). Entonces se verifica
o p-1

^ (y + v) = y
p
- C

Q pv = y
p
- c

q
+ b

En este ^ vamos a demostrar el teorema para n y s

cualesquiera, independientemente del módulo de formas de

Pfaff introducido en el £ 3

Proposición 1 *(teorema directo) Si los vectores

b, ,.„• ,b son de la forma
1* 7

a

b
i

= £
^ f

c
i

+
'c> la,

(mód. T
G
W) (i — 1, • •,s)

con alf .,.,ag
p-independientes en k, f^1* * * *

s

ét k ,

c
i

6 w
o

y

— r ,r 1 s '

sr,. Xs : o 1 e

2. (al)biln -°
- i

entonces es
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Demostración. Por la linealidad en Id basta demostrar*

a) (al^ f c i]n “ 0 y ** ¿ < ai
'h f
c> la. n

* 0

a) es consecuencia inmediata de (4) del {2;

(ailf°i]a = íai^°i]n " * 0

b) Por (1) y (2) del £2 tenemos;

^ ail^la
i -1 i J

« (a I r. { tp a. .a'
***,,..,s il i) 1 í

=«v-* P-i 3

ris(j n

a
r ’

• eci
=

l /fp a. .
«frrr i M r. r .. ,r 1 s

o,.., t \, i 1
s

^— 1 s i l r_,. ,r 1 s n
n í-,’S1 S

que por (5) del ^ 2 es nulo.

Proposición 2 *( teorema reciproco para n = 1)Si

a , son p-independientes en ü: , b , ...,b vectores
x 8 JL S

de w
q

y

(e. I b.~| =0i| íJi

entonces existen vectores o , ...,c de w y elementos
X S O

V- f • • f X*
6 k tales que

s

b
i
“ £

^ f
i ^la.

i c. +
(mód, TW)
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con
1>-»

£ = > ]fp A. .ar’(
'Vr

s
1 sí

Derabstr&do en teorema 26.

Propos ición 3 *Si a son elementos p-inde-•i. 3

pendientes de Je , b ,... t b ^
vectores de w y

X s o

£ ui! bii n - °-
Entonces existen vectores Q-.....C de w y elementos

l s o

é ic tales que

9 f

ri>-->rs

*i " ? °i * '¿la. (mód. TW)

con
1>\ i

f = ^-lC..,r aí-”aí{ .
s*¡, ■

¡ ’S - ° x

Demostración. Sean

(ail\U ■ *[VT
l,o

con las relaciones

n

u
p

= a., Cv. = b. , u. v.uT = v. + { 1(i i i? i i* i i x i 1 «

donde v. indica el vector (v ....,v, _) (vid. ó 2) yx > o ijn~x j

(a.|e] n = *te !Ti\o«*~> ví,n-l]
con las relaciones
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n

<»—X
y[ + ¡K.uf = v & vl ■ 0i uívíuí

Por hipótesis es

1 < ail bi]a - 0
i - •

es decir el álgebra

a = rí («jbj
L - \

producto directo de las álgebras (a
i }l)ij n es 1311 álgebra

IX
total de matrices de grado p , luego es isomorfa al

álgebra

A'= H (a.lol .11 Jn

Puesto que a ,. .,a^ son p-indspendientes, las subálgebras
jL S

k [u^ f ... »* • 4 »u
s

son subcuerpos isomorfos do Ay A' y el isomorfismo

A = A' puede considerarse prolongación del isomorfismo

entre aquellos subcuerpos (*), y las álgebras A y A'

como una misma álgebra con u. - u.' :
X X»

klun ,..,u :v. , ...v ] =a£|u.,..,u :v
' ,..,v'7L 1 s i si L l 7 ’

s 1* sj

donde

T
i
= (vl,o”--’

r
i ,n-l

> > 7 i K . » •

(*) A. Albert tiu 4. 14.
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En esta álgebra tenemos;

-1
u.(v. - v.' )u -

X lyO XfO X 1)0
vf
1,0

luego y. = v. - vf es permutable con todas las u
1 XfO 1,0

y por tanto

yi
tk Lai UJ

,ya qpie esta cuerpo en máxime! conmutativo en A ( * )

Sea pues

con o

„ ri rsc , u_.. „u
*

r. , •. • ,r ?x 1 s
\ .. rs = o i 3

é jk.

(Í — lf«.yS)

V v
i ( o

V'V1

El álgebra

k lV
puede considerarse como el álgebra (u^ jo]^ sobre su centro

k Lui>--ui-i>ui'ui+i-*-*ua]
La primera componente de b.. viene dada por

b
i,o

- f vl,o = f (yi + Ti,0>
y por CU] teorema 7 aplicado al álgebra (u^ oj^ anta-

riormente considerada es

(-*) Ai Albert tH. 4. 12.
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b. = y? - c.
1,0 i i,o

donde c. es el término independiente de la expresión
1*0

de y^ como polinomio en con coeficientes del cuerpo

Hv
es decir

Ti r,
c. = ^ c . u... .u ■*

i,o . . r.. ,.. ,r ;i 1 s

t ll~c 1 B

donde los índices del sumutorio toman todos los valoren

33. r

de O a p -1, salvo el índice r^ que sólo toma valo-

fes múltiplos do p. También puede ponerse

b. = f y, + 2. c .u_ .. ,u
i,o ü ‘'i r- ,..,r ;i 1

\>yf¿ i s

rs

s

donde los índicas del sumatorio toman todos los valores

de O a p
n
-l salvo el índice que sólo toma valores

no múltiplos de p.

Teniendo en cuenta

b = fV - C (F
n''1

b, +...+ b, )i 5 O ÍjO u i, o i,o
ja ,:

y sustituyendo en P b , D.
X • O

por la expresión antes

bailada se tiene

i,o £ c
i

+

n
s p r
/ ° 4 a

t

r_,..,r ;i 1
r¿ r.

i 5

s

donde se ha puesto
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o « P
n
y - P^b -...-b fc k

1 i 1,0 i,o

Para que esta expresión de b
¿ q

sea de la forma desea-

da tenemos que probar que loa coeficientes

-1
r
i

0

V..,ra ;i

no dependen del índice i. Para ello consideremos los pro-

ductos

i,o j,o

II J»—-N <1
O

+ yá
)(ví,0 + yi) =

« vi vi + vi y^ + y .vf
3 >o i,o j,cri d i

= (vf
1,0

+ yi )(T4,o
+ yl -

= vf vi + vf y, + y. vi + y,y.
i,o 3,0 i,oJ ;j rf i ¿j,o ■'r j

y puesto qúe

v
j,o

v
i,o

■ T
i t o

T
J,«

’ Ví,.TPo” ’í.o’J.o ’ y jyi
= yiyá

resulta

vf + y.vf «tí y. + vi y..1,0^1 i,o i^j D»cri

Teniendo ahora en cuenta la regla, de conmutación de las

u con las v tenemos
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y.v;
d

« . u^...ur*v.r_.,,. ,r 1 s 1.0
Yj ..J >5 = 0 X iJ ’

r
i
c
pl( M fr

g
,J íu/l.u.5 + v'

. y.i,o

•p- i

y,v
^i J jC

r.c
„ .-i '<*,*• »*u

'

+ v:
^ y.d r >«.,r i s ¿j*9 i

*1 , ,
rs-o

luego
<p*it

/> r c . A. .ur* =
r~ i r ,..,r ;d 1 s
i -i-

i3 - 1

re uf1*..ur- £

j r ,. ,,r ;i 1 s
Y
(j .,Vj=o 1 8

y por tanto

r. c - r_,c•t r^j..»r^;d d r,).*ir ¡i
B

es decir los cocientes

-1
r. c
1 V”V l

no dependen de i y podemos definir

•p ~1f = r. c
r,,..,r„ i r_ , *. ,r ;i

si »jr4

con lo que resulta

b. = p- c. + y a^
1

*.i,o O i — i r_,..,r 1
h*r¿ i ^

rs

¡Pero ui p I r.i es r.. = O en k ? luego
X X
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o oíao ae quería demostrar,

bátese que si p divide a todos los índice»,entonces

f , .no está definido, pero sea cual sea el valor
P«I»* * »P

que se le atribuya m contribución a la primera componen-*

t© de cualquier b
¿

es nula.

Proposición 4
/> (teorem:. reciproco),! 31 a , ,,,a son

“ r ' rr~ r “* X 0

elementos p-indepeadient©3 do k» b f ,.,b vectores de
X s

w y
o

Fntonces existen vectores c,»,.,c do w y elementos
l a o

f
r.**r ^ k tale» que
1 s

con

Demcatrt eión por inducción sobre n. Para n » 1 es

la proposición 2'. Por la proposición 3' existen



con 9
V'rs

€ k talea que

b
i & °í +

^á; + bí £W
o

Por la proposición 1' es

Q <p<ail £ °í * "3 la.
* = /

rx
= 0

luego

0 - I-, (ail bi]n * £ <aiK]n
o sea por (4) del 6 2

^ <«il bí]a-l - 0

luego por hipótesis de inducción existen

? -1
t n-1

' X* | * í> jl* 1 s
c» £W

o
y

V,, ., rj = O 1 S

ri—r
s

con ¿ ic tales que
5

*í - f °i + lis: (mía-^
luego

nl - f Toí + 1 (mód. O^W)

y se termina la demostración como en la proposición 4 del §5*
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