
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Contribución al estudio de los grandes módulos de 

Cohen-Macaulay equilibrados 
 

Santiago Zarzuela Armengou 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ADVERTIMENT. La consulta d’aquesta tesi queda condicionada a l’acceptació de les següents condicions d'ús: La difusió 
d’aquesta tesi per mitjà del servei TDX (www.tesisenxarxa.net) ha estat autoritzada pels titulars dels drets de propietat 
intel·lectual únicament per a usos privats emmarcats en activitats d’investigació i docència. No s’autoritza la seva 
reproducció amb finalitats de lucre ni la seva difusió i posada a disposició des d’un lloc aliè al servei TDX. No s’autoritza la 
presentació del seu contingut en una finestra o marc aliè a TDX (framing). Aquesta reserva de drets afecta tant al resum 
de presentació de la tesi com als seus continguts. En la utilització o cita de parts de la tesi és obligat indicar el nom de la 
persona autora. 
 
 
ADVERTENCIA. La consulta de esta tesis queda condicionada a la aceptación de las siguientes condiciones de uso: La 
difusión de esta tesis por medio del servicio TDR (www.tesisenred.net) ha sido autorizada por los titulares de los derechos 
de propiedad intelectual únicamente para usos privados enmarcados en actividades de investigación y docencia. No se 
autoriza su reproducción con finalidades de lucro ni su difusión y puesta a disposición desde un sitio ajeno al servicio 
TDR. No se autoriza la presentación de su contenido en una ventana o marco ajeno a TDR (framing). Esta reserva de 
derechos afecta tanto al resumen de presentación de la tesis como a sus contenidos. En la utilización o cita de partes de 
la tesis es obligado indicar el nombre de la persona autora. 
 
 
WARNING. On having consulted this thesis you’re accepting the following use conditions:  Spreading this thesis by the 
TDX (www.tesisenxarxa.net) service has been authorized by the titular of the intellectual property rights only for private 
uses placed in investigation and teaching activities. Reproduction with lucrative aims is not authorized neither its spreading 
and availability from a site foreign to the TDX service. Introducing its content in a window or frame foreign to the TDX 
service is not authorized (framing). This rights affect to the presentation summary of the thesis as well as to its contents. In 
the using or citation of parts of the thesis it’s obliged to indicate the name of the author. 



CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LOS GRANDES 

MODULOS DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADOS 

Santiago Zarzuela Armengou. 



CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LOS GRANDES 

OTULOS DE COHEN-riACAULAY EQUILIBRADOS 

Memoria presentada por 
Santiago Zarzuela Armengou 
para aspirar al grado de 
Doctor en Matemáticas 
(Universidad de Barcelona). 



a. Ma/U&n, 



INDICE 

INTRODUCCION ... 1 

1.- MODULOS NO FINITOGENEÇADOS Y SISTEMAS DE PARAMETROS ... 4 

§1 DimensLoh de Krull y Cohomología local ... 6 

§2 Sistemas de parámetros, Complejo de Cousin y ... 13 

Cohomologxa local 

2.- GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADOS: ... 26 

CARACTERIZACION Y PROPIEDADES GENERALES 

§1 Caracterización de los grandes módulos de ... 28 

Cohen-Macaulay equilibrados 

§2 El soporte pequeño de un gran modulo de ... 38 

Cohen-Macaulay equilibrado 

§3 Conmutatividad de las M-sucesiones, M gran modulo ... 45 

de Cohen-Macaulay equilibrado 

3.- GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADOS Y ... 50 

EXTENSIONES FIELMENTE PLANAS 

§1 Conservación de la propiedad gran módulo de ... 52 

Cohen-Macaulay equilibrado por extension plana de 

escalares 

§2 Contraejemplos ... 58 

§3 Otras cuestiones ... 65 



4.- DIMENSION INYECTIVA DE LOS GRANDES MODULOS DE ... 71 

GOHEN-MACAULAY 

§1 Caracterización de la dimension inyectiva de un gran ... 73 

modulo de Cohen-Macaulay 

§2 Grandes modulos de Cohen-Macaulay equilibrados de ... 77 

dimension inyectiva finita 

§3 El caso A Gorenstein ... 82 

REFERENCIAS ' ... 86 



INTRODUCCION 



INTRODUCCION. 

La Conjztu/Lo. dz gfumdzÁ màduZoò dz Cokm-MacauZciy, for-

mulada y demoâtrada pot U.HochòteA. siempre que el anillo A contenga 

un cuerpo, establece que 4-c A eó tm anXIZo aonmivtotivo, ¿ocjxL y hiot-

the/Uccno y a^, a^ u m ôÀÂtma dz p(ViSmztÄ.o& dz A zntonczí» 

Qxlòtz UM A-mâdalo M pa/va. zí qtiz CLj, a^ QM M-éucz&Zân, Esta con-

jetura tiene importantes consecuencias y ocupa un lugar primordial 

en el grupo de las llamadas Conjeturas Homol6gicas;(Ver [HO-3] y [Ho-4]) 

Los grandes modulos de Cohen-Macaulay M no adnUtzn^ zn 

gmzfuil, gznzMjCÂân ¿̂yiita. y puede ocurrir, por ejemplo, que no todo 

sistema de parámetros de A sea M-sucesi6n. Los que verifican esta pro-

piedad son los que Ska/Lp denomina ZqvUJUhfUxdo& ( [ Sh-2 ] ) , quien conj e-

tura que los grandes modulos de Cohen-Macaulay equilibrados constitu-

yen, en cierto modo, una generalización al caso no finitogenerado de 

los módulos Cohen-Macaulay. 

El objetivo principal de esta Memoria es el estudio de 

los grandes modulos de Cohen-Macaulay equilibrados. Este estudio lo 

enfocamos desde tres puntos de vista distintos: e£ dz ÙL& pn.op¿zdadz& 

KoJLatwoÂ al gmdo y a la. dúnz¡u¿án dz KAJUÜU. (Capítulo 2), oJi dz¿ OÁ-

CZMO dz tal CjOÁjícXzn. pon. zxtznáZonzá planas (Capítulo 3) y, por ulti-

mo, z¿ dz las pAopízdadzÁ homolágZcaó (Capítulo 4). En cada caso estu-

diamos, ademas, loÁ anomoZúió quz òz pA.odu.am A.&òpzcto al CJOÂO dz gz-



ne/tacUân 

Dada la no ^Á,n¿tud dz loò gMndu módaloò dt Cohen-Macaulcu/ 

&qu¿ú¿b/Lado¿ zá mctóOJUo atlùczoA mitodoÁ ZÁptcXilco^ en 4u z&tudío. 

Hacemos notar que en lo referente al grado hamos podido disponer de 

los métodos desarrollados por Foxby en el contexto mas general de su 

teoría homologica de complejos y en otros trabajos previos ([ Fo-l], 

[Fo-2], [Fo-3] y [Fo-4l)."Por el contrario, ha. &ldo pfitcÀÀQ dzdlcjifi 

pcuvtz de z&ta Umo^Mi p<vui aqueZi/u <iu.zst4.on&& KeJüicUomdnò con ùl d¿-

menáZán de lOtaíí de un módulo no ^^áUtogenoJuido, y en eópecua¿ ¿o n-eZcL-

tlvo a ÁUÓ ÓÁMtOMiÁ de pan&mXXOh» Todo ello configura el Capítulo 1. 

Quería agradecer al Dr. Rafael Mallol, de quien recibí 

mis primeras lecciones de Algebra Conmutativa, el haber aceptado la 

Dirección de esta Memoria y el Ínteres puesto en ella. Asimismo debo 

agradecer al Dr. José Giral toda su colaboracion e inestimables con-

sejos, especialmente durante el periodo que fui becario de la Fundació 

Agustí Pedro i Pons y en el que se elaboro parte de esta Memoria. 

Barcelona, Diciembre de 1985, 
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1 , - MODULOS NO FINITOGENERADOS Y SISTEMAS DE PARAMETROS, 

En z&tz ccLpX.tuto, y &Á, iA,m] zò un anZZZo 

aonmatcLt^vo, ¿ocal y HoztkzH.lano, zótudÁ,amo6 ZÁZnc^aZ-

mente do¿ c.u.e6t¿oneó d¿Át¿ntúiÁ ; poA. tin ¿ado ¿a. 

zaclân dz la d4.mznô£ân dz K^alZ dz un A-mâdulo no ^¿nlto-

gznzAado como óup y poK otKo la. 

z\Á,ótznz¿<i pafia A-màduto·i no ^¿nZtogznz^adoò dz ¿•¿.ótzma.·ò 

dz pcin.âmztn.00. Dz la. n.zlaa¿6n zntH.z ambaá c.uzót¿onz.& &UH.-

gz zl pn.¿ncÁ.pal fiz^ultado dz zòtz capitulo: ¿l M ZÁ un 

A-mSdulo tal quz K • dlm^iMj = dlm(Á/An^(M}) y tal quz 

dlm.[M] ^ Áup { l t,q, H'^'lM] é O } 
zntonczò todo Á¿Átz-r\ ífn 

ma dz paH.&mztn.o& dz Â/An^{M) lo zò dz M i?n.opo.í>lc¿6n 1.10} 

E-àtz fLZÁultado z& apllcablz zntonczà a {^amllla^ 

dz A-mâduloô p^zvlamzntz z&tudladaò: pn.z-m6dulo& Cokzn-

Macaulay, módulos ¡¡¿zlmzntz planos, màduloò con un òubmó-

dulo bdálco y máduloó "ToA.6lonlzÁÁ", Sz dan a6lml6mo zjzm-

ploò mo&tH.ando como &¿n la& condlc-¿onz¿ dzl KZòultado an-

tZÁ citado puzdzn zxlÁtlH. &lÁtzma& dz pafLÓimztfioò y tam-

blín no zxlÁtlfL nlngUn ólÁtzma dz pafiímztfioi, 
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§1.- DIMENSION DE KRULL Y COHOMOLOGIA LOCAL. 

Sea (A,m) un anillo conmutativo, local y Noethpriano con 

ideal maximal m. Si M es un A-modulo cualquiera se define la dimen-

sion de Krull de M como la dimension de su soporte: dim^(M) = 

dim(Supp^(M)), es decir, la longitud de la cadena mas larga que se 

pueda formar con ideales primos del soporte de M. Si el A-modulo 

M es finitogenerado su soporte coincide con el conjunto de ideales 

primos que contienen al anulador de M (V(An (M)) de manera que 
A 

dim^(M) » dim(A/An^(M)). No ocurre lo mismo cuando M no es finito-

generado; por ejemplo, si M es la envolvente inyectiva del cuerpo 

residuo de A (E^(A/m)) se tiene que An^(M) = (0) ([Sha-Va], 2.26 

Corollary 2) mientras que Supp.(M) = { m } . A 

Para caracterizar homologicamente la dimension de Krull de 

un modulo es necesario introducir los modulos de cohomología local. 

Si I es un ideal de A y M es un A-modulo se define F^CM) = 

{ m e M t.q. An.(m) es I-primario } = U (0:1 es un func-Á M I 
tor covariante exacto por la izquierda de manera que V n > O pode-

nos considerar los funetores derivados por la derecha R^T^. Se llama 

n-esimo modulo de cohomología local de M respecto de I a R^T^(M), y 

lo indicaremos con H^CM), Cuando I = m se obtienen los llamados mó-

dulos de cohomología local. 

Aunque la cohomología local fue creada por Grothendieck en 

el contexto de su teoría de la dualidad (v^ase [ Gro]) también ha cons-

tituido posteriormente una importante herramienta del Álgebra Conmu-

tativa, y en este sentido utilizaremos [ Sh-1] , [Mac-Sh]y [He-Ku] §4 
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como referencia para las propiedades generales de la cohomología 

local. El siguiente resultado liga a ésta con la dimension de Krull: 

1.1 Proposicion.- Sea M un A-modulo. Entonces 

dim^(M) > sup { n t.q. H^(M) ^ O } , 

y si M es finitogenerado vale la igualdad. 

Demostración; [He-Ku] 4.12 6 bien [Sh-1] 6.1 y [Mac-Sh] 2.2 .• 

La cuestión es^ahora ver que ocurre para los módulos no fi-

nitogenerados. Como comprobamos segiiidamente no es posible extender a 

cualquier A-modulo la igualdad anterior. En efecto: 

sea A un dominio local con dim(A) > 4. Sea M un A-modulo 

finitogenerado de dim^(M) =» 2 y p un ideal primo de A tal que 

dim(A/p) = 3. Sea N » M ® E^(A/p). Entonces se tiene que dim^(N) = 3 

mientras que H^(N) = H^(M) ® H^(E^(A/p)) - 0. 

Para encontrar familias de A-modulos en las que la dimen-

sion de Krull venga dada por sup { n t.q. h'̂ (M) O } va a ser necesa-
fíi 

rio imponer alguna restricción. En primer lugar vamos a considerar 

A-módulos tales que dim^(M) = dim(A/An^(M)) (el A-módulo del ejemplo 

anterior no verifica esta condición: dim^(N) = 3, dim(A/An^(M)) = 

dim(A) > 4). Puesto que M es de forma natural un A/An.(M)-módulo 
A 

resulta de [He-Ku] 4.11 que la cohomología local de M como A-módulo 

coincide con la cohomología local de M como A/An (M)-módulo, de ma-
A 

ñera que podemos suponer que dim^(M) = dim(A) = n. Ahora el A-módulo 

h'̂ (M) puede ser caracterizado de diversas formas. Previamente necesi-
m 

tamos introducir algunos conceptos. 

Si a p ...> a^ es un sistema de parámetros de A se puede : 
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considerar para todo A-modulo el siguiente límite inductivo: 

k k 

lim(M/(aj^, .... a^)M), siendo el morfismo de conexión entre 

k 
k k s s 

M/(a,, a )M y M/(a,, a )M, s > k, la multiplicación por 
i n i n s-k 

. Por otro lado, y si E es la envolvente inyectiva del 

cuerpo residuo de A, se define el dual de Matlis de un A-môdulo M 

como ît'" = Hom (M,E). En particular a C = Ĥ (A)''" se le denomina modu-
A. ÏFT •  

lo canónico de A. Puesto que E es cogenerador inyectivo y h"(A) ^ 0 

resulta que C 0. Asimismo y si el anillo A es completo la duali-

dad de Matlis transforma módulos Artinianos en módulos Noetherianos 

([ Sha-Va] 5.20), de manera que como h'̂ (A) es siempre Artiniano m 

([Mac-Sh] 2.1) el módulo canónico es, en este caso, finitogenerado. 

La siguiente Proposición resume las distintas caracteriza-

ciones de H^(M) que aparecen en [He-Ku] §4 y en [íiat]. 

1.2 Proposición.- Sea M ün A-módulo. Los siguientes A-módulos 

son isomorfos: 

(i) <(M). tn 

(ii) 

(iii) lim(M/(a,, ..., a )M) con a,, a cualquier sistema de pa-
i n i n 

k 

rimetros de A. 

Ademas la no anulación de es equivalente a la no anulación de 

(iv) Hom^(M,C). 

(v) Horneen" (A), 

Demostración; por [He-ku] 4.9 se tiene que 

n k k 
H (M) S lim(Hom^(K^(a,, a ;A),M), donde a., ..., a es cualquier 
Wi A X TI JL n 

k 
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sistema de parámetros de A y K^ indica el complejo de Koszul respecto 

a este sistema de parámetros. Asimismo el morfisno de conexion entre 

el modulo de índice k y el de índice s de este sistema es el producto 

s—k k k 
por (a,•••a ) , s ̂  k. Para K.(a,, a ;A) se tiene entonces 

i n * 1 n 
d^ n 

O ^ A ^ A ,de manera que al aplicar el functor 

1 ^ 

d 
Hom^(.,M) quedará Hom^(A°,M) 4? Hom^(A,M) 0. Es fácil entonces 

- k k 
comprobar que Coker(d^) SSM/Ca^^, ..., de amnera que obtenemos el 

n k k 
isomorfismo H^(M) S iiin(M/(aĵ , 

k 

n k k 
En particular H (A) s lini(A/ (a,, ..., a ) ) , y puesto que el 

I ^ ^ ^ 

k 

producto tensorial conmuta con el límite inductivo resulta que 

Ahora, y dado que E es un cogenerador inyectivo, se tiene 

que h"(H) # o si y solo si Hom (M ® h " ( A ) , E ) S Hom (M,C) O y que 
'm ' J\ A III x\ 

H J ¡ ( M ) O si y solo si Hom^(M ^ H^(A) , E ) A Hom^(HJ|(A) , M ) 0 . « 

1.3 Corolario.- Sea M un A-modulo. Entonces í' O si y solo si 

M ^ A tiene un cociente finitogenerado (como A-modulo) de dimension n. 

Demostración; por [He-Ku] 4.12 Reduktion 1 se tiene que 

H^(M) S hS(M ® Â), de manera que podemos suponer A completo y simple-
In ' fn A 

mente demostrar que # O si y solo si M tiene un cociente finito-

generado de dimensión n. Es claro ahora a partir de 1.1 y de 1.2 (iv) 

que un A-modulo finitogenerado K tiene dimension n si y solo si 

Hom(K,C) 0. En particular cualquier submodulo no nulo de C, que es 

finitogenerado, tiene dimensión n. 

Supongamos ahora que aHw i' o. Entonces Hom. (M,C) 'é O, m A 
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es decir, M tiene vin cociente isomorfo a un submodulo no nulo de C 

que tendra, en consecuencia, dimension n. Reciprocamente, si K es un 

cociente de M finitogenerado de dimension n se tiene que Hom (K,C) ^̂  0 
A 

y com M se epiyecta en K también Hom^(M,C) 4 0." 

Observación.- Es cierto en general que si M tiene un cociente fini-

togenerado de dimension n entonces 0. En efecto, sea K ese co-

ciente; la sucesión exacta de cohomología local asociada sera enton-

ces de la forma ... H^(M) hJ¡(K) O, de manera que como H°(K) i O 

también H^(M) O, 

1.4 Corolario.- Sea M un A-modulo. Entonces H^(M) / O si y solo si 

existen aĵ , ..., a^ sistema de parámetros de A y m G M tales que 

V^j > 0 se verifica a^^^^M. 
i n i n 

Demostración: por 1.2 (iii) H^(M) O si y solo si lim(M/(b^, ..., b^)M) 
• m L n 

k 

no se anula para cualquier sistema de parámetros b̂ ,̂ ..., b^ de A. Es 

decir, si y solo si para cualquier sistema de parámetros de A existen 

kg y m € M tales que V s > k^ (b^*• ^ (b®, ..., b®)M. Toman-

kn kn 
do ahora el sistema de parámetros â ^ = * "'* ^n ~ ^n obtenemos 

que si H^(M) ^ O entonces V j > 0 (a, •••a ? (a^, ..., a^)M. El 
m i n i n 

recíproco es inmediato." 

Observación.- Si M es un A-modulo y a,, ..., a es un sistema de 
— — — — — i n 

parámetros de A se dice que m € M es un buen elemento respecto 

a,, a si verifica las condiciones del Corolario anterior. Cuan-
1* ' n 

do M » A el hecho de que 1 se un buen elemento respecto cualquier sis-

tema de parámetros de A constituye la llamada Conjetura monomial de 

Höchster, cierta cuado el anillo A contiene un cuerpo([ Ho-1] Prop.3). 
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Pasamos ahora a detallar algunas familias de A-modulos cuya 

dimension de Krull viene caracterizada por la cohomología local. 

A) Modulos pre Cohen-Macaulay. 

Si â ,̂ •••» PS un sistema de parámetros de A se dice que 

un A-módulo M es pre Cohen-Macaulay respecto â ,̂ ^^ si \/j > O 

el morfismo M/(a^ a^) M/Câ "*"̂ , .... a^"^^) es inyectivo i n i n 
y mM i' M. Los modulos pre Cohen-Macaulay fueron definidos por Bartj in 

y Strooker en [ Ba-St], donde ademas demuestran la existencia, dado un 

sistema de parámetros de A, de un A-modulo pre Cohen-Macaulay respec-

to a dicho sistema de parámetros siempre que el anillo contenga un 

cuerpo. Dada la inyectividad de los morfismos de conexión es claro que 

H " ( M ) S L I M ( M/aí a ^ ) M ) 0 . »I i n 
k 

B) Modulos fielmente planos. 

Es claro que si M es un A-modulo fielmente plano entonces 

S H^(A) J M 0. 

C) Si I es un ideal de A y N C M son A-modulos se dice que N es un 

submodulo I-puro de M si N/IN C M/IM. Supongamos entonces que N es -

un submodulo I-puro de M V I ideal m-primario. -v a,, a sistema 

V^ k k k > O se tendrá que N/Ca^^, ..., a^)N C 
k k k k ^ M/(a,, .... a )M, de manera que si lim(N/(a,, ..., a )N) i' O también i n i II 

k 
lim(M/(aí, a^)M) ^ 0, i n 
k 

Por ejemplo si M es un A-modulo separado para la topología 

m-ádica la extensión M M es siempre I-pura V" I ideal m-primario. 

En efecto, si I es m-primario existe r > O tal que m'̂  C i, de manera 

-11 -



que n ( m ^ + IM) » IM y M/IM es separado para la topología m-âdica. 
n > 0 

Luego M / I M C ( M / I M ) ^ S S F Í / L M . Concluimos pues que si M es separado para 

la topología m-adica y H"(M) j 0 también H^(M) j 0. En particular si 

M es un A-modulo Finitogenerado de dimension n. 

D) Sea M un A-modulo. Se dice que L C M es submodulo básico de M si 

L es un submodulo no trivial puro de M (es decir,V A-modulo N 

L ^ N C M p N), denso en M para la topología m-âdica y libre. La 

nocion de submodulo básico fue dada por Griffith en [Gri-1] y está 

relacionada con la platitud (por ejemplo, todo A-môdulo fielmente pla-

no tiene un submodulo básico [Ba-St] 3.6). Es claro entonces que por 

ser L libre H^(L) i O, luego también H^(M) # 0. 

E) Modulos "torsionless". 

Un A-modulo M se dice que es "torsionless" si V m € M - (0) 

existe f S Hom.(M,A) tal que f(m) ^ 0. Es muy fácil ver que M es 

"torsionless" si y solo si es isomorfo a un submodulo de un producto 

de copias de A. Si suponemos ahora que V p G Ass^(A) se verifica 

dim(A/p) = dim(A) (por ejemplo si A es íntegro, o Cohen-Macaulay...) 

se tiene que todo ideal de A tiene dimensión igual a dim(A), de mane-

ra que si para un A-modulo M se verifica Hom^(M,A) 4 O entonces M 

tendrá tin cociente f initogenerado de dimension n =» dim(A), y por lo 

tanto O, Esto ocurrirá en particular para los modulos "torsion-

less". 
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§2.- SISTEMAS DE PARAMETROS, COMPLEJO DE COUSIN y COHOMOLOGIA LOCAL. 

Pasamos ahora a estudiar el problema de la existencia de 

parámetros para un A-modulo dado y su relación con la cohomología 

local. 

Sea M un A-modulo de dimension r. Diremos que la familia 

de elementos de Â â ,̂ a^ es un sistema de parámetros de M si 

i = 1, r se tiene que dim^(M/(aj^, ..., a^)M) = r - i. Cuando 

M es un A-modulo finitogenerado siempre existen sistemas de paráme-

tros, que en realidad coinciden con las familias de elementos de A 

que al hacer clase modulo el An^(M) nos dan sistemas de parámetros 

de A/An^CM) (véase [Se] III Prop.7). Si M no es finitogenerado no 

tienen porqué existir sistemas de parámetros de M. Veamos un contra-

ejemplo : 

sea A un dominio local y catenario de dimension > 2.(por 

ejemplo KlX,, cuerpo cualquiera), i n ^A-, . •., A } 1 n 
Sea M = ® A/xA. Como V x S A dim(A/xA) = n - 1 resulta que 

x S m - {0} 

dim. (M) > n - 1; pero (0) ? Ass (M), pues si K es el cuerpo de frac-A rL 
ciones de A M ® K = ® (A/xA ® K) = 0 , de manera que dim. (M) 

^ x € m - {0} ^ ^ 

n - Sea ahora a O un elemento cualquiera de m. Entonces M/aM = 

A/aA ® ( © A/(x,a)), luego dim (M/aM) = dim(A/aA) = n - 1, 
x S m -{0,a} 

y no es posible encontrar para M ningún sistema de parámetros. 

El A-môdulo del párrafo anterior es anómalo en el sentido 

de que dim^(M) dim(A/An^(M)), pues An^(M) = (0) (en efecto, si 

a G A fuera tal que aM = 0 se tendría que a € H (jjji ,, y por 
xGm -{0} 
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lo tanto a = 0). Obviando esta anomalía se puede enunciar: 

1.5 Proposición.- Sea M un A-modulo tal que dim (M) = A 
dim(A/An. (M)) y tal que \f p G Supp (M) se verifica T̂  M . Enton-A A p p 
ees todo sistema de parámetros de A/An.(M) es sistema de parámetros A 

de M. 

Demostración; considerando a M como un A/An^(M)-modulo podemos supo-

ner simplemente que dim^(M) = dim(A) = n. Veamos en primer lugar que 

V' ideal I de A Supp^(M/lM) = V(I) n Supp^(M). En efecto, si 

p e Supp. (M) e I c p se tendrá que IM C pM M , luego (M/IM) O A p p p p 

y p G Supp^(M/IM). La otra contención es evidente. Sea ahora 

p S Supp.(M) tal que dim(A/p) « n. Si x,, ..., x es un sistema de pa-A 1 n 
rametros de A también lo sera de A/p, y entonces resultara que V^ r 

Supp^(M/(Xj, x^)M) - V(x^, x p n Supp^(M) D V(x^, x^) fl V(p) = 

V((Xj, x ^ , p); luego dim(Supp^(M/(x^, ..., x^)M) > 

dim(V((x^, x^), ) » n - r. Por otro lado y puesto que 

dim(A/(x,, ..., x )) =» n - r se tiene que dim.(M/(x., ..., x )M) < n - r, X r A X r 

de manera que que hay igualdad y Xĵ , ..,, es sistema de parámetros 

de M.« 

Observación.- La condición pM^ ^ M^ es imprescindible en el enuncia-

do anterior. Por ejemplo, y si A es un dominio local de dim(A) = n > 1, 

podemos considerar M =• K ® A/p donde K es el cuerpo de fracciones y 

p un ideal primo no nulo; dim^(M) « dim(A/An^(M)) = n. Sea x í p un 

elemento no unitario; entonces x forma parte de un sistema de parame-

tros de A y también de un sistema de parámetros de A/p,,de manera que 

M/xH » K/xK ® A/(x,p) es de dimension n - 2 y, por lo tanto, x no for-

ma parte de un sistema de parámetros de M. 



Incluso para A-mödulos no finitogenerados con buenas pro-

piedades la condición pM i M V^p E Supp (M) puede fallar. En 2.6 ve-
P P " 

remos un caso típico en este sentido. Así pues hay que encontrar otro 

tipo de condición que no dependa tanto del soporte para asegurar la 

existencia de sistemas de parámetros. Veremos que esta condición vie-

ne dada por la cohomología local. Previamente es conveniente introdu-

cir la nocion de complejo de Cousin de un modulo respecto de una fil-

tración. 

Si A es un anillo local y Noetheriano una familia F = ^^Í^Í > Q 

de subconjuntos de Spec(A) se dice que es una filtración si 

(i) constituye una cadema descendente de subconjuntos, es decir. 

Spec (A) D FQ D Fĵ  D ... D F^ 3 ..., y (ii) todo ideal primo de 

^^i " ^i ~ ^i+l minimal en F^ (se dice que es minimal repecto 

F.). Un A-módulo M es admitido por la filtración F si Supp.(H) C F.. X . A U 
Ejemplos de filtraciones son: 

- V ' i > 0 , H ^ » { p € Spec(A) t.q. h(p) > i } . Entonces H = (H^)^ ̂  ^ 

es la llamada filtración altura de A. 

- Si M es un A-módulo puede considerarse i > O 

H^(M) « { P S Supp^(M) t.q. > i } (donde h^(p) indica la altu-

de p en Supp^(M)), H(M) « (H^(M))^ ̂  ^ es la llamada filtración altu-

ra respecto de M, 

- Si M es un A-módulo se define V i > O 

D^(M) - { p e Supp^(M) t,q. dÍm(A/p) < dim^(M) - i } . D(M) - (D.(M))^ ^ 

es la llamada filtración dimensional respecto de M. 

Dado un A-módulo M y F » > g filtración de Spec(A) 



admitiendo a M se puede construir un complejo de A-modulos asociado 

de la siguiente manera: 

< -1 se toma M = 0, y para r = -1 M = M. Se define 

M^ = ® M . Dado un elemento m G M hay tan solo un n® finito de 
p G 5Fq P 

ideales primos de ÔF^ para los que la imagen de m en M no se anula. 

En efecto, se tiene que Supp^(mA) C Supp^(M) C F^, luego los minima-

les de Fg que pertenecen a Supp^(mA) son también minimales de Supp^(mA), 

y de estos hay un n® finito. 
- 1 0 

Hay pues un morfismo natural M =» M ->• M . Denotaremos 

por d ^ a e Por otro lado resulta que Supp^(M^/d ^(M C: F̂ .̂ En 

efecto, Supp^(M^/d~^(M S ) ^ Supp^(M^) C Supp^(M) C F^, luego única-

mente hemos de ver que si í^ G SF^ entonces q ? Supp^(M^/d~^(M~S). 

Pero M^ = © (M ) = M , pues si p q entonces (M ) = O al ser p e ÔF^ P ̂  ^ ^ 

los ideales primos de ÔF^ minimales de F^. Asimismo (d ^(M = M , 

luego = O y q e Supp. (M°/d~^(M'b) • 
^ 1 O 1 

" l e —1 Hay entonces un morfismo natural Coker(d ) © (Coker(d )) 
p G SF P 

O 
= Si se considera el morfismo M Coker(d ) se puede definir 
entonces d^ = e^h^. Ahora este proceso se puede repetir recursivamen-

te de manera que V"i > O M^ = ® (Coker(d^~^)) y d^ = e^h^, ob-
p G 5F. P 

teniéndose así un complejo de A-modulos: 

i M^ ... ^ ^ M^ ... 

llamado complejo de Cousin de M respecto de la filtración F y denota-

do con C^(F, M). 

El complejo de Cousin de un modulo aparece en relación con 



la teoría de dualidad de Grothendieck (ver [Ha] IV §2), pero es utili-

zado por Sharp posteriormente en el estudio de las propiedades Gorens-

tein y Gohen-Macaulay. Aunque mas adelante trataremos este tipo de 

cuestiones ahora únicamente nos interesa en función de su relación 

con la cohomología local.al considerar el complejo de Cousin de un 

A-modulo M respecto de su filtración dimensional. En este sentido el 

siguiente resultado va a ser de gran utilidad: 

1.6 Proposición,- Sea M un A-modulo de diemnsiSn r. Entonces el 

termino r-ésimo de C.(D(M), M) es isomorfo a H^(M). 
A 

Demostración: ver [Sh-2] Th. L.8." 

Sea ahora M un A-módulo con dim (M) = r y consideremos x 
A 

tal que x ß p\fp ̂  Supp^(M) con dim(A/p) = dim^(M). Podemos construir 

entonces los siguientes complejos: 

(1) Complejo de Cousin dimensional de M, C^(D(M), M): 

„ .0 ,r-l 
O -^M ^^ ^^ ... ^ ^ M^ . 

* (2) C^(D(M), M) , complejo obetnido al considerar 

O -*Coker(d" ) ^ M^ ... M^ O 

transformado por el functor Hom^(A/(x),.). 

(3) Si N =» M/xM se toma la filtración F = (F.) - « donde 1 X u 

F^ = { p e Supp^(M) t.q. dim(A/p) < dim^(M) - (1 + i)} y se toma 

al complejo C.(F, M). •̂ Â " - • 

El siguiente resultado generaliza [Sh-2] Th. 2.2 al conside-

X únicamente con la propiedad antes requerida: 

1.7 Proposición.- Existe una epiyección de complejos 
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N) H)* . 

Demostración: hemos de construir un morfismo de complejos 

O N ^ N N ... ^ N^ -»• O 

O (Coker(d~S)* (M^* (M^)* -»"... (M^)* -»• O 

(e°)* (dh* 

que sea epimorfismo a cada nivel. Lo haremos recursivamente: construi-

remos í̂/ ̂  y supuesto construido ^ encontraremos a . 

- ^ Consideremos la siguiente sucesión exacta: 

O ^ M ^ Coker(d"b (d° - e°h°) . 

Puesto que x ^ p Vp tal que dim(A/p) = dim.(M) se tiene que el produc-

to por X es un isomorfisme de M^. Luego se tiene un epimorfismo de 

M^ en M^/xd ^(M^) de núcleo d ^(M) y por lo tanto un isomorfismo 

Coker(d"^) M°/xd~^(M) . Tomando el functor Hom^(A/(x),.) resultará 

que (Coker(d'^))* s (M°/xd"^(M))* s (xd"^(M):x)^0/xd"^(M) s 

d ^(M)/xd ^(M). Por otro lado hay un epimorfismo de M/xM en 

d ^(M)/xd ^(M) de manera que componiendo a este con el isomorfismo 

anterior obtenemos el epimorfismo ^ (Coker(d 

Proceso recursivo: 

- i = 0. Se tiene el diagrama 

f-1 

O N , epimorfismo. 

nr^ I ^iP ; 
-1 

(CokerCd ))* (M^)* 

—1 O d —1 
yj/ induce de forma natural un epimorfismo N -»• ® (CokerCd" ))* 

P E S F Q P 

S£ ® (Coker(d"b J * a (® Coker(d'^) (M^)*, de manera que 
P€5Fq PSSFQ P 



o o 
componiendo a 6 con estos isomorfismos se obtiene el epimorfismo . 
- i > 0., El epimorfismo -* (M̂ "*"̂ )* induce de forma natural un 
epimorfismo ^^:Goker(f^ Coker((d^)*) y por lo tanto un epimorfis-
mo ô̂ '̂ Sn̂ '*"̂  ® (Coker(d^)*) . 

P € 

Vamos a establecer también un epimorfismo entre 

(Coker((d^)*) y (Coker(d^))* de la siguiente forma: el diagrama 
i-1 ^ ^ i+1 i (Coker(d ))* (íC^)* -»- Coker((d )*) O 

II 
(Coker(d^"S)* (CókerCd"^) )* 

(eS* (h^'^b* 

induce un morfísmo v .Si vemos que 
es epimorfismo también lo 

será v^. Pero como x í p V p G Supp^(H) tal que dim(A/p) » dim^(M) se 

tiene que el producto por x es un isomorfismo de M^ y, por construc-

ción, sera un epimorfismo de M^ V i > 0. Luego si m e (0:x).- , /JÍNN — 

(Coker(d^))* existe z € (M^)* tal que d^(xz) = xd^(z) = xm G d^(M^). 

En particular x(m - d^(z)) =. O y a = m - d^(Z) S (0:x)„i+l ss (l·l̂ '̂ )̂*, 

luego = m - d^(Z) = m y concluimos que (h^^^)* es epimor-fismo. 

El epimorfismo v^ induce ahora un epimorfismo 

® Coker((d^)*) ® (Coker(d^))* s © (Coker(d^) )* 
P e p G p e SF,^, 

s ( © CokerCd ) )* s (M"̂  )*, de manera que por composición 

p e 

con obtenanos un epimorfismo (M^^^)* tal como deseába-

mos. 

Por otro lado es epimorfismo de complejos por construcción, 

por lo que queda finalizada la demostración.* 



1.8 Corolario.- Sup { i t.q. N^ O } > sup { i t.q. (M^)* 0} - 1. 

En particular si (M )* O para algún i > 0 entonces dim. (N) = dim. (M) - 1, 
A A 

xM M y el complejo C^(F,N) es el complejo de Cousin dimensional de N. 

Demostración: la primera parte es inmediata. Por otro lado 

dim^(N) < dim^(M) pues x ̂  p V'p tal que dim(A/p) = dim^(M). Si en-

tonces (M^)* # O para cierto i > O se tendrá que N^ ^ íí O con i - 1 > 0. 

Por construcción de N) N^ debe ser no nulo y, en consecuencia, 

Supp^(N) n Fq 0. Luego-N O (xM M) y dim^(N) = dim^(M) - l. Es 

claro entonces que por la misma definición de F se tiene N) = 

C^(D(N), N)." 

Utilizando ahora la relación entre la cohomología local y 

el complejo de Cousin dimensional de un módulo podemos enunciar: 

1.9 Corolario.- Si dii!^(M) = sup { i t.q. H^(M) ^ O } = r 

entonces dim.(N) = dim.(M) - 1, xM M y dim.(N) = sup { i t.q. H^(N) # O } 
A A A T(\ 

Demostración: por 1.6 m'̂  s h^(m) 0. Pero H^(M) es un A-modulo de 
• fti 

dimension O ([Mac-Sh] 2 . 1 ) , luego (m'̂ )* S ( H ¡ ^ ( M ) ) * 4 0 . Aplicando el 

Corolario anterior se tiene que dim^(N) = dim^(M) - 1, xM M y 

C^(F, N) = C^(D(N), N). Por la segunda parte del mismo Corolario obte-

nemos que dini^(N) = sup { i t.q. hĴ CN) O } , pues 

En relación con la existencia de sistemas de parámetros po-

demos enunciar: 

1.10 Proposición.- Sea M un A-módulo tal que r = dim^(M) = 

dim(A/An.(M)) y tal que sup { i t.q. l·llCM) ̂ O } = dim. (M) . Entonces 
A TÏÏ A 

todo sistema de parámetros de A/An^(M) es sistema de parámetros de M. 



Demostración: puesto qua ^i. hJ^CM) (M) ̂ ^̂  ([He-Ku] 4.11) po-

demos suponer que An^(M) = O y que r = n = dim(A). Sea entonces 

Xj, ..., "II sistema de parámetros de A. Bastará comprobar que 

V i = 1, n dim (M/(x,, x.)M) = n - i; lo haremos por induc-
A •'• ^ 

cion sobre i. 

i = 1. Xĵ  forma parte de un sistema de parámetros de A, luego 

Xĵ  ̂  p y p G Spec (A) tal que dim(A/p) = dim(A). Luego podemos apli-

cer el Corolario 1.9 y obtener que M̂ ^ = M/x̂ M̂ ̂  O es tal que 

dim^(M^) = sup { i t.q. H^CM^ O } = n - 1. 

Hagamos hipótesis de inducción y supongamos i > 2. Como 

3 (x^, ..., resulta que dim(A/An^(M^_p) < n - i + 1 = 

dim(A/(x., X. )). Por otro lado dim.(M- ) < dim(A/Án.(M. ,)), 1 A l'· L A i*" L 

de manera que aplicando la hipótesis de inducción obtenemos que 

dim(A/An^(M^_j^)) = =» n - 1 + 1. Ahora, y aplicando el caso 

i = 1, tendremos que dim^(M^) = '^^"^/An (M ) = n - i, con lo que A 1"" 1 

acabamos la demostración.' 

1.11 Corolario.- Sea M un A-módulo tal que r = dim.(M) = dim(A/An.(M)) 
IV A 

= sup { i t.q. H^(M) í« O } . Entonces mM ^ M, 

Demostración: de nuevo podemos pensar en M como un A/An^(M)-módulo. 

Sea Xĵ , x^ un sistema de parámetros de A. Existe entonces s > O 

tal que m® C (x,, ..,, x ). Por otro lado x,, ..., x será sistema de 
1 n 1 n 

parámetros de M (1.10) luego dim(M/(Xj^, = O y en particular 

(Xĵ , ..., # M. Es inmediato entonces que mM f M." 

Obaervación.- La condición dim (M) = sup { i t.q. H^(M) O } 
— — — • A lïi 

no es por si misma suficiente para garantizar la existencia de un 



sistPtaa de parámetros de M. Por ejemplo, el A-modulo descrito al 

principio de este apartado la verifica: H"^ ^ ( M ) = ® H " ^ ( A / X A ) 4 O (71 "1 

x S m - {0} 

ya que V x S m - {0} A/xA es finitogenerado de dimension n - 1; en 

cambio M no tiene ningún sistema de parámetros. Por otro lado ningu-

na de las dos condiciones de la Proposicion 1.10 es en realidad nece-

saria para asegurar la existencia de un sistema de parámetros del mó-

dulo. Veamos un ejemplo: 

sea A un dominio local cualquiera de dimension n ^ 2. Sea 

p e Spec(A) tal que dim(A/p) = r, 1 < r < n , e I un ideal de A tal que 

p C I y dim(A/l) = r - 1. Consideremos entonces M = E^(A/p) ® A/I; se 

tiene que V a S l - p a M = E^(A/p) de manera que M/aM =» A/I. Puesto 

que dim^(M) = dim(A/p) = r resulta que a forma parte de un sistema de 

parámetros de M y estos pueden ser obtenidos, por ejemplo, completan-

do a con un sistema de parámetros de A/I. En cambio An (M) = O, pues 
A E. (A/p) es fiel por ser A dominio, y H^(M) = H^^CE.ÍA/p)) ® H^(A/I) =» O ri, )7I 171 XX 171 

pues E^(A/p) es inyectivo y A/I es de dimension r - 1. 

Como acabamos de ver la condición dim.(M) = sup { i t.q h;:(m) 4 O } A tfi 

no es en si misma suficiente para asegurar la existencia de un siste-

ma de parámetros de M. La principal dificultad, claro está, es poder 

encontrar un elemento x S m tal que x ^ p p S Supp^(M) con 

dim(A/p) = dim (M). No obstante, y si el anillo es completo y M es nu-

merablemente generado, la condición es suficiente. Para demostrarlo 

utilizaremos el siguiente resultado de Sharp y Vamos que generaliza 

en cierto sentido el conocido lema de evitación de primos. 

1.12 Lema.- Sea A un anillo Noetheriano, local y completo. Sea 



{ p. } _ una familia numerable de ideales primos de A jr sea X 1— 1 y Z y • • • 

I un ideal de A tal que I C ̂ Û ^ p^. Entonces j tal que I C p^. 

Demostración; [Sha-Va] 2.6." 

1.3 Proposición.- Sea A un anillo Noetheriano, local y completo. 

Sea M un A-módulo numerablemente generado tal que dim^(M) = 

sup { i t.q. o } . Entonces existe un sistema de parámetros 

de M. 

Demostración: puesto que M es numerablemente generado Ass (M) es un 
' A 

conjunto numerable ([Sha-Va] 3.2). Pero 

F = { p S Supp^(M) t.q. dim(A/p) = dim^(M)} está contenido en los 

minimales de A, luego F es numerable. Puesto que ninguno de ellos con-

tiene a m el Lema 1.12 nos asegura que m Ç U p, luego existe x G m 

p e F 

tal que x ^ p Por el Corolario 1.9 tenemos entonces que 

dim.(M/xM) =• dim.(M) - 1 = sup { i t.q. H^CM/xM) O } . Como M/xM es A A ÍRI 

también numerablemente generado podemos repetir el proceso bata com-

pletar un sistema de parámetros de M." 

Es bien conocido que si M es un A-módulo finitogenerado en-

tonces a^, a^ es sistema de parámetros de M si y solo si es sis-

tema de parámetros de A/An^(M) ([Se] III Prop.7). Como más adelante 

veremos (2,11) ni siquiera en las condiciones de la Proposición 1.10 

es posible asegurar esto para los A-módulos no finitogenerados. Sí lo 

es, no obstante, para los A-módulos que tienen un submódulo básico. 

En efecto: 

1.14 Proposición.- Sea M un A-módulo y L C M un submódulo básico 

de M. Entonces aĵ , es sistema de parámetros de A si y solo si 



a^, a^ es sistema de parámetros de M. En particular si M es fiel-

mente plano. 

Demostración; ya hemos visto que dim (M) = dim(A) = n y que h'^(M) 0. 

Por otro lado An.(M) C An (L) = (0) por ser L libre. Luego por 1.10 iV A 

todo sistema de parámetros de A lo es de M. Reciprocamente: supongamos 

que a^, ..., a^ es un sistema de parámetros de M. Por ser L C M una 

extension pura se tiene entonces que i = 1, n 

L. = L/(a, , .... a.)L CM/(a,, a.)M. Luego dim. (L.) < dim (M) - i. X X X i. X i i X i V 
Pero como L es libre dim. (L.) = dim(A/(a,, a.)) ̂ n - i, luego A, X X X 
dim(A/(aj^, ...» a^)) = n - i y â ,̂ «'s sistema de parámetros 

de A." 

Los A-modulos con un submodulo básico verifican también otras 

propiedades que los acercan en cierta manera a los módulos finitogene-

rados. Por ejemplo, es cierto que todo A-modulo finitogenerado cumple 

que Y p ^ Supp (M) - { m } la aplicación natural M ^ M no es epi-
. p ^ 

morfismo. En efecto, — M/Ker(f ), finitogenerado, luego por el 
P P 

lema de Nakayama mf (M) mientras que mM = M . Se tiene en-
r P P P 

tonces: 

1.15 Proposicion.- Sea M un A-modulo y L C M un submodulo básico 

de M, Entonces ^ p ̂  Supp (M) - { m } la aplicación natural M M A fp p 
no es epimorfismo. 

Demostración: p ̂  Supp.(M) se tiene que L C M . Si f fuera epi-— A p p p 
morfismo entonces Y SL ^ p y ^ / l ^ L s e tendría 1/a = m/1 para 

cierto m € M. Luego existe b ? p tal que Ib - mab = O y, por lo tan-

to, mab S L. Puesto que L C M es una extensión pura existe 1' ̂ L tal 



que lb = mab - I'ab, luego 1/a = I'/b y también la aplicación natu-
ral L ^ L es epimorfismo. Pero esto no es posible ya que L es libre, 

P ^ 



CAPITULO 2 



2 . - GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADOS: 

CARACTERIZACION Y PROPIEDADES GENERALES, 

iVo4 centAamoò en ZAtz ¿&gundo capítulo e.n al 

z&tudio dz ¿00 g/Land2.6 môduloô dz Cohzn-McLcaalay zqulll-

bfiadoi dz&dz zt panto dz vlòta dz i a caAactz^-czacX.ân y 

tambZén dz laò pfioplzdadzò dz 4a òopo^tz. Sob/iz ¿o p^ZmzAo 

damoó zn la. Tfiopoólclón 2 . 5 ana líòta dz caA.actZA.¿zacíonz6 

(alguna dz zllaÁ ya conocida} zntAz laò qaz cabz dzòtacan, 

la óígaZzntz: ò-c |A,m) zó un anillo conmutativo, local y 

Uoztkzfiiano y ¡Á zA un A-mâdulo zntonczò M zò A-g^an mó-

dulo dz Colfizn-ÍÁacaulay zquilibKado il y òolo òi todo ilò-

tzma dz paAdmztAoò dz M Z4 M-¿ucz-iián. 

Rzòpzcto a loM pn.opizdadz0 dzl iopo/itz dz un 

K-gfian módulo dz Cohzn-fÁacaalay zquillbn.ado M obóz^vamoò 

zn pKÁMZi lagan, laò anomalías qaz puzdz pn.zózntan. (P^opo-

òición 2.7) y la nzczòidad dz intfiodacin. zl òopon.tz pzquz-

ño: ¿ u p p ^ ( M ) . Al zòtudiafi cuando amboó coincidzn obtznzmoò 

qaz ¿i M zs un A-gA.an módulo dz Cokzn-tíacaulay zquilibn.ado 

zntonczò óupp^(M¡ « Sapp^fM) òi y òolo òi todo òiòtzma dz 

pan.S.mztn.00 dz M lo zò dz A/An^lM) . lPn.opoòición 2.11), 

Laò cazòtionzò antzxiofLZò zòtdn también Kzlacio-

nadaò con la conmutación dz laò U-òuczòionzò. pan.a M A-gnan 

módulo dz Cohzn-Macaulay zquilibfiado. Vz kzcko obtznzmoò 

quz zòtaò conmutaAdn bajo doò tipoò dz condicionzò: coinci-
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dtnc.Á.a d&¿ loó &opo^tzò kab¿tua¿ y pzque.ño pon. un tado 

{P^opoiÁ,c¿ón 2,13], y pfioplzdadzò dz t¿po topo¿6g¿c.o [?xo-

poó¿c¿án Z . J 7 ) . E¿ta.¿ dliXmaó t-íín&n como con¿e.cuznaZa quí 

A Ke.gu.taK y M ZÁ un A-mádu¿o tal que. pan.a todo Á.dzal 

l di k <LI òubmódulo IM e4 c.<Ln.n.ado en M pafia la topología 

m-&d>ic.a entonce-ó M e4 g-tan módulo dz Cokzn-Hacaulay y 

i, o lo M ZÒ ¿Zzlmzntz plano ¿obKZ A iPn.opo6¿c.¿án 2.17), 

lo cual gznzn.al¿za paKtz dz ThzoKzm 1.1 dz [GKt-2] al no 

zxÁ.g¿K la C0ndÁ.CÁ.6n numzAablzmzntz gznzàado a M. 

§1.- CARACTERIZACION DE LOS GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY 

EQUILIBRADOS. 

(A,m) continuará siendo un anillo conmutativo, local y 

Noetheriano con ideal maximal m. Un A-modulo M se dice que es A-gran 

modulo de Cohen-Macaulay si existe un sistema de parámetros de A 

â ,̂ a^ tal que es M-sucesiôn, es decir, /i = 1, n 

^ •••» y •••» ^ M* P«PSto que el ideal 

(a^, ..., a^) es m-primario esta ultima condición es equivalente a 

que wM ^ M. También se dice que M es A-gran modulo de Cohen-Macaulay 

respecto a, a . 
i n 

La existencia de un A-gran módulo de Cohen-Macaulay respec-

to un sistema de parámetros dado constituye la llamada Conjetura de 

grandes módulos de Cohen-Macaulay, y tiene gran importancia en el 

area de de las denominadas Cojeturas homológicas por dos motivos: 



en primer lugar debido a que de ella se derivan gran parte de las res-

ientes conjeturas, como son la del sumando directo, la de Bass, las 

diferentes conjeturas de intersección, syzygyas, etc, y en segundo lugar 

porque gracias a la formidable demostración de Höchster la conjetura 

es cierta siempre que al anillo A contenga un cuerpo (vease [ Ho-2], 

fHo-3], [Ho-A], [E-G-1], [E-G-2] y [St] ) . 

Los grandes módulos de Cohen-14acaulay son por regla general 

no finitogenerados; de hecho la existencia de un tal modulo finitogene-

rado constituye la Conjetura de pequeños módulos de Cohen-Macaulay, de 

la que hay contraejemplos si el anillo A no es completo (I Gi], pâg.l7). 

Ocurre entonces que los módulos no finitogenerados no verifican las 

mismas propiedades desde el punto de vista de la dimensión de Krull 

y del grado que los módulos finitogenerados. Ya hemos visto en el Capí-

tulo 1 algunas de estas diferencias en torno a la dimensión de Krull. 

También las hay alrrededor del grado. Veamos un ejemplo: ' 

es bien conocido que si M es un A-módulo finitogenerado 

y aĵ , a^ es una M-sucesión entonces toda permutación de ella es 

también M-sucesión. En cambio existen grandes módulos de Cohen-ílacaulay 

que no verifican esta propiedad. En efecto, sea A = íC(X,Y] ̂ ^ > ̂  "" 

cuerpo. Sea M » A ® E^(A/(Y)). Entonces X, Y es M-sucesión (pues 

M/XM - A/(X)), pero en cambio Y, X no lo es (pues Y 6 Z (M)). 

Este contraejemplo es de Foxby ([ Gri-1] Remark 3.3) y no 

es separado para la topología m-ádica de A (E. (A/(Y) Cm"M V'n>0). A 

Otros contraejemplos que sí lo son pueden encontrarse en [Ba-St] 3.11 a). 

Por otro lado Griffith en un intento de resolver al conjetu-

ra de pequeños módulos de Cohen-Macaulay a partir de la de grandes módulos 



utiliza en [Gri~l] una clase especial de grandes módulos de Gohen-Ma-

caulay: aquellos para los que todo sistema de parámetros de A es 

M-sucesion, La existencia de tales modulos ya había sido probada por 

Höchster mismo en [Ho-2] Th.5.7 en relación con cuestiones de platitud, 

pero son Bartjin y Strooker quienes en [Ba-St] Th.1.7 se dan cuenta 

de su abundancia al demostrar que el completado separado de un gran 

modulo de Coiien-Macaulay es gran módulo de Cohen-Macaulay respecto 

cualquier sistema de parámetros de A. Finalmente Sharp da el nombre 

de grandes módulos de Cohen-Macaulay equilibrados a este tipo de 

A-módulos y demuestra en [Sh-2] y [Sh-3] que verifican algunas de 

las propiedades de los módulos Cohen-Macaulay finitogenerados. 

Antes de continuar adelante vamos a fijar algunas notacio-

nes y conceptos: 

para un A-módulo M y dado un ideal primo p de A denotaremos 

por /i^(p,M) al i-esimo numero de Bass de M respecto de p, es decir, 

el número de copias de E^(A/p) que aparecen en el i-esimo termino de 

una resolución inyectiva minimal de M. Se define el grado del A-módulo 

M como = min { i t.q. /i^(m,M) O } . Las propiedades del grado 

así definido son en su aspecto más básico iguales a las del grado de-

finido por medio de M-sucesiones. Mas en concreto se tiene que 

G (M) <00 si mM fí M (M no es m-divisible), y si a,, a es una A X IT 
M-sucesión tal que m S Ass^(M/(aj^, ...» a^)M) entonces = r. 

Por otro lado , y si < <» , siempre < dim^(M) ; ademas 

este grado viene caracterizado por la cohomología local de la misma 

forma que en el caso finitogenerado: G (M) = inf { i t.q. H^(M) O } . 

El grado así generalizado fue introducido por Foxby en 

[Fo-1], donde están demostradas con detalle las propiedades citadas. 



Dado un A-modulo M se define el soporte pequeño de M como 

supp^(M) = { p G Spec(A) t.q. 3 i con f' O } . Teniendo en A' 

cuenta las propiedades de localización de los números de Bass se tie-

ne que supp.(M) = { p G Spec(A) t.q. G (M ) < } .Es evidente que 

A A^ p 

supp^(M) C Supp^(M), y es inmediato que Ass^(M) C supp^(M), pues si 

A/p C M también E^(A/p) C E^(M) y iU°(p,M) 0. Si M es finitogenerado 

supp^(M) = Supp^(M), pero si M no es finitogenerado no hay por lo ge-

neral coincidencia entre ambos soportes. Por ejemplo s i p G Spec(A) - {m} 

y M = E.(A/p) entonces supp (M) = {p} mientras que Supp.(M) = V(p). 
A A A 

Esta no coincidencia se mantiene incluso para "buenos" módulos no 

finitogenerados como más adelante veremos. La noción de soporte peque-

ño fue dada por Foxby en el contexto de su teoría de complejos de 

A-modulos ([ Fo-2], 2 Definition) y en cierta manera sustituye al so-

porte habitual cuando se consideran módulos no finitogenerados. 

Recordemos por ultimo que un A-módulo M se dice que es 

A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado si todo sistema de pará-

metros de A es M-sucesión. Es claro a partir de l.A y de las propie-

dades que hemos citado del grado que si M es gran módulo de Cohen-

Macaulay equilibrado (incluso si M es gran módulo de Cohen-Macaulay) 

entonces G (M) = dim.(M) = inf { i t.q H^(M) O } = A. A fît 

sup { i t.q. H^(M) O } . 

En la siguiente Proposición damos una lista de las propie-

dades mas importantes de los grandes módulos de Cohen-Macaulay equili-

beados y que Sharp demuestra en [ Sh-3] : 

2.1 Proposición.- Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equi-



librado. Entonces se verifica: 

(i) V p S supp.(M) h(p) + dim(A/p) = dim(A). A 
(ii) p € supp (M) 3 a,, a €= A, r = h(p), M-sucesion tal que A L IC 

p G A s s (M/(a,, ..., a)M). A 1 IT 
(iii) V p e supp^(M) G^ (Mp) = h(p). 

(iv) Para toda M-sucesi6n a. a Ass (M/(a,, ..., a )M) es fi-1 IT Â X IT 
nito. 

(v) Para todo ideal I de A las M-sucesiones formadas por elementos 

de I y maximales con esta condición tienen igual longitud. 

(vi) V" a e A tal que forma parte de un sistema de parámetros de A 

M/al·I es A/aA-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración: ver [Sh-3].• 

Como consecuencia de la anterior lista de propiedades se tiene 

una nueva caracterización de los ideales primos del supp.(M); previa-xV 
mente un lema: 

2.2 Lema.- Sea p G Spec (A) , r = dim(A) - dim(A/p) y 

Xĵ , Xĵ  k < r elementos de p tales que forman parte de un sistema 

de parámetros de A. Entonces existen elementos •••> ^ P ta-

les que Xĵ , x^ forma parte de un sistema de parámetros de A. 

Demostración: por hipótesis dim(A/(x., ...» v,)) = dim(A) - k > 
'I I • • • • IIH • • I III« X J e 

dim(A/p) = dim(A) - r. Supongamos que k < r. Sea 

F = { q e Spec(A) t.q. (Xĵ  x̂ )̂ C q y dim(A/(^) = dim(A) - k }. 

F es finito, pues esta contenido en los minimales de (Xĵ , ..., x^), 

y p í F. Luego por el lema de evitación de primos p í U existe 

^ P dim^CA/CXj^, ...» Xĵ , = dim(A) - k - 1. Aplicando 
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reiteradamente este proceso acabaríamos la demostración.» 

2.3 Proposicion.- Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay 

equilibrado y p € Spec(A). Entonces p G supp.(M) h(p) + dim(A/p) = dim(A) 

y PM^ ̂  Mp. 

Demostración: supongamos que p S supp^(M). Por 2.1 (i) se tiene que 

h(p) + dim(A/p) =« dim(A) , y por el Lema 2.2 existen x̂ ,̂ ..., x^ S p 

r = h(p) tales que forman parte de un sistema de parámetros de A. Se-

rán pues M-sucesion y por 2.1 (ii) y (v) maximal en p, luego 

p C U . Pero por 2.1 (iv) esta es una reunion 
q e Ass^(M/(x^ x^M) 

de tan solo un numero finito de primos, de manera que 

•>—I 

J q G Ass^(M/(x^ con p C q. Pero por 2.1 (ii) q debe te-

ner altura r, luego í| = p y en particular (M/(Xĵ , ...» = 

M^Cx^. ..., ^ 0. 

Por otro lado dim(A/(x^, .... x^)) = dim(A) - r = dim(A) - h(p) = 

dim(A). En consecuencia (x̂ /̂l, ..., x^/1) es un ideal pA^^-primario y 

también pM^ M^. 

Reciprocamente, si dim(A) = h(p) + dim(A/p) de nuevo por el 

Lema 2.2 existen Xĵ , ..., x^ G p r = h(p) formando parte de un siste-

ma de parámetros de A. Como pM M también (x., ..., x )M ^ H y p p i r p p 
p S Supp.(M/(x., ...» X )M). Dado que p es minimal sobre (x,, ..., x ) 

A 1. IT i. IT 

se tendrá que p € Ass^(M/(Xj^, ..., x^)M) y por 2.1 (ii) p€supp^(M)." 

Mas adelante volveremos a estudiar el soporte pequeño de 

un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Ahora pasamos a carac-

terizar de distintas formas a estos módulos: 



2.4 Lema.- Sea M un A-modulo y x íi m - Z (M). Entonces 
A 

supp^^^^j(M/(x)M) = supp^(M) n v(x), donde •—significa reducción 

módulo (x). 

Demostración: puesto que los números de Bass localizan se tiene que 

p € supp^(M) pAp S supp^ (Mp). Por otro lado localizar es un functor 

P 

plano que conmuta con el paso al cociente de manera que bastará demos-

trar que m G supp^(M) m S supp^^^^^ (M/(x)M). Asimismo G^(M/xM) = 

(pues (x) C An^(M/(x)M)) por lo que es suficiente probar 

que m e supp^(M) si y solo si m S supp^(M/(x)M). Y así es: 

consideremos la sucesión exacta O M M ̂  M/(x)M 0. To-

mando Ext. deducimos la sucesión exacta 

... Ext^"^(A/m,M) ̂  Ext^"^(A/m,M) Ext^""^(A/m,M/(x)M) 

•^•Ext^CA/m.M) ̂  Ext^(A/m,M) ... . Pero xA/m = O de manera que se 
¿'̂  Ä Â 

tiene O Ext^~^(A/m,M) ̂  Ext^~^(A/m,M/(x)M) -»• Ext^(Á/m,M) -*• O . 

G.(M/(x)M) = G.(M) - 1. En particular m S supp.(M) m E supp.(M/(x)M), 

Luego si Ext^(A/m,M) ^ O también ExtJ"^(A/fn,M/(x)M) O y 

2.5 Proposicion,- Para un A-modulo M las siguientes condiciones 

son equivalentes : 

(i) M es A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

(ii) C ( D ( M ) , M ) es exacto y HJ¡(M) ̂  0 . 

(iii) mM M y V^p e supp/M) G. (MJ + dim(A/p) - dim(A). 

(iv) H (11) î'Oya,, ...,a € A forma parte de un sistema de parame-
¡71 i r 

tros de M si y solo si es M-sucesion. 

(v) Si O M E^ E^ ... es una resolución inyectiva minimal de 

M entonces V^i Ass^(E^) C V^(A) y mU ^ M, siendo 



V^(A) = { p e Spec(A) t.q. h(p) = diin(A) - diin(A/p) < i } . 

Demostración: 

(i) (ii) Sharp, [Sh-2] Th.4.1. 

(i) (iii) Por 2.1 (i) y (iii) G (M ) = h(p) y h(p) + dim(A/p) = diin(A). 
p ^ 

(iii) (i) (Foxby, comunicación privada) Lo demostraremos por induc-

ción sobre n = dim(A). 

n = 1 Por hipótesis V'p G Ass (M) dim(A/p) = dim(A) - G (M ) = 
Vf- P 

dim(A). Luego V x S m tal que dim(A/(x)) = dim(A) - 1 se tiene que 

X Í p G Ass^(M), es decir, x ^ Z^(M) ; como mM M x es M-sucesion. 

Hagamos hipótesis de inducción y supongamos n > 2. Análogamente 

al caso n = 1 se tiene que x E m tal que dim(A/ (x) ) = n - 1 
X Í Luego por el Lema 2.4 supp^^^^^ (M/(x)M) = 3upp^(M) H V(x). 

Por otro lado \f"p E. supp^^^^^ (M/(x)M) se verifica que á Í M . { k / ) = 

dim(A/p) y que G ( a / ( x ) ) ' ^A - de manera que M/(x)M 

como A/(x) —modulo verifica la condicion (iii) del enunciado. Por hi-

pótesis de inducción M/xM es A/(x)-gran modulo de Cohen-Macaulay equi-

librado. Si ahora x,, ..., x es un sistema de parámetros de A se ten-
i n 

drá que x_, x es M/(x,)M-sucesi6n, luego como x. ^ Z.(M) también 
¿ ti X X a 

X , , . . . . X es M-sucesion y M es A-gran modulo de Cohen-Macaulay equi-
1 n 

librado. 

(i) =*• (iv) Sea x^, ..., x^ parte de un sistema de parámetros de M y 

supongamos que Xĵ , x^ es M-sucesion. Demostraremos entonces que 

x^^j ̂  Z^(M/(Xj, .... x^)M); por recurrencia, y puesto que mM # M re-

sultará que Xĵ , x^ es M-sucesion. 

Sea pues N = M/(Xj^, x^)M (i > 0) y tomemos p G Ass^(N). Por 

2.1 (i) y (ii) p e supp^(M) y dim(A/p) = n - i, y por 2.3 pM^ ^ M^. 

En particular p el ideal (Xĵ , ..., x^, x) es tal que 



(x^, x^, x)Mp Mp, y en consecuencia (N/(x)N)p = Np/(x)Np i 0. 

Es decir, peSup^(N/kN) y por lo tanto dim^(N/xN) > n - i. Puesto que 

Xĵ , x^ fonnan parte de un sistema de parámetros de M se tiene que 

dim^(N/(x^_l_pN) = n - i - 1, de manera que x^^j 9 P V^P ̂  Ass^(N), 

es decir, x^^^ ? Z^(N). 

Sea ahora Xĵ , ..., x^ una M-sucesi6n. Puesto que por 2.1 (v) 

todas las M-sucesiones maximales tienen longitud n = dim(A) =® dim^(M) 

bastara ver que si x^, ..., x^ es una M-sucesiSn entonces también es 

un sistema de parámetros de M. Y así es, ya que l/i y 

S Ass^(M/(Xj^, ,.., x^)M) se verifica que dim(A/p) • n - i y en 

consecuencia dim.(M/(x,, x.)M) - n - i. 
Â 1 X 

Por otro lado n = G (M) = inf { i t.q. ¿(M) O } , luego A ffl 

H¡|(M) f 0. 

(iv) =*- (i) Puesto que H"(M) O se tiene que dim (M) = dim(A/An ÍM)) » n. 
FII A A 

Es claro entonces que todo sistema de parámetros de A lo es también 

de A/An^(M) de manera que por 1.10 todo sistema de parámetros de A 

lo es de M y por lo tanto es M-sucesion. En definitiva M es A-gran 

modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

(i) =» (v) p € Ass.(E^) O • G. (MJ < i. En particular Ä Ä Ap p 

(^M) y P ̂  supp.(M). Pero H es A-gran modulo de Cohen-Macaulay 
Ap p A 

equilibrado de manera que por 2.1 (i) h(p) = n - dim(A/p) = G (M ) < i, 

i P 
es decir, p S V (A). 

(v) (iii) Hemos de demostrar que v-p S supp^(H) se verifica 

G (MJ + dim(A/p) » dim(A). Por definición supp.(M) = U Ass (E^). 
Ap P A A 

Sea p e supp (M). Entonces G (M ) » inf { i t.q.,ü^(p,M) O } = 
A Ap p A 

inf { i t.q. peAss^(E^) } . Luego por hipótesis G^ (l^) > h(p) » 
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» dim(A) - diin(A/p). Pero por otro lado G^ (Mj < dim» (M ) < 

dim(A/p) - h(p) por ser G^ (M ) < «> , de manera que 

P 
G (MJ + dim(A/p) - h(p) + dim(A/p) - dim(A)." 

P ^ 

Observaciones.-

(1) En la caracterización (iii) es necesario imponer la condicion 

rrM M. Por ejemplo si p G Spec (A) es tal que dim(A) • dim(A/p) en-

tonces M » E^(A/p) verifica que supp^(M) • { p } y 

G (M ) + dim(A/p) - dim(A/p) - dim(A). Pero M no es A-gran módulo de 

P ^ 

Cohen-Hacaulay equilibrado pues uM • M. Esta condicion no aparece en 

la comunicación de Foxby. 

(2) La caracterización (v) generaliza [T-H] Th.2.3 en dos sentidos. 

Por un lado A es cualquiera (allí A debe ser -anillo) y por otro 

no presupone que M sea A-gran módulo de Cohen-Macaulay. 

§2.- EL SOPORTE PEQUEÑO DE UN GRAN MODULO DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADO. 

A pesar de que como acabamos de ver los grandes módulos de 

Cohen-Macaulay equilibrados se caracterizan de forma parecida a los 

módulos Cohen-Macaulay finitogeneradosenseguida aparecen anomalías 

que dan a entender que no se pueden generalizar las propiedades de 

estos Ultimos a los grandes módulos de Cohen-Macaulay equilibrados sis-

tematicamente. Por ejemplo, no siempre se verifica supp^(M) - Supp^(M) 

para M gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado como enseguida vamos 

a ver. Sharp da el siguiente contraejemplo en [ Sh-3] (3.5): 

sea R el dominio local no catenario construido por Nagata 
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en [Na] A.1 Ex.2. R contiene un cuerpo de manera que existe un 

R-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado M. Por ser R dominio 

tendremos que Zĵ (M) = (0) y, por lo tanto, M^^^ 0. Luego 

Supp^(M) = Spec(R). Pero por ser R no catenario existe un ideal primo 

p tal que h(p) + dim(A/p) i dim(A), luego por 2.1 (i) p ̂  supp^(M). 

Profundizando mas en este contraejemplo se tiene: 

2.6 Proposicion.- La condición h(p) + dim(A/p) = dim(A) de 2.1 

(i) no es suficiente para que un ideal primo p de Spec(A) pertenezca 

a supp^(M), M A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración: vamos a ver en primer lugar que el anillo construido 

por Nagata citado en el párrafo anetrior es analiticamente irreducible, 

es decir, que su completado es íntegra. En efecto, y usando la misma 

notación de [Na] A. 1, se tiene que V = anillo local regu-

lar. Luego ^ también y en particular ^ es dominio. Por otro lado V do-

mina a R, es decir, mV H R = maximal de R, luego existe una inclu-

sion de R en V y también R es dominio. 
A ^ 

Sea ahora M un R-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado.. 

Todo sistema de parámetros de R lo es de R de manera que M como R-modu-

lo es también gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Luego exis-

te p G Spec(R) tal que p ^ supPj^(M). Sea r = h(p). Por el Lema 2.2 

existen elementos Xĵ , ...» x de p formando parte de un sistema de 

parámetros de R, de manera que serán M-sucesion. Como p ̂  supPj^(M) 

por 2.1 (ii) se tendra que p ̂  Ass^(M/(Xj^, . . x ^ ) M ) . A A r-

Sea ahora q c spec (R) minimal sobre pR. Por ser R ̂  R una ex-

tensión plana se tiene que h.(q) = h(q) + dim((^/pR) = h(p) =« r ([Ma] 

Th.19). S± q ̂  suppg(M) la longitud de una M-sucesi6n maximal en q 
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sera r (2.1 (v)) de manera que x^, x^ lo es y 

q C U h . Pero por 2.1 (iv) este ultimo es un 
k e Assg(M/(x, X )M) 

K l r 

conjunto finito de ideales primos de altura r, luego por el lema de 

^ O 

evitación de primos el ideal q debe ser uno de ellos. Como q = p de 

[Ma] (9A) resulta que p € AsSj^(M/(xj, ..., x^)M), contradicción. Luego 

q ^ suppg(M) mientras que h(q) + dim(R/q) = dim(R) por ser R un domi-

nio catenario.» 

Así como para un A-modulo cualquiera M se cumple que si 

p e Supp^(M) y q ^ p entonces también q E Supp^(M) no ocurre lo mismo 

para el soporte pequeño. Los contraejemplos anteriores son una mues-

tra de ello: en ambos casos (0) € supp^(M) y en cambio hay ideales pri-

mos que no pertenecen a supp^(M). No obstante, y si M es un A-gran mo-

dulo de Cohen-Macaulay equilibrado, si es cierto que dim(Supp^(M)) = 

dim(supp^(M)). Esto es consecuencia del resultado mas general siguien-

te: 

2.7 Proposicion.- Sea M un A-modulo tal que dim.(M) = r y h'̂ (M) # 0. A ffí 

Entonces dim(Supp^(M)) « dim(supp^(M)). 

DeiMJStracion: sea V"i H^(M) = { p G Supp^(M) t.q. hjj(p) > i } . 

H(M) = (H^(íl))^ ̂  Q es una filtración que admite a M de manera que se 

puede construir C^(H(M), M), complejo de Cousin de M respecto de la 

filtración H(M) : O M -»• M^ M^ -»• ... M^ -»• O. Este complejo 

construido por Sharp en [ Sh-4] §2 verifica que m'̂  S H^(M) ([ Sh-5] Th), 

luego M^ íí O por hipótesis. Puesto que por construcción si uno de los 

términos del complejo se anula también se anulan los posteriores obten-

dremos que M^, f O y, por lo tanto, Supp.(M^~S i' 0. Por cons-
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truccion de M^ ^ se tendra que Supp.(M^ 5H -(H) ̂  0, luego 
A 

existe p G Supp^(M) tal que h^(p) = r - 1 y i" O» 

Consideremos ahora el complejo obtenido localizando por p: 

O ^ M ^ "^O» Poï· [Sh-4] (3.5) este complejo es 

isomorfo al complejo de Cousin C^ (H (M^, M^), de manera que 

^ ^^^í^p) ^ particular G^ (M^) < oo y p G supp^(M) con 

dim^ (Mp) = r - 1» De ahí que si repetimos el proceso podemos encon-

trar una cadena de ideales primos p^C p. C ... C p - m con p- S supp (M), 
vj A ir 1 

Luego dim(supp^(M)) > r = dim(Supp^(M)) = r y en consecuencia ambas 

dimensiones coinciden,* 

Cabe, preguntarse pues cuando para un gran modulo de Cohen-

Macaulay equilibrado coinciden los dos soportes. La respuesta esta re-

lacionada con la cuestión planteada en el Capítulo 1 sobre cuando un 

sistema de parámetros de un A-modulo M es también sistema de parame-

tros de A/An^(M). Previamente necesitamos algunos resultados sobre el 

anulador de un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

2.8 Lema.- Sea M un A-modulo e I = An^(M).^Entonces Z^(A/I) C Z^(M). 

Demostración: sea b S A - I tal que ab € I, Entonces bM O y 

abM = 0. Luego a € Z^(M).« 

2.9 Proposición,- Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equi-

librado e l « An^(M), Entonces: 

(i) a e Z^(M) a e Z^(A/I). 

(ii) Ass,(M) - min(A/I) » Ass(A/I). 

(iii) Supp^(M) - V(I). 
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Demostración : 

(i) <= ) Lema 2.8. 

) Si a S Z.(M) entonces a G p para cierto p G Ass (M); por 
A A 

2.1 (i) Ass (M) C Min(A), y como por otro lado I C p se tendra que 

p e Min.(A/I) C Ass.(A/I). En particular a £ Z (A/I). 
A A A 

(ii) Puesto que Min (A/I) C Ass (A/I) y como acabamos de demostrar que 
A A 

Ass^(M)CMin^(A/I) bastara demostrar que Ass^(A/I) C Ass^(M). 

Si p G Ass^(A/I) entonces p C Z^(A/I), luego por 2.8 

p C Z.(M) y en particular p C U q . Pero estos son un numero 

q e A S S ^ ( M ) 

finito de ideales minimales de A (2.1 (iv)), luego por el lema de 

evitación de primos p es uno de ellos, 

(iii) Supp (M) • U V(p) = U v(q) = V(I) p e Min^(M) q G Min^(A/I) 

2.10 Lema.- Sea M un A-modulo e I C An^(M) tal que Supp^(M) = V(I) 

Sea a e A tal que dim^(M/aM) < dim^(M). Entonces dim(A/(I+ (a))) = 

dim(A/I) - 1. 

Demostración: bastará probar que a ^ p V^p S V(I) tal que dim(A/p) = 

dim(A/I). Un tal ideal primo p sera ademas minimal de Supp^(M), luego 

O # M es un A -módulo de dimensión 0. Ademas An. (M ) ( I ) es un 
P P , P P 

ideal pA -primario por lo que pMp O y T x S p (M/xM)^ = M^/xM^ 0. 

\i 

En definitiva, IT x G p dim^(M/xM) = dim^(M) por lo que a ^ p." 

Podemos enunciar ahora: 

2.11 Proposición.- Sea M un A-gran módulo de Cohen-ííacaulay equi-

librado. Entonces son equivalentes: 

(i) Supp^(M) - supp^(M). 
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(ii) a., a es sistema de prâmetros de A/An.(M) si y solo si X n A 

aĵ , ..., sistema de parámetros de M. 

Demostración: 

(i) ̂  (ii) Por 1.10 todo sistema de parámetros de A/An^(M) lo es de M. 

Supongamos que a^, ..., a^ es un sistema de parámetros de 

M . Hemos de demostrar que ^ i. - 1, n dim(A/(aj^, a^)) = n - i, 

n = dim(A) = dim^(M), Lo demostraremos por inducción sobre i: 

i = 1. dim^(M/aj^M) » dim^(M) - 1, luego por 2.9 y por 2.10 obtenemos 

que dim(A/(An^(M) + (a^))) = n - 1. 

Hagamos hipótesis de inducción y sea i > 1 tal que 

dim(A/(An^(M) + (a^, a^.i))) = n - i + l . S e a l = An^(M). Por 

2.5 (iv) aĵ , a^ es M-sucesi6n de manera que por 2.4 se tiene que 

Supp^(M/(a^, = Supp^^^^^^ ^^^^ ^ ^^(M/ía^, ..., D 

V(I) n V(aj, = V(I + (a^, D 

Supp^(M/(aj^, Luego V(I + (a^, = 

Supp^(M/(a^, y por lo tanto Supp^(M/(a^, = 

V(I + (aĵ , a^.p). 

Como dim^(M/(aj^, ..., = n - - i < n - i + l s e tiene 

por 2.10 que dim(A/(An^(M) + (a^, ...» a^)) = n - i tal como deseába-

mos demostrar. 
4 

(ii) (i) Lo demostraremos por el contrarecíproco. Sea I = An^(M). 

Puesto que todo sistema de parámetros de A/I lo es de M y todo siste-

ma de parámetros de M es M-sucesion (2.5 (iv)) podemos suponer que M 

es fiel considerándolo como A/I-modulo. Entonces por 2.9 Supp^(M) » 



Spec(A). Supongamos que supp^(M) i Supp^(M). Existirá p S Spec(A) tal 

que p ^ supp (M). Sea r = dim(A/p): por 2.2 existirán elementos 
A 

Xĵ , ..., ^ P formando parte de un sistema de parámetros de A. Se-

ran pues M-sucesion y M/(x^, es A/(Xj^, x^_^)-gran 

módulo de Cohen-Macaulay equilibrado,(2.5 (vi)) de dimensión n - (n - r) = 

r = dim(A/p). Luego p es un ideal primo de A/(Xj^, ..., de co-

dimension máxima. 

Por otro lado supp. ,.(M/(x,, ..., x )M) = 
A/\X-....«x j i n—r 

1 n—r 

supp (M) n v(x , ..., X ) (2.4) de manera que 
A X ri*~ir 

p ^ supp. ,, .(M/(x, X )M). Como p es minimal de 
A/ j i. n""ir 

1 n—r 

A/(x^, .... se tendrá que P ^ ^^^ V r ^ ^ ^ 

y por lo tanto existe x S p - Z (M/(x,, x )M). La familia 
A X Tl""ir 

X,, .... X , X será pues M-sucesion, y se podrá prolongar hasta 
1 n—r 

una M-sucesion de longitud n (2.5 (v)). Esta será sistema de parámetros 

de M de manera que x̂ ^ r' * forma parte de un sistema de pará-

metros de M. Pero no fonna parte de un sistema de parámetros de A 

puesto que dim(A/(Xj^, ..., ĉ)) = dim(A/p) = r = dim(A/(Xj^, ..., 

Podemos dar ahora el contraejemplo anunciado en el capítulo 1 

§2. Hemos visto en 2.6 que existen anillo, incluso catenarios, y gran-

des módulos de Cohen-Macaulay sobre estos anillos para los que el so-

porte y el soporte pequeño no coinciden. Por la Proposición anterior 

para estos módulos no todo sistema de parámetros de M lo es de A/An^(M), 

Cuando A es un dominio la condición (i) de 2.11 implica la 

catenariedad de A: 
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2.12 Corolario.- Sea A un anillo conmutativo, local y Noetheriano. 

Si existe un A-gran módulo de Cohen-ílacaulay equilibrado M tal que 

Supp^(M) = supp^(M) entonces A es catenario. 

Demostración: puesto que M es fiel por 2.9 se tendra que supp.(M) = 
• A 

Supp^(M) = Spec(A), luego por 2.5 (i) \f P ̂  Spec(A) se verifica 

h(p) + dim(A/p) » dim(A). Por la caracterización de Ratliff [Ra-l] 

Th.2.2 A es catenario." 

§3.- CONMUTATIVIDAD DE LAS M-SUCESIONES, M A-GRAN MODULO DE 

COHEN-MACAULAY. 

También la condición (i) de 2.11 tiene efecto sobre la con-

mutatividad de las M-sucesiones: 

2.13 Corolario..- Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equili-

brado tal que supp (M) Supp.(M) y sea a,, a una M-sucesión. En-A A' 1 n 

tonces toda permutación de â ,̂ ..., ps M-sucesión. 

Demostración: por 2.5 (iv) ..., a^ será sistema de parámetros de M, 

y por 2.11 sistema de parámetros de A/An (M). Pero estos conmutan y son A 

sistemas de parámetros de M por 1.10, de manera que por 2.5 (iv) toda 

permutación de â ,̂ a^ es M-sucesión." 

Veremos posteriormente (3.18) un contraejemplo para la con-

mutatividad de las M-sucesiones sobre grandes módulos de Cohen-Macaulay 

equilibrados. Ahora bien: si a un A-módulo M se le exigen condiciones 

de separabilidad suficientes sí se puede asegurar que las M-sucesio-

nes conmutan. El siguiente resultado, que podría obtenerse como conse-
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cuencia de [Bou] §9 n°7 Th.l y que nosotros obtenemos sin ayuda del 

complejo de Koszul, comulga con esta idea: 

2.14 Proposicion.- Sea M un A-modulo tal que es separado para la 

topología m-ádica y tal que y I ideal de A el submodulo IM es cerrado 

en M. Entonces las M-sucesiones conmutan. 

Demostración: vamos a demostrar en primer lugar que ideal de A 

y V^H C M tal que H O (donde'^ indica reducción modulo I) se veri-

fica que r?iH 4 H. En efecto, si wíH = H también m'^ = Íl V^n > 0. Luego 

H = n m^H C n m^, Pero M es separado para la topología m-adica 
n € O n e o 

por ser IM cerrado, de manera que H = O tal como deseábamos demostrar. 

Sea ahora Xĵ , x^ una M-sucesi6n. Siguiendo el método 

de [Ka] Th.118 podemos reducimos al caso de longitud 2 (la condición 

IM cerrado nos asegura el mantenimiento de las hipótesis al pasar al 

cociente). Hemos de probar entonces que si x̂ ,̂ X2 es una M-sucesion 

también x^, x̂ ^ lo es. Pero de nuevo por [Ka] Th.118 podemos reducirnos 

a probar que -x.̂  ^ Z^(M). Sea entonces m S (0:x2)ĵ . X2m O =*• 

X2 = x^h, h e M x^Cx^h) = 0=»'X2h = 0 = * h e (0:x2)ĵ . Luego el submo-

dulo H " (0:x2)jj es tal que x^H - H y, por lo tanto, mH = H. Pero he-

mos visto que esto implica que H = O, luego X2 ̂  ^^^^^ ^ acabamos la 

demostración." 

Como consecuencia de lo anterior vamos a ver que el hecho 

de que para un gran modulo de Cohen-Macaulay M las M-sucesiones conmu-

ten obliga a que este sea equilibrado. Previamente hemos de demostrar 

tm lema bastante conocido pero del que no nos ha sido posible encon-

trar una demostración en la literatura: 
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2.15 Lema.- Sean x,,...,x e y , , . . . , y dos sistemas de para-
1' n 1 n 

metros de A. Existe entonces un sistema de parámetros de A: 

Zj, ...» y una sucesión de naturales: m^, m^ tales que 

™1 ™n ™n '̂ n 
(Xĵ  > ». » » x^ ) C (z , X2 ) • • • » x^ ) C ,,,C (Zĵ , x̂i—1 ' ^ ^ 

(Zĵ , z^) C (z^ y^) C ... (z^, y^, ..., y j C 

(ŷ . ŷ )̂. 

Demostración: probaremos en primer lugar que dados â ,̂ ..., y 

b,, ...» b dos sistemas de parámetros de A existe c S A tal que 
i n 

a,, ...» a ,, c y b,, .... b ,, c son sistemas de parámetros de A, 
i n—i i n—i 

siendo c un elemento de (â ,̂ ..., a^) n (bĵ , ..., b^). 

En efecto, dim(A/(aj^, = dim(A/(bj^, ..., ~ 

n - 1; sean p^, p^ los ideales primos minimales de (â ,̂ ..., 

y ...» q^ los de (bĵ , ...» bĵ .j)« Por el lema de evitación d?» pri-

mos m í Pĵ  U ... U p^ U U ... U luego existe un elemento 

r s 
c € m - ( U p. U U q.). Tanto a., ..., a 1 » c como b, , ..., b , » c 

• 5 X • « 1 i X X Î1" X 
1=1 3=1 

serán entonces sistemas de parámetros de A y puesto que a^, ..., y 

b,, .... b son sistemas de parámetros de A podemos encontrar k > O 
i n 

k k 

tal que c S (aĵ , a^) H (bĵ , ..., b^). Cambiando c por c obtene-

mos lo que deseábamos. 

Para finalizar la demostración describimos el primer paso: 

tomemos x e y-, ..., y . Por lo anterior existe v. tal que ¿ XI ^ XI X 

Vĵ , X2, ...» y y2* "*' ^n sistemas de parámetros de A y 

tal que (v., y„, ...» y ) C (y , ..., y ) Como todos ellos generan i-
1 ¿ n i n 

deales m-primarios es claro que elevando a potencias suficientemente 
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1 1 1 1 
grandes tendremos: (x̂ ^ , x^") C (v^, x^ , x^") C 

(Vĵ , y^, ..., y^) C (ŷ ,̂ y^). De la misma forma podemos encontrar 
2 2 2 2 

ahora v^ tal que (x^ , x̂ '̂ ) C (v̂ ,̂ v^, x^ , x^") C 

(v^í v^, y^, y^) C (v^, y^ y^) C (ŷ ,̂ y^). Reiterando 

este proceso obtendríamos finalmente lo que buscamos." 

2.16 Corolario,- Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay tal que 

las M-sucesiones conmutan (por ejemplo, M verificando las condiciones 

de 2.14). Entonces M es A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración: sea Xĵ , ...» x^ el sistema de parámetros de A que es 

M-sucesion ^ •••» ŷj, cualquier otro sistema de parámetros de A. 

m,, m la familia x, , .... x es también M-sucesi5n 1 n 1 ' * n 
([No] 5 Th.3). Luego teniendo en cuenta el Lema anterior para probar 
que ŷ ,̂ ..., PS M-sucesi5n sera suficiente probar que si 
i&^i ..., a^) C (a^, b) y a^j •••» M-sucesion tam-

bién a., .... a 1, b es M-sücesi6n. Como mM M basta probar que 
i n—i 

b^Z.(M/(a., a ,)M).Yasíes: A i n—i 
n-1 . n-1 

bm » o bm =» 2 a.m., m. S M Vi. Como a = S a.h. + bh, 
i=l ^ ^ ^ " i=l ^ ^ 

h., h G A '/i, también se tendra que a m = S a.n., n. € M Vi. Luego i' " ^ n 1 1* 1 ® 

m S (â ,̂ ..., y m = 0, con lo que finalizamos la demostración." 

Cuando el anillo A es regular las condiciones de separabili-

dad están relacionadas con la platitud. El siguiente resultado genera-

liza parte de Th» 1.1 de [ Gri-2] al no exigir la condición de módulo 

numerablemente generado: 
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2,17 Proposicion.- Sea A un anillo local regular y M un A-modulo. 

Entonces son equivalentes las siguientes condiciones: 

(i) M es A-gran modulo de Gohen-Macaulay y \/l ideal de A IM es 

cerrado en M para la topología m-ádica. 

(ii) M es fielmente plano y V i ideal de A IM es cerrado para la to-

pología m-ádica. 

Demostración: 

(i) (ii) Por 2.16 M es gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado, 

y por ser A regular fd^(M) < «> . Luego por [Ba-St] 4.4 M es fielmente 

plano. 

(ii) (i) Es inmediato por ser A regular." 

Observación.- La condición IM cerrado en M para la topología 

m-adica V I ideal de A se exige en 2.14 únicamente para que en el 

paso al cociente no se pierda la condición de separabilidad. Si 

dim (A) = 2 no es necesario pasar al cociente, de manera que tampoco 

hace falta exigir esa condición. Concluimos pues que si dim(A) = 2 

todo gran módulo de Cohen-Macaulay separado eis"equilibrado, y que si A 

es regular es fielmente plano. 
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CAPITULO 3 



3 , - GRANDES MÓDULOS DE COHEN-MACAULÂY EQUILIBRADOS Y 

EXTENSIONES PLANAS. 

El obj'ztZvo dz zòtz tzficzn. capitulo zi ZÂtiLdlan. 

bajo quz condZc¿onz¿ la pn.opZzdad &zn. QH.an mâdulo dz Cokzn-

Maaaalay zqu.¿l¿bH.ado òz mant¿znz pon. zxtznóZán dz z-iaala-

A.Z4 plana, Md-i zonc^ztamzntz: J^JL (A,m) ^ (8,n) zà un moA.-

¿yCómo plano dz anillos co nmutatX.v o i, í4ozthzn.¿ano-i> y loca-

Izò, y M ZÁ A-g^an módulo dz Cohzn-Macaulay zqiLX,l¿bfiado, 

¿zadndo M ^ B e4 B-g^an módulo dz Cokzn-Macaulay zquÁ.llbH.a-

do?. 

En la ?Kopoi>¿cl6n 3,4 òz dan aondZcZonzÁ ÁU^ZcZzn-

tz6 y nzzzi>an.la& pojia quz z&to ozuiKa, A continuación z&tu-

dtamoó cuatfio ca&o& concfiztoò : B zxtznòlòh zntzn.a plana dz 

A; B = A^, p G 4app^(M); B = X; B = A^. En cada caòo darnos 

condZclonzs 6u¿lcZzntz4 pa-ta quz la pA.zgunta antzfiloH. ten-

ga fLZòpuzòta a^¿n.mat¿va aiZ como cont^azjzmploÁ quz muz-ò-

t^an quz z&ta Kz&puzòta a{^Vimattva no puzdz ¿ZH. gznzfial. 

Eòtoò ca&oò obzdzczn a di.vzn.òa& cuz^tlonz^ plan-

tzadaò po^ Ska^p y Rtlzy y quz n.Zòolvzmoò paKctalmzntz. 

Tambtin ¿on objzto dz z&tudlo laò lntz>ifLzlac¿onz& zntfiz 

lo& dlòttntoò ca&o& plantzadoò aòl como la cuz&ttôn Kzla-

t¿va a la fizitfi-icctön dz z¿cala^z6, 
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§ 1." CONSERVACION DE LA PROPIEDAD GRAN MODULO DE COHEN-MACAULAY 

EQUILIBRADO POR EXTENSION PLANA DE ESCALARES. 

( A , » Í ) es un anillo conmutativo, local y Noetheriano con 

ideal maximal m. Es bien conocido que si M es un A-modulo finitoge-

nerado y Cohen-Macaulay entonces M ^ Â es Â-modulo finitogenerado 

Cohen-Macaulay ([Se] Ch.IV Prop.10), Es asimismo bien conocido que 

si p S Supp.(M) entonces M es A-modulo finitogenerado y Cohen-
A p p 

Macaulay. Siguiendo entonces la misma linea que en el capítulo an-

terior cabe hacerse la pregunta de si sobre los grandes modulos de 

Cohen-Macaulay equilibrados ocurrirá lo mismo, es decir, si M es A-

gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado y p S supp^(M) ¿son 

fA A ^ 

A A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado y M A -gran 
P P 

modulo de. Cohen-Macaulay equilibrado?. Como veremos mas adelante 

no hay en general una respuesta afirmativa a esta pregunta, aunque 

SI en algunos casos particulares. 

Ambas cuestiones han sido formuladas independientemente 

por Riley en {Ri] Remark 2.3 (completacion) y por Sharp en [ Sh-2], 

(Sh-3] y [Sh-6] Problem 3.11 (localización). Ambos casos tienen en 

común que constituyen extensiones planas de escalares y cabe pues 

preguntarse algo mas general: sea A B un morfismo plano de anillos 

locales y M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado, ¿Cuando 

M ^ B es B-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado?. A partir de 

ahí, y como casos particulares, podremos estudiar la completacion y 

la localización. 

Sea A B un morfismo plano de anillos locales (A,m), (B,n); 
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q € Spec(B), p = q S Spec(A), C » B/pB y q = qC. Teniendo en cuenta 

el importante papel que juegan los números de Bass en la caracteriza-

ción de los grandes mSdulos de Cohen-Macaulay equilibrados el siguien-

te resultado de Foxby y Thorup nos será muy util: 

3.1 Proposición.- Sea M un A-modulo. Entonces V 1 se verifica 

r+s=l 

Demostración; [ Fo-Th] , Theorem." 

Mediante este resultado podemos evaluar el grado de un modu-

lo al extenderlo por un morfismo plano: 

3.2 Proposición.- Para todo A-módulo M se verifica que 

S ? = + ^A ^ V • q ^ ^ p ' 

Demostración: por definición G ((M ® B).) = inf { 1 t.q. (qB^,(M ^ B)^) 'B^^^" Ä Ä q' 

^ Q }, pero teniendo en cuenta que los níimeros de Bass localizan ten-

dremos que Gg ((M ̂  B)^) = inf { 1 t.q. MgCQ.M g B) O }. Es inme-

diato entonces a partir de 3.1 que este ínfimo es igual a inf { r t.q. 

mJCí.C) o } + inf { s t.q. M®(P,M) ?» O } = inf { r t.q. 

O } + inf { s t.q. M®(P,M) i Q } ^ G(C-) + G, (MJ , con la que A q p 
finaliza la demostración.» 

Ahora podemos caracterizar al soporte pequeño de la exten-

sión: 

3.3 Corolario.- Para todo A-módulo M se verifica que 

suppg(M ^ B ) = { q € Spec(B) t.q. q^ € supp^(M)} 
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Demostración: si q S Spec(B) y p = q por 3.2 tendremos que 

G„ ((M ® B)„) <0° si y solo si G(C-)<«' y G, (M J < . Pero 
B^ A q q Ap p 

C(C-) siempre es finito (es el grado de un anillo) de manera que por 

definición del soporte pequeño q G suppg(M ^ B) si y solo si 

p G supp^(M) tal como deseábamos demostrar." 

Usando la caracterización (iii) de 2.5 es posible ahora dar 

una condicion suficiente y necesaria para que un gran modulo de 

Cohen-Macaualay equilibrado conserve tal propiedad por extension pla-

na de escalares: 

3.4 Proposicion,- Sea M un A-gran modulo de Cohen-Macaulay equi-

librado. Entonces son equivalentes: 

(i) M ^ B es B-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

(ii) nCM g B) # M ^ B y Vq € supPg(M ^ B) se verifica 

1) h(q/pB) = C(C-) 

2) h(Q) + dim(B/q) = dim(B). 

Demostración: 

(i) (ii) Por ser M ^ B B-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado 

se tiene que n(M ^ B) M ^ B, y por 2.1 (i) que V Ç ̂  supPg(M ^ B) 

h(q) + dim(B/q) = dim(B). Por otro lado G_ ((M®B)^) « h(q) 
^Q ^ H 

V q G supPg(M ^ B) (2.1 (iii)) de manera que por ser A B un morfis-

mo plano y puesto que p = q^ ̂  supp^(M ^ B) (3.3) se tiene que: 

dim(B) = h(q) + dim(B/q) = ((M ̂  B)^) + dim(B/q) 
\ ^ ^ (3.2) 

G(C-) + G^ (Mp) + din(B/q) = G(C-) + h(p) + dim(B/q). Pero evidente-

iM»nte G(C-) < dim(C-) = h(q/pB), y como se verifica la formula 

h(p) » h(q) + h(q/pB) ([Ma] Th. 19) se tendrá G(C-) + h(p) + dim(B/q) < 
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h(q/pB) + h(p) + dimCB/í^) = h(q) + dini(B/í̂ ) = dim(B). 

Por lo tanto la desigualdad G(C—) < dim(C—) es una igualdad 

y se obtiene que G(G—) = h(q/pB). 

(ii) => (i) Por 2.5 (iii) es únicamente necesario probar que 

V qGsuppg(M ^ B ) se verifica Gg ((M ® B) ) + dim(B/q) = dim(B). 
í 

Y así es: por 3.2 se tendra ((M ® B) ) + dim(B/í) = 

G(C—) + G (M ) + dim(B/(^); pero M es A-gran modulo de Cohen-Macaulay q p P 
equilibrado y p € supp.(M) (3.3), luego por 2.1 (iii) h(p) = G (MJ 

Ap P 

y la anterior suma será h(q/pB) + h(p) + dim(B/ç) = h(q) + dim(B/Q) = 

dim(B), tal como deseábamos demostrar." 

Vamos ahora a particularizar el resultado anterior para 

algunos tipos de extensiones planas. 

En [Ri] Th. 2.2 Riley prueba que si A B es una extension 

libre y finita de anillos locales y M es un A-gran módulo de Cohen-

Macaulay equilibrado entonces M ^ B es B-gran modulo de Cohen-Macaulay 

equilibrado. Posteriormente en [O'Ca] O'Carroll generaliza este resul-

tado a extensiones planas y enteras. El primero utiliza en su demostra-

ción la caracterización 2.5 (ii). mientras que el segundo resultados 

sobre el llamado modulo de fracciones generalizado. Ahora este re-

sultado surge como inmediata consecuencia de la Proposición 3.4 : 

3.5 Corolario.- Sea A B una extensión entera y plana de anillos 

locales. Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Enton-

ces M ^ B es B-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración; sera suficiente verificar (ii) de 3.4. Por ser extensión 

entera las fibras son de dimensión O, xuego O < ) ̂  dim(C^) = 



= h(q/pB) = O y 1) se cumple. Por otro lado â/p B/q es también 

una extension entera, luego dim(A/p) = dim(B/(í). 

Como por la platitud se tiene que h(q) = h(p) resulta en de-

finitiva que h(q) + dim(B/q) = h(p) + dim(A/p) = dim(A) = dim(B) por 

ser p S supp^(M) y A B entera. Luego se cumple también 2). 

Por ultimo se tiene que M/mM g B s (M g B)/m(M g B) O 

por ser B fielmente plano sobre A (A B es plana y entera), de ma-

nera que como mB es un ideal n-primario también ia(M ̂  B) (M ̂  B) 

y finalizamos la demostración." 

Ya nos hemos referido al problema que sobre la localización 

planteo Sharp por primera vez en [ Sh-3]. El problema corectamente for-

mulado es el siguiente: sea A un anillo local y M un A-gran modulo de 

Cohen-Macaulay equilibrado. Sea P € supp^(M), Entonces ¿ es Mp 

Ap-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado ?.¿51 mismo Sharp de-

muestra en [ Sh-2] Th, 4.3 que esto es cierto si A es un dominio cate-

nario. El siguiente resultado, obtenido independientemente por Foxby 

(comunicación privada), generaliza lo anterior a cualquier anillo 

catenario: 

3.6 Corolario.- Sea A un anillo catenario, M un A-gran modulo de 

Cohen-Macaulay equilibrado y P S supp^(M). Entonces Mp es Ap-gran mo-

dulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración: A -*• Ap es un morfismo plano de manera que basta verifi-

car (ii) de 3.4, Puesto que las fibras son de dimensión O es inmedia-

to que se cumple 1). Por otro lado, y puesto que A es catenario, se 

tiene dim(A/q) - h(P/q) + dim(A/P), luego h(qAp) + dim(A /qA ) = 
r p p 

h(q) + h(P/q) = h(q) + dim(A/q) - dim(A/P) = dim(A) - dim(A/P) = 
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= h(P) » diin(Ap), ya que ? y q son de supp^(M) y verifican (i) de 2.5. 

En definitiva, se ciimple 2). 

Por ultimo (PAp)Mp Mp por 2.3, luego Mp es Ap-gran módulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Observación.- Takeuchi e Hiromori demuestran en [ Ta-Hi] Prop. 2.4 

el siguiente resultado: sea A un anillo local tal que a) V p S Spec(A) 

con h(p) = dim(A) - dim(A/p) < dim(A) - 2 se verifica que A^ es Cohen-

Macaulay y h) \f pDq G Spec (A) con h(p) = dim(A) - dim(A/p) < 

dim(A) - 1 y h(í̂ ) = dim(A) - dim(A/Q) < dim(A) - 2 se cttmple 

h(p) = h(í̂ ) + h(p/Q). Sea M un A-gran modulo de Cohen-Macaulay equi-

librado. Entonces P G supp^(M) Mp es Ap-gran módulo de Cohen-

Macaulay equilibrado. 

Este resultado es completamente generalizable en el sentido 

siguiente: sea p í' m un ideal primo de supp^(M). Entonces por 2.1 (i) 

h(p) = dim(A) - dim(A/p) < dim(A) - 1. Sea ahora q C p otro ideal pri-

mo de supp^(M) ; de nuevo por 2.1 (i) se tiene que hCq) = dim(A) - dim(A/q) 

< dim(A) - 2. Luego la condición b') f p, q ¥ m ideales primos de 

supp^(M) se verifica h(p) = h(q) + h(p/q) es una condición mas debil 

que b). Pero ahora es inmediato por 3.4 que bí) es suficiente para a-

segurar que V"p m Mp es Ap-gran módulo de Cohen-Macaulay equili-

brado. De manera que del resultado de Takeuchi e Hiromori es posible 

eliminar la condición a) y sustituir la b) por la mas debil b'). 

Respecto a la completación se tiene: 

3.7 Corolario.- Sea A cociente de un anillo local Cohen-Macaulay. 

Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Entonces M ® A 
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es Ä-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración: basta verificar ii) de 3.4. Sea q € supp^(M ^ Ä). p = 

q G supp^(M) por 3.3, de manera que h(p) + dim(A/p) = dim(A). Por 

otro lado A/p es isomorfo al cociente de un anillo Cohen-Macaulay 

por un ideal primo, luego es un dominio catenario y, en consecuencia, 

equidimensional. También sera entonces equidimensional (A/p)" = Â/pÂ, 

de manera que h(q) + dim(A/q) = h(p) + h(q/pÂ) + dim(A/q) = 

h(p) + dim(Â/pÂ) = h(p) + dim(A/p) = dim(A) = dim(Â). Luego se veri-

fica 2) de ii). 

Por otro lado las fibras formales de A son siempre Cohen-

Macaulay ([Gro-2] 6.3.8), y en consecuencia G(C^) = dim(C^) = 

h(q/pÂ), es decir, se verifica 1) de ii). 

Por ultimo M |> Â/m(M g» Â) = M/mM ^ Â O por ser la comple-

tacion fielmente plana. En definitiva, M ^ A es A-gran modulo de 

Cohen-Macaulay equilibrado.» 

Otra extension plana importante de un anillo es su henseli-

zacion. Recordemos que un anillo A cumple la primera condicion de 

cadenas si toda cadena maximal de ideales primos de A tiene longi-

tud igual a dim(A). Se dice entonces que verifica la segunda condi-

ción de cadenas si p ^ Spec(A) minimal se tiene dim(A/p) = dim(A) 

y toda extensión entera e íntegra de A/p verifica la primera condi-

ción de cadenas. 

* 

3.8 Corolario.- Sea A un anillo local que satisface la segunda 

condición de cadenas y M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equili-

brado. Entonces M ^ A^ es A^-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibra-

do. 

57-bis 
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Demostración: puesto que A Á^ es una extension fielmente plana 

([Na] 43.8) es suficiente verificar ii) de 3.4. Las fibras de la 

henselizacion son siempre geométricamente regulares ([Gro-2] 18.6.9); 

en particular son regulares y, por lo tanto, Cohen-Macaulay. Luego 

se verifica siempre I). 

Por otro lado y como A verifica la segunda condicion de 

cadenas se tiene que A^ también la verifica ([ Sey] Th. 1.3). En par-

ticular verifica la primera y Vq G Spec(A^) hiq) + dimCA^^/q) = 

dimCA^^), luego también se cumple 2). 

Por ultimo M ^ A^^/mA^CM ̂  a'̂ ) S M/mM ^ A^ O por ser A^ 

fielmente plano sobre A. Como mA^ es el ideal maximal de A^ tenemos 

que, en efecto, M ^ A^ es A^-gran modulo de Cohen-Macaulay equili-

brado." 

§2.- CONTRAEJEMPLOS. 

Vamos a ver ahora contraejemplos para la localización, la 

completacion y la henselizacion. 

El primero que vamos a estudiar es el caso de la localiza-

ción. Ogoma en [ Og] S5, II ha dado el siguiente contraejemplo: 

3.9 Proposición,- Existe un anillo local A y un A-gran módulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado M con un ideal primo P^supp.(M) tal 
A 

que Mp no es Ap-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración; sea (R,W) un dominio local de dimensión 3 con una ca-

dena saturada de ideales primos de longitud 2: O C q C n (por ejemplo 



el dominio local no catenario que Nagata construye en [Na] Appendix 
Ex. 2). Sean p^tR R/ç = A^ y P2:AQIx,Y] AQ, donde X e Y son in-
determinadas y p„(X) = P„(Y) = 0. Consideremos A = R X AJX,Y] el 

/ z AQ u 

producto fibrado de ambos morfismos. Por [ Og] Th. 2.1 y Th. 3.1 A 

es un anillo local Noetheriano con dos primos minimales q^ y q^^ ta-

les que A/q^ = A^ — Ap[X,Y] es un anillo Cohen-Macaulay de dimen-

sion 3 y k/q^ = A^ s R. 

Sea M = ® A/q^, Es inmediato entonces que M es 

A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Sea entonces P = 

^ ^^^ ~ ^0* luego P es un ideal primo de Spec (A) 

que por [ Ogl 5, II pertenece a supp^(M), Pero ^ supp^(M) y 

h(P/Çj^) + h(q^) = 1 + 0 <h(P) = 2 por [ Og] Th.3.1. Luego no se 

verifica 2) de 3.4 y por lo tanto Mp no es Ap-gran modulo de Cohen-

Macaulay equilibrado." 

Para la completacion también hay contraejemplos. El si-

guiente es de O'Carroll y aparece en [O'Ca]: 

3.10 Proposición.- Existe un anillo A tal que V" A-gran modulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado M, M ^ A no es A-gran modulo de Cohen-

Macaulay equilibtado. 

•Demostración; Ferrand y Raynaud construyen en ( Fe-Ra] un dominio lo-

cal de dimension 2, A, cuyo completado tiene primos inmersos en (0). 

Este anillo contiene un cuerpo de manera que existe un A-gran modulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado M. Por ser A dominio (0) S supp^(M), 

mientras que la fibra formal de (0) no es Cohen-Macaulay. Luego no 

se verifica 1) d e 3 , 4 y M ^ A n o puede ser Â-gran modulo de Cohen-

Macaulay equilibrado," 



Para la henselizacion damos el siguiente contraejemplo: 

3.11 Proposicion,- Existe un anillo catenario A tal que V m 

A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado M ® A^ no es A^^-gran 

modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración; en [Na] Appendix, Ex. 2 Nagata construye un dominio 

local R que contiene un cuerpo y que verifica la primera condicion 

de cadenas pero no la segunda. Por [ Sey] 1.3 r'̂  no verifica la se-

gunda condicion de cadenas, de manera que por [Sey] 1.9 tampoco ve-

rifica la primera (en particular R i" R^). Ahora, y por [Ra-2] Ex. 143 

R^ no puede ser taut-level, es decir, 3 ĉ  6 Spec(R^) tal que 

h(q) + dim(R^/Q) < n = dim(R^) = dim(R). Sea p = y A = R/p. 

Puesto que R es catenario (por ser dominio y verificar la 

primera condicion de cadenas) A es catenario. Por otro lado h(q) + 

dim(R^/q) = h(p) + h(q/pR^) + dim(R^/q) < n « h(p) + dim(R/p), pues 

la extension R R es plana. Así pues h(q/pR") + dim(R"/q) < 

dim(R/p) = dim((R/p)'^). Pero (R/p)^ s R^/pR^ ([Na] §43) de manera 

que A es un dominio local tal que 3 q ̂  Spec(A^) con q^ = (0) y 

dim(A^/q) +ih(q) <dim(A^). Luego si M es un A-gran modulo de Cohen-

Macaulay equilibrado cualquiera por 2) de 3.4 M ^ a'̂  no sera nun-

ca A^^-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado." 

Observación.- Supongamos que para un anillo local A existe un 

A-modulo M finitogenerado. Puesto que M es finitogenerado y debe con-

servar el carácter Cohen-Macaulay al completar se tendrá que si I = 

An^(M) : 

1) A/I es equidimensional (2.1 (i)) 

2) A/I es catenario (2.12) 

3) A/I tiene las fibras fórmales Cohm-Máeaulay (J«jA 1)) 



En particular, y si A es un dominio para el que existe un 

A-modulo M maximal de Cohen-Macaulay (es decir, finitogenerado, 

Cohen-Macaulay y dim^(M) = dim(A)) el anillo A deberá satisfacer 

las condiciones anteriores. 

Por ejemplo, al anillo que Ferrand y Raynaud construyen 

en [ Fe-Ra] verifica 1) y 2) (pues es un dominio local de dimension 2 

pero no 3), de manera que para este anillo no existen nwdulos maxi-

males de Cohen-Macaulay. Lo anterior explica, en parte, el porqué 

no se conocen contraejemplos a la conjetura de pequeños modulos de 

Cohen-Macaulay que sean anillos excelentes ([ Gi] pag. 18). 

Como acabamos de ver en cada una de las distintas extensio-

nes planas de un anillo que hemos estudiado influyen factores diferen-

tes para que la condición gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado 

se conserve por tal extension de escalares. En la completacion es 

que las fibras formales sean Cohen-Macaulay, y condiciones de cadena 

para la localización y la henselizacion. No obstante la localización 

se relaciona con las demás madiante el siguiente resultado: 

3.12 Proposicion.- Sea A B un morfismo fielmente plano de 

anillos locales (A,m) y (B,>l), Sea M un A-gran modulo de Cohen-

Macaulay equilibrado tal que M ^ B es B-gran módulo de Cohen-Macaulay 

equilibrado. Entonces si M ® B localiza también localiza M. 

Demostración; sea p S supp^(M), Puesto que A B es fielmente plano 

por 3.3 podemos encontrar € suppg(M ^ B) tal que q " P y h(q) = 

h(p). Por hipótesis (M f>B) es B-gran módulo de Cohen-Macaulay equi-A q q 

librado, es decir, M S) B es B -gran módulo de Cohen-Macaulay equi-
P ^q 1 H 

librado, con A^ B^ morfismo fielmente plano. Puesto que ambos 
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anillos son de la misma dimension todo sistema de parámetros de Â 
P 

nos proporciona xin sistema de parámetros de B^, y es inmediato en-

tonces que también M^ es A^-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado.• 

Así pues, y teniendo en cuenta que todo anillo completo es 

catenario, por 3.6 todo contraejemplo al problema de la localización 

es un contraejemplo al problema de la completacion. En particular el 

de Ogoma estudiado en 3.9. Afinando algo mas en este sentido se tiene: 

3.13 Corolario.- Sea A un anillo para el que existe un A-gran 

modulo de Cohen-Macaulay que no localiza. Entonces: 

1) 6 bien A no es equidimensional 6 bien las fibras forma-

les no son todas Cohen-Macaulay. 

2) o bien A^ no es catenario o bien A^ no es equidimensional. 

Demostración; sea M este A-modulo. Puesto que M no localiza si A 

es equidimensional la única obstrucción a que M ^ S sea Â-gran modulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado es que no se verifique la condición 1) 

de 3.4, es decir, que las fibras formales no sean todas Cohen-Macaulay, 

Por otro lado en el paso al henselizado las fibras son siem-

pre Cohen-Macaulay, luego la única obstrucción a que M ® A^ no sea 

A^-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado es que no se verifi-

que la condición 2) de 3.4. Luego si a'̂  es equidimensional y catena-

rio M ® a'̂  no localiza, contradiccón con el hecho de que A^ sea ca-

tenario (3.6) .• 

Hemos comentado ya el hecho de que la condición gran módulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado se conserve por la extensión de escala-

res al completado está relacionado con el de si las fibras formales 
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son o no Gohen-Macaulay. También la siguiente condicion de cade-

nas está involucrada: 

3.14 Proposicion.- Sea A un anillo tal que la extesion de esca-

lares al completado conserva el carácter gran modulo de Gohen-Macaulay 

equilibrado. Sea I = H p . Entonces A/I es equidimensio-
p e Spec(À) 
dim(A/p)=dim(A) 

nal y satisface la segunda condicion de cadenas. En particular es ca-

tenario. 

Demostración: A/I es equidimensional por definición de I. Sea enton-

ces p S Spec(A) tal que dim(A/p) = dim(A) y M un A-gran módulo de 

Gohen-Macaulay equilibrado. El A-módulo N « M © E (A/p) es también A 

A-gran módulo de Gohen-Macaulay equilibrado (pues si x forma parte de 

un sistema de parámetros de A entonces x ^ p y E^(A/p) ̂  E^(A/p) es 

un isomorfisme), Pero ahora p S supp^(N) de manera que podemos asegu-

rar que V'p € Spec(A) con dim(A/p) = dim(A) existe un A-gran módulo 

de Gohen-Macaulay M con p S supp^(M). Gomo M ^ Â es A-gran módulo de 

Gohen-Macaulay equilibrado se tendra por 3.4 (ii) que V q ^ Spec(A) 

con q^ =' p y q minimal sobre pA se verifica dim(A/q) = dim(A). Pero 

Min((A/I)'') = Min(Â/IÂ) = { q e Mîn(Â/pÂ) con p G Min (A/I) } , de 

manera que (A/I)^ es equidimensional. En definitiva A/I es lo que se 

denomina formalmente equidimensional, que por (Sey] 1.5 implica que 

A/I satisface la segunda condición de cadenas." 

Si A es un dominio entonces I = (0) de manera que si los 

A-grandes módulos de Gohen-Macaulay conservan tal propiedad por exten-

sión de escalares al completado el anillo A deberá ser catenario. Lue-

8° cualquier dominio no catenario es un contraejemplo al problema de 
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la completacion. 

En particular los dominios locales no catenarios que Na-

gata construye en [Na] Appendix 6 bien el G-anillo que Greco constru-

ye en [ Gre] Prop, 1,1; en efecto, ahí puede encontrarse un anillo A 

para el que existe un ideal I C Rad(A) tal que: 

- A es semilocal de dimension 3 

- A es I-completo y separado 

- A/I es excelente 

- A no es catenario 

Como el propio Greco hace observar por [Ro] Th. 3 A es quasi-excelente 

y, en particular, G-anillo. Por otro lado existe un ideal maximal m 

tal que B = A^ no es catenario, de manera que B es un G-anillo no ca-

tenario, Ademas, por construcción, B contiene un cuerpo, luego existen 

B-grandes módulos de Cohen-Macaulay equilibrados. 

Este ultimo contraejemplo centra su Ínteres en el hecho de 

que al ser B un G-anillo las fibras formales son Cohen-Macaulay, lo 

cual prueba que la condición 1) de 3.4 tiene también importancia en 

el problema de la completacion. 

Ocurre entonces que: 

3.15 Proposición.- Sea A un anillo local e I = H p 
p e Spec (A) 
dim(A/p) =dim(A) 

Si A/I es catenario entonces los grandes módulos de Cohen-Macaulay 

equilibrados localizan. 

Demostración: en efecto, basta demostrar por 3.4 que si M es un A-gran 

módulo de Cohen-Macaulay equilibrado y son dos ideales primos de 

supp^(M) con í C p entonces h(p/q) + hCq) = h(p). 
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Puesto que Min^(M) C Min^(Â/I) tanto p como q contienen a I. 

Luego si demotamos por —• la accich de pasar al cociente modulo I se 

tendrá: h(p/q) = Hp/'q), h(p) + dim(A/p) = dim(Â) y h(q) + dim(Â/q) = 

dim(A). Luego las cadenas de ideales primos que dan las alturas de 

p y q respectivamente deben partir de ideales primos de coaltura maxi-

ma, y por lo tanto h(p) = h(p) y h(q) = hCq"). Como A/I es catenario 

se tiene finalmente que h(p/q) + h(q) = h(p/q) + h(q) = h(p) = h(p), 

tal como deseábamos.probar." 

El resultado anterior nos indica que la aplicación de 3.12 

al caso A ->• Â no va a producir ninguna mejora a la solucion del 

problema de la localización de los grandes módulos de Cohen-Macaulay 

equilibrados. No obstante la familia de anillos para los que esta 

cuestión tiene solucion positiva es más amplia que la de los catena-

rias. En efecto, en [Na] Appendix, Ex. 2 Nagata construye V m > O 

un dominio local no catenario . Por [Ra—2] B 2.4 \f'p m R^ es 

regular. Luego si M es R-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado 

y m ^ p e supp (M) se tendrá que Vq C p dim(R ) = h(çR ) + dim(R /qR ), K. p p p p 
es decir, se verifica la condición 2) de 3.4 suficiente para asegurar 

M es R-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. p p 

3.- OTRAS CUESTIONES. 

Naturalmente, y si A es un anillo local y M un A-gran modulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado, condiciones muy particulares sobre M 

pueden hacer que éste localize independientemente de lo que pueda 



ocurrir con el resto de los grandes modulos de Cohen-Macaulay equili-

brados, Por ejemplo se tiene: 

3.16 Proposicion.- Sea M un A-gran modulo de Cohen-Macaulay equi-

librado tal que Supp^(M) = supp^(M). Entonces 6 supp^(M) Mp es 

Ap-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración; sea I = An^(M). Por 2.9 se tiene que supp^(M) « Supp^(M) = 

V(X) = Spec(A/I). Pero entonces A/I es catenario (2.12) de manera que 

se cumple 2) de 3.4 y, por lo tanto, M localiza." 

Tal como Rush observa en [ Ru-1] Remark 3.6 si M es un ' " 

A-gran modulo de Cohen-Macaulay.equilibrado y P S supp^(M) entonces 

Mp es Ap-gran modulo de Cohen-Macaulay. En efecto, si r = h(P) por 2.2 

existen elementos Xĵ , ..., x^ de P tales que forman parte de un siste-

ma de parámetros de A. Son por lo tanto M-sucesi6n, y como PMp ^ Mp 

también serán Mp-sucesion. Pero x^, x^ son evidentemente un sis-

tema de parámetros de Ap, de manera que, en efecto, Mp es Ap-gran mo-

dulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Teniendo en cuenta esto resulta entonces que: 

3.17 Proposición.- Sea M un A-gran modulo de Cohen-Macaulay equili-

brado tal que V^P S supp^(M) las Mp-sucesiones en Ap conmutan. Enton-

ces V^P € supp^(M) Mp es Ap-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

Demostración: basta aplicar 2.16 a la observación anterior." 

En relación con estas cuestiones podemos dar ahora el con-

traejemplo al que aludíamos en el Capítulo 2, §3: 

3.18 Proposicioni- Existe un anillo local A y un A-gran módulo 
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de Gohen-Macaulay equilibrado M para el que las M-sucesiones no 

conmutan. 

Demostración: sean A y M respectivamente el anillo y el A-gran modulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado construidos por Ogoma y que ya hemos 

descrito en 3.9; sean y primos minimales de A, con — 

M = k/q^ ® Sea x^ ̂  ^ ^ ^^^ X2 ^ p V^ 

con <?2 ̂  ^ y áxm{k/p) = 2 (este elemento existe ya que dim(A/(c^j + q ^ ) 

= 1). Entonces -x.̂ , x̂ ^ no es M-sucesion y en cambio x̂ ,̂ x^ sí lo es, 

ya que A/q^ es Cohen-Macaulay y x ^ -x.̂  es sistema de parámetros de 

Si A es un anillo local y M un A-gran modulo de Cohen-Macaulay 

equilibrado el hecho de que M localiza está relacionado con el de que 

, en cierta manera, los sistemas de parámetros de Ap, P ̂  supp^(M), 

provengan de sistemas de parámetros de A. Mas en concreto se tiene: 

3.19 Proposicion,- Para un anillo A y un A-gran modulo de Cohen-

Macaulay equilibrado M son equivalentes: 

(i) PGsupp^(M) y Mp es Ap-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 

(ii) Sea a^t ..., a^ G P una M-sucesion tal que â /̂l, ..., â ./! forma 

parte de un sistema de parámetros de Ap. Sea N = M/Ca^^, ..., a^)M y 

B = A/(aj^, ..., a^). Entonces para todo sistema de parámetros de Bp 

*r+l' "'* *s * existe b € B tal que b/1, x^ es 

sistema de parámetros de Bp y b es N-sucesi6n. 

Demostración; 

(1) ̂  (ii) buscamos un elemento b tal que (1) b S i = x^j^&p H b , 

(2) h \t q ̂  AsSg(N) y (3) b q Yq ^ Ming^(Bp/(x^2 

Por 2.1 (iv) la condición (2) atañe únicamente a un conjunto finito 
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de ideales primos; lo mismo ocurre con la condicion (3) de manera que 

si q^, son todos estos ideales primos hemos de probar que 

I ^ Çĵ  ••• Por el lema de evitación de primos esto se redu-

cirá a probar que I q. Y así es: puesto que (x ,, ...» x ) C X ITi i S 
(I, •••» y ^j+i* ••*' sistema de parámetros de 

B- es claro que I q \ f q primo minimal de (x̂ _|_2» •••> x^) (condi-

ción (3)). 

Veamos ahora la condicion (2). Podemos suponer que x^^^ S B 

(basta multiplicar por un inversible). Entonces, por definición, 

I = Sea q G Ass_(N). Por 2.1 dim(B/ö) = dim(B). t e p r+1 B B 
Distinguiremos ahora dos casos: 

(A) q C p. Si x^j^ ^ q entonces I q evidentemente. 

Si x ^ j ^ Q entonces q será un ideal primo mini-

mal C = B/(x^p. Luego el anillo C- será artiniano. Sea entonces 

V e q tal que v ? P. Por ser C- artiniano el elmento v/1 tiene una 
- k -k -potencia que se smula: (v/1) = 0 , k > 0. Luego An^(v ) ^ q y por lo 

k 75 k k tanto ((x ,,):v )„ ^ o. Pero v ? P luego v tampoco y ((x )T, ^ I-r+i o r+i ß 
En definitiva hemos probado que I q. 

(B) q C f , Entonces q S AsSg^íNp) y dado que Mp es Ap-gran 

modulo de Cohen-Macaulay equilibrado por 2.1 (v) resulta que 

un s (ii) (i) Ya hemos visto en 2.3 que PMp ^ Mp, Sea pues a^, ,.,, a 

sistema de parámetros de Ap, Multiplicando por inversibles podemos su-

poner que a^ S A V i » Sea r el máximo índice tal que a^, ..., a^ es 

M-sucesion y tomemos k = s - r. Demostraremos que a,, a es X s 
Mp-sucesiôn por inducción sobre k. 
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Si k == o entonces s = r y es inmediato. 

Hagamos hipótesis de inducción y supongamos k > 0; entonces 

â ,̂ a^ son M-sucesi6n de manera que si N = M/(aj^, a^)M y 

B = A/(aj^, a^) existe (por hipótesis) b G B que es N-sucesi6n y 

tal que si V j x. = a. entonces b/1, x.,^, .... x es sistema de pa-
J J r+¿ s 

rametros de Bp con b S H B. Sea a S A un representante de b. 

Entonces aĵ , â .» a/l> •••> es sistema de parámetros de Ap 

con â ,̂ a^, a M-sucesion. Por hipótesis de inducción 

a^, ...» a^, a/1, '* *' ^s Mp-sucesi6n. Veamos ahora que 

a,, ..., a también lo es. 1. s 

En efecto, es claro que bastará probar que x ,, ..., x 
ÍT » i S 

es Np -sucesión, y para ello contamos con que b/1, '"* 

lo es. Se tiene que b/1 = ^r+l^'' " ^ luego también x̂ ĵ̂  es 
h 

N« -sucesión. Sea ahora h > r + l y ( l ) 2 x . n . = 0 con n. S NÄ. 
i=r+l ^ ^ ^ ^ 

h 
Multiplicando la expresión (1) por 0£ tendremos que 2 x.an. = O, 

i=r+l ^ ^ 

luego «n̂ ^ e (b/1, ».,, Entonces el elemento «x^^^n^^ per-

tenece a ((b/l)x^j^, •••» ^ ^^ manera que existe n S Np 

tal que (b/l)(n^ - x^^n) S (x^2» •••» 

b/1, ..., x^ Np -sucesión se tiene que b/1 ^ ^^r+2 

Luego n^ - x^^n G •••» ^ finalmente que 

n^ S (x^j^, ...» x^ ^^^ como era preciso demostrarJii 

Hasta ahora hemos estudiado como afecta la extensión de es-

calares a los grandes módulos de Cohen-Macaulay equilibrados. Final-

mente vamos a ver que ocurre con la restricción de escalares. El pro-

blema podemos plantearlo en los siguientes términos: 
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sea A B un œorfismo de anillos locales. Sea M un B-gran 

modulo de Cohen-Mac.aulay equilibrado. ¿Cuando es M A-gran modulo de 

Cohen-Macaulay equilibrado?. 

Es claro que una condición suficiente para que así sea es 

que todo sistema de. parámetros de A pase a ser un sistema de paráme-

tros de B por f. Pues bien: en tal sentido se tiene: 

3.20 Proposicion.- Sea A B un morfismo de anillos locales 

(A,m) y (B,n). Entonces todo sistema de parámetros de A pasa a ser 

un sistema de parámetros de B mediante f si y solo si dim(A) = dim(B) 

y n es el único ideal primo de B que contrae a m. 

Demostración: 

) Es claro que dim(A) =» dim(B). Por otro lado si p = m y 

a^t ..., a^ es un sistema de parámetros de A entonces el ideal 

(f(aĵ ), f'Sti contenido en p, luego p » n. 

) Sea üĵ t •••» un sistema de parámetros de A. Puesto que el 

ideal (aĵ , ..., a^) es m-primario y n es el unico ideal primo de B 

que contrae a m el ideal (f(aĵ ), ..., f(a^)) es n-primario. Como 

dim(A) - dim(B) tendremos entonces que f(aĵ ), ...» sistema 

de parámetros de B.« 

Observación.- Es inmediato que esta condición se verifica si f es 

una extension entera y si f es un morfismo fielmente plano con 

dim(A) = dim(B). 
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¿I,- DIMENSION INVECTIVA DE LOS GRANDES MODULOS 

DE COHEN-MACAULAY. 

En ¿Aie cLua.A.to y dltZmo capitata utudZamoi ¿a 

dZmznóXán Znç/ectXva de Zo¿ g^and&¿ módutoÁ dz Cokzn-UacauZay» 

Cabe dz¿taca.A qu& eZ k&cho de que zòtoò môdnioô no ¿&a.n 

^ZnZio-gznZ'íadoó p^oducz anomaZZaÁ en la ca/tacte-

n.¿za.c.Á,6n de ta.¿ d¿mznji¿6n Znyzct^va (ve^ 4,6); tambZín que 

pa^a un anillo ¿occil A zxÁ.&tz un A-gA.an módulo dz 

Cahzn'Macaulay dz dÁ.mznAÁ.6n ¿nyzct^va ^^nZta A debe òzn. 

Cohzn-MacauloLy (4.4). 

Va. pafit^zulcLfilzando a lo& gfiandzò m6dulo-i> dz 

Cokzn'Macaulay zquÁ.l¿bn.aido¿ ca/Lac.tz^¿zamo¿ a loó quz tÁ.znzn 

dX.mznôX.6n ¿nyzatZva ¿XnX-ta como aquzlloÁ pa^a IOÁ quz zl 

zomplzjo dz CouÁÁ,n dZmzn-ó-concLl z¿ una A.z·òoluc·íàn ¿nyzct¿va 

dzl módulo (4.9), poh. lo quz podn.ZamoÁ dzcln. quz z&to¿, 

zonòtltuyzn una gznzH.al¿zac.¿ón dz loó móduloÁ Go^znótzÁ,n 

i¿nÁ.togznzfiadoó. Ño obótantz no 4e puzdzn gznzn.al¿za^ 

toda& la& pfiop¿zdadzó dz z&toò ú.lt¿moó [4,10], aunquz 

áZ ÁZ puzdzn apA.ox.XmaA zn z¿zh.ta manzfia (4. II) y ohtznzn. 

zoma conózcuzncZa quz óZ M Z6 un A-g^an módulo dz Cohzn-

Macaulay zquZlXb/tado dz dZmzn¿Zón ¿nyzctZva {finita zntonczó 

¿upp^lM] = Sapp^(M) (4.13) . 

PoA dlt¿mo ZÁtablzazmoó un paAalzlZómo znt^z al-

gunas pfioplzdadzó dz loó módulos i¿zlmzntz planoÁ y loó 



fizòultoidoò (lYitzfilofKLò Oi pan.t¿fi dz quz Áob^z a n i l l o s GoA.&n¿-

t&¿n coZncZdeá loó gA.ande¿ mádu¿06 de. Cohzn-^acaulay zquX.-

llb^adoò dz dZmznòlòvi Inyzctlva. i^vilta. y loò môduloô ̂ Zzt-

mzntz ptanoò. 

§1.- CARACTERIZACION DE LA DIMENSION INYECTIVA DE UN GRAN MODULO 

DE COHEN-MACAULAY. 

Como ya ha sido comentado en el capítulo 2° los grandes 

modulos de Cohen-Macaulay fueron en parte introducidos por su rela-

ción con la platitud. Los trabajos de Griffith [Gri-1], [ Gri-2] y 

Rush [Ru-1], [ Ru-2] ya contienen resultados en este sentido, pero son 

Bartjin y Strooker quienes en [ Ba-St] profundizan mas en esta cues-

tión aclarando, al mismo tiempo, diversas confusiones de los anterio-

res trabajos. Los resultados de Bartjin y Strooker podrían resumirse 

de la siguiente manera: 

4.1 Proposicion.- Sea A un anillo conmutativo, local y Noetheriano. 

Entonces : 

(i) Si existe un A-gran modulo de Cohen-Macaulay de dimension plana 

fitiita el anillo A debe ser Cohen-Macaulay (y el A-modulo no 

necesariamente plano). 

(ii) Si existe un A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado de 

dimension plana finita entonces A es Cohen-Macaulay y el A-modulo 

es plano. 

(iii) Si A es Cohen-Macaulay y M es un A-modulo entonces M es fielmente 

plano si y solo si M es gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. 
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Demostración; ver 4.3, 4.4 y 3.10 de [Ba-St]." 

Nuestro proposito va a ser ahora hacer un estudio similar 

a partir de la dimension inyectiva, obteniendo resultados en parte 

análogos a los que se relacionan con la dimensión plana. . 

Recordemos que si A es un anillo conmutativo, local y Noe-

theriano y M es un A-modulo la dimension inyectiva de M viene dada 

por la longitud de una resolución inyectiva minimal de M, de manera 

que di^(M) = sup { i t.q. p S Spec(A) con M^Cp.M) # O } . Si (A,m,k) 

es nuestro anillo definiremos dij^(M) » sup { i t.q. pt̂ CiriíM) O } , 

con dij^(M) • -1 si = 0 V i (esto ocurre cuando m ^ supp^(M)). 

Ss claro que dij^(M) < di^(H). Hay igtialdad si H es f initogenerado 

([ Gi] 2.22) pero no necesariamente si M no lo es, ni siquiera para 

los grandes módulos de Cohen-Macaulay equilibrados. El siguiente resul-

tado de Föxby nos sera util: 

4.2 Proposición.- Sea M un A-módulo. 

(a) Si 1 > dim^(M) es tal que M^(m,M) - O entonces M^(m,M) = 0 Vi > 1. 

(b) Si 1 > G(A) es tal que # O entonces Í7̂ i > 1 ^ 0. 

Demostración: ver [ Fo-3l Th. 8.1." 

4.3 Corolario.- Sea M un A-módulo tal que dij^(M) y son fini-

tos. Entonces G^(M) < di^(M) < G(A). 

Demostración: basta tener en cuenta que G^(M) » inf { i t.q O } 

y aplicar (b) de la proposición anterior." 

Particularizando a los grandes módulos de Cohen-Macaulay se 

tiene: 



4.4 Proposición.- Si A no es Cohen-Macaulay y M es un A-gran 

modulo de Cohen-Macaulay entonces diĵ (M) = di^(M) = oo y /i^(m,M) ̂  0 

si y solo si i > diiB(A). 

Demostración; puesto que A no es Cohen-Macaulay se tiene que 

G(A) < dim(A). Luego por 4.3 diĵ (M) » «> , Ahora por b) de 4.2 y la de-

finición de di^(M) se tiene el resto del enunciado." 

Así pues si existe un gran modulo de Cohen-Macaulay M con 

diĵ (M) finita el anillo A debe ser Cohen-Macaulay. En tal caso, ademas, 

se tiene: 

4.5 Proposición.- Sea A Cohen-Macaulay y M un A-gran módulo de 

Cohen-Macaulay tal que diĵ (M) < «» . Entonces diĵ (M) = dim(A) y 

iix̂ (m,M) íí O si y solo si i » dim(A). Si ademas di^(M) < <*• entonces 

di^(M) - di^(M). 

Demostración; puesto que » dim(A) » G(A) por 4.3 es inmediato que 

diĵ (M) » dim(A) y que O si y solo si i = dim(A). Por otro 

lado si dij^(M) i di^(M) se tendría que V^p € Spec (A) - { m } tal que 

mUp,M) ^ o con i >di, (M) = dim(A) > dim(A/p) > G(A ). Localizando A K p 
g 

por p y aplicando (b) de 4.2 se obtendrá inmediatamente que M. (pA »M ) 
iV p ^ M®(p,M) O 1/ s > i, y por lo tanto que di^(M) = «> 

Nos queda ahora por estudiar el caso en que el anillo A es 

Cohen-Macaulay y M es A-gran módulo de Cohen-Macaulay de dimensión 

inyectiva infinita. Se pueden distinguir dos casos: 

(i) diĵ (M) - « (- di^(M)) 

(ii) dij^(M) < « (fí di^(M)). 

Aplicando (b) de 4.2 al caso (i) y teniendo en cuenta que 
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G^(M) = diin(A) se obtiene que ^ O si y solo si i > diia(A). 

El caso (ii) es anómalo por cuanto no puede darse en 

modulos finitogenerados. En cambio se tiene: 

4.6 Proposicion.- Existe un anillo Cohen-Macaulay A y un A-gran 

módulo de Cohen-Macaulay equilibrado M tal que di^(M) =00 y di^(M)< <» . 

Demostración: Sea K un cuerpo cualquiera y S = K[ X,, ..., X ] - v \ » • i n « • • • « X ) 
2 ^ " n > 2; sea t = X̂ .̂ S es un anillo regular, luego Gorenstein (dig(S)<<» ), 

y puesto que t ̂  Z^(S) el anillo A = S/(t) es también Gorenstein 

([Gi] 2.42) con dim(A) = n - 1 < 1. Sea p = (X^) € Spec(S). Entonces 

p = (X^) S Spec(A) es un primo minimal tal que A- = S /(t) no es regu-p p 
lar, pues ni siquiera es dominio. Por el Teorema de Serre existe un 

A- -módulo N con di. (N) - 00 . Sea M = A ® N. Entonces: 
P A-

- A es Cohen-Macaulay, pues es Gorenstein ([Gi] 2.30). 

- di^(M) =• <» , pues «»» cii^_(N) » di^(N) < di^(M). 
P 

- dij^(M) » dij^(A) <<« pues di^(N) = -1 (p supp^(N)).y A es Gorens-

tein. 

- M es A-gran módulo de Cohen-Macâulay equilibrado, pues si 

a.̂ , a^ es un sistema de parámetros de A entonces a^ % p, luego 

a.̂  f Z^(N). Como tampoco â ^ S Z^(A) se tendrá que aĵ  ̂  * 

otro lado M/â M̂ as A/aĵ A (pues â^̂N = N) que es Cohen-Macaulay, luego 

a^, a^ es M-sucesión, 

M es, pues, el contraejemplo que buscábamos.f 



2.- GRANDES MODULOS DE COHEN-MáCAULAY EQULIBRADOS DE 

DIMENSION INYECTIVA FINITA. 

Restringiéndonos a los grandes módulos de Cohen-Macaulay 

equilibrados se tiene: 

4.7 Proposición.- Sea M un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equi-

librado con di^(M) < oo , Entonces Y p E supp^(M) se tiene que 

ju^CPíM) O si y solo si i » h(p). 

Demostración; por 4.4 A debe ser Cohen-Macaulay, luego catenario. 

Por 3.6 Vp E supp (M) M es A -gran módulo de Cohen-Macaulay equi-A p p 

librado, y di (M ) < di (M) <<* . Por 4.5 aplicado a A se tendrá Ap p A p 

que MACPÍM) M» # O si y solo si i = dim(A ) - h(p) .• 
p P P P 

Módulos finitogenerados cuyos números de Bass verifican 

las propiedades descritas en la Proposición anterior han sido estu-

diados por diversos autores (vease [ Fo-4], [ F-F-G-R], [ Re], [ Sh-7], 

[ Sh-8]). Son los llamados módulos Gorenstein que inicialmente se 

definen como aquellos cuyo complejo de Cousin dimensional es una 

resolución inyectiva minimal del módulo. Son, además, módulos Cohen-

Macaulay de grado máximo y dimensión inyectiva finita, y su existen-

cia implica que el anillo base es Cohen-Macaulay. La pregunta natural 

es entonces si los grandes módulos de Cohen-Macaulay equilibrados de 

dimensión inyectiva finita son generalización de los módulos Gorens-

tein finitogenerados y se pueden caracterizar de la misma manera. 

Cono vamos a ver la respuesta es afirmativa: 

4.8 Lema.r Sea A un anillo catenario y equidimensional, Sea M un 
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A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Entonces ^ p G Supp (M) 

C(D(Mp), Mp) ^ (C(D(M), M)^, y si h(p) = r entonces (M̂ )'̂  -fí O si y so-

lo si p G supp^(M). 

Demostración: vamos a ver en primer lugar que para M coinciden la fil-

tración dimensional y la filtración altura. En efecto: 

{ p € Supp^(M) t.q. dim(A/p) < dim^(M) - i } = D^ÍM) y 

{ p e Supp^(M) t.q. hj|(p) > i } = H^(M). Sean p, q ^ Supp^(M) tales 

que q es un primo minimal de Supp^(M) y hj^(p) = h(p/(ĵ ). Entonces 

dim(Â) > h(p) + dim(A/p) > h^^Cp) + dim(A/p) = h(p/q) + dim(A/p) = 

dim(A/q) = dim(A) por ser A catenario y q un ideal primo de codimen-

sion maxima por 2.1 (i). Luego h(p) = h^(p) = h(p/q). Por lo tanto 

hjj(p) > i o h(p/q) > i h(p) > i dim(A/p) < h(p) + dim(A/p) - i = 

dim(A) - i " dim^(M) - i por ser A equidimensional y catenario. Luego 

W > 0 . 

Por otro lado, y si p G Supp^(M), también se verifica que 

A es equidimensional y catenario y que dim. (M ) = dim(A ). Ademas Ap p p 
ideales primos de Min. (M ) son ideales primos de codimension maxima Ap p 

de Ap, de manera que por el mismo procedimiento obtenemos que coinci-

den y H(Mp), Luego los complejos de Cousin respectivos son idén-

ticos y por [Sh-4] 3.5 se tendra que C(D(M ), M ) s (C(D(M), M)) . p p P 
Por último se sabe que (M 3S h'̂ ^ (M ) ([ Sh-5] Th.) si p pAp p 

h(p) = r y que por ser M A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado 

C(D(M), M) es exacto. Luego también es exacto C(D(M ), M ). Como M 
P P 

es Ap-gran module de Cohen-Macaulay equilibrado si y solo si 

p e supp (M) (2.3 y 3.6) por 2.5 (ii) se tendra que (M 0 si y A p 
solo si p s supp.(M)." 
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4.9 Proposición,- Sea A un anillo y M un A-modulo. Entonces son 

equivalentes : 

(i) M es A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado y di^(M) < . 

(ii) C(D(M), M) es una resolución inyectiva minimal de M. 

Demostración: 

(i) => (ii) Por 4.5 A será Cohen-Macaulay y di^(M) = dim(A) =» n. Puesto 

que por 2.5 (ii) C(D(M), M) es exacto de longitud n sera suficiente 

comprobar que V'r > O M^ es inyectivo. 

Se tiene por definición que M^ = © (Coker d^ , luego 
h(p)=r P 
p e supp̂ (M) 

únicamente hay que demostrar que (Coker d'̂  = = 

A -módulo inyectivo V p S Supp.(M) con h (p ) = r. Pero (M = O si p A P 

p supp^(H), de manera que podemos desechar este caso. Puesto que si 

p G supp.(M) M es A -gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado de di-A p p 
mension inyectiva finita es posible reducirse a probar que si M es 

A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado de dimensión inyectiva 

finita entonces m"̂  es inyectivo. Pero esto es inmediato a partir de 

[Sh-2] 3.2 y de que dim^(M) « n. 

(ii) (i) Por hipótesis C(D(M), M) es exacto, luego por 2.5 (ii) 

M es A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Di (M) < «» tri-
A 

vialmente." 

Los módulos Gorenstein finitogenerados verifican un Teorema 

de estructura. En efecto, en [F-F-Gr-R] Cor. 4.6 se demuestra que 

si existe un A-módulo Gorenstein finitogenerado entonces existe uno 

minimal, H, de manera que cualquier otro módulo Gorenstein finitogene-

rado es de la forma H^, s > 0. Cuando tal módulo verifica ademas que 
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M̂ Cm.l·l) = 1, n = dim(A), se dice que H es un modulo dualizante, y se 

puede demostrar que para un anillo Cohen-Macaulay existe modulo duali-

zante si y solo si A es imagen homomórfica de un anillo Gorenstein 

([Re] Th. 3). Por el contrario se tiene: 

4.10 Proposición.- Para todo anillo Cohen-Macaulay A con modulo 

dualizante H existe un A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado M 

tal que di (M) < «> y M no es de la forma H^^^ para ningún cardinal I. 

Demostración: sea p un primo minimal de A y M = H ® E (A/p). M no es 
•• I " A 

finitogenerado y es gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado (pues 

H lo es y si X forma parte de un sistema de parámetros de A entonces 

E^(A/p) E^(A/p) es un isomorf ismo). También di^(M) <«» , pero en 

cambio M no es de la forma H^^^ pues si x G m - Z(A) entonces 

M/xM s H/xH es finitogenerado mientras que H^^^/xH^^^ s (H/xH)^^^ 

no es finitogenerado al no poder ser I finito." 

Todo anillo Cohen-Macaulay completo tiene un módulo duali-

zante H. Aunque como acabamos de ver no se verifica el Teorema de es-

tructura para los grandes módulos de Cohen-Macaulay equilibrados de 

dimension inyectiva finita sí se tiene la siguiente aproximación: 

4.11 Proposición.- Sea A un anillo Cohen-Macaulay completo y M 

un A-gran módulo de Cohen-Macaulay equilibrado con di^(M) < oo . 
(I) ÍT 

Entonces existe un epimorfismo de la forma M -»-H -»• O, I cierto 

cardinal. 
/ 

Demostración: la haremos por inducción sobre n = dim(A). 

n » 0. Entonces tanto M como H son módulos inyectivos de la forma 

E.ÍA/m)^*^^ (J finito para H). Es clara entonces la existencia de ir. A 



Hagamos hipótesis de inducción y supongamos n > 0. Elija-

mos un elemento x Em - { Z(A) U Z^(M) U Z^(H)} (que existe por ser 

A Cohen-Macaulay), Entonces A/xA, H/xH y M/xM continúan verificando 

todas las hipótesis del enunciado pero con dim(A/xA) = n - 1. Luego 
(I) T 

por hipótesis de inducción existe un epimorfismo (M/xM) H/xH -*• O 

y, por lo tanto, un epimorfismo M^^^ ^ H/xH -»-O, I cierto cardinal. 

Consideremos la sucesión exacta 0-»-H-5-H-».H/xH->0 y apliquemos el 

functor Se tendrá: 
O Hom. ^Hom.íM^^^H) ^̂  Hom. (M^^\H/XH) ->• Ext^M^^^H) . A A Â A 

En [Ka] Th. 217 se demuestra que si R y S son dos A-modulos 

finitogenerados tales que < entonces Ext^(S,R) = O f i > 

n - . La condicion finitogenerado en S se impone únicamente 

para que el lema de Nakayama pueda ser utilizado en un punto de la 

demostración, pero usando la version especial de este lema que Gri-

ffith da en [Gri-1] Lemma 2.5 es posible afirmar que el Teorema es 

cierto en ntíestro caso particular. 

Se concluye entonces que ,H) = O y existe un mor-

fismo ir E Hom^'CM^^^H) tal que co(jr) = t. Teniendo en cuenta quer es 

epimorfismo se obtiene que + xH ® H y por el lema de Nakayama 

que TT es epimorfismo.' 

4.12.Corolario.- En las condiciones de la Proposicion 4.11 se 

tiene que Supp^(M) « Spec(A). 

Demostración; Supp^(M) - Supp^(H) - Spec(A) ([ Sh-7] 

Th. 4.12).» 

Ya hemos visto en el Capítulo 2 que para los grandes modu-

les de Cohen-Macaulay equilibrados no es cierta en general la igualdad 



entre supp^(M) y Supp^(M) (2.6) así como las consecuencias que esta 

igualdad comporta (2.11). Ahora se tiene: 

4.13 Proposición.- Sea Â un anillo Cohen-Macaulay y M un A-gran 

modulo de Cohen-Macaulay equilibrado tal que dij^(M) < <» . Entonces 

supp^(M) = Supp^(M) = Spec(A). 
A A 

Demostración; puesto que A es Cohen*-Macaulay también M ^ A es A-gran 

modulo de Cohen-Macaulay equilibrado (3.7); por otro lado se deduce 

de 3.1 que también dÍ2(M ^ A) < «» , donde k = A/mA. Luego teniendo 
c 

en cuenta que supp (M ® A) = { q ̂  Spec(A) t.q. q G supp (M)} (3.3) 

podemos reducirnos al caso en que A es completo. 

Sea q e Spec(A) y r = h(q) ; h(£̂ ) + dim(A/q) = dim(A) por 

ser A Cohen-Macaulay, Sean x^, ..., x^ elementos de q que formen parte 

de un sistema de parámetros de A (es posible encontrarlos por 2.2). 

Entonces M/(Xj^, x^)M es A/(Xj^, ..., x^)-gran modulo de Cohen-

Macauláy equilibrado y verifica las condiciones del enunciado. Además 

por 2.4 supp^/^^^^ ^^^^ ^ )(M/(Xj, ..., x^)M = supp^(M) H V(x^, ..., x^), 

de manera que como q es minimal en A/(Xj^, x^) podemos reducimos 

tMibién al caso en que q es un primo minimal de A. Pero entonces 

q E supp^(M) si y solo si ç € Ass^(M) C Supp^(M), y esto es cierto 

por el Corolario anterior." 

§3.- EL CASO A GOMNSTEIN. 

Supongamos ahora que A es Gorenstein. Entonces A es Cohen-

Macaulay de dimension inyectiva finita de manera que el propio A es 
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el A-modulo dualizante. Es inmediato observar entonces que en la 

Proposición 4.11 puede ser tomadado como I a 1, luego se deduce que 

A es sumando directo de M. Este hecho, no obstante, esta relacionado 

con otro orden de ideas. En primer lugar se tiene: 

4.14 Proposición,- Sea A un anillo local Gorenstein. Para un 

A-modulo M son equivalentes: 

(i) M es fielmente plano. 

(ii) M es gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado y di^(M) < «> . 

Demostración; Foxby prueba en [ Fo-5] Th. 8.30 que si A es Gorenstein 

y N es un A-modulo entonces di^(N) < «> si y solo si fd^(N) < <* . 

Luego: 

(i) ̂  (ii) di^(M) < «» , y por ser A Cohen-Macaulay M es A-gran modulo 

de Cohen-Macaulay equilibrado. 

(ii) =• (i) fd^(M) <oo ^ luego por 4.1 (ii) M es fielmente plano." 

Por otra parte se tiene: 

4.15 Proposicion,- Si A es completo y M es un A-modulo fielmente 

plano entonces A es sumando directo de M. 

Demostración: por [Ba-St] 3.6 M contiene un submodulo básico, es decir, 

existe O L C M, con L libre, denso en M para la topología m-adica 

y puro. Si N es un A-n»dulo separado y completo es inmediato,que 

Hom^(L,N) s Hom^(M,N) y que si f € Hom^(L,N) es epimorfismo también 

lo es f, extensión de f a M. Luego como L es libre existe un epimor-

fismo de M en A y por lo tanto A es sumando directo de M.» 

4.16 Corolario.- Si A es completo y M es un A-módulo fielmente 

plano entonces Ass^(M) =» Ass(A). En particular Supp^(M) = Spec(A). 
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Demostración: por 4.5 Ass^(M) D Ass(A). Para demostrar la contención 

contraria supondremos en primer lugar que el ideal maximal m pertene-

ce a Ass^(M). Entonces _j m G M - {0} tal que Ass^(m) = m . Luego 
A' 

V X e m el morfismo M M no es inyectivo. Puesto que M es fielmente 

plano tampoco lo puede ser A -»• A, luego Z(A) = m. Por ser A Noetheriano 

m E Ass (A) . 

Sea ahora p un ideal primo de Ass^(M). Entonces pA^ E 

Ass (M ) y il es A -modulo fielmente plano. Por lo que acabamos de 
Ap p p p 

ver pA G Ass(A ) y por lo tanto pEAss(A)." 
P r 

4.17 Corolario.- Si A es completo y M es un A-modulo fielmente 

plano tal que = r <«> entonces M = L ® N, siendo 

L S A'̂  y N = n m^. En particular M es libre si y solo si M es 
n > O 

separado para la topología m-ádica. -

Demostración: sea L C M un sumando directo libre de M tal que M/L no 

tenga ningún sumando directo libre. Tal submodulo L existe por ser 

r < oo y existir al menos un sumando directo libre de M (4.15). Sea 
g 

M = L ® N. Es claro que también dim^^^(L/mL) < «» , luego L S A , 

s <<*> . Por otro lado N 3s M/L no tiene ningún sumando directo libre, 

luego aunque es plano no es fielmente plano y mN = N. Así pues 

M = L + mM y L es denso en M para la topología m-adica. Ahora, y por A A 
ser A completo, tendremos: L C H/( H m M)C M " L = L, luego 

n > O 

L ® n m^M » M. Por último es cairo que L/mL =» M/mM y, por lo tan-
n > O 

to, L a a''." 

Observación.- La condición dim^y^(M/ffM)<«»-para un A-módulo ya fu^ 

considerada por Vasconcelos en [ Va] y por Cox y Rush en [ Cò-Ru], don-
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de pueden encontrarse resultados sobre la finitogeneracion de 

A-modulos planos con esta condición. 
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FE DE ERRATAS donde dice debe decir 

päg. 13 linea 2 parámetros un sistema de parámetros 

" 16 " -8 M-1 
" 32 " -2 existe y existe 

" 36 " -7 X., .... x̂  
" 46 " 9 n € 0 n > 0 

" 57 " -1 M A M ^ Ä 

" 59 " -9 A-gran ... Ä-gran ... 

" 60 " -6 M finitogenerado M finitogenerado y Cohen-Macaulay 

" 78 -10 ideales primos de Min. (M ) 
o ^ 

(I) ^ Supp^CM*''-^) Supp^(M) 

los ideales primos de Min (M ) 

" 81 " -4 

ideales primos de Min. (M ) 
o ^ 

(I) ^ Supp^CM*''-^) Supp^(M) (I) P Supp^(M' -') 3 Supp^(M) 

" 88 " -7 Cojeturas Conjeturas 
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