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Capítol 9 

Punts de multiplicació 
complexa en corbes de Shimura 

Siguin D i N nombres naturals coprimers, D Iliure de quadrats, amb un 
nombre parell de factors primers, i sigui X{D,N) la corba de Shimura 
corresponent. Fixem una álgebra de quaternions H de discriminant D i 
0{D, N) C H, un ordre d'Eichler de nivell N. 

Si (f- és una immersió d'un eos quadratic F en l'álgebra de quaternions H, 
escrivim ^ = $ o Í/J, on $ és la immersió de H en M(2,R) fixada a 1.1.25, 

9.1 Nombre de punts de multiplicació com
plexa 

En primer lloc, precisem un parell de resultats per tal de donar la definició 
de punts de multiplicació complexa. 

9.1.1 Lema. Siguin 7,7' € GL(2,R). Aleshores, 7 i 7' teñen els mateixos 
punts fixos si, i només si, existeixen A,/i 6 R, A 9̂  O, tab que 7' = A7 -{-/.í Id. 

DEMOSTRACIÓ: En efecte, posem 

í a b\ 
7 - I ^ d h ^ - \ c' d' 

(a' y \ 
\ é d'J 

i considerem les equacions quadrátiques de coeficients reals cZ^ + {d — a)Z — 
6 = 0 i c'^2 _}. _ a ' )^ — 6' = O, que donen els punts fixos corresponents. 
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Els ptmts fixos coincideixen si, i només si, una eqtiació és miíltíple de Faltra. 
Si 7' = X'j + filé, és ciar que se satisfá aquesta condició. A la inversa, si 
tenim una equació múltiple de l'altra, per a obtenir la relació 7' = A7 + Id 
és suficient posar A := C'/C i /Í : = O' — Xa. O 

Utilitzant que les immersions conserven la norma i la traga, obtenim el corol-
lari següent. 

9.1.2 C O R O H A R I Sigui F nn eos quadrátic tal qve X{H^F) ^ 0. Sigui ip 6 
X(í/", F). Áleshores, totes les homografies 7 6 ^{ip{F*)) teñen els mateixos 
punts fixos. Si F és imaginari, áleshores teñen un únic punt fix en M. • 

Donada una álgebra de quaternions H, denotem per J{H) el conjunt de 
cossos quadrátics imaginaris F tais que X{H, F) ^ 0. Peí coroHari anterior, 
podem definir una aplicado del conjunt d'immersions deis cossos de J{H) 
en jff al semiplá de Poincaré: 

up^j(ji)i{H,F) n 

on z{ip) és l'únic punt fix a % de fp{a) per a qualsevol a € F*\ a ^ Q. 

9.1.3 Definido. Sigui X{D, N) wx corba de Shimura fixada i fixem un or
dre d'Eichler 0{D, N) de nivell N en una álgebra de quaternions H de dis-
criminant D. Sigui F € J{E) i A un ordre de F. Diem que un punt 
z € V{D, N)\H és un punt de multiplicació complexa (CM) per A si existeix 
una immersió optimal <p € 1*{0{D, N),A) tal que z = z{(p). En aquest cas, 
diem que JD,N{^) € X{D, N){C) és un punt de X{D, N) de multiplicació 
complexa per l'ordre A{d, m). 

Denotem per CM(D, N, d, m) el conjunt de punts de T{D, N)\H de multi
plicado complexa per l'ordre A{d, m). O 

9.1.4 Remarca. Sigui z e H el punt fix d'una homografia 7 = G 
GL(2, R) , per a cert u £ H - Q. Áleshores, per 8.1.6, LO determina el eos 
quadrátic Fu, — Q(\/d), on d = tr(7)^ - 4det(7), i tenim una immersió 
(p e X{H, Fu) determinada per ip{\/d) = u. La immersió ip satisfá z{ip) = 2 . 
Notem que F„ és necessáriament imaginari, ja que Im(z) > O implica que 
tr(7^) -4det(7) < O, la qual cosa justifica el nom de multiplicació complexa. 
O 

9.1.5 Proposició. Sigui X{D,N) una corba de Shimura i A(c/,m) l'ordre 
quadrátic de conductor m en el eos quadrátic F = Q(\/d). Sigui 0{D,N) 
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\ P / 
P m. 

DEMOSTRACIÓ: L^existénda d'tm ptmt de X{D, JV) CM per A(d, m) corres-
pon directament a (i), per la definició. L'equivaléncia entre les condicions (i) 
i (ii) correspon al resultat 7.3.3. De manera análoga, les condicions (i) i (iii) 
son equivalents per 7.4.2. 

Finalment, en el cas que N sigui Iliure de quadrats, cal teair en compte 
que (i) és equivalent al fet que el nombre de classes ^(I?, iV, á, m; O) ^ O, 
amb O = 0{D, N ) . Aleshores, apliquem els resultats per a aquest nombre 
de classes donats a 7.2.14 i la condició perqué hi hagi immersions d'un eos 
quadrátic en una álgebra de quatemions, 7.1.4. O . 

El resultat anterior ens assegura que, donada una corba de Shimura X{D, N ) , 
hi ha infinits ordres quadrátics A{d,m) tais que CM(Í), AT, <i, m) ^ 0. A 
continuació, d'una banda mostrem propietats sobre els punts CM en general; 
d'altxa banda, presentem un criteri per tal de reduir-nos a un nombre finit 
d'ordres quadrátics. 

9.1.6 Lema. Un punt JD,NÍZ) de X ( D , N) és un punt elitptic si, i només si, 
z € V{D,N)\'H és de multiplicado complexa per l'anell d'enters de Q(\/d), 
amb d——l o bé d= — 3 . 

DEMOSTRACIÓ: Els únics cossos quadrátics imaginaris qué teñen unitats no 
racionáis son precisament Q ( ' s / ^ ) i Q(-\/—3). Sigui u una d'aquestes unitats. 
És ciar que donada qualsevol immersió ^, tenim que (j>{u) £ V{D, N); per 
tant, el seu punt fix a Ti és un punt eliíptic. O 

En el coroliari següent explicitem les condicions sobre els punts CM eliíptics 
per ais casos no ramificat i poc ramificat de tipus A i tipus B. 

un ordre quaternionic que defineix X{D,N). Aleshores, CM(I?, N, d,m) ^ 0 
si, i només si, se satisfan les condicions equivalents següents: 

( i ) r ( O ( D , i ¥ ) , A H m ) ) # 0 . 

(ii) 7^*(ns+2O,3, - i )A;Z)7¿ 0 . 

(iii)-H*(Z + 2C>,A ) ^ 0 . 

Si N és Iliure de quadrats, les condicions anteriors son equivalents al fet que 

se satisfaci: mcd{D,m) = 1, — ] 1 si p\D i — ^ ~l si p\N i 
\ P J 
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. 9 y \NJ 

\ p / 

Així, tots els punts el-líptics son CM, pero el recíproc, evidentment, no és cert. 
Notem que les homografies 7 € V{D,N) eHíptiques satisfan que det(7) = 1 
i tr(7) € {0 ,1} . El lema següent mostra que, per ais punts CM, sí que és 
possible imposar una condició en general. 

9.1.8 Lema. Sigui z £ CM{D, N, d, m), un punt CM per a un ordre quadrátic 
A{d,m) C Q{y/d). Aleshores, existeix 7 € #(0(i),iV)) C GL(2,R) tal que 
tr(7) = O ¿ 7(2) = z. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui F = Q{Vd). Sigui 6 X{0{D,N),A{d,m)) tal 
que z = z{(p); és a dir, z és el punt fix comú de 4>{F'). Considerem 7 = 
#(v?(m\/5)); és ciar que 7 6 <j)[A{d,m)) C ^{0{D,N)) i satisfá. tr(7) = 0. • 

Ara bé, no és possible un resultat análeg per al valor del determinant. No és 
cert que tots els punts CM siguin punts fixos d'una homografia amb un valor 
del determinant fixat a l'avangada. Una tal restricció sobre el valor del de
terminant ens porta a considerar restriccions sobre els ordres quadrátics pels 
quals tenim multiplicació complexa. Inspirant-nos en les rectes hiperbóliques 
principáis destacades en el capítol anterior, donem la definido següent. 

9.1.9 D e f i n i d o . Sigui z € CM(Z), N,d,m), un punt CM per un ordre 
A{d,m), corresponent a una immersió ¡p £ X{0{D, N), A(d, m)). Diem 

9.1.7 CoroHari. Sigui X{D.,N) una corba de Shimura corresponent a una 
álgebra de quatemions no ramificada o bé poc ramificada de tipus A o de 
tipus B. 

(i) X{l.,N) té punts CM eHíptics si, i només si, tenim que ^ - ^ ^ ^ - 1 

o U ^ - 1 . 

(ii) X{2p, N) té punts CM eHíptics si, i només si, tenim que ^ — ^ ^ —1 

/ - 3 \ 
(iii) X{pq, N) té punts CM eHíptics si, i només si, tenim que — ^ 1, 
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que z és un punt de multiplicado complexa especial (CME) si és el punt 
fix d'una homografia 7 G (j>{A{d,m)) C GL(2,R) de determinant igual a 
Do(D,N) = DN. 

Denotem per CME(D, N, d, m) C CM{D, N, d, m) el subconjunt de punts de 
multiplicado complexa especiáis per l'ordre A{d,m). • 

Notem que en el cas D = iV" = 1, és a dir, per a r ( l , l ) = SL(2, Z ) , els 
punts de multiplicado complexa especiáis son punts fixos d'homografies 7 € 
SL{2, Z ) . Per tant, obtenim exactament els punts eHíptics. En la secció 
9.3 donem punts de multiplicado complexa especiáis CME{D, N, á, m) per a 
algunos corbes X{D,N), 

A partir de la definido, obtenim directament el lema següent. 

9.1.10 Lema. Sigui z € CM{D,N,d,m) un punt de X{D,N) de multipli
cado complexa per a un ordre A{d, m). Aleshores, son equivalents: 

(i) z G CUE{D,N,d,m). 

(ii) Existeix a G A{d,m) tal que n(o;) = DO{D,N)- ^ 

Resumim en la proposició següent la caracterització deis punts de multipli
cado complexa especiáis, a partir del lema anterior i de la proposició 9.1.5. 

9.1.11 Proposició. Sigui X{D, N) una corba de Shimura i posem O = 
0{D, N), l'ordre quaterniónic associat. Sigui A = A{d, m) un ordre quadrátic. 
Son equivalents: 

(i) CUE{D,N,d,m)^$. 

(ii) 7e(nz+20,3, - D A ; Z ) 7¿ 0 i 7^(nA.2, Do; Z ) ^ 0. 

La condició imposada ais punts CME dona restriccions sobre els ordres 
quadrátics, com mostrem a la proposició següent. 

9.1.12 Proposició. Donada una corba de Shimura X{D^N), amb N Iliure 
de quadrats, hi ha un nombre finit d 'ordres quadrátics A — A(á, m) tais que 
CME(D,Ar,á,m) ^ 0 . • 

DEMOSTRACIÓ: Utilitzem la caracterització deis punts CME donada com a 
condició (iii) en el lema anterior. Sigui O l'ordre quaterniónic associat a la 
coxh^ X{D,N). 



296 Cap, 9. Punts de multiplicació complexa en corbes de Shimura 

n A , 2 ( X , y ) = { 
X 2 - B L F 2 si DA = O mod 4, 

X2 + X F + ^ ~ - 5 i y 2 si DA s i mod4. 

Els ordres quadrátics A son imaginaris; per tant, D A < 0. Així, la forma 
nórmica de l'ordre és definida positiva, independentment del valor de DA 
mod 4. Notem que les solucions {x^y) de nA,2(Ar,y) = Do han de satisfer 
y 7¿ O, Ja que Do és Iliure de quadrats, per la hipótesi sobre N i les condicions 
sobre D i N imposades en iniciar el capítol per a considerar la corba de 
Shimura. Si y ^ 0, és ciar que DA només pot prendre un nombre finit de 
valors. En particular, si DA = O mod 4, és necessari que - D A < 4Do; si 
DA = 1 mod 4, és necessari que — DA < 4Dcj — 1. Notem, pero, que aqüestes 
condicions no són suficients perqué existeixin solucions, • 

9.1.13 CoroHari. Signi X{D,N) una corba de Shimura, amb N Uiure de 
quadrats, Aleshores, com a molt hi ha 2DN ordres quadrátics que donen 
punts de X { D , N) de multiplicado complexa especiáis, O 

Per construcció, obtenir els punts de CM(D, N, d, m) equival a obtenir les 
immersions de A{d, m) en l'ordre quaterniónic 0{D, N). Ara bé, cal teñir en 
compte que els punts complexos de la corba X { D , N) provenen de r ( D , N)-
classes de punts de Ti. 

Fixem una corba de Shimura X{D,N). Posem 0{D, N) l'ordre d'Eichler 
i r ( D , N) el grup d'homografies quaternióniques corresponents. Fixem un 
ordre quadrátic imaginari A{d,m), de manera que CM(D, N,d,m) ^ 0. Do
nada una immersió ip € T{0{D, N), A(<¿, m)), considerem z{(p) eU él punt 
fix de rhomografia §((p{a)% per & ce € Q(\/á), o; ^ Q. A continuació, 
provem la relació entre la C? (D, iV)+-equivaléncia d'immersions i la r ( D , N)-
equivalencia deis punts fixos corresponents i donem la relació explícita entre 
els nombres de classes. 

9.1.14 Remarca. Donada una immersió ip 6 X{H, F), posem —ip la com
posició de amb la conjugado de F; és a dir, {—ip){\/d) := — o n 
F = QiVd), Notem que —ip és també una Immersió de F en íf, ja que 
satisfá tr((-9)(v/d)) = - tr(v^) = O i n{{-<p){Vd)) = {-ifniy/d)] és a 

La condició d'existéncia de representacions de Do per la forma nórmica de 
A és independent de la base de A ntilitzada per a fixar la forma nA,s- Per 
tal de simplificar l'argument, utilitzem la forma nórmica reduida, donada a 
4.5.4, 
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dir, —(f £ X{H, F ) . A mes, si F és un eos imaginari, <f i —(p teñen els ma
teixos punts fixos. Análogament, si € X(C>,A), tenim que —ip £ I ( (9 ,A) . 
Les igualtats —¥>(A) = 'p{A) i —<p{F) — ip{F) ens asseguren que ambdues 
immersions son simultániament o bé optimals o bé no optimals. • 

9.1.15 Proposició. Siguin tp,tp' £ T{0{D,N),A{d,m)). Aleshores, z = 
z{(p) i z' = z{ip') son r{D,N)'equivalents si, i només si, <p' és 0{D,N)'^-
equivalent o bé a (p o bé a —ip. 

DEMOSTRACIÓ: Suposem que (p' és C5(D, iV')+-equivalent a énp. Com que 
z{(p) = z{—ip), ens podem reduir al cas que <p' és 0{D, iV)!|.-equivalent a 
ip. Per tant, existeix a £ 0{D,N), de norma n(cr) = 1, tal que (p'{a) = 
a~^(p{a)a, per a tot a £ Ql^/d). Com que # és una immersió, si posem 
P := #(cr), 7 := ^{(p{a)) i 7' := ^{(p'{a)), la relació anterior és equivalent a 
7' = P~^7F, amb P £ T{D, N). Ara és ciar que si 7 fixa z, aleshores 7' fixa 
P~'^z. Així, z' = P~^z i, per tant, z i z' son r(í), A'')-equivalents. 

Recíprocament, suposem que z{(p) — Pz{(p')^ per a certa homografia P £ 
r(D,iV). Sigui a £ 01 tal que #(cr) = P. Sigui O /: a £ Q(\/d), de 
tr(o:) = 0. Considerem les homografies 7 := §{ip{a)) i 7' := $(y>'(a)), que 
fixen z i z', respectivament. Aleshores, 

7" := H<p''ia))=^<T)-^^(pia))^(T)=p-^^p 

és una homografia que també fixa z'. Ara bé, dues homografies 7' i 7" 
teñen el mateix punt fix si, i només si, existeixen A,/i 6 R, A 7̂  O tais que 
7' = A7" -1- jj. Id, peí lema 9.1,1. D'una banda, com que # , y i 9' conserven la 
traga, tenim que tr(7') = tr(a) = tr(7"). D'altra banda, utilitzant la relació 
entre 7' i 7" tenim que tr(7') = Atr(7") -f- 2/i. Com que tr(a) = O, deduím 
que ju = 0. Si considerem la norma, tenim que det(7') = n(a) = det(7"), 
det(7') = A^det(7") i n{a) ^ O, i deduím que Â  = 1. Per tant, 7' = ±7", 
com volíem demostrar. • 

9.1.16 Lema. Signin H una álgebra de quaternions indefinida i F un eos 
quadrátic imaginari. Sigui <p £ X{H, F) i considerem —ip. Aleshores, íp i —ip 
no son 0*^-equivalents, per a cap ordre quaterniónic O Q H. 

DEMOSTRACIÓ: Fixem a £ FQ, a ^ O, i posem 7 := §{(p{a)). Tenim que 
det(7) = n{a) > O, per ser F imaginari. Per tant, apliquem 2.2.11 i se satisfá 
P-I7P ^ ~7, per a tot P G GL(2,R). Així, no existeix a £ 0{D,N)l que 
relacioni (p i —ip. O 
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A partir deis resiütats anteriors i deis resultats del capítol 7, obtenim el 
teorema següent sobre el nombre de punts de X{D, N) de multiplicació com
plexa per un ordre quadrátic fixat. Recordem que u{D, N, d, m; 0{D, N)*) 
denota el nombre de classes de 0{D, iV)*-equivaléncia d'immersions optimals 
de l'ordre quadrátic A{d,m) en l'ordre quaternionic 0{D,N), per al qual es 
teñen formules explícites en 7.2.13. 

9.1.17 Teorema. Sigui X{D,N) una corba de Shimura. Fixem un ordre 
0{D, N) quaternionic associat a la corba i un ordre A{d, m) quadrátic. Ales
hores: 

(i) El nombre de punts de X{D,N) de multiplicado complexa per l'ordre 
A{d,m) és finit. Denotem-lo per cm{D,N,d,m). 

(ii) cm(í),A'',d,m) = h(D,A^,d,m). 

DEMOSTRACIÓ : Els punts de X{D, N) de multiplicació complexa per A{d, m) 
es defineixen a partir de les immersions del conjunt X*{0{D, N),A{d, m) ) . 

En la proposició 9.1.15 anterior hem provat que immersions 0{D, Ar);^-equi-
valents donen el mateix punt CM. Com que el nombre de classes 

u{D,N,d,m;0{D,N)l) 

és finit, aixo ens assegura que el nombre de punts de CM{D, N, d, m) també 
és finit i és menor o igual que aquest. 

Per 7.4.9, tenim que h{D,N,d,m) = u{D,N,d,m;0{D,N)*). Per tant, és 
suficient provar la igualtat cm(£>. A'', d, m) = u{D, N, d, m; 0{D, N)*). 

En la mateixa proposició 9.1.15 anterior bem provat que, Uevat 0{D,N)'^-
equivaléncia, Púnica possibilitat perqué dues immersions donin el mateix 
punt és que una s'obtingui a partir de l'altra, conjugant en el eos quadrátic. 
Ara bé, el lema 9.1.16 anterior ens assegura que en aquest cas no son mai 
equivalents. Remarquem que, per 9.1.14, si (/? G 1 ( 0 , A), aleshores —<p G 
I{0, A). Aixo fa que el nombre de punts CM sigui exactament la meitat que 
u{D,N,d,m;OiD,N)l). 

Finalment, la relació u{D,N,d,m;0{D,N)l) = 2u{D,N,d,m;0{D,N)*), 
donada a 7.2.19, complétala demostrado. • 

Si apliquem el resultat sobre el nombre de punts CM en el cas particular deis 
punts eliíptics, reobtenim les formules per al nombre de punts eliíptics de la 
corba X(£),Ar), cf. 2.4. 
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9.2 Cálcul de punts de multiplicació complexa 

A partir deis resultats del capítol 7 que relacionen les immersions i certes 
formes quadrátiques, la recerca deis punts CM es pot formular en termes 
de cálculs en formes quadrátiques. D'una banda, utilitzem la bijecció entre 
les immersions i les representacions de formes nórmiques ternáries d'ordres 
quaterniónics. D'altra banda, tenim també una bijecció entre les immersions 
i certes formes quadrátiques bináries associades ais ordres. 

9.2.1 Teorema. Sigui X{D,N) una corba de Shimura i sigui A(d,m) un 
ordre quadratic. Considerem un ordre quaterniónic 0{D,N) que defineixi 
el gmp d'homografies T{D,N) que uniformitza la corba i fixem una base 
normalitzada B d'aquest ordre. Aleshores, el conjunt de punts de X{D,N) 
de multiplicado complexa per l'ordre quadratic A es correspon amb 

C M ( D , AT, d, m) = r{D,N)\{z 6 Ti : 7(2) = ,̂ 7 € V{D, N, m, d)}, 

on T{D, N, m, d) és el conjunt d'homografies següent: 

í í-kz 2x 2y 2£\ \ 
m ^ mJgj 

on k = 0 si l'ordre és parell ik = 1 si l'ordre és señar. 

Equivalentment, 

CM{D, N, d, m) = TiD, Ar )\ { r ( / ) : / € + 20{D, N)); A)} . 

9.1.18 CoroHari. En una corba de Shimura X{D,N) amb N Iliure de qua
drats, hi ha un nombre finit de punts de multiplicació complexa especiáis. 
Denotem per cme{D, N) aquest nombre. 

DEMOSTRACIÓ: Pels resultats anteriors sabem que el nombre de punts de 
multiplicació complexa de X{D, N) per a un ordre quadratic fixat A és finit, i 
hem donat la manera de calcular-lo. Ara bé, com que N és Iliure de quadrats, 
per 9.1.12, tenim que hi ha un nombre finit d'ordres quadrátics A, de manera 
que X{D, N) té punts de multiplicació complexa per A especiáis. • 

En la secció 9.3 mostrem taules amb el nombre de punts de multiplicació com
plexa per a ordres d'álgebres de quaternions no ramificades i poc ramificades 
de tipus A i de tipus B. 
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7 := # 8/ \ m m m m / 
Utilitzant la bijecció entre els conjunts de classes d'immersions optimals i de 
formes quadrátiques bináries {0{D, N), A{d, m))-primitives, 7.4.7, obtenim 
la formulado en funció de punts associats a formes quadrátiques bináries. O 

9.2.2 Remarca. A nivell de cálcul explícit d'immersions, és ciar que l'ús 
de les dues vies és equivalent, ja que l'equació obtinguda en imposar que 
la forma binaria corresponent tingui el determinant adequat és justament la 
que correspon a la representació per la forma ternaria, cf. 6.3.7. O 

A continuació ho explicitem per a ordres de les algebres no ramificades i poc 
ramificades de tipus A i B. En la secció 9.3 donem taules de punts CM i la 
seva representació gráfica. 

9.2.3 Teorema. Considerem la corba X{1, N) = XQ{N). Fixem l'ordre 

d'Eichier OM{1,N) = Z\l,if-,N^^^,í=i] C Fixem A = 

A(<¿,m), un ordre quadrátic. Aleshores, CM(1, iV,df,m) és el conjunt de clas
ses de T{1, N)-equivaléncia del conjunt de punts 

''^Nyo^"' ^ ^ ( ^ 0 ' ^ 0 ' ^ ° ) ^ ^ * ( n z + 2 0 M ( i . ^ ) , 3 , - D A ; Z ) | . 

o bé, equivalentment, 

e?^: /=(A^a,6,c ) , a ,6 ,ceZ,mcd(a,6,c)=l , 
det2(/) = - D A } . 

DEMOSTRACIÓ: Només cal veure que les homografies de T{D,N,m,d) cor
responen a les homografies que provenen d'immersions optimals de l'or
dre quadrátic A{d,m) en 0{D,N). N'hi ha prou amb escoUir una homo
grafia 7 = #(<^(a)) per a cada immersió € X*{0{D,N),A{d,m)), on 
a € Q(\/d), a 0 Q qualsevol. La proposició 7.3.5 descriu les immersions 
<p € Z{0{D, N), A{d, m)), donant l'expressió de <p{Vd) en funció de la base 
normalitzada fixada en l'ordre quaterniónic i d'una representació de —D\ 
per la forma nórmica « 2 + 2 0 , 3 5 segons el valor de d módul 4. 
Peí lema 9.1.1, podem canviar una homografia 7 per 7' := Xj + fila i els 
punts fixos no varíen, que és equivalent a escoUir a de manera convenient. 
Considerem les homografies ^{(p{my/d) = m^{ip{-\/d)) si d = 1 mod 4 i 
<&((̂ (2m\/5) = 2m§{(p{\/d)) si d = 2,3 mod 4. Així, independentment del 
valor de d, per a cada (xo,yo, ZQ) € 71' ( " 2 + 2 0 , 3 ; ~DA', Z ) fixem l'homografia 

^ f-kz 2x 2y 2z\ 
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Cal escoUir el signe de manera que ens doni un punt del semiplá de Poincaré. 

De manera alternativa, podem explicitar els punts r { / ) associats a les formes 
bináries / € + 20M{1,N)\K), donades per 7.4.11, 

/ = (iVa,fe, c), a,6,c e Z, mcd(o, 6, c) = l,det2(/) = - D A - D 

Els resultats obtinguts coincideixen amb els anteriors. 

En la secció 9.3 presentem taules amb la Uista d'ordres quadrátics pels quals 
la corba X ( l , iV) té punts de multiplicació complexa especiáis i el nombre de 
punts corresponents, per a < 25 Iliure de quadrats. Els resultats concorden 
amb els donats a [ABa], 

Per ais casos poc ramificats de tipus A i tipus B, explicitem el resultat de la 
proposició 9.2.1 de manera análoga al cálcul de punts eHíptics explicitat en 
la secció 8.1. Així, obtenim els resultats següents. 

9.2.4 Teorema. Sigui X[2p, N) la corba de Shimura determinada peí grup 

d'homografies quatemióniques r(2p, N ) , per ap = 3 mod 4, iV"¡--- i Iliure 
de quadrats. Fixem l'ordre d'Eichler següent 

OA{2P,N) = Z [ l , ¿ , A r i , l ± l ± ^ ^ ] C HAÍPI 

donat respecte d'una base normalitzada, a partir de la qual obtenim la forma 
nórmica ternaria nz+20^(2p,N),3- Fixem un ordre quadrátic A = A(c?, m). 
Aleshores, CM{Z>, iV, á, m) és el conjunt de classes de T{D, N)-equivaléncia 
del conjunt de punts 

¡{2xo + Zo)^±y/^L \ 

DEMOSTRACIÓ: Apliquem la proposició 9.2.1. Tenim la base de l'ordre 
explícita, B = {1, A^tilül, '-f}. 

Fixada una representado (xo,yo,^o) € "7^*("2+20^(1.N),3, —DA; Z ) , obtenim 
rhomografia 

_ 1 / -ZQ 2XO \ 

^ - 2 V 2iVyo zo ) 
i es comprova que té com a punts fixos 
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f{2Nxo + yo)^±,/^i, N ^ T , . / n 
I q(^Zo-yo^) • ^ {nz+20B(PQ,N),3,~-ÍJA;£')j' 

• 
Si utilitzem Texplicitació de les immersions via les formes quadrátiques bi
náries els resultats son els mateixos, ja que recordem que la condició sobre 
el determinant de la forma binaria és equivalent a la condició sobre la repre
sentado, cf. 6.3.7. 

En la secció 9.3 donem taules de punts de multipHcació complexa per a la 
corba X{ñ,l), que correspon al cas poc ramificat de tipus A, i per a les 
corbes X(10,1) i X(15,1), que corresponen al cas poc ramificat de tipus B. 
Utilitzant els dominis fonamentals construits en el capítol 8 mostrem també 
la seva representado gráfica. 

DEMOSTRACIÓ: Apliquem 9.2.1 en el cas de B = {l,i, Nj, ü i i t t í i } . 

Fixada una representado (xo,yo,2O) G 'R-'*inz+20,3,-DA;Z), obtenim l'ho
mografia 

^ ^ 1 / (2x0 + zo)^ {2Nyo -\- zo) + Zoy/p \ 
^ 2 \-{2Nyo + Zo) + zoy/p -(2xo + zo)^ ) 

i es comprova que té com a punts fixos 

(2x0 + ZQ)^ ± \/-DAI' 

-(2Nyo + ZQ) + ZQ^ • 

Només cal escoUir el punt pertanyent al semiplá de Poincaré Ti. • 

Análogament, en el cas de les algebres poc ramificades de tipus B, obtenim 
el resultat següent. 

9.2.5 Teorema. Sigui X{pq, N) la corba de Shimura determinada peí grup 

d'homografies quaternióniques T(pq,N), per a q = 1 mod 4, ¡ - ) = —1, 

A''|~—, Iliure de quadrats imcd{p,N) = 1. Fixem l'ordre d'Eichler 

Osipq, N) = Z[l, Ar¿, Í ± M , i±l] c HBÍP, q) 

i un ordre quadrátic A = A{d,m). Aleshores, CM{D, N,d,m) és el conjunt 
de classes de T{D, N)-equivalencia del conjunt de punts 
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1 1 + V - ñ 
66 • 

Els punts de X{1,11) de multiplicació complexa especiáis per l'anell d'enters 
del eos quadrátic Q(\/—19) són: 

= 22 ' = 22 • 

Els punts de X ( l , 11) de multiplicació complexa especiáis per l'anell d'enters 
del eos quadrátic Q(\/—35) són: 

_ - 1 9 + _ - 3 + x/=35 _ 3 + A/=35 19 + 
r, _ - , n - - •, r3 - ^ , n - ^ • 

Calculem representacions de —DA = 11,19,35 per la forma quadrática ter
naria nz^20,3{X,Y,Z) = —Z^ — áNXY i obtenim immersions i les corres
ponents homografies, que teñen com a punts fixos els anteriors. Escrivim 
{r , } , el conjunt de punts de multiplicació complexa per a cada ordre Ap, i 
posem 7¿, una homografia tal que el seu punt fix és r,-. Recordem que po
dem calcular també els punts de multipUcació complexa en funció de formes 
quadrátiques bináries. Els punts de multiplicació complexa de X ( l , 11) per 
un ordre quadrátic A donat, es troben a partir deis punts associats a formes 
quadrátiques bináries / = {Na,b, c), amb a,6, c G Z tais que d e t 2 ( / ) = — DA-
Aixó correspon a igualar l'expressió 4iVac — 6̂  a 11, 19 i 35, respectivament. 
Observem que l'equació que cal resoldre és equivalent a l'anterior. 

Per a F = Q(v/=IT), tenim que u{0{l, 11), Ap) = 1, ja que f i ( Q ( V ^ ) ) = 1 
i p = 11 no és inert ni descompon en Q{\/~11). Aplicant els resultats 

9.2.6 Exemple. Considerem la corba de Shimura A''(l, 11). Explicitem el 
procés de calcul deis punts de A'(l, 11) de multiplicació complexa per alguns 
ordres quadrátics A{d, m) 

Els ordres quadrátics per ais que hi ha punts de X ( l , 11) de multiplicació 
complexa especiáis són: 

A ( - 2 , l ) , A ( - 7 , l ) , A ( -7 ,2 ) , 
A ( -10 , l ) , A ( - l l , l ) , A ( - l l , 2 ) , 
A ( -19 , l ) , A ( -35 , l ) , A ( -43 , l ) . 

L'únic punt de X{1,11) de multiplicació complexa especial per l'anell d'enters 
del eos quadrátic Q(\/—11) és: 
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, 6 - 3 \ , 11+ 7 = 1 K ) ! punt nx T = 
11 - 5 y ^ 2 2 

Si considerem mes solucions, obtenim per exemple 

6 -1\ í 6 1\ f 6 3 
= -11 - 5 ~ ' 33 - 5 j ' ~ V -33 -ü j 

Es comprova que son homografies r(l, ll)-equivalents a l'anterior; per tant, 
els punts fixos corresponents son r(l, ll)-equivalents a r: 

11 + / = 4 T - 1 1 + 
ri = - - = r, r , = - - = 73 ~ r. 

Així, r és l'únic punt de multiplicació complexa de ^ ( I j l l ) per l'ordre A F 
amb F = Q(>/—11). Ara bé, notem que pertany a una aresta del domini 
fonamental fixat al capítol 3, per la qual cosa apareixeran els dos punts en 
la representació gráfica. 

Per a F = Q ( x / ^ ) , tenim que v{0{l, 11), Ap) = % ja que ;^(Q(^/=19)) = 1 
i p = 11 descompon en Q(\/—19). En aquest cas, obtenim les homografies 

/ 3 - 1 \ / - 2 - 1 \ 
7i = Y 11 - 2 y ' V 11 3 / 

que corresponen ais punts fixos següents, que no son r(l, ll)-equivalents, 
_ 5 + A/=19 _ - 5 + %/=T9 

22 ' 22 • 
Així, els punts r\ i r-i son els punts de X ( l , l l ) de multiplicació complexa 
per kp especiáis, per a F = Q(v—19). 

Finalment, comprovem que efectivament hi ha immersions optimals de l'anell 
d'enters de F = Q(x/=35) en l'ordre e>o(ll); concretament, 1/(0(1,11), A^) = 
4, ja que /i(Q(v'—35)) = 2 i p = 11 descompon en Q(\/—35). Les represen
tacions ens donen les homografies 

/ 2 - 1 \ / 10 - 3 \ 
~ ( 33 - 9 ) ' ~ ( - 11 1 ) ' '̂ ^ ~ 11 - 1 / ' ~ \̂  33 - 9 7 

Es comprova que els punts fixos corresponents no son r(l, ll)-equivalents, 
per la qual cosa son un sistema de representants deis punts de multiplicació 
complexa que cercávem: 

_ - 1 9 + A /=35 _ - 3 + V ^ _ 3 + ^ / = ^ 19 + ^/=35 

anteriors, obtenim 
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Així, els punts T i , r 2 , T 3 i T4 son els punts de X{1,11) de multiplicació com
plexa per Ap especiáis, F = Q(\/-35). 

En la figura 9.3 es troba la representació gráfica deis punts de multiplicació 
complexa de X(l, 11) calculats en aquest exemple, junt amb la resta de punts 
de multiplicació complexa especiáis, utilitzant el domini fonamental construi't 
en el capítol 3. • 

Com a aplicació de la interpretació deis punts del multiplicació complexa com 
a punts associats a formes quadrátiques bináries definides i la construcció 
explícita de dominis fonamentals de corbes de Shimura, donem la definició 
següent. 

Mes concretament, considerem la relació entre els punts del semiplá de Poin
caré i les formes bináries definides amb coeficients reals, cf. 2.2.7. Aleshores, 
definim el concepte de forma quadrática binaria T{D, iV)-reduída relatiu a un 
domini fonamental fixat de la corba de Shimura X(£>, iV), per a les formes 
bináries definides positives associades a l'ordre 0{D, N ) ) . 

9.2.7 Definició. Sigui V{D, N) un domini fonamental fixat de la corba de 
Shimura X{D, JV), definida a partir de l'ordre quaterniónic 0{D, JV). Donat 
un ordre quadratic imaginari A{d,m), considerem el conjunt H*{D,N, d, m) 
de formes quadrátiques bináries definides {0{D, JV), A{d, m))-primitives. Una 
forma binaria / 6 'H*(D, N, d, m) diem que és T{D, JV)-quasireduída si r{f) £ 
V{D,N). 

Sigui / e 'H*{D, N,d,m) una forma V{D, iV)-quasireduída tal que T ( / ) per
tany a la vora del domini fonamental. Aleshores existeix / ' f, f £ 
'H*(D, iV,á,m) tal que T ( / ' ) també és a la vora del domini i és r(I>, JV)-
equivalent a T ( / ) . En aquest cas, considerem només una de les dues formes 
bináries. Anomenem formes T{D, iV)-reduídes les formes V{D, JV)-quasire-
duides tenint en compte aquesta elecció. • 

El nombre de formes quadrátiques bináries definides de f£*(D, jV,á,m) qué 
son r(D, JV)-reduídes es correspon amb el nombre de punts que determinen. 
Així obtenim el resultat següent. 

9.2.8 Teorema. Considerem el conjunt de formes bináries %*{D^Njd,m). 

(i) El nombre de formes de 7i*'{D,N,d,m) que son T{D,N)-redmdes és 
finit i és igual a 2h(D, N,d, m). 
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9.3 Algoritmes, taules i gráfiques 

En aquesta secció comentem breument les instruccions implementades per 
a determinar l'existéncia de punts de multiplicado complexa d'una corba 
de Shimura X{D,N) per un ordre quadrátic fixat, i les instruccions per a 
calcular-ne el nombre i les coordenades. A continuació mostrem taules amb 
aquests cálculs explícits per al cas no ramificat i els casos poc ramificats 
tractats en el capítol anterior. 

Fixem una corba de Shimura X{D, N) i un ordre quaterniónic 0{D, N). La 
majoria d'instruccions valen per a qualsevol corba de Shimura en general. 

(ii) El nombre de formes definides positives de T-L*{D, N,d,m) que son 
r{D, N)-reduides és igual a h(Z), iV, d, m). 

DEMOSTRACIÓ: ÉS ciar que a cada forma binaria / £ y.*{D, N, d, m) que si
gui T{D, A')-reduída li correspon un punt de multiplicado complexa r ( / ) , per 
l'ordre quadrátic A = A{d,m), de manera que d e t 2 ( / ) = —D\ = —Dp'm'^-
Ara bé, aquesta correspondencia no és injectiva. De fet, tenim que f,g GG 
W{D, N, d, m) satisfan que d e t 2 ( / ) = det2(5r) i r ( / ) = T{g) si, i només si, g = 
—/. Així, el nombre de formes bináries de 'H*(I), Â , d, m), T{D, iV)-reduides 
de determinant parell fixat és el doble deis punts de multiplicado com
plexa. La demostrado de (i) es completa aplicant la relació cm(D, N, d, m) = 
h.{D, N, d, m), donada en 9.1.17. 

Per a veure (ii), només cal teñir en compte que en W{D, N, d, m) s'inclouen 
formes definides positives i formes definides negatives. • 

D'aquesta manera es justifica la notació h(D, N, d, m) utilitzada en la secció 
7.4, ja que coincideix amb l'ús habitual de la notació de formes quadratiques 
bináries en el cas de coeficients enters. 

En particular, tenim definit el concepte de forma r(l, A'')-redüída per a les 
formes bináries / = {Na,b,c) definides positives, amb a,6, c enters primers 
entre si i A'' primer, a partir del domini fonamental V{1, N) donat a 3.2.4. 

A mes, també podem aplicar explícitament aquests resultats per a les formes 
bináries de coeficients semi-quadrátics que hem explicitat en els casos poc 
ramificats en qué hem construít dominis fonamentals: D = 6, D = 10 i 
D = 15, amb Â  = 1. 
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Per al cas de les algebres no ramificades i poc ramificades de tipus A i de 
tipus B, hem programat alguna instrucció amb la finalitat d'alleugerir els 
cálculs, utilitzant els resultats donats en les seccions anteriors. 

En primer lloc, destaquem la implementació de les funcions lógiques següents: 
isCMOrF i isCMOrPg, que comproven l'existéncia de punts de la corba de Shi
mura X{D, N) de multiplicado complexa peí cas de A'' Iliure de quadrats 
i peí cas general, per un ordre quadrátic donat; análogament isCMEOrF i 
isCMEOrFg comproven l'existéncia de punts de multiplicado complexa espe
ciáis. La segona de les instruccions requereix l'ús intern de la funció lógica 
isDNrepQrF, que comprova si la forma nórmica reduída de l'ordre quadrátic 
representa DN. 

El nombre de punts de multiplicado complexa per un ordre quadrátic fixat 
s'obté amb la instrucció cmOrF, a partir deis parámetres D,N, d,m. 

Per a calcular explícitament els punts de H de multiplicado complexa tenim 
la instrucció CMP, que utilitza com a arguments una base de l'ordre qua
terniónic i els parámetres que determinen l'ordre quadrátic, i que, per tant, 
es pot utilitzar per a qualsevol corba de Shimura. Inclou també un argument 
opcional per tal de controlar la profunditat en la recerca de solucions. 

Hem implementat també un algoritmo per a obtenir la llista d'ordres qua
drátics per ais quals una corba X{D,N) fixada té punts de multiplicado 
complexa especial, que ha donat lloc a la instrucció CMEOrF. Algunes varia-
cions d'aquesta instrucció incorporen també el nombre de punts de multipli
cado complexa per a aquest ordre, el nombre de classes d'ideals de l'ordre 
quadrátic, etc. A partir de la instrucció anterior, la instrucció eme dona el 
nombre total de punts de multiplicado complexa especiáis d'una corba de 
Shimura. 

De manera análoga ais punts de multiplicado complexa que hem anomenat 
especiáis, hom pot estar interessat en els punts deis ordres quadrátics que 
satisfacin altres condicions similars. Per exemple, pot ser interessant con
siderar els ordres quadrátics la forma nórmica binaria deis quals representi 
un divisor del discriminant de l'ordre quaterniónic Do — DN. Per tal de 
facilitar-ne el cálcul, presentem també una versió modificada de les instruc
cions anteriors, de manera que es pot introduir com a argument el nombre 
que volem que sigui representat per la forma binaria. Així, tenim la serie 
d'instruccions modificados: CMEMOrFg, cmeM, isCHEMOrFg, etc., basados en la 
instrucció isRrepOrF. 

Les taules següents contenen informado sobre els punts de multiplicado com-
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plexa especiáis de corbes X{D, N). 

El primer bloc de taules, 9.1-9.4, dona la Uista d'ordres quadrátics per ais 
quals la corba X{D, N) té punts de multiplicació complexa fins B, N. < 25, 
aproximadament, per a D = 1,6,10,15. 

A continuació donem taules amb els punts de multiplicació complexa es
peciáis calculats, junt amb la seva representado en el domini fonamental 
construit en aquest treball. Així, les figures 9.1-9.5 i les taules 9.5-9.9 corres-
ponen ais punts de multiplicació complexa especiáis de les corbes modulars 
X{1,Z), X ( l , 11), X ( l , 13) i X(l ,23) , respectivament. Observem que, en els 
casos que tenim un nombre parell de punts de multiplicació complexa per 
un mateix ordre quadrátic, la simetría del domini fonamental construit fa 
que aquests punts siguin simétrics respecte l'eix imaginari. Análogament, 
les figures 9.6-9.8, junt amb les taules 9.10-9.12, mostren els punts de mul
tiplicado complexa especiáis de les corbes de Shimura X{6,1), X{10,1) i 
X'(15,1), respectivament. 



Ú.S. AlgoñtmeSi taules i gráfiques 309 

Taula 9.1 Ordres quadrátics A{d,rn) tais que X{1,N) té punts de multipli
cado complexa especiáis per A{d,m), on N < 25. 

N (rf,m) h cm N (d,m) h cm 
1 (-1, 1) 1 1 (-6, 1) 2 4 

(-3, 1) 1 1 (-10, 1) 2 2 
cme(! .1) = 2 (-15, 1) 2 4 

2 (-1, 1) 1 1 (-31, 1) 3 12 
(-2, i ) 1 1 (-39, 1) 4 16 
(-7, 1) 1 2 cme(l, 0) = = 44 

cme(l,2) = 4 11 (-2, 1) 1 2 
3 (-2,1) 1 1 2 (-7, 1) 1 2 

(-3,1) 1 1 (-7, 2) 1 2 
(-3, 2) 1 1 (-10, 1) 2 4 

(-11, 1) 1 2 (-11, 1) 1 1 
cme(; ,3) = 6 (-11, 2) 3 3 

5 (-1,1) 1 2 (-19, 1) 1 2 
(-1, 2) 1 2 (-35, 1) 2 4 
(-5, 1) 2 (-43, 1) 1 2 
(-11, 1) 1 2 cme(l,; 1) = = 22 
(-19, 1) 1 2 13 (-1, 1) 1 2 

cme(l, 5 ) : = 10 (-1, 2) 1 2 
6 (-2, 1) 1 2 (-1, 3) 2 4 , 

(-5, 1) 2 4 (-3, 1) 1 2 
(-6, 1) 2 2 (-3, 2) 1 2 
(-15, 1) 2 4 (-3, 3) 1 2 
(-23, 1) 3 12 (-3, 4) 2 4 

cme(l, 6) : = 24 (-13, 1) 2 2 
7 (-3, 1) 1 2 (-43, 1) 1 2 

(-3, 2) 1 2 (-51, 1) 2 4 
(-3, 3) 1 2 cme(l,. 3) = 26 
(-6, 1) 2 4 14 (-5, 1) 2 4 
(-7, 1) 1 1 (-7, 1) 1 2 
(-7, 2) 1 1 (-10, 1) 2 4 
(-19, 1) 1 2 (-13, 1) 2 4 

cme(l,7) = 14 (-14, 1) 4 4 
10 (-1, 1) 1 2 (-31, 1) 3 12 

(-1, 3) 2 4 (-47, 1) 5 20 
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N h cm 
(-55, 1) 4 16 
cme(l, 14) • = 66 

15 (-6, 1) 2 4 
(-11, 1) 1 4 
(-11, 2) 3 12 
(-14, 1) 4 16 
(-15, 1) 2 2 
(-16, 2) 2 2 
(-35, 1) 2 4 
(-51, 1) 2 4 
(-59, 1) 3 12 
cme(l,15) : = 60 

17 (-1, 1) 1 2 
(-1, 2) 1 2 
(-1, 4) 2 4 
(-2, 1) 1 2 
(-2, 2) 2 4 
(-13, 1) 2 4 
(-17, 1) 4 4 
(-19, 1) 1 2 
(-43, 1) 1 2 
(-59, 1) 3 6 
(-67, 1) 1 2 
cme(l,17) = = 34 

19 (-2, 1) 1 2 
(-2, 3) 2 4 
(-3, 1) 1 2 
(-3, 2) 1 2 
(-3, 3) 1 2 
(-3, 5) 2 4 
(-10, 1) 2 4 
(-15, 1) 2 4 
(-15, 2) 2 4 
(-19, 1) 1 1 
(-19, 2) 3 3 
(-51, 1) 2 4 
(-67, 1) 1 2 
cme(l,19) = = 38 

{d,m) h cm 
21 (-3, 1) 1 2 

(-3, 2) 1 2 
(-3, 4) 2 4 
(-3, 5) 2 4 
(-5, 1) 2 8 
(-5, 2) 4 16 

(-17, 1) 4 16 
(-21, 1) 4 4 
(-35, 1) 2 4 
(-59, 1) 3 12 
(-83, 1) 3 12 
cme(l,21) = 84 

22 (-2, 1) 1 2 
(-2, 3) 2 4 
(-6, 1) 2 4 
(-7, 1) 1 4 
(-7, 3) 4 16 

(-13, 1) 2 4 
(-21, 1) 4 8 
(-22, 1) 2 2 
(-39, 1) 4 16 
(-79, 1) 5 20 
(-87,1) 6 24 
cme(l,22) = : 104 

23 (-7, 1) 1 2 
(-7, 2) 1 2 
(-11, 1) 1 2 
(-14, 1) 4 8 
(-19, 1) 1 2 
(-19, 2) 3 6 
(-22, 1) 2 4 
(-23, 1) 3 3 
(-23, 2) 3 3 
(-43, 1) 1 2 
(-67, 1) 1 2 
(-83,1) 3 6 
(-91, 1) 2 4 
cme(l,23) = 46 
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Taula 9.2 Ordres quadrátics A(d,m) tais que X{6,N) té punts de multipli
cació complexa especiáis per A{d,m), on N < 25. 

N {d,m) h cm 
1 1 (-6, 1) 2 1 2 

cme(6,1) = 2 
5 (-21, 1) 4 8 

(-30, 1) 4 4 
cme(6,5) = = 12 

7 (-6, 1) 2 4 
(-33, 1) 4 8 
(-42, 1) 4 4 

cme(6,7) = = 16 
11 (-30, 1) 4 8 

(-57, 1) 4 8 
(-66, 1) 8 8 

cme(6,11) = = 24 
13 (-42, 1) 4 8 

(-69, 1) 8 16 
(-78, 1) 4 4 

cme(6,13) = = 28 
17 (-21, 1) 4 8 

(-66, 1) 8 16 
(-93, 1) 4 8 
(-102, 1) 4 4 

cme(6,17) •-= 36 
19 (-33, 1) 4 8 

(-78, 1) 4 8 
(-105, 1) 8 16 
(-114, 1) 8 8 

cme(6,19) = 40 
23 (-57, 1) 4 8 

(-102, 1) 4 8 
(-129, 1) 12 24 
(-138, 1) 8 8 

cme(6,23) = 48 
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Taula 9.3 Ordres quadrátics A(d, m) tais que X(10, N) té punts de multipli
cació complexa especiáis per A{d,m), on N < 25. 

N (á,m) h cm 
1 (-10, 1) 2 2 1 

cme(10,1) = 2 
3 (-5, 1) 2 4 3 

(-30, 1) 4 4 
3 

cme(10,3) = 8 
7 (-5, 1) 2 4 7 

(-5, 3) 4 8 
7 

(-70, 1) 4 4 

7 

cme(10 ,7) = 16 
11 (-10, 1) 2 4 11 

(-85, 1) 4 8 
11 

(-110, 1) 12 12 

11 

cine(10,11) = 24 
13 (-30, 1) 4 8 13 

(-105, 1) 8 16 
13 

(-130, 1) 4 4 

13 

cme(10,13) = 28 
17 (-70, 1) 4 8 17 

(-145, 1) 8 16 
17 

(-170, 1) 12 12 

17 

cme(10,17) = 36 
19 (-10, 1) 2 4 19 

(-10, 3) 8 16 
19 

(-165, 1) 8 16 

19 

(-190, 1) 4 4 

19 

cme(10,19) = 40 
21 (-110, 1) 12 48 21 

(-185, 1) 16 64 
21 

(-210, 1) 8 8 

21 

cme(10,21) = 120 
23 (-5, 1) 2 4 23 

(-130, 1) 4 8 
23 

(-205, 1) 8 16 

23 

(-230, 1) 20 20 

23 

cine(10,23) =48 
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Taula 9.4 Ordres quadrátics A{d,m) tais que X{15, N) té punts de multipli
cado complexa especiáis per A{d,m), on N < 22. 

N {d,m) h cm 
1 {-15, 1) 2 2 

(-15, 2) 2 2 
cme( .5,1) = 4 

2 (-30, 1) 4 1 4 
cme(15,2) = 4 

7 (-105, 1) 8 8 
(-195, 1) 4 8 

cme(15,7) = = 16 
11 (-165, 1) 8 8 

(-435, 1) 4 8 
cme(15,ll) = 16 

13 (-195, 1) 4 4 
(-195, 2) 12 12 
(-555, 1) 4 8 

cme(15,13) = 24 
14 (-210, 1) 8 8 

(-615, 1) 20 80 
cme(15,14) = 88 

17 (-30, 1) 4 8 
(-255, 1) 12 12 
(-255, 2) 12 12 
(-795, 1) 4 8 

cme(15,17) = 40 
19 (-15, 1) 2 4 

(-15, 2) 2 4 
(-15, 4) 4 8 
(-285, 1) 16 16 
(-915, 1) 8 16 

cme(15,19) = 48 
22 (-105, 1) 8 16 

(-330, 1) 8 8 
(-1095, 1) 28 112 

cme(15,22) = = 136 
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Figura 9.1: Representado deis punts de multiplicado com
plexa especiáis en dominis fonamentals de X ( l , 1) i X{1,2). 

Taula 9.5 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicació complexa espe
ciáis de X (1,2). 

{d, m) n CM(l,2,d,m) 

(-1, 1) 1 
2 - 2 ] 

(-2, 1) 1 

(-7, 1) 2 I - l + ^ / 7 l . l + Vfi] 
4 • ' • • ' = 4 [ 
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0.5--

o 

-0.5 0.5 

Figura 9.2: Representació deis punts de multiplicació 
complexa especiáis en un domini fonamental de X{1,3). 

Taula 9.6 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicació complexa espe
ciáis de X{1,Z). 

(d, m) n CM(l,3,íí,m) 

(-2, 1) 2 3 ' " ^ = 3 \ 

(-3, 1) 1 i - 3 + \/3t 3 -h \/3i 1 
Y'== 6 6 f 

(-3, 2) 1 r = 3 } 

(-11, 1) 2 f - 1 + Vñi 1 + v^i , 1 
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Figura 9.3: Representado deis punts de multiplicado 
complexa especiáis en un domini fonamental de X (1,11). 
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Taula 9.7 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicació complexa espe
ciáis áeX( l , l l ) . 

{d,m) n CM(l ,ll,d,m) 
( - 2 , 1) 2 í - 3 -h \/5t 3 -f V2¿1 

11 11 f 
( - 7 , 1) 2 

1 _ 9 _^ ^ ¿ 9 + ^ ¿ 1 
p ' - 2 2 2 2 1 

( - 7 , 2 ) 2 
í - 2 + \/7¿ 2 H - V 7 t l 

(-10, 1) 4 

í - 10 -H ̂ /ÍOt - 1 -1- VÍO¿ 
2 2 ' 11 ' 

1 + y/IOí 10 + vlíÓi 1 
r 9 = , r , o= 2 2 ( 

(-11, 1) 1 - l l + v/íl¿ ll-l-\/ÍI¿l 
~ 22 2 2 J 

(-11, 2 ) 3 1 -11 + Vñc Vñi ii-fx/iTil 
| r , 2 = 3 3 , r u = , = 3 3 | 

(-19, 1) 2 
J - 5 + %/Í9t 5 + y/El \ 
| r , 5 = 2 2 ' ^ ^ ^ = 2 2 j 

( - 3 5 , 1) 4 

í - 19 + VdEi - 3 -f v ^ ¿ 

Y''- 6 6 ' 2 2 ' 

3 -{- \ / 3 5 ¿ 19 + \ / 3 5 ¿ 1 
2 2 ' 6 6 1 

( - 4 3 , 1) 2 í - 1 -f \ / 4 3 t 1 + V43¿ 1 
| T 2 i = 2 2 ' ^ ^ ^ = 2 2 j 
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Figura 9.4: Representado deis punts de multiplicado 
complexa especiáis en un domini fonamental de X [ l , 13). 
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Taula 9,8 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicado complexa espe
ciáis de A'(l,13). 

{d,m) n CM(l,13,íl,m) 

(-1, 1) 2 r -5H-i 5- f ¿ l 
l''̂ ^ 13 13 1 

(-1, 2) 2 J -3-|-2í 3-h2íl 
t̂ =̂ 13 13 f 

(-1, 3) 4 j - l l + 3¿ -2-H3t 2-f-3t 11 + 3A\ 
Y'^" 26 ' ^ ' ' ^ 13 13 26 [ 

(-3,1) 2 
26 26 J 

(-3, 2) 2 • 
- 6 4- \/3i 6 4- \/3t 1 

^ r n = 3̂ , n , = ^3 | 

(-3, 3) 2 1 - 5 + 3V3¿ 5 + 3^^¿ 1 
< r , 3 = 26 26 [ 

(-3, 4) 4 J -12 + 2VZi - H - 2 v ^ t l + 2AAt 12-|-2A/3t1 

(-13, 1) 2 J \/Í3t - 13 + V ^ t 13-Fx/Í3iV 
| r a 9 = 3̂ , r , o = 26 f 

(-43, 1) 2 
J -3- f^/43t 3 - fV43t l 
< r 2 i = 26 26 f 

(-51, 1) 4 J -27-f\/5r£ -l-^y/élí l - f v ^ t 27 + A/5Tt| 
78 26 26 78 [ 
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Figura 9.5: Representado deis punts de naultiplicació 
complexa especiáis en un domini fonamental de X ( l , 23). 
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Taula 9.9 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicado complexa espe
ciáis de X{1,23). 

{d,m) n CM(l,23,d,m) 

(-7, 1) Ti = 4 6 ' ' 2 
19+V7t 

46 

(-7, 2) T3 = 2 3 
- _ 4+vfrr 

' ^ 4 - 2 3 J 
- 4 + A / 7 t _ 4 + - y 7 t 

I (-11, 1) 4 6 ! ^ 6 — 4 6 

• 2 6 + / l 4 t _ - 2 0 - t - > / Í 4 t ^ 
69 ' 69 , '10 — 23 ' 

„ 2 6 + - / l 4 t _ 204-V^t \ 
69 ' ' ^ 3 — 6 9 ' ' l ' t ~~ 4 6 j ( - 1 4 , 1 ) 

Tu = - 3 — , 7 1 2 ^ 69 ' ' 

| n 5 = ^ ^ , n e = ^ [ 

46 ) ' 8 — 3+vT4t ^ _ 
23 ' = 

(-19, 1) 4 6 • 

92 ' ' 1 8 

2 3 ' 2 1 

( - 1 9 , 2 ) 

T20 

_ - 2 1 + ^ t ^ - 2 + > / Í 9 t 
~ - 9 2 ' 19 23 ' 

_ _ 2 1 + \ / l 9 t .^^^ _ 2 5 + \ / Í 9 t \ 
92 92 

(-22, 1) ^ 2 3 = 
- 2 2 + v ' 2 2 t _ 

46 ' ^ 2 4 
- l + \ / 2 2 t _ 

23 ' ^25 
= l ± i ^ _ ^ 22+V22t 

23 ' 4 6 

(-23, 1) T27 = 
-23+N / 23t ^ 

92 , ^28 
23-lV23í. ^ _ 

92 ' ^ 2 9 = 
- 2 3 + v ' 2 3 t ^ 23+v'23i 

46 4 6 

(-23, 2) - 2 3 + A ^ t 
6 9 ' ' 3 1 

:Z1Í 7.„„ = 2 3 + V / 2 3 . 1 
23 ' ' 3 2 69 J 

(-43, 1) T33 = 4 6 5 ^ 3 4 — 
_ 7+-^/43t 

4 6 , '^i^ — 46 

-5+vWt _ 5+V67t 
46 5 ^ 3 6 — 4 6 (-67, 1) ^ 3 5 = 46 

138 ' 3 8 

_ 3 + v ^ t 
- 4 6 ? ~41 

-47+v'9rt 
230 ' ' 4 4 

(-83, 1) 
_ - 4 3 + % / 8 3 t _ - 3 4 - v / 8 3 t 
— ? ' 3 9 — 4 6 ) 

it _ _ 4 9 + V ^ t 1 
138 ^ 4 2 - I _ 4 3 + \ / 8 3 t 

(-91, 1) 4 6 ' ^ 4 5 - 46 , ^ 4 6 - 230 [ 
= -l+A/9Tt ^ _ 1+V91t 
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1 

-0.2 O 0 . 5 

Figura 9.6: Representació deis punts de multiplicació 
complexa especiáis en el domini fonamental de X{ñ, 1) 
fixat a 8.3.1. 

Taula 9.10 L'únic ordre quadrátic i els punts de multiplicació complexa 
especiáis de X(6,1) en el domini fonamental fixat a 8.3.1. 

{d,m) n CM(6 ,l ,d,m) 

(-6,1) 2 í (VE-V2)l 3 - 2 v ^ + ( 2 % / 6 - 3 v f ) i Vz + VEt] 
2 3 ~ 3 í 
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- 0 . 5 0.5 

Figura 9.7: Representació deis punts de multiplicado 
complexa especiáis en el domini fonamental de X{6,1) 
fixat a 8.3.3. 

Taula 9.11 L'únic ordre quadrátic i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X(6,1) en el domini fonamental fixat a 8.3.3. 

(á,m) n CM(6,l,á,m) 

(-6,1) 2 
2 3 ~ 3 f 
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-0,5 0.5 

Figura 9.8: Representado deis punts de multiplicado 
complexa especiáis en un domini fonamental de X(ÍO, 1). 

Taula 9.12 L'únic ordre quadrátic i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X{1Q,1). 

(d,m) n CM(10,l,<i,m) 

(-10,1) 2 í - 2^/Í0)i x/5¿ 1 
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- 1 

Figura 9.9: Representado deis punts de multiplicado 
complexa especiáis en un domini fonamental de X(15,1). 

Taula 9.13 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicació complexa espe
ciáis de X(15,1). 

(á,m) n CM(15,l,d,m) 

í (2v^ - x/Í5)í (2\/5 -}- Vl5)¿ 

(-15,1) 2 Y'" 5 5 
^ _ 1 5 - 5 v ^ + ( 3 A / 5 - \ / Í 5 ) t 15-h5\/3-f(3N/5 + \/Í5)¿) 

30 30 J 
Y'" 5 5 
^ _ 1 5 - 5 v ^ + ( 3 A / 5 - \ / Í 5 ) t 15-h5\/3-f(3N/5 + \/Í5)¿) 

30 30 J 
(-15,2)' 2 í ^/EL 5 + 2x/5i 1 

5 15 ] 





Capítol 10 

El paquet Poincaré 

El paquet Poincaré l'hem anat construint en simbiosi amb els resultats pre-
sentats en aquest treball. D'una banda, ha estat al servei de l'evolució deis 
resultats, donant suport per a realitzar els cálculs i comprovar experimen-
talment resultats sospitats. D'altra banda, s'ha enriquit constantment amb 
els resultats teorics obtinguts, la qual cosa ha permés anar implementant 
nous algoritmes. Es per aixó que no es pot desUigar de la redacció de cada 
part del treball, i en cada capítol hem comentat les instruccions relatives 
ais conceptes i resultats del mateix capítol. Ara bé, tot i així, comtitueix 
globaiment una Uibreria amb prou pes per si mateixa, Així, de manera inde-
pendent al treball, pensem que és una bona eina per a l'aritmética deis ordres 
quaterniónics i la uniformització hiperbóHca de les corbes de Shimura, ja que 
permet manipular quaternions, ordres quaterniónics, formes quadrátiques, 
immersions d'ordres, punts de corbes de Shimura, etc. En aquest sentit, 
en aquest capítol, precisém les característiques tecniques globals del paquet 
Poincaré; donem un índex complet de les instruccions programadas, per a 
facilitar-ne l'ús, i mostrem la sintaxi d'algunes de les seves instruccions. 

10.1 Característiques principáis 

El paquet s'ha implementat sobre Mapk V Reléase 4-OOa. Conté unes 200 
instruccions programades, referents a la manipulació d'álgebres de quaterni
ons i ordres quaterniónics, formes quadrátiques, constants i punts de corbes 
de Shimura, immersions, punts de multiplicació complexa, etc. 

Per a utilitzar el paquet, cal gravar el fitxer Poincaré.men el directori /Ma-

327 



328 Cap. 10. Elpaqxiet Poincare 

pleV4/Lib/. Les instruccions del paquet s'utilitzen seguint la sintaxi habi
tual del Maple; així, cal carregar préviament tota la Ilibreria, de la manera 
següent: 

> with(Poincare); 

Tot i que en Maple V també es pot utilitzar una instrucció indicant la Ilibreria 
on esta definida (Poincare[instrucció](argfumenís);), recomanem de no fer-
ho, ja que el paquet conté una rutina d'inicialització que evita conflictes de 
variables en l'ús de les algebres de quaternions, en referencia amb les variables 
protegides, que s'executa automáticament en carregar la Ilibreria. 

En el disseny del paquet hem utiHtzat instruccions básiques del Maple Vi 
també de les Uibreries estándard linalg, numtheory i geometry. Destaquem 
d'aquest a última el fet que defineix com a objectes els punts, les rectes i els 
cercles, i facilita la realització d'alguns cálculs amb aquests. Tot i així, no 
conté instruccions especifiques referents a la geometría hiperbólica. Aquests 
paquets no cal carregar-los explícitament, pero han de ser al directori de 
Uibreries. 

Seguint les notacions estándard, cf. capítol 1, les variables i, j , k teñen 
un sigttificat especial en les algebres de quaternions. Per a evitar conflictes, 
aqüestes variables están protegides, de manera que no se'ls pot assignar cap 
valor. Els parámetres a i b també teñen un significat especial, i també están 
protegits. Ara bé, aquests valors sí que han de ser assignats per a fixar una 
álgebra de quaternions; per a tal fi, cal utilitzar la instrucció def QuatAlg. Per 
seguretat, en carregar el paquet Poincare, una rutina d'inicialització esborra 
els valors d'aquests parámetres, si en tenien préviament algún d'assignat. 

Un quaternió LÚ és una combinado lineal de coeficients a Q de les variables 
i, j , k. Un ordre quaternionic O es determina per una llista de quatre qua
ternions, [ t ; i ,U2, ^3, ^4] , de manera que O = Z[ui, U2, «3, ^4]- Hem programat 
una instrucció per a comprovar que efectivament la llista defineix un ordre, 
isOrder. La majoria d'instruccions relatives ais ordres quaterniónics incor
poren un argument opcional, true, que executa aquesta instrucció. Aquesta 
comprovació requereix, evidentment, que l'álgebra de quaternions hagi es-
tat fixada donant valors numérics ais parámetres a i b (amb la instrucció 
defQuatAlg). 

Donada la diversitat d'ámbits d'aplicació del paquet, hem escollit els noms de 
les instruccions de manera que mostrin el tipus d'objectes que hi intervenen 
o l'ámbit en el qual s'inclouen. Així, els noms de les instruccions incorporen: 
H, si es refereixen a algebres de quaternions; F, si es refereixen ais cossos 
quadrátics; Or, si hi intervenen ordres; f, per a les formes quadrátiques; M, 
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10.2 Descripció de les instruccions 

A2f(M) 
M, matriu A ( / ) d'una forma quadrática / . 
Dona la matriu parella A2{f) associada a / . 

adH3(a,6) 

a, 6 G Z , que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = ' 

Dona la matriu de la forma quadrática adjunta de la forma nórmica 
ternaria associada a l'álgebra H. 

adH4(a,6) 

a,b £ Z , que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = \ ~- . 
\ Q / 

Dona la matriu de la forma quadrática adjunta de la forma nórmica 
quaternária associada a l'álgebra H. 

a d f ( M ) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / . 
Dona la matriu A(ad(/)) de la forma quadrática adjunta de / . 

2 1 , - 2 , ^ 3 € C , lm{zi) > 0. 

si fan referencia a matrius; X, per a la corba ele Shimura; XI, per a la corba 
modular, que correspon a fixar D = 1; Hyp, si pertanyen a l'ámbit de la 
geometría hiperbólica, i en particular L, Pol o bé S, segons si es refereixen 
a una recta, un polígon o una semicorona, respectivament; Hom en referencia 
amb homografia; IC, per ais cercles d'isometria. Hem reservat les Uetres Á i 
B per a denotar les instruccions especifiques per ais casos poc ramificats de 
tipus A i de tipus B, respectivament. Afegim q al davant de les instruccions 
que teñen un significat en altres contextos, com ara la norma i la traga, 
per a remarcar la seva especificitat en relació amb els quaternions. L'ús de 
majtiscules en l'interior d'un nom facilita la identificado de les parts del nom 
que corresponen a mots abreviáis. De totes maneres, hem intentat no abusar 
de les majúscules, i els adjectius els escrivim, majoritáriament, en minúscula. 

Observem que els missatges que acompanyen les dades de sortida de les ins
truccions programados han estat redactats en cátala. Aixó permet distingir-
los deis missatges enviats directament peí Maple V, que són en angles. 
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Dona el valor (possiblement no exacto) de l'angle hiperbólic determinat 
pels punts ordenats zi, Z3 expressat en funció de TT, a partir de les 
rectes hiperbóliques determinades pels punts. L'aproximació es deu a 
la conversió del valor decimal de l'angle, en 10 dígits, en un múltiple 
racional de n. 

angHype ( 21 ,22 ,23) 
^1,^2,-^3 € C, Im(2i) > 0. 
Dona el valor de l'angle hiperbólic determinat pels punts ordenats 
•2 1̂)̂ 25-23, a partir de les rectes hiperbóliques determinades pels punts. 

belongNOr(í,o-) 
/ llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O; a un quaternió. 
Funció lógica, Respon true si cr 6 Nor(O) i /afee en cas contrari. 
Argument opcional true. 

bíHCíu) 
oj quaternió. 
Dona la matriu ^(/«(w)) de la forma quadrática binaria associada al 
quaternió w. 

bfHom(a,6, c, d) 
a, b,c,d e R, que defineixen l'homografia 7 = (" d) G SL{2, R) . 
Dona la matriu A{fy) de la forma quadrática binaria associada a l'ho
mografia 7. 

bfHomM(7) 
7 6SL(2,R). 
Dona la matriu A ( / y ) de la forma quadrática binaria associada a l'ho
mografia 7. 

bfOr(l) 
/ llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona la matriu de la forma quadrática binaria associada a un element 
genéric de l'ordre O, respecte de la base l. Argument opcional true. 

bnfF(d) 
d e Z, d ^ P pet & tot k E Z. 
Dona la matriu de la forma quadrática nórmica binaria associada al 
eos quadrátic Q{Vd), respecte de la base {1, y/d}. 

bnfLatF(c?,x,í/) 
d G Z, d 7¿ /¡;2 per a tot k 6 Z; x,y G Q. 



10.2. Descripció de les instruccions 331 

el teorema 1.1.29. 

c a n H d i s c C p , g ) 

p, q nombres primers, p ^ q. 

Dona una Uista [a,6], on a,6 G Z son tais que la Q-áJgebra de qua

ternions H = l ^r- j té discriminant DH = pq, seguint el teorema 

1.1.31. 
cenIC(7) 

7 € S L ( 2 , 1 ) . 
Dona el centre del cercle d'isometria associat a l'liomografia 7. . 

cirln¥(í) ,r) 
o € C; r G R . 

Dona la funció inversió respecte del cercle de centre o i radi r, en el pía 
complex. 

eme ( D , iV ) 
D G N, producte d'un nombre parell de primers diferents; iV G N, 
mcd(D,A^) = l . 
Dona el nombre de punts de multiplicació complexa especiáis de la 
corba de Shimura X(D,iV). 

D G N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ 
mcd(I>,N) = l; Re Z+. 
Dona el nombre de punts de multiplicació complexa especiáis modificats 
de valor R de la corba de Shimura X{D, N). 

Dona la matriu de la forma quadrática nórmica associada a la xarxa 
de Q(V^) de Z-base {l,x + yVd'/. 

bnfOrF(á,m) 
á € S, d 7¿ fc2 pgj. a tot e Z; m G N. 
Dona la matriu de la forma quadrática nórmica associada a l'ordre 
quadratic de Q{^/c^) de conductor m, respecte de la base {l,mw}, on 
tü = si = 2,3 mod 4 i ty = si d' = 1 mod 4; d' és la part 
de d Iliure de quadrats., 

canHCp,g) 
p, q nombres primers. 

Dona una Uista [a, 6], on o, 6 G Z son tais que [ c¿ ( ) , seguint 
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CMEMOrFCD, N, R) 
D 6 N, producte d'tiii nombre parell de primers diferents; iV e N, 
mcd{D,N) = 1; ReZ+. 
Dona la Uista completa de parelles (d, m) tais que els ordres quadrátics 
A{d,m) C Qls/d) de conductor m son de multiplicado complexa espe
cial modificats de valor R per a la corba de Shimura X{D, N). 

CMEOrFCD, N) 
£> £ N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N E N, 
mcdiD,N) = 1. 
Dona la Uista completa de parelles (d, m) tais que els ordres quadrátics 
A(d, m) C Q(A/5) de conductor m son de multiplicado complexa espe
cial per a la corba de Shimura X{D, N). 

CMEOrFhn (I>,iV) 
D € M, producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ N, 
mcd(i?, N) = 1. 
Dona la Uista completa de ternes [{d, m), h{d, m), cm(Z>, iV, d, m)] tais 
que els ordres quadrátics A(d, m) C Q(\/d) de conductor m son de 
multiplicado complexa especial per a la corba de Shimura X{D, AT), 
on h{d,m) denota el nombre de classes d'ideals de ordre A(á,m), i 
cm{D, N, d, m) el nombre de punts de multipHcació complexa de X{D, N) 
per l'ordre A{d,m). 

cmQr?n(D,N) 
D E 'N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ N, 
mcd{D,N) = 1 . 
Dona la Uista completa [(d, m), cm(£>, N, d, m)] tais que els ordres qua
drátics A(í¿, m) C Q(\/5) de conductor m son de multiplicado complexa 
especial per a la corba de Shimura X{D, i¥), on cm{D, JV, d, m) denota 
el nombre de punts de multipHcació complexa de X{D, N) per l'ordre 
A(á,m). 

cmOrF(i?,iV,d,m) 
DEN, producte d'un nombre parell de primers diferents; i¥ € M, 
mcd(D, Â ) = 1; d e Z, d 7 ¿ fc2 pgj. ^ tot.fc € Z; m G N. 
Dona el nombre de punts de X{D, N) de multipHcació complexa per 
l'ordre quadrátic A{d, m). 

CM? a , d,m,r) 
I Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O; d £ Z, d ^ P per a 
tot € Z; m e N; r > O parámetre opcional (per defecte val 5; es 
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recomana r < 10). 
Dona una Uista de punts de la corba de Shimura determinada per l'ordre 
O, suposant que sigui un ordre d'Eichler d'una álgebra de quatemions 
indefinida, de multiplicació complexa per l'ordre quadrátic A(d, m) C 
Q{-\/d) de conductor m, a partir de solucions {xi,X2,X3) de l'equació 
nz + 2 0 , 3 ( ^ 1 , - ^ 2 , -^3) = —DA, \XÍ\ < r. 

ConjOr(l,£r) 
l Uista de 4 quatemions, Z-base d'un ordre O; a quaternió invertible. 
Dona una Uista de 4 quatemions [vi, ^ 2 , ^ 3 , U4], Z-base de l'ordre obtin
gut en conjugar l'ordre O per l'element cr; és a dir, tal que cr~^Ocr — 
Z[ui, U2, U3, U4]. Argument opcional true. 

contf (M) 
M, matriu A ( / ) d'una forma quadrática / de coeficients a Z. 
Dona el contingut de la forma quadrática / . 

coorOr ( w , 0 
a? un quaternió; l Uista de 4 quatemions, Z-base d'un ordre O. 
Dona les coordenades de o? respecte de /. Argument opcional true. 

cyclesXl(p) 
p nombre primer. 

Dona els cicles d'un domini fonamental de la corba Xo{p). 

d l f ( M ) 
M, matriu A ( / ) d'una forma quadrática / de coeficients a Z, de ¿eter-
minant quadrat. 

Dona el valor di{f), associat a la forma quadrática / . 

d l g f ( M ) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z, amb valor 
absolut del determinant quadrat. 
Dona el valor df{f), associat a la forma quadrática / . 

d2 f (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z, de deter
minant quadrat. 

Dona el valor c?2(/)? associat a la forma quadrática / . 

d2gf (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z, amb valor 
absolut del determinant quadrat. 
Dona el valor ( / ) , associat a la forma quadrática / . 
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defHypL (21 ,22) 
zi,Z2e C, Im(zi),Im(z2) > 0. 
Defineix la recta hiperbólica que passa pels dos punts 2 1 , ^ 2 , com a 
objecte geométric. 

defHypPoKO 
l ={zu... , 2n] , zi € C, lm.{zi) > 0. 
Defineix el polígon hiperbólic donat pels n punts de com a objecte 
geométric. 

defIC(7) 
7€SL(2,R) . 
Defineix el cercle d'isometria associat a l'homografia 7, com a objecte 
geométric. 

defQuatAlg(o, 6 ) 
a,6eQ*. 
Fixa la ÍJ-álgebra de quaternions . 

defsS(ri ,r2) 
r i , r 2 € R + . 

Defineix el cercles de centre O i radi fi , r2, com a objectes geométrics. 

denOr(l) 
l Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona el denominador de l'ordre O, rao. 

d e t l f ( M ) ^ 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / . 
Dona el determinant de la forma quadrática / , deti( / ) . 

detlnfH(a,6) 

a, 6 € Z, que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = (^Q^-

Dona el determinant de les formes nórmiques quaternária i ternaria, 
associades a l'álgebra i í , deti(niy,4) = áeti{nH,3). 

det2 f (M) 
M, matriu A(f) d'una forma quadrática / . 
Dona el determinant parell det2(/) de la forma quadrática / . 

diagf (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / . 
Dona la matriu d'una forma quadrática diagonal Q-equivalent a / . 
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DiscH(a,6) 
a, 6 6 Z, diferents de 0. 

Dona el discriminant DH déla, Q-álgebra de quaternions H = 
'o , b 

DiscOrCI) 
l llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona el discriminant de l'ordre O, Do- Argument opcional true. Ne-
cessita que s'hagin assignat valors ais parámetros o i b amb la instrucció 
defQuatAlg. 

DiscOrgCO 
/ llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona el discriminant Do de l'ordre O. La diferencia amb DiscOr és 
que admet parametres. 

discpf CM) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z. 
Dona el discriminant a Qp discQp(/) de la forma quadrática / . 

DisthipCzij^a) 
zi,Z2 € C, Im(zi),Im(z2) > 0. 
Dona la distancia hiperbólica í(21,^2) entre els punts Zi,Z2. 

elXl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre ni(l ,p) de cicles accidentáis del domini fonamental de 
la corba X( l ,p ) = Xo{p), construit en el capítol 3. 

E2HomP(l) 
h llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre d'Eichler 0{D, N); D € N 
producte d'un nombre parell de primers diferents. 
Dona una llista d'homografies eHíptiques d'ordre 2 i els punts eliíptics 
corresponents de la corba de Shimura X{D, N), El parámetro opcional 
r permet controlar la profunditat de la recerca de representacions; per 
defecto val 5; és recomanable assignar-li valors < 10. 

E2HomPRepC/i,/2) 
h llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre d'Eichler iV); D e H 

discf CM) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z. 
Dona el Q-discriminant discQ(/) de la forma quadrática / . 
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producte d'un nombre parell de primers diferents; I2 = {xx,X2,x^ 6 
'^*(nz+20{AIV) ,3 ,4;Z);ésadir, Xi e 1 tais que NZ+20(D,]V),3(A ;i ,3^2,3:3) = 

4. (Per exemple, un element de la llista obtinguda amb FindRepE2(¿i).) 
Dona una homografia d'ordre 2 i el punt el'h'ptic corresponent de la 
corba de Shimura X { D , N), en forma de llista. 

B2UD,N) 

D G N, producte d'un nombre parell de primers diferents; iV" G N, 
mcd(Z), N) = 1. 
Dona el nombre 62(2?, N) de cicles el-h'ptics d'ordre 2 de la corba de 
Shimura X(D,iV). 

e2Xl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre 62(1, p) de cicles eliíptics d'ordre 2 de la corba X{í,p) = 

Xoip). 

ESHomP(0 
l llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre d'Eichier 0{D, N); D G N 
producte d'un nombre parell de primers diferents. 
Dona una llista d'homografies el-h'ptiques d'ordre 3 i els punts eliíptics 
corresponents de la corba de Shimura X { D , N). El parámetre opcional 
r permet controlar la profunditat de la recerca de representacions; per 
defecto val 5; és recomanable assignar-li valors < 10. 

E3HomPRep(/i, h) 
h IHsta de 4 quaternions, Z-base d'un ordre d'Eichier 0{D, iV); D G N 
producte d'un nombre parell de primers diferents; I2 = [xi,X2,X3] G 
^ * ( « 2 + 2 0 ( D , I V ) , 3 , 3 ; Z) ; és a dir, x,- G Z tais que nz+20{D,N),3{^i,X2, « 3 ) = 

3. (Per exemple, un element de la llista obtinguda amb FindRepE2(/i).) 
Dona una homografia d'ordre 3 i el punt el-h'ptic corresponent de la 
corba de Shimura X { D , N ) , en forma de llista. 

e3XiD,N) 
D G N, producte d'un nombre parell de primers diferents; iV G N, 
mcd(£>,iV) = 1. 
Dona el nombre 63(1?, N) de cicles eliíptics d'ordre 3 de la corba de 
Shimura X(D,iV). 

eSXKp) 
p nombre primer. 
Dona el nombre 63(1,p) de cicles eliíptics d'ordre 3 de la corba X{l,p) = 

Xoip). 
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einfX(i>, N) 
D € N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ 
mcá(D, N) = 1. 
Dona el nombre eco{D, N) de cides paraboücs de la corba de Shimura 

einfXl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre EOO(l,p) de cicles parabólics de la corba = 
MP)-

embHCa;) 
LO quaternió. 
Dona la matriu #(0?) € M(2,Q(-v/a)), imatge de la immersió fixada a 
1.1.25, suposant que a > 0. Necessita que s'hagin assignat vaiors ais 
parámetres a ib, amb la instrucció def QuatAlg. 

embHgCa;) 
u! quaternió. 
Dona la matriu $(w) € M(2, Q{\/a)), imatge de la immersió fixada a 
1.1.25, sense comprovar si a > 0. No cal haver fixat préviament els 
vaiors deis parámetres o i b amb la instrucció def QuatAlg. 

embOr(l) 
l Uista de 4 quatemions, Z-base d'un ordre O. 
Dona la matriu de M(2, Q{y/a)) imatge d'un element genéric de l'ordre 
O, per la immersió fixada a 1.1.25, si a > 0. Necessita que s'hagin 
assignat vaiors ais parámetres a i b amb la instrucció def QuatAlg. Ar
gument opcional true. 

eqHypL(zi, Z 2 ) 
zuZ2e C, lm{zi) > 0. 
Dona l'equació de la recta hiperbólica que passa pels dos punts zi, 22 . 

eqHypPoKO 
l = [ z i , 2 „ ] , zi € C, lm{zi) > 0 . 

Dona les equacions de les rectes hiperbóliques que contenen les arestes 
del polígon hiperbólic donat pels n punts de I. 

EqOrC^i, 2̂) 
li,l2 Uistes de 4 quatemions, Z-bases d'uns ordres Oi, C2, resp. 
Fundó lógica. Retorna true si els dos ordres son iguals, i False en cas 
contrari. Arguments opdonáis true. 



338 Cap. 10. El paquet Poincaré 

FindRepOrO, d,m,f) 
l Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O, á G Z, d 7^ 0; m G N; 
r > O argument opcional (per defecte val 5; es recomana r < 10). 
Busca representacions (xi ,X2,X3) de —DA, amb |xj| < r, per la forma 
nórmica ternaria de l'ordre Z -f- 20, on A és l'ordre de conductor m del 
eos quadratic Q(V^). 

FindRepOrE2(/,r) 
/ Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre d'Eichler 0{D,N); r > O 
parámetre opcional (per defecte val 5; es recomana r < 10). 
Dona una Uista de representacions de 'H.*(n2+2e»(D,w )̂,3,4; Z) menors 
que r; és a dir, una Uista de tripletes X i , X 2 , X 3 que siguin solució de 
nz+2a{D,N),3{Xi,X2,X3) = 4, amb |x,| < r. A partir d'aquestes solu
cions podem determinar homografies i punts el-Kptics d'ordre 2 de la 
corba de Shimura X{D, N) utilitzant E2HomPRep, que implementa el 
resultat 8.1.10. 

FindRep0rE3(Z,r) 
I Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre d'Eichler 0{D, N); r > 0 

Euler(íí) 
n G N. 

Dona la funció d'Euler (p{n) := nf|p|„(l — 1) de n. 

expf (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / . 
Dona l'expressió polinómica de la forma quadrática / . 

FindCond ( 2 1 , ^ 2 ) 

z i ,^2€C. 

Dona condicions sobre x,y,z,t G Q per tal que 7 = ^b{^-t^ í-s/v^) 
satisfaci 7(2^1) = 2̂ 2. Concretament, s'obté una forma binaria que ha de 
representar el determinant de 7. S'aplica especialment quan a i b son 
els parámetres que fixen una álgebra de quaternions. 

FindRepf (M,¿ ,r ) 
M matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z , de 2,3 o 
bé 4 variables; í G Z; r > O argument opcional (per defecte val 5; es 
recomana r < 10). 
Busca representacions de 5 per la forma quadrática / , amb |x,¡ < r, 
per la forma nórmica ternaria de l'ordre Z + 20 , on A és l'ordre de 
conductor m del eos quadratic 
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parámetre opcional (per defecte val 5; es recomana r < 10). 
Dona una Uista de representacions de 72.*(nz+20(D,iV),35 3; Z) menors 
que r; és a dir, una Uista de tripletes x,y,z que siguin solució de 
« z + 2 0 ( D , A r ) , 3 ( - ^ , y, Z) = 3, amb |a:,| < r. A partir d'aquestes solu
cions podem determinar homografies i punts el'Hptics d'ordre 3 de la 
corba de Shimura X{D, N) utilitzant E2HomPRep, que implementa el 
resultat 8.1.10. 

f ixPHom(o, 6, c, d) 
a,b,c,d nombres reals, que defineixen 7 = (̂  ¿)-
Dona la Uista de punts fixos de 7 continguts en 'Hü'R. 

fixPHomM(7) 
7 6GL(2,R) . 
Dona la Uista de punts fixos de 7 continguts en ?¿ U R . 

Fquat (LO) 
LO quaternió invertible. 
Dona l'enter d Iliure de quadrats tal que ÍV prové d'una immersió de 
q{y/d) euH. 

fundDiscF(fi) 
d € Z, d 7̂  P per a tot fc G Z. 
Dona el discriminant fonamental del eos quadrátic Q{\/d). 

geneXl(p) 
p nombre primer. 

Dona una llista de generadors del grup To{p)¡ ± Id. 

genusX(D,Ar) 
D € N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ N, 
mcá{D,N) = 1. 
Dona el genere de la corba de Shimura X{D, N), g{D, N). 

genusXl() 
p nombre primer. 
Dona el genere de la corba X{l,p) = Xo{p), g{l,p). 

HermiteOr(l) 
l Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O, 
Dona la base d'Hermite de l'ordre O. 

hF(d) 
d G Z, d ^ P per a tot A; G Z. 
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Dona el nombre de classes d'ideals del eos per ais d que, Uiurats 
de quadrats, siguin de valor absolut inferior a 100. En cas contrari, 
funciona com a parámetro. 

Hilbert (o, 6, p) 
a, b enters; p > 2 nombre primer. 
Retorna el símbol de Hilbert (a, b)p. Per a p 2, utilitzá la instrucció 
del símbol de Legendre numtheory [L]. 

HnfSCM) 
M matriu d'una forma quadrática ternaria / de coeficients enters, de 
determinant quadrat, detx(/) = A .̂ 
Dona una parella d'enters (a, 6) tais que la forma nórmica ternaria 

associada a l'álgebra de quaternions H = Q-equivalent a / . 

Hnf4(M) 
M matriu d'una forma quadrática quaternária / de coeficients enters, 
no definida negativa, de determinant quadrat, deti(/) = A .̂ 
Dona una parella d'enters (a, 6) tais que la forma nórmica quaternária 

associada a l'álgebra de quaternions H = ( ^ j és Q-equivalent a / . 
\ Q / 

HomCa, 6, c, ti) 
a, 6, c, á e R, que defineixen una homografia 7 = (" d) € SL(2, R) . 
Dona l'homografia 7 com a funció. 

HomM(7) 
7 e S L ( 2 , R ) . 
Dona l'homografia 7 com a funció. 

hOrF((/,m) 
del>,d^k^ pevd, tot keZ; me N. 
Dona el nombre de classes d'ideals de l'ordre quadrátic de conductor 
m del eos Q(\/5). 

hqqOr(Z),A^, d,m) 
D e N producte d'un nombre parell de primers diferents; iV € N, 
mcd(D, N) = l;de1,d^k'^ per a tot k e Z; m e N. 
Dona el nombre de classes d'immersions optimals de l'ordre quadrátic 
de conductor m del eos Q(\/á) en un ordre d'Eichler de nivell A'' d'una 
álgebra de quaternions de discriminant J9, módul O*. 
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hqqOr p iD, N,d,m,p) 
D £ 'N producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ N, 
mcd(D, N) = 1; d £ Z, d ^ P per a tot A; 6 Z; m € N; p primer. 
Dona el nombre de classes d'immersions optimals locáis de l'ordre 
quadrátic de conductor m del eos Q{y/d) localitzat en p, en un or
dre d'Eichler de nivell N d'una álgebra de quaternions de discriminant 
D localitzat en p, módul 0*-equivaléncia. 

Htf3 (M) 
M matriu d'una forma quadrática ternaria / de coeficients enters, de 
determinant deti(/) = — A .̂ 

Dona una parella d'enters (a, 6) tais que la forma traga ternaria asso-

ciada a l'álgebra de quaternions H = (^J^ Q-equivalent a / . 

Htf4 (M) 
M matriu d'una forma quadrática ternaria / de coeficients enters, de 
determinant deti(/) = —Â . 
Dona una parella d'enters (a, 6) tais que la forma traga quaternária 

/ a , 6 \ , 

associada a l'álgebra de quatemions H = Q-equivalent a / . 

HHinvf (Aí,p) 
M, matriu d'una forma quadrática / , de coeficients a Z; p, primer. 
Dona l'invariant de Hasse-Witt de la forma quadrática / a Qp. 

I m H R G p ( / , £ Í , m , í i ) 

l llista de 4 quaternions, E-base d'un ordre O] d £ Z, d k'^ per a 
tot fe € Z ; m E M; /i llista de tres enters que és una representado de 
—DA, per la forma normica ternaria de l'ordre Z + 20, on A és l'ordre 
de conductor m del eos quadrátic Q{>/d). 
Dona el quaternió ip{y/d), on (p és la immersió de l'ordre quadrátic A 
en l'ordre quaternionic O determinada per la representació h. 

ImMRepC/, d, m,li) 
l llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O; d £ Z, d ^ k^ per a 
tot fc G Z; m € M; h llista de tres enters que és una representació de 
—DA, per la forma normica ternaria de l'ordre Z + 20, on A és l'ordre 
de conductor m del eos quadrátic Q(\/d). 
Dona la matriu ^{(p{^/d)), on és la immersió de l'ordre quadrátic A 
en l'ordre quaternionic O determinada per la representació li. 
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liJz Uistes de 4 quaternions, Z-bases d'uns ordres Oi, O2, resp. 
Fundó lógica. Retorna true si l'ordre definit per h está inclós en l'ordre 
definit per I2, i retorna False en cas contrari. Arguments opcionals 
true. 

IndMaxOrCO 
/ Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona l'índex de O en un ordre maximal qualsevol que el contingui. 
Argument opcional true. 

IndOrC/1,/2) 
/i,/2 Uistes de 4 quaternions, Z-bases d'uns ordres Oi, O2, resp. 
Retorna l'índex de l'ordre Oi en l'ordre O2, comprovant previament 
que Oi C O2, Arguments opcionals true. 

IntConjOrC/,o-) 
l Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona Uista de 4 quaternions, base de l'ordre intersecció de O i l'ordre 
conjugat de O per cr. Argument opcional true. Notem que, si s'aplica 
a un ordre maximal, s'obté un ordre d'Eichler. 

Int0r(íi,l2) 
li, I2 Uistes de 4 quaternions, Z-bases d'ordres Oi i O2, resp. 
Dona Uista de 4 quaternions, base de l'ordre intersecció de Oi i O2. 
Arguments opcionals true. Notem que, si s'aplica a ordres maximals, 
s'obtenen ordres d'Eichler. 

isCMEMOrFgCD, N, d, m, R) 
D e N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ N, 
mcd(D, N) = l;deZ,d^ P per a tot fc € Z; m 6 N; 6 Z+. 
Fundó lógica. Respon true si la corba de Shimura X{D, N) té punts 
de multipUcació complexa especiáis modificats de valor R per l'ordre 
quadrátic de conductor m del eos quadrátic Q{Vd)\ respon false en cas 
contrari. 

isCMEOrF(D, iV,(/,m) 
D EN, producte d'un nombre pareU de primers diferents; N G N, Iliure 
de quadrats, mcd(Z), N) = 1; d G Z, d ^ k'^ per a tot fe G Z; m G N. 
Fundó lógica. Respon true si la corba de Shimura X{D, N) té punts 
de multiplicació complexa especiáis per l'ordre quadrátic de conductor 
m del eos quadrátic Q{\/d); respon false en cas contrari. 
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isCMEOrFg(£>,iV, d,m) 
D € M, producte d'un nombre parell de primers diferents; N G N, no 
necessáriament Iliure de quadrats, mcd(D, iV) = 1 ; < ¿ € Z , < ¿ 7 ¿ P per 
a tot e Z; m 6 N. 
Funció lógica. Respon true si la corba de Shimura X{D,N) té punts 
de multipHcació complexa especiáis per l'ordre quadrátic de conductor 
m del eos quadrátic Q{y/d); respon false en cas contrari. 

isCMOrFCD, iV",á,m) 
D € N, producte d'un nombre parell de primers diferents; iV" 6 N, IHure 
de quadrats, mcd(I>, TV) = 1; d 6 Z, d 7¿ P per a tot fe G Z; m 6 M. 
Fünció lógica. Respon true si la corba de Shimura X{D, N) té punts 
de multiplicado complexa per l'ordre quadrátic de conductor m del eos 
quadrátic Q{y/d); respon false en cas contrari. 

isCMOrFg(í), iV,<l,m) 
D € N, producte d'un nombre parell de primers; N 6 N, no ne
cessáriament Iliure de quadrats, mcd(D, iV) = 1; d G Z , d ^ A;̂  per 
a tot A: G Z; m G N. 
Fundó lógica. Respon true si la corba de Shimura X{D, N) té punts 
de multiplicado complexa per l'ordre quadrátic de conductor m del eos 
quadrátic Q(\/d); respon false en cas contrari. 

isDNrepOrF(£), iV,d,m) 
D e N, producte d'un nombre parell de primers diferents; iV G N, 
mcd(D, iV) = 1; d G Z, d 7¿ fc2 per a tot fe G Z; m G N. 
Funció lógica. Respon truc si la forma nórmica binaria reduida de 
l'ordre quadrátic de conductor m del eos quadrátic Q{Vd) representa 
el valor DN; respon false en cas contrari. 

isRrepOrF(d,m,i2) 
d G Z, d ^ fc2 per a tot G Z; m G N; ií G Z+. 
Funció lógica. Respon true si la forma nórmica binaria reduida de 
l'ordre quadrátic de conductor m del eos quadrátic Q(\/d) representa 
el valor R; respon false en cas contrari. 

i s I s o t f ( M , p ) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / , de coeficients a Z; p, primer. 
Funció lógica. Respon írtíe si / és una forma Qp-isótropa; respon false 
en cas contrari. 

isKlf ( M ) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / , de coeficients a Z , amb 
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determinant igual a un quadrat. 

Funció lógica. Respon true si / és una Ki-forma i false en cas contrari. 

isK2f(M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / , de coeficients a Z, amb 
determinant parell igual a un quadrat. 

Funció lógica. Respon true si / és una Ks-forma i false en cas contrari. 

i sKlgf (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / , de coeficients a Z, amb 
valor absolut del determinant igual a un quadrat. 
Funció lógica. Respon true si / és una Kf-forma i false en cas contrari. 

isK2gf (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / , de coeficients a Z, amb 
valor absolut del determinant parell igual a un quadrat. 
Funció lógica. Respon true si / és una Kj"-forma i false en cas contrari. 

isMaxOrder(0 
I llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Funció lógica. Respon true si O és un ordre maximal i false en cas que 
no sigui ordre o que no sigui maximal. Amb l'argument opcional true 
dona el motiu peí qual no és ordre maximal, si aquest és el cas. 

isnBasisOr(l) 
/ llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Funció lógica. Respon true si l és una base normalitzada de l'ordre O 
i fabe en cas contrari. 

isOrder(Z) 
l llista de 4 quaternions. 
Funció lógica. Respon tne si la llista l defineix un ordre i respon false 
en cas contrari. Si es posa l'argument opcional true al final, escriu el 
motiu peí qual no és ordre, si aquest és el cas. Necessita que s'hagin 
assignat valors ais parámetres a i b amb la instrucció def QuatAlg. 

isPrimbfA(p,iV,w) 
p = 3 mod 4 nombre primer; N EN, N\{p — l)/2, Iliure de quadrats; 
u} quaternió de HAÍP)-
Funció lógica. Respon true si la forma binaria /${^) és C?^(2p,iV)-
primitiva; respon false en cas contrari. 
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isPrimbfB(p, q , N,uj) 
( p\ 

primers, g = 1 mod 4 i - = —1; N Iliure de quadrats, tal 
\q/ 

que mcd{iV,p) = 1 i N\{q - l ) /4 ; ÜJ quaternió de HB{P, q ) . 
Funció lógica. Respon true si la forma binaria és OB(PQ, N)-
primitiva; respon false en cas contrari. 

isPrimf (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / , de coeficients a Z. 
Funció lógica. Respon true si la forma quadrática / és primitiva i false 
en cas contrari. 

isRrepOrF (c/,m,i2) 
d£'L,di^k'^ per a tot € Z; m 6 N. 
Funció lógica. Respon true si la forma nórmica binaria reduida de 
l'ordre quadrátic de conductor m del eos quadrátic Q(-\/d) representa 
el valor R; respon false en cas contrari. 

k a p p a ( / , < T ) 

l llista de 4 quatemions, Z-base d'un ordre 0\ a quaternió de Nor(O). 
Dona la matriu K{a) € GL(3,Z), cf. 7.3.13. 

l e q ( 2 1 , ^ 2 ) 

2 1 , 2 2 € C. 

Funció lógica. Respon true si Re (2i ) < Re(z2). 

McbQr(/i,/2) 

hMi Uistes de 4 quatemions, Z-bases d'uns ordres Ci, O2, resp. 
Dona la matriu de canvi de base de la base l\ a la base I2. Arguments 
opcionals true. 

McoorCO 

/ Uista de quatemions. 
Retorna una matriu que té per columnes les coordenades deis quafcer-
nions de la llista l respecte de la base { l , i , 

multHomCa, 6, c, d) 
a, b,c,d E E., que defineixen una homografia 7 = (" ¿) € SL(2, E) . 
Dona el multiplicador de l'homografia 7. 

nlXl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre ni(l,p) de vértexs accidentáis del domini fonamental 
de la corba X{l,p) = XQ{P), construít en el capítol 3. 



346 Cap. 10. El paquet Poincaré 

n2Xl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre 712(1, p) de vértexs eliiptics d'ordre 2 del domini fona
mental de la corba X{l,p) = Xo{p), construi't en el capítol 3. 

n3Xl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre 713(1, p) de vértexs el'Kptics d'ordre 3 del domini fona
mental de la corba X{l,p) = Xo{p), construít en el capítol 3. 

nBasisOrCO 

l Uista [1 ,U2,U3,U4], Vi quaternions, Z-base d'un prdre O. 
Dona una base normalitzada de l'ordre O. Argument opcional true. 

nBasisZ20r(/) 
l Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona una Uista, Z-base normalitzada de l'ordre Z -|- 20. Argument 
opcional true. 

nel(D,N) 
Z) 6 N, producte d'un nombre parell de primers diferents; A' G N, 
mcd{D,N) = 1. 
Dona el nombre de vértexs ne{D,N) d'un domini fonamental de la 
corba de Shimura ̂ ( D , N) que tingui tots els vértexs eliiptics, si aquest 
existeix. 

nfH3(a,6) 

a, 6 G Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H — ( ). 
A Q / 

Dona la matriu A{nff^3) de la forma nórmica ternaria associada a l'ál
gebra H. 

nfH4(íi,6) 

a, 6 G Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = ^"^^ • 

Dona la matriu A(nHA) de la forma nórmica quatemária associada a 
l'álgebra H. 

nfOrSCO 
/ Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona la matriu ^1(710,3) de la forma nórmica ternaria associada a l'ordre 
O respecte de la base l si aquesta és normalitzada; en cas contrari, 
calcula una base normalitzada de C i la indica. Argument opcional 
true. 
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nfOr4(Z) 

/ llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona la matriu A{no,3) de la forma normica quaternária associada 
a l'ordre O, respecte de la base / si aquesta és normalitzada; en cas 
contrari, calcula una base normalitzada de O i la indica. Argument 
opcional true. 

ninfXl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre n o o ( l , p ) de vértexs parabólics del domini fonamental 
de la corba X(l,p) = Xo{p), construit en el capítol 3. 

nivf(M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / . 
Dona el nivell N(/) de la forma quadrática / . 

nivnfH(a,6) 

a, 6 G Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = l . 

Dona el nivell de les formes nórmiques quaternária i ternaria, associades 
a l'álgebra H, N{nH,4) = N(nH,3). 

MivOrCO 
/ llista de 4 quaternions, base d'un ordre d'Eichler O. 
Dona el nivell de l'ordre O, suposant que sigui un ordre d'Eichler, No. 
Argument opcional true. 

nvXl(p) 
p nombre primer. 
Dona el nombre total de vértexs n ( l , p ) del domini fonamental de la 
corba X{l,p) = Xo{p) construit en el capítol 3. 

OrM(M) 
M G M ( 4 , Q ) . 
Dona la llista / de les columnes de M. Si M és la matriu de coorde-
nades d'un ordre O, l és una base de l'ordre O; en aquest sentit, és la 
instrucció inversa de Mcoor. Amb l'argument opcional true, comprova 
si efectivament determina un ordre. 

pairEdXl(p) 
p nombre primer. 
Dona les parelles d'arestes que s'identifiquen, del domini fonamental de 
la corba X{l,p) — Xo{p) construit en el capítol 3. 
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ParOr(/) 
/ Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona la paritat de l'ordre O: O si l'ordre és parell i i si l'ordre és señar. 
Argument opcional true. 

plotFDXl(p) 
p nombre primer. 
Dona la representació gráfica del domini fonamental de la corba modu
lar X( l ,p ) = XQ{P) construít en el capítol 3. 

plotHypL ( 2 1 , 2 2 ) 

2 1 , 2 2 € C, Im(21), Im(22) > 0 . 
Dona la representació gráfica de la recta hiperbólica que passa pels dos 
punts 2 i , 2 2 . 

plotHypPoK/) 
/ una Uista [ 2 1 , . . . , 2 „ ] , 2j G C, Im(2,) > 0. 
Dona la representació gráfica del polígon hiperbólic definit pels punts 
de / . 

polH3(a,6) 

a,6 G Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = • 

Dona la matriu A{pol{nH,3)) de la forma quadrática polar de la forma 
nórmica ternaria de l'álgebra fí. 

polH4(a,6) 

a,fe G Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = ^— . 

Dona la matriu A(pol(njt/,4)) de la forma quadrática polar de la forma 
nórmica quaternária de l'álgebra H. 

polf(M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / . 

Dona la matriu i4(pol(/)) de la forma quadrática polar de la forma / . 

prHoia((¿,a;,y,s) 
d G Z, d ^ per a tot G Z; ?/ G Q tais que a; + y v ^ és la unitat 
fonamental de Q(V^); 5 G N. 
Dona la matriu corresponent a l'homotécia principal que prové de la 
unitat fonamental [x -f y\/dy de Q(\/d). 
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Psip(n,p) 
n 6 N, p primer. 
Dona el valor de la funció aritmética i>p{n) = p"p^"\l + i ) . 

qbarCtt?) 
u) quaternió. 
Dona el conjugat UJ de UJ. 

qcoeffsCo)) 
o» quaternió. 
Dona una llista formada pels coeficients del quaternió w; és a dir, una 
llista amb les coordenades de w respecte de la base 

qconj (tu, a) 
Lú quaternió, a quaternió invertible. 
Dona el conjugat de cv per a; és a dir, cr~^uja. 

qinv(ctj) 

UJ quaternió invertible. 
Dona l'invers uj~^ de UJ. 

qraul (.uJi,u>2) 

iüi,üJ2 quaternions. 
Dona el producte deis dos quaternions, wi • W2. Notem que el producte 
també es pot indicar amb el símbol &¿q: hquj2 dona també uji • UJ2. 

qnormCa;) 
UJ quaternió. 
Dona la norma n(w) de u. 

qtraceCw) 
a; quaternió. 

Dona la traga tr(ü;) de UJ. 

quadOrC/,;u) 
niista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O, ^ G Z. 
Dona l'expressió n^^^iX^Y,Z), tal que els punts enters de la quádrica 
n0^^{X, Y,Z) = S corresponen ais quaternions de l'ordre O de norma 5 
i traga yu. Utilitza la base / si aquesta és normalitzada; en cas contrari, 
calcula una base normalitzada de O i la indica. Argument opcional 
true. 
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radie(7) 
7 € SL(2,M). 

Dona el radi del cercle d'isometria associat a l'homografia 7. 

rec l f (M) 
ikf, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z, de deter
minant igual a un quadrat. 
Dona la matriu A{veci{f)) de la forma quadrática 1-recíproca de la 
forma / . 

reclgf (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z, amb valor 
absolut del determinant igual a un quadrat. 
Dona la matriu A(rec^(/)) de la forma quadrática 1-recíproca de la 
forma / . 

reclH3Ca,6) 

a, 6 € Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = l -¿r- ). 

Dona la matriu A(reci(nij-,3)) de la forma quadrática 1-recíproca de la 
forma nórmica ternaria associada a l'álgebra H. 

reclH4(a ,6) 

a,6 e Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = • 

Dona la matriu A(reci(n/y,4)) de la forma quadrática 1-recíproca de la 
forma nórmica quaternária associada a l'álgebra H. 

rec2f(M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z , amb 
determinant parell igual a un quadrat. 
Dona la matriu j 4 ( r e c 2 ( / ) ) de la forma quadrática 2-recíproca de la 
forma / . 

rec2gf(M) 
M, matriu A(f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z, amb valor 
absolut del determinant parell igual a un quadrat. 
Dona la matriu i 4 ( r e c 2 ' ( / ) ) de la forma quadrática 2-recíproca de la 
forma / . 

rec2H4(a ,6) 

a, 6 G Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = ( ^ j . 
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Dona la matriu A(rec2 (n/ / ,4)) de la forma quadrática 2-recíproca de la 
forma nórmica quaternária associada a l'álgebra H. 

redbnfOrF((i,m) 
d e Z, d 7¿ P per a tot A; G Z. m € N. 
Dona la forma nórmica binaria reduida de l'ordre quadrátic de conduc
tor m del eos quadrátic Q(\/d). 

relXl(p) 
p nombre primer. 
Dona les relacions del grup Foíp)/ ± Id corresponents ais generadors 
donats per la instrucció geneXl(p). 

S l f ( M ) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z. 
Dona la Uista de nombres primers p per ais quals la forma quadrática 
/ és Qp-anisótropa. 

S2f (M) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z. 
Dona la Uista de nombres primers p per ais quals l'invariant de Hasse-
Witt de la forma quadrática / a Qp és igual a —1. 

S f ( M ) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a Z. 
Dona una Uista de nombres primers crítics per a / . 

signf ( M ) 
M, matriu A{f) d'una forma quadrática / de coeficients a E. 
Dona la signatura de la forma quadrática / . 

sqfrCd) 
dez. 

Dona la part de d Iliure de quadrats. 

symcS(r,e, fc, s) 
r € R"*"; e unitat fonamental d'un eos quadrátic real Q(-y/a); k igual 
a n(£); s G N tal que és la unitat fonamental d'un ordre quadrátic 
A C Q(v^) . 
Dona els dos radis corresponents a la semicorona simétrica respecte 
de la recta hiperbólica de centre O i radi r, domini fonamental del 
grup < h >, on h és l'homotécia principal que correspon a la unitat 
fonamental de l'ordre quadrátic A. 
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typeH(a ,6, T) 

a, 6 G Z que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = (~ ; T, un 

deis símbols M, A o bé B. 

syraiSCr,£, A;,s) 
r 6 E"*"; e unitat fonamental d'un eos quadratic real Q(\/a); k igual 
a n(e); 5 6 N tal que £* és la unitat fonamental d'un ordre quadratic 
A C Q(^/i). 
Dona els dos radis corresponents a la semicorona de radi inferior r, 
domini fonamental del grup < h onh és l'homotécia principal que 
correspon a la unitat fonamental de l'ordre quadratic A. 

syinLIC(7) 
7eSL(2,R). 
Dona l'abscissa de la recta tal que l'homografia 7 és composició de 
la simetría hiperbólica respecte de Ĉ , i la simetría hiperbólica respecte 
de L^, on C-y és el cercle d'isometria associat a l'homografia 7. 

symsS(r,e, fc,s) 
r E E+; e unitat fonamental d'un eos quadratic real Q{y/a); k igual 
a n(e); s G N tal que és la unitat fonamental d'un ordre quadratic 
A Q Q ( v ^ ) . 
Dona els dos radis corresponents a la semicorona de radi superior r, 
domini fonamental del grup < h >, on h és Thomotécia principal que 
correspon a la unitat fonamental de l'ordre quadratic A. 

tfH3Ca ,6) 

a,b EZ que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = (^~^^ • 

Dona la matriu A{trH,3) de la forma traga ternaria associada a l'álgebra 
H. 

tfH4(a ,6) 

a,b EZ que defineixen la Q-álgebra de quaternions H = ( • 
_ \ Q / 

Dona la matriu A(trH,4) de la forma traga quatemária associada a 
l'álgebra H. 

tf0r4(0 
l Uista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O. 
Dona la matriu ^ ( ¿ 0 , 4 ) de la forma traga quatemária associada a l'ordre 
O, respecte de la base /. Argument opcional true. 
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Funció lógica. Respon true si l'álgebra H és no ramificada, poc rami
ficada de tipus A o bé poc ramificada de tipus B, segons si el símbol T 
és M, A o bé B, respectivament. Retorna false en cas contrari. 

typeHom(íi,6, c, d, t ipus) 
a,b,c,d G K que defineixen una homografia 7 = G SL(2,R). 
t ipus, una de les páranles e l l i p t i c , hyperbolic o bé parabolic. 
Funció lógica. Respon true si l'homografia 7 és eliíptica, hiperbólica o 
parabólica, segons si la páranla tipus és e l l i p t i c , hyperbolic o bé 
parabolic, respectivament. Retorna/a/se en cas contrari. 

typeCüJ, purequaternion) 
ÜJ. 

Funció lógica. Respon true si u és un quaternió pur i retorna false en 
cas contrari. 

typeCcj, quaternion) 
U!. 

Funció lógica. Respon true si lo és un quaternió i retorna false en cas 
contrari. 

valpCn, p) 
n E Z,p primer. 
Dona la valoració p-ádica Vp{n) de n. 

vaXl(p) 
p primer. 
Dona la llista de vértexs accidentáis del domini fonamental de la corba 
X{l,p) = Xo{p), construít en el capítol 3. 

ve2Xl(p) 
p nombre primer. 
Dona la llista de vértexs eliíptics d'ordre 2 del domini fonamental de 
la corba X(l,p) = Xo(p), construít en el capítol 3. 

ve3XlCp) 
p nombre primer. 
Dona la llista de vértexs eliíptics d'ordre 3 del domini fonamental de 
la corba X{l,p) = Xo{p), construít en el capítol 3. 

vintXl(p) 
p nombre primer. 
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Dona la llista de vértexs que s'obtenen com a intersecció de cercles d'i
sometria del domini fonamental de la corba = XQ{P), construit 
en el capítol 3. 

volhX (I?,iV") 
D 6 N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N £ N, 
mcd{D,N) = 1. 
Dona el volum hiperbólic Vh{D,N) d'un polígon que sigui domini fo
namental de la corba de Shimura X{D, N). 

volhXl(p) 
p nombre primer. 
Dona el volum hiperbólic V/,(l,p) d'un polígon que sigui domini fona
mental de la corba X{l,p) = XQ{P). 

volHypPoKO 
/ = [zi,... ,z„], zi eC, lm{zi) > 0. 
Dona el volum hiperbólic del polígon determinat pels n punts de l, en 
funció de TT. 

volXCAiV) 
D £ N, producte d'un nombre parell de primers diferents; A'' £ N, 
mcd(í), Â ) = 1. 
Dona el volum hiperbólic normalitzat F(D, N) d'un polígon que siguí 
domini fonamental de la corba de Shimura X{D,N). 

volXl(p) 
p nombre primer. 
Dona el volum hiperbólic normalitzat d'un polígon hiperbólic 
que sigui domini fonamental de la corba X(l,p) = Xo{p). 

vpXlCp) 
p nombre primer. 
Dona la Uista de vértexs parabólics del domini fonamental de la corba 
X( l ,p ) = Xo{p), construit en el capítol 3. 

vtcXlCp) 
p nombre primer. 
Dona la llista total deis vértexs del domini fonamental de la corba 
X( l ,p ) = Xo(p), construit en el capítol 3, classificats segons el seu 
tipus. 

vtoXl(p) 
p nombre primer. 
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10.3 Sintaxi de les instruccions programades 

A títol indicatiu, mostrem la sintaxi d'algunes de les instruccions programa-
des. 

PoincarecanHdisc := proc(pp::integer, qqwinteger) 
local l,r,p, q; 

P -^PPl 
q := qq; 
if not isprime(p) or not isprime(9) orp = q then 

ERROR( e/j arguments han de ser dos nombres primers diferents') 
fi; 
i{q <p then l :-p;p :=q; g := / fi; 
ifp = 2 and mod 4 = 3 mod 4 then RETURN([9, -1 ]) fi; 
ifp mod 4 = 3 mod 4 and q mod 4 = 3 mod 4 then RETUKN([p*^, - i ] ) f,; 
if mimtheory[L]Íp, q)*l then RETUIIN( [p,q]) fi; 
r :=2 ; 
ifp = 2 then while not (numtheory[L]{r, 2 ) = -1 ) or 

not {{numtheory[L]{r, q) + q) mod 4 = 0 mod 4) do r := nextprime(r) 
od 

else while not {{numtheory[L]{r,p) + p) mod 4 = 0 mod 4) or 
not ((numtheory[L]{r, q) + q) mod 4 = 0 mod 4) do r := nextprime(r) 
od 

fi; 
lp*q, -r] 

end 

Poincare„sasisOr ~ piroc{l::list{qiiatermon)) 
local a, s, P, resultat; 

iftype{args[nargs], boolean) and args[nargs] then 
if not isOrder( /, true) then RETURN( ) fi 

fi; 
P := Mcoor(/); 
for jj frora 2 to 4 do 

s :=signum(P[l,i/]); 
if .y ^ O then for ii to 4 do P[ii,jj] ~ s*P[ii,jj] od fi 

od; 
for;; from 2 to4 do P[ 1,;;] := P[l,jj] - floor(P[l,;;]) od; 
¡f/>[l,4] = 0then 

i fP[ l ,3 ] = 0then 
ÍfP[l,2]9iOthen 

Dona la llista total deis vértexs del domini fonamental de la corba 
X{l,p) = XQ{P), construít en el capítol 3, ordenats segons ordre crei-
xent de la seva part real. 
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for/7to4doa :=P [« ,2] ;P [ í7,2] "P[ii,4};P[ii,4} :=aod 
fl 

else for ÍY to 4 do a := P[ii, 3 ] ; P[ü, 3] := P[ii, 4];P[ii, 4] := a od 
fí 

fí; 
if P[ 1,2] = 1 / 2 then for ii to 4 do P[ii, 2]:=P[ii, 2] - P [ / / , 4] od fí; 
ifP[ 1, 3] = 1 / 2 then for // to 4 doP{ii,3]~P[ii, 3] - P [ i i , 4] od fi; 
OrM(P) 

end 

Poincare¡sMcaOrder- := proc{h:Yis,t{quaternion)) 
local s, t; 

if typs(argslnargs], boolean) and args[nargs] then 5 . - trite elses :=false ñ 

í:=is0rder(/,5); 
if j then 

íf í = false then RETURN(/a/íe) fi; 
If DiscOr(/) = DiscH(£i, b) then ptintimaximal); RETURN(írae) fí; 
print( pero no és maximaV); 
RETURN(/a/5e) 

fi; 
/ and DiscOr(/) = DiscH(a, é) 

end 

PoincarepioiHypL '= iproc(iiu::{complex, ñame}, w::{ complex, ñame}) 
local lí, V, e q , o, rh, x l , x2, y2, aa, bb, 1; 

with{geomeíry); 
JEnvHorizontalName : = x ; 
_EmVerticalName ~y; 
ifuu^cQ then point( M, Sí( MM ) , 3( ) ) fí; 
if w 9i 00 then point(v, 5{( w) , 3 ( w ) ) fí; 
defHypL( MM, w, r/z); 
If = 00 or w = 00 or 5R(MM) = 9í( w ) then 

. . x i :=min(9í(wM), 9 i ( w ) ) - 1 ; 
x2 := min(9í(«w), 9í(w)) + 1; 
y2 := 1.2*max(3(ím), 3 ( w ) ) 

else 
center(o, r/z); 
aa := min(5R(ww), 9í(w), coordinates(o)[ 1 ] ) ; 
bb :=max(3í(ww), 3í(vv), coordinates(o)[l]); 
x i — aa- .2* (¿6 -aa) ; 
x2 := bb + .2*{hb - aa); 
>'2 :=radius(rA) 

fi; 
if iiu = co or w = 00 or 9í(i«/) = 5Í( w ) then 

l-[rh]; 
líim * 00 then / := [op(/), ÍÍ] fi; 
if w 00 then / := [op(/), v] fí; 
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draw(/, axes= NORMAL, scaling = CONSTRAINED, 
axesfont = [TIMES,ROMÁN, S],font= [SYMBOL, 10], 
symbol = CIRCLE, color = black, view = [xl.. x2, O ..y2], 
printtext = False ) 

else d r a w ( [ M , v , o, rh], axes = NORMAL, scaling = CONSTRAINED, 
axesfont= [TIMES,ROMÁN, S],font= [SYMBOL, 10], 
symbol = CIRCLE, color = black, view = [xl.. x2,Q .. y2 ], 
printtext = False ) 

fi 
e n d 

PoincarecyciesXiproc(p::míeger) 
local 5 , «c, cicles, rO, c, r, a, gs, ii,jj, ciclesidx; 

nc :=elXI(/;) + e3Xl( /7); 
c/c/eí := [seq(0, Í7 =1 .. «c ) ] ; 
rO : = - ( ; , - l ) / 2 ; 
c:=[rO]; 
for n to nc do 

r := rO; 
s:=l; 
while r ?¿ rO or s = 1 do 

5 := O' 
i f r # ( p - í ) / 2 + l then 

a ~ ( - 1 / r ) mod/j; ¡f (/?- l ) I2<athma:~a-pñ 
e l s e a : = - ( p - l ) / 2 - l 
fi; 
if (3 + I ?i rO then c := [op(c), a + 1 ] fi; 
r := a + 1 

od; 
c/c/es[/z] := c; 
gs := map(op, cicles); 

' rO:=rO+l; 
while ( member(rO, ) or rO = O or rO = 1) and r(3 < (/> - 1) / 2 do 

rO := rO + 1 
od; 
c:=[rO] 

od; 
ciclesidx := [seq(0, //= 1 .. « c ) ] ; 
for » to «c do 

ciclesidx[ii] := [seq(0,7}'= 1 .. nops(cicles[ii]))]; 
forjy to nops(cic/ej[n]) do ciclesi<ic[ii]¡Jj] := idx(cicles[ii]yj],p) od 

od; 
ciclesidx 

end 

Poincare„fOr3 ~ proc(/::I¡st(gí¿afór/iion)) 
local par, R; 
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ifiype{args[nargs], boolean) and args[nargs] then 
if not ¡sOrder( /, true) then RETURN( ) fi 

fi; 
par := ParOr(nBas¡sOr(/)); 
iípar = 0 then R :=array([[0, O, 0], [ 1, 0. 0], [O, I, 0], [O, O, 1]]) 
else;? :=array([[ 1, 0. 0], [0,1. 0], [O, O, 1 ] , [-2, O, 0]]) 
fi; 
eva\m{(iIinalg[transpose]iR)) &* (nfDr4(/))) &* R) 

end 

Poincarebpr := ^roc{l::Y\st{qiiaternion)) 
local //, w; 

if Vfpeiargslnargs}, boolean) and args[nargs] then 
if not isOrder(/, true) then RETURN( ) fí 

fi; 
//:=nBasisOr(/); 
w := evalm((McbOr(l, II)) &* (lina¡g[transpose]{{[x,y,z,t]]))); 
¡fParOr(//) = 0then bfH(w[2, 1 ]*//[2] + vv[3, 1 ]*//[3] + w[4, l]*//[4]) 
eIsebfH(w[l, l]*/ /[l] + w[2, 1 ]*//[2] + w[3, 1 ]*//[3] -2*w[ 1, 1 ]*//[4]) 
fi 

end 

Poincare^ := proc(/::l¡st(guatór«/o«), av.quaternion) 
if iy^e{args[nargs], boolean) and args[nargs\ then 

if not isOrder( /, true) then RETUJRN( ) fí 
fi; 
if not (/[ 1 ] = 1 and qtrace( /[2 ]) = O and qtrace( Z[ 3 ]) = O and 
( qtrace(/[4 ] ) = O or qtrace(/[4 ]) = 1) ) then 

ERROR( 
e/primer argument ha de ser una base normalitzada d'un ordre") 

fi; 
linalg[submatrix]( 

McbOr([l. qconj(/[2]. <j), qconjX/[3], cr), qconj(/[4], cj)], / ) , 2 .. 4, 
. 2.. 4) 

end 

PoincarermMSep := proc(/::list(gí/afómibn), dv.integer, m::integer,xyz'.:\\sl{integer)) 
local A, rep, dd, q; 

if type(args[nargs], boolean) and args[nargs] then 
if not isOrder(/, tnie) then RETURN"( ) fi 

fi; 
if cf = o then ERROR( e/ segon argument ha de ser diferent de zero') fi; 
if OT < O then ERROR( "el tercer argument ha de serpositiu") fi; 
if not (/[ 1 ] = 1 and qtrace( /[ 2 ]) = O and qtrace( /[ 3 ]) = O and 
(qtrace( /[4 ]) = O or qtrace( /[ 4 ]) = 1)) then 

ERROR( 
"el primer argument ha de ser ima base normalitzada d'un ordre") 
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fi; 
A :=nfDr3(nBasisZ20r(/)); 
rep := array([[xy2[l],xyz[2],xyz[3]]]y, 
¡f evalm((reiJ &* ^) &* {linalg[trampose]{rep)))[ 1,1]^ 
- fiindDiscF(cf)*m'^2 then 

ERROR( l'últim argument no és una representado c?e...') 
fi; 
d d ~ sqír(£/); 
i{ddmQá4=l then 9 :=-xyz[3]*qtrace(/[4])*/[!]/m 

+ 2*ixyz[l]*l[2]+xyz[2]*l[3]+xyz[3 *l[4])¡m 
elseg ~( 

- xyz[ 3 ] *qtrace( /[ 4 ] )*/[ l] / 2+xyz[l]*l[2]+xyz[2]*l[3] 
+ xyz[3]*l[4])/m 

fi; 
embH(?) 

end 

Poincare¡sPrimbfA •= proc{p::integer, N::integer, wwquaternion) 
l ó c a l a , ü, ww; 

if not isprime(/7) orp = 3 mod 4 then ERROR( 
e/ primer argument ha de ser un nombre primer congiient amb 3 mddul \ 

fi; • 
if - 1 ) / 2 mod iV= O then ERROR( e/ nivell N ha de dividir (p-l)/21 fí; 
if sqfr(iV) A'' then ERROR( e/ nivell Nno és Iliure de quadrats^ fi; 
A := Mcoor( [ 1, 2*Í, 2*N*j, Í +i + A:]); 
A ~evalm((^^(-l))&* (Mcoor([w]))); 
for ii to 4 do 

if not type(^[íí, 1 ] , integer) then 
ERROR( e/ quaternió nopertany a Z+20_A(2p,N)') 

fi 
od; 
ww := qcoeffs(w); 
is( gcd( ( ww[ 4 ] -ww[ 2 ] ) / 2 , ( ww[ 4 ] -ww[ 31)/2*iV, ww[ 4 ] ) = 1 ) 

end 

PoincareisDNrepOrF := proc{DD::integer, Nv.integer, dv.integer, mv.integer) 
local df, M, res, aa, bb, xx, yy, s, dn, txx, tyy; 

df:= fiindDiscF(¿/); 
res := DD*N; 
i{4*res < - df*m^2 then RETUKNC/a/íe) fi; 
if - df*m''2 = 4*res then RETURN( true ) fi; 
M:=redbnfOrF(cf,m); 
if df^m'^l mod 4 = 0 then 

txx := evaif(sqrt(re5 - 1 ) ) ; 
for XX from O to txx do 

tyy := evalf(2*sqrt(- res I df) I m); 
íoryy from QXotyyáo 
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ifiW[l. n*^2- ( - (M[ l ,2 ]+M[2, l])*xx*yy + Al[2,2]*yy^2 
= res then RETURN{ín/e) 
fi 

od 
od; 
RETUmifalse) 

else 
tyy := evalf(2*sqrt(/-e5 / ( - df*m''2))); 
íoryytotyyáo 

s := evalf(sqrt(res + df*m^2*yy2 /4)); 
forxc from floor(-í —yy/ 2) to s-yy 12 do 

if AÍ[l,l]*xx^2 + ( M l , 2 ] + AÍ[2, \])*xx*yy + M[2,2]*yy^2 
= re,s then RETURN(frwe) 
fí 

od 
od; 
RETURN(/a/íe) 

fi 
end 

PoincarecHP '•— proc(/::toí, dv.integer, miünteger, rv.integer) 
local DA iV, pun/í, rerp,«/, //,' M, P; 

ifO^d then RETtJRN( V/ íeg ô« parámetre ha de ser negatiu ') fi; 
DD:=DiscH(a,b); 
iV:=NivOr(/); 
if not isCMOrF(DA N,d,m) then 

RETUKN( 
7<3 cor¿o no té punts de multiplicació complexa per aquest ordre') 

fi; 
punts :=[ ]; 
rep := FindRepOr(l,d,m,r); 
«/:=nops(rep); 
if«/ = Othen RETUKN( 

Wb he trobat punts CM; prova un parámetre de profiínditat superior^) 
fí; 
for ii to ni do 

M:- ImHRep(/, d, m, rep[ii]); 
P:=op(fíxPHoniM(M)); 
punts := [op(punts), P] 

od; 
punts 

end 

Poincarecme proe{DD::integer, N::integer, rv.integer) 
local r e í , c/, df, m, tm, dn4; 

dn-DD*N; 
dn4 •.= -4*dn; 
res := 0; 
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for d from - 1 by - 1 to dn4 do 
ifsqñ(d) = d then 

#:=fimdDiscF(rf); 
tm := evalf(2*sqrt(- dn¡ df)); 
for m to tm do 

if ¡sCMEMOrF(DA ^, fií, m, r ) then 
r e í := res + hqqOr(DA N,d,m) 

fi 
od 

fi 
od; 

end 
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O = 0 ( 1 5 , iV) calculats en la taula 1.7, on AT < 60 , en 
l'algebra de quaternions H B ( 3 , 5 ) 239 

8 Uniformització hiperbólica de corbes de Shimurat cas rami
ficat 

8.1 Cicles eliíptics de la corba de Shimura X(6,1) i presentació 
del grup r(6,1) / ± Id, segons 8.3.1 286 

8.2 Cicles eliíptics de la corba de Shimura X{6,1) i presentació 
del grup r ( 6 , i ) / ± Id, segons 8.3.3 287 

8.3 Cicles eliíptics de la corba de Shimura X(10,1) i presentació 
del grup r (10 , l ) / ± I d 288 

8.4 Cicles el-h'ptics de la corba de Shimura X(10,1) i presentació 
del grup r ( 1 0 , l ) / ± I d 289 

9 Punts de multiplicació complexa en corbes de Shimura 

9.1 Ordres quadrátics A(á,m) tais que X(1,N) té punts de mul-
tipHcació complexa especiáis per A{d,m), on N <25 , 309 

9.2 Ordres quadrátics A(d, m) tais que X ( 6 , N) té punts de mul
tiplicació complexa especiáis per A(d,m), on A/" < 25 311 

9.3 Ordres quadrátics A{d, m) tais que X ( 1 0 , N) té punts de mul-
tipHcació complexa especiáis per A(d,m), on N < 25 312 

9.4 Ordres quadrátics A(d,m) tais que X{15, N) té punts de mul
tiplicació complexa especiáis per A((í,m), on iV < 22 313 

9.5 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicació complexa 
especiáis de X ( l , 2 ) . 3 1 4 
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9.6 Els ordres quadrátics i els punts de multipíicació complexa 
especiáis de X( l ,3 ) 315 

9.7 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicado complexa 
espedals de X ( l , 11) 317 

9.8 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X{1,13) 319 

9.9 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X(l ,23) 321 

9.10 L'únic ordre quadrátic i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X(6,1) en el domini fonamental fixat a 8.3.1. . . . 322 

9.11 L'únic ordre quadrátic i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X(6,1) en el domini fonamental fixat a 8.3.3. . . . 323 

9.12 L'únic ordre quadrátic i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X(10,1) 324 

9.13 Els ordres quadrátics i els punts de multiplicado complexa 
especiáis de X(15,1) 325 
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3 Uniformització hiperbólica de corbes de Shimura: cas no ra
mificat 

3.1 Córeles d'isometria associats a una homografia hiperbólica 7 € 
SL(2,R) 70 

3.2 Cercles d'isometria associats a una homografia eHíptica 7 G 
SL(2,E) d'ordre/b> 2 . 71 

3.3 Cercles d'isometria associats a una homografia parabólica 7 G 
SL(2,R) 72 

3.4 Cercles d'isometria de r(l, 3)' 78 

3.5 Dominis fonamentals de X ( l , 1), X ( l ,2 ) i X ( l , 3 ) . . . . . . . . 91 

3.6 Domini fonamental de X ( l , 11) 92 

3.7 Domini fonamental de X{1,13) 93 

3.8 Domini fonamental de X ( l , 23) 94 

3.9 Domini fonamental de X(l ,41) 95 

8 Uniformització hiperbólica de corbes de Shimura: cas rami
ficat 

8.1 Domini fonamental de X ( 6 , 1 ) 5 segons 8.3.1. . . . . . . . . . . 286 

8.2 Domini fonamental de X ( 6 , l ) , segons 8.3.3. . . . . . . . . . . 287 

8.3 Domini fonamental de X(10,1). 288 

8.4 Domini fonamental de X(15,1). 289 
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9 Punts de multiplicació complexa en corbes de Shimura 

9.1 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en dominis fonamentals de X ( l , 1) i X ( l ,2 ) 314 

9.2 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en un domini fonamental de ^(1,3) 315 

9.3 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en un domini fonamental d e X ( l , l l ) 316 

9.4 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en un domini fonamental de ^'^(l, 13) 318 

9.5 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en un domini fonamental de X ( l 5 23) 320 

9.6 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en el domini fonamental de X{6,1) fixat a 8.3.1 322 

9.7 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en el domini fonamental de X{6,1) fixat a 8.3.3 323 

9.8 Representació deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en un domini fonamental de X{1Q, 1) 324 

9.9 Representado deis punts de multiplicació complexa especiáis 
en un domini fonamental de -X'(15,1) 325 
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