—— !

imssimeisil  UNIVERSITAT DE BARCELONA

Aritmetica d'ordres quaternionics i uniformitzacio
hiperbolica de corbes de Shimura

Montserrat Alsina i Aubach

ADVERTIMENT. La consulta d’aquesta tesi queda condicionada a I'acceptacié de les seglients condicions d'Us: La difusié
d’aquesta tesi per mitja del servei TDX (www.tesisenxarxa.net) ha estat autoritzada pels titulars dels drets de propietat
intel-lectual Gnicament per a usos privats emmarcats en activitats d'investigacié i docéncia. No s'autoritza la seva
reproduccio amb finalitats de lucre ni la seva difusio i posada a disposicié des d’'un lloc alie al servei TDX. No s’autoritza la
presentacio del seu contingut en una finestra o marc alie a TDX (framing). Aquesta reserva de drets afecta tant al resum
de presentacié de la tesi com als seus continguts. En la utilitzacié o cita de parts de la tesi és obligat indicar el nom de la
persona autora.

ADVERTENCIA. La consulta de esta tesis queda condicionada a la aceptacion de las siguientes condiciones de uso: La
difusién de esta tesis por medio del servicio TDR (www.tesisenred.net) ha sido autorizada por los titulares de los derechos
de propiedad intelectual inicamente para usos privados enmarcados en actividades de investigacién y docencia. No se
autoriza su reproduccion con finalidades de lucro ni su difusion y puesta a disposicion desde un sitio ajeno al servicio
TDR. No se autoriza la presentacion de su contenido en una ventana o marco ajeno a TDR (framing). Esta reserva de
derechos afecta tanto al resumen de presentacion de la tesis como a sus contenidos. En la utilizacién o cita de partes de
la tesis es obligado indicar el nombre de la persona autora.

WARNING. On having consulted this thesis you're accepting the following use conditions: Spreading this thesis by the
TDX (www.tesisenxarxa.net) service has been authorized by the titular of the intellectual property rights only for private
uses placed in investigation and teaching activities. Reproduction with lucrative aims is not authorized neither its spreading
and availability from a site foreign to the TDX service. Introducing its content in a window or frame foreign to the TDX
service is not authorized (framing). This rights affect to the presentation summary of the thesis as well as to its contents. In
the using or citation of parts of the thesis it's obliged to indicate the name of the author.




E 1

UNIVERSITAT DE BARCELONA

NUMERO:

UNIVERSITAT DE BARCELONA
Div. do Cléncles Exp. | Mat,

Afers Generalg

1 GEX. 2000

.................................

Facultat de Matematiques
Departament d’Algebra 1 Geometria

ARITMETICA D’'ORDRES QUATERNIONICS

I UNIFORMITZACIO HIPERBOLICA
DE CORBES DE SHIMURA

Montserrat Alsina i Aubach




Capitol 9

Punts de multiplicacié
complexa en corbes de Shimura

Signin D i N nombres naturals coprimers, D lliure de quadrats, amb un
‘nombre parell de factors primers, i sigui X(D,N) la corba de Shimura
corresponent. Fixem una algebra de quaternions H de discriminant D i
O(D,N) C H, un ordre d’Eichler de nivell N.

Si ¢ és una immersié d’un cos quadratic F' en 'algebra de quaternions H,
escrivim ¢ = ® o ¢, on ® és la immersié de H en M(2,R) fixada a 1.1.25.

9.1 Nombre de punts de multiplicacié com-
plexa

En primer lloc, precisem un parell de resultats per tal de donar la definicié
de punts de multiplicacié complexa.

9.1.1 Lema. Siguin v,y € GL(2,R). Aleshores, v ¢ 4' tenen els mateizos
punts fizos si, i només si, ezisteizen A\, p € R, X # 0, tals que v/ = Ay + u1d.

DEMOSTRACIO: En efecte, posem

_f{a b y [ ad ¥
")'m Cd "7— C&' df

i considerem les equacions quadratiques de coeficients reals ¢Z2 + (d—a)Z —
b=01dZ%+ (d — a')Z — b = 0, que donen els punts fixos corresponents.

291



292 Cap. 9. Punts de multiplicacié compleza en corbes de Shimura

Els punts fixos coincideixen si, i només si, una equacié és multiple de U'altra.
Si = Ay + p1d, és clar que se satisfa aquesta condicié. A la inversa, si
tenim una equacié multiple de ’altra, per a obtenir la relacié ' = Ay 4+ pId
és suficient posar A == c'/cip:=da —Aa. O

Utilitzant que les immersions conserven la norma i la traga, obtenim el corol-
lari seglient.

9.1.2 Corollari. Sigut F' un cos quadratic tal que I(H, F) # 0. Sigui ¢ €
Z{H,F). Aleshores, totes les homografies v € ®(@(F*)) tenen els mateizos
punts firos. Si F és imaginari, aleshores tenen un dnic punt fix en H. O

Donada una algebra de quaternions H, denotem per J(H) el conjunt de
cossos quadratics imaginaris F' tals que Z(H, F') # 0. Pel corollari anterior,
podem definir una aplicacié del conjunt d’immersions dels cossos de J(H)
en H al semipla de Poincaré:

Uregany Z(H,F) — H
@ = z(p),

on z(¢) és inic punt fix a H de p(a) per a qualsevol a € F*, a ¢ Q.

9.1.3 Definicié. Sigui X(D, N) un corba de Shimura fixada i fixem un or-
dre d’Eichler O(D, N) de nivell N en una algebra de quaternions H de dis-
criminant D. Sigui F € J(H) i A un ordre de F. Diem que un punt
z € (D, N)\H és un punt de multiplicacié complexa (CM) per A si existeix
una immersié optimal ¢ € Z*(O (D N),A) tal que z = 2(i). En aquest cas,
diem que jpn(z) € X(D,N)(C) és un punt de X(D,N) de multzphca,cxo
- complexa per Pordre A(d, m).

Denotem per CM(D, N, d, m) el conjunt de punts de I'(D, N )\?{ de multi-
- plicacié complexa per 'ordre A(d, m). O

9.1.4 Remarca. Sigui z € H el punt fix d’una homografia v = &(w) €
GL(2,R), per a cert w € H — Q. Aleshores, per 8.1.6, w determina el cos
quadratic F, = Q(+/d), on d = tr(y)? — 4det(y), i tenim una immersié
@ € Z(H, F,) determinada per tp(ﬂ) = w. La immersié ¢ satisfa 2(p) = z.
Notem que F,, és necessariament imaginari, ja que Im(z) > 0 implica que

tr(y?) — 4 det(y) < 0, la qual cosa justifica el nom c}e multiplicacié complexa.
&

9.1.5 Proposicié, Sigui X(D,N) una corba de Shimura i A(d,m) Pordre
quadrdtic de conductor m en el cos quadritic F = Q(v/d). Sigui O(D,N )
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un ordre quaternionic que defineiz X(D,N). Aleshores, CM{(D,N,d,m) # 0
si, 1 només si, se satisfan les condicions equivalents segients:

(i) Z*(O(D, N), Ad,m)) # 0.
(1) R (nz4203, —Da; Z) # 0.
(iii) H*(Z +20,A) # 0.

Si N és lliure de qwdmts, les condicions anteriors sén equivalents al fet que
D D
se satisfaci: med(D,m) = 1, ( pF> #1siplDi (—EE) # —1 st p|N 1

pim.

DEMOSTRACIO: Llexisténcia d’un punt de X(D, N) CM per A(d, m) corres- .
pon directament a (i), per la definicié. L’equivaléncia entre les condicions (i)

(11) correspon al resultat 7.3.3. De manera analoga, les condlcmns (1) 1 (iil)
sén equivalents per 7.4.2.

Finalment, en el cas que N sigui lliure de quadrats, cal tenir en compte
que (i) és equivalent al fet que el nombre de classes v(D, N,d,m;0) # 0,
amb O = O(D, N). Aleshores, apliquem els resultats per a aquest nombre
de classes donats a 7.2.14 i la condicié perqué hi hagi immersions d’un cos
quadratic en una algebra de quaternions, 7.1.4. O

El resultat anterior ens assegura que, donada una corba de Shimura X (D, N),
hi ha infinits ordres quadratics A(d,m) tals que CM(D,N,d,m) # #. A
continuacié, d’una banda mostrem propietats sobre els punts CM en general;

d’altra banda, presentem un criteri per tal de reduir-nos a un nambre finit
d’ordres quadratics.

9.1.6 Lema. Un punt jp n(z) de X(D,N) és un p1znt elliptic si, 1 només si,
z € T(D, N)\\H és de multiplicacié compleza per Uanell d’enters de Q(+/d),
ambd=—1 0 bé d = —3.

- DEMOSTRACIG: Els tnics cossos quadratics imaginaris que tenen unitats no
1ac1onals sén precisament Q(v/—1) i Q(\/_— ). Sigui u una d’aquestes unitats.
Es clar que donada qualsevol immersié ¢, tenim que ¢(u) € T(D, N ); per
tant, el seu punt fix a H és un punt elliptic. O

En el corollari segiient explicitem les condicions sobre els punts CM elliptics
per als casos no ramificat i poc ramificat de tipus A i tipus B.
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9.1.7 Corollari. Sigui X(D, N) una corba de Shimura corresponent a una
dalgebra de quaternions no ramificada o bé poc ramificada de tipus A o de
tipus B.

-1
(i) X(1,N) té punts CM elliptics si, i només si, tenim que (7\7) # —1

0 bé (%3-) 41,
-1

(1) X(2p, N) té punts CM elliptics si, i només si, tenim que <——> # —1

(2 m1e(F) o

(iii) X(pg, N) té punts CM elliptics si, i només si, tenim que (—p—») #1,

@R

Aixi, tots els punts elliptics sén CM, pero el reciproc, evidentment, no és cert.
Notem que les homografies v € T'(D, N) elliptiques satisfan que det(y) =1
itr(y) € {0,1}. El lema segiient mostra que, per als punts CM, si que és
possible imposar una condicié en general.

9.1.8 Lema. Sigui z € CM(D, N,d, m), un punt CM per a un ordre quadratic
A(d,m) C Q(v/d). Aleshores, ezisteiz v € ®(O(D, N)) C GL(Z R) tal que

tr(y) =0 iy(z) = 2.

DEMOSTRACIO: Sigui F = Q(V/d). Sigui ¢ € Z(O(D,N),A(d,m)) tal
que z = z(t,o), és a dir, z és el punt fix comi de ¢(F*). Considerem v =
B(p(m/d)); és clar que v € $(A(d,m)) C B(O(D, N)) i satisfa tr(y) = 0. O

Ara bé, no és possible un resultat analeg per al valor del determinant. No és
cert que tots els punts CM siguin punts fixos d’una homografia amb un valor
del determinant fixat a ’avancada. Una tal restriccid sobre el valor del de-
terminant ens porta a considerar restriccions sobre els ordres quadratics pels
quals tenim multiplicacié complexa. Inspirant-nos en les rectes hiperboliques
principals destacades en el capitol anterior, donem la definicié segiient. .

9.1.9 Definicié. Sigui 2 € CM(D,N,d,m), un punt CM per un ordre
A(d,m), corresponent a una immersié ¢ € Z(O(D,N),A(d,m)). Diem
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que z és un punt de multiplicacié complexa especial (CME) si és el punt
fix d’una homografia v € ¢(A(d,m)) C GL(2,R) de determinant igual a
D@(D’N) = DN.

Denotem per CME(D, N,d, m) C CM(D, N, d,m) el subconjunt de punts de
multiplicacié complexa especials per 'ordre A(d,m). O

Notem que en el cas D = N = 1, és a dir, per a I'(1,1) = SL(2,Z), els
punts de multiplicacié complexa especials sén punts fixos d’homografies v €
SL(2,Z). Per tant, obtenim exactament els punts elliptics. En la seccié
9.3 donem punts dé multiplicacié complexa especials CME(D, N, d, m) per a
algunes corbes X (D, N).

A partir de la definicid, obtenim directament el lema segiient.

9.1.10 Lema. Sigui z € CM(D, N, d,m) un punt de X{D,N) de multipli-
cacid compleza per a un ordre A(d,m). Aleshores, sén equivalents:

(i) = € CME(D, N, d,m).
- (it) Euisteiz o € A(d, m) tal que n{a) = Doppyy. O
Resumim en la proposicié segiient la caracteritzacié dels punts de multipli-

cacié complexa especials, a partir del lema anterior i de la proposicié 9.1.5.

9.1.11 Proposicié. Sigui X(D,N) una corba de Shimura i posem O =
O(D, N), Vordre quaternionic associat. Sigui A = A(d, m) un ordre quadrdtic.
Sén equivalents:

(i) CME(D, N, d,m) # §.
(ii) R(nzs203 —DasB) # B i R(naz, Do; Z) # 0.

 La condicié imposada als punts CME déna restriccions sobre els ordres
quadratics, com mostrem a la proposicié seglient.

9.1.12 Proposicié. Donada una corba de Shimura X (D,N), amb N lliure
de quadrats, hi ha un nombre finit d’ordres quadrdtics A = A(d,m) tals que
CME(D,N,d,m)#0. O

DEMOSTRACIO: Utilitzem la caracteritzacié dels pimts CME donada com a

condicié (iii) en el lema anterior. Sigui O l'ordre quaternidnic associat a la
corba X{D, N). ‘
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La condicié d’existéncia de representacions de Dy per la forma ndrmica de
A és independent de la base de A utilitzada per a fixar la forma n,z. Per
tal de simplificar 'argument, utilitzem la forma normica reduida, donada a
4.5.4,
D .
X2 Ly? si Dy =0 mod4,

na2(X,Y) = 4 - _
X4 XY + L—-Z—l?i}’z siDy=1 mod4

Els ordres quadratics A sén imaginaris; per tant, Dy < 0. Aixi, la forma
normica de 'ordre és definida positiva, independentment del valor de Dy
mod 4. Notem que les solucions (z,y) de np2(X,Y) = Dg han de satisfer
¥ # 0, ja que D és lliure de quadrats, per la hipotesi sobre IV i les condicions
sobre D i N imposades en iniciar el capitol per a considerar la corba de
Shimura. Si y # 0, és clar que Dy només pot prendre un nombre finit de
valors. En particular, si Dy = 0 mod 4, és necessari que —Dy < 4Dp; st
Dy =1 mod 4, és necessari que —~ Dy < 4Dp—1. Notem, perd, que aquestes
condicions no sén suficients perque existeixin solucions. O

9.1.13 Corollari. Sigui X{D,N) una corba de Shimura, amb N {liure de
quadrats. Aleshores, com a molt hi ha 2DN ordres quadrdtics que donen
punts de X(D, N) de multiplicacié compleza especials,. O

Per construccid, obtenir els punts de CM(D, N,d,m) equival a obtenir les
immersions de A(d, m) en l'ordre quaternionic O(D, N). Ara bé, cal tenir en
compte que els punts complexos de la corba X (D, N) provenen de I'(D, N)-
classes de punts de H. ‘

Fixem una corba de Shimura X({D,N). Posem O{D, N} Pordre d’Eichler
i (D, N) el grup d’homografies quaternioniques corresponents. Fixem un
ordre quadratic imaginari A(d,m), de manera que CM(D, N, d,m) # §. Do-
nada una immersié ¢ € I"(O(D, N), A(d, m)), considerem z{¢) € H el punt
fix de 'homografia ®(p(a)), per 2 @ € Q(Vd), @ ¢ Q. A continuacié,
provem la relaci6 entre la O(D, N)}-equivaléncia d’immersions i la I'(D, N)- -
equivalencia dels punts fixos corresponents i donem la relacié explicita entre
els nombres de classes.

9.1.14 Remarca. Donada una immersié ¢ € I(H, F), posem —p la com-
posicié de ¢ amb la conjugacié de F; és a dir, (=p)(Vd) = —p(x/d), on
F = Q(vd). Notem que —¢ és també una immersié de F en H, ja que

satisfa tr((—¢)(Vd) = —r(vd) = 0 i n((~¢)(VA)) = (~1)?n(vd); & a
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dir, —p € Z(H, F). A més, si F és un cos imaginari, ¢ i —¢ tenen els ma-
teixos punts fixos. Analogament, si ¢ € Z(O,A), tenim que —p € Z(O,A).
Les igualtats —p(A) = @(A) i —p(F) = ¢(F) ens asseguren que ambdues
immersions sén simultaniament o bé optimals o bé no optimals. O

9.1.15 Proposicié. Siguin o,¢' € TN(O(D,N),A(d,m)). Aleshores, z =
2(p) i 2" = 2(p") son I'(D, N)-equivalents si, i només si, ' és O(D, N)} -
equivelent o b€ a ¢ 0 bé a —p. "

DEMOSTRACIO: Suposem que ¢’ és O(D, N)}-equivalent a +¢. Com que
z(p) = z(—¢), ens podem reduir al cas que ¢’ és O(D, N)} -equivalent a
@. Per tant, existeix o € O(D, N), de norma n(o) = 1, tal que ¢'(a) =
...,1 2’ - et 2 -

o~lp(a)o, per a tot a € Q(Vd). Com que & és una immersi6, si posem
P = ®(0), v := ®(p(a)) i ¥ := ®(¢'(a)), la relacié anterior és equivalent a
v = P~'yP, amb P € I'(D, N). Ara és clar que si v fixa 2, aleshores v’ fixa
P~1z. Aixi, 2’ = P~'z i, per tant, z i 2’ sén ['(D, N)-equivalents.

Reciprocament, suposem que 2(y¢) = Pz(¢’), per a certa homografia P €
T(D,N). Sigui ¢ € O tal que ®(c) = P. Sigui 0 # o € Q(4d), de
tr(a) = 0. Considerem les homografies v := ®(p(a)) 1 v 1= &(¢'(a)), que
fixen z i z’, respectivament. Aleshores,

7" 1= B(p"() = B() T B(p())B(0) = P14 P

és una homografia que també fixa 2’. Ara bé, dues homografies v i 4"
tenen el mateix punt fix si, i només si, existeixen A, p € R, A # 0 tals que
v = Ay" + p1d, pel lema 9.1.1. D’una banda, com que ®, ¢ i ¢’ conserven la
traga, tenim que tr(y’) = tr{a) = tr(y”). D’altra banda, utilitzant la relacié
entre ¥' 1 " tenim que tr(y’) = Atr(y") + 2p. Com que tr(a) = 0, deduim
que g = 0. Si considerem la norma, tenim que det(y') = n(a) = det(v"),
det(y') = A?*det(y”) i n(a) # 0, i deduim que A? = 1. Per tant, v/ = +v",
com voliem demostrar. O

9.1.16 Lema. Siguin H una dlgebra de quaternions indefinida i F un cos
quadratic imaginari. Sigui ¢ € I(H, F) i considerem —yp. Aleshores, ¢ i —¢
no son O} -equivalents, per a cap ordre quaternionic O C H.

DEMOSTRACIO: Fixem a € Fy, a # 0, i posem 7 := ®(¢(a)). Tenim que
det(y) = n(a) > 0, per ser F imaginari. Per tant, apliquem 2.2.11 i se satisfa
P=lyP # —v, per a tot P € GL(2,R). Aixi, no existeix o € O(D, N)}. que
relacioni ¢ 1 —¢. O : '
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A partir dels resultats anteriors i dels resultats del capitol 7, obtenim el
teorema segiient sobre el nombre de punts de X(D, N) de multiplicacié com-
plexa per un ordre quadratic fixat. Recordem que v(D, N,d,m;O(D,N)*)
denota el nombre de classes de O(D, N)*-equivaléncia d’immersions optimals
de Pordre quadratic A(d, m) en 'ordre quaternionic O(D, N), per al qual es
tenen formules explicites en 7.2.13.

9.1.17 Teorema. Sigu: X(D,N) una corba de Shimura. Fizem un ordre
O(D, N) quaternionic associat a la corba i un ordre A(d, m) quadrdatic. Ales-
hores:

(1) El nombre de punts de X(D, N) de multiplicacid cbmplewa per lordre
A(d,m) és finit. Denotem-lo per ca(D, N,d, m).

(i) em(D, N,d,m) = h(D, N,d,m).

DEMOSTRACIO: Els punts de X (D, N) de multiplicacié complexa per A(d, m)
es defineixen a partir de les immersions del conjunt Z*(O(D, N), A(d, m)).

En la proposicié 9.1.15 anterior hem provat que immersions O(D, N)} -equi-
valents donen el mateix punt CM. Com que el nombre de classes

v(D,N,d,m; O(D,N)})

és finit, aix0 ens assegura que el nombre de punts de CM(D, N, d, m) també
és finit i és menor o igual que aquest.

Per 7.4.9, tenim que h(D, N,d,m) = v(D, N,d,m; O(D, N)*). Per tant, és
suficient provar la igualtat cm(D, N,d,m) = v(D, N, d, m; O(D, N)*).

En la mateixa proposicié 9.1.15 anterior hem provat que, llevat O(D, N);-
equivalencia, 1’inica possibilitat perqué dues immersions donin el mateix
punt és que una s’obtingui a partir de l’altra, conjugant en el cos quadratic.
Ara bé, el lema 9.1.16 anterior ens assegura que en aquest cas no sén mai
equivalents. Remarquem que, per 9.1.14, si ¢ € Z(O, ), aleshores —¢ €
Z(O,A). Aixd fa que el nombre de punts CM sigui exactament la meitat que

v(D, N,d,m; O(D, N).).

Finalment, la relacié v(D,N,d,m;O(D,N);) = 2v(D, N,d,m; O(D N,
donada a 7.2.19, completa la demostracm O

Si apliquem el resultat sobre el nombre de punts CM en el cas particular dels

punts elliptics, reobtenim les férmules per al nombre de punts elliptics de la
corba X(D, N), cf. 2.4.
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9.1.18 Corollari. En una corba de Shimura X(D,N) amb N lliure de qua-
drats, hi ha un nombre finit de punts de multiplicacid compleza especials.
Denotem per cme(D, N) aquest nombre.

DEMOSTRACIO: Pels resultats anteriors sabem que el nombre de punts de
multiplicacié complexa de X(D, N) per a un ordre quadratic fixat A és finit, i
hem donat la manera de calcular-lo. Ara bé, com que N és lliure de quadrats,
per 9.1.12, tenim que hi ha un nombre finit d’ordres quadratics A, de manera
que X(D, N) té punts de multiplicacié complexa per A especials. O

En la seccid 9.3 mostrem taules amb el nombre de punts de multiplicacié com-

plexa per a ordres d’algebres de quaternions no ramificades i poc ramificades
de tipus A i de tipus B.

9.2 Calcul de punts de multiplicacié complexa

A partir dels resultats del capitol 7 que relacionen les immersions i certes
formes quadratiques, la recerca dels punts CM es pot formular en termes
de calculs en formes quadratiques. D’una banda, utilitzem la bijeccié entre
les immersions i les representacions de formes normiques ternaries d’ordres
quaternidonics. D’altra banda, tenim també una bijeccié entre les immersions
i certes formes quadratiques binaries associades als ordres.

9.2.1 Teorema. Sigui X(D,N) una corba de Shimura 1 sigui A(d,m) un
ordre quadratic. Considerem un ordre quaternionic O(D, N) que defineizi
el grup d’homografies T'(D,N) que uniformitza la corba i fizem una base
normalitzada B d’aquest ordre. Aleshores, el conjunt de punts de X (D, N)
de multiplicacid compleza per Uordre quadrdtic A es correspon amb

CM(D, N, d,m) = (D, N\{z € H : 7(2) = 2,7 € (D, N, m, d)},

on I'(D, N,m,d) és el conjunt d’homografies segiient:

—kz 2z 2y 2z * .
{q) (('—;n—,-;{, ';'n—,'*n-;)B) : (.’I),’y,Z) eER (nZ+20,3,_DA1Z)} s

on k=0 si Uordre és parell t k =1 si ordre és senar.

- Equivalentment,

CM(D, N,d,m) = T(D, N)\{r(f) : f € H*((Z +20(D, N)); A)}.
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DEMOSTRACIO: Només cal veure que les homografies de I'(D, N, m, d) cor-
responen a les homografies que provenen d’immersions optimals de 'or-
dre quadratic A(d,m) en O(D,N). N’hi ha prou amb escollir una homo-
grafia v = ®(p(a)) per a cada immersié ¢ € I*(O(D,N),A(d,m)), on
a € Q(Vd), @ ¢ Q qualsevol. La proposicié 7.3.5 descriu les immersions
¢ € Z(O(D, N), A(d,m)), donant I'expressié de o(v/d) en funcié de la base
normalitzada fixada en l'ordre quaternionic i d’una representacié de —Dy
per la forma nérmica ngy20,3, segons el valor de d modul 4.

Pel lema 9.1.1, podem canviar una homografia v per v := My + pld i els
punts fixos no varien, que és equivalent a escollir « de manera convenient.
Considerem les homografies ®(¢(mvd) = md(p(Vd)) si d = 1 mod 4 i
B(p(2mVd) = 2md(p(V/d)) si d = 2,3 mod 4. Aix{, independentment del
valor de d, per a cada (%o, Yo, 20) € R* (nz+20,3, —Da; Z) fixem 'homografia

Utilitzant la bijeccié entre els conjunts de classes d’immersions optimals i de -
formes quadratiques binaries (O(D, N}, A(d, m))-primitives, 7.4.7, obtenim
la formulacié en funcié de punts associats a formes quadratiques binaries. O

9.2.2 Remarca. A nivell de calcul explicit d’immersions, és clar que 1'is
de les dues vies és equivalent, ja que ’equacié obtinguda en imposar que
la forma binaria corresponent tingui el determinant adequat és justament la
que correspon a la representacio per la forma ternaria, cf. 6.3.7. O

A continuacié ho explicitem per a ordres de les Agebres no ramificades i poc
ramificades de tipus A i B. En la seccié 9.3 donem taules de punts CM i la
seva representacié grafica.

9.2.3 Teorema. Considerem. la corba X (I, N) = Xp(N). Figem, Uordre

d’Bichler Oy(1,N) = Z[1, 34 yE2H) 1-i) ¢ %i . Figem A =

A(d,m), un ordre quadrdtic. Aleshores, CM(1,N,d, m) és el conjunt de clas-
ses de I'(1, N)-equivaléncia del conjunt de punts

-'ZQA:E v —-DAL
2Nyo

o bé, equivalentment,

EH: (mGa yo,vfo) € 'R*(nz-;-wMu,N),a, —Dy; Z)} .

—b N
{.——%vaa—?ﬁ € H: f = (Na’b’c)7 a,b,(; € Z, mcd(aabyﬂ) = 17
det?(f} = ""DA} .
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DEMOSTRACIO: Apliquem la proposicié 9.2.1. Tenim la base de l'ordre
explicita, B = {1, &£, N2t =iy

Fixada una representacié (a:o,yg,zg) € R*(nz4204(1,3)3, —Da; Z), obtenim

I’homografia
' . E 20 ?-il?o
T=3\ 2Ny 2

i es comprova que té com a punts fixos

-—20 + 2/ '*DAL
gNyo )

Cal escollir el signe de manera que ens doni un punt del semipla de Poincaré.

De manera alternativa, podem explicitar els punts 7{ f) associats a les formes
binaries f € H*(Z + 20,(1, N); A), donades per 7.4.11,

f = (Na,b,c), a,b,c € Z, med(a, b, c) = 1,dets(f) = —Dy.0O

Els resultats obtinguts coincideixen amb els anteriors.

En la seccid 9.3 presentem taules amb la llista d’ordres quadratics pels quals
la corba X (1, N) té punts de multiplicacié complexa especials i el nombre de
punts corresponents, pera N < 25 lliure de quadrats. Els resultats concorden
amb els donats a [ABa).

Per als casos poc ramificats de tipus A i tipus B, explicitem el resultat de la
proposicié 9.2.1 de manera analoga al calcul de punts elliptics explicitat en
la seccid 8.1. Aixi, obtenim els resultats segiients.

9.2.4 Teorema. Sigui X(2p, N) la corba de Shimura deiermz’aada pel grup

d’homografies quaternioniques I‘(2p, N),perap=3 mod4, N {
de quadrats. Fizem lordre d’Eichler segient
l+i+j+1
I ¢ mG),

donat respecte d’una base normalitzada, a partir de la qual obtenim la forma
normica terndria ngi20 AZp,N) 3 Fizem un ordre quadrdtic A = A(d,m).

Aleshores, CM(D, N,d, m) és el conjunt de classes de (D, N)- equwalencm
del congunt de punts

(2x0 + 20)4/P £ vV ~Dat ’ .
{ —(QNyO + 20) + ZQ\/ﬁ €H: ((170, Yo ”0) €R (n%'%'?DA(Zp,N),Ba ~Dy; Z)} .

1 lliure

Oa(2p, N) = Z[1,1,Nj,
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DEMOSTRACIO: Apliquem 9.2.1 en el cas de B = {1,1, N7, 5”-’*"2—1—'*13—’—}

Fixada una representacié (zo, Yo, 20) € R"(nz4+203, —Da; Z), obtenim I’ho-
mografia

— _1, ( (220 + z0)A/P (2Nyo + z0) + 20+/P )
T=5\ —(@Ny +20) +20/F  —(2%0 + 20)/P

i es comprova que té com a punts fixos

(2z0 + 20)1/P £ v/—Dat
—(2Nyo + 20) + 207D

Només cal escollir el punt pertanyent al semipla de Poincaré H. O

Analogament, en el cas de les algebres poc ramificades de tipus B, obtenim
el resultat segiient.

9.2.5 Teorema. Sigui X(pq,N) la corba de Shimura determinada pel grup -

d’homografies quaternioniques I'(pg, N), per a ¢ = 1 mod 4, (—g = —1,

N |q—;-‘——1‘, lliure de quadrats i mcd(p, N) = 1. Fizem Uordre d’Eichler

Cidif 1+
OB(F‘?: N) = Z[I,NZ, _2"—2':'—52] g HB(pN'I)

¢ un ordre quadratic A = A(d,m). Aleshores, CM(D, N,d,m) és el conjunt
de classes de T'(D, N)-equivaléncia del conjunt de punts

2Nzp + ++v—=Dpe : . ,
{( Oq(zyoolﬁ ) e (z0,y0,20) ER (nZ-‘}-?ﬁB(pq,N),?n’_DA;Z)}'

O

Si utilitzem I'explicitacié de les immersions via les formes quadratiques bi-
naries els resultats sén els mateixos, ja que recordem que la condicié sobre
el determinant de la forma binaria és equivalent a la condicié sobre la repre-
sentacid, cf. 6.3.7. ‘

En la secci6 9.3 donem taules de punts de multiplicacié complexa per a la
corba X(6,1), que correspon al cas poc ramificat de tipus A, i per a les
corbes X(10,1) i X(15,1), que corresponen al cas poc ramificat de tipus B.
Utilitzant els dominis fonamentals construits en el capitol 8 mostrem també
la seva representacié grafica.
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9.2.6 Exemple. Considerem la corba de Shimura X(1,11). Explicitem el
procés de calcul dels punts de X(1,11) de multiplicacié complexa per alguns
ordres quadratics A{d, m)

Els ordres quadratics per als que hi ha punts de X(1,11) de multiplicacié
complexa especials son:

A(=2,1),  A(=T,1),  A(=7,2),
A(=10,1),  A(=11,1), A(-11,2),
A(-19,1),  A(-35,1),  A(-43,1).

L’tinic punt de X (1,11) de multiplicacié complexa especial per I'anell d’enters
del cos quadratic Q(v/—11) és:

11 ++/-11
T='--—'~é'é—————.

Els punts de X (1,11) de multiplicacié complexa especials per ’anell d’enters
del cos quadratic Q(v/—19) sén: '

5419 —54+/-19

T 22 2T T o

Els punts de X (1, 11) de multiplicacié complexa especials per 'anell d’enters
del cos quadratic Q(v/—35) sén:

—19 4 /35 -3+ v/=35 3++v/—35 19+ /=35
— % T m P T T

1

Calculem representacions de —Dy = 11,19, 35 per la forma quadratica ter-
naria nz4203(X,Y,Z) = —Z% — 4NXY i obtenim immersions i les corres-
ponents homografies, que tenen com a punts fixos els anteriors. Escrivim
{7}, el conjunt de punts de multiplicacié complexa per a cada ordre Ap, i
posem ;, una homografia tal que el seu punt fix és 7;. Recordem que po-
dem calcular també els punts de multiplicacié complexa en funcié de formes
quadratiques binaries. Els punts de multiplicacié complexa de X(1,11) per
un ordre quadratic A donat, es troben a partir dels punts associats a formes
quadratiques binaries f = (Na,b,c), amb a,b, ¢ € Z tals que dety( f) = —D,.
Aixo correspon a igualar P'expressié 4Nac — b* a 11, 19 i 35, respectivament.
Observem que ’equacid que cal resoldre és equivalent a I’anterior.

Pera F' = Q(v/—11), tenim que v(O(1,11),Ar) = 1, ja que A{(Q(/-11)) = 1
i p = 11 no és inert ni descompon en Q(4/—11). Aplicant els resultats
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anteriors, obtenim

(6 -3 b e LHVETT
Y= 11 —5 ) amb pu XT—""‘————22 .

Si considerem més solucions, obtenim per exemple

{6 -1 ~ 6 1 ~ 6 3
M=\V33 =5 /) T\ 33 -5 ) BT\ _11 =5 )

Es comprova que sén homografies ['(1, 11)-equivalents a I’anterior; per tant,
els punts fixos corresponents sén I'(1,11)-equivalents a 7:

_1144/=11 _=1144/-11
=T e " "7 66

Aixi, 7 és 1"inic punt de multiplicacié complexa de X(1,11) per l'ordre Ap
amb F = Q(v/=11I). Ara bé, notem que pertany a una aresta del domini

fonamental fixat al capitol 3, per la qual cosa apareixeran els dos punts en
la representacié grafica. i

Per a F = Q(v/=19), tenim que v(O(1,11), Ar) = 2, ja que h(Q(v/—19)) =1
1 p =11 descompon en Q(+/—19). En aquest cas, obtenim les homografies

(3 -1 (-2 -1
T = 11 =9 ) Y2 = 11 3 3

1 =T3~T.

~ que corresponen als punts fixos segiients, que no sén I'(1,11)-equivalents,

C54yTI0 | —5+4/°19

=" 0 T T
Aixi, els punts 7 i 7 sén els punts de X(1,11) de multiplicacié complexa
per Ar especials, per a F' = Q(v/—19).

Finalment, comprovem que efectivament hi ha immersions optimals de I’anell
d’enters de F' = Q(+/—35) en l'ordre Og(11); concretament, v(O(1,11), Ar) =
4, ja que h(Q(+/—-35)) =21 p = 11 descompon en Q(v/—35). Les represen-

tacions ens donen les homografies

{10 -3 ~ 2 1 (2 -1\ (10 -3
M=133 -9 )>=\ 111 )P 11 =1 )75 {33 -9 /-

Es comprova que els punts fixos corresponents no sén I'(1,11)-equivalents,
per la qual cosa son un sistema de representants dels punts de multiplicacié
complexa que cercavem:

_ —1944/=35

_ =3++/-35 3+v/-35  19++/-35
66 66

» T2 = y T3 =5 T4 66

T
22 22
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Aixi, els punts 71,72, 73 1 73 sén els punts de X(1,11) de multiplicacié com-
plexa per Ar especials, F' = Q(+/-35).

En la figura 9.3 es troba la representacié grafica dels punts de multiplicacié
complexa de X(1,11) calculats en aquest exemple, junt amb la resta de punts

de multiplicacié complexa especials, utilitzant el domini fonamental construit
en el capitol 3. O

Com a aplicaci6 de la interpretacié dels punts del multiplicacié complexa com
a punts associats a formes quadratiques binaries definides i la construccié
explicita de dominis fonamentals de corbes de Shimura, donem la definicié
seguent. o ‘

Més concretament, considerem la relaci6 entre els punts del semipla de Poin-
caré i les formes. binaries definides amb coeficients reals, cf. 2.2.7. Aleshores,
definim el concepte de forma quadratica binaria I'(D, N)-reduida relatiua un
domini fonamental fixat de la corba de Shimura X(D, N), per a les formes
binaries definides positives associades a 'ordre O(D, N)).

9.2.7 Definicid. Sigui D(D, N) un domini fonamental fixat de la corba de
Shimura X{D, N), definida a partir de 'ordre quaternionic O(D, N). Donat
un ordre quadratic imaginari A(d, m), considerem el conjunt H*(D, N,d, m)
de formes quadratiques binaries definides (O(D, N), A(d, m))-primitives. Una
forma binaria f € H*(D, N, d, m) diem que és T'(D, N)-quasireduida si 7(f) €
D(D,N). '

Sigui f € H*(D, N,d,m) una forma I'(D, N)-quasireduida tal que 7(f) per-
tany a la vora del domini fonamental. Aleshores existeix f' # f, f' €
"~ H*(D,N,d,m) tal que 7(f') també és a la vora del domini i és ['(D, N)-
equivalent a 7(f). En aquest cas, considerem només una de les dues formes
binaries. Anomenem formes I'(D, N)-reduides les formes I'(D, N)-quasire-
duides tenint en compte aquesta eleccié. O

. El nombre de formes quadratiques binaries definides de H*(D,N,d,m) que
sén I'(D, N)-reduldes es correspon amb el nombre de punts que determinen.
Aixi obtenim el resultat segiient.

| 9.2.8 Teorema. Considerem el conjmt de formes bindries H*(D, N,d, m).

- (i), El nombre de formes de H*(D,N,d,m) que sén T(D, N)-reduides és
finit ¢ és igual @ 2h(D, N,d, m).
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(i) El nombre de formes definides positives de H*(D,N,d,m) que son
I'(D, N)-reduides €s igual a h(D, N,d, m).

DEMOSTRACIO: Es clar que a cada forma binaria f € H*(D, N,d, m) que si-
gui I'( D, N)-reduida li correspon un punt de multiplicacié complexa 7(f), per
Pordre quadratic A = A(d,m), de manera que dety(f) = —Djy = —Dpm?.
Ara bé, aquesta correspondeéncia no és injectiva. De fet, tenim que f,g €€
H*(D, N, d, m) satisfan que dets(f) = deta(g) i 7(f) = 7(g) si, inoméssi, g =
—f. Aixi, el nombre de formes binaries de H*(D, N, d, m), I'(D, N)-reduides
de determinant parell fixat és el doble dels punts de multiplicacié com-
plexa. La demostracié de (i) es completa aplicant la relacié cm(D, N,d,m) =

h(D, N,d,m), donada en 9.1.17.

Per a veure (ii), només cal tenir en compte que en H*(D, N, d, m) s’inclouen
formes definides positives i formes definides negatives. O

D’aquesta manera es justifica la notacié h(D, N, d, m) utilitzada en la seccié -
7.4, ja que coincideix amb 1is habitual de la notacié de formes quadratiques
binaries en el cas de coeficients enters.

En particular, tenim definit el concepte de forma I'(1, N)-reduida per a les
formes binaries f = (Na,b,c) definides positives, amb a, b, ¢ enters primers
entre si i N primer, a partir del domini fonamental D(1, N) donat a 3.2.4.

A més, també podem aplicar explicitament aquests resultats per a les formes
binaries de coeficients semi-quadratics que hem explicitat en els casos poc

ramificats en qué hem construit dominis fonamentals: D = 6, D = 10 i
D =15, amb N =1.

9.3 Algoritmes, taules i grafiques

En aquesta seccié comentem breument les instruccions implementades per
a determinar D’existéncia de punts de multiplicacié complexa d’una corba
de Shimura X (D, N) per un ordre quadratic fixat, i les instruccions per a
calcular-ne el nombre i les coordenades. A continuacié mostrem taules amb
aquests calculs explicits per al cas no ramificat i els casos poc ramificats
tractats en el capitol anterior.

Fixem una corba de Shimura X (D, N) i un ordre quaternionic O(D, N). La
majoria d’instruccions valen per a qualsevol corba de Shimura en general.
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Per al cas de les algebres no ramificades 1 poc ramificades de tipus A i de
tipus B, hem programat alguna instruccié amb la finalitat d’alleugerir els
calculs, utilitzant els resultats donats en les seccions anteriors.

En primer lloc, destaquem la implementacié de les funcions logiques seglients:
isCMOrF i isCMOrFg, que comproven 'existencia de punts de la corba de Shi-
mura X (D, N) de multiplicacié complexa pel cas de N lliure de quadrats
i pel cas general, per un ordre quadratic donat; analogament isCMEOTF i
isCMEOrFg comproven ’existéncia de punts de multiplicacié complexa espe-
cials. La segona de les instruccions requereix 1'is intern de la funcié logica
isDNrepOrF, que comprova si la forma normica reduida de 'ordre quadratic
representa DN.

El nombre de punts de multiplicacié complexa per un ordre quadratic fixat
s’obté amb la instruccié cmOrF, a partir dels parametres D, N,d, m.

Per a calcular explicitament els punts de H de multiplicacié complexa tenim
la instruccié CMP, que utilitza com a arguments una base de l'ordre qua-
ternionic i els parametres que determinen 'ordre quadratic, i que, per tant,
es pot utilitzar per a qualsevol corba de Shimura. Inclou també un argument
opcional per tal de controlar la profunditat en la recerca de solucions.

Hem implementat també un algoritme per a obtenir la llista d’ordres qua-
dratics per als quals una corba X(D,N) fixada té punts de multiplicacié
complexa especial, que ha donat lloc a la instruccié CMEOTF. Algunes varia-
cions d’aquesta instruccié incorporen també €l nombre de punts de multipli-
cacié complexa per a aquest ordre, el nombre de classes d’ideals de I’ordre
quadratic, etc. A partir de la instruccié anterior, la instruccié cme déna el

nombre total de punts de multiplicacié complexa especials d’una corba de
Shimura. '

De manera analoga als punts de multiplicacié complexa que hem anomenat
especials, hom pot estar interessat en els punts dels ordres quadratics que
satisfacin altres condicions similars. Per exemple, pot ser interessant con-
siderar els ordres quadratics la forma normica binaria dels quals representi
un divisor del discriminant de Pordre quaternionic Dp = DN. Per tal de
facilitar-ne el calcul, presentem també una versié modificada de les instruc-
cions anteriors, de manera que es pot introduir com a argument el nombre
que volem que sigui representat per la forma binaria. Aixi, tenim la serie
- d’instruccions modificades: CMEMOrFg, cmeM, isCMEMOrFg, etc., basades en la
instruccié isRrepOrF.

Les taules segients contenen informacid sobre els punts de multiplicacié com-
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plexa especials de corbes X(D, N).

El primer bloc de taules, 9.1-9.4, déna la llista d’ordres quadratics per als
quals la corba X(D, N) té punts de multiplicacié6 complexa fins a N < 25,
aproximadament, per a D = 1, 6,10, 15.

A continuacié donem taules amb els punts de multiplicacié complexa es-
pecials calculats, junt amb la seva representacié en el domini fonamental
construit en aquest treball. Aixi, les figures 9.1-9.5 i les taules 9.5-9.9 corres-
ponen als punts de multiplicacié complexa especials de les corbes modulars
X(1,3), X(1,11), X(1,13) i X(1,23), respectivament. Observem que, en els
casos que tenim un nombre parell de punts de multiplicacié complexa per
un mateix ordre quadratic, la simetria del domini fonamental construit fa
que aquests punts siguin simetrics respecte ’eix imaginari. Analogament,
les figures 9.6-9.8, junt amb les taules 9.10-9.12, mostren els punts de mul-
tiplicacié complexa especials de les corbes de Shimura X(6,1), X(10,1) i
X(15,1), respectivament.
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Taula 9.1 Ordres quadradtics A(d,m) tals que X(1,N) té punts de multipli-
cacid compleza especials per A(d,m), on N < 25.

N|{dm) [hlem| [NT (dm) |h]cm
TpGLL) 1)1 (-6,1) 2] 4
(3,1) j1] 1 (-10, 1) [2] 2
cme(l,1) =2 (15,0 [2] 4

21 (L) [1] 1 (31, 1) [3] 12
2, 1) 1] 1 (-39, 1) |4 | 16
((7,1) [1] 2 cme(1, 10) = 44
cme(l,2) =4 | 1] (2, 1) [1] 2

31 (2,1) [1] 2 7,1 1] 2
(3,1) (1] 1 ,) (1] 2
(3,2) 1] 1 10,1) [ 2| 4
(1, )1 2 (L) [1] 1
cme(1,3) =6 (-11,2) 131 3

51 ((1,1) [ 1] 2 (19, 1) (1] 2
((1,2) [1] 2 (35,1) 2] 4
(5, 1) 2] 2 (8B, 1) |1 2
(-15,1) 1] 2 cme(1,11) =22
(I, D11 2| (BT L] 2
cme(l,5) =10 L2y 11} 2

6| (-2,1) |1] 2 L,3) |2 4|
(-5, 1) | 2| 4 B, 0 [1] 2
6, 1) [2] 2 3,2) [1] 2
(15, 1) [ 2| 4 (3,3) |[1| 2
(23, 1) 3] 12 (3,4) |[2| 4
cme(1,6) = 24 (-13,1) | 2] 2

7] (3,1) [1] 2 (43,1) 1] 2
(3,2) [1] 2 (5L,1){2] 4
(3,3) 1| 2 cme(1,13) =26

(6, 1) [2] 4| [14](51) [2] 4
(,1) [1] 1 7,1 [1] 2
(-7,2) 1] 1 (10, 1) [2| 4
(9, 0 [1] 2 13,12 4
cme(l,7) =14 ((14,1) 14| 4

10] ((1,1) [1] 2 (-31,1) 131 12
1,3 2] 4 (47, 1) |5 ] 20
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| N | ém)lhfcm} fN}(dm)lthm[
(55, 1) [4] 16| [o1] (3.1) | 1] 2
cme(l 14) =66 (-3,2) | 1 2
5] (6,1 2] 4 3,4 (2] 4
L] 1] 4 &5 2 4
(11,9) |3 [ 12 5,1 2] 8
(14,1) |4 16 (5,3) 4] 16
(-15,1) 12| 2 (-17,1) 14| 16
(15,2 2] 2 @@L (4] 4
35 1) 121 4 35,1021 4
BL1) 2] 4 (59, 1) 13| 12
(59, 1) ]3] 12 (83, 1) |3 12
cme(1,15) = 60 cme(1,21) = 84
7] L1 1] 2] [22] (2D 1] 2
-1,2) [1] 2 (-2,3) |2 4
1,4 2] ¢ 5,1 2] 4
2. 1) [1] 2 D 1] 4
2,3 (2] 4 (7,3) 14| 16
(3, 1) [2] 4 (3,1 2] 4
a4 4 @L 4] 8
(19, )11 2 @2, 1) 2] 2
(43,1) [ 1] 2 (-39,1) {4 ] 16
(59, 1) (3] 6 (779, 1) 15 20
LD 1] 2 (@, 1) 6] 24
cme(l,17) = 34 cme(1,22) = 104
] (%0 1] 2] [28] (L) 1] 2
(-2,3) |2] 4 -7,2) 1] 2
ENVREE L1 2
3,29 (1] 2 (14,1) (4] 8
(-3,3) {1] 2 (-19,1) |1 ]| 2
3,5 2] ¢4 (19,2 [3] 6
a0, 2] 4 @202 4
(15112 4 (23,1) 3] 3
(15,9 2] 4 (23,2) |3 3
(19, (1] 1 @B, 01 2
(19,231 3 @, D1 2
GBLI) 2] ¢ &3, 1) 13| ©
L 1) 1] 2 L1 2] 4
cme(1,19) = 38 cme(1,23) = 46
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Taula 9.2 Ordres quadratics A(d,m) tals que X(6,N) té punts de multipli-
cacid compleza especials per A(d,m), on N < 25.

)
=

rN (d,m) I h
1] (-6,1) |2
cme(6,1)
5 | (-21, 1)
(-30, 1)
cme(6,
7 ('6a 1)
('333 1)
(‘42) 1)
cme(6,
11| (-30, 1)
(57, 1)
('66, 1)
cme(6,
13| (42, 1)
(‘69, 1)
('787 1)
cme(6,
171 (21, 1)
(-66, 1)
(‘93a 1)
(-102, 1)
cme(6,
('78) 1)
(-105, 1)
(-114, 1)
cme(6,
23| (-57,1) | 4
(-102,1) | 4
2
8
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Taula 9.3 Ordres quadratics A(d,m) tals que X (10, N) té punts de multipli-
cacid compleza especials per A(d,m), on N < 25.

[N] (dm) | h|em
1] (10,0 2] 2
cme(10,1) =2

31 (5,1 2] 4
30,1) | 4] 4
cme(10,3) =8

7] 5,1 2] 4
&, 4] 3

0, 1) 4] 4
cme(10,7) = 16

1] (10,1 [ 2] 4
(®5,1) [ 4] 8
(110, 1) | 12| 12
cme(10,11) = 24

13] (30,1) | 2] 8
(105, 1) | 8 | 16
(130, 1) | 4 | 4
cme(10,13) = 28

7] (70,1) | 4] 8
(145, 1) | 8 | 16
(170, 1) |12 | 12
cme(10,17) = 36

9] (10,1) ] 2] 4
(10,3 1S |16
(165, 1) | 8 [ 16
(-190,1) | 4 | 4
cme(10,19) = 40

51| (110, 1) | 12| 48
(-185,1) [ 16 | 64
(210, 1) [ 8 [ 8
cme(10,21) = 120

53] (5,1) ]2 4
(130, 1) | 4] 8
(205, 1) | § | 16
(230, 1) [ 20 | 20
cme(10,23) =48
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Taula 9.4 Ordres quadrdtics A(d, m) tals que’ X(15,N) té punts de multipli-
cacié compleza especials per A(d,m), on N < 22,

N| (dm) |h|cm
1] (-15,1) | 2 2
(15,2) | 2| 2
cme(15,1) =4

2] (-30,1) | 4 4
cme(15,2) =4

71 (-105,1) | 8 8
((195,1) | 4 | 8
cme(15,7) = 16

1] (-165,1) | 8 | 8
(-435,1) | 4 8
cme(15,11) =16

13] (-195,1) |4 | 4
(-195,2) [12| 12
(-555,1) | 4 8
cme(15,13) =24

141 (-210,1) | 8 8
(615, 1) |20 | 80
cme(15,14) = 88

7] (-30,1) | 4 8
C [(255,1) |12 12
(-255,2) 1121 12
(-795,1) | 4 8
cme(15,17) =40

19 (-15,1) | 2 4
(15,2) [ 2| 4
(-15,4) | 4 8
(-285,1) |16 | 16
(-915,1) | 8 | 16
cme(15,19) = 48

22| (-105,1) | 8 | 16
(-330,1) | 8 8
(-1095, 1) [ 28 | 112
cme(15,22) =136
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Figura 9.1: Representacié dels punts de multiplicacié com-
plexa especials en dominis fonamentals de X(1,1) i X(1,2).

Taula 8.5 Els ordres quadritics i els punts de multipl.icac'ié compleza espe-

cials de X(1,2).

| (d,m) CM(1,2,d,m)

(1, 1) le——l;—awl-;L} ~
(»2, 1) {1‘2 = —\—?—E}

() {—ra=f3—i"r~"'f"’,nm”f‘}
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0.7

Ta

T3 d

Figura 9.2: Representaci6 dels punts de multiplicacié
complexa especials en un domini fonamental de X(1, 3).

Taula 9.6 Els ordres quadrdtics i els punts de multiplicacié compleza espe-
cials de X(1,3).

[d,m) [n CM(1, 3, d, m) 1
—l+«/_t 1442
3

e, T2 =

(2, 1) | 2

(-3,1) |1

|-
-

(3,2) | 1 { 33}
-

—-1+\/—L 1+\/ﬁa}
6

—-3+\/-L 3+\/§L}
6

(13, 1) | 2

Tg =
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Figura 9.3: Representacié dels punts de multiplicacié
complexa especials en un domini fonamental de X (1,11).
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Taula 9.7 Els ordres quadrdtics i els punts de multiplicacio compleza espe-

cials de X(1,11).

| (d,m) |n| CM(1,11,d,m)
~3+v2 3+ V2
(-2,1) | 2 {1‘12—————-—-—11 y T = }
-9+ /Tt ”9-{—\/'74,
(7,1) |2 {73”—""52—”“‘“’ 2 }
(7.9 |2 { ____—2+x/_a = 2+\/7L}
11
{ ——10+\/_L —1+4++/10c
BETTIO
10, 1) | 4
10, 1) 1+\/"z, 10+ Vi
T 0 T Ty
—-11+\/—L 11+ 11,
(1L, 1)) 1 { - 22 22 }
—-11—}—\/—7 \/——L 11+\/ﬁb
(-11,2) | 3 { =T33 y i3 = 11 Ty = (g 33
—54+/19 5+ /19
(-19,1) | 2 { 29 ,716"——"‘”"2“2_—'”}
—19+\/§5L -3 4+1/35.
=TT 0 8E T
-35,1) | 4
35,1 Lo 3HVER 194485
19 — 22 ) 20 — 66‘
—1++/43 1++/43
(‘43, 1) 2 {7212“-‘*%“@,7‘22=—*%§-\/:i}
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Figura 9.4: Representacié dels punts de multiplicaci6
complexa especials en un domini fonamental de X (1,13).
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Taula 9.8 Els ordres quadrdtics i els punts de multiplicacié compleza espe-

cials de X(1,13).

[ (dm) [n CM(L,13,4,m)
-5+ 541
(L1 2 {Tl“ 13 77T 13 }
31+ 3+
("17 2) 2 {73 = 13 T4 = 13 }
—11+3 —2+3 2+3 11 43¢
(-1,3) | 4 {T5= % y Te = 13 T E T 8T 5% }
—7+/3 74+ /3¢
31) |2 {Tg ST T T 26 }
—6+ /3. _6+3
(‘3, 2) 2 {Tn = '———‘i"é'—, T = 13 }
=5+ 3v3 54 3v3.
(-3,3) | 2 {713 - —"gg’\/‘; o T}
(3,4) | 4] {meo 22423 S142VE 142V 1242V8
9 15 — 39 y 116 — 13 s Tir = 13 , TiIg = —— 39
(-13,1) |2 |4~ _ V& e = ~13+v13  13+V13 |
—3+ /43 _ 3+ 43
(-43,1) 1 2 {7'21 =% T2 = o5 } |
—27+ /511 ~14++5L 1+ /51 27 + /51
(“51’ 1) 4 {7'23 = —“.'7'8’\/:—, T4 = ——26\'/":", Tas = ——2\6/:;&’ Tog = _..__..__+78 L}
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Figura 9.5: Representacié dels punts de multiplicacié
complexa especials en un domini fonamental de X (1, 23).
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Taula 9.9 Els ordres quadrdtics i els punts de multiplicacid compleza espe-
cials de X(1,23).

| (dm) |n CM(1,23,d,m)
7,1) | 2 {7‘1 — —194i6\/7t, 7 = 19ty 7;}
(12) 2] {r ==/ r = ]
(-11,1) | 2 {7.5 _ —9426111:_’ e = 9+411611z}
(-14,1) | 8 {T7 = SRR, = TR = &, 119 = "‘-"—“23/1_2‘:
) - 3+\/m — 20+¢1" e ESVAE T, 6+114L — 0+3(14¢}
a6

(-19,1) | 2 {715 = —2145 ) Tie = _ﬂC.}

{Tw = =B g o SUBIS o 2T
(-19,2) 1 6| 2419 li\/_ 25+\/_L

T = Tz s T = s T }
(-22’ 1) 4 {T23 = —2246 22L$ Tyq = = 232 Ty = -23 y Tog = C}
(-23,1) | 3 { Ty = SBH/B L 23+\/_3c’ Tao = -23:(;/‘& N 23?&’;—&
(-23, 2) 3 {7'30 = ;—236!;/%1.’ Ta1 = 23" y T332 = 23 6923L
(-43,1) | 2 {7'33 = =T 4@ T34 = —'tLT 4ﬂ
(-67, 1) | 2 | {7os = =SBL g = —-bC_Gﬂ}
T = =494+V/B3: —43+183L —313_/_831,
(-83,1) |6 | Lo~ 18 8T 7w ’
) _ iﬁs& T = ilg Tag = iw}gss&}

(-91,1) | 4 {743 ATHOL 7, H;g‘ {,rug = B 7, = SLLY
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1

Figura 9.6: Representacié dels punts de multiplicacié
complexa especials en el domini fonamental de X (6, 1)
fixat a 8.3.1.

Taula 9.10 L’ inic ordre quadrdtic 1 els punts de maultiplicacid compleza
especials de X(6,1) en el domini fonamental fizat a 8.3.1.

(d,m) [ n CM@G, Ldm) |
(-6,1) | 2 { _(VB=v2)e  3-2v3+(2v6-3v2) \/§+\/&}
’ 1= ) y T = 3 : ~ 3
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-0.5 0 0.5

Figura 9.7: Representaci6 dels punts de multiplicacié
complexa especials en el domini fonamental de X(6,1)
fixat a 8.3.3.

Taula 9.11 L%inic ordre quadrdtic i els punts de maultiplicacié compleza
especials de X(6,1) en el domini fonamental fizat a 8.3.3.

I MG T L)

061) 2 {T*"M T—"\/é."*"‘\/gg.wx/’g'w}_v/ét}
> 1= 5 , Ta= . :
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—

0.5 0 0.5

Figura 9.8: Representacio dels punts de multiplicacié
complexa especials en un domini fonamental de X(10,1}.

Taula 9.12 L%inic ordre quadrdtic i els punts de multiplicacid compleza
especials de X(10,1). |

@y o] M LLm ]

_ (3\/5~ 24/10): _ V5
(“10,1) 2 {’!"1 = 5 g Ty = -—5—-‘-}
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-1 0 1

Figura 9.9: Representacié dels punts de multiplicacié
complexa especials en un domini fonamental de X(15,1).

Taula 9.13 Els ordres quadratics i els punts de multiplicacié compleza espe-
cials de X(15,1). '

l (d,m) n l CM(15,1,d,m)
{T _ (2VE—VIB) (V5 +ViE)
1= 5 5 ?
(15.1) | 2 __15-5v34+(3VE—vIE):  154+5v3+(3V6+ VIB)
2 = 30 ~ 30
| 5. 5+ 2v5:
(_15’2) 92 | {7'3 = T, T4 — 15 }







Capitol 10
El paquet Poincare

El paquet Poincare ’hem anat construint en simbiosi amb els resultats pre-
sentats en aquest treball. D’una banda, ha estat al servei de ’evolucié dels
resultats, donant suport per a realitzar els calculs i comprovar experimen-
talment resultats sospitats. D’altra banda, s’ha enriquit constantment amb
els resultats tedrics obtinguts, la qual cosa ha permes anar implementant
nous algoritmes. Es per aixd que no es pot deslligar de la redaccié de cada
part del treball, i en cada capitol hem comentat les instruccions relatives
als conceptes i resultats del mateix capitol. Ara bé, tot i aixi, constitueix
globalment una llibreria amb prou pes per si mateixa. Aixi, de manera inde-
pendent al treball, pensem que és una bona eina per a ’aritmética dels ordres
quaternionics i la uniformitzacid hiperbolica de les corbes de Shimura, ja que
permet manipular quaternions, ordres quaternionics, formes quadratiques,
immersions d’ordres, punts de corbes de Shimura, etc. En aquest sentit,
en aquest capitol, precisem les caracterfstiques técniques globals del paquet
Poincare; donem un index complet de les instruccions programades, per a
facilitar-ne 1’as, 1 mostrem la sintaxi d’algunes de les seves instruccions.

10.1 Caracteristiques principals

El paquet s’ha implementat sobre Maple V Release 4.00a. Conté unes 200
instruccions programades, referents a la manipulacié d’algebres de quaterni-
ons i ordres quaternionics, formes quadratiques, constants i punts de corbes
de Shimura, immersions, punts de multiplicacié complexa, etc.

Per a utilitzar el paquet, cal gravar el fitxer Poincare.men el directori /Ma-

327
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pleVd/Lib/. Les instruccions del paquet s’utilitzen seguint la sintaxi habi-
tual del Maple; aixi, cal carregar préviament tota la llibreria, de la manera
segiient: ;

> with(Poincare);

Tot i que en Maple V també es pot utilitzar una instruccié indicant la llibreria
on esta definida (Poincare[instruccis](arguments);), recomanem de no fer-
ho, ja que el paquet conté una rutina d’inicialitzacié que evita conflictes de
variables en 11is de les algebres de quaternions, en referéncia amb les variables
protegides, que s’executa automaticament en carregar la llibreria.

En el disseny del paquet hem utilitzat instruccions basiques del Maple Vi
també de les llibreries estandard 1inalg, numtheoryi geometry. Destaquem
d’aquesta dltima el fet que defineix com a objectes els punts, les rectes i els
cercles, i facilita la realitzacié d’alguns calculs amb aquests. Tot i aixi, no
conté instruccions especifiques referents a la geometria hiperbolica. Aquests
paquets no cal carregar-los explicitament, perd han de ser al directori de
libreries.

Seguint les notacions estandard, cf. capitol 1, les variables i, j, k tenen
un significat especial en les algebres de quaternions. Per a evitar conflictes,
aquestes variables estan protegides, de manera que no se’ls pot assignar cap
valor. Els parametres a i b també tenen un significat especial, i també estan
protegits. Ara bé, aquests valors si que han de ser assignats per a fixar una
algebra de quaternions; per a tal fi, cal utilitzar la instruccié defQuatAlg. Per
seguretat, en carregar el paquet Poincare, una rutina d’inicialitzacié esborra
els valors d’aquests parametres, si en tenien previament algun d’assignatl.\)

Un quaternié w és una combinacié lineal de coeficients a Q de les variables
1, 7, k. Un ordre quaternionic O es determina per una llista de quatre qua-
ternions, [v1, vy, vs, v4], de manera que O = Z[vy, v2, v3,v4). Hem programat
una instruccid per a comprovar que efectivament la llista defineix un ordre,
isOrder. La majoria d’instruccions relatives als ordres quaternionics incor-
poren un argument opcional, true, que executa aquesta instruccié. Aquesta
comprovacié requereix, evidentment, que algebra de quaternions hagi es-
tat fixada donant valors numerics als parametres ¢ i b (amb la instruccié
defQuatAlg).

Donada la diversitat d’ambits d’aplicacié del paquet, hem escollit els noms de
les instruccions de manera que mostrin el tipus d’objectes que hi intervenen
o I’ambit en el qual s’inclouen. Aixi, els noms de les instruccions incorporen:
H, si es refereixen a algebres de quaternions; F, si es refereixen als cossos
quadratics; Or, si hi intervenen ordres; £, per a les formes quadratiques; M,
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si fan referencia a matrius; X, per a la corba de Shimura; X1, per a la corba
modular, que correspon a fixar D = 1; Hyp, si pertanyen a l’ambit de la
geometria hiperbolica, i en particular L, Pol o bé S, segons si es refereixen
a una recta, un poligon o una semicorona, respectivament; Hom en referéncia
amb homografia; IC, per als cercles d'isometria. Hem reservat les lletres A 1
B per a denotar les instruccions especifiques per als casos poc ramificats de
tipus A i de tipus B, respectivament. Afegim q al davant de les instruccions
que tenen un significat en altres contextos, com ara la norma i la traga,
per a remarcar la seva especificitat en relacié amb els quaternions. L’ds de
majuscules en 'interior d’un nom facilita la identificacid de les parts del nom
que corresponen a mots abreviats. De totes maneres, hem intentat no abusar
de les majuiscules, i els adjectius els escrivim, majoritariament, en miniscula.

Observem que els missatges que acompanyen les dades de sortida de les ins-
truccions programades han estat redactats en catala. Aixo permet distingir-
los dels missatges enviats directament pel Maple V, que sén en angles.

10.2 Descripcié de les instruccions

A2f (M) ,
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f.
Déna la matriu parella A,(f) associada a f.

adH3(a,b) :
a,b € Z, que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (a;b> .

Déna la matriu de la forma quadratica adjunta de la forma normica
ternaria associada a P’algebra H.

adH4(a,b)

a,b € Z, que defineixen la -algebra de quaternions H = a,b

Déna la matriu de la forma quadratica adjunta de la forma ndormica
quaternaria associada a I’algebra H.

adf (M) ,
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f.
Déna la matriu A(ad(f)) de la forma quadratica adjunta de f.

angHyp (21, 22, 23)
21,22, 23 € C, Im(zs) >0.
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Déna el valor (possiblement no exacte) de ’angle hiperbolic determinat
pels punts ordenats zi, 23, 23 expressat en funcié de m, a partir de les
rectes hiperboliques determinades pels punts. L’aproximacié es deu a
la conversid del valor decimal de l’angle, en 10 digits, en un miltiple
racional de 7.

angHype (21, 22, 23)
21, 22,23 € C, Im(z;) > 0.
Déna el valor de P’angle hiperbolic determinat pels punts ordenats
21, 23, 23, a partir de les rectes hiperboliques determinades pels puats.

belongNOr(l,o)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O; ¢ un quaternio.
Funcié logica. Respon true si ¢ € Nor(O) i false en cas contrari.
Argument opcional true.

bfH(w)
w quaternio.
Déna la matriu A(fs(.)) de la forma quadratica binaria associada al
quaternid w.

bfHom(a,b,c, d)
a,b,c,d € R, que defineixen I’homografia v = (2 4) € SL(2,R).
Déna la matriu A(f,) de la forma quadratica binaria associada a ’ho-
mografia ~.

bfHomM ()
v € SL(2,R). | \L
Déna la matriu A(f,) de la forma quadratica binaria associada a ’ho-
mografia «.

bfoxr(l)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna la matriu de la forma quadratica binaria associada a un element
generic de 'ordre O, respecte de la base I. Argument opcional true.

bnfF(d)
d€Z,d+# k® per a tot k € Z.

Déna la matriu de la forma quadratica ndrmica bindria associada al

cos quadratic Q(V/d), respecte de la base {1, Vd}.

bnfLatF(d,z,y)
d€Z,d# Kk peratot ke Z;z,y€ Q.
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Déna la matriu de la forma quadratica normica associada a la xarxa

de Q(v/d) de Z-base {1,z + y/d}.

bnf0rF (d, m)
deZ,d# kK peratot ke Z;meN.
Déna la matriu de la forma quadratica normica associada a l'ordre
quadratic de Q(v/d) de conductor m, respecte de la base {1, mw}, on
w=+vdsid =23 modiliwmli%@sid’ﬁl mod 4; d' és la part
de d lliure de quadrats.

canH(p, q)
P, ¢ nombres prlmers

Déna una llista [a,b], on a;b € Z sén tals que (? ;QQ‘) ~ (é) , seguint

el teorema 1.1.29.

canHdisc(p, q)
p, q nombres primers, p # g.

Déna una llista [a,b], on a,b € Z sdn tals que la Q-algebra de qua-
ternions H = % té discriminant Dy = pq, seguint el teorema

1.1.3L.

cénIC{'}z} »
v € SL(2,R).

Déna el centre del cercle d’isometria associat a l’homograﬁa v.

cirlnv{o,r)
oeC,reR.

Doéna la funcié inversié respecte del cercle de centre oiradir, en el pla
complex.

cme(D, N)

D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
med(D,N) =1.

Déna el nombre de punts de multiplicacié complexa especials de la
corba de Shimura X (D, N).

cmeM(D, N, R)

D € N, producte d'un nombre parell de primers dxferents, N € N,
mcd(D,N) =1; Re Z+.

Déna el nombre de punts de multiplicacié complexa especials modificats
- de valor R de la corba de Shimura X (D, N).
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CMEMOrF(D, N, R)
D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
med(D,N) =1; R € Z+.
Déna la llista completa de parelles (d, m) tals que els ordres quadratics
A(d,m) C Q(+/d) de conductor m sén de multiplicacié complexa espe-
cial modificats de valor R per a la corba de Shimura X(D, N).

CMEOrF(D, N)
D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
med(D,N) = 1.

Déna la llista completa de parelles (d m) tals que els ordres qua,dratzcs
A(d,m) C Q(v/d) de conductor m sén de multiplicacié complexa espe-
cial per a la corba de Shimura X(D, N).

CMECrFhn(D, N)
D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
med(D, N) = 1. ‘
Déna, la llista completa de ternes [(d, m), A(d,m), cm(D N,d m)] tals
que els ordres quadratics A(d,m) C Q(v/d) de conductor m sén de
multiplicacié complexa especial per a la corba de Shimura X (D, N},
on h{d,m) denota el nombre de classes d’ideals de ordre A(d,m), i
cm(D, N, d,m) el nombre de punts de mu1t1p11cac1o complexa de X (D, N)
per Vordre A(d, m).

CMEOxrFn(D, N)

D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N 6 N,
med(D,N) = 1.
Déna la llista completa [(d, m), cm(D, N, d, m)] tals que els Ordres qua-

 dratics A(d, m) C Q(v/d) de conductor m sén de multiplicacié complexa
especial per a la corba de Shimura X(D, N}, on cm(D, N, d,m) denota
el nombre de punts de multiplicacié complexa de X (D, N) per 'ordre
A(d,m).

em0rF(D,N,d,m) ’
D € N, producte d’'un nombre parell de primers diferents; N € N,
mcd(D,N)=1;d € Z,d# k®peratotkc Z;meN.
Déna el nombre de punts de X(D, N) de multiplicacié complexa per
P’ordre quadratic A(d, m).

cMP(l, d,m,r)
! Nista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O; d € Z, d # k? per a
tot k € Z; m € N; r > 0 pardmetre opcional (per defecte val 5; es
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recomana r < 10).

Déna una llista de punts de la corba de Shimura determinada per ’ordre
O, suposant que sigui un ordre d’Eichler d’una algebra de quaternions
indefinida, de multiplicacié complexa per l'ordre quadratic A(d,m) C
Q(\/&) de conductor m, a partir de solucions {z;,z2,23) de ’equacié
nz1+20,3(X1, X2, X3) = =Dy, |z < .

ConjOr(l,o) o
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O; ¢ quaternid invertible.
Déna una llista de 4 quaternions [vq, v, v3, v4], Z-base de ['ordre obtin-
gut en conjugar ordre O per 'element o; és a dir, tal que 07100 =
Z[vy, va, U3, v4). Argument opcional true.

contf (M)

M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z.
Déna el contingut de la forma quadratica f.

coor0r(w,l)
w un quaternid; [ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna les coordenades de w respecte de [. Argument opcional true.

cyclesXi(p)
p nombre primer.
Déna els cicles d’un domini fonamental de la corba Xy(p).

dif (M)

M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, de deter-
minant quadrat.

Déna el valor dy(f), associat a la forma quadratica f.

a1gf (M)

M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, amb valor
absolut del determinant quadrat.

Déna el valor df (f), associat a la forma quadratica f.

d2f (M) .

M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, de deter-
minant quadrat.

Déna el valor dy(f), associat a la forma quadratica f.

d2gf (M)

M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, amb valor
absolut del determinant quadrat.

Déna el valor df (f), associat a la forma quadratica f.
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defHypL(zy, z2)
21,2 € C, Im(zl),Im(zg) Z 0.
Defineix la recta hiperbolica que passa pels dos punts z;,2z2, com a
objecte geometric.

defHypPol(l)
l=[z1,...,2n), 21 € C, Im(2;) > 0.
Defineix el poligon hiperbolic donat pels n punts de [, com a objecte
geometric.

defIC(y)
v € SL(2,R). _
Defineix el cercle d’isometria associat a ’homografia v, com a objecte
geometric.

defQuatAlg(a,b)

a,be Q. ;

Fixa la Q-ilgebra de quaternions (%)
defsS (7‘1, Tg)

r,ry € RY.

Defineix el cercles de centre 0 i radi ry, r2, com a objectes geometrics.

denOr(!)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna el denominador de 'ordre O, mo.

det1f (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f. ;
Déna el determinant de la forma quadratica f, det(f).

detinfH(a,b)

a,b € Z, que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (%)

Déna el determinant de les formes normiques quaternaria i ternaria,
associades a Valgebra H, deti(np4) = dety(ny3).

det2f (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f.
Déna el determinant parell detz(f) de la forma quadratica f.

diagf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f.
Déna la matriu d’una forma quadratica diagonal Q-equivalent a f.
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discf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z.
Déna el Q-discriminant discg(f) de la forma quadratica f.

DiscH(a,b)

a,b € Z, diferents de 0.

Déna el discriminant Dy de la Q-algebra de quaternions H = (%) .
DiscOr (D)

[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.

Déna el discriminant de ’ordre O, Dp. Argument opcional true. Ne-

cessita que s’hagin assignat valors als parametres a i b amb la instruccié
defQuatilg.

DiscOrg(l)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna el discriminant Dp de Pordre O. La diferéncia amb DiscOr és
que admet parametres.

discpf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z.
Déna el discriminant a Q, discg,(f) de la forma quadratica f.

Disthip(z, 22)
21,22 € C, Im(z),Im(z;) > 0.
Déna la distancia hiperbolica (21, z;) entre els punts z;, z;.

e1X1(p)
p nombre primer.
Déna el nombre n4(1, p) de cicles accidentals del domini fonamental de
la corba X (1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

E2HomP(l)
I; llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre d’Eichler O(D,N); D € N
producte d’un nombre parell de primers diferents.
Déna una llista d’homografies elliptiques d’ordre 2 i els punts elliptics
corresponents de la corba de Shimura X(D, N). El parametre opcional
r permet controlar la profunditat de la recerca de representacions; per
defecte val 5; és recomanable assignar-li valors < 10,

E2HomPRep(ly,1,)
I, llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre d’Eichler O(D, N); D ¢ N



336 Cap. 10. El paquet Poincare

producte d’'un nombre parell de primers diferents; l; = [z, %, 23] €
R*(nz+200,8)3 4 L); és a dir, z; € Z tals que ngi20(p,n)3(71, T2, T3) =
4. (Per exemple, un element de la llista obtinguda amb FindRepE2(/}).)
Déna una homografia d’ordre 2 i el punt elliptic corresponent de la
corba de Shimura X(D, N), en forma de llista.

e2X(D, N)
D € N, producte d’'un nombre parell de primers diferents; N € N,
med(D,N) = 1.

Déna el nombre e(D, N) de cicles elliptics d’ordre 2 de la corba de
Shimura X (D, N).

e2X1 (p)
p nombre primer.
Déna el nombre ez(1, p) de cicles elliptics d’ordre 2 de la corba X (1, p) =

Xo(p).

E3HomP (1) }
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre d’Eichler O(D,N); D € N
producte d’un nombre parell de primers diferents.
Déna una llista d’homografies el'liptiques d’ordre 3 i els punts elliptics
corresponents de la corba de Shimura X (D, N). El parametre opcional
r permet controlar la profunditat de la recerca de representacions; per
defecte val 5; és recomanable assignar-li valors < 10.

EBHomPRep (Zl, 12)
[, llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre d’Eichler O(D, N); D € N
producte d’un nombre parell de primers diferents; ly = [z, 22,23] €
R*(nz420(0.N)3,3; Z); és a dir, z; € Z tals que nz20(0,n),3(%1, T2, 73) =
3. (Per exemple, un element de la llista obtinguda amb FindRepE2(l).)
Déna una homografia d’ordre 3 i el punt elliptic corresponent de la
corba de Shimura X (D, N), en forma de llista.

e3X(D,N) , :
D € N, producte d’'un nombre parell de primers diferents; N € N,
‘mcd(D,N) =1. ‘

Déna el nombre e3(D, N) de cicles elliptics d’ordre 3 de la corba de
Shimura X (D, N).

e3X1(p)
p nombre primer.
Déna el nombre e3(1, p) de cicles elliptics d’ordre 3 de la corba X(1,p) =

Xo(p)-
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einfX(D,N)

D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
mcd(D,N) = 1.
Déna el nombre ey (D, N) de cicles parabolics de la corba de Shimura
X(D, N).

einfX1i(p)

p nombre primer. ,
Déna el nombre ex(1,p) de cicles parabolics de la corba X(1,p) =

Co(p).-

embH (w)
w quaternié.
Déna la matrin ®(w) € M(2,Q(v/a)), imatge de la immersié fixada a
- 1.1.25, suposant que ¢ > 0. Necessita que s’hagin assignat valors als
parametres ¢ i b, amb la instruccié defQuatalg.

embHg (w)
w quabernid.
Déna la matriu ®(w) € M(2, Q(/a)), imatge de la immersié fixada a
1.1.25, sense comprovar si ¢ > 0. No cal haver fixat préviament els
valors dels parametres @ i b amb la instruccié defQuatAlg.

emb0r (1)
{ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna la matriu de M(Z Q(+/a)) imatge d’un element genéric de Pordre
O, per la immersi6 fixada a 1.1.25, si @ > 0. Necessita que s’hagin
assignat valors als parametres ¢ 1 b amb la instruccié defQuatAlg. Ar-
gument opcional true.

eqHypL (24, 22)
z1, 22 € C, Im(z;) > 0.
Déna ’equacié de la recta hiperbolica que passa pels dos punts 2, 2.

eqHypPol(])
I =1{2,...,2); z1 € C, Im(z) > 0.
 Déna les equacions de les rectes hiperboliqués que contenen les arestes
del poligon hiperbolic donat pels n punts de /.

EqGI' (Zl, 12)
l1,1; listes de 4 quaternions, Z-bases d’uns ordres Oy, O,, resp.
Funcié logica. Retorna true si els dos ordres sén 1gua.ls, i False en cas
contrari. Arguments opcionals true.
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Euler{(n)

n €N,
Déna la funcié d’Euler ¢(n) := n[],.(1 ~ }) de n.

expf (M)

M, matriu A(f) d’una forma quadratica f.
'Déna 'expressié polinomica de la forma quadratica f.

FindCond(z, 23)

z1,22 € C. | |
Déna condicions sobre z,y,2,t € Q per tal que v = (béﬁ‘:f'—%} ;f;ﬁ)

satisfaci y(21) = z2. Concretament, s’obté una forma binaria que ha de
representar el determinant de 4. S’aplica especialment quan a i b sén
els parametres que fixen una algebra de quaternions.

FindRepf (M, é,r)

M matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, de 2,3 o
bé 4 variables; § € Z; r > 0 argument opcional (per defecte val 5; es -
recomana 7 < 10). '
Busca representacions de ¢ per la forma quadritica f, amb |z;] < r,
per la forma normica ternaria de ordre Z + 20, on A és Vordre de
conductor m del cos quadratic Q(v/d).

FindRepOr(l,d,m,r)

[ llista de 4 quaternions, Z-base d’'un ordre O, d € Z, d # 0; m € N;
r > 0 argument opcional (per defecte val 5; es recomana r < 10).

Busca representacions (zy,2,z3) de —Dy, amb |z;] < r, per la forma
normica ternaria de l'ordre Z + 20, on A és I’ordre de conductor m del

cos quadratic Q(\/cz)

FindRepOrE2(l,r)

! llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre d’Eichler O(D, N); r > 0
parametre opcional (per defecte val 5; es recomana r < 10).

Doéna una llista de representacions de R*(nz420(p,n),3,4; Z) menors
que r; és a dir, una llista de tripletes z;, 25,3 que siguin solucié de
nz20(p,8),3(X1, X2, X3) = 4, amb |z;| < r. A partir d’aquestes solu-
cions podem determinar homografies i punts elliptics d’ordre 2 de la
corba de Shimura X(D, N) utilitzant E2HomPRep, que implementa el
resultat 8.1.10. ’

FindRepOrE3(l,r)

[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre d’Eichler O(D, N); r > 0
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parametre opcional (per defecte val 5; es recomana r < 10).

Déna una llista de representacions de R*(nz420(p,N)33; Z) menors
que r; és a dir, una llista de tripletes z,y,z que siguin solucié de
nzi200.M3(X,Y,Z) = 3, amb |z;] < r. A partir d’aquestes solu-
cions podem determinar homografies 1 punts elliptics d’ordre 3 de la
corba de Shimura X (D, N) utilitzant E2HomPRep, que implementa el
resultat 8.1.10.

fixPHon(a,b,c, d)
a,b, ¢, d nombres reals, que defineixen v = (2}3).
Déna la llista de punts fixos de ¥ continguts en H UR.

fixPHomM(y)
v € GL(2,R).
Déna la llista de punts fixos de -y continguts en H UR.

Fquat (w)
w quaternié invertible. :
Déna Venter d lliure de quadrats tal que w prové d’una immersié de

QVd)en H. |

fundDiscF(d)
d€Z,d+#k® per a tot k € Z.
Déna el discriminant fonamental del cos quadratic Q(v/d).

geneX1(p)
p nombre primer.
Déna una llista de generadors del grup I's(p)/ £ Id.

genusX(D, N) - .
D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
mcd(D, N) = 1.
Déna el génere de la corba de Shimura X (D, N), g(D, N).

genusXi()
p nombre primer. _
Déna el genere de la corba X (1, p) = Xo(p), 9(1,p).

HermiteOr(l)

[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna la base d’'Hermite de Pordre O.

hF (d)
d€Z,d#k peratotkeZ.
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Déna el nombre de classes d’ideals del cos Q(V/d), per als d que, Hiurats
de quadrats, siguin de valor absolut inferior a 100. En cas contrari,
funciona com a parametre.

Hilbert(a,b,p)
a,b enters; p > 2 nombre primer.
Retorna el simbol de Hilbert (a,b),. Per a p # 2, utilitza la instruccié
del simbol de Legendre numtheory[L].

Hnf3(M)
M matriu d’una forma quadratica ternaria f de coeficients enters, de
determinant quadrat, det;(f) =
- Déna una parella d’enters (a,b) tals que la forma noérmica ternaria

7 b » .
associada a l’algebra de quaternions H = (%) és Q-equivalent a f.

Hnf4 (M)
M matriu d’una forma quadratica quaternaria f de coeficients entexs,
no definida negativa, de determinant quadrat, dety(f) = A%
Déna una parella d’enters (a,b) tals que la forma ndrmica quaternaria

* » . a # * .
associada a ’algebra de quaternions H = | - | és Q-equivalent a f.

Q

Hom(a,b, ¢, d) »
a,b,c,d € R, que defineixen una homografia v = (2 4) € SL(2,R).
Déna ’homografia v com a funcid, '

HomM(7y)
v € SL(2,R).

Déna I’homografia y com a funcié.

hOrF(d, m)
d€Z,d#k*peratot ke Z;meN.
Déna el nombre de classes d’ideals de l’ordre quadratic de conductor

m del cos Q(\/— ).

hqqOr (D, N,d, m)
D € N producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
mcd(D,N)=1;d€Z,d#k>peratot k€ Z;m€N.
Déna el nombre de classes d’immersions optimals de 'ordre quadratic
de conductor m del cos Q(+/d) en un ordre d’Eichler de nivell N d’una
algebra de quaternions de discriminant D, modul O*.
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hqqOrp(D, N, d, m, p)
D € N producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
mcd(D,N) =1;d € Z, d # k* per a tot k € Z; m € N; p primer.
Doéna el nombre de classes d’immersions optimals locals de ordre
quadratic de conductor m del cos Q(\/c-i) localitzat en p, en un or-
dre d’Eichler de nivell N d’una algebra de quaternions de discriminant
D localitzat en p, modul Op-equivaléncia.

Ht£3(M)
M matriu d’una forma quadratica ternaria f de coeficients enters, de
determinant det;(f) = —A2.
Déna una parella d’enters (a,b) tals que la forma traga ternaria asso-

Q

ciada a l'algebra de quaternions H = (9-1——> és Q-equivalent a f.

Ht£4(M)
M matriu d’una forma quadratica ternaria f de coeficients enters, de
determinant det; (f) = — A%

Déna una parella d’enters (a,b) tals que la forma traga quaternaria
P

b
associada a ’algebra de quaternions H = 93-—) és Q-equivalent a f.

Q

HWinvE (M, p) ,
M, matriu d’una forma quadratica f, de coeficients a Z; p, primer.
Déna Vinvariant de Hasse-Witt de la forma quadratica f a Q,.

ImHRep(l,d,m,1;) ,
I llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O; d € Z, d # k* per a
tot k € Z; m € N; [; llista de tres enters que és una representacié de
—Dy, per la forma normica ternaria de 'ordre Z + 20, on A és l'ordre
de conductor m del cos quadratic Q(+/d).
Déna el quaternié ¢(v/d), on ¢ és la immersié de Pordre quadritic A
en 'ordre quaternionic @ determinada per la representacié [;.

ImMRep(l,d,m,ly)
[ llista de 4 quaternions, Z- base d’un ordre O; d € Z, d # k? per a
totkeZ;me N; [; llista de tres enters que és una representacié de
—Dj, per la forma normica ternaria de 'ordre Z + 20, on A és 'ordre
de conductor m del cos quadratic Q(v/d).
Déna la matriu ®(¢(v/d)), on ¢ és la immersié de 'ordre quadratic A
en ’ordre quaternionic O determinada per la representacié /.
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EBCBI‘G}, zg)
1;,1; llistes de 4 quaternions, Z-bases d'uns ordres Oy, O, resp.
Funcié logica. Retorna true si ordre definit per l; esta inclos en 'ordre
definit per Iz, i retorna False en cas contrari. Arguments opcionals
true.

IndMax0r(l)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna 'index de @ en un ordre maximal qualsevol que el contingui.
Argument opcional true.

Indf}r(lx, 32)
Iy, 1, llistes de 4 quaternions, Z-bases d’uns ordres Oy, Oy, resp.
Retorna I'index de l'ordre Oy en ordre Oy, comprovant préviament
que O; C O;. Arguments opcionals true.

IntConjlr(l, o)
! llista de 4 quaternions, Z-base d’'un ordre 0.
Déna llista de 4 quaternions, base de P'ordre interseccié de O i 'ordre .
conjugat de O per o. Argument opcional true. Notem que, si s'aplica
a un ordre maximal, s’obté un ordre d’Eichler,

Int0r(ly,la) ,
ly, 13 llistes de 4 quaternions, Z-bases d’ordres O; i Os, resp.
Déna llista de 4 quaternions, base de 'ordre interseccié de Oy i O,.
Arguments opcionals true. Notem que, si s’aplica a ordres maxxmais,
s’obtenen ordres d’Eichler. ‘

isCMEMOrFg(D, N,d,m, R)
D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N,
med(D,N)=1;d€Z,d#k*peratot k€ Z;meN; Re Z*.
Funcié logica. Respon true si la corba de Shimura X (D, N) té punts
de multiplicacié complexa especials modificats de valor R per 'ordre
quadratic de conductor m del cos quadratic Q(v/d ) respon false en cas
contrari.

isCMEOrF(D, N, d, m) |
D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; N € N, lliure
de quadrats, med(D,N) =1;d€ Z,d# K’ peratot k€ Z:m € N.
Funcié logica. Respon true si la corba de Shimura X(D, N) té punts
de multiplicacié complexa especials per I'ordre quadratic de conductor
m del cos quadratic Q(v/d); respon false en cas contrari.
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isCMEQrFg(D, N,d, m)
D € N, producte d’un nombre parell de primers diferents; NV € N, no
necessariament lliure de quadrats, med(D,N) = 1; d € Z, d # k? per
atotkeZ;meN.
Funcié logica. Respon true si la corba de Shimura X(D, N) té punts
de multiplicacié complexa especials per 'ordre quadratic de conductor
m del cos quadratic Q(+/d); respon false en cas contrari.

isCMOrF(D, N,d, m)
D € N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N € N, lliure
de quadrats, mcd(D,N) =1;d € Z,d #k*> peratot k € Z;m € N.
Funcié logica. Respon true si la corba de Shimura X (D, N) té punts
de multiplicacié complexa per 'ordre quadratic de conductor m del cos
quadratic Q(v/d); respon false en cas contrari.

isCMOrFg(D, N,d,m)
D € N, producte d’un nombre parell de primers; N € N, no ne-
cessariament lliure de quadrats, mcd(D,N) = 1; d € Z, d # k? per
atotk€Z;meN.
Funcié logica. Respon true si la corba de Shimura X(D, N) té punts
de multiplicacié complexa per 'ordre quadratic de conductor m del cos
quadratic Q(v/d); respon false en cas contrari.

isDNrepOrF(D, N,d,m)
D € N, producte d’'un nombre parell de primers diferents; N € N,
mcd(D,N)=1;d€Z,d#k* peratot k € Z;m € N.
Funcié logica. Respon true si la forma normica binaria reduida de

Vordre quadratic de conductor m del cos quadratic Q(v/d) representa
el valor DN; respon false en cas contrari.

isRrepOrF(d,m, R)
deZ,d#k*peratotk€Z;meN; Re Z*.
Funcié logica. Respon true si la forma normica binaria reduida de
Pordre quadratic de conductor m del cos quadratic Q(+/d) representa

el valor R; respon false en cas contrari.

isIsotf(M,p)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f, de coeficients a Z; p, primer.
Funcié6 logica. Respon true si f és una forma Qp-isdtropa; respon false
en cas contrari.

isK1f (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f, de coeficients a Z, amb
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determinant igual a un quadrat.
Funcié logica. Respon true si f és una K;-forma i false en cas contrari.

isk2f (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f, de coeficients a Z, amb
determinant parell igual a un quadrat.
Funcié logica. Respon true si f és una Ky-forma i false en cas contrari.

isKigf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadritica f, de coeficients a Z, amb
valor absolut del determinant igual a un quadrat.
Funcié logica. Respon true si f és una Kf-forma i false en cas contrari.

isK2gf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f, de coeficients a Z, amb
valor absolut del determinant parell igual a un quadrat.
Funcié logica. Respon true si f és una KF-forma i false en cas contrari.

isMaxOrder(])
{ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Funcié logica. Respon #rue si O és un ordre maximal i felse en cas que
no sigui ordre o que no sigui maximal. Amb ’argument opcional true
dona el motiu pel qual no és ordre maximal, si aquest és el cas.

isnBasisOr({l)
! llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Funcio logica. Respon true sil és una base normalitzada de 'ordre O
i false en cas contrari.

isOrder ()
[ llista de 4 quaternions.
Funcid logica. Respon true si la llista [ defineix un ordre i respon false
en cas contrari. Si es posa V'argument opcional true al final, escriu el
motiu pel qual no és ordre, si aquest és el cas. Necessita que s’hagin
assignat valors als parametres a i b amb la instruccié defQuatAlg.

isPrimbfA(p, N,w) A
p =3 mod 4 nombre primer; N € N, N|(p ~ 1)/2, lliure de quadrats;
w quaternié de Hx(p). ‘
Funcié logica. Respon true si la forma binaria fe) és Oa(2p, N)-
primitiva; respon false en cas contrari.
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isPrimbfB(p, g, N,w)
p,q primers, ¢ =1 mod 41i (2) = —~1; NV € N lliure de quadrats, tal

q
que mcd(N,p) =11 N|(q~ 1)/4; w quaternié de Hg(p, q).
Funcié logica. Respon true si la forma binaria foq) és Op(pq, NV)-
primitiva; respon false en cas contrari.

isPrimf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f, de coeficients a Z.
Funcié logica. Respon true si la forma quadratica f és primitivai false
en cas contrari.

isRrepOrF(d,m, R)
deZ,d#k*peratotkeZ;meN.
Funcié logica. Respon true si la forma normica binaria reduida de
’ordre quadratic de conductor m del cos quadratic Q(v/d) representa
el valor R; respon false en cas contrari.

kappa(l,o)
I llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O; o quaternié de Nor(O).
Déna la matriu k(o) € GL(3,Z), f. 7.3.13.

le(},(zl’ 22)
21,220 € C.
Funci6 logica. Respon true si Re(2;) < Re(2).

McbOr (I, 1)
l1, 2, Nistes de 4 quaternions, Z-bases d'uns ordres O;, O,, resp.
Déna la matriu de canvi de base de la base /; a la base [;. Arguments
opcionals true.

Mcoor(l)
[ llista de quaternions.

Retorna una matriu que té per columnes les coordenades dels quater-
nions de la llista ! respecte de la base {1,1, 7,45}.

multHom(a,b,c,d)
a,b,¢,d € R, que defineixen una homografia v = (¢ %) € SL(2,R).
Déna el multiplicador de 'homografia +.

nixi(p)
p nombre primer.
Déna el nombre n4(1,p) de vertexs accidentals del domini fonamental
de la corba X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.
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n2X1(p)
p nombre primer.
Déna el nombre ny(1, p) de vertexs elliptics d’ordre 2 del domini fona-
mental de la corba X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

n3X1(p)
p nombre primer.
Déna el nombre n3(1, p) de vertexs elliptics d’ordre 3 del domini fona-
mental de la corba X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

nBasisOr(l)
[ Nlista [1,vq,v3,v4], v; quaternions, Z-base d’un prdre O.
Déna una base normalitzada de l’ordre O. Argument opcional true.

nBasisZ20r(l)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna una llista, Z-base normalitzada de ’ordre Z + 20. Argument
opcional true. '

neX(D, N)
D € N, producte d’'un nombre parell de primers diferents; NV € N, -
mcd(D, N) = 1.

Déna el nombre de vértexs ne(D,N) d’un domini fonamental de la
corba de Shimura X (D, N) que tingui tots els vértexs elliptics, si aquest

existeix.
nfH3(a, b)
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H =7<%
Déna la matriu A(ng3) de la forma normica ternaria associada a 1’al-
gebra H.
nfH4(a,b)
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (%) .

Déna la matriu A(ny,4) de la forma normica quaternaria associada a

I’algebra H.

nf0r3(l)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna la matriu A(ne3) de la forma normica ternaria associada a 1’ordre
O respecte de la base [ si aquesta és normalitzada; en cas contrari,
calcula una base normalitzada de O i la indica. Argument opcional
true.
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nf0r4(l)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna la matriu A(negs) de la forma normica quaternaria associada
a l'ordre O, respecte de la base [ si aquesta és normalitzada; en cas
contrari, calcula una base normalitzada de O i la indica. Argument
opcional true.

ninfX1(p)
p nombre primer.
Déna el nombre ny(1,p) de vertexs parabolics del domini fonamental
de la corba X (1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

nivti (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f.
Déna el nivell N(f) de la forma quadratica f.

nivnfH(a,b)

b
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = %)

Déna, el nivell de les formes normiques quaternaria i ternaria, associades
a l'algebra H, N(ng4) = N(np3).

Niv0r(l)
[ llista de 4 quaternions, base d’un ordre d’Eichler O.
Déna el nivell de l'ordre O, suposant que sigui un ordre d’Eichler, Ng.
Argument opcional true.

nvXi(p)
p nombre primer.
Déna el nombre total de vertexs n(1,p) del domini fonamental de la
corba X(1,p) = Xo(p) construit en el capitol 3.

orM(M)
M e M(4,Q).
Déna la llista ! de les columnes de M. Si M és la matriu de coorde-
nades d’un ordre O, [ és una base de l'ordre O; en aquest sentit, és la
instruccié inversa de Mcoor. Amb ’argument opcional true, comprova,
si efectivament determina un ordre.

pairEdX1(p)
p nombre primer. :
Dona les parelles d’arestes que s’identifiquen, del domini fonamental de
la corba X(1,p) = Xo(p) construit en el capitol 3.
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Par0Or(l)
[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna, la paritat de 'ordre O: 0 sil’ordre és parelli I sil’ordre és senar.
Argument opcional true.

plotFDX1(p)
p nombre primer.
Déna la representacié grafica del domini fonamental de la corba modu-
lar X(1,p) = Xo(p) construit en el capitol 3.

plotHypL(zy, z3)
21,29 € C, Im(zl),Im(zg) _>__ 0.
Déna la representacié grafica de la recta hiperbolica que passa pels dos
punts z;, 3.

plotHypPol(l)
[ una llista [z1,... ,2a], 2z; € C, Im(z;) > 0.
Déna la representacié grafica del poligon hiperbolic definit pels punts
de l.

polH3(a,b)
b
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (%
Déna la matriu A(pol(np,;3)) de la forma quadratica polar de la forma
normica ternaria de 'algebra H.

polH4 (a,b)
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = | % .
Déna la matriu A(pol(ny,4)) de la forma quadratica polar de la forma
normica quaternaria de 1’algebra H.

polf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f.
Déna la matriu A(pol(f)) de la forma quadratica polar de la forma f.

prHom(d, z,y, s)
d€Z,d+# Kk peratot k€ Z;z,y € Q tals que z + yV/d és la unitat
fonamental de Q(v/d); s € N.
Déna la matriu corresponent a I’homoteécia principal que prové de la

unitat fonamental (z + yv/d)* de Q(+/d).



10.2. Descripcid de les instruccions 349

Psip(n,p)
n € N, p primer.
Déna el valor de la funci6 aritmetica ¢p(n) = p™(1 + %)

gbar(w)
w quaternio.
Déna el conjugat @ de w.

qcoeffs(w)
w quaternio.
" Déna una llista formada pels coeficients del quaternié w; és a dir, una
llista amb les coordenades de w respecte de la base {1,1, 7,17}

qconj (w, o)
w quaternid, o quaternid invertible.
Déna el conjugat de w per o és a dir, o™ wo.

qinv(w)
. w quaternio invertible.
Déna 'invers w™* de w.

q.mul (wl 3 w2)
wy,wq quaternions.
Déna el producte dels dos quaternions, w; - wq. Notem que el producte
també es pot indicar amb el simbol &q: w; &qw,; déna també w; - w,.

qnorm{w)
w quaternid.
Déna la norma n{w) de w.

qtrace(w)
w quaternio.
Déna la traga tr(w) de w.

quadOr (I, u)
! llista de 4 quaternions, Z-base d'un ordre O, u € Z.
Déna Pexpressié ng,):,,(X , Y, Z), tal que els punts enters de la quadrica

ngj,)s(X ,Y,Z) = 6 corresponen als quaternions de ’ordre O de norma §

1 traca p. Utilitza la base [ si aquesta és normalitzada; en cas contrari,
calcula una base normalitzada de O i la indica. Argument opcional
~true.
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radIC(y)
v € SL(2,R).
Déna el radi del cercle d’isometria associat a I’homografia .

recif (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, de deter-
minant igual a un quadrat.
Déna la matriu A(rec;(f)) de la forma quadratica l-reciproca de la
forma f.

recigf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, amb valor
absolut del determinant igual a un quadrat.
Déna la matriu A(recf(f)) de la forma quadratica l-reciproca de la
forma f.

reciH3(a,b)

b
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (%) .

Déna la matriu A(rec;(ng3)) de la forma quadratica 1-reciproca de la .
forma normica ternaria associada a 1’algebra H.

reciH4(a,b)

a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (?;) .

Déna la matriu A(reci(np,4)) de la forma quadratica 1-reciproca de la
forma normica quaternaria associada a 1’algebra H.

rec2f (M)
M, matriu A(f) d’'una forma quadritica f de coeficients a Z, amb
determinant parell igual a un quadrat.
Déna la matriu A(recy(f)) de la forma quadratica 2-reciproca de la
forma f.

rec2gf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z, amb valor
absolut del determinant parell ignal a un quadrat.
Déna la matriu A(recd(f)) de la forma quadritica 2-reciproca de la
forma f. :

rec2H4 (a,b)
a,b

a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (TQT)
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Déna la matriu A(recz(npg4)) de la forma quadratica 2-reciproca de la
forma normica quaternaria associada a 'algebra H.

redbnf0rF(d, m)
deZ,d#k*peratotk€Z. meN.
Doéna la forma normica binaria reduida de 1’ordre quadratic de conduc-

tor m del cos quadratic Q(v/d).

relXi(p)
p nombre primer.

Déna les relacions del grup I'g(p)/ * Id corresponents als generadors
donats per la instruccié geneX1(p).

S1£(M) .
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z.

Déna la llista de nombres primers p per als quals la forma quadratica
f és Qp-anisotropa.

s2£ (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z.

Déna la llista de nombres primers p per als quals ’invariant de Hasse-
Witt de la forma quadratica f a Q, és igual a —1.

S£ (M)

M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a Z.
Déna una llista de nombres primers critics per a f.

signf (M)
M, matriu A(f) d’una forma quadratica f de coeficients a R.
Déna la signatura de la forma quadratica f.

sqfr(d)
deZ.
Déna la part de d lliure de quadrats.

symcS(r,e, k, s)
r € R*; € unitat fonamental d’un cos quadratic real Q(+/a); k igual
a n(e); s € N tal que €° és la unitat fonamental d’un ordre quadratic
A C Q(v/a).
Déna els dos radis corresponents a la semicorona simetrica respecte
de la recta hiperbolica de centre 0 i radi r, domini fonamental del

grup < h >, on h és ’homotecia principal que correspon a la unitat
fonamental de 'ordre quadratic A.
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symiS(r,¢,k, s)
r € R*; ¢ unitat fonamental d’un cos quadratic real Q(+/a); k igual
a n(e); s € N tal que €® és la unitat fonamental d’un ordre quadratic
A C Q(Va).
Déna els dos radis corresponents a la semicorona de radi inferior r,
domini fonamental del grup < kb >, on h és ’homotécia principal que
correspon a la unitat fonamental de 'ordre quadratic A.

symLIC(y)
v € SL(2,R).
Déna I’abscissa de la recta L., tal que 'homografia v és composicié de
la simetria hiperbolica respecte de C, i la simetria hiperbolica respecte
de L., on C, és el cercle d’isometria associat a I’homografia +.

symsS(r,&,k,s)
r € R*; ¢ unitat fonamental d’un cos quadratic real Q(y/a); k igual
an(e); s € N tal que €° és la unitat fonamental d’un ordre quadratic
A C Q(/a). |
Déna els dos radis corresponents a la semicorona de radi superior r,
domini fonamental del grup < h >, on h és ’homoteécia principal que -
correspon a la unitat fonamental de l’ordre quadratic A.

tfH3(a,b)
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (%
}Dféna la matriu A(¢ry3) de la forma traga ternaria associada a 'algebra
tfH4(a,b) ,
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (%)
Déna la matriu A(trg,s) de la forma traca quaternaria associada a
Palgebra H.
t£0r4 (1)

[ llista de 4 quaternions, Z-base d’un ordre O.
Déna la matriu A(t,4) de la forma traca quaternaria associada a I’ordre
O, respecte de la base I. Argument opcional true.

typeH(a,b, T)
a,b € Z que defineixen la Q-algebra de quaternions H = (%); T, un
dels simbols M, A o bé B.
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Funcié logica. Respon true si 'algebra H és no ramificada, poc rami-
ficada de tipus A o bé poc ramificada de tipus B, segons si el simbol T
és M, A o bé B, respectivament. Retorna false en cas contrari.

typeHom(a,b,c,d, tipus)
a,b,c,d € R que defineixen una homografia v = (¢4) € SL(2,R).
tipus, una de les paraules elliptic, hyperbolic o bé parabolic.
Funcid logica. Respon true si 'homografia v és elliptica, hiperbolica o
parabolica, segons si la paraula tipus és elliptic, hyperbolic o bé
parabolic, respectivament. Retorna false en cas contrari.

type(w, purequaternion)
w.

Funcié 1ogica. Respon true si w és un quaternié pur i retorna false en
cas contrari.

type(w, quaternion)
w.

Funci6 logica. Respon true si w és un quaternié i retorna false en cas
contrari. ‘

valp(n, p)
n € Z, p primer.
Déna la valoraci6 p-adica vy(n) de n.

vaX1i(p)
p primer. ‘

Déna la llista de vertexs accidentals del domini fonamental de la corba
X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

ve2X1(p)
p nombre primer.

Déna la llista de vertexs elliptics d’ordre 2 del domini fonamental de
la corba X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

ve3X1(p)
p nombre primer.

Déna la llista de vertexs elliptics d’ordre 3 del domini fonamental de
la corba X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

vintX1i(p)
p nombre primer.
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Déna la llista de vertexs que s’obtenen com a interseccié de cercles d'i-
sometria del domini fonamental de la corba X (1,p) = Xo(p), construit
en el capitol 3.

volhX(D,N)
D € N, producte dun nombre parell de primers diferents; N € N,
mcd(D, N) = 1.

Déna el volum hiperbdlic V4(D, N) d’un poligon que sigui domini fo-
namental de la corba de Shimura X(D, N).

volhX1(p)
p nombre primer.
Déna el volum hiperbdlic V4(1,p) d’un poligon que sigui domini fona-
mental de la corba X(1,p) = Xo(p).

volHypPol(l)
l= [Zli' .. )zn], z1 € C, Im(z,) 2 0.
Déna el volum hiperbolic del poligon determinat pels n punts de [, en
funcié de .

volX(D,N) «
D € N, producte d'un nombre parell de primers diferents; N € N,
med(D,N) = 1.

Déna el volum hiperbolic normalitzat V(D, N) d’un poligon que sigui
domini fonamental de la corba de Shimura X({D, N).

volX1(p)
p nombre primer. ,
Déna el volum hiperbolic normalitzat V/(1,p) d’un poligon hiperbolic
que sigui domini fonamental de la corba X (1, p) = Xo(p).

vpX1i(p)
p nombre primer. A
Déna la llista de vertexs parabolics del domini fonamental de la corba
X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3.

vteX1(p)
p nombre primer.
Déna la llista total dels vértexs del domini fonamental de la corba
X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3, classificats segons el seu
tipus.

vtoX1(p)
p nombre primer.
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Déna la llista total dels vértexs del domini fonamental de la corba
X(1,p) = Xo(p), construit en el capitol 3, ordenats segons ordre crei-
xent de la seva part real.

10.3 Sintaxi de les instruccions programades

A titol indicatiu, mostrem la sintaxi d’algunes de les instruccions programa-

des.

Poincarecantidise = proc(pp::integer, qq::integer)
local /, r, p, g;
p=pp;
9=499: . .
if not isprime(p) or not isprime(q) or p = g then
ERROR( ‘els arguments han de ser dos nombres primers diferents )
fi;
ifg<pthen!/:=p;p:=gq;q =11,
_if p=2 and g mod 4 =3 mod 4 then RETURN([g, -1]) fi;
if p mod 4 =3 mod 4 and g mod 4 = 3 mod 4 then RETURN([p*q, ~11) fi;
if numtheory[L](p, q) # 1 then RETURN([p, ¢]) fi;
r=2;
if p = 2 then while not (numtheory[L](r,2)=~1) or
not (( numtheory[L](r, q) + q) mod 4 = 0 mod 4) do r := nextprime(r)
od :
else while not ({numtheory[LY(r, p) + p) mod 4 =0 mod 4) or
not (( numtheory[L](r, q) +g) mod 4 = 0 mod 4) do r = nextprime(r)
od
fi;
[p*qa "'r]
end

Poincarengasisor = proc(l::list( quaternion))
local q, ii, jj, s, P, resultat,
if type(args{ nargs}, boolean) and args[nargs] then
if not isOrder(/, true) then RETURN( ) fi

fi;
P == Mcoor(/);
for jj from 2 to 4 do

s = signum(P[1, jj]);
if 5 # 0 then for ii to 4 do P[ii, jj] == s*P[ii,jj] od fi
od;
for jj from 2 to 4 do P[1, 7] = P[ 1,71 - floor( P[1,j]) od;
if P[1,4] =0 then
if P[1,3]=0 then
if P[1,2]+ 0 then
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“for ii to 4 do a == P[ii, 21; P[ii, 2] = P[ii, 41; P[ii,A] =aod

fi
else foriito4 doa:=P[ii,3]; P[i, 3] :=P[ii,4]; Plii,4] =a od
fi .
fi;
if P[1,2]=1/2 then for ii to 4 do P[ii, 2] .= P[ii,2] - P[ii, 4] od fi;
ifP[1,3]=1/2then foriito4do P{ii,3]:=P[ii,3] - P[ii, 4] od fi;
OrM(P)

end

Poincareisyaorder = proe(l::list( quaternion))
locals, 5 ,
if type(args[ nargs ], boolean) and args[nargs] then s = true else s := false fi

t = isOrder(/, s);

if 5 then
if t = false then RETURN(false) fi; :
if stcOr( = DlscH(a b) then print( maximal ); RETURN( true) fi;
print{ pero no és maximal’); '
RETURN(false)

fi;

t and DiscOr(/) = DiscH(a, b)
“end :

Poincarepoypr, = proc(uu::{ complex, name }, vv::{ complex, name })
local u, v, eq, 0, rh, x1,x2,y2, aa, bb, I;-
with( geometry);
_EnvHorizontalName = x;
EanertzcalName =y,

if 21 # o then point(u, R{uu), S(uu)) fi;

if vv # co then point( v, R(wv), J{W)) fi;

defHypL(uu, vv, rh);

- if uu=co or vv = or R(uu)=R(vv) then

xI = min( R(uu), R(w))-1;
x2 =min(R(uu), R(vv))+1;
y2 = 1.2*max(3(uu), I(w))

else
center( o, rh);
aa = min( R(uu), R(vv), coordinates(o)[ 1]);
bb = max(R(uu), R(vv), coordinates(o)[1]);
xl =aqaa— 2%(bb —aa);
x2 =bb+ 2*(bb - aa);
y2 =radius(rh)

fi;

if 11t = 0 or vw = o or NR(uu)=R(vv) then
I=[rn];
if uu # co then [ == [op(l), ulfi;
if vv# o then / := [op(/), v] fi;
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draw(/, axes = NORMAL, scaling = CONSTRAINED,
axesfont = [ TIMES, ROMAN, 8], font = [SYMBOL, 10],
symbol = CIRCLE, color = black, view =[xI ..x2,0 .. y2],
printtext = False)
else draw({u, v, 0, rh], axes = NORMAL, scaling = CONSTRAINED,
axesfont = [ TIMES, ROMAN, 8], font = [ SYMBOL, 10],
symbol = CIRCLE, color = black, view = [x1 ..x2,0..y2],
printtext = False) ‘
fi
end

Poincarecyersy; = proc(p:iinteger)

local s, ne, cicles, r0, ¢, 1, a, gs, ii, Jj, ciclesidx;
ne =elX1{p) +e3X1l{p);
cicles == [seq(0,ii=1 ..nc)];
r0=~(p-1)/2;

c:=[r0];
for ii to nc do
r=r0;
s=1;
whiler 2 rfors=1do
§:=0;

ifr#(p-1)/2+1 then
a=(-1/rymodp;if(p~1)/2<athena:=a-pfi

elsea=-(p-1)/2-1

fi; :
ifa+ 170 thenc = [op(c),a+1]fi;
r=a+l

od;

cicles{ii} =c;

gs = map{op, cicles);

rd =ri+1;

while (member(70, gs)orr0=0o0rr0=1)and rO0<(p-1)/2 do
ro:=rl+1

od;

: ¢ =1{r0]

od; '

cicleside = [seq(0,ii=1.nc)];

for ii to nc do
ciclesidx[ii] = [seq(0,jj = 1 .. nops(cicles[ii]))];

N for jj to nops(cicles[ii]1) do ciclesidx[ii][j7 ] = idx(cicles[ii1{jj],p) od

od; o :
ciclesidx

end

Poincarenoes = proe(li:list( guaternion))
local par, R;
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end
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if typé( args[nargs ], boolean) and args[ nargs] then
if not isOrder(/, true) then RETURN( ) fi
fi;
par = ParOr(nBasisOr(/));
if par = 0 then R :=array([[0,0,0],[1, 0, 0], [0 1,01,[0,0,11D
elseR =array({[1,0,0}, [0, 1, O] [0, 0, 1],[ , ,0]])

evalm( ((linalg transpose }(R)) &* (nfOrd(1))) &* R )

Poincareyp, := proc(l:list( quaternion))
local /], vv;

- end

if type( args[nargs], boolean) and args[nargs] then
if not isOrder(/, true) then RETURN( ) fi
fi;
/1 = nBasisOr(]);
w = evalm((McbOr(/, II)) &* (linalg[ transpose}([[x, y, z, t]1])));
if ParOr(/l) =0 then bfH(vv[2, 1]*U[2] + w[3, L [*l[3] +w[4, 1 ]*ll[4])
else bfH(w[ 1, 1 *U[1]+w[2, L]¥U[2] +w[3, 1 ]*l[3] - 2%=w[ 1, 1 ]*[4])
fi

" Poincare, = proc(l::list( quaternion), 6::quaternion)

“end

if type(args[ nargs ], boolean) and args[ nargs] then
if not isOrder(/, true) then RETURN( ) fi
fi; :
ifnot (/[1]=1 and gtrace({[2]) = 0 and qtrace(/[3]) =0 and
(qtrace(/[4]) = 0 or qtrace(/[4]) = 1)) then
ERROR(
‘el primer argument ha de ser una base normalitzada d'un ordre D
fi;
linalg[ submatrix}(
McbOr([1, qeonj(/[2], o), geonj({[3 ], o), qconj(/[4], 6)], 1), 2 .. 4,
2.4) . - o .

Poincaremare, = proc(l::list( quaternion), d::integer, m::integer, xyz: list(integer))
local 4, rep, dd, q;

if type(args[ nargs], boolean) and args[ nargs] then

if not isOrder(/, true) then RETURN( ) fi
fi;
if d = 0 then ERROR( ‘el segon argument ha de ser diferent de zero™) fi;
if m < 0 then ERROR( ‘e! tercer argument ha de ser positiu™) fi;
ifnot ({{1]=1 and qtrace(/{2]) =0 and qtrace(/[3])=0 and
(qtrace(/[4]) =0 or qtrace(/[4]) = 1)) then

ERROR(

‘el primer argument ha de ser una base normalitzada d'un ordre™)
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fi;

A :=nfOr3(nBasisZ20r(!));

rep = array([[xyz[ 1], xpz[ 2], xyz[3]11);

if evalm((rep &* 4) &* (linalg{ transpose(rep)))[1,1]#

- fundDiscF(d)*m"2 then
ERROR( 7"ultim argument no és una representacio de ...")

fi;

dd = sqfr(d);

if dd mod 4 = 1 then q :=— xyz{ 3 ]*qtrace({[4])*I[1]/m
+2%(xpz[ 1M 2] + xyz[ 2 ]*[3] + xpz[3 ][ 4]) I m

else g :==(
— xyz[ 3 ]*qtrace({[4])[1]/2 +xyz[ 1 ]*I[2] + xyz[ 2]*][3]
+xyz[3]*I[4])/ m

fi;

embH(gq)

end

Poincareisprimsss := proc(p:iinteger, N::integer, w::quaternion)
local 4, ii, ww;
if not isprime(p) or p =3 mod 4 then ERROR(
‘el primer argument ha de ser un nombre primer conguent amb 3 modul \

fi; -
if (p~1)/2 mod N=0 then ERROR( ‘el nivell N ha de dividir (p-1)/2") fi;
if sqfr(N) # N then ERROR( ‘el nivell N no és lliure de quadrats ™) fi;
A =Mcoor([1, 2%, 2*N*j, i +j + k]);
A = evalm((4AN(~1)) &* (Mcoor({w])));
foriito4do )

if not type(A[ ii, 1], integer) then

ERROR( ‘el quaternio no pertany a Z+20_A(2p,N) ")

fi
od; i
ww = qeoeffs(w); ‘ :
is(ged((ww[4]-ww[21)/2, (ww[4] -ww[3])/2*N,ww[4])=1)
end ‘

Poincareipyreporr = proc(DD::integer, N::integer, d::integer, m::integer)
local df, M, res, aa, bb, xx, yy, s, dn, txx, tyy;
df = fundDiscF(d);
res = DD+*N;
if 4*res < — dftm”2 then RETURN(false) fi;
if — dfem”2 = 4*res then RETURN(true) fi;
M =redbnfOrF(d, m);
if dftm”2 mod 4 = 0 then
txx ;= evalf(sqrt(res — 1));
for xx from 0 to txx do
tyy = evalf( 2+sqrt(— res / df) | m);
for yy from 0 to tyy do
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iEM[L, 1 o2 + (M1, 2] + M[ 2, 1} pexoexyy + M[ 2,2 1%y™2
= res then RETURN( true)
. fi
od
od;
RETURN(false)
else
tyy = evalf( 2#sqrt(res / (- dfem”2)));
foryy totyy do
s = evalf( sqrt(res + dfrm"2*yy"2 / 4));
for xx from floor(—s —yy/2)tos—yy/2 do
if ML, 1 eex™2 + (M[ 1, 21+ M2, 1] )*xx*yy + M[ 2, 2 ]*p"2
= res then RETURN( true)
fi
od
od;
RETURN(false)
fi
end

Poincarecyp = proc(l::list, d::integer, m::integer, r::integer)
local DD, N, punts, rep, nl, ii; M, P;
if 0 < d then RETURN( ‘el segon parametre ha de ser negatiu °) fi;
DD = DiscH(aq, b);
N :=NivOr(/);
if not isCMOrF(DD, N, d, m) then
RETURN(
‘la corba no té punts de multiplicacié complexa per aquest ordre™)
fi;
punts =[ 1;
rep =FindRepOr(/, d, m, r);
nl :==nops(rep);
if n/ = 0 then RETURN(
. "No he trobat punts CM; prova un parametre de profunditat superior™)
i; - : :
for ii to nl do
M =ImHRep(/, d, m, rep[ii]);
P = op(fixPHomM(M));
punts = [op(punts), P]
od;
punts
end

Poincarecm. = proc(DD::integer, N::integer, r::integer)
local dn, res, d, df, m, tm, dn4,

dn = DD=N;

dnd = - 4x*dn;

res :=0;
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for d from —1 by —1 to dn4 do
if sqft(d) = d then
df = fundDiscF(d);
tm = evalf(2*sqrt(~ dn/ df));
for m to tm do
if isCMEMOTrF(DD, N, d, m, r) then
res = res + hqqOr(DD, N, d, m)
fi
od
fi
od;
res
~end
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