3 ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD

Una vez se ha obtenido una solucioén en RP, el siguiente problema que se debe abordar es
la investigacion de la estabilidad de esta solucion. Por una lado, los métodos temporales
descritos en el capitulo de introduccion reproducen de tal modo el comportamiento del
circuito que Unicamente obtienen soluciones estables, a no ser que se utilicen técnicas
especiales, por ejemplo de tiempo inverso. Por otro lado, la mayoria de los métodos de
determinacion directa del RP presentan la peculiaridad de obtener indistintamente

soluciones estables e inestables.

La obtencion de estas soluciones inestables, lejos de ser un efecto no deseado, permite
profundizar en el conocimiento tedrico de los sistemas y comprender mejor su
funcionamiento. Asi, el estudio de la estabilidad de una solucion en funciéon de un
parametro es particularmente util ya que el conocimiento de los puntos de bifurcacion
puede asegurar el funcionamiento de ciertos circuitos, por ejemplo un divisor de
frecuencia, en la zona deseada. Sea por uno u otro motivo, se hace evidente la necesidad de

discernir las soluciones estables de las inestables.

En el método clasico la investigacion de la estabilidad de un sistema de tiempo continuo se
realiza perturbando las condiciones iniciales de las variables de estado que conducen
directamente a una solucion periddica. La evolucion de estas perturbaciones al transcurrir
el tiempo se determina a partir de las derivadas parciales de la solucion respecto al tiempo
y las variables de estado. Estas derivadas parciales, evaluadas transcurridos 7 segundos,
constituyen los elementos de la llamada matriz de monodromia [Par-89]-[Sey-88] cuyos

autovalores aportan directamente informaciéon sobre la estabilidad de la solucion.
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3 Estudio de la estabilidad

Evidentemente, el conocimiento de estas derivadas requiere de una solucion expresada en
forma analitica. Dado que, en general, no es posible obtener soluciones analiticas al tratar
con sistemas no lineales, el estudio clasico de la estabilidad, basado en la matriz de

monodromia, inicamente se puede realizar de forma numérica.

Dificultades afiadidas aparecen al trabajar con sistemas en los que aparece retardo. En
éstos, es necesario conocer las variables de estado en cada uno de los elementos dinamicos
en todo un intervalo de tiempo de duracién igual al retardo maximo del circuito'. Esto es
equivalente a decir que el nimero de condiciones iniciales es infinito y, en consecuencia,
que la matriz de monodromia es de dimensiones infinitas. Este problema podria
solventarse discretizando la solucion, pero con ello abandonamos el dominio temporal
continuo. Esto da una idea de las dificultades en estudiar la estabilidad de las soluciones de
un circuito no lineal con parametros distribuidos de forma analitica. La bibliografia mas
reciente de /EEE Trans. Circuits Syst. se limita al estudio de la estabilidad de los puntos de

equilibrio, por ejemplo [Hos-94].

Los métodos de determinacion directa de la respuesta en RP deben estudiar la estabilidad
de las soluciones utilizando métodos numéricos. Asi, en el método de HB 1la estabilidad de
las soluciones se investiga usando técnicas de perturbacion [Riz-85] o métodos de
continuacion [Hen-86]. Sin embargo, las soluciones obtenidas usando el método
DTA—-Gear admiten un estudio alternativo de la estabilidad, basado en la definicion de

estabilidad de un sistema continuo trasladada a un sistema discreto.

" A diferencia de los circuitos de parametros concentrados en que unicamente es necesario conocer las
variables de estado en un instante de tiempo, =0".
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3 Estudio de la estabilidad

Este capitulo se estructura del siguiente modo. En la primera seccion se realiza la
descripcion del método de andlisis de la estabilidad de las soluciones obtenidas utilizando
el método DTA—Gear. A continuacion se extienden los resultados a circuitos con
alinealidades especiales. En la tercera seccion se describe un método semi—analitico para
estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio en circuitos de parametros distribuidos.
Este método se utilizard como referencia para validar los resultados obtenidos al estudiar la
estabilidad de los puntos de equilibrio del TDCC. Finalmente, se estudia la estabilidad de

soluciones periodicas del TDCC.
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3 Estudio de la estabilidad

3.1 Estabilidad de las soluciones

En [Mir-96] se describe un método numérico para estudiar la estabilidad de soluciones
obtenidas utilizando el método DTA-Gear restringido a circuitos con parametros
concentrados. Este método se basa en la construcciéon de un mapeo implicito, cuyo
Jacobiano aporta informacion acerca de la estabilidad de la solucién obtenida. En esta
referencia se demuestra la relacion entre los autovalores de la matriz de monodromia y los

autovalores del Jacobiano del mapeo implicito.

La extension de este método a los circuitos con retardo es uno de los objetivos de esta tesis.
No obstante, intentar buscar una relacion entre los autovalores del Jacobiano del mapeo
implicito y los de la matriz de monodromia carece de sentido en circuitos con retardo. Sin
embargo, es posible chequear la validez del método numérico al contrastar los resultados
con aquellos obtenidos de forma semi—analitica para puntos de equilibrio. La técnica que
se describird a continuacién para determinar la estabilidad de las soluciones obtenidas
utilizando el método DTA—Gear es tal que se realiza a posteriori, sin necesidad de
modificar el método de analisis descrito en el capitulo 2. Ademas, la construccion del
Jacobiano a partir del que se estudia la estabilidad se realiza utilizando las mismas matrices
que forman parte de la formulacion DTA—Gear. Este método se basa en la construccion de
un mapeo implicito, en el cual una de las muestras de la VC se expresa a partir de m
muestras anteriores. Estas m muestras anteriores, llamadas memoria del circuito, son
suficientes para reconstruir todo un periodo de la solucidon. Asi, las m muestras de un
sistema discretizado desempefan el papel que realizan las variables de estado en un
sistema continuo. De este modo, basandonos en la definicion de estabilidad de un sistema
continuo trasladada a un sistema discreto, el estudio de la estabilidad de la solucidn se
realiza observando la evolucion de estas muestras al ser perturbadas. De forma similar a lo
que ocurre con la matriz de monodromia, los autovalores del Jacobiano de este mapeo

implicito, aportan informacion sobre la estabilidad de la solucion.
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3 Estudio de la estabilidad

Las ideas resefiadas anteriormente se aplican del siguiente modo. En primer lugar hay que
fijar la memoria m de un sistema discretizado. En circuitos de parametros concentrados, la
memoria se define a partir del orden n del subcircuito lineal y del orden g de la

discretizacion utilizada mediante la relacion
m=ng. 3.1

Esta expresion indica que la derivada n—ésima de una muestra se aproxima utilizando esa
muestra y las m muestras anteriores. En un circuito de parametros distribuidos, como el de
la Fig. 2. 11, la muestra retardada 2t segundos se aproxima utilizando las g,+g muestras
anteriores a ésta, con ¢,A<21<(¢>+1)A y A la distancia entre muestras. Cada una de las
sucesivas derivadas de una muestra retardada necesita de g muestras mads. Asi,
considerando un circuito en el que se calcule la derivada n—ésima de una muestra retardada

21 segundos la memoria es
m=q,+n+1)g. (3.2)

Fijada la memoria del circuito, observamos que cualquiera de las N ecuaciones de la

formulacion matricial DTA—Gear para circuitos autdnomos’
A(TM)x+B,(Df(x)+c,v, =0, (3.3)

se puede escribir como una combinacién no lineal de m+1 muestras consecutivas de la VC

del modo
zak'xn—k +zblif(‘xn—k)+62 =Oa (3 4)
k=0 k=0

con

2 . . . . . . ,

Los resultados para circuitos excitados son exactamente los mismos que para circuitos autbnomos, ya que
en la linealizacion del sistema de ecuaciones alrededor de la solucion desaparecen las excitaciones, sean éstas
constantes o periodicas.
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3 Estudio de la estabilidad

a, =A(k+11), b, =B, (k+11) y &, =c,v, . 3.5)

Obsérvese que la muestra x,, de (3. 4) se puede calcular de forma implicita a partir de las m
muestras anteriores. Una vez calculada x,, es posible calcular la siguiente muestra x,:; a
partir de x, y de las m—1 muestras anteriores a x,. Con esta idea en mente, y definiendo el

subvector de m muestras de la VC
T
X, = [xn, X, s xnfmﬂ] , (3.6)

la ecuacion (3. 4) se puede ver como un mapeo implicito a través del cual el subvector x,1;

se obtiene a partir del subvector anterior a €ste, x,,, mediante la relacién
X, =¢(X,). (3.7

Notese que este mapeo podria ser utilizado para, partiendo de x, (unas condiciones
iniciales), calcular el transitorio hasta obtener el RP. Consideremos ahora la obtencion de
una solucidn perioddica x* de (3. 3). Cualquier subvector x,* de m elementos de x* es un

punto fijo del mapeo ¢ repetido N veces a lo largo de un periodo. Asi, el mapeo

compuesto ¢" cumple la relacion
Xn*:Xn+N*:¢N(Xn*)‘ (3 8)

Definido este mapeo, podemos estudiar la estabilidad de la solucién perturbando la

memoria del circuito en un instante de tiempo arbitrario, por ejemplo
X, =X, *+w,. (3.9)

La evolucion de la perturbacion w; al cabo de un periodo informa sobre la estabilidad de la
solucion. La linealizacion del mapeo implicito alrededor de la solucion en cada instante de
tiempo permite obtener una expresion analitica de la evolucion de esta perturbacion.
Efectivamente, la perturbacién w; en el siguiente instante de tiempo puede ser expresada

en funcion de w; usando la relacion
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3 Estudio de la estabilidad

X2 :(D(xl)a
X, *+w, =p(x, *+w)) = o(x, )+ J,w,, (3. 10)
w, =J,w,.

Esta idea trasladada un instante de tiempo mas adelante permite expresar ws en funcion de

w; utilizando la expresion anterior y

X3 :¢(X2)7
X3*+W3 =(p(X2*+W2)=¢2(X1*)+J3J2W1, (3.11)
w, =JJ,w,.

Finalmente, con la repeticion de este proceso N veces hasta completar un periodo se

obtiene
Xy X4w, ., =0V (x, %)+ Iw,, (3. 12)
relacion que utilizando (3. 8) se transforma en
X, *4w,,, =X, *+Jw,. (3.13)

Antes de continuar, conviene realizar la definicion de las matrices Jacobiano que han ido
apareciendo en los desarrollos anteriores y que se ha obviado en aras de una mayor

claridad. Asi, definimos
I=3yJyd3d,, (3. 14)

con
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3 Estudio de la estabilidad

o, ox, 0O, ox,
axn—l axn—Z a)Cn—m+1 a)Cn—m
1 0 0 0 (3.15)
1= o 1 0 | '
00 1 0

donde, teniendo en cuenta (3. 4), los elementos de la primera fila de J, se calculan

utilizando

axn __ak +bkf'(xn—k) (3 16)

ox, a, +b,f'(x,) .

Analicemos ahora en profundidad el resultado obtenido en (3. 13). Esta expresion indica

que la perturbacion inicial se ha transformado al cabo de un periodo en una perturbacién en
la que interviene el Jacobiano J del mapeo compuesto ¢". Esquematicamente, esta

transformacion se puede ver del modo

w, L)le. (3.17)

Considerando la descomposicion de la perturbacion inicial como combinacion lineal de los

autovectores W, del Jacobiano del modo
wo=Y W, (3.18)

la evolucion de la perturbacion queda expresada, en ultima instancia, en funcion de los

autovalores A, del Jacobiano mediante la relacion

WL AW, 3. 19)

1 1 1

A partir de esta expresion, es posible determinar el valor de la perturbacion al cabo de &

periodos como
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3 Estudio de la estabilidad

W, Lﬂfwi : (3.20)

Llegados a este punto, la estabilidad de la solucién obtenida utilizando el método

DTA—-Gear se determina a partir de los autovalores del Jacobiano del mapeo compuesto

del siguiente modo:

1.

En circuitos autdbnomos existe siempre un autovalor igual a la unidad, ya que este
tipo de circuitos admite infinitas soluciones retardadas unas de las otras un tiempo
arbitrario. Asi, el autovector relacionado con el autovalor unidad es tal que al sumarse a

la solucion se obtiene la misma solucion desplazada.

Si el resto de los autovalores tiene modulo menor que la unidad, entonces la solucion
es estable. Los autovectores asociados a estos autovalores iran decreciendo al

transcurrir el tiempo segun indica (3. 20).

Si al menos uno de los autovalores es de médulo mayor que la unidad, entonces la
solucion es inestable. Los autovectores asociados a estos autovalores creceran al

transcurrir el tiempo segin indica (3. 20).

La existencia de otros autovalores de mddulo igual a la unidad corresponde a casos
especiales. Asi, la existencia de un autovalor A=—1 indica que la perturbacion se repite
cada dos periodos, segun (3. 20) con k=2, informando de la existencia de una
bifurcacion de desdoblamiento de orbitas. Del mismo modo, la existencia de un

autovalor

21

P (3.21)

indicaria la existencia de una solucioén de periodo k& veces el de la solucion estudiada.
Por otro lado, cuando la fase de un autovalor de mddulo unidad no es submultiplo de
2n estamos ante una bifurcacién de Hopf, la cual informa de la existencia de una
solucion cuasiperiédica. Finalmente, en circuitos excitados, la apariciéon de un
autovalor unidad informa de la coexistencia de dos soluciones de igual periodo muy

cercanas, hecho que tnicamente puede aparecer en un punto limite.
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3 Estudio de la estabilidad

Finaliza aqui la descripcion de la técnica de andlisis de la estabilidad de las soluciones
obtenidas mediante la formulaciéon DTA—Gear. Como se ha visto, este estudio se reduce al
calculo de los autovalores del Jacobiano del mapeo implicito de dimensiones mxm, siendo
m la memoria del circuito discretizado. Debe destacarse que el Jacobiano se construye
directamente a partir de las mismas matrices que forman parte de la formulacion

DTA—-Gear.
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3 Estudio de la estabilidad

3.2 Reformulacién de los resultados para alinealidades especiales

Los resultados anteriores son validos para circuitos con una alinealidad estatica controlada
por una VC. En el capitulo 2 se ha modificado la formulacion DTA—Gear para contemplar
alinealidades estaticas con dos VC y alinealidades dindmicas. Veamos como se estudia la
estabilidad de las soluciones obtenidas con estas formulaciones. Sobra decir que la clave en
el estudio de la estabilidad se encuentra en la construccion de un mapeo implicito que

relacione una muestra con las anteriores.

3.2.1 Alinealidad estatica con dos variables de control

La formulacion DTA—-Gear obtenida para analizar circuitos con alinealidades estaticas
controladas por dos VC se puede descomponer en dos sistemas de N ecuaciones cada uno,

similares a los que aparecen al tratar con una alinealidad estatica controlada por una VC:
A(M)x,+B,(Tf(x,,x,)+c,v, =0, (3.22)
A(T)x, +B,(Tf(x,,x,)+c,v, =0. (3.23)

Cualquiera de las N ecuaciones de cada uno de estos sistemas de ecuaciones se puede
escribir como una combinacion no lineal de m+1 muestras consecutivas de cada una de las

dos VC del modo

zakxa,n—k +zblif(xa,n_kaxb’n_k)+c’\2 :0, (3 24)
k=0 k=0
DXy, + D (X Xyt + 4 =0, (3.25)
k=0 k=0

donde se ha utilizado la misma notacidn para los coeficientes que en la seccion anterior y
m coincide con el valor dado en (3. 2). Obsérvese que al existir dos ecuaciones que
relacionan 2(m+1) muestras en total, una muestra de cada una de las dos VC se puede
expresar a partir de las restantes 2m muestras. Este planteamiento nos conduce a definir el

vector
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3 Estudio de la estabilidad

T
Xn = [xa,n b xa,nfl s Ty xa,n—mﬂ H xb,n H xb,n—l > 7T xb,n—erl ] b (3 26)

formado por m muestras consecutivas de cada una de las dos VC: 2m muestras en total.

Este vector permite construir el mapeo implicito

X, =0(X,), (3.27)

definido por las ecuaciones (3. 24) y (3. 25). A partir de esta expresion es posible repetir el

razonamiento anterior hasta obtener el Jacobiano del mapeo implicito

J=J3,3,,3J,, (3.28)

cuyos autovalores determinan la estabilidad de la solucion. La diferencia respecto al caso

anterior estriba en las matrices J,,, las cuales se definen a partir de

Jo | Je
J = el (3.29)
con
a'xl n axl,n le n le n ]
ax/,n—l axj,n—Z a'xj,n—m+l a'xj,n—m

yio| ! 0 0 0 (3. 30)

" 0 0o

|0 0 1 0 |

donde, de acuerdo con (3. 24) y (3. 25), los elementos de la primera fila se calculan

utilizando

axa,n _ k2k6 - k3k5
ox kk, —kk,’

a,n—k

axa,n _ k2k8 B k5k7

X ks = kok,”
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3 Estudio de la estabilidad

8xb,n _ klké — k3k4
ox, . kki—kk,’

a,n

Xy, sk —kyky

Xy i ks —koky

con
k,=a,+ béfa ('xa,n ) xb,n) )
k,= béfb' (‘xa,n sXp )s
ky=a, + bllcfa (xa,nfk 5 xb,n—k) 5
ky = bg»f; (X5 Xp0) s
ks=a,+ bgf;(xa,n ’xb,n) ,
ks = b/ifa (Xgpts Xp ) >
k, = b/ifi; (X4 pt> Xp i) 5

3o
ks =a, +bkfb(xa,n—k ’xb,n—k) .

Una vez definido el Jacobiano del mapeo implicito la estabilidad se estudia a partir de sus
autovalores del modo indicado en el capitulo 3.1. Debe advertirse que si la memoria del

circuito es m, las dimensiones del Jacobiano son (2m)x(2m), al existir dos VC.

3.2.2 Alinealidad dinamica

El estudio de la estabilidad de las soluciones de circuitos con alinealidad dindmica debe
empezar con una redefiniciéon de la memoria del circuito discretizado. Asi, la memoria

definida anteriormente
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3 Estudio de la estabilidad

m=q,+(n+1)g, (3.31)
se reconvierte ahora en
my, =g, +(n+2)g, (3.32)

donde el incremento de la memoria en g unidades es causado por la alinealidad dinamica,
cuyo valor en un instante determinado se evalua a partir de las muestras de la variable de
control en ese instante y en los g anteriores. Cualquiera de las N ecuaciones de la

formulacion DTA—Gear para alinealidades dindmicas
A(T)x +B,(D[G(X)P,(T)x]+c,v, =0, (3.33)

se puede escribir como una combinacion no lineal de m,+1 muestras consecutivas de la VC

del modo
m m g
Z apXx,  + Z b,: {g(xnk )Z c_/.xnk_/} +¢,=0, (3. 34)
k=0 k=0 =0
con
¢, =Py(j+LD). (3. 35)

Para el resto de coeficientes se ha utilizado la notacion de las secciones anteriores. El
desarrollo de las expresiones que conducen a la obtencion del Jacobiano a partir del cual se
determina la estabilidad es idéntico al realizado en el capitulo 3.1. La tnica diferencia
radica en el mapeo implicito que, en el caso que nos ocupa, viene determinado por (3. 34),

y que repercute en el calculo de los elementos de la primera fila del Jacobiano

ox,  Ox, - Ox, ox,
aX’-n—l axn—Z a'xn—mz +1 axn—mz
1 0 0 0
_ (3. 36)
I 0 1 0 ’
0 0 1 0
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3 Estudio de la estabilidad

que se determinan a partir de

minik,g}

g
a +bkg'(xn7k)zc_/xn7k7j + Zbk—jc_jg(xnflﬁj)
_ j=0 Jj=0 _ (3.37)

N g
aO + bOg'(‘xn )chxn—j + bOCOg(‘xn )

ax n—k
=0

Definido el Jacobiano del mapeo implicito, la estabilidad se estudia a partir de sus
autovalores del modo indicado en el capitulo 3.1. Las dimensiones del Jacobiano son en

este caso moX my.
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3 Estudio de la estabilidad

3.3 Estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio

La técnica para estudiar la estabilidad de soluciones obtenidas utilizando la formulacion
DTA-Gear se ha descrito con detalle para los distintos tipos de alinealidad. Puesto que éste
es un método numérico, su fiabilidad no se puede demostrar, tan so6lo comprobar.
Precisamente con el objetivo de contrastar los resultados numéricos se describe en este
capitulo la técnica desarrollada en [Hos-94]. En esta referencia se desarrolla un método,
que llamaremos semi—analitico, para predecir el comportamiento cadtico de circuitos con
parametros distribuidos. El método se basa en la determinacion de la estabilidad de los
puntos de equilibrio. Prescindiendo de si es posible determinar el comportamiento caoético
de un circuito simplemente a partir de la estabilidad de sus puntos de equilibrio, nos

centraremos en el modo de calcular la estabilidad de éstos.

En el método semi—analitico, se formulan las ecuaciones de estado que describen un
circuito con parametros concentrados y distribuidos. Formuladas las ecuaciones de estado,

se determina su Jacobiano en cada uno de los puntos de equilibrio. La ecuacion

caracteristica de este Jacobiano en las variables s y ¢’ puede ser resuelta para la variable
s, considerando su descomposicion en parte real e imaginaria, usando algoritmos de
resolucion iterativos. Finalmente, el valor de la parte real de las soluciones de s determina

la estabilidad de las soluciones [Hal-77].

Los desarrollos que aparecen en esta referencia se particularizardn desde un principio para
el TDCC, circuito que se analizard en detalle en el capitulo 3.4. Utilizando esta técnica, se
obtendran expresiones analiticas, no incluidas en la referencia, que aportan informacion
acerca de la estabilidad y el valor que toman los autovalores de forma asintotica, sin

recurrir al uso de algoritmos iterativos.

Después de esta breve presentacion del método pasemos a describirlo en detalle. El método
semi—analitico de andlisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no
lineal con parametros concentrados y distribuidos se basa en plantear las ecuaciones de
equilibrio del circuito utilizando las variables de estado adecuadas. Estas variables de

estado son la tension en terminales de los condensadores del circuito, la corriente que
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3 Estudio de la estabilidad

atraviesa los inductores del circuito y la tension incidente o reflejada en las lineas de
transmision. Para el TDCC representado en la Fig. 3. 1 las variables de estado escogidas
son la tension v en terminales del condensador y la tension reflejada v, a la entrada de la

linea de transmision.

Fig. 3. 1. Circuito de Chua retardado (TDCC).

Utilizando estas variables de estado se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones que

caracteriza el circuito

B 1 2 -1
W) || R+Z)C (R+Z)C | V) || C |, 3.38
L;(H%)} 4 _R-Z [Vz_(f)}r 0 ) G20
R+Z, R+Z,

Las ecuaciones de equilibrio se pueden particularizar con facilidad en los puntos de
equilibrio, puesto que la derivada de v es nula y la variable v, retardada coincide con la
misma variable. Asi, el sistema (3. 38) particularizado en los puntos de equilibrio se

escribe

1 2 -1
0 - JE—
o ma Fh o
Vape _ 0 _2t7 %0 || Vapc 0
R+Z, R+Z,

El conocimiento del valor de los puntos de equilibrio del circuito requiere la resolucion de
este sistema no lineal de dos ecuaciones y dos incognitas de forma iterativa. No obstante,
ya que la alinealidad del TDCC es lineal a tramos, es posible determinar el valor de los
puntos de equilibrio de forma analitica. Una tercera alternativa para calcular el valor de las
variables de estado en los puntos de equilibrio la constituye el andlisis del circuito en

continua, sustituyendo el condensador por un circuito abierto y la linea de transmision por
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un cortocircuito. De este modo, el TDCC queda reducido a una resistencia en paralelo con
una alinealidad. La interseccion de las respectivas caracteristicas i—v da la solucién de v en
los puntos de equilibrio. En la Fig. 3. 2 se comprueba graficamente que cuando R<—1/my,
existe un unico punto de interseccion situado en el origen y cuando R>—1/my existen tres
puntos de interseccion : el origen y dos puntos simétricamente situados respecto al origen
cuyo modulo es mayor que v,. Es curioso constatar que cuando R=—1/my, existe todo un

intervalo de posibles valores entre —v, y +v,.

“\ —1/R

Fig. 3. 2. Interseccion de la caracteristica i—v de la alinealidad del TDCC (—) y

de la resistencia del circuito (- - -) para distintos valores de R.

Una vez determinado el valor de v, el valor de v, se determina a partir de la segunda
ecuacion de (3. 39) como

Z,

Vape = _EVDC . (3. 40)
Conocido el valor de las variables de estado en los puntos de equilibrio, la dinamica del

circuito se estudia linealizando el sistema alrededor de estos puntos. Asi, el Jacobiano de

(3. 38)

0) )

ov(t) o3 (1) 3.41)
ov, (t+27) Ov,(t+27) |

ow(r) vy (1)

evaluado en los puntos de equilibrio es
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3 Estudio de la estabilidad

+m (R+Z,) 2
J= (R+Z,)C (R+Z,)C 3. 42)
_Z, _R-Z, |
R+Z, R+Z,

donde my es la pendiente de la caracteristica i—v de la alinealidad del TDCC en los puntos
de interseccion. Como se comprueba en la Fig. 3. 2, unicamente existen tres posibles

valores para m; en funcion de vpc segun la relacion

m, si |VDC| <v, (3.43)

my, =1m, siv, <|vpe| <,

m si|vpe| > v,

El estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio se realiza afiadiendo a cada una de

las variables de estado las perturbaciones

w(t), t=0" (3.44)
w; (), t=[-27,0)

en los intervalos especificados. Asi, sustituyendo en (3. 38) las relaciones

[v(t) 1| vpe +w(0) } (3. 45)

v, ()] | Vapc t Wy (1)

{ vy | [ 0+ } (3.46)

v, (t+27) | | Vape + W, (1+27)

y haciendo uso del Jacobiano, obtenemos una expresion que nos aporta informacion sobre

la evoluciodn de las perturbaciones:

wit) | J w(?) _{Ju Ju} w(?) (3.47)
wit+20) | wi®] [Ja I wi®)]

Al aplicar la transformada de Laplace sobre la ecuacion anterior se obtiene
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[ sW(s) } ~ {J“ Jiy }{ W(s) } (3. 48)
eserZ_ () Sy In W, (s) ’
expresion que se puede reconvertir en
{JH—S Ji, }{ W(s)}_0 (3.49)
N W, (s) .

Al tratarse de un sistema homogéneo su determinante debe ser cero para que exista una

solucion no nula. Asi, la resolucion de la ecuacion caracteristica
se’ —e " J, —sJy +J,Jy —JpJ, =0, (3.50)
para la variable compleja s °
s=0tjw, (3.51)

permite determinar la evolucion de las perturbaciones. Efectivamente, sustituyendo s por

(3. 51) en la transformada de Laplace de estas perturbaciones

_W(t) 1 ‘SW(:V) _ (U:—f ja))Wf(S) ’ 3.52)
w, (t +27) e W, () e T (s)

y realizando su transformada inversa tras la sustitucion, obtenemos una ecuacion
diferencial de primer orden en la perturbaciéon w y una ecuacion en diferencias en la

perturbacion w;

{ W(?) }: [(aijw)w(r)}_ 6.5

wy (t+27) | | e Tw (1)

La resolucion de la ecuacion diferencial para las distintas soluciones de s permite expresar

la evolucién de la perturbacion w como la siguiente combinacion lineal

? Se comprueba a partir de (3. 50) que las raices complejas siempre aparecen por pares conjugados.
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3 Estudio de la estabilidad

w(t) = Ze”"’ cos(w,t + @)k, , (3.54)

w(0) = > cos(¢)k, . (3. 55)

En la resolucion de la ecuacion en diferencias debemos hacer intervenir las condiciones
iniciales en un intervalo de duracion 2t. Con estas consideraciones, expresamos la solucion

de la ecuacion en diferencias como

w; (1) = w; (1)) 7" cos(w,n27 + ¢, )k, , (3. 56)
1= ZCOS(¢2,i)k2,i > (3.57)

con
t=n2r+t', n>0, —2r<1'<0. (3.58)

A partir de (3. 54) y (3. 56) es inmediato comprobar que la parte real de s determina la

estabilidad de la solucién del siguiente modo:

1. Si todas las raices de la ecuacion caracteristica se encuentran en el semiplano
izquierdo, parte real o negativa, entonces la solucién es estable. Las soluciones
asociadas a estas raices irdn decreciendo al transcurrir el tiempo con una constante de

tiempo inversamente proporcional al modulo de la parte real de la raiz.

2. Si al menos una de las raices de la ecuacidén caracteristica se encuentran en el

semiplano derecho, parte real o positiva, entonces la solucion es inestable.

3. La existencia de raices imaginarias puras indica la existencia de otras soluciones. En
concreto, s=0 indica que para el mismo parametro otros puntos de equilibrio son

posibles, caso que se produce cuando R=—1/m, como se observa en la Fig. 3. 2.

Finaliza aqui la descripcion de los criterios que determinan la estabilidad de las soluciones
de equilibrio del TDCC basados en el conocimiento de la parte real de las raices de la

ecuacion caracteristica. Al tratarse de una ecuacion no lineal, su resolucion requiere el uso
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de algoritmos globalmente convergentes basados en el método de Newton. No obstante,
puesto que es posible obtener resultados analiticos sobre el valor de estas raices, el
siguiente objetivo es obtener la méxima informacion sobre la estabilidad de los puntos de
equilibrio antes de recurrir al uso de algoritmos de resolucion iterativos. Redefinamos la

ecuacion caracteristica (3. 50) con el fin de facilitar los calculos posteriores mediante la

notacion
se’* +ae’* +a,s+a, =0, (3.59)
donde
_1+m(Z,+R) (3. 60)
' C(Z,+R)
Z,—R (3.61)
a, =— ,
Z,+R
27 3.62
ay=a,a, +————. (3.62)
C(Z,+R)

La descomposicion de la solucion en parte real e imaginaria utilizando s=o0* jo

transforma la ecuacion caracteristica en un sistema de dos ecuaciones no lineales:
¢”*[(a, + o) cos(w27) — wsin(@27) |+ a,o+a, =0, (3. 63)
e’ [(a1 +0)sin(w27) + a)cos(a)Zr)]+ a,w=0. (3.64)

Comprobemos qué soluciones reales admite este sistema de ecuaciones. Con =0, la

primera ecuacion puede ser vista como una funcion en la variable o

f(o)=e" (a,+0)+a,c+a,. (3. 65)
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Esta funcién presenta las siguientes propiedades:

a) Cuando o — +o, f(0)— 400, propiedad que se cumple para cualquier pardmetro

del circuito.

b) Cuando o — -0, f(0o)—> —0sign(a,), propiedad que s6lo depende del signo de a,.
c) Enel origen se cumple f(0)=aqa, +a,.

De las propiedades anteriores se extraen las siguientes conclusiones:

1. La consideracion de a) y b) simultdneamente, permite afirmar que si a,>0, existe una

solucion real.

2. Mas restrictivo es el resultado que aparece al considerar a) y c¢) simultaneamente.
Entonces se puede afirmar que si (a;+a3)<0, existe al menos una solucién con parte real
positiva. En este caso, la solucion es inestable. Obsérvese que esta es una condicion

suficiente, no necesaria, para asegurar la inestabilidad de la solucion.

Una vez estudiado el caso en que w=0, pasemos a estudiar el comportamiento asintdtico en
el otro extremo frecuencial @ — +o*. El sistema de ecuaciones (3. 63) y (3. 64) se

transforma en
sin(w27)=0, (3. 66)
e’ cos(w2r)+a, =0. (3.67)

El cumplimiento de la primera ecuacion fuerza el resultado

nx (3. 68)

w=—,
27

que al ser sustituido en la segunda ecuacion nos conduce a

* El estudio en @ —» —o da lugar a las mismas soluciones conjugadas.
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e’ (-1)" +a,=0. (3. 69)

Si a,>0, esta ultima ecuacidon se cumple para n impar y si @,<0, para n par. En cualquiera

de los dos casos, podemos expresar o cuando @ — +o del modo

(3. 70)

Las ecuaciones anteriores informan de la existencia de infinitas soluciones situadas sobre

una recta paralela al eje imaginario, cuya parte imaginaria en funcién del signo de a; es

Qk+1)= a,>0
o, = . 27 . (3.71)
2k— a, <0
27
Las aproximaciones obtenidas para s cuando @ — +o pueden ser mejoradas con el fin de

obtener unas expresiones que permitan inicializar tan cerca de la solucion como sea posible

el algoritmo iterativo de resolucion de la ecuacion caracteristica. Asi, sustituyendo

Qk+)Z+¢, a,>0
o, = 27 , (3.72)
T
2k—+¢, a, <0
2T

en (3. 63) y tras una aproximacion de Taylor de primer orden de las funciones seno y

coseno obtenemos

a; —a,a,

a, >0
g =1 D% , (3.73)
a, —a,a
SBTEM <0
a,0;

donde @y se aproxima utilizando (3. 71).

Los resultados obtenidos hasta el momento, aportacidnes originales de esta tesis, se pueden

sumarizar del siguiente modo. Por una parte, el estudio de las soluciones reales determina
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en algunos casos la estabilidad de los puntos de equilibrio. Por otra parte, se han obtenido
las expresiones aproximadas de las soluciones cuando @ — +oopara la parte real segun (3.

70) y la parte imaginaria segtn (3. 72) y (3. 73).

Llegados a este punto, debemos reflexionar sobre algunos aspectos relevantes en la forma
de determinar la estabilidad del método semi—analitico descrito. La estabilidad de estos
puntos no se determina de forma explicita, sino resolviendo un par de ecuaciones no
lineales (3. 63) y (3. 64) con las incégnitas o y w. Otro aspecto importante es el hecho que
el nimero de soluciones de este sistema de ecuaciones es infinito. En concreto, hemos
visto que cuando @ — +oo, existen infinitas soluciones con parte real fija y parte
imaginaria multiplo par o impar de una cantidad. A causa de esta peculiaridad nunca se
podran calcular todas las soluciones de la ecuacion caracteristica. Esto deja un cierto vacio
a la hora de determinar con seguridad la estabilidad de una solucién. Si bien, como hemos
visto, en algunos casos es posible asegurar la existencia de una solucion real en el
semiplano positivo, y con ello la inestabilidad del punto de equilibrio, en general no sera
posible determinar con rotundidad la estabilidad de los puntos de equilibrio. En la misma

referencia [Hos-94] se dice refiriéndose al TDCC:

“The simulation results indicate that each equilibrium point has one real

root y, and an infinite number of complex conjugate pols, otj@”,

confirmando que el estudio de la estabilidad se realiza en este método a partir de resultados

de simulacion y no de forma analitica.

Queda todavia un ultimo punto por tratar. Este hace referencia al hecho que nuestro
objetivo final es comparar los resultados obtenidos a partir del método semi—analitico y los
obtenidos usando el método numérico DTA—Gear. Dado que de forma intrinseca los
resultados del método semi—analitico se obtienen en el plano s, y los del método
DTA-Gear en el plano z, es obligado utilizar una transformacion de un plano a otro para

contrastar los resultados.

La estabilidad de una formulacion DTA—-Gear se determina estudiando la evolucion de
cada una de las perturbaciones linealmente independientes al cabo de un periodo 7 del

modo
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VVI DTA-Gear (l’lA + T) = ﬂ,\/\/’l DTA-Gear (I’IA) 9 (3 74)

con A en el plano z. En el método semi—analitico, la expresion equivalente a la anterior

para ambas perturbaciones, siempre que 7>27, es
w(t+T) = e T w(t), (3.75)

con otjw en el plano s. Asi, un criterio para realizar la transformacion entre planos es el de
igualar las dos expresiones anteriores. Desde este punto de vista, la transformacion a usar

debe ser
z=e". (3.76)

Esta transformacién no tiene en cuenta que el circuito estudiado, una vez realizada la
discretizacion, ya no es el mismo. Esta discretizacion consiste en aproximar la derivada y
el retardo de una funcion a partir de las muestras de esa funcion. Asi, considerando una
discretizacién de primer orden para facilitar los desarrollos, la transformacion a usar al

discretizar el operador derivada es

-z : (3.77)
s = ,
A
y al discretizar el operador retardo
e =(1-e)z" +e,z". (3.78)

Ya que z relaciona dos muestras separadas 7=NA'y z, dos muestras separadas A, se define

la relacion

zV =z. (3.79)

Asi, otro criterio mas acertado consiste en utilizar la transformacién que permite, por una

parte, que se cumpla

s2t s2t

se’”" +ae’” +a,s+a; =0 (3. 80)
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en el plano s y, por otra parte, que se cumpla

1-z" 3. 81)

-z
’ [(1 —e,)z +e,z" ]+ a, [(1 —e,)z + ezzf2+l]+ a, Al +a,=0

en el plano z. Esta ultima afirmacion requiere de un analisis detallado. En un circuito de
parametros unicamente distribuidos, la transformacion a usar es la empleada al discretizar
el operador retardo. Extrapolando este resultado, se puede afirmar que en un circuito de
parametros concentrados, la transformacion a usar es la empleada al discretizar el operador
derivada’. La pregunta que surge ahora es: ;cual de las discretizaciones se debe usar en un
circuito de parametros concentrados y distribuidos? Aparentemente las dos, pero ;como
utilizar las dos al mismo tiempo?. El modo de utilizar las dos al mismo tiempo esta
implicitamente indicado en las dos ecuaciones anteriores. Ya que el uso de esta
transformacion implicita es incomodo desde un punto de vista practico, hay que buscar

alternativas.

Hasta el momento han aparecido varias expresiones, candidatas todas ellas a ser utilizadas
para trasladar los resultados, por ejemplo, del plano z al plano s. Esto puede crear cierta
confusion en el lector. No obstante, las dudas desaparecen al constatar que cuando A — 0,
las expresiones utilizadas en la discretizacion del operador derivada y retardo converge

hacia

e =z (3. 82)

expresion que elevada a la potencia N coincide con (3. 76). Asi, todas las transformaciones

presentadas son equivalentes si la frecuencia de muestreo es suficientemente elevada.

> Esta es la técnica utilizada para estudiar la estabilidad de las discretizaciones en los métodos de integracion
[Rod-98].

121



3 Estudio de la estabilidad

Ya que la utilizacién de la transformacion implicita es de dificil implementacion, y no
existe posibilidad de fijar un criterio que permita decidir entre las dos transformaciones de
discretizaciéon del operador derivada o retardo, como norma general6, se utilizara la
transformacion (3. 76). Si utilizando esta transformacion los autovalores obtenidos por el

método semi—analitico y el método DTA—Gear coinciden, entonces podemos afirmar:

1. El método DTA-Gear estudia la estabilidad de forma correcta, no soélo
cualitativamente, al determinar si un punto de equilibrio es estable o inestable, sino

cuantitativamente al coincidir el valor de cada uno de los autovalores.

2. El circuito discretizado se comporta del mismo modo que el circuito continuo y, en
consecuencia, el numero de puntos utilizados para discretizar el sistema es

suficientemente elevado.

Sumario

Finaliza aqui la descripcion del método semi—analitico para estudiar la estabilidad de los
puntos de equilibrio particularizado para el TDCC. Por un lado, se han obtenido sencillas
expresiones que permiten, en algunos casos, determinar directamente la estabilidad de los
puntos de equilibrio. Por otro lado, el valor que toman las soluciones de la ecuacioén
caracteristica de forma asintotica se ha determinado de forma analitica. Estos resultados se
utilizan y particularizan para los parametros del TDCC estudiado en el capitulo 2.7,
obteniendo asi una referencia con la que validar los resultados obtenidos utilizando el

método DTA—Gear.

% En los casos en que se observen divergencias grandes entre unos y otros resultados, éstos se atribuiran a un
calculo incorrecto del retardo. Efectivamente, se comprobard como al utilizar la transformacion de
discretizacion del operador retardo esta divergencia desaparece.
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3.4 Estabilidad de los puntos de equilibrio del TDCC

El objetivo de esta seccion es validar el método numérico de estudio de la estabilidad de
las soluciones obtenidas al utilizar la formulacion DTA—Gear. Esta validacion se realiza
sobre el TDCC con los mismos valores que aparecen en el capitulo 2.7, con R=1.85kQ. Se
ha escogido este circuito por ser representativo del tipo de circuitos a los que aplica el
método DTA—Gear y por existir resultados semi—analiticos [Hos-94] que se utilizan como

referencia. El primer paso, pues, consiste en obtener esta referencia.

3.4.1 Estudio semi—analitico. Obtencion de una referencia

En el TDCC con R=1.85kQ) se cumple R>—1/my, con lo cual existen tres puntos de
equilibrio. Estos se calculan de forma analitica para vi={— 3.8614, 0, +3.8614} y utilizando
(3. 40) para v, ={+0.44275, 0, —0.44275}. El estudio de la estabilidad de cada uno de estos
puntos requiere del calculo del Jacobiano del sistema de ecuaciones en variables de estado.
Este Jacobiano depende de la pendiente de la alinealidad de la Fig. 3. 2 que para cada
punto de equilibrio es {m;, mo, m;}. Se comprueba asi que los puntos de equilibrio
distintos de cero presentan la misma dindmica. Por este motivo, en adelante
consideraremos la estabilidad de dos puntos: punto de equilibrio cero 'y punto de equilibrio

distinto de cero. Los valores de los coeficientes de la ecuacion caracteristica
se’’ +ae’’ +a,s+a, =0, 3. 83)
particularizados para el TDCC que se esta analizando son
a) =-4.7696, a)=0.62692, a’=-13497, (3. 84)

al =0.30616, a)=0.62692, a)=1.8324, 3. 85)

donde el superindice de los coeficientes indica si el punto de equilibrio es cero (superindice
‘0’) o distinto de cero (superindice ‘1’). A continuacion estudiaremos la estabilidad de las

soluciones continuas a partir de estos coeficientes.
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Soluciones reales de la ecuacion caracteristica

En ambos puntos de equilibrio se cumple @>>0, con lo cual la ecuacion caracteristica tiene
al menos una solucion real. Por otro lado, en el punto de equilibrio cero se cumple
a1+a3<0, de modo que, al existir una soluciéon real positiva, se puede afirmar con
rotundidad que la solucién contintia cero es inestable. En el punto de equilibrio distinto
de cero a;+a3;>0. En este caso tan sdlo se puede afirmar que existe una solucion real
negativa. En la Fig. 3. 3 aparece representado el valor de la ecuacion caracteristica en

funcioén de s real, comprobandose los resultados anteriores.

20

20 -

-30 -

40 |- -

Fig. 3. 3. Solucidn real positiva (+4.7555) en el punto de equilibrio cero (graf. inf.) y negativa (-2.6603) en

el punto de equilibrio distinto de cero (graf. sup.) de la ecuacion caracteristica del TDCC.

Soluciones asintoticas de la ecuacion caracteristica

La parte real de la ecuacion caracteristica cuando @ — +oo se expresa en funcion de a; y
del retardo de la linea de transmision. Asi, el valor de la parte real que toman las

soluciones de la ecuacidn caracteristica de forma asintética es
o =-0.46694 . (3. 86)

Asimismo, el valor de la parte imaginaria que toman las soluciones de la ecuacion

caracteristica de forma asintotica es

124



3 Estudio de la estabilidad

w, =2k+Dr+¢,. (3.87)

donde ¢, es el Unico término que diferencia los autovalores asintoticos de los distintos
puntos de equilibrio. Ya que este término tiende a cero al aumentar &, se comprueba que las
soluciones de ambos puntos de equilibrio convergen de forma asintotica. En la Fig. 3. 4
aparece una representacion simultdnea de las soluciones de la ecuacion caracteristica de los
puntos de equilibrio, verificAindose que las soluciones se sitan equiespaciadas una

distancia 27t sobre una recta paralela al eje imaginario.

100 7 7

90 -

70 -

60 -

50 -

40}

30+

20 +

L P EO S PP BD DD

10

Fig. 3. 4. Autovalores en el plano s de los puntos de equilibrio del TDCC con R=1.85kQ.

Punto de equilibrio cero (o) y distinto de cero (*).

Obsérvese que al existir infinitas soluciones sobre esta recta, es obligado limitar el valor
del eje vertical de representacion. Por otra parte, con el fin de visualizar el maximo de
soluciones, tnicamente se representa el eje frecuencial positivo, dando por supuesto que la
aparicion de una solucidon compleja indica la existencia de su par conjugado. Estos mismos

criterios seran utilizados en las representaciones que vendran a continuacion.
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3.4.2 Aplicacion del método DTA—-Gear

Obtenida la referencia, pasemos a estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio del
TDCC utilizando el método DTA—Gear. Recordemos que el estudio de la estabilidad se
realiza a partir de las matrices utilizadas para plantear un sistema de ecuaciones con N
incognitas: el periodo y N-1 muestras de la variable de control. Asi, el estudio de
estabilidad se debe realizar considerando una solucion periddica de N muestras, todas ellas
del mismo valor. Se observa que sea cual sea el periodo que escojamos, el punto de
equilibrio es una solucion del sistema de ecuaciones. Sin embargo, el estudio de la
estabilidad se debe realizar considerando un periodo mayor que el retardo méximo del
circuito. Dado que el valor normalizado de 2t es la unidad, el periodo de oscilacion a

considerar debe ser 7>1.
Centrémonos en el uso de la transformacion
zZ = eST (3 88)

con la que podemos trasladar el estudio de la estabilidad del plano z al plano s utilizando

5= %ln(z) : (3- 89)
Expresando el nimero complejo z en su forma exponencial
5= | Z| e/ @2k (3.90)
se calcula la parte real e imaginaria de s como
(3.91)

5= %(ln(|z|) + j(w+2kr)).

Obsérvese que la parte imaginaria de s no queda univocamente determinada. En el caso
particular que nos ocupa, el estudio de la estabilidad de las soluciones continuas, es posible
evitar esta ambigiiedad. Recordemos que z corresponde a los autovalores del Jacobiano del

mapeo implicito:
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J=3,.,J,J,. (3.92)

Este Jacobiano se descompone en el producto de matrices que indican la evolucion parcial
de la perturbacion de un instante de tiempo al siguiente. Al tratar con una solucion
continua todas estas matrices son idénticas, de modo que el Jacobiano se puede expresar

como
J=J". (3.93)

Usando la siguiente propiedad para matrices diagonalizables

J,=ADA", (3.94)
donde D; es una matriz diagonal
Ay 0 -0 (3.95)
0 A :
Di _ i,2 . ,
.0
0 0 A

formada por los autovalores de J;, reescribimos el Jacobiano del modo
J=J"=AD'A" =ADA ™", (3. 96)

donde D es una matriz diagonal

A 0 - 0 (3.97)
Do 0 4 :
-0
0 0 1

formada por los autovalores de J. Asi, utilizando (3. 96) es posible expresar los autovalores

de J en funcion de los autovalores de J; sin mas que usar la relacion

1<n<m. (3.98)
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Considerando que los autovalores 4; se han obtenido en el plano z; es posible utilizar la
transformacion

5= %(1n(|z,.|) +jo,), (3-99)

en la que no hay ambigiiedad en cuanto a la parte imaginaria de s’.

Queda por tratar un ultimo detalle referente a la transformacion (3. 99). En el método
DTA-Gear, el nimero de autovalores que se obtienen es igual a la memoria m del circuito.
Algunos de estos autovalores son cero® como consecuencia de la alteracion de la memoria
real del circuito al ser discretizado. Estos autovalores son eliminados antes de realizar la
transformacion, ya que no aportan informacion acerca de la estabilidad de la solucidn,
restando m’ autovalores. La pregunta que surge a continuacion es: si el nimero de
soluciones de la ecuacion caracteristica es infinito, jcudles son las m’ soluciones obtenidas
por el método DTA—Gear? Parece razonable suponer que las soluciones obtenidas seran
aquellas que llevan asociadas perturbaciones de variacion lenta. Al observar la Fig. 3. 4 se
advierte que las soluciones de variacion rapida se encuentran sobre una recta paralela al eje
imaginario, de modo que la respuesta a la pregunta anterior es: las soluciones obtenidas por
el método DTA—Gear son las m’ primeras soluciones del método semi—analitico
ordenadas de menor a mayor modulo de la parte imaginaria. El mismo razonamiento
conduce a afirmar que si se aumenta el nimero de muestras por periodo las nuevas
soluciones halladas corresponden a las siguientes soluciones sobre la recta paralela al eje
imaginario. Dado que estas nuevas soluciones no aportan mas informacién que las
anteriores, la estabilidad de un punto de equilibrio se puede determinar con un nimero

finito de soluciones de la ecuacion caracteristica.

7 En esta expresion el valor de la parte imaginaria esta univocamente determinada puesto que, en un sistema
bien muestreado, la perturbacién no puede experimentar una variacion en fase superior a 27.

¥ En [Mir-96] se demuestra que en circuitos de parametros concentrados la multiplicidad de estos ceros
artificiales es proporcional al orden de discretizacion y al orden del multipuerto lineal.
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3.4.3 Comparacién de resultados

Usando la transformacion (3. 99) se esta finalmente en condiciones de comparar los
resultados numéricos del método DTA—-Gear con la referencia semi—analitica. Los
parametros empleados en una primera simulacién son: retardo maximo del circuito
normalizado 2t=1, nimero de muestras por periodo N=64, periodo de la solucidon continua
T=1.27 y punto de equilibrio cero. En la Fig. 3. 5 se ilustran los resultados obtenidos para
distintos ordenes de discretizacion. Estos son a) los autovalores situados sobre la recta
paralela al eje imaginario se distancian de la referencia al aumentar el valor de su parte
imaginaria, b) en Gear—4 el error de célculo de los autovalores es mayor que en Gear—3 y
¢) se comprueba que tnicamente en Gear—1 se comete un error considerable al calcular la

solucion real positiva. Analicemos en detalle cada una de estas observaciones.
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Fig. 3. 5. Autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC con N=64, T=1.27 y ¢=0.39370.
Referencia (0), Gear—1 (V), Gear-2 (+), Gear—3 (x) y Gear—4 (*).
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El analisis de los resultados obtenidos en esta primera simulacién necesita de la utilizacion
de las expresiones derivadas en el capitulo 2.5. En este capitulo se fijaron unas cotas para
el error introducido en la discretizacion de los operadores derivada y retardo. Por un lado
se comprueba que el error es menor cuanto mayor es el orden de discretizacion utilizado.
Por otro lado, el error del operador retardo esta en funcion de la distancia normalizada
e=[0 ... 1] existente entre el instante de tiempo en que se desea calcular la muestra
retardada y la siguiente muestra de la VC. El error de discretizacion es nulo en los
extremos e={0,1}, en que el retardo coincide con una muestra. Este error, en funcion del

orden de discretizacion, es maximo cuando
e(1)=0.5, e(2)=0.42265, e(3)=0.38196, e(4)=0.35557. (3. 100)

En la primera simulacion realizada con 7=1.27, la distancia normalizada vale e=0.39370.
Asi, el error que se esta produciendo en los ordenes de discretizacion mayores que uno es
muy cercano al maximo. Con el objetivo de comprobar como afecta el error de
discretizacion del operador retardo en la precision en el calculo de los autovalores,
realizamos una simulacion con 7=1.29, con lo cual e=0.61240. El error de discretizacion es
menor en todos los ordenes de discretizacion excepto en Gear—1 que es similar. No
obstante, inicamente se observa una disminucion considerable en el error de calculo de los
autovalores asintoticos en Gear—2, como se puede apreciar en la Fig. 3. 6. Ademas, se
observa que en Gear—4 el error de céalculo de los autovalores continuia siendo mayor que en

Gear-3 y, esto es una novedad, mayor que en Gear—2.

Con el fin de confirmar la idea que a menor error de discretizacion, menor error en el
calculo de los autovalores, realizamos una nueva simulacion con 7=1.31. Este valor sitiia
el retardo muy cercano a una muestra, e=0.85496, comprobandose en la Fig. 3. 7 que el
error de calculo de los autovalores de frecuencia alta es menor que en las anteriores
simulaciones. No obstante, sorprende el hecho que el error de calculo de los autovalores en
Gear—4 es similar al cometido en Gear—1, y que los mejores resultados se obtienen al

utilizar Gear—2.
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Fig. 3. 6. Autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC con N=64, T=1.29 y ¢=0.61240.
Referencia (0), Gear—1 (V), Gear—2 (+), Gear—-3 (x) y Gear—4 (*).
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Fig. 3. 7. Autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC con N=64, T=1.31 y ¢=0.85496.
Referencia (0), Gear—1 (V), Gear—2 (+), Gear—3 (x) y Gear—4 (*).
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En las simulaciones realizadas hasta el momento parece ser que el error cometido en la
discretizacion del operador retardo tiene una influencia notoria en la precision de calculo
de los autovalores de alta frecuencia. Esta idea es llevada a un extremo realizando una
simulacion con 7=1.28. Este periodo es tal que el retardo coincide con una muestra, e=0,
de modo que no existe error en el calculo del operador retardo. En la Fig. 3. 8 se observa

una coincidencia muy superior a la aparecida hasta el momento entre los autovalores

obtenidos de forma numérica y la referencia.
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Fig. 3. 8. Autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC con N=64, T=1.28 y ¢=0.
Referencia (0), Gear—1 (V), Gear—2 (+), Gear—-3 (x) y Gear—4 (*).

Hasta el momento se ha comprobado que el error de discretizacion del operador derivada
tiene un efecto determinante en la precision de célculo de los autovalores situados en la
recta paralela al eje frecuencial. No obstante, ;en qué modo influye el error de
discretizacion del operador derivada? En la ultima simulacion realizada encontramos la
respuesta, puesto que en ésta todo el error cometido proviene de la discretizacion del
operador derivada. Al realizar una ampliacion de los resultados alrededor de la recta
paralela al eje frecuencial se comprueba que los autovalores son mas proximos a la

referencia al aumentar el orden de discretizacion, como se comprueba en la Fig. 3. 8.
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De los resultados obtenidos hasta el momento se extraen las siguientes concusiones:

l.

La precision de calculo de los autovalores de alta frecuencia esta directamente
relacionada con el error de discretizacion del operador retardo. La comparacion de
los resultados de la Fig. 3. 8 con las anteriores son concluyentes. Este resultado parece
razonable si tenemos en cuenta que los infinitos autovalores situados sobre la recta
paralela al eje frecuencial provienen de la existencia de parametros distribuidos en el
circuito. Por otro lado, los autovalores con parte imaginaria grande van asociados a
perturbaciones de variacion rapida. Asi, es logico que estos autovalores se evalien

peor, ya que requieren de una frecuencia de muestreo mayor.

Cuando el retardo no coincide con una muestra del circuito, un mayor orden de
discretizacion no asegura una mayor precision en el calculo de los autovalores de
alta frecuencia. Este resultado puede ser explicado sobre la base de dos fendmenos
que coexisten en circuitos discretizados: el error de discretizacion por un lado y la
variacion de la memoria real del circuito como resultado de esta discretizacion’.
Aunque un orden de discretizacion elevado implica un menor error en la discretizacion,
cuando el retardo es cercano a una muestra, el segundo fendmeno toma relevancia
frente al primero. Se llega asi a una situacion de compromiso en la que las
discretizaciones de Gear—2 y Gear—3 se comportan mejor ante los fenomenos

mencionados'’.

De lo dicho hasta el momento, el lector puede sacar la conclusion errdénea que el error
en la discretizacion del operador derivada no repercute en la precision de calculo de los
autovalores de alta frecuencia. No obstante, se ha comprobado que cuando el error en
el calculo de los autovalores es cometido integramente por el operador derivada, a
mayor orden de discretizacion mayor precision en el calculo de los autovalores de

alta frecuencia (Fig. 3. 8).

? En el capitulo 5.2 se profundizara en este fenomeno al estudiar circuitos con lineas de transmision RLCG.

' El anélisis de la estabilidad del TDCC en régimen de funcionamiento periddico confirma esta afirmacién.
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4. En los puntos anteriores se ha centrado la atencién en la evolucion de los autovalores
que se situan paralelos al eje frecuencial, cuya precision de célculo depende en gran
medida del operador retardo. Un estudio del autovalor real que determina la estabilidad
del punto de equilibrio conduce a resultados parecidos para el operador derivada.
Efectivamente, se comprueba que en todas las simulaciones, sea cual sea el error de
discretizacion del operador retardo, el autovalor real positivo calculado en Gear—1 esta
sensiblemente distanciado de la referencia. Una ampliacion de la zona de estudio
demuestra que a mayor orden de discretizacion mayor precision en el calculo del
autovalor real positivo independientemente del error de discretizacion del
operador retardo. Este resultado concuerda con el hecho que en el método
semi—analitico la existencia de una solucion real positiva se determina a partir de unos

coeficientes en los que no interviene en ningin momento el retardo de la linea.

En todas las simulaciones anteriores se ha utilizado la transformacion (3. 99) para trasladar
los resultados del plano z al plano s. Esta transformacion es exacta para un sistema
continuo y aproximada para un sistema discretizado. En su momento se discutieron otras
posibles alternativas entre las que se encontraban la transformacion equivalente del
operador derivada y la transformacion equivalente del operador retardo. Las conclusiones
anotadas en los parrafos anteriores inducen a la realizacion del siguiente experimento.
Sobre un mismo ejemplo, realicemos las tres transformaciones reseiadas con anterioridad
y representemos simultaneamente los resultados junto a la referencia. La Fig. 3. 9 ilustra
estos resultados, observandose que la transformacion equivalente al operador derivada es
valida Unicamente para los autovalores con parte imaginaria nula y pequefia, y la
transformacion equivalente al operador retardo es, sorprendentemente, valida para todos
los autovalores, sin cometerse el error realizado en la transformacion de un sistema

continuo a altas frecuencias.

Finalmente, queda un ultimo experimento numérico por realizar. Este consiste en
comprobar el efecto producido por el aumento del nimero de muestras al estudiar la
estabilidad del punto de equilibrio cero del TDCC. Evidentemente, a mas muestras, menor
es el error introducido por los operadores derivada y retardo para un mismo orden de
discretizacion. Con el fin de independizar el estudio de la distancia del retardo a una

muestra se ha escogido una combinacion de niimero de muestras y periodo tal que el
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retardo coincida con una muestra. En las Fig. 3. 10 y Fig. 3. 11 se observa esta evolucion al
variar de N=256 a N=512, verificandose una excelente concordancia entre los resultados
numéricos y la referencia. En el eje horizontal se han ordenado los autovalores con parte
imaginaria positiva en orden creciente, observandose que el error al calcular los
autovalores de frecuencia baja, aquellos que determinan la estabilidad, es practicamente
nulo. La Fig. 3. 12 ilustra la disposicion de los autovalores A en el plano z, observandose
que la recta paralela al eje imaginario del plano s se convierte en una circunferencia en el
plano z. Esta grafica se debe completar afiadiendo un autovalor de valor ~ 120, que no se

incluye en la representacion para facilitar su lectura. En adelante los autovalores

apareceran representados en el plano z.
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Fig. 3. 9. Autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC utilizando distintas transformaciones.

Referencia (o), sistema continuo (x), operador derivada (V) y retardo (*) con Gear—2, N=64 y T=1.27.
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x 10°
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Fig. 3. 10. Error relativo de la parte real (graf. sup.) y absoluto de la parte imaginaria (graf. inf.) en el calculo

de los autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC con N =256. Gear-2 (*), Gear—3 (x) y Gear—4 (0).
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Fig. 3. 11. Error relativo de la parte real (graf. sup.) y absoluto de la parte imaginaria (graf. inf). en el calculo

de los autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC con N =512. Gear-2 (*), Gear—3 (x) y Gear—4 (0).
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Fig. 3. 12. Autovalores del punto de equilibrio cero del TDCC en el plano z. El autovalor que determina la

inestabilidad de la solucion no aparece representado por su elevado valor (=120).

Puntos de equilibrio distintos de cero

Una repeticion del estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio distintos de cero
confirma la inexistencia de autovalores con parte real positiva en el plano s. Todas los
resultados vienen a confirmar y corroborar las conclusiones derivada del estudio del punto
de equilibrio cero, por lo que seria redundante anotar nuevamente los resultados de este

estudio.

Estabilidad de los puntos de equilibrio al variar el parametro R

Una disminucién del valor del pardmetro R=1.85kQ no altera la estabilidad del punto de
equilibrio cero. En cambio, el estudio de la evolucion de los autovalores del punto de
equilibrio distinto de cero apunta a un cambio cualitativo de la dindmica del circuito
alrededor de R=1.82kQ. Efectivamente, la Fig. 3. 13 muestra como un par de autovalores
complejos conjugados traspasa el circulo unidad al disminuir el valor de R. El paso por un
punto cercano a —1 indica que la perturbacion asociada a este par de autovalores es

aproximadamente de periodo doble al de la solucion hallada. En la simulacion realizada se
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ha considerado una solucion continua de periodo 7=1.28, de modo que la perturbacion
debe ser de periodo 77=2.56, valor que se aproxima al obtenido al analizar este mismo
circuito en el capitulo 2.7. Siguiendo el razonamiento utilizado en [Hos-94], si no existen
soluciones continuas estables en el circuito TDCC con R=1.82kQ, entonces son de esperar

soluciones periddicas, cuasiperiddicas o caoticas.

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Fig. 3. 13. Evolucioén de los autovalores (0) del punto de equilibrio distinto de cero del TDCC al variar el
parametro de R=1.85kQ (izq.) a R=1.82kQ2 (der.) con 7=1.28. Los autovalores de modulo 0.97725 (izq.)

traspasan el circulo unidad con médulo 1.0042 (der.) indicando que la solucion es inestable.
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Sumario

En esta seccion se ha validado la eficacia del método DTA—Gear en el estudio de la
estabilidad de las soluciones continuas del TDCC. El estudio del método semi—analitico
que se usa como referencia ha derivado en la obtencion de resultados analiticos suficientes,
aunque no necesarios, para asegurar la inestabilidad de los puntos de equilibrio. Asimismo,
se ha demostrado la existencia de infinitas soluciones sobre una recta paralela al eje
frecuencial. Se ha comprobado que todos los autovalores obtenidos usando DTA—-Gear
sobre el TDCC discretizado tienen su correspondencia con los obtenidos usando el método
semi—analitico sobre el TDCC continuo. La divergencia entre los resultados se puede
controlar, acotando el error que se produce, principalmente, al calcular el retardo. Por otro
lado aunque el nimero de autovalores obtenidos usando DTA—Gear es finito, frente al
infinito niimero de autovalores del circuito sin discretizar, ¢l estudio de la estabilidad no se
ve comprometido. Esto es asi porque los autovalores que quedan sin determinar
corresponden a las soluciones de frecuencia mayor paralelas al eje imaginario, cuya parte
real es negativa y no altera el resultado de la estabilidad. Una conclusion importante es la
robustez de las discretizaciones Gear—2 y Gear—3 en el estudio de la estabilidad, al ser un
buen compromiso entre la precision en el célculo de la soluciéon y la no alteracion de la

memoria real del circuito.

La comparacion de los resultados se ha realizado utilizando una transformacion del plano z
al plano s. Un estudio de las distintas transformaciones a utilizar ha permitido confirmar la
hipotesis que los autovalores con parte imaginaria elevada estan fuertemente relacionados
con el subcircuito de parametros distribuidos y los autovalores con parte imaginaria nula y

pequena estan relacionados con el subcircuito de parametros concentrados.

Finalmente, se ha estudiado la evolucion de los autovalores en el plano z al variar el
parametro R, observandose un cambio en la estabilidad del punto de equilibrio distinto de
cero y prediciéndose el periodo de la perturbacidon que inestabiliza la solucidon continua. En
el capitulo 2.7 se ha obtenido la solucion de periodo—1 asociada a esta perturbacion,
confirmandose su existencia y el valor de su periodicidad. A continuacion se estudiara la

estabilidad de esta solucidn periddica y su evolucion al variar el valor del parametro R.
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3.5 Estabilidad de soluciones periodicas del TDCC

Ante la inexistencia de soluciones continuas estables del TDCC con R=1.82kQ, debe
existir una solucion periodica, cuasiperiodica o cadtica. En el capitulo 2.7 se ha obtenido
una solucion de periodo—1 para este parametro. Los autovalores correspondientes a esta
solucion aparecen en la Fig. 3. 14. Se comprueba la existencia de todos los autovalores
dentro del circulo unidad excepto un autovalor proéximo a la unidad caracteristico de
circuitos autdnomos. La cercania de este autovalor a la unidad aporta informacion acerca
de la precision con que se ha calculado la solucion. Con R=1.82kQ) este autovalor vale

A41=1.0026. Se concluye, pues, que la solucion de periodo—1 obtenida es estable.

Al disminuir el valor del parametro R se observa que uno de los autovalores se desplaza
sobre el eje real hacia la izquierda. Al alcanzar el valor R=1.80k(), este autovalor ha
traspasado la circunferencia unidad, A,=—1.2053, con lo cual la solucién obtenida es

inestable. En esta solucion, el autovalor mas cercano a la unidad vale 4,;=0.99883.

El punto a través del cual el autovalor ha cruzado la circunferencia unidad aporta
informacion sobre el régimen de funcionamiento del circuito. En este caso, el cruce por —1
informa de la existencia de una solucion de periodo—2. El modo en que se inicializa el

proceso iterativo para obtener esta solucion se describe en el capitulo 5.1.

0.5

0.5 0.5

Fig. 3. 14. Autovalores de dos soluciones de periodo—1 del TDCC con N=128 y Gear-2.
Solucion estable con R=1.82kQ (izq.) y solucion inestable con R=1.8kQ (der.)
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3.6 Conclusiones

En este capitulo se ha descrito un método para estudiar la estabilidad de las soluciones
obtenidas al utilizar la formulacion DTA—Gear. Este método se basa en la definicion de
estabilidad en el dominio temporal. Su aplicacion se realiza a posteriori a partir de las
mismas matrices que se han utilizado en la determinacion de la solucion. Al tratarse de un
método numérico su validacion requiere el contraste con métodos analiticos o
semi—analiticos. La escasa existencia de estos métodos obliga al estudio de los puntos de
equilibrio del TDCC para compararlos con los obtenidos en la referencia [Hos-94]. Los
resultados son plenamente satisfactorios. Por un lado se obtienen expresiones analiticas
que permiten obtener el maximo de informacion sobre la estabilidad de los puntos de
equilibrio sin ser necesario ningun método de resolucion iterativo. Por otro lado, un estudio
detallado de las diferencias entre los resultados de ambos métodos al variar el error de
discretizacion y la transformacion entre planos permite relacionar unos autovalores con el
subcircuito de parametros concentrados y otros con el subcircuito de pardmetros
distribuidos. Finalmente, la evolucion de los autovalores de los puntos de equilibrio
evidencia que para un cierto valor del pardmetro R no existen soluciones continuas estables
en el TDCC, siendo forzosa la existencia de otro tipo de soluciones. El estudio de la
estabilidad de la solucion de periodo—1 obtenida en el capitulo anterior confirma la
existencia de esta solucion estable. Un nuevo estudio de la evolucion de los autovalores al
variar el parametro R advierte del cambio en el régimen de funcionamiento del TDCC, al

aparecer una solucion inestable.

Si bien la obtencion de soluciones inestables no tiene mas utilidad practica que la de
conocer qué solucion no tomara el circuito, en el campo tedrico su interés no es nada
despreciable. Un estudio minucioso de la evolucion de los autovalores en el plano
complejo y su significado permite prever fenomenos tales como el desdoblamiento de
orbitas de una solucion al variar un parametro del circuito. Este tema se analizard con
detalle al estudiar el oscilador de Van der Pol en el capitulo siguiente. Por el momento,
podemos avanzar que la técnica descrita para analizar la estabilidad de soluciones
DTA-Gear permite no solo detectar la estabilidad de una solucién, sino también
determinar el régimen de funcionamiento de un circuito al localizar los distintos puntos de

bifurcacioén que aparecen al variar un parametro del mismo.
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