4 RELACION ENTRE METODOS TEMPORALES Y

FRECUENCIALES

En el primer capitulo se han descrito distintos métodos para analizar el RP de circuitos no
lineales. Sin duda, el método de balance armdnico (HB) merece una especial atencion entre
todos ellos. A pesar de ser un método que, excepto la evaluacion de la alinealidad, se
desarrolla en el dominio frecuencial, su relacion con los métodos temporales (DTA) se
demostrara de forma analitica en la primera seccion de este capitulo. Una vez establecida
la relacion entre las formulaciones de analisis HB y DTA, parece l6gico intentar relacionar

el estudio de la estabilidad de las soluciones que se realiza en ambos métodos.

Un primer paso para relacionar el estudio de la estabilidad consiste en utilizar los criterios
con que se estudia la estabilidad de las soluciones obtenidas en DTA—Gear para estudiar la
estabilidad de las soluciones obtenidas en HB. Estos criterios se basan en la definicion de
estabilidad, estrictamente ligada al dominio temporal. Asi, serd necesario hacer uso de los
resultados de la primera seccidn para trasladar el sistema de ecuaciones HB del dominio
frecuencial al dominio temporal para, una vez en este dominio, estudiar la estabilidad de
las soluciones. La aplicacion de estas ideas sobre el oscilador de Van der Pol, permitira
comprobar bajo qué condiciones estos razonamientos son validos. Si bien los resultados
obtenidos tienen poca utilidad préctica, su analisis permite profundizar en el entendimiento
del concepto de estabilidad y avanzar en el objetivo de relacionar el estudio de la

estabilidad en ambos dominios, indicando el camino a seguir en la siguiente seccion.
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En la tercera seccion se utilizaran los criterios con que se estudia la estabilidad de las
soluciones HB para estudiar la estabilidad de las soluciones DTA. Una vez obtenida la
formulacion que permite estudiar la estabilidad en el dominio temporal, se realiza el
desarrollo teorico necesario para trasladar esta formulacion al dominio frecuencial. Las
expresiones obtenidas coinciden con las utilizadas para estudiar la estabilidad en el
dominio frecuencial [Riz-85]. En particular, se comprueba la coincidencia de estas

expresiones al analizar el oscilador de Van der Pol.

Finalmente, y como aplicacion, se determinan las regiones de funcionamiento del oscilador
de Van der Pol utilizando el método DTA—-Gear, comprobandose la plena coincidencia de

los resultados con los obtenidos en [Bar-98] utilizando el método de HB.
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4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

4.1 Analisis: de la formulacion HB a la DTA

El método de analisis del RP y de la estabilidad descrito en los capitulos anteriores se basa
en la discretizacion de las ecuaciones de equilibrio que describen un circuito. Este método,
al utilizar discretizaciones de Gear, se ha bautizado como DTA—Gear. No obstante, existen
otras alternativas de discretizaciéon. Por un lado, podrian utilizarse otras familias de
discretizacion, por ejemplo la de Adams—Moulton [Sch-91], de la que forma parte la
conocida transformacion bilineal. El uso de estas otras familias dificultaria la obtencion de
expresiones analiticas para el calculo de las sensibilidades del sistema de ecuaciones y el
estudio de la estabilidad. Por otro lado, y centrandonos en la discretizacion de Gear, hasta
el momento se han utilizado discretizaciones de orden uno a cuatro. Cabe pensar en la
posibilidad de incrementar el orden de discretizacion utilizado. Esta idea, llevada al limite,
se traduce en expresar la derivada y el retardo de una variable en un instante de tiempo a
partir de todas las muestras de un periodo de esta variable. A continuacion se demostrara
como dentro de este conjunto de métodos se encuentra el método de HB, en el que la
derivada y el retardo de una variable se expresan a partir de N muestras de esta variable

equiespaciadas a lo largo de un periodo 7.

El método de HB se basa en la posibilidad de expresar toda soluciéon periddica de periodo

T =

a partir de su serie de Fourier de la forma:
2rw,

x* ()= Y X 4. 1)

k=—x0

El truncamiento de la serie de Fourier de x*(#) da lugar a una aproximacion de esta

solucion
K o
x(t) = ZXkejkwot , (4.2)
k=K

en la que Unicamente aparecen N=2K+1 coeficientes de su serie de Fourier. Consideremos
en el dominio transformado de Laplace el mismo sistema de ecuaciones utilizado por el

método DTA—-Gear
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4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

A(s,e™ )X (5)+B,(s,e " )F(X)+B,(s,e " W,(s)=0, (4.3)

correspondiente a un circuito no lineal con una alinealidad controlada por una variable de
control. La aproximacién de cada una de las variables que intervienen en esta ecuacion

utilizando el truncamiento de su serie de Fourier permite obtener la siguiente formulacion

en el dominio frecuencial

A(0)X, B,(0)F(X), B,(0)V,
A(jwo)Xl Bl(jwo)F(X)l Bz(ja)o)Vb,l
A(jKa)o )XK + Bl (ijo )F(X)K + Bz (ijo)Vb,K =0. (4‘ 4)
A(_jKa)o)X_K B1 (_ijo)F(X)_K Bz(_jKa)o)Vb,—K
L A(_ja)o )X_l 1 L B] (_jwo )F(X)_l 1 L Bz (_ja)o)Vb,—l |

Cada uno de los vectores columna que aparece en la ecuacidén anterior puede ser visto

como una operacion de filtrado que, para la VC, se expresa en forma matricial como

[ A4(0) 0

Y, 0 0 0 X,
Y, 0 A(jo,) ' : X,
0 0 :
Y, |= A(jKw,) 0 X, (4.5)
Y 0 A(-jKw,) X .
. ) 0
Y, | [ 0 0 0 0 A(—jo,) | X |
que en forma compacta se escribe
Y =A,;X. (4. 6)

Utilizando esta notacion, podemos escribir (4. 4) en forma matricial del modo

! Aunque las incognitas de este sistema de ecuaciones son los 2K+1 coeficientes complejos del truncamiento
de la serie de Fourier de la VC, su resolucion requiere de una reformulacion del sistema de ecuaciones en el
que las incognitas son la parte real e imaginaria de estos coeficientes. Ademas, dado que en HB la existencia
de retardo no modifica la formulacion a utilizar, la notacion se simplifica con el cambio A(s,e™") — A(s) -
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4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

A X+B, 5, F(X)+B,,,V, =0. 4.7)

Llegados a este punto es necesario introducir la transformada discreta de Fourier (DFT)
como herramienta que nos permitira trasladar (4. 7) al dominio temporal. Definimos en

primer lugar la matriz de dimensiones NxN

1 1 1 1 1
W 1 w W:K W:K W:I ’ @.8)
1 WK KD
con
w= e'/%. (4.9)

A continuacion definimos el vector de muestras de la VC x
X:[xo, X, xN_l]T, (4.10)
con
x, = x(nA). 4.11)

Finalmente, el vector de coeficientes del truncamiento de la serie de Fourier de la VC se

define mediante la notacion utilizada en (4. 6) como

X=[X,, X, - X X, - XxX,|. (4. 12)

.. . .. )
Con estas definiciones previas estamos en condiciones de expresar la DFT” del vector de

muestras X como

? La definicion formal de DFT puede diferir en una constante.
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4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

X = — Wx, (4. 13)

y la DFT inversa de X como
x=W'X. 4. 14)

Sustituyendo la DFT (4. 13) en la operacion de filtrado (4. 6) obtenemos
! (4. 15)
Y= I Ag, WX, .

expresion que al ser multiplicada por W* se transforma en

W'Y :%W*ABHWX. (4. 16)

Obsérvese que el primer término de esta ecuacion es el vector de muestras de y, de modo
que la operacion de filtrado (4. 6) expresada en el dominio frecuencial ha sido trasladada al
dominio temporal. Esta operacion de filtrado en el dominio temporal se escribe en forma

compacta como

Y =AppX, 4.17)
donde
Apps = %W*ABHW. (4.18)

Los resultados anteriores son utilizados para convertir la formulacion HB (4. 7) en una

formulaciéon DTA:

Apax+ By f(x)+B, v, =0. 4. 19)

Es posible demostrar, utilizando (4. 18), que las matrices que aparecen en la formulacion
DTA son circulantes y, en general, llenas. Esto indica que estas matrices pueden ser

obtenidas a partir de una discretizacion que exprese la derivada y el retardo en un instante
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4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

de tiempo como combinacion lineal de un nimero igual o superior a todas las muestras de

un periodo.

Este resultado demuestra que la formulacion HB es equivalente a un caso particular de
formulacion DTA con una discretizacion concreta. Pero, ;jcudl es la discretizacion que
utiliza el método de HB? Para responder a esta pregunta estudiaremos la primera columna
de una de las matrices de la formulacién DTA®. Definimos los elementos de la primera

columna de (4. 18) mediante la notacion

1 ..
ADTA(:,I):NW A WED=[4,, 4, -, 4., (4. 20)

Cada uno de estos elementos se puede expresar como combinacion lineal de un sumatorio

en el que aparecen los elementos de la diagonal de Ayp

K
4, =1 a(ko)w" (4.21)
N &«

Es posible relacionar el término de la derecha de la ecuacion anterior, en que aparece la
funcion de red A(s) evaluada a distintas frecuencias, con la respuesta impulsional de A(s)

limitada en banda. Efectivamente [Pro-98]

A, =% ZK:A( Jka, W = Aihb (n—IN)A), (4.22)

[=—0

donde /4, es la respuesta impulsional de 4(s) limitada en banda segun la definicion

Ty b (). (4.23)

El resultado obtenido en (4. 22) admite la siguiente lectura. La operacion de filtrado de la

sefial x utilizando A(s) en el instante nA se obtiene convolucionando las muestras de x con

3 El estudio de una sola columna es suficiente al tratarse de matrices circulantes.
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las muestras de la respuesta impulsional de A(s) limitada en banda /,. Esta operacion se

escribe

y(nA) = A i x(INh, (n = DA). (4.24)

[=—0

Al introducir la periodicidad de la solucion x, la ecuacién anterior se transforma en

y(nA) = Af (x(kA) i h,((n—k - IN)A)J = gx(kA)An_k , (4.25)

[=—0

donde
An—k = An—k—N = An—k+N : (4 26)

Obsérvese que (4. 25) es una de las N ecuaciones que se han obtenido al trasladar la
formulacion HB al dominio temporal. La consideracion de las N ecuaciones de un periodo

admite la notacion matricial empleada en (4. 17).
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Sumario

En esta seccion se han desarrollado las expresiones necesarias para trasladar una
formulacion HB en el dominio frecuencial a una formulacién DTA en el dominio temporal
mediante el uso de la matriz de transformacion entre dominios W. Las consecuencias
derivadas de este resultado pueden ser utilizadas para mejorar el coste computacional de
resolucion de una formulacion DTA cualquiera. Efectivamente, la formulacion matricial
DTA con matrices de dimensiones NxN puede ser trasladada al dominio frecuencial,
obteniéndose una formulacion vectorial con vectores de dimensiones N. Las ventajas de
trabajar en el dominio frecuencial con un sistema de ecuaciones vectorial, y no matricial,
deben ser contrastadas con los inconvenientes de utilizar DFT's directas e inversas para

evaluar la alinealidad en el dominio temporal en cada iteracion.

Ademas, se ha demostrado que cada una de las operaciones de filtrado que se realiza en el
dominio frecuencial sobre una variable puede ser vista en el dominio temporal como la
convolucion de esta variable con la respuesta impulsional limitada en banda de la funcién
de red asociada a cada operacion de filtrado. En [Pal-94] el mismo resultado se obtiene de
forma grafica al considerar las operaciones realizadas por el método de HB y el método

DTA desde un punto de vista espectral.

El descubrimiento de las expresiones que permiten relacionar las formulaciones HB y DTA
es un primer paso para abordar un problema mucho mas complejo: la relacion del estudio
de la estabilidad de las soluciones obtenidas en el dominio temporal y el dominio

frecuencial.

151
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4.2 Estabilidad: la técnica DTA—Gear aplicada a las soluciones de
HB

La transformacion de un sistema de ecuaciones HB en un sistema de ecuaciones DTA da
pie al estudio de la estabilidad de las soluciones obtenidas usando HB utilizando la técnica
descrita en el capitulo 3. La secuencia utilizada para estudiar la estabilidad de las
soluciones obtenidas usando HB es la siguiente: a) obtencién de una solucion con la
formulacion HB, b) transformacion del sistema de ecuaciones en el punto solucién en su
formulacion equivalente DTA, y ¢) estudio de la estabilidad de la solucion en el dominio

temporal a partir de los coeficientes de las matrices DTA.

4.2.1 Ejemplo ilustrativo

Resulta especialmente ilustrativo aplicar las ideas que iran apareciendo en esta seccion
sobre un circuito sencillo, en el que se puedan obtener resultados analiticos con los que
contrastar los procedentes de aplicar los métodos de HB y DTA. Asi, consideremos el
circuito RC lineal de primer orden excitado por una sefial senoidal representado en la

Fig. 4. 1.

Fig. 4. 1. Circuito RC lineal con excitacion senoidal. Ejemplo ilustrativo.

Con la intencion de asemejar la notacion con la utilizada anteriormente, se utilizara x para
definir la tension en terminales del condensador C. Considerando una excitacion de

periodo T = £
wq

v, (1) = cos(@1), (4.27)
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la solucidn x de este circuito calculada de forma analitica es

x(t) = ;cos(a)ot —atan(e,RC)). (4. 28)

J(@,RC)* +1

La evoluciéon de una perturbacion en el instante /=0 al transcurrir el tiempo también se
determina de forma analitica. Asi, al cabo de un periodo 7 la perturbacion ha

experimentado la siguiente variacion

T

w(T) = w(0")e A€ (4.29)

observandose que la estabilidad de la solucion viene determinada por el signo de RC.

Estudio de la estabilidad de una solucion DTA—-Gear

La discretizacion de la ecuacion de equilibrio del circuito RC
(RCs+1)X(s)-V,(s)=0, (4.30)
utilizando Gear—2, N=5 muestras y considerando RC=1y 7=1 da lugar a

85 0 0 25 —10]
10 85 0 0 25
25 -10 85 0 Ofx—v,=0, (4.31)
0 25 -10 85 0
0 0 25 -10 85

cuya solucion es
x=[0.0445, 0.1142, 0.0261, —0.0981, —0.0867]". (4.32)

El circuito RC estudiado, constituido por un solo elemento dindmico, tiene memoria 1. No
obstante, la memoria del circuito discretizado al utilizar Gear—2 es de m=2. De los dos
autovalores que se obtienen al estudiar la estabilidad uno es cercano al del circuito

continuo y el otro, préximo al cero, no aporta ninguna informacién. Los autovalores del

sistema discretizado A y del sistema continuo 4 son
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1=036190, 1=¢"'=0.36788. (4.33)

Se observa que el modulo de estos autovalores es menor que la unidad, indicando que la
solucion (4. 32) es estable. La repeticion del estudio con RC=—-1 da lugar a una solucion

distinta, con los autovalores
1=27508, A=e" =2.7183, (4. 34)

deduciéndose a partir de éstos que la solucidon obtenida es inestable. Se comprueba que al
aumentar el naumero de muestras o el orden de discretizacion, el autovalor del sistema
discretizado converge hacia el autovalor del sistema continuo. Ademas, es posible
demostrar esta convergencia de forma analitica cuando el nimero de muestras N—oo,

interviniendo en el desarrollo la definicidon del nimero e.

Entremos ahora en detalle en el modo en que se ha determinado la estabilidad de la
solucion (4. 32). A partir de cualquiera de las ecuaciones del sistema (4. 31) se construye el

mapeo

8.5x,—10x,,+2.5x, ,-v,, =0, (4.35)

que, al tratarse de un circuito lineal, es explicito. Asi, podemos expresar directamente una

muestra a partir de las dos anteriores del modo

10 2.5 1

n :_xn—l __‘xn—2 +_vb n* (4 36)
8.5 8.5 85 7

X

Es importante advertir que la expresion anterior puede ser utilizada para, partiendo de unas
condiciones iniciales, calcular sucesivamente la siguiente muestra a partir de las dos
anteriores hasta obtener la solucidn periodica (4. 32). Efectivamente, como se observa en la
Fig. 4. 2, la aplicacion repetida del mapeo (4. 36) permite obtener el RP al cabo de cinco
veces la constante de tiempo del circuito. Este proceso de calculo de la solucion se engloba

dentro de los llamados métodos de integracion.
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0.2

Fig. 4. 2. Evolucion del transitorio (*) en un circuito RC discretizado hasta alcanzar el RP (o) (izq.). La

diferencia entre el RP y el transitorio decrece exponencialmente (der.).

Obsérvese que a pesar de ser el método DTA—Gear un método de determinacion directa
del RP, su origen se encuentra en una formulacion parecida a la de un método de
integracion, a partir de la que es posible calcular el transitorio de un circuito. La
periodicidad de la solucion se considera en el ultimo momento, obteniéndose unas matrices
circulantes con las que Unicamente se puede estudiar el RP. No obstante, siempre es
posible recuperar, a partir de las matrices circulantes, la formulacion que permite estudiar
el transitorio, 1éase estabilidad, del circuito. Sirva todo ello para redundar en la afirmacioén
que el estudio de la estabilidad realizado por el método DTA—-Gear estd intrinsecamente

basado en la definicidn de estabilidad.

Estudio de la estabilidad de una solucion HB

Vamos a extrapolar el estudio de estabilidad realizado anteriormente a una solucion
obtenida con el método de HB. El objetivo es construir un mapeo que permita estudiar el
transitorio del circuito. En el método de HB, la ecuacion de equilibrio del circuito RC

estudiado anteriormente
(RCs+1D)X(s)-V,(s)=0, (4.37)

utilizando N=5 coeficientes de la serie de Fourier es
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10 0 0 0 X, 0
0 j2z+1 0 0 0 X, | |05

0 0  jdr+l 0 0 X, |-| 0 [=0. (4.38)
0 0 0 —jdr+l1 0 X,

0 0 0 0 —j2z+1| X | |05]

Con la resolucion de este sistema de ecuaciones se obtiene una solucion similar a la del
método DTA—Gear". Este sistema de ecuaciones puede ser trasladado al dominio temporal,

obteniéndose la formulacion DTA

[ 1 53448 —3.3033  3.3033 —5.3448]
—5.3448 1 53448 -3.3033  3.3033
3.3033 —5.3448 1 53448 -3.3033|x-v, =0. (4. 39)
—~3.3033  3.3033 —5.3448 1 5.3448
| 5.3448 -3.3033  3.3033 —5.3448 1]

La solucién de la formulacion DTA es idéntica, no similar, a la de la formulacion HB. A
partir de la matriz que aparece en la formulacion DTA, es posible expresar una muestra a

partir de las anteriores mediante el mapeo
x, =5.3448x, , —3.3033x, , +3.3033x, , —5.3448x,_, +v,, . (4. 40)
Los autovalores del Jacobiano de este mapeo son
2 ={2406.3, 1.6530 —0.99944+ j0.31254}, (4.41)

comprobandose que el resultado no es, en modo alguno, correcto. Este desajuste entre los
autovalores obtenidos y los esperados se analiza a continuacion.
Efectos de la respuesta impulsional limitada en banda

El motivo por el que el estudio de la estabilidad de una solucién de HB utilizando la

técnica DTA—Gear es incorrecto esta directamente relacionado con la discretizacion de las

* Al tratarse de un circuito lineal el método de HB es exacto.
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ecuaciones utilizando la respuesta impulsional /4, que, al ser limitada en banda, es infinita y
no-causal. Remontémonos a la ecuacion (4. 24), en la que aparece la convolucién de /;, con
x. En esta ecuacidon no se ha considerado la periodicidad de la solucidon, de modo que
podria ser utilizada para estudiar el transitorio y, en consecuencia, la estabilidad del
circuito. No obstante, la construccion de un mapeo que permita expresar una muestra a

partir de las anteriores topa con ciertas dificultades:

1. La respuesta impulsional %, es de duracion infinita, de modo que este hipotético
mapeo deberia considerar infinitas muestras. La afirmacion anterior tiene una
segunda lectura: la discretizacion utilizada por el método de HB es tal que la memoria
del circuito discretizado es infinita. En la practica, este problema podria solventarse
considerando nulos los términos de la respuesta impulsional menores que una cota. El
error cometido en esta aproximacion depende del valor de esta cota. Sin embargo,

existe otro problema de mas dificil solucion.

2. La respuesta impulsional /; es no-causal, de modo que el valor de la perturbacion
en un instante de tiempo depende de su valor pasado, conocido, y de su valor
futuro, desconocido. Parece, pues, que todo intento de estudiar la estabilidad de un
sistema no-causal nos lleva al absurdo, al expresar una muestra a partir de muestras
futuras de valor desconocido. En la técnica empleada hasta el momento, inicamente se
puede mitigar el efecto de la no-causalidad aumentando el ancho de banda en que se
considera la solucidn, equivalente en el dominio temporal a aumentar el nimero de

muestras por periodo.

Estamos ahora en condiciones de explicar el motivo por el que la técnica DTA—Gear es
inadecuada para estudiar la estabilidad de soluciones HB. Noétese que al considerar la
periodicidad de la solucion, la ecuacion (4. 24) se transforma en (4. 25), expresion
perfectamente valida para estudiar el RP, pero en la que se ha perdido la informacion del
transitorio. Esto es asi porque, al considerar periodicidad, los términos de la respuesta
impulsional distanciados un periodo se han solapado (sumado) para constituir los

coeficientes de la matriz DTA, a diferencia del método DTA—Gear en que a partir de las
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matrices circulantes es posible recuperar la informacion del transitorio’. Este solapamiento
puede ser reducido considerando més de un periodo de la solucion o introduciendo
artificialmente pérdidas en el circuito para disminuir la duracion de la respuesta

impulsional.

Asi, y a modo de conclusion, debe decirse que cuando se desee estudiar la estabilidad de
las soluciones de HB utilizando la técnica DTA—-Gear, la respuesta impulsional debe ser
causal y finita. Ya que la limitacion en banda impide que se cumplan estas restricciones, se
pueden idear mecanismos que permitan obtener una respuesta impulsional cercana a la
deseada. La utilizacién de estos mecanismos para analizar la estabilidad del oscilador de

Van der Pol se realiza seguidamente.

4.2.2 Aplicacion al estudio del oscilador de Van der Pol

Con la intencion de validar los razonamientos realizados en la seccion anterior
estudiaremos la estabilidad de las soluciones del oscilador de Van der Pol. Estas soluciones
se obtienen utilizando una formulacion HB. Obtenida una solucion, el sistema de
ecuaciones se traslada al dominio temporal. En este dominio aparece una formulacion
DTA a partir de la cual se intenta estudiar la estabilidad. El lector se preguntara si no seria
posible obtener esta solucion utilizando la formulacion DTA en todo el proceso y no sélo
en el estudio de la estabilidad. La respuesta es afirmativa. No obstante, la consideracion del

coste computacional de resolucion de una y otra formulacion es decisivo.

El estudio empezard con la obtencion de distintos modos de plantear las ecuaciones de
equilibrio del oscilador de Van der Pol. Aunque los resultados de analisis son idénticos en
cada una de estas formulaciones, los resultados de estabilidad difieren enormemente, en

funcidn de las caracteristicas de la respuesta impulsional de cada una de las formulaciones.

> En el método DTA-Gear tinicamente podria producirse este solapamiento al muestrear insuficientemente la
solucion.
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Formulacion de las ecuaciones de equilibrio

El estudio del modelo circuital del oscilador de Van der Pol con alinealidad estatica

realizado en el capitulo 2.6 parte de la ecuacion de equilibrio
(s> +DX(s)+sF(X)=0, (4.42)

con una alinealidad descrita en el dominio temporal por
x3
)= =), (4.43)

El modulo de la respuesta impulsional limitada en banda de las funciones (s*+1) y (s) es
simétrico respecto al origen y, en consecuencia, no-causal, como se observa en la Fig. 4. 3
para la funcion (s). Obsérvese que una simple operacion algebraica permite transformar la

ecuacion de equilibrio anterior en

X(5)+——F(X)=0. (4.44)
s”+1

En este caso, a diferencia del anterior, el modulo de la funcion de red que multiplica a la
alinealidad disminuye con la frecuencia. De este modo, es posible controlar el efecto de la
no-causalidad aumentando el ancho de banda en que se considera la solucion. No obstante,
existe un problema afiadido de dificil solucion. Este consiste en que la respuesta
impulsional, al ser senoidal, no se atentia, debiendo considerarse siempre infinitos términos
para estudiar la estabilidad. Esto es debido a la inexistencia de pérdidas en el circuito. Asi,
se puede pensar en anadir una conductancia de valor G en paralelo con la alinealidad para
que la respuesta impulsional se atente con el tiempo. Sin embargo, al introducir la
conductancia hemos variado el circuito y con ello la ecuacion de equilibrio. Este efecto
puede solventarse facilmente con la introduccién de una conductancia negativa de igual
modulo que la anterior, —G, que pasa a formar parte de la alinealidad. Actuando de este

modo, se obtiene la ecuacion de equilibrio

)
X(s)+——F.(G,X)=0, (4.45)
() sP+Gs+1 o )
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con una nueva alinealidad definida en el dominio temporal como

3

f4(G,x)= u(x?—x) —xG. (4. 46)

Notese que con esta ultima formulacion es posible controlar, por un lado, el efecto de la
causalidad considerando mas o menos muestras y, por otro lado, la duracion de la respuesta

introduciendo mas o menos pérdidas.

Estudio comparativo de los resultados

Con la finalidad de obtener una base de datos de la que extraer conclusiones, se ha
estudiado cada una de las tres formulaciones anteriores, realizando un barrido en el niimero
de muestras y en el valor del parametro x. Como referencia se han utilizado los resultados
de estabilidad de las soluciones obtenidas a partir de una formulacion DTA—-Gear. Los

resultados mas representativos se analizan a continuacion.

Polinomios en el numerador

Centrémonos en la formulacion (4. 42), en la que la variable de control y la alinealidad
estan multiplicadas por un polinomio en (s). La respuesta impulsional limitada en banda de
(s) se representa en la Fig. 4. 3 en el intervalo =[—7, 27) con N=33 muestras por periodo.
Se comprueba que esta respuesta es fuertemente no-causal y de duracion superior a un
periodo. En la Fig. 4. 4 (izq.) aparece la representacion de los elementos de la primera
columna de la matriz DTA. En el método DTA—Gear la respuesta impulsional a partir de la
que se estudia la estabilidad se construye a partir de estos elementos. En el mismo eje,
aparece una representacion de la respuesta impulsional real en el intervalo /=[0, 7). La
coincidencia de representaciones indicaria que el estudio de la estabilidad del método
DTA—Gear se realiza correctamente. Sin embargo, se observa una divergencia apreciable
en las proximidades de 7. Esto es debido a que los elementos de la matriz DTA se han
construido solapando la respuesta impulsional a intervalos de duracion 7. Asi, la parte no-
causal de la respuesta impulsional proxima al origen es la que hace divergir la respuesta

impulsional considerada y la real, como se comprueba en la Fig. 4. 4 (der.).
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Fig. 4. 4. Elementos de la matriz DTA (o) y de la respuesta impulsional solapada (*) considerando los

intervalos =[0, T) (izq.) y t=[-T, 2T) (der.).

Ante la gran diferencia existente entre la respuesta impulsional considerada y la real, los
resultados no pueden acercarse, en modo alguno, a los esperados. Efectivamente, aunque
los autovalores esperados con g=1 son un autovalor unidad, uno de modulo inferior a la
unidad y el resto proéximos al origen, y con g=—1 un autovalor unidad, uno de mddulo
superior a la unidad y el resto proximos al origen, en la Fig. 4. 5, se comprueba que la
unica coincidencia se encuentra en el autovalor unidad. No merece la pena realizar mas
comentarios sobre los valores obtenidos con otros parametros, ya que redundan en la

afirmacion que los resultados de estabilidad no son los esperados.
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0.8 0.8

0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 0.2
-0.4 -0.4
0.6 0.6

-0.8

Fig. 4. 5. Autovalores (0) obtenidos con =1 (izq.) y z=—1 (der.).

Polinomio en el denominador

Consideremos a continuacion la formulacion (4. 44), en la que la alinealidad esta
multiplicada por la impedancia equivalente en terminales de ésta. Al tratarse de un circuito
sin pérdidas, su respuesta impulsional no se atentia al transcurrir el tiempo. Ante esta
afirmacioén es evidente que la respuesta impulsional considerada al estudiar la estabilidad, a
partir de N coeficientes, nunca coincidird con la real, en la que intervienen infinitos
coeficientes. Queda Unicamente por reseflar que los resultados de simulacion indican,
erroneamente, que todas las soluciones obtenidas son inestables, independientemente del

signo del pardmetro g

Introduccion de pérdidas

El problema anterior puede ser resuelto con la introduccion de pérdidas en el circuito. El
objetivo es conseguir una respuesta impulsional de duracién inferior a un periodo de la
solucion. Empecemos considerando la formulacion (4. 45) con G=1. En todas las
simulaciones realizadas con >0 los autovalores se encuentran dentro del circulo unidad,
excepto el autovalor unidad. Estos autovalores se acercan al origen a medida que se
aumenta el nimero de muestras. A modo de ejemplo, sirva la Fig. 4. 6 para mostrar este
recogimiento de los autovalores al aumentar el ancho de banda considerado. Parece, pues,
que tanto la disminucién de la respuesta impulsional como el aumento del ancho de banda

mejoran significativamente los resultados de estabilidad.
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0.6 0.6

-0.8 -0.8

Fig. 4. 6. Acercamiento de los autovalores hacia el origen al aumentar el nimero de muestras de

N=65 (izq.) a N=129 (der.) con y~4 y pérdidas G=1.

Las simulaciones realizadas con u<0 indican que la estabilidad se determina de forma
correcta. En concreto, la existencia de un tnico autovalor de mdédulo mayor que la unidad

indica la inestabilidad de la solucidn.

Antes de avanzar conclusiones, resulta interesante observar que efectos tiene la
introduccion de mayores pérdidas en el circuito. El efecto mas directo se observa en la
atenuacion de la respuesta impulsional, que es mas rapida a mayores pérdidas. No obstante,
como se observa en la Fig. 4. 7, el fenomeno de Gibbs creado por la no-causalidad de la

respuesta impulsional no disminuye al aumentar las pérdidas.

Fig. 4. 7. Variacion de la respuesta impulsional considerada al aumentar las pérdidas de

G=1 (izq.) a G=4 (der.), con N=65. Aunque la atenuacion es mayor a mayores pérdidas,

el efecto de la no-causalidad al final del periodo no disminuye.
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Una comparacion de los resultados obtenidos con G=1 y G=4 conduce a la siguiente
conclusion: no se observan diferencias significativas en ningin caso, excepto con u<0, en
que el autovalor que evidencia la inestabilidad de la solucion parece converger mas rapido
hacia la referencia al aumentar las pérdidas. En la siguiente tabla se muestra esta

convergencia con y=—1 al aumentar el nimero de muestras.

L1 N=33 N=65 N=129
Referencia 1707 1271 1189
Pérdidas, G=4 5548 1862 1183
Pérdidas, G=1 4625 2725 2219
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Sumario

En esta seccion se ha comprobado bajo qué restricciones la técnica DTA—Gear puede ser
utilizada para estudiar la estabilidad de soluciones obtenidas con una formulaciéon HB,
transformando ésta en una formulacion DTA equivalente. La técnica DTA—Gear considera
la estabilidad a partir de una respuesta impulsional estipulada por los elementos de la
matriz DTA. La semejanza de la respuesta impulsional considerada con la real determina el
éxito de estudio de la estabilidad. Esta semejanza requiere de dos condiciones. La primera
es inmediata al considerar que la maxima memoria contemplada por una formulacion DTA
es menor a un periodo de la solucioén. Asi, la respuesta impulsional real debe tener una
duracion inferior a un periodo. La segunda, parte del hecho que en el mapeo utilizado por
la técnica DTA—Gear una muestra se expresa a partir de las anteriores. Es pues evidente
que la respuesta impulsional debe ser causal. Ninguna de estas condiciones es cumplida
por la respuesta impulsional limitada en banda utilizada por el método de HB. Atn asi, se
han articulado mecanismos que permiten reducir el efecto de la duracion infinita y de la
no-causalidad de la respuesta impulsional, hasta el punto de obtener resultados

satisfactorios al analizar el oscilador de Van der Pol.

Con el fin de retomar el hilo argumental iniciado al principio de este capitulo, sinteticemos
los resultados obtenidos hasta el momento y el camino a seguir. Una vez descubierto el
nexo entre las formulaciones de HB y DTA, surge la posibilidad de estudiar la estabilidad
de las soluciones de HB del mismo modo que se estudian las soluciones DTA—Gear. Esta
idea topa con el escollo de la respuesta impulsional limitada en banda, su no-causalidad y
su duracion infinita. Ante este tropiezo aparecen las siguientes preguntas: si la técnica
DTA—Gear, basada en la definicion de estabilidad, no es aplicable a las soluciones de HB,
(con qué criterios se estudia la estabilidad de las soluciones de HB en el dominio
frecuencial?, ;son estos criterios trasladables al dominio temporal? La respuesta a estas

preguntas aparece en la siguiente seccion.
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4.3 Estabilidad: de la formulacion DTA a la HB

En esta seccion se pretende completar el objetivo marcado al inicio de este capitulo:
relacionar el estudio del RP y la estabilidad en los dominios temporal y frecuencial. En la
primera seccion de este capitulo se han derivado las expresiones necesarias para trasladar
una formulacion HB al dominio temporal. En esta seccion se demostrara que los criterios
usados para estudiar la estabilidad en el dominio frecuencial pueden ser utilizados en el
dominio temporal, obteniéndose una formulaciéon que al ser trasladada al dominio
frecuencial coincide con la obtenida en el método de HB. En una primera parte se
comparan los criterios utilizados por el método de HB y el método DTA—Gear para
estudiar la estabilidad en sus respectivos dominios. En una segunda parte, se utilizan los
criterios de HB para el estudio de la estabilidad en el dominio temporal, obteniéndose una
formulacion DTA que, posteriormente, se traslada al dominio frecuencial. Finalmente, los
desarrollos realizados se extienden a los circuitos con alinealidades dinamicas, con el fin

de contrastar los resultados obtenidos al analizar el oscilador de Van der Pol.

4.3.1 Estabilidad en el dominio frecuencial

En este punto se pretenden dejar establecidas las diferencias en cuanto a la filosofia de
analisis de la estabilidad de la que parten, por un lado el método DTA—Gear y por otro el
método de HB. De hecho, estas diferencias ya empiezan con la filosofia empleada al
formular el sistema de ecuaciones que permite determinar la solucion. Empecemos, pues,

por diferenciar el método de analisis del RP.

El método DTA—Gear realiza un estudio local de la solucion. Asi, por ejemplo, la derivada
se calcula a partir de unas muestras proximas, cuanto mas mejor, al punto de célculo de la
derivada. No hace ninglin uso del conocimiento de la periodicidad de la solucién para
calcular esta derivada. En contraposicion, el método de HB esta basado desde un principio
en el conocimiento de la periodicidad de la solucion. Es por este motivo que al trasladar la
formulacion de HB al dominio temporal aparecen matrices llenas, indicando que el célculo

de, por ejemplo, la derivada se realiza utilizando todas las muestras de un periodo. Estas
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diferencias en el planteamiento del analisis de la solucion seran determinantes a la hora de

abordar el estudio de la estabilidad de la solucion obtenida.

Sinteticemos, antes de continuar, el criterio utilizado por el método DTA—Gear al estudiar
la estabilidad. Este se basa en expresar una de las muestras a partir de las anteriores
mediante un mapeo implicito. Este mapeo se transforma en explicito al linealizarlo
alrededor de la solucion, de modo que se puede expresar de forma directa el valor de la
perturbacion en un instante determinado a partir del valor de la perturbaciéon en los
instantes anteriores. Notese que el valor de esta perturbacion queda perfectamente
determinado a partir de unicamente los valores anteriores y que por esta razén no es
necesario hacer ninguna suposicion acerca de los valores futuros de la perturbacion.
Finalmente, el valor de esta perturbacion al cabo de un periodo determina la estabilidad de
la solucion. Este estudio se concreta en la determinacion de los autovalores de una matriz
de dimensiones mxm donde m es la memoria del circuito discretizado. Asi, y a modo de
resumen, el estudio de la estabilidad en el dominio temporal usando discretizaciones de

Gear se realiza sin ninguna suposicion de la evolucion de la perturbacion.

El método de HB parte de un planteamiento totalmente distinto, ya que el inicio de todo el
razonamiento se basa en el conocimiento a priori del tipo de perturbacion que aparecera en
el circuito. Si trasladamos el método de HB al dominio temporal comprenderemos que ésta
es una exigencia necesaria para estudiar la estabilidad. Asi, en el dominio temporal la
operacion de filtrado de X(s) con una funcidén H(s) es equivalente a convolucionar x con la
respuesta impulsional H(s) limitada en banda: 4. A causa de la limitacion en banda de la
respuesta impulsional, 4, es no causal. Asi, un mapeo construido en el dominio temporal

relacionara una muestra con las anteriores y, atencion, también las posteriores.

Con este condicionante so0lo se puede llegar a hacer un estudio de la evolucion de la
perturbacion planteando un sistema de ecuaciones en el que interviene el tipo de evolucion
de esta perturbacion. Este tipo de evolucion, que en el dominio temporal aparece como
multiplicador de Floquet y en el dominio frecuencial como exponente de Floquet, se
determina en la practica forzando que el determinante del sistema de ecuaciones planteado
sea nulo. El calculo de estos multiplicadores o exponentes de Floquet requiere de un coste

computacional que hace ineficiente el estudio de la estabilidad mediante esta estrategia.
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Por ello se han desarrollado algoritmos que evitan el calculo de los exponentes de Floquet

y realizan un estudio cualitativo de la estabilidad, basado en el diagrama de Nyquist [Riz-

851.

Veamos como se realizaria el estudio de la estabilidad de una solucion obtenida a partir de
una formulacion de HB conocido el tipo de perturbacion. Empecemos por plantear este
estudio en el dominio temporal, para después trasladarlo al dominio frecuencial y ver como

coincide con el usualmente planteado en este dominio.

4.3.2 Obtencion de la formulacion DTA

A continuacion se reproducira el estudio de estabilidad que se realiza en el método
DTA-Gear utilizando criterios de HB. Consideremos como primer objetivo la obtencion

de la variable de control de la alinealidad de la siguiente ecuacion
A(s,e )X (s)+B,(s,e " )F(X)+B,(s,e*" W, (s)=0, (4. 47)

En el método de HB se debe resolver un sistema de ecuaciones donde las matrices son

diagonales y las incdgnitas la serie de Fourier truncada de la variable de interés:
Ay X+B,  F(X)+B,,,V, =0. (4. 48)
La traslacion del sistema anterior al dominio temporal da lugar a

Appa X+ BI,DTAf(X) + Bz,DTAVb =0. (4.49)

En la ecuacion anterior definimos

Ao A—l A—N+1

A A c. .
A= A (4. 50)
DTA i . A—l

AN—I Al Ao
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x=[t., v X Xy Xy o Xl (4.51)

Esta notacion difiere de la utilizada con anterioridad en que no se ha utilizado, a pesar de

cumplirse, la equivalencia
A=A,y (4.52)

y se ha cambiado el origen de tiempo de los vectores. El resto de matrices y variables se

definen con la misma notacion. Notese que el nimero de incognitas es N=2K+1.

Es importante recordar la relacion entre los elementos de la matriz (4. 50) y las muestras de

la respuesta impulsional de A(s) limitada en banda:

4, =0 by (0~ IN)A). (4. 53)

[=—0

El sumatorio que caracteriza 4, se obtiene al considerar la periodicidad de la solucion.
Puesto que nuestro objetivo es estudiar la estabilidad de esta solucion, es decir el
transitorio, debemos recuperar la expresion inmediatamente anterior a la presuncion de

periodicidad. Esta expresion, particularizada para (4. 49), es

A KUY, (1~ DAY+ £ (UMD, 5 ((n—DA)+ v, (A, 5 (1— DAY =0 (459

[=—0

Supongamos ahora una solucion periddica x* de (4. 49), y también de (4. 54), para

n={-K, ..., K}, a la que se anade una perturbacion del modo
x(IA) = x* (IA) + w(lA) . (4.55)

La sustitucion de esta expresion en (4. 54) y su posterior linealizacion da lugar a una

expresion en la que aparecen las muestras de la perturbacion:

A W)y, (1= DAY+ £ (AR, 5 (1~ DA))= 0. (4. 56)

|=—0
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Sin embargo, el mapeo derivado de esta ecuacién expresa una muestra a partir de las
anteriores y las posteriores. Llegados a este punto, la unica salida posible consiste en
expresar las muestras futuras a partir de las anteriores. Esta estrategia requiere
descomponer la perturbacion w como combinaciénn lineal de las perturbaciones

linealmente independientes w; del modo:
W=Zciw,.. (4.57)

Asumiendo conocida la evolucion de cada una de las perturbaciones w; mediante el

multiplicador de Floquet 4; asociado
w,((n+N)A)=w.(nA)A, (4. 58)

cualquier muestra de w; puede ser expresada a partir de un conjunto de N muestras

utilizando
w,((n+kN)A) = w,(nA) AL, (4. 59)

con n={-K, ..., K}. Obsérvese que el entero k puede ser mayor que la unidad y tanto
positivo como negativo, con lo cual no solo solucionamos el problema de la no-causalidad
sino también el de la respuesta impulsional infinita. Toda vez que las perturbaciones w; son
linealmente independientes, podemos estudiar (4. 56) sustituyendo w por w; sin que por
ello se altere ninguno de los resultados obtenidos. En adelante, y con el fin de simplificar la
notacion, cuando aparezca w y A se entenderd que llevan asociado el subindice i. Asi, la

utilizacion de (4. 59) en (4. 56) nos conduce a

A i Ww(kA) S 2 (, (1 — k —IN)YA)+ £ (x (kAW , (1~ k —IN)A))=0, (4. 60)

k=—K [=-

donde se ha considerado la periodicidad de f{(x). Definiendo

Al = Aiﬂ’hm (n—=IN)A), 4. 61)

|=—0

170



4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

B} =AY Ah,, (n—IN)A), (4. 62)
[|=—x
escribimos (4. 60) del modo
K
A wkA) A2, + f'(x(kA)BL, )=0. (4.63)
k=—K

Partiendo de esta expresion existen dos posibilidades de estudiar la estabilidad. La primera
consiste en reproducir el estudio de estabilidad realizado en el método DTA—-Gear basado
en la construccion de un mapeo en el que, en el caso que estamos considerando, interviene
A. Asi, particularizando por ejemplo para n=K, una muestra de la perturbacion se obtiene a

partir de las N—1 anteriores del modo

S w4, + £ (kAN BL,)

w(KA) =+=K . (4. 64)
A5 + f'(x(KA))B,
Definiendo el subvector de muestras de la perturbacion
W=l W W W W, (4. 65)
con
w, = w(nA), (4. 66)

podemos observar la evolucion de la perturbacion al cabo de un periodo mediante la

relacion
w, =JA)w, =Aw,, (4.67)
con
J(A) =y, (DI (1) 3, (A), (4. 68)
y
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bj,l briZ "' b;j,zv—z briN—l
1 o -- 0 0
J =0 1 0o |, (4. 69)
0 0 1 0 |

donde

» AN+ (x(K +n—i)A))B!
TR S K ) @70

Finalmente, reordenando (4. 67), se obtiene el sistema de ecuaciones homogéneo
(J(A)-A)w, =0, 4.71)
cuyo determinante ha de ser cero para que exista solucion no nula. Asi, la resolucion de
det(J(1) - A1)=0, 4.72)
indica los posibles valores de puede tomar el multiplicador de Floquet.

Es el momento de hacer balance. Introduciendo el multiplicador de Floquet A como
incognita en el sistema de ecuaciones (4. 56), se ha abordado el problema del estudio de la
estabilidad desde la misma perspectiva utilizada por el método DTA—Gear. Adviértase que
la tnica diferencia entre los desarrollos actuales y los realizados en el capitulo 3 consiste
en la introduccion de A. Asimismo, obsérvese que el estudio de estabilidad realizado en el
capitulo 4.2 coincide con el actual cuando A=1. Esto explica que en las simulaciones
realizadas al analizar el oscilador de Van der Pol el autovalor unidad aparece

correctamente calculado en todos los casos.

Comentabamos al obtener (4. 63) que teniamos dos posibilidades para estudiar la
estabilidad. La primera de ellas ya se ha realizado. La segunda, méas acorde con la filosofia
utilizada en HB, nos permitira relacionar los dos métodos de analisis. Esta consiste en
plantear un sistema de N ecuaciones particularizando (4. 63) para N instantes de tiempo;

esto es n={-K, ..., K}. Procediendo de este modo se obtiene el sistema de ecuaciones
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(ADTA (A)+ B, s (A)F' (X))Wo =M, (D)w, =0, (4.73)
con
47 A A%y
AP A :
Apra (D) =] ) S PR (4.74)
: . A
Ay Al 45
B(f Bfl B—iN+l
B' B! - :
B, pra (4) l L Far (4.75)
. . B—l
By, B! B
S (x(=KA))
F'(x)= L , (4.76)
S (x(KA))

donde desconocemos las N muestras de la perturbacion a lo largo de un periodo y el
multiplicador de Floquet A. Obsérvese que nuevamente estamos ante un sistema

homogéneo, con lo cual para que exista una solucion no nula se debe cumplir
det(M ., (1))=0. (4.77)

El valor de los posibles exponentes de Floquet que anulan el determinante anterior
determina la estabilidad de la solucidon. La formulacion (4. 73) se ha obtenido utilizando
los mismos criterios con que se estudia la estabilidad en el método de HB. Asi, con la
traslacion de esta formulacion al dominio frecuencial se debe obtener la misma

formulacion utilizada por HB. Veamoslo.

4.3.3 Traslacion a la formulacion HB

La traslacion de (4. 73) al dominio frecuencial precisa de una transformacion artificial.

Esta transformacion consiste en expresar la perturbacion en funcidén de una senal periddica,
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ya que en el dominio frecuencial Unicamente se consideran este tipo de sefales.
Anteriormente se ha usado la expresion (4. 59) para relacionar muestras distanciadas un

periodo, que reformulada para el dominio de tiempo continuo es
wit+T)=w)A. (4.78)

La perturbacién w puede ser descompuesta, de forma artificial, mediante la relacion

w(t) =w, (t)(4,)" (4.79)

donde
w, (t+T)=w, (1), (4. 80)
A=A. 4. 81)

Notese que la periodicidad de w, permite que (4. 78) se continte cumpliendo.
Discretizando las relaciones anteriores, podemos expresar la perturbacion a partir de una

sefal periddica mediante la relacion

w(-KA)| | A, w,(=KA)
= L R (4.82)
w(KA) A8 w,(KA)
La expresion anterior en forma compacta se escribe
W, = Awp . (4 83)

Sustituyendo esta expresion en (4. 73), multiplicando toda la expresion por la matriz
inversa de A y utilizando la propiedad conmutativa del producto de matrices diagonales,

tenemos

(A" A pga (DA + A'B, s (DAF (X)W, = 0. (4. 84)
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Realizando el producto de las matrices que intervienen en la expresion anterior, ésta se

reescribe del modo
(‘&DTA (ﬁ“o)+]§1,DTA (ﬁo)F'(X))Wp =0. (4 85)

Centrémonos en la primera matriz DTA, puesto que los desarrollos que realizaremos a

continuacion son equivalentes para la segunda matriz. Asi, los elementos de la primera

matriz son
Ay AN A%,
- Al 4y
Apra(4) = l .f] . 4o | (4. 86)
. -1
A9, Al A
con
A a-n
AP0 = 4P G (4. 87)

Mediante la relacion (4. 61) podemos expresar cada uno de los elementos en funcion de la

respuesta impulsional de A(s) limitada en banda y de 4y del modo

AL =AY 2", (= IN)A), (4. 88)

[=—0

que puede ser reescrita como

AP =AY b ((n—IN)A), (4. 89)
[=—0
utilizando
hy ()= A5'h, (1) (4. 90)

En la expresion anterior esta la clave de todo el desarrollo, ya que es conocido que a la

respuesta impulsional /4, , le corresponde en el dominio frecuencial una matriz diagonal

formada por los elementos A(jkw,). Del mismo modo, a la respuesta impulsional hb’ 5 le
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corresponde en el dominio frecuencial una matriz diagonal formada por los elementos
A( jko,). Sin embargo, ;cudl es la relacion entre A y A? Para ello debemos usar la

relacion (4. 90) entre las respuestas impulsionales de ambas funciones. Asi, si

. | T
TF . A(]a) )9 |a)| < X
by () ———> 4, (joo') = [’ (4.91)
0, o] >=
A
entonces, expresando
Ay =e7", (4.92)
tenemos
hy (1) = e, () A, (jo') = 4,(jo'+H(o + jo), (4.93)

expresion obtenida realizando un cambio de variable en la integral que define la

transformada de Fourier. Asi, a la respuesta impulsional 7, ; le corresponde en el dominio

frecuencial una matriz diagonal formada por los elementos A(jkw, + (o + jo)).

Ahora, estamos en condiciones de trasladar (4. 85) al dominio frecuencial. Asi, obtenemos®

%W@DTA(AO)W*WP + %WELDTA (A)WFW, =0, (4. 94)

donde

' (x(=KA)w, (=KA)

' 1 :
FW, =W : , (4. 95)

S (x(KA)w, (KA)

% La matriz W se diferencia de la utilizada anteriormente en un intercambio de filas y columnas.
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es la DFT del producto de dos vectores periddicos. Asi, su DFT también se puede expresar

a partir de la convolucidon de las respectivas DFT’s, de modo que (4. 95) se convierte en

F(; F—l F—‘N+1 Wp,—K
F F - : :
F'Wp = ! o , . . (4.96)
: . . F, :
FN—l F—l F(; Wp K
Finalmente, utilizando
1 N *
ABH (ﬂ*o) = WWADTA (ﬂo)w 5 (4' 97)
obtenemos la formulacion
(ABH (lo) + BI,BH (/10 )F')Wp =M, (/10 )Wp =0, (4. 98)

con la que se estudia la estabilidad en el método de HB, donde las matrices diagonales se

construyen usando A(s) y Bi(s) a través de la relacion indicada en (4. 93) seglin la notacion
[A(-jKw, + (o + jw))

Ag(A) = Ao + jo) - (4.99)

A(jKw, + (o + jo)) |

Obsérvese que al cambiar de dominio, los multiplicadores de Floquet se han transformado

en exponentes de Floquet, por lo que seria posible reescribir (4. 98) como
My, (o+ jo)W, =0. (4. 100)
La resolucion de
det(M (0 + jw))=0, (4.101)

nos indica los posibles valores que puede tomar el exponente de Floquet. En este caso, la

estabilidad viene determinada por la parte real del exponente de Floquet: o.

177



4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

Finaliza aqui la demostracion de la interrelacion entre el estudio de la estabilidad en el
dominio temporal y el domino frecuencial, el cual se basa en la introduccion desde un
inicio del multiplicador de Floquet. Asimismo, nétese que la obtencién de un resultado en
el dominio frecuencial precisa de la descomposicion de la perturbacion en el producto del
multiplicador de Floquet y una senal periddica, puesto que el método de HB trabaja con
sefales intrinsecamente periddicas. Esta descomposicion no es necesaria cuando el estudio
se realiza en el dominio temporal. Asi, la formulacion DTA (4. 73), en que aparece la
perturbacion w, es transformada en (4. 85), formulacion en que parece la sefial periodica

Wy, para finalmente ser trasladada al dominio frecuencial obteniéndose (4. 98).

Aplicacion al oscilador de Van der Pol con alinealidad estatica

Con el fin de ilustrar los desarrollos realizados, particularicemos la formulacion de HB
para el oscilador de Van der Pol modelado con una alinealidad estatica. Reproducimos, por

comodidad, la ecuacion de partida
(LCs*> +1) X (s)+ LsF(X) =0, (4. 102)

con una alinealidad descrita en el dominio temporal por
x3
)= =), (3. 163)

cuya derivada es
f1(x) = p(x* - 1). (4. 104)
La expresion (4. 98) obtenida es

(Lc(@* +D°) + LD'F)W, =0, (4. 105)

con
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[(—jK®, +(o+ jo))

D= (c+ jo) . (4. 106)

(JKw, +(o + jo)) ]

El lector habra advertido que si en la ecuacion de partida (4. 102) las funciones de red son
polinomios en s es inmediato construir la formulacion de estudio de la estabilidad sin mas
que sustituir s por D y la alinealidad por la matriz de los términos de la serie de Fourier de

(4. 104) calculada en la solucidn de la que se investiga la estabilidad.

Es necesario advertir que durante el calculo de la solucion de HB, para evitar el fendmeno
de aliasing en el calculo de los N=2K+1 términos de la DFT de f(x), es necesario utilizar
mas de N muestras. Concretamente, puesto que f{x) del oscilador de Van der Pol es una
alinealidad polindmica de tercer grado, se deberan utilizar N’=6K+1 muestras (el triple de
armonicos necesarios). Una vez calculados los N’ términos de la serie de Fourier sélo
utilizaremos los N primeros. Una técnica parecida debe utilizarse al estudiar la estabilidad
de la solucion obtenida. Asi, en la construccion de la matriz F’, deben calcularse N,=4K+1
términos de la serie de Fourier de f’(x) para evitar el aliasing que se produciria al
multiplicar por la DFT de w,. En el oscilador de Van der Pol, puesto que f'(x) es una
alinealidad polinémica de segundo grado, se debera utilizar N,’=8K+1 muestras (el doble

de armonicos necesarios).

El estudio del oscilador de Van der Pol modelado con una alinealidad estatica no presenta
ningun inconveniente a la hora de obtener resultados igual de precisos que otros modelos’.
Sin embargo, y tnicamente con la finalidad de comprobar que la formulacion obtenida al
trasladar la estabilidad del dominio temporal al dominio frecuencial coincide con la

obtenida por [Bar-98], se va a extender el método para alinealidades dindmicas.

7 En el capitulo 2.6 se ha comprobado que estos resultados son incluso mejores que en el modelo con
alinealidad dindmica.
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4.3.4 Reformulacion de las expresiones para alinealidades dinamicas

Para desarrollar el estudio de la estabilidad de circuitos que incorporen alinealidades
dinamicas, tomaremos el mismo punto de partida que el utilizado para alinealidades

estaticas
A(s, e )X (s)+ B,(s,e ) F(X, X))+ B,(s,e*")W,(s)=0, (4. 107)
solo que ahora la alinealidad en el dominio temporal se expresa del modo
S (x)=g(x)x. (4. 108)

Con esta alinealidad, la ecuacion (4. 54) se transforma en

A i x(IMNhy ((n—DA)+ g(x(UA)x(IA)y, 5 (n—DA) + v, (1A, 5, (n—1)A) =0, (4. 109)

[=—o0

con lo cual, al afadir una perturbaciéon w a una solucion x*, linealizar y despreciar los

términos en que aparece la perturbacion elevada al cuadrado obtenemos

A Wiy, (1~ DA) + &' (A (AR, 5 (1~ DA))
= -0, (4. 110)

+ A gAY, , (n—)A)

[|=—x

donde

WA = Y WA, » (I~ HA), (4. 111)

j=o

con hpp la respuesta impulsional de la funcion D(s)=s, operador derivada, limitada en

banda.

El primer sumatorio de (4. 110) es formalmente idéntico a (4. 56), con la diferencia que en

lugar de f°(x) aparece g'(x)x . Asi, podemos determinar de forma directa los términos que

le corresponden en el dominio frecuencial:
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(Ap (A0) + B ()G X)W, 4. 112)
donde

g' (x(—KA)i(~KA)w, (~KA)
R : 4. 113)
(G'Xx)w, = oW : :

g'(x(KA)x(KA)w,(KA)

puede ser visto como la DFT del producto de dos vectores periddicos: g'(x)x y w. Asi, su

DFT también se puede expresar a partir de la convolucion de las respectivas DFT’s, de

modo que (4. 113) se convierte en

GX, GX, - GX_,,|"Wk
: G'X, GX s :
G'X = ! 0 ) (4. 114)
( )‘Vp : - - G'X
GX,, - GX GX, |W
El segundo sumatorio de (4. 110) requiere de una atencion especial. Utilizando
w(—KA) Dl DY - D | w-KA)
: _ D} D} . : : (4. 115)
. S :
WKA) | | D, - DI Di | wKA)
y
g(x(=KA))
G(x)= - 5 , (4. 116)
g(x(KA))
se obtiene
B, 5ra (DG (X)Dpyr, (D)W, . (4. 117)
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Con la sustitucion del vector perturbacion por la relacion indicada en (4. 83) se obtiene
(A_IBI,DTA (A)AF(X)(A_IDDTA (/1)A)Wp " (4.118)

donde se ha utilizado la propiedad conmutativa del producto de matrices diagonales. Esta

expresion en forma compacta se escribe
ﬁl,DTA (io)G(X)ﬁDTA (AO)WP- (4.119)

Es el momento de trasladar la formulacion actual al dominio frecuencial haciendo uso de

las matrices de transformacion W. Asi, obtenemos

1 R * 1 * 1 i~ *
(ﬁ WB, ;s (AW ](N WG(x)W j(ﬁ WD, (4,)W jwp } (4. 120)
Noétese que el término
wlw=r, (4. 121)
N

se ha introducido cuantas veces ha sido necesario en (4. 120) puesto que no altera el
resultado al tratarse de la matriz identidad. El siguiente paso consiste en reformular cada

uno de los paréntesis de (4. 120). Asi, obtenemos

B, 5 (4))GDW , (4. 122)

con D definida en (4. 106). Afadiendo este término a (4. 112) obtenemos la formulacién
que determina la estabilidad de una solucion HB con alinealidad dindmica. Esta

formulacion es
(Ap(20)+ B, 5y (2)(G'X)+ B, 5 (4 )GD)WP =0. (4. 123)

Antes de continuar es necesario especificar los elementos de la matriz G. Estos elementos

dados por
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GO G—l G—N+l

G- C_ﬂ .Go R (4. 124)
. . .. G—l
Gy G, G,

corresponden a los coeficientes de la serie de Fourier de g(x). El lector puede comprobar
que ¢éstos no coinciden con los indicados por la relacion implicita al observar (4. 120) y (4.

122):

G- %wc(x)w* . (4. 125)

De utilizarse esta relacion se estaria produciendo un aliasing tremendo en el célculo de
gxw,, (4. 126)

producto que aparece en el segundo sumatorio de (4. 110). Para evitar este aliasing se debe
utilizar el doble de armonicos de los que se obtienen con (4. 125). Obsérvese que estas
consideraciones no quitan generalidad al desarrollo, puesto que seria posible utilizar una
estrategia parecida a la empleada en (4. 94) a (4. 96). En aras de un mejor entendimiento

del desarrollo esta opcion se ha desestimado.

Aplicacion al oscilador de Van der Pol con alinealidad dinamica

Puesto que el objetivo que nos proponemos a continuacion es comprobar que (4. 123)
coincide con la formulacion obtenida por [Bar-98] al analizar el oscilador de Van der Pol,
partiremos de la misma expresion en el dominio transformado de Laplace utilizada por esta
referencia. Obviaremos, eso si, el hecho que el circuito es excitado, puesto que las
excitaciones no intervienen en el estudio de la estabilidad de una solucion, inicamente en

la determinacion de la solucion. Asi, partimos de
(LCs® — uLs +1) X (s)+ F(X,X)=0, (4. 127)

con una alinealidad descrita en el dominio temporal por
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f(x) = uLx’x . (4. 128)

Obsérvese que x corresponde a la corriente que circula por el inductor en el circuito
original de la figura 2.10 de [Bar-98]. Para el calculo de la estabilidad necesitamos

explicitar las siguientes funciones:
g(x) = /usz , (4. 129)
g' (X)X =2ulxx. (4. 130)

Hechas estas definiciones no queda mas que particularizar (4. 127) utilizando (4. 106). Asi,

se obtiene
(zcp? - wZp' +D°)+(G'X)+ GD)W, = 0. (4.131)

Féacilmente se puede comprobar que (4. 131) coincide término a término con la expresion

(2.57) de [Bar-98] que reproducimos a continuacion:
(zcp? - wLD' +D°)-H, ~HD)D, =0. (4.132)

Efectivamente, las matrices D se han definido del mismo modo, el vector perturbacion
proviene en ambos casos de la corriente que circula por el inductor, y las restantes
matrices, provienen de obtener los coeficientes de la serie de Fourier de (4. 129), (4. 130)

las unas y de (2.53), (2.54) de [Bar-98] las otras, las cuales coinciden.

Obsérvese que aunque el nimero de exponentes de Floquet obtenidos es de N, en general
la memoria m del circuito es inferior. Ocurre que al calcular el valor de los multiplicadores
de Floquet al cabo de un periodo a partir de N exponentes de Floquet, se obtienen
unicamente m valores distintos. Esto es debido a que la parte imaginaria de varios de estos

exponentes se encuentran distanciados un multiplo de 2n/T.
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4.4 Determinacion de las regiones de funcionamiento del oscilador

de Van der Pol

En las secciones previas se ha estudiado la interrelacion de los métodos de analisis en el
dominio temporal (DTA) y en el dominio frecuencial (HB). Fruto de este estudio se ha
establecido un gran numero de conexiones entre ambos métodos, tanto en lo referente al
analisis del RP como de la estabilidad. Tanto es asi, que cualquier formulacion existente en
el dominio temporal tiene una formulacion equivalente en el dominio frecuencial y a la

inversa.

No obstante, el método DTA-Gear emplea una filosofia de discretizacion totalmente
distinta a la utilizada por el método de HB, de modo que la pregunta que surge a
continuacion es si los resultados de andlisis del RP y de la estabilidad al aplicar ambos
métodos, DTA-Gear y HB, sobre un mismo circuito coinciden. Con el objetivo de
responder a esta pregunta, en esta seccion se estudia el oscilador de Van der Pol excitado.
Este estudio se realiza con el método DTA-Gear y se comparan los resultados con los
obtenidos con el método de HB en [Bar-98]. Los parametros son tales que en el circuito
aparecen bifurcaciones de distinto tipo que, utilizando la misma nomenclatura empleada en

la referencia anterior, son:

1. Bifurcacion de Hopf. Esta bifurcacion indica la existencia de un punto en el que
interseccionan una rama-solucion periodica y una cuasiperiddica. En el plano z esto es
equivalente a que dos autovalores complejos conjugados atraviesen el circulo unidad
con una fase cuya relacion con 2 es irracional. Aunque el método DTA—Gear detecta
el régimen de funcionamiento cuasiperiodico del circuito, no es posible encontrar

soluciones cuasiperiddicas.

2. Bifurcacion de tipo D. Al variar un parametro del circuito, se alcanza un punto mas alla
del cual no existe solucion. No obstante, aparecen nuevas soluciones al cambiar el
sentido en que varia este parametro. Asi, a un mismo valor del pardmetro le
corresponden dos soluciones. En este punto, llamado limite, se observa un cambio en la
estabilidad de las soluciones. En el plano z esto es equivalente a que un autovalor

atraviese el circulo unidad con fase nula por z=1. La obtencion de la rama-solucion
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existente después de un punto limite utilizando el método DTA—Gear requiere de una
correcta inicializacion, basada en el conocimiento del autovector correspondiente al

autovalor que atraviesa el circulo unidad.

3. Bifurcacion de tipo I. Esta bifurcacion indica la existencia de un punto en el que
interseccionan una rama-solucion de periodo—# y una de periodo—2n. En el plano z esto
es equivalente a que un autovalor atraviese el circulo unidad con fase m. También en
este caso, a un mismo parametro le corresponde mas de una solucion. Asi, la técnica
comentada anteriormente, basada en el conocimiento del autovector correspondiente al
autovalor que atraviesa el circulo unidad, debe ser utilizada para obtener la rama-

solucion de periodo doble.

El oscilador de Van der Pol analizado, con alinealidad estatica, parte de la ecuacion en el

dominio transformado de Laplace
(LCs> + D)X (s)+ LsF(X)+V,(s) =0, (4.133)

con una alinealidad descrita en el dominio temporal por
x3
() = =), (4. 134)

y una excitacion

v, (t) = =B, — B, cos(®,1) . (4. 135)

La notacion escogida ha sido tal que los parametros L, C, By, B1, @y y  coinciden con los

empleados en la referencia [Bar-98].

Realicemos la simulacion para dos conjuntos de parametros distintos, suficientes para
ilustrar como se detectan los distintos puntos de bifurcacion y como se obtienen las

soluciones de las ramas que aparecen en cada uno de estos puntos.
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Primer ejemplo con bifurcacion de Hopf

En este primer ejemplo se trabaja con el siguiente conjunto de valores: L=1H, C=I1F,
1=0.2, By=0.5 y w,=1.85 rad/s. El parametro en funcion del que se estudia la estabilidad es
la amplitud de la excitacion, variando su valor en el intervalo B;=(0,5). La determinacion
de la solucion en RP se ha realizado utilizando N=32 muestras por periodo con una

discretizacion Gear—2.

El proceso empieza encontrando una primera solucion para B,=5. Existen distintos modos
de inicializar el proceso para obtener esta primera solucion. Una de las estrategias consiste
en empezar analizando el circuito con x=0, cuya solucién es conocida al tratarse de un
circuito lineal. Posteriormente se va aumentando el valor de yx hasta alcanzar el valor
deseado. En cada nueva iteracion se utiliza como inicializacion el resultado de la anterior
iteracion. En el caso actual, al tratarse de un circuito con una alinealidad débil, £=0.2, la
solucion se obtiene directamente inicializando con la solucion de £=0°. Una vez obtenida
esta primera solucion, se varia B; manteniendo u fijo. Cada nueva iteracion utilizard como

inicializacion la solucion obtenida en la iteracion anterior.

Notese que no se utiliza ningiin mecanismo, léase método de continuacion, que permita un
mayor refinamiento de la inicializacion basado en observar como evoluciona la solucién al
variar un parametro del circuito. La simple estrategia de inicializar con la solucion anterior
permite el seguimiento de una rama-solucidn periddica. Hasta el segundo ejemplo, no sera

necesario utilizar técnicas mas avanzadas para saltar de una rama-solucion a otra.

La estabilidad de cada una de las soluciones obtenidas se determina sobre la base de la
situacion de los autovalores en el plano z. Dado que la memoria de un circuito de segundo
orden discretizado con Gear—2 es de cuatro, y la memoria del circuito continuo es de dos,
se espera que dos de estos autovalores no aporten informacion, situdndose muy proximos

al origen.

¥ En circuitos en los que esta estrategia no diera resultado, siempre es posible obtener una primera solucion
utilizando un método de integracion.
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Sirvan las Fig. 4. 8 a Fig. 4. 10 para ilustrar el cambio de comportamiento del circuito en
funcién del parametro B;. El lector observara que al disminuir el parametro B;, los
autovalores contenidos en un inicio dentro del circulo unidad, Fig. 4. 8 (izq.), se desplazan
hacia la izquierda sobre el eje real, Fig. 4. 8 (der.). Al aproximarse a la circunferencia
unidad, €stos se convierten en un par de autovalores complejos conjugados, Fig. 4. 9 (izq.).
Al continuar disminuyendo B), este par de autovalores se continua desplazando hacia la
izquierda y alejdndose del eje real, Fig.4. 10, atravesando la circunferencia unidad
aproximadamente cuando B;=3, Fig. 4. 9 (der.). De estas graficas se desprende que para
valores de B;<3 la rama-solucidon sobre la que se ha estado obteniendo soluciones es
inestable. Asimismo, el valor imaginario de los autovalores en B;=3 indica que en este
punto se produce una bifurcaciéon de Hopf. Asi, aparece una nueva rama de soluciones
cuasiperiodicas, imposible de seguir mediante el método DTA-Gear. El valor de la nueva
frecuencia introducida en el circuito se puede determinar a partir de la fase de los
autovalores al cruzar la circunferencia unidad. Asi, llamando a la frecuencia excitacion @,

a la nueva frecuencia ay, a la frecuencia de la perturbacion @ y a la fase de uno de los

autovalores ¢, se cumple

jor _ glegon) _ g (4. 136)

b

e

de donde se obtiene @y ay segliin

L_ 4% ¢ (4.137)
w=90—=¢0—, w,=0,(1-—). :
¢ T ¢ 272_ 0 g( 272_)
A partir de la fase del autovalor de la Fig. 4. 9 (der.) se obtiene
@ =0.88555rad/s, @, =0.96450rad/s. (4. 138)

Si desearamos determinar con mads precision el valor de w, ay y B; en el que se produce la
bifurcacion de Hopf, se deberia aumentar el nimero de muestras por periodo. Queda tan
solo por decir que los resultados obtenidos en este ejemplo coinciden con los obtenidos al

utilizar el método de HB y representados de forma grafica en la Figura 2.11 de [Bar-98].
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Fig. 4. 8. Autovalores de las soluciones estables obtenidas con B;=5 (izq.) y B,=4 (der.).
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Fig. 4. 9. Autovalores de las soluciones obtenidas con B|=3.5 (izq.) y B;=3 (der.).

Se observa la aparicion de una bifurcacion de Hopf alrededor de B;=3.

1 1
08 08
06 06
0.4 0.4
02} o 020

0 0
02} o 0.2to
0.4 0.4
0.6 0.6
0.8 0.8

1 -1

1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1

Fig. 4. 10. Autovalores de las soluciones inestables obtenidas con B1=2.5 (izq.) y B;=2 (der.).
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Segundo ejemplo con bifurcaciones de tipo Iy D

En el ejemplo anterior se ha comprobado como el método DTA—Gear detecta las
bifurcaciones de Hopf. En este segundo ejemplo se comprobara como también es posible
detectar bifurcaciones de tipo I y D. Se mantienen los valores de todos los parametros del
ejemplo anterior excepto la frecuencia de la excitacion que se fija a w; =1.95 rad/s. Del
mismo modo que en el ejercicio anterior, la estabilidad de las soluciones se estudia en
funcién de la amplitud de la excitacion, variando su valor en el intervalo B,=(0,8). La
determinacion de la solucion en RP se ha realizado utilizando N=32 muestras por periodo

con una discretizacion de Gear—2.

Deteccion de bifurcaciones de tipo [

El proceso empieza encontrando una primera solucion para B;=8 inicializando con una
solucion de £=0. A partir de esta primera solucion se va decrementando el valor de Bj,
observandose en las Fig. 4. 11 a Fig. 4. 14 la evoluciéon de los autovalores en el plano z.
Los autovalores contenidos en un inicio dentro del circulo unidad, Fig. 4. 11 (izq.), se
desplazan hacia la izquierda sobre el eje real al disminuir el parametro B, Fig. 4. 11 (der.).
Se comprueba que en B;=5 uno de los autovalores ha cruzado la circunferencia unidad con
fase 7, indicando que se ha producido una bifurcacion de tipo I, Fig. 4. 12 (izq.)’. A partir
de este punto, las soluciones obtenidas serdn inestables. Al continuar decrementando el
parametro B;, el autovalor que permanece dentro del circulo unidad continta
desplazandose hacia la izquierda hasta cruzarlo con fase m alrededor de B,=2.5, Fig. 4. 13
(der.), indicando la aparicién de una nueva bifurcacion de tipo I. La disminuciéon del
parametro B; coloca los dos autovalores fuera del circulo unidad, Fig. 4. 14. En la Fig. 4.
28 se observa como en este primer barrido, se ha seguido una rama-solucion de periodo—1,
detectandose dos bifurcaciones de periodo y obteniéndose soluciones inestables a partir de

la primera bifurcacion.

? Un estudio detallado demuestra que el cruce se produce alrededor de B;=5.2 con N=32 muestras y de
B;=5.1 con N=64.
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-0.5 -0.5

Fig. 4. 11. Autovalores de las soluciones estables obtenidas con B1=8 (izq.) y B;=6 (der.).

0.5 0.5

-0.5 -0.5

Fig. 4. 12. Autovalores de las soluciones obtenidas con B,=5 (izq.) y B;=4 (der.).

Se observa la aparicion de una bifurcacion de periodo alrededor de B=5.

0.5 0.5

-0.5 -0.5

Fig. 4. 13. Autovalores de las soluciones inestables obtenidas con B;=3 (izq.) y B1=2.5 (der.).

Se observa la aparicion de una segunda bifurcacion de periodo alrededor de B;=2.5.
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-0.5 -0.5

Fig. 4. 14. Autovalores de las soluciones inestables obtenidas con B,=2 (izq.) y B1=1 (der.).

Seguimiento de las soluciones de periodo—2

Obsérvese que una vez alcanzado el primer punto de bifurcacion, las soluciones de
periodo—1 obtenidas son inestables, mientras que en el punto de bifurcacion se espera
encontrar soluciones de periodo—2 estables'’. Asi, el problema ahora consiste en encontrar
una solucién de periodo—2 estable para el pardmetro B;=5. Una primera aproximacion

consiste en inicializar con dos periodos de una solucioén de periodo—1 del modo

(4. 139)

X . =X . N
periodo-2 periodo-1 periodo-1

Obsérvese que el nimero de muestras de la solucién de periodo—2, 2N, es doble al de la
solucion de periodo—1, N. Si no se introduce ningun término adicional, el algoritmo
convergera hacia la rama de periodo—1'". Surge, pues, la necesidad de idear mecanismos
para conseguir acercarnos a la rama de periodo—2. Una primera alternativa consiste en
utilizar la informacién proporcionada por el punto de cruce del autovalor. Este indica que
la perturbacién se repetird cada dos periodos. Asi, podemos afiadir una sefial senoidal de

periodo—2 a la aproximacion indicada en (4. 139)

1% Este tipo de bifurcacion recibe el nombre de supercritical pitchfork bifurcation.

"' Notese que si x* es una solucion de periodo—1, entonces un numero entero de periodos de x* también es
solucion.
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) =x . ;X +c, (4. 140)
periodo-2 ‘perlodo—l ‘perlodo—l

con

c{Acos(qﬁ), Acos(%+¢), Acos((2N—1)%+¢)}. (4. 141)

Enseguida se advierte que esta es una aproximacion tosca, restringida a los circuitos con
alinealidades débiles, al no considerar todos los posibles armoénicos asociados a esta nueva
frecuencia'®. Por otro lado, esta alternativa se basa en el tanteo del valor de dos parametros

desconocidos: la amplitud y la fase de la sefal senoidal.

Otra alternativa, mas refinada, y que saca el maximo provecho del estudio de estabilidad,
consiste en considerar el autovector asociado al autovalor que cruza por z=—1. Este

autovector, de una longitud igual a la memoria m del circuito discretizado se define

P, =[P Pur Dl (4. 142)

En el circuito que consideramos la memoria es m=4. El resto de muestras hasta completar
dos periodos se calcula utilizando el Jacobiano construido a partir de la formulacion
DTA-Gear, obteniéndose, utilizando (3. 15) y (3.16), las muestras necesarias mediante la

relacion

an—k (ak +bkf'(xn—k ))
p,=— k=1 ' , n>m.
a() +b0f (xn)

(4. 143)

Una vez calculadas las 2N muestras del vector perturbacion, éste debe ser sometido a un
proceso de normalizacion. Efectivamente, puesto que el autovector se ha calculado a partir
de un autovalor que no coincide exactamente con z=—1, este autovector tendera a crecer o

decrecer. Asi, el vector es normalizado con una sefal exponencial de tal modo que la
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muestra 2N+1 coincida con la muestra 1, Fig. 4. 16. Asi, una vez se ha calculado la

perturbacion durante dos periodos

p:[ple Py s pzN]T (4. 144)

la expresion (4. 139) puede ser mejorada por

+ap, (4. 145)

X =X D T
‘perlodO—Z periodo-1 periodo-1
con o la tinica constante por determinar. El valor de esta constante depende de cuan cerca
estemos del punto de bifurcacion. Si el valor de esta constante se escoge adecuadamente, la
aproximacion (4. 145) es suficientemente cercana a la solucion real y el algoritmo

convergera hacia la solucion de periodo—2.

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Fig. 4. 15. Forma de onda (dos periodos) y autovalores de la solucion de periodo—1 con B|=5.

12 r r .
Aunque este es el caso en que nos encontramos, en el capitulo 5.1 se comprobara la necesidad de
considerar estos armonicos para una correcta inicializacion.
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0.8 T T T T T T

0 2 4 6 8 10 12

Fig. 4. 16. Dos periodos de la perturbacion (*) asociada al autovalor A=—1.0347 con B,=5. Al ser el médulo

mayor que la unidad esta perturbacion tiende a crecer, siendo necesaria su normalizacion (o).

La utilizacién de (4. 145) con oo =—1 permite comprobar que la inicializacion es proxima a
la solucién de periodo—2 obtenida, Fig. 4. 17 (izq.). Hemos conseguido situarnos sobre una
de las dos ramas de periodo—2 que aparecen tras una bifurcacion de periodo. Para
encontrar una solucion sobre la otra rama, debemos utilizar o de distinto signo. También

en este caso se comprueba que, con o=I, la inicializacion es proxima a la solucion

obtenida, Fig. 4. 17 (der.).

Centrémonos en el seguimiento de la rama-solucién de periodo—2 obtenida con oo =—1. En
la Fig. 4. 18 se comprueba que la solucion obtenida con B;=5 es estable. Para continuar
sobre la rama de periodo doble, utilizaremos la simple técnica de ir variando el parametro
B inicializando con la soluciéon de la iteracion anterior. Notese que al doblar el periodo,
debemos utilizar un nimero de muestras doble si queremos seguir manteniendo la misma
precision. Asi, todas las soluciones de rama-solucion de periodo-2 se han obtenido con

N=64 muestras.
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Fig. 4. 17. Inicializacion (*) y solucion (o) de periodo—2 obtenida con B,=5 al utilizar (4. 145) con a=—1

(izq.) y a=1 (der.). Existen, pues, dos ramas de soluciones a seguir.
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0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4
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Fig. 4. 18. Forma de onda (dos periodos) y autovalores de la solucion de periodo—2 con B;=5.
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Fig. 4. 19. Forma de onda (dos periodos) y autovalores de la solucion de periodo—2 con B;=4.
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25
1

2
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1.5
0.8
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25

0 2 4 6 8 10 12 1 05 0 0.5 1

Fig. 4. 22. Forma de onda (dos periodos) y autovalores de la solucion de periodo—2 con Bj=1.

197



4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

Deteccion de bifurcaciones de tipo D

Las Fig. 4. 18 a Fig. 4. 22 muestran la evolucion de los autovalores en el plano z y la
reduccion del modulo del armoénico de periodo—1 al disminuir el parametro B;. Los
autovalores que en un principio residen dentro del circulo unidad se desplazan hacia la
derecha sobre el eje real, acercandose a z=1, avanzando la existencia de una bifurcacion de
tipo D. Efectivamente, en B;=0.95 una de los autovalores casi ha alcanzado el punto limite,

Fig. 4. 23, y todo intento de encontrar una solucion para B;<0.95 no tiene éxito.

0.8

0.6

0.4

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Fig. 4. 23. Forma de onda (dos periodos) y autovalores de la solucion de periodo—2 con B;=0.95.

Seguimiento de la rama-solucion tras un punto limite

Al alcanzar un punto limite, la obtencién de nuevas soluciones requiere aumentar el valor
de B;. Para evitar obtener soluciones sobre la rama que se ha seguido hasta el momento,
podria usarse la técnica anterior, basada en el conocimiento del autovector asociado al
autovalor que cruza por z=1. No obstante, para las bifurcaciones de tipo D es posible
utilizar una técnica mucho mas sencilla. Esta consiste en suponer que si la variacion de la

solucion al progresar de B;=1 (rama estable) a B;=0.95 (punto limite) es

x(B, =0.95)=x(B, = dx. (4. 146)

1)‘estable *

entonces esta variacion sera la misma al progresar de B,=0.95 (punto limite) a B;=1 (rama

inestable). Asi, la inicializacion para B;=1 se realiza con
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x(B =x(B, =0.95) +dx. (4. 147)

1 1)‘inestable

obteniéndose el resultado de la Fig. 4. 24, en la que se comprueba que la soluciéon es

inestable.
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Fig. 4. 24. Forma de onda (dos periodos) y autovalores de la solucion de periodo—2 con Bj=1.

Finalizacion del seguimiento de las soluciones de periodo—2

Al continuar aumentando el parametro B, el autovalor que todavia permanece dentro del
circulo unidad se acerca a z=1 al tiempo que el mddulo del armodnico correspondiente a la
solucion de periodo—1 vuelve a aumentar su valor, Fig. 4. 25 a Fig. 4. 27. En B;=2.5, este
autovalor ha alcanzado el punto z=1, indicando la existencia de otra bifurcacion de tipo D.
En este punto limite, se estan cruzando nuevamente la rama-solucion de periodo-1 y la
rama-soluciéon de periodo—2. Efectivamente, es posible verificar que el modulo del
armonico de periodo—2 es 10 veces inferior al de periodo—1. En la Fig. 4. 27 se comprueba

que en B;=2.55 la solucién obtenida es practicamente de periodo—1.
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Fig. 4. 27. Forma de onda (dos periodos) y autovalores de la solucion de periodo—2 con B;=2.55.

200



4 Relacion entre los métodos temporales y frecuenciales

Régimen de funcionamiento del oscilador de Van der Pol

En la Fig. 4. 28 se ilustra la evolucion de las distintas ramas en funcion del parametro B;.
En la rama-solucion de periodo—1 se ha utilizado el modulo del arménico de periodo—1 (a
frecuencia @,). La rama-solucion de periodo—2 se ha obtenido sumando al médulo del
armonico de periodo—1 (a frecuencia @,) el modulo del armoénico de periodo-2 (a
frecuencia @, /2). Esta grafica se puede comparar con la Figura2.14 de [Bar-98],
comprobandose su coincidencia. Queda pues resuelta la cuestion de si los resultados
obtenidos con el método de HB y el método DTA-Gear al estudiar la estabilidad de las

soluciones obtenidas coinciden. La respuesta es afirmativa.

1.4 T T T T T T

1.2} 4

0.8 E

0.6 i

0.4l -

Fig. 4. 28. Régimen de funcionamiento del oscilador de Van der Pol. En el eje horizontal B y en el eje
vertical suma del modulo del armoénico de periodo—1 (@,) y de periodo—2 (@, /2). Soluciones de

periodo—1(---) y periodo—2(—). Soluciones estables (0) e inestables(*).
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En esta figura no aparece la rama de periodo—2 obtenida al utilizar a=1, Fig. 4. 17 (der.).
La inclusion de esta rama se ha realizado restando al médulo del arménico de periodo—1 (a
frecuencia @) el modulo del armoénico de periodo-2 (a frecuencia @, /2) obteniéndose la

curva solucion de la Fig. 4. 29.

Fig. 4. 29. Inclusion de la rama-solucion inferior de periodo—2. Soluciones de periodo—1(---) y de

periodo—2(—). Soluciones estables (0) e inestables(*).
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4.5 Conclusiones

La descripcion de un nuevo método para estudiar el RP y la estabilidad de circuitos no
lineales, debe ir acompanado de multiples referencias que confirmen su validez. Este ha
sido uno de los objetivos que se ha introducido en cada capitulo. El intento de relacionar
los métodos de analisis en el dominio temporal con los métodos de andlisis en el dominio
frecuencial ha traido como consecuencia importantes desarrollos tedricos que se han

recogido en este capitulo.

La transformacién de una formulacion de HB en una formulacion DTA ha sido el inicio de
este desarrollo tedrico. La interpretacion que una operacion de filtrado con A(s) en el
dominio frecuencial es equivalente a convolucionar con la respuesta impulsional limitada
en banda A(s) en el dominio temporal ha sido una consecuencia de esta transformacion.
Esta interpretacion que se habia realizado con la ayuda de representaciones espectrales en
[Pal-94] se ha realizado de forma analitica en la primera seccion de este capitulo. Esta

transformacion da pie a que se puedan relacionar otros resultados entre ambos dominios.

En la segunda seccion se aplica la misma estrategia de andlisis de la estabilidad de las
soluciones obtenidas con HB que la realizada en el método DTA-Gear. Fruto de ello es la
constatacion que esta estrategia, basada en expresar una muestra a partir de las anteriores,
solo es posible si la respuesta impulsional es causal y finita. Para confirmar estos
resultados, se estudia el oscilador de Van der Pol bajo distintas formulaciones,
observandose una mayor convergencia entre los resultados obtenidos y la referencia
(DTA—Gear) a medida que la respuesta impulsional es mas causal (mas muestras) y de
menor duracion (pérdidas en el circuito). Estos resultados, lejos de ser inutiles, confirman
las ideas planteadas con anterioridad: un estudio de la estabilidad en el dominio temporal
basado en la construccién de un mapeo que exprese una muestra a partir de las anteriores

precisa de una respuesta impulsional causal y finita.

Los resultados de esta segunda seccion son utilizados para abordar el estudio de la
estabilidad de las soluciones obtenidas en HB desde una perspectiva totalmente distinta: es
necesario introducir el conocimiento de la evolucion de la perturbacion desde un primer

momento. Solo asi es posible construir un mapeo en el que una muestra se determine a
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partir de las anteriores. Se comprueba como desde esta perspectiva es posible estudiar la
estabilidad siguiendo los mismos criterios que los aplicados a una solucion DTA—-Gear. Sin
embargo, la dificultad para determinar el valor de los autovalores es mayor en esta
formulacion que en la obtenida con DTA—Gear. Asimismo, es posible construir otra
formulacion basada en plantear un sistema de ecuaciones homogéneo. Los autovalores
forman parte del sistema de ecuaciones, cuyo determinante ha de ser nulo para que la
perturbacion sea distinta de cero. Partiendo de esta segunda formulacion, en la que los
autovalores son los multiplicadores de Floquet, se realiza un desarrollo totalmente teérico
que conduce a una formulacion en el dominio frecuencial en el que aparecen los
exponentes de Floquet. Para realizar este desarrollo ha sido necesario descomponer la
perturbacion en una sefial periddica y el multiplicador de Floquet, puesto que en la
formulacion de HB so6lo se consideran sefiales periddicas. El punto clave para
interrelacionar el estudio en ambos dominios ha sido un cambio de variable en el cual se
pasa de una formulacion en la que aparecen los multiplicadores de Floquet a una
formulacion en la que aparecen los exponentes de Floquet. Con la finalidad de comprobar
que la formulacion obtenida coincide con la utilizada para estudiar la estabilidad en HB, se

ha repetido el desarrollo para alinealidades dinamicas.

Finalmente, se ha aplicado el método DTA—Gear al estudio del oscilador de Van der Pol
excitado, comprobandose la validez del método para detectar bifurcaciones de Hopf,
desdoblamientos de orbitas y puntos limites. Asimismo, se han descrito las técnicas
necesarias para seguir las soluciones de periodo-2, partiendo de una rama-solucion de
periodo-1, y para continuar una rama mas allad de su punto limite. Los resultados han sido
plenamente satisfactorios, observandose su total coincidencia con los obtenidos utilizando

el método de HB.
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