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Agraiments

La llista de gent a la que m’agradaria agrair el seu granet de sorra en aquesta etapa de
doctoranta al GPS és molt extensa. Aixi que, per a no allargar-me i amb la intencié de que
ningd no s’ofengui, només citaré els que han posat una pedra en lloc d’un granet de sorra.

En primer lloc, vull agrair als meus pares I’encoratjament i suport que vaig rebre per part
d’ells a I’inici de la tesi, fet que amb el temps es dilueix perd que al comengament va molt bé ja
que no hi ha gaire gent que t’entengui. En Marc també va dir de 1a seva, tot i que a ell crec que
se li ha de reconeixer la paciéncia que ha demostrat, sovint espectacular com podeu endevinar
els que minimament em coneixeu, i els anims que m’ha ofert al llarg dels quatre anys que ha
durat tot aixd.

D’en Miguel Angel, a part de ’amistat que s’ha creat, se li pot donar el titol de que
“sense ell aixd no hagués estat possible”. Ja ho sé que és el que formalment es diu, perd €s que
en aquest cas és del tot cert.

També vull esmentar els que han anat circulant per la sala D5-117 i els “ex-ocupes” de la
biblioteca perqué gracies a tots ells les encantadores sobretaules de cada dia han ajudat a pair
millor (vosaltres ja m’enteneu). A part d’ells donar les gracies als soferts polidors de la tesi
(Pepe, Javier i Ana), a les actuals companyes de despatx perqué gracies a elles tinc despatx
(Anai Txell), a la “coconut” que falta esmentar pels moments en comi (Montse), a en Gregori
per la complicitat amistosa que m’ha ofert els darrers mesos i, en general, a tothom del grup de
comunicacions i del grup GPS perque sén gent fenomenal.






Abstract

The present work deals with the topic of modeling non linear systems (NLSs), being
particularly focused on the chances of the trigonometric or Fourier series in this context. The
model presented is based on the Fourier series development of the input/output relation that
characterises the NLS under modeling. In fact, a truncated Fourier series is used in order to
cope with a feasible model. Thus, the so-called Fourier model can be classified whitin the set of
non-recursive and function series based models, whose paradigmatic model in non linear signal
processing is the Volterra model.

This is the main reason to have devoted the second chapter to the Volterra/Wiener
model, embracing aspects such as: inherent constraints of the Volterra series (which functions
can be developed with polynomial and which not), computational load of the model in terms of
number of multiplications per iteration (considering a discrete time implementation) and design
capabilities (specially with adaptive methods).

In chapter 3, these three points are discussed for the Fourier model and also used to
establish a comparison between both, the Fourier and Volterra model. The main results with
respect to the first two aspects are that the Fourier model can deal with non-continuous
functions (whereas the Volterra model does not) and that the computational load of both models
are of the same order of magnitude, although the Fourier model is slightly larger.

Nevertheless, the most interesting results arise in the design stage of the Fourier model.
As it happens in the Volterra systems, the Fourier model also depends linearly on its
coefficients, allowing the use of design criteria already developed in the linear signal processing
field. Thus, both the Wiener criterion of minimum mean square error (MMSE) and the least
squares (LS) criterion have a unique solution, being also possible to apply their adaptive
solutions (basically, the NLMS gradient method and the RLS recursive one are presented). In
the off-line solution, the matrix resulting in the Fourier model has some symmetric properties
(Toeplitz and hermitian symmetry in the memoryless case, and block-Toeplitz and hermitian
symmetry in case of dealing with NLS with memory) that allow the use of efficient matrix
inversion methods. Furthermore, these properties together with the fact that the complex
exponential functions involved in the Fourier model have equal unity power, provide
robustness to a gradient adaptive design.

This point is crucial to understand the chances of the Fourier model in adaptive design
of NLS models in front of the Volterra model. The Volterra model has convergence problems
when gradient adaptive methods are used for the design, due to the high eigenvalue spread of
the autocorrelation matrix that emerges in the off-line design. This behaviour forces to use



recursive adaptive solutions that, apart from showing instability problems, also increase the
computational cost. Since the Fourier model shows good performance in gradient adaptive
solutions and it also has the same computational load of the Volterra model, it represents an
alternative choice to adaptive Volterra modeling.

In order to make evident the potential and flexibility of the Fourier model, different
versions of the general model are provided in case of dealing with even or odd NLSs. These
simplified versions of the Fourier model involved less computational cost without decreasing
the performance.

Looking back to the design of the Fourier model, it would be interesting to study in
which cases the autocorrelation matrix that appears in the MMSE design becomes diagonal,
avoiding in that case the inversion of the matrix. Two possible solutions emerge. The first one
consists in driving the Fourier model with a process which has a uniform distribution and, the
second one, becomes the orthogonalisation (in the defined norm) of the complex exponential
functions involved in the Fourier model. '

This last choice has been developed, applying the Gram-Schmidt procedure to the set of
complex exponential of the memoryless Fourier model. It is interesting to remark that this
procedure leads to a lattice filter, named Fourier-Lattice filter, which basically consists in a non-
direct implementation of the memoryless Fourier model that shares some interesting properties
with the lattice implementation of an FIR filter. This development, carried out at the end of the
31d chapter, opens the possibility of a future work looking for a non-direct implementation of
the Fourier model with memory as if it is already done with the so-called multilinear filters in
the linear signal processing field.

With respect to the use of a uniform distributed input signal in order to have a diagonal
autocorrelation matrix in the MMSE design, it is evident that it is not always possible to choose
the kind of distribution that the input to a given NLS has. Nevertheless, whenever the
identification of a NLS is concerned, the use of uniform distributed signals to design the
Fourier model will simplify the solution, both in an off-line design or in an adaptive one. In any
case, in chapter 4 it is shown how a previous “whitening” of the probability density function
can be considered in order to make the learning of the Fourier model easier.

The behaviour of the Fourier model in front of a uniform distributed input signal is
symptomatic of a strong relation carried by the Fourier model between the power spectrum
density (PSD) of a process and the probability density function (PDF) of a random variable. In
fact, a uniform distribution plays the same role in the Fourier model as if it was a white noise
(with “uniform” PSD) supplying a MA model since the matrices of the MMSE design of both
models would become diagonal. That is, the Fourier model deals with the PDF of the input
signal as if it was a PSD of the input signal of an FIR filter.



The formal discussion of this parallelism between the Fourier model and an MA model,
as well as, between the PDF of the input signal to the Fourier model and the PSD of the input
signal to the MA model is included in chapter 4. This relationship offers the possibility of using
spectral estimate methods for providing a PDF estimate when used in the frame of Fourier
modeling. Both parametric and non-parametric spectral estimate methods are formulated to
provide a PDF estimation, being included both the univariate case as well as the
multidimensional one. Probably, the estimation of the joint PDF of a multivariate random
variable is the main contribution of the PDF-PSD relation, together with a vector-matrix
notation of the PDF estimation useful for evaluating the computational cost of the involved
estimation.

Finally, chapter 5 gathers all the simulation results that have been organised in two
different topics: NLS modeling (memoryless and with memory) and PDF estimation.
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Capitol 1

.

Introduccio

Nombroses aplicacions en el camp de processament del senyal mostren signes de
caracteristiques no lineals. Aquestes aplicacions s’emmarquen en camps tant diversos com
sonar, HF radar, processament d’imatge, control, econometria, comunicacions, biologia 1
disseny d’altaveus, entre d’altres. Per altra banda, i pel que fa a la caracteritzaci6 estadistica del
senyal, poden apareixer en alguns casos la propietat de no estacionarietat del senyal aixi com
diversitat en el tipus de distribucié del senyal d’entrada.

En enfrontar-nos amb un sistema que té un comportament no lineal, la primera eina que
es fa necessaria en el seu estudi (sintesi, identificacid, compensacid,...) €s la d’un model
matematic que sigui capag¢ de reproduir amb fidelitat el citat comportament. En aquest sentit €s
rellevant destacar I’elevat nombre de diversos models existents, que han anat sorgint en funcié
de les mancances d’uns i altres, tot adequant-se a diferents entorns o problematiques. Pel que fa
a Iestacionarietat i posterior adequacié del model al tipus de senyal, I’opci6é d’un aprenentatge
adaptatiu sembla ésser la més utilitzada.

Aquest primer capitol pretén ésser una introduccié molt descriptiva dels models existents
de sistemes no lineals, cosa que sera d’utilitat per a emmarcar la present tesi. A continuacié, es

descriura detalladament cadascun dels capitols que segueixen.
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1.1 Models de sistemes no lineals

Tal i com Billings proposa en el segon capitol del llibre [Bil84] dedicat a la identificaci6
de sistemes no lineals, es poden distingir 3 tipus de desenvolupaments per a la modelitzaci6 de
sistemes no lineals. En primer lloc, s’hauria de citar les equacions diferencials [Vid78] (o
equacions en diferéncies per a sistemes discrets) que basicament sorgeixen en la interpretaci6 de
fenomens fisico-quimics i que, sempre que és possible de determinar-les, sén capaces de
caracteritzar un determinat fendmen amb un nombre de parametres relativament baix ja que les
seves equacions inclouen valors actuals i passats, no tan sols del senyal d’entrada sino que
també del de sortida. Un cas particular d’aquest grup de sistemes no lineals és el model bilineal
que consisteix en un model ARMA que, a més a més, inclou termes de segon ordre que
barrejen la diversitat temporal de ’entrada amb la de la sortida [Sub81]. Aquesta propietat, per
contra, provoca problemes d’inestabilitat i a part, no sempre és possible una formulacié tancada
del comportament del sistema en forma d’equacions diferencials.

Per tal de suplir aquesta manca de generalitat dels models basats en equacions en
diferéncies, un segon grup de models de sistemes no lineals es troba en els models
desenvolupats a partir de séries de funcions, com &s el cas del model de Volterra o el de Wiener
[Sch89,Wie58]. En aquests casos no existeix cap realimentacid, és a dir, I’actual sortida només
depen del valor actual i valors anteriors del senyal d’entrada. Aquest fet proporciona estabilitat
al model perd fa que alhora sigui necessari un elevat nombre de parametres, alguns cops
desorbitat, per a caracteritzar certs sistemes.

En una altra linia, i per tal de disposar de models amb un nombre reduit de parametres
que permeti el disseny del mateix, han sorgit d’altres sistemes que consisteixen en la connexié
en série de sistemes lineals amb sistemes no lineals no dinamics (és a dir, sense memoria).
Aixi, si el primer bloc consisteix en un sistema no dinamic i no lineal seguit d’un altre sistema
lineal, I’arquitectura resultant s’en diu de Hammerstein [Cas83, Bil84], mentres que si la
col.locaci§ €s la inversa, es coneix pel nom de model de Wiener, per la seva relacié amb la série
funcional de Wiener [Wie58,Sch89]. Alguns cops també s’opta per la connexi6 en paral.lel de
sistemes com els citats anteriorment, i llur aprenentatge es pot assolir mitjangant métodes basats
en funcions d’estadistica d’ordre superior [Ben90)].

Per altra banda, es troben els models basats en xarxes neuronals (veure per exemple
[Hec90]) com poden ésser les xarxes basades en funcions de base radial que van tenir un grau
d’acceptaccié elevat en I’equalitzacié de canals de comunicacié ([Che91, Cid94]).

En aquest entorn de modelatge de sistemes no lineals es situa I’objectiu principal de la
present tesi que consisteix en estudiar les possibilitats d’un model basat en la série funcional
trigonometrica o també coneguda, en el mén del processament del senyal, com a série de
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Fourier. Els esfor¢os s’han encaminat a presentar-la tot establint una comparacié amb el model
de Volterra, tant a nivell d’arquitectura com de disseny, basicament adaptatiu ja que és I’entorn
en el que el model de Volterra s’ha desenvolupat considerablement en relaci6 als altres models.
Aixi, a continuacid es presenta un resum del contingut dels segiients capitols, cosa que ajudara

a establir en quins termes s ha enfocat el treball.

1.2 Visi6 general de la tesi

En vistes de que el model de Fourier per a sistemes no lineals consisteix en un model
basat en serie de funcions, el capitol 2 de la present tesi s’ha dedicat exclusivament a presentar
el model de Volterra i el desenvolupat per Wiener arrel del primer, com a models paradigmatics
d’aquest grup de models no lineals. Es presta més atencié al model de Volterra, tot estudiant-lo
en termes de generalitat, complexitat i disseny (tant en bloc com adaptatiu). Pel que fa al model
de Wiener, aquest es presenta com el model pioner basat en les séries de Volterra que va
intentar evitar els defectes basicament de disseny que el model de Volterra presenta. En una
segona part del capitol 2 s’ha fet un recull de la bibliografia relacionada amb el model de
Volterra per tal d’emmarcar les linies basiques de recerca en les que actualment es debat aquest
model.

El 3" capitol ja s’endinsa en 1’aportacié d’aquesta tesi, presentant el model de sistemes
no lineals basat en la série de Fourier (o trigonometrica). La discussié del model s’estableix en
els mateixos termes que pel cas del model de Volterra per tal de facilitar la tasca de comparacié.

En un altre sentit, el capitol 4 enfoca el model de Fourier des d’una altra perspectiva com
a conseqiiencia del paral.lelisme que sorgeix entre el model de Fourier i un model MA en termes
de la funci6 densitat de probabilitat del primer i de la densitat espectral de poténcia del segon.
Aquesta relaci6 ens condueix, tal i com es mostra en el citat capitol, a la possiblitat d’utilitzar
metodes d’estimacio espectrals pero aplicats a I’estimacié de funcions densitat de probabilitat.

A continuacié, el 5° capitol conté totes les simulacions que s’han considerat oportunes.
En elles s’ha volgut deixar constancia de quin és el comportament del model de Fourier, tant pel
que fa a modelatge de sistemes no lineals en dissenys adaptatius i en bloc, com pel que fa a
I’estimacié de funcions densitat de probabilitat d’una o muiltiples variables aleatories.

Finalment, el capitol 6 recull les conclusions a les que s’ha arribat en aquesta tesi i també

es proposen futures vies de recerca.
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Capitol 2

Series de Volterra/Wiener per a modelar sistemes no
lineals

Aquest capitol esta dedicat a la presentacié dels anomenats models de Volterra [Vol13] 1
de Wiener [Wie58] que van ser desenvolupats respectivament al principi i a mitjan segle XX per
a modelar sistemes no lineals.

El capitol s’ha estructurat seguint un ordre cronoldgic, és a dir, primer es presenta el
model de Volterra sense memoria i després amb memoria, tot incidint en les mancances que
pateix i que posteriorment varen originar el treball de Wiener. La valoraci6 d’aquests models,
que servird per comparar-los entre ells i envers el model que es proposa al capitol 3, es basara
en diversos aspectes. Un d’ells serd “I’abast” dels diferents models, és a dir, quin tipus de no
linealitats s6n capagos d’aproximar amb un error arbitrariament baix. En aquest sentit, serd
rellevant ’estudi de la convergéncia de la série en la que es basa el model. A I’altra banda, i en
constant contraposicio, estara la complexitat del model que es mesura mitjangant el nombre de
coeficients que inclou i s’expressa en funcié del ordre” 1 “memoria” del model. Un darrer
aspecte que també es ressaltara és la incidéncia que I’estadistica del senyal d’entrada té sobre el
model, tant a nivell estructural com de disseny.

Al llarg del capitol es podrd comprovar que tots dos models, el de Wiener i el de
Volterra, sén models paramétrics que depenen linealment dels coeficients. Aquesta important
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propietat permet un disseny dels models mitjangant metodes adaptatius, 1 €s en aquest camp on
han proliferat les seves aplicacions (especialment el model de Volterra). Per aquesta rad, s’ha
considerat interessant incloure un darrer apartat dedicat a mostrar les peculiaritats que els
algorismes adaptatius més coneguts presenten en ésser aplicats a models no lineals (de fet,

només es fara referéncia al model de Volterra ja que és el més estes).

2.1 Sistemes de Volterra

El model proposat per Volterra sorgeix com una estensié de la caracteritzacié dels
sistemes lineals invariants amb el temps (SLIs) mitjangant la resposta impulsional h(n)
(Eq.2.1).

00
y(my= Y h(m)-x(n—m)
m=—eco (2.1)

Per comengar, per6, ens centrarem en el model de Volterra que serveix per modelar
sistemes no lineals (SNLs) sense memoria, o també anomenats SNLs estatics. Aquest primer
pas ajuda a la posterior consecuci6 i avaluacié del model de Volterra més general que contempla

memoria.

2.1.1  Serie de Taylor

Tot sistema lineal sense memoria es pot caracteritzar per una relacié entrada/sortida que
només depen del valor actual de I’entrada. Llavors, la representaci6 del senyal de sortida, y(n),
en funcié de I’entrada, x(n), proporciona una corba g(.) que, sota determinades condicions, pot

expressar-se com una série de potencies o polinomis en termes de x.

= p
vy =glxm]= 3 cpxPn)  scp =28

2.2)

Aquesta representacié €s el desenvolupament en serie de Taylor de la funcié g(.) i
constitueix I’origen del model de Volterra ja que, tal i com es veura al segiient apartat, la série
de Volterra es pot interpretar com la generalitzacié de la série de Taylor en el cas d’aproximar
funcions entrada/sortida de SNLs amb memoria. Aquesta relacié entre ambdues séries permet
intuir les limitacions que presentara la série de Volterra, tot extrapol.lant les de la série de Taylor

a un situacié multivariable. En aquest sentit, sembla interessant presentar una reflexié sobre la
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serie de Taylor de manera que, tot i fer-se des d’una perspectiva poc estricta, permeti discutir
les propietats que ofereix.

Una d’aquestes propietats, molt important en els models de SNLs mitjangant séries de
funcions, és la convergéncia. En aquest sentit, cal destacar en detriment del model que no totes
les funcions admeten un desenvolupament en série de Taylor que convergeixi en tot el rang
d’entrada xe ]-oo, +oo[ i, en conseqiiéncia, no sempre la igualtat anterior (Eq.2.2) és correcte
(per exemple, qualsevol funcié que presenti una discontinuitat no admet un desenvolupament en
serie de Taylor [Sch81]). Es més, fins i tot en el cas de que la série de Taylor convergeixi en tot
el rang dels reals, poden apareixer problemes de convergéncia en el model. En efecte, en voler
aconseguir un model realitzable a partir de la série proposada (Eq.2.2), s’haura de treballar amb
una versié d’ordre finit P<+oo, resultant-ne una aproximacié de la funcié g(.) que s’indica per

£().

P
ym =glx(m]= Y, cp-xP(n)  ;0<P <o
p=0 (2.3)

Aquesta versi6 truncada de la serie de Taylor (Eq.2.3) només sera convergent dins d’un
rang determinat de 1’entrada (fora del rang divergira tendint a too). Aquest fet és clarament un
inconvenient de les séries en poténcies ja que gran part dels sistemes no lineals trobats a la
prictica presenten un efecte de saturacié que, estrictament, no podra ser modelat en tot el rang
per una série truncada com 1’ anterior.

A la practica, es predetermina un rang limitat de 1’entrada dins del qual, suposant que la
serie de Taylor original convergeixi, el model proposat (Eq.2.3) sera valid. L’error comes per
I"aproximaci6 es calcula com la diferéncia entre la funci6 real, g(.), i la proporcionada pel
model, g(.).

P
Ep(x)=g(x)= Y, cp-xP
p=0 (2.4)

El fet de que la serie de Taylor convergeixi assegura que, per tot valor real de x, I’error
EPp(x) tendeix a 0 a mesura que P—oo. Llavors, qualsevol intent de disminuir 1’error comes pel
model implicard un augment de ’ordre de I’aproximaci6é P i per tant un increment de la
complexitat del model (€s a dir, més parametres cp). Sorgeix aixi, un compromis entre
complexitat del model i exactitud assolida que sera present al llarg de tota la tesi.

A part del problema de la convergéncia, un darrer aspecte que també serd present a
Volterra €s la dificultat per a determinar els parametres del model fent servir la série de Taylor .
Per una banda esta I’ ordre de I’aproximaci6 P que es decideix a cada aplicaci6 en base al métode



8 Capitol 2. Series de Volterra/Wiener per a modelar sistemes no lineals

de prova i error, o senzillament es limita per problemes tecnologics o d’implementacid (per
exemple, disposar d’un nombre limitat d’operacions per segon en aplicacions en temps real).
De totes maneres, el principal problema radica en el disseny dels coeficients {cp Vp=0,...,P}.
En aquest punt, i segons la definici6 de la serie de Taylor (Eq.2.2), es necessita de g(x) per
determinar-los perd en una situacié real aquesta funci6 es desconeix [Vid78].

Tot i que el que s’entén actualment per model de Volterra guarda poca, fins 1 tot molt
poca, relacié amb el treball originari de Taylor, sembla interessant retrocedir en el temps fins a
aquest punt ja que, tal i com s’anira plasmant al llarg del capitol, els problemes de convergencia
i, sobretot, de disseny també sén presents en el model de Volterra, com si es tractés d’una

reminiscéncia del desenvolupament originari basat en serie de Taylor.

2.1.2 Introduccio historica al model de Volterra

La serie de Volterra sorgeix del treball que Vito Volterra va desenvolupar al
comengament de 1’analisi funcional [Voll3] amb la finalitat de generalitzar la série de Taylor al
cas multivariable. Amb la finalitat de modelar SNLs amb memoria, la relacié entrada/sortida
g() és en efecte una funcié multivariable ja que no només depén del valor de I’entrada en
I'instant de temps present, sino que també depén de valors de ’entrada previs i, en el cas més
general, dels posteriors. El resultat, formulat per a sistemes discrets, es pot expressar com una

serie funcional en termes de poténcies de la diversitat temporal de I’entrada,

+oo to e
v =ho+ X hOm)-x(n=m)+ Y, X hy(mymy)-x(n=my)x(n—my)+..
my=—oo My =—ooty =—co
400 oo oo
+ Z Z Z by (my,my,...omp) - x(n = my)x(n—my)...x(n—mpy)+...
M =—00ly =—00 1}, =—00 (2.5)

on les funcions {hp(myi,m2,...,mp) p>1} van ser originariament definides per Volterra en
termes de la derivada p-&ssima de la funcié multivariable g(.) que es vol aproximar. D’aqui
sorgeix el fet de que sovint es fa referéncia a la série de Volterra com la série de Taylor amb
memoria 1, en aquest sentit, €s interessant destacar que si les funcions {hp(mys,m2,....mp) p>1}
de la serie de Volterra es particularitzessin com a productes de deltes de Kronecker centrades en
I’origen, €s a dir {d(m1)6(m2),...,6(mp) p>1}, en resultaria una série polindmica com la de
Taylor [Rug81]. En conseqiiéncia, es pot entendre que quan es fa referéncia tant a séries com
sistemes de Volterra amb memoria, també s’inclou el cas sense memoria.

Com a conseqiiencia d’aquesta relacid, és for¢a coherent pensar que les limitacions de

mesura dels coeficients ¢p i de convergéncia de la s¢rie de Taylor també estaran presents en la
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serie de Volterra [Sch89]. Aquest fet va motivar diversos estudis que permeten una redefinici6
de les funcions {hp(mi,m2,...,mp) p>1} per tal de facilitar-ne la seva determinaci6 i també, per
augmentar el nombre de funcions susceptibles d’ésser aproximades per a una série funcional
com I’anterior (Eq.2.5).

Aixi, en el cas sense memoria de la série de Taylor, el teorema de Weierstrass assegura

I’existencia d’un polinomi d’ordre finit P del tipus

P
gx)= Z Cp xP
p=0 (2.6)

(on ara cp no respon als coeficients de Taylor de I’expressié (Eq.2.2)), capag d’aproximar amb
un error absolut arbitrariament baix qualsevol funcié real i continua g(x) dins d’un intérval
tancat [a,b] de I’eix de coordenades. De la mateixa manera, el treball de Stone-Weierstrass
[Rug81] representa la versié amb memoria del treball de Weierstrass, permetent una expressio

polindmica del tipus,

+o0 +o0 +o0
gx)=hy+ D h(m)-x(n—=m)+ Y, Y hy(my,my) x(n—m)x(n—m)+
Hy=—o0 mp=—oconiy=—o0
+o0 +coo +o0
st z 2 2hp(ml,mz,...,mp)-x(n—ml)x(n—mz)...x(n.—mp)
M =—00M) ==00 il p=—00 (2.7)

per a aproximar amb un error arbitrariament baix tota funcié multivariable g(.) real i continua
dins d’un recinte compacte. Aquests teoremes d’existéncia varen encoratjar a seguir treballant
amb la serie funcional (Eq.2.5) i desenvolupar métodes diferents dels de Taylor o Volterra que
permetessin la determinacid dels pardmetres que contenen ({cp p>1}pel cas sense memoria i
{hp(m1,m2,...,mp) p>1} pel cas amb memoria).

Per concloure aquesta breu introduccié historica del model de Volterra és important
remarcar que, malgrat que en general les funcions {Ap(ms,m2,....mp) p>1} seran diferents de
les proposades inicialment per Volterra, les séries funcionals que segueixen una formulacié
igual a la presentada anteriorment, (Eq.2.5) i els models que d’ella s’en deriven, continuen
portant la denominacidé de Volterra, fent honor a aquest matematic de principis del segle XX.

2.1.3 Series de Volterra

La série funcional de Volterra (Eq.2.8) ens proporciona el fonament matematic per a
modelar un SNL invariant temporalment i amb memoria a partir d’una aproximaci6 de la relaci6



10 Capitol 2. Séries de Volterra/Wiener per a modelar sistemes no lineals

entrada/sortida del SNL, g(.), basada en poténcies de la diversitat temporal del senyal
d’entrada.

+o0 +09 “+o00
y(n)=hy + Zhl(ml)-x(n—ml)-i- Z Zkz(ml,mz)-x(n—mi)x(n—m2)+...
my=—oo my=—cotly =—00
400 400 400
+ z Z 2hp(ml,mz,...,mp)-x(n—ml)x(n—m2)...x(n—mp)+...
S o S (2.8)

De la mateixa manera que un SLI esta caracteritzat per la resposta impulsional h(n)
(Eq.2.1), el SNL invariant ho esta pel conjunt de funcions {ho, hp(in1,m2,...,mp) p>1} que es
coneixen pel nom de nuclis de Volterra (“Volterra’s kernels” en angles). Es interessant notar
que, a diferéncia d’un SLI, la resposta impulsional de la série de Volterra (€s a dir, la sortida
que s’obté quan l’entrada és la funcié delta de Kronecker x(n)=4(n)) no caracteritza
completament al sistema. En efecte, s’obtindria informacié de tots els nuclis hp(mi,m2,...,mp)
perd no avaluats en qualsevol punt de I’hiperespai de dimensié6 p, sino solament en els punts
(m1,m2,...,mp) que complissin {m;=n Vi=1,...,p}.

Generalment, a I’igual que en SLIs, es suposen tot un seguit de propietats sobre el SNL
que condicionen els nuclis [Sch89]. Exemples de les propietats més comunes sén la causalitat
temporal del sistema (Eq.2.9a), o bé la simetria dels nuclis (Eq.2.9b) ja que es pot demostrar
que no es perd generalitat. A part, tot i que no s’entrara en detall, també hi ha condicions sobre
els nuclis per garantir-ne 1’estabilitat .

hy(my,my,...mp)=0 ;Vm; <0 ;Vi=l..,p ;Vp21 (2.9a)

vectors amb qualsevol de les p!
hp(m,-) = hp(m;) ;‘v’m,-,mj =

permutacions de (my,my,...,m,)

(2.9b)

Una altra forma més compacta d’expressar la série de Volterra és com la suma dels
anomenats operadors de Volterra d’ordre p, Hp[x(n)],

+o0
y(n) = hg + ZQp[x(n)]
p=1 (2.10)

de manera que I'operador d’ordre p

+oco “+oc 4 o0
Hplx]= Y o .. th(ml,mz,...,mp)x(n —mp)x(n—my)...x(n—m,)

Ny =—oolily =—00 Il =—co 2.11)
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és una funcié que depén del senyal d’entrada i del nucli de Volterra d’ordre p (Eq.2.11). Es diu
que sén operadors homogenis ja que inclouen un sol nucli de Volterra [Sch89].

2.1.4 Arquitectura per a implementar el model de Volterra

A partir de la seérie de Volterra (Eq.2.8) i assumint que aquesta convergeix, es
construeix una versié truncada (Eq.2.12) per tal de que el model es pugui implementar. El
truncament s’efectua en dos sentits. Primerament, es limita I’ordre maxim dels nuclis fins a un
enter P<+oo i, en segon lloc, es suposa que tots els nuclis Ap(mj,m2,...,mp) prenen un valor
despreciable per qualsevol m; Vi=1,...,p que superi a (N-1).

N-1 N-1 N-1
gx)=ho+ D h(m) -x(n—m)+ > D hy(my,my) x(n—m)x(n-m)+
m =0 my=0m, =0

N-1 N-1 N-1
ot z 2 2hp(ml,mz,...,mp)-x(n—ml)x(n—mz)...x(n—mp)
m=0my;=0 my=0 (2.12)

S’en diu, llavors, que es tracta d’un sistema de Volterra d’ordre P i memoria N, ja que només
es veuen implicats en el model els N valors {x(n), x(n-1), ..., x(n-N+1)} obtinguts de la
diversitat temporal de ’entrada, agrupats en poténcies de fins a P termes.

La complexitat del model es reflecteix en el nombre de coeficients que inclou, essent
aquest de 1’ordre de ONP) que correspon a la suma dels punts que contenen (P+1) hipercubs,
cadascun de dimensié p (per p=0,...,P), i amb N punts per aresta. De totes maneres, sota la
hipotesi de que els nuclis de Volterra sén simétrics (Eq.2.9b), el darrer model (Eq.2.12) inclou
un nombre de coeficients menor (Eq.2.13) que és igual a totes les possibles combinacions
diferents de N termes agafats des de (0 en O (corresponent a hg) fins de P en P.

Nombrede__i N+p-1\_(P+NY_(P+N)!  (n\_  n!
coeﬁcients“p_o p J UN ) NP k)T nt(n—k)!

(2.13)
En general, I’ordre P s’escull forga menor a N, de manera que el nombre de coeficients d’un
model de Volterra(P,N) esdevé de I’ordre de O(NP). D’aqui el fet de que es digui que el
nombre de coeficients d’un model de Volterra té un creixement exponencial.

La implementacié practica del model es pot interpretar com un cas particular d’una
configuracié més general de models paramétrics [Fej94b] que clarament respon al que
comunament es coneix pel model de Wiener [Wie57]. Aquesta estructura (Fig.2.1) consta de
dues etapes: la primera és de sortida miltiple i s’anomena LD (de I’anglés “Linear-Dynamic”), i
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la segona és d’entrada miltiple i es diu NMR (també de I’anglés “Nonlinear-Memoryless-
Readout™).

~

N

1* etapa 2" etapa
- P P _

Figura 2.1 Configuraci6 de dues etapes per models no lineals parametrics (“Linear-Dynamic/Nonlinear-

Memoryless-Readout”).

En general, la part LD és I’encarregada de generar una diversitat temporal a partir del senyal
d’entrada i sempre mitjangant operadors lineals. El resultat es recull en el vector u(n), que tot
seguit s’introdueix en el modul NMR on se li aplica una transformacié no lineal sense memoria.
Aquesta segona etapa conté els parametres del model que es combinen linealment amb les
funcions no lineals obtingudes a partir de u(n), i d’aqui el nom anglés “Readout”, que traduit
literalment vol dir lectura de sortida.

En aquest punt, tot i que s’incidird més endavant, cal destacar que en un treball previ
[Pag95] es va estudiar un determinat model de sistemes no lineals que respon a una arquitectura
diferent de I’anterior perd que també consta de dues etapes seguint les pautes del teorema de
Kolmogorov.

Respecte de la implementacié del sistema de Volterra(P,N) mitjangant la configuracié
general anterior, es poden dissenyar les dues etapes tal i com es recull a la figura (2.2). La
primera part consisteix en una cadena de (N-1) retards que generen un vector de sortida u(n)
que, en aquest cas, coincideix amb el vector x(n) format per la diversitat temporal de I’entrada

(I’apdstrof denota vector transposat).

’

u(n)=x(n)=[x(n) x(n-1) ... x(n—N+1)] (2.14)

L’etapa NMR es subdivideix alhora en dos moduls (Fig.2.2). El primer d’ells genera els
monomis multivariables que inclou el model de Volterra(N,P) (Eq.2.12), de manera que a la
sortida s’obté el vector z(x,n) que agrupa les combinacions diferents de productes entre

components del vector x(n).



Apartat 2.1 Sistemes de Volterra 13

z(x,n)=[1 x(n) x(n=-1...x(n—N+1);
() xmx@n-1)..xmx(n-N+1) ... x*(n=N+1);

ey P rmxn-0. T wxm-N+) L P e-ND) (545

El segon modul combina linealment els diferents monomis junt amb els coeficients
corresponents als nuclis de Volterra, que s’agrupen dins del vector w.
w=[hy hO0) hQ@)...n(N=-1)

hy(0,0) h(0,1)...m(O,N-=1) ... ih(N-1,N-1),

1p(0,0,...,0) hp(0,....0,1) ... hp(0,...,N=1) ... (p(N=LN-L...,N=DI' (5 1¢)

é u(n) = x(n) 2(x,n) )
x( n) R \\:\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\ %
N\ \
x(n-1) % N\ §
Generad N : N

% deerrllrf(l)r?loglij %: § Corl?l?égfl dor %_._ y(n)

§ multivariables %\\ N %
x(n-N+1) \ §
\
HIIOOOOOEOSOUrOEOEEESEER)Y

L 1* etapa (LD) 2" etapa (NMR) )

Figura 2.2 Implementaci6 de la srie truncada de Volterra a partir de la configuracio en dues etapes.

Es interessant puntualitzar que un model sense memoria com el de la série polindmica
truncada (Eq.2.6) també es pot implementar seguint I’arquitectura anterior (Fig.2.2); solament
caldria eliminar la dinamica temporal introduida a la primera etapa de manera que u(n)=[x(n)].
Aixd reforga el fet de que el model de Volterra(P,N) de 'expressi6 (2.12) es pot interpretar com
un sistema que serveix tant per modelar SNLs amb memoria (N>1) com sense (N=1).

2.1.5 Limitacions del model de Volterra

Els punts febles del model de Volterra amb memdria esdevenen la convergéncia de la
serie i la dificultat de mesurar els nuclis. En relaci6 al primer aspecte, ja s’ha recalcat que els
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teoremes de Weierstrass i Stone-Weierstrass asseguren que el model polindmic (Eq.2.12) és
valid sempre i quan I’entrada pertanyi a un recinte compacte. Aquesta premissa condiciona en el
sentit de que un model polindmic serd valid per a modelar SNLs si el senyal d’entrada pertany a
un rang limitat (des d’un punt de vista purista aixd no seria valid, perd no es pretén entrar en
detalls matematics [Rug81]). Aquesta caracteristica, que ja s’havia observat en la série de
Taylor, és facil de verificar donat que en el moment en que es delimiti un ordre P finit pel model
de Volterra, s’esta forcant a que la resposta del mateix divergeixi a mesura que x tendeix a oo,
Respecte de 1’obtencié dels nuclis de Volterra, hp(mi1,mz2,...,mp), ja s’ha comentat que
es tracta d’una tasca dificil (especialment quan P>2) i aix0 queda palés en els meétodes existents
que es basen en la correlacid creuada [Sch89, Koh85]. Intuitivament, val a dir que el problema
radica en el fet de que els nuclis del model estan entrellagats entre ells, dificultant-ne la
determinaci6 de cadascun per separat. Aquest problema va ser solucionat per Wiener que, tal 1
com es veura en les properes seccions, en primer lloc va proposar un nou criteri d’estimacio 1,
per altra banda,, va introduir canvis en el propi model polinomic de manera que aquest criteri
d’estimaci6 es pugues utilitzar de forma eficient en la determinacié6 dels nuclis del model.

2.2 Motivacio del model de Wiener

Una de les grans contribucions del treball de Wiener al processament del senyal va ser el
proposar un nou criteri d’estimacié de senyals basant-se en la minimitzaci6 del valor esperat de
I’error quadratic (MMSE, de I’anglés “Minimum Mean Square Error”). Aixi, a partir d’unes
dades obtingudes d’un senyal estacionari x(n) agrupades en el vector x(n) i un senyal de

referéncia d(n), va considerar estimadors Q(n) d’aquesta referéncia del tipus,

N,
d(n) = c?(n) = ZWZ ‘zg(x,n) = wH -z(x,n)
g=1 (2.17)

que depenen d’un vector de pesos wH (on el superindex “H” indica una transformacié
hermitica) que es combina linealment amb un grup de funcions predeterminades aplicades sobre
les dades, z(x,n). Per a aquests models que depenen linealment dels parametres (en aquest cas
els coeficients w' ), Wiener va proposar un criteri de disseny que minimitzés una funcié de cost
denotada per &y i definida com I’error quadratic mig.

Sw = E[le(n)|2] - E[ld(”)—‘?(") lz] —M)wom (2.18)
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L’error quadritic mig es pot expressar vectorialment (Eq.2.19) en funcid del vector de
pesos w, la matriu d’autocorrelaci6 de les funcions Rzz, la correlaci6 creuada entre el vector de

funcions i la referéncia rzd, i la poténcia de la referéncia rdd.
Ew = E[Id(n)lz] - wHE[z(x,n)d*(n)] - E[d(n)zH(x,n)]w + wHE[z(x,n)zH (x,n)]w
H H
=WH'Rzz'W“‘w 'rzd”‘rzd‘w+rdd (219)

Es tracta doncs d’una forma quadratica en termes del vector error de pesos [Hay91],
cosa que ens assegura la unicitat de la solucié per a wopr, sempre i quan la matriu Rzz sigui
definida positiva. Sota aquesta premissa, la funcié de cost respon a una forma convexa amb un

sol minim que es pot obtenir igualant a zero el gradient de éw respecte dels coeficients.

=>VWH§W=RZZ'W—I‘szO

5WI MINIM (2.20)

El vector de pesos solucié d’aquesta equacid, wopt, €s Optim en el sentit de que
minimitza 1’error quadratic mig de I’estimador, constituint el que es coneix per la soluci6 de
Wiener (Eq.2.21) que depén de la inversa de la matriu d’autocorrelacié de les funcions z(x,n) 1
la correlacié creuada entre dites funcions 1 el senyal de referéncia.

H -1 * -1
Wopt = E[z(x,n)~z (x,n)] -E[z(x,n)-d (n)]=RzZ “Trd 2.21)

Es important notar que la premissa de que Rzz sigui definida positiva assegura la seva
no singularitat i, en conseqiiéncia, I’existéncia de la solucié de Wiener.

Posteriorment, Kalman va generalitzar aquesta soluci6 pel cas en que el senyal x(n), a
partir del qual es conforma I’estimador, no fos estacionari [And79]. De tota manera, nosaltres
ens centrarem en situacions estacionaries o bé quasi-estacionaries. Per ambdues situacions
existeixen algorismes adaptatius [Hay91] en els que el vector de pesos és modificat a cada
iteracié de manera que convergeixi cap a la solucié dptima. En cas d’un escenari quasi-
estacionari, el disseny adaptatiu serd valid sempre i quan la velocitat de convergencia d’aquests
algorismes sigui suficientment alta com per seguir les variacions lentes de wopr.

Respecte de la solucié de Wiener per blocs (Eq.2.21) (generalment anomenada off-line),
el calcul de wopr implica la inversi6 de la matriu de correlacié de les funcions que consisteix en
una matriu quadrada NcxNe, essent N¢ el nombre de coeficients del model. En el cas de que la
solucif existeixi, €s a dir, que la matriu Rzz no sigui singular, el cost que comporta la inversi6
d’aquesta matriu per métodes directes és de 'ordre de O(Nc3) operacions
(divisions+multiplicacions), perd sota determinades condicions es pot reduir a O(Nc?) ordenant
el vector de funcions (Eq.2.15) de manera que la matriu d’autocorrelacié sigui Toeplitz per
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blocs [Mat88]. Donat que el model de Volterra(P,N) inclou un nombre de coeficients O(NP ), la
complexitat del calcul de la solucié de Wiener seria de O(NZP ), tot aixd en el supdsit de que la
matriu no sigui singular. Per aquesta rag, el ritme de creixement del nombre de coeficients €s un
factor decisiu en els models no lineals, essent molt valuosa qualsevol reduccid del mateix.

En un intent d’evitar problemes amb la inversi6 de la matriu de correlaci6 i disminuir el
cost computacional, Wiener va proposar I'ds de funcions z(x,n) que formessin un conjunt

complet i que, a més a més, fossin ortogonals entre elles (Eq.2.22).

#0 =1

(2.22)
D’aquesta manera, 1I’obtencié de cadascun dels parametres de I’estimador és independent dels
altres tal i com es mostra a continuacié (Eq.2.23) ja que, si es compleix la condicié (Eq.2.22),
la matriu d’autocorrelacié esdevé una matriu diagonal.

, E[z(x,n)- d* (n)]
Wioptim = — .

E, Flzl (x, n)l2 ]

(2.23)

El model de Volterra(P,N) (Eq.2.12) es pot interpretar com un model lineal en termes
dels elements dels seus nuclis, permetent una representacio tal i com la proposada anteriorment
(Eq.2.17). Aixi, el vector de funcions z(x,n) estaria format per tots els monomis multivariables
que es poden obtenir a partir del vector de dades x(n)=[x(n) x(n-1) ... x(n-N+1)]” fins a un
ordre de P (Eq.2.15) i el vector de pesos correspondria als coeficients dels nuclis de Volterra
associats a cadascun d’aquests monomis (Eq.2.16). La correlaci6, en general no nul.la, entre
els diferents monomis fa que els coeficients del model de Volterra no es puguin determinar per
separat un dels altres, obligant a una inversié de la matriu de correlacié que sera costosa en
termes computacionals i que, en general, comporta problemes numeérics tant en un disseny per
blocs com en un disseny adaptatiu (Apt.2.4).

El model de Wiener per a SNLs sorgeix com a conseqiiéncia de les limitacions del
mode! de Volterra en aquestes qiiestions de disseny, i es basa en el teorema de Stone-
Weierstrass que prova la complitud del conjunt format pels operadors de Volterra
{Hpl[x(n)]}(Eq.2.11). El treball de Wiener en el camp de processament no lineal del senyal va
consistir, bdsicament, en idear un nou model de SNLs en termes d’uns operadors no
homogenis, és a dir, que depenen de més d’un nucli de Volterra, anomenats G-funcionals.
Aquests operadors es construeixen a partir dels operadors de Volterra de manera que siguin
ortonormals entre ells, tot permetent la determinacié de cadascun dels parametres del model per
separat. Com a conseqiiéncia de que els operadors de Volterra depenen del senyal d’entrada, els
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G-funcionals només sén ortogonals quan el senyal d’entrada x(n) és blanc i gaussia; d’aqui que

Wiener utilitzés la lletra “G” per a anomenar-los.

23 El model de Wiener per a sistemes no lineals

A D’apartat anterior s’ha vist com el criteri d’estimacié proposat per Wiener és
especialment “atractiu” en disposar d’un conjunt complet de funcions ortogonals (Eq.2.22) a
partir de les quals construir ’estimador (Eq.2.17), ja que llavors el calcul de cadascun dels
coeficients del model es pot efectuar per separat (Eq.2.23). El treball de Wiener en el camp de
processament no lineal [Wie57] es pot interpretar com el desenvolupament i verificacid practica
(aplicat concretament al camp de la bioenginyeria) d’un model de SNLs invariants que aprofita

aquestes propietats.

2.3.1 Els G-funcionals: una base ortonormal de seéries
funcionals.

El problema de determinaci6 dels nuclis {hp(m1,m2,...,mp) p>1} plantejat en el model
de Volterra (Eq.2.12) va motivar a Wiener a desenvolupar un model de SNLs amb memoria,

’

y(n) = 2 Gp[kp;x(n)] ;kp =[k0(p) kl(p) kp(p)]
p=0 (2.24)

com a suma dels anomenats G-funcionals, {Gplkp;x(n)] Vp=0,..,00}, que sén uns operadors
no homogenis que depenen tant del senyal d’entrada, x(n) (que es suposa real), com d’un

conjunt de funcions també reals que pel G-funcional d’ordre p s’agrupen en el vector kp.

p +o0 +o0
Gplkpixm]=kopy+ X4 e T konpy Goeeosi) X (1= i) X (1= i)
m=1 il=—°° im=—°° (225)

A part de no ser homogenis, la particularitat que diferencia els G-funcionals dels
operadors de Volterra (Eq.2.11) és que constitueixen un conjunt d’operadors ortonormals en la
norma definida a continuacid.

E{Gp[kp;X(")] : Gq[kq;x(")]} = {? ,f z qq (2.26)

Amparant-se en el teorema de Stone-Weierstrass que recolza la complitud dels operadors
homogenis de Volterra, Wiener va calcular els G-funcionals mitjangant el procés



18 Capitol 2. Séries de Volterra/Wiener per a modelar sistemes no lineals

d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt aplicat sobre aquests operadors, entenent el producte
escalar com la correlacié creuada de dos processos (Eq.2.26). Amb aquest objectiu, el G-
funcional d’ordre p, Gplkp;x(n)], es defineix com un funcional no homogeni (Eq.2.25) que ha
de ser ortogonal a qualsevol operador homogeni d’ordre menor (Eq.2.27.a). Un cop s’ha trobat
un funcional que compleixi les condicions anteriors, es normalitza de manera que la seva norma
sigui la unitat (Eq.2.27.b).

E{Gp[kp;x(n)] - ﬁq[hq;x(n,)]} =0 Y0<g<p;Vh(m,...my)

E{IGp[kp;x(n)]l2} =1

Iterant el procés des de p=0 fins a I’ordre desitjat del model (a la practica el model de

(2.27.a)
(2.27.b)

Wiener (Eq.2.24) es trunca fins a un ordre finit P), 1 sota la hipotesi de que el senyal d’entrada
és gaussia i blanc, s’arriba a la segiient expressié tancada pels G-funcionals [Sch89].

L.
‘ _ (_l)r p!0_2m ’ ) .
Gplkpi 0] = ,nz=1 (p—2m)lm12"™ Ltpepixtmim] (2.28)

Cal assenyalar que el limit superior del sumatori, [p/2], representa I’enter després d’arrodonir
per defecte la divisi6 p/2, 1 que la funcid f{.) esta definida de la segiient manera.
+ oo

+ oo ©0 + oo
f[kp(p);x(n);m]= Yo X 2o 2 Kp Ui 2 o511 s Sy Si ) X (=i ) XM= _,)

==0Ip 2y == SRSy ==

(2.29)

D’aquest resultat cal destacar dues giiestions. En primer lloc, s’observa que el G-
funcional d’ordre p només depén de la funcid kp(p) que es coneix pel nom de nucli de Wiener
d’ordre pies defineix de nou com kp(iy, i2,..., ip). Per altra banda, els coeficients que
acompanyen a cada terme del sumatori (Eq.2.28) es poden identificar com els coeficients dels
polinomis normalitzats d’Hermite [Sch89]. Aquest darrer resultat estd intimament relacionat
amb el fet de que el que s’esta ortogonalitzant amb el métode de Gram-Schmidt sén funcions
polindmiques de variables gaussianes [Sch81].

Abans de finalitzar aquest apartat caldria deixar clar que la definici6 dels G-funcionals
com un polinomi d’Hermite normalitzat (Eq.2.28) perd aplicat sobre la funcié f{.) (Eq.2.29),
forca a que G-funcionals de diferent ordre pero calculats a partir de la mateixa entrada x(n)
siguin ortonormals (Eq.2.26). Cal destacar per0, que aquesta propietat d’ortonormalitat es

mantindrd sempre i quan I’entrada sigui gaussiana, i €s en aquesta peculiaritat que ja es va



Apartat 2.3 El model de Wiener per a sistemes no lineals 19

perfilant la idea de que el model de Wiener estd condicionat per 1’estadistica del senyal
d’entrada.

A part d’aixd, i abans d’entrar en detall en el model de Wiener, €s interessant comentar
que hi ha diferents métodes que permeten identificar els nuclis de Wiener. D’entre ells, el més
conegut és el proposat per Lee-Schetzen [Lee65, Sch89] que es basa en la correlaci6 creuada
entre el G-funcional d’ordre p i el monomi multivariable de també ordre p del senyal d’entrada.
De tota manera, aquest metode presenta problemes per identificar el nucli kp(is, i2,..., ip)

sempre que dos 0 més indexs qualsevols coincideixin.

2.3.2 Descomposicié en funcions ortonormals del nucli de
Wiener

Un cop s’ha arribat a aquest punt, el que cal és determinar el nucli de Wiener del que
depenen els G-funcionals. Wiener va proposar una descomposici6 de kp(il, i2,..., ip) en termes
d’un conjunt de funcions ortonormals que denotarem per {¢i(n) Vi=1,..,00}. De fet, ja es
comprovara més endavant que el que es pretén aconseguir €s la incorrelacié entre parells de
sortides obtingudes de convolucionar I’entrada x(n) amb les funcions {¢i(n) Vi=1,..,00},

172
E{[x(n)* 0i(m)]: [xtn)*g; (n)]} = [ @;(e/27 ) D (27 ) S, (eJ27 ) df = AS
-1/2 (2.30)

essent d)j(eiz ’?f) la transformada de Fourier de la funci6 ¢i(n), Sxx(eiz 77) la densitat espectral de
poténcia del procés d’entrada x(n) i A una constant qualsevol. Si aquest procés és blanc, tal i
com suposava Wiener, la densitat espectral de poténcia és constant i la incorrelaci6 entre senyals
de I'expressi6 (Eq.2.30) es tradueix en ortogonalitat entre funcions (Eq.2.31).

+o0 172 ) . 0 ij
20im-9(m= [@;(e/* )27 )df = 5 s{l e
n=0 -1/2 e (2.31)
Wiener va desenvolupar el seu model escollint aquestes funcions ortogonals com les
funcions de Laguerre, indicades per {1i(n)Vi=0,..,00} (Eq.2.32). Aix6 és com a conseqiiéncia
de que es poden implementar facilment amb circuits eléctrics en cascada.

Funcidde Laguerre

! T
¢;(n)=l;(n) ransformada 7,

> Li(2) = Ly(2)-[B(2)} 0<a<1 (2.32.2)
) -1_
Lo=""%  pp=<—9

l—az™ l—-az (2.32.b)
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De totes maneres, qualsevol altre conjunt de funcions ortogonals seria igualment valid pel
desenvolupament que presentarem [Rugh81]. Una possibilitat forga interessant, tot 1 que no
deixa de ser un cas particular de les funcions de Laguerre (a=0), €s el conjunt ortogonal format
per les funcions originades a partir d’una linia de retards (Eq.2.33). De fet, en aquest conjunt
est basat el métode d’identificacid dels nuclis de Wiener citat anteriorment [Lee65,Sch89].

6;(n) = 8(n—i) Transformada Z_% @;(z) = Z—i (2.33)

Un cop escollit el conjunt de funcions ortogonals i després d’¢sser normalitzades,
Wiener va descomposar el nucli de Wiener d’ordre p com a combinacid lineal de totes les

possibles formes de multiplicar p funcions de Laguerre.

+00 400 +oo
kpitigsnip)= D, Yo Zcml,mz...,m,, g @)y )l (i)
M—0 Ma=g Mp=o (2.34)

Com a conseqliencia de 1’ortonormalitat de les funcions, cada coeficient es pot expressar tal i

com segueix.

400  4oo +o00
le,mz,...,mp o . z . Z.... 2 ]\'p(il,i2,-.-,ip)~ l,nl (il)l’nz (iz)”'lﬂ’lp (ip)
Hz—oo PD=—oo lp:—oo (2.35)

2.3.3 El treball originari de Wiener

Amb aquesta descomposicié del nucli de Wiener d’ordre p en funcions ortonormals i a
partir de la série de Wiener truncada fins a un ordre finit P, es pot interpretar el model de
Wiener com un estimador de la relaci entrada/sortida d’un SNL que és lineal amb els

parametres.

P
y(n) = $(n) = ZGP[kp;x(n.)]
p=0 (2.36)

En efecte, si es substitueix I’equacié (Eq.2.34) en el model (Eq.2.36) es pot comprovar que
arribem a una expressié que combina linealment els coeficients cm1,m2...,mp amb els G-
funcionals d’ordre p aplicats sobre el producte de funcions de Laguerre associat a cada

coeficient.
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P | 400 4+

+oco
50 =gxm)= X1 Y X o X mumym,  Cpllmy byl 1)
p=0|m=0my=0 m,=0 (2.37)

Ara per ara, el model de Wiener esta expressat com un estimador que depen linealment
dels coeficients cm1,m2...,mp perd, a part d’aixd, ens interessaria que el conjunt de les funcions
Gpllm1lm2...lmp;x(n)] que es combinen amb aquests coeficients fos ortogonal. A I'apartat
anterior ja s’ha raonat que els G-funcionals de diferent ordre sén ortogonals perd, i entre G-
funcionals del mateix ordre? La demostraci6 de que dos G-funcionals del mateix ordre, aplicats
sobre una combinacié diferent de funcions de Laguerre, sén ortogonals es discuteix al segiient
punt perd no és immediata (Eq.2.38). Els detalls de 1a demostraci6 els obviarem, referint-nos a

[Sch89] com a complement.

E{Gp[z,,,1 by -l ;x(n)] - Gp[zs1 Iy s, ;x(n)]} =0 silacombinacié(m, my...,m,)
ésd:ferenzde!a(sl,sz...,sp) (2.38)

En resum, les propietats d’ortogonalitat tant entre G-funcionals de diferent ordre
(Eq.2.26) com entre G-funcionals del mateix ordre per0 aplicats sobre un conjunt de funcions
de Laguerre diferents (Eq.2.38), fa que els parametres del model de Wiener en un problema

d’identificacié es puguin mesurar per separat un dels altres tal i com segueix,

i E{y(n) Gplhmy b, ;x(n)]}

Cmy,...my, =

5 Vmp =0,..,+0,Vi=1,..,p;Vp=0,.,P
p:n (2.39)

on y(n) €s la sortida del SNL real que es pretén identificar i ) és la densitat espectral de poténcia
del procés blanc de I’entrada.

Aquesta €s, en definitiva, la forma en que Wiener proposa determinar els parametres del
seu model, solventant aix{ el problema de disseny dels nuclis de Volterra. Per tal de donar una
visié de conjunt, seria interessant interpretar la proposta de Wiener (Eq.2.39) com un cas
particular de la solucié de MMSE (Eq.2.21) en la que la inversi6 de la matriu d’autocorrelacié

de les funcions de P'estimador s’ha evitat gricies a que aquestes funcions sén ortogonals entre
elles (Eq.2.23).

2.3.4 Arquitectura del model de Wiener

En aquest apartat es presenta un esquema de la implementaci6 practica del model de
Wiener d’ordre P (Eq.2.40). Donat que es tracta de la suma de (P+1) G-funcionals, es
comengara deduint I’arquitectura per un G-funcional d’ordre genéric p.
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P
§(m = Y, Gplkpsx(n)]
p=0 (2.40)

A partir de la descomposicié del nucli de Wiener, kp(i1, i2...., ip), en termes de les funcions de
Laguerre, ja s’ha vist que el G-funcional es pot escriure com la segiient combinacid lineal.

“+ o0 + o0
Gpllpsx(m] = Gp| Xv D mpamy iyl 3%(0) | =
m=0 m,=0
400 + o0
=Y.y cml,___’mp-Gp[lml...lmp;x(n)]
m1=0 ﬂlp=0 (241)

Cada sumand inclou un G-funcional d’ordre p que s’aplica al producte de p funcions de

Laguerre. Cadascun d’aquests G-funcionals es pot expressar tal i com segueix [Sch89].

Propietat

NI Voo 5;
Gp[lmlwlmp;x(n)]=ngyj ng(lqj) x(n)| = ngst[(lqj) ;x(n)]
=1 (2.42)

L’enter NJ representa el nombre de funcions de Laguerre diferents que estan implicades en el
producte (Im1lm2...Imp). Aixi, sj €s el nombre de cops que la funcié de Laguerre lg; apareix en
I'argument del G-funcional, 1 per tant la suma de tots els sj des de j=1 fins a j=NJ equival a
I’ordre del G-funcional p. Notar també que els enters gj Vj=1,..,NJ sén diferents per valors
diferents de j ja que s’han agrupat les funcions de Laguerre del mateix ordre. Proposem un
exemple que il.lustri la igualtat anterior.

Exemple 2.1. Exemple de la propietat de I’expressié (Eq.2.42)
El G-funcional d’ordre 6 aplicat sobre el producte de funcions de Laguerre lo.l1.13.10.12.12 és
equivalent a
. - 2 2, . -
66[101113101212 ,x(n)] = G414241 [(/()) h(h) 13,x(n)] =
= Gg[(lo)z;x(n)J Gy[l;x(m)] Gz[(lz)z;x(n)] Gl[(l3)2;x(n)]

3
En definitiva, aquesta propictat ens permet expressar cada G-funcional d’ordre p aplicat

sobre el producte de funcions ortogonals [(Ig1)*1.(Ig2)°2...(Ign7)*M], com el producte de NJ G-
funcionals, cadascun d’ordre sj, aplicats sobre cadascuna de les funcions (Ig))¥ per separat. Per
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tant, tenint en compte aquesta igualtat dels G-funcionals (Eq.2.42) i substituint-la a (Eq.2.41),
s’obté la segiient expressié pel G-funcional d’ordre p.

T NJ .
Gylkpixt]= S S, ey~ 16y [g))" 120
ml—O mp—O .1:1 (243)

Es important adonar-se de que cada sumant de I’expressié (Eq.2.43) inclou un producte de G-
funcionals d’ordre menor o igual a p (de manera que entre tots sumen p), i que cadascun d’ells
esta aplicat sobre una funcié de Laguerre diferent (elevada al mateix ordre del G-funcional en el
que es troba). Arribats a aquest punt, només ens cal saber com implementar cadascun d’aquests
G-funcionals, representats genéricament per Gs[(1})*x(n)].

Recordem que el G-funcional d’ordre s es pot expressar en termes dels coeficients del
polinomi d’Hermite normalitzat d’ordre s (Eq.2.28), combinats linealment amb el conjunt de
funcions {f(()°%; x; q).Vg=1,...,[s/2]}.

d cntsme

[
AORIOIEDY Ry

g=1

— T £ xq)
(2.44)

Tenint en compte la propietat d’ortogonalitat de les funcions de Laguerre (Eq.2.31) i la definicid
de la funcié f((1)*; x; q) (Eq.2.29), es pot comprovar que aquesta funcié depén de la
convolucid de I’entrada x(n) amb la funcié de Laguerre /i(n).

$oo s-2q
f((li)s;x;q) = ( z L;(m) x(n— m)J = [ui(n)]s—2q
m=0

(2.45)

Es pot concloure que el G-funcional d’ordre s, Gs[(1)*;x(n)], es pot expressar com un polinomi
normalitzat d’Hermite d’ordre s, denotat per PHjs[.], perd aplicat sobre poténcies del senyal
ui(n) (Eq.2.46).

Gs[(li)s;xm)] 2 (5—261)' 124 L0~ = PH [ ()]

(2.46)

Amb aquesta darrera expressi6 en termes dels polinomis d’Hermite i substituint-la a
(Eq.2.43), s’arriba a que el G-funcional d’ordre p es pot implementar amb una arquitectura com
la que segueix.
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Figura 2.3 Implementaci¢ del G-funcional d'ordre p del model de Wiener

La primera etapa implementa la convolucié de I’entrada amb cadascuna de les funcions
de Laguerre, generant el vector de pesos u(n) que conté els senyals ui(n). Tot i que a la figura
(Fig.2.3) s’ha considerat un nombre infinit d’aquestes funcions per congruéncia amb la notacié
utilitzada fins ara, el nombre de funcions de Laguerre que s’implementarien en un cas real
hauria de ser finit, {/i(n) i=0,..,N-1}, essent llavors el vector u(n) també de dimensio finita. A
part d’aix0, és interessant adonar-se de que aquesta primera part representa una transformacié
lineal del senyal i que, a més a més, conté tota la dinamica del model. Es per aquesta ra6 que es
pot interpretar com la part LD del model més general que s’havia presentat anteriorment
(Fig.2.1).

La segona etapa es subdivideix alhora en tres parts. A partir de cada senyal ui(n), la
primera part genera els polinomis d’Hermite des d’ordre 0 fins el d’ordre p (Eq.2.46). A
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continuacié, un modul multiplicador s’encarrega d’obtenir totes les possibles combinacions de
polinomis d’Hermite de diferents ui(n), de manera que la suma dels ordres sigui p (Eq.2.42).
En darrer lloc, es situa un bloc que combina linealment cadascun d’aquests productes de
polinomis d’Hermite juntament amb els pesos corresponents cml,...,mp (Eq.2.43). En conjunt,
aquesta segona etapa es pot identificar amb el modul NMR (Fig.2.1) ja que inclou
transformacions no lineals i estitiques, i una posterior combinaci6 lineal amb un conjunt de
coeficients.

Un cop ja s’ha implementat el G-funcional d’ordre p, és possible presentar el model de

Wiener seguint les mateixes pautes que a la figura anterior (Fig.2.3).
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Figura 2.4 Model general de Wiener(P,N) de SNLs invariants amb memoria.
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Per tal de poder-se realitzar, el model de Wiener s’ha de truncar en dos sentits. En
primer lloc, es suposa que 1I’ordre dels G-funcionals arriba fins a P (Eq.2.40) i, per altra banda,
també s’admet que només N funcions de Laguerre intervenen en el desenvolupament dels nuclis
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de Wiener. De tota manera, ja s’ha comentat abans que el desenvolupament presentat en termes
de les funcions de Laguerre es podia haver fet utilitzant qualsevol grup complet de funcions
ortogonals (Eq.2.31). Es en aquest sentit que es presenta el model més general de Wiener en
termes de N funcions ortogonals qualsevols { ¢i(n)Vi=0,..,N-1}.

Consisteix també en una arquitectura de dues etapes, for¢a semblant a la de la figura
(Fig.2.3). Cal destacar pero, que la primera etapa (LD) ha perdut I’estructura en cascada, propia
de les funcions de Laguerre, en utilitzar un conjunt de funcions ortogonals diferent .

En segon lloc es troba I’etapa (NMR). Donat que el model de Wiener inclou els G-
funcionals des d’ordre O fins a P, els polinomis d’Hermite que s’han de calcular a partir de cada
ui(n), van des del d’ordre O fins al d’ordre P. Per altra banda, el bloc multiplicador de la figura
(Fig.2.4) ha de proporcionar tots els productes de polinomis d’Hermite de diferents ui(n), de
manera que la suma dels ordres vagi des de O fins a P. El resultat sén un grup de N¢ funcions,
indicades per {zj(n) Vj=1,..,Nc}, que es combinen linealment amb els coeficients {cm1,...,mp

'Vm;j=0,..,N-1, Vp=0,..,P}, que seguint la notacié de I’apartat (Ap.2.2) s’agruparien en el
vector w.

Es interessant remarcar que, tot i que el model de Wiener soluciona el problema
d’identificacid dels nuclis que patia el model de Volterra, no ha disminuit gens la carrega
computacional. En efecte, el nombre de coeficients que inclou el model de Wiener(P,N)
continua essent el mateix que el del model de Volterra(P,N), és a dir, de I’ordre de ()(NP ) quan
P<N. De totes maneres, hi ha treballs [Fej94b] que semblen recolzar la idea de que el model de
Wiener(P,N) utilitzant funcions de Laguerre i amb un disseny adequat de la variable a
(Eq.2.32), pot presentar una reduccié de la memoria N, assolint les mateixes prestacions que
un model de Volterra(P,N). Aix0 es tradueix doncs en una reducci6 considerable del nombre de
coeficients. El problema esta en que el valor Optim de a sera especific a cada problema i tampoc
es coneix un metode sistematic que el proporcioni.

Wiener va ser el primer en treballar sobre un model de SNLs que es pogués
descomposar en una part que fos lineal i que contingués tota la dinamica del sistema ( ctapa
LD), 1 una segona part no lineal i estatica (generador de polinomis d’Hermite i multiplicador),
que combina linealment les funcions {zj(k) Vj=1,..,Nc} amb els coeficients o parametres del
model (part NMR). Es per aixd que els models que segueixen les pautes de la figura LD/NMR
(Fig.2.1) es califiquen de model de Wiener, tot i que el treball originari de Wiener correspon al
desenvolupament presentat al llarg de tota aquesta seccié (Fig.2.4, Ap.2.3).
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2.3.5 Validacio del model de Wiener

Wiener va utilitzar la série de Volterra per crear un model de SNLs que superés els
problemes de convergéncia i determinacié del model de Volterra. La qiiestié de la convergencia
ja s’ha comentat a I'inici de ’apartat que queda justificada amb el teorema de Stone-Weierstrass.
Per altra banda, la determinacié dels nuclis es supera entenent el model de Wiener com un
estimador lineal en termes dels seus parametres {cmi,...mp Vmi=0,...,N-1 Vi=1,..,p
Vp=0,..,P} que es combinen linealment amb un conjunt de funcions ortogonals {zj(n)
Vj=1,...N¢}. Aixd permet que, sota un criteri de disseny tal com la minimitzacié de I’error
quadratic mig, el calcul de cada coeficient es pugui efectuar independentment dels altres
(Eq.2.39).

De tota manera, ¢l model de Wiener presenta uns problemes que fan que no sigui un
model de SNLs massa extés. El primer de tot és la complexitat del model, no tan sols en
nombre de coeficients (que continua essent del mateix ordre de magnitud que el model de
Volterra, és a dir, creixement exponencial), sino que la propia arquitectura de generacid del
model (Fig.2.4) és considerablement feixuga. El problema més important perd que presenta el
model de Wiener €s que la seva principal caracteristica (I’ortogonalitat entre les funcions zj(n))
es veu alterada quan I’entrada deixa d’ésser un procés gaussia 1 blanc.

La necessitat de que el procés d’entrada sigui blanc ve donada per la necessitat de
garantir que les funcions {ui(n)vi=0,..,N-1}, que s’obtenen de convolucionar I’entrada amb la
corresponent funcid ¢i(n), siguin incorrelades (Eq.2.30) sempre i quan el conjunt de funcions
{9i(n)Vi=0,..,N-1} siguin ortogonals (Eq.2.31). A més a més, per ser x(n) un procés gaussia i
les transformacions de la primera etapa lineals, els senyals {ui(n)Vi=0,..,N-1} sén també
gaussians 1 la incorrelaci6 entre ells es tradueix en independéncia estadistica. Aquesta
independencia estadistica i la caracteristica gaussiana del conjunt {um(n)vm=0,..,N-1} fa que
les funcions {zj(n) Vj=1,..,N¢} siguin ortogonals entre elles.

En efecte, ja s’ha vist anteriorment que cada funci6 zj(n) esta formada per un conjunt de
polinomis d’Hermite, generats a partir de diferents ui(n), que es multipliquen entre ells. La
correlacié creuada de dues funcions zj(n) serd nul.la per dues raons. En primer lloc, la
correlacié creuada entre dos polinomis d’Hermite de qualsevol ordre generats a partir de
diferents entrades €s nul.Ja perque sé6n independents (ja que ui(n) s6n també independents) i de
mitja zero. En segon lloc, la correlacié creuada de dos polinomis d’Hermite de diferent ordre
perO generats a partir de la mateixa entrada u;(n) gaussiana és nul.la per definicié (de fet, els
polinomis d’Hermite es calculen en voler generar un conjunt de polinomis que siguin
ortogonals quan I’entrada és gaussiana).
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En conseqiiéncia, en el moment en que es perd o bé la propietat de gaussianitat de
Pentrada o bé el fet de que sigui un procés blanc, les funcions del model de Wiener deixen de
ser ortogonals. Per ambdos problemes hi ha solucions tedriques. Aixi, en cas de que el procés
d’entrada no sigui blanc s’haura de sotmetre el senyal d’entrada préviament a un procés de
blanqueig (de I’anglés “whitening”) [Sch89]. En el cas de que la part LD consisteixi en una
cadena de retards {®i(z)=z" Vi=0,..,N-1}, aquest procés de blanqueig es pot incorporar al
mateix model mitjangant una estructura lattice [Hay91] que implementi aquesta primera etapa.
Cal destacar en aquest sentit, que també existeix I’estructura lattice generalitzada a funcions de
Laguerre, perd que només €s valida per senyals estacionaris [Fej94a]. Per altra banda, si el
senyal d’entrada no és gaussia haurd de passar abans per un filtre no lineal que el transformi en
gaussia [Sch89]. Aquesta solucié no sembla gaire viable ja que, en primer lloc, dita
transformacié no sempre existeix i, fins i tot en el cas de que existeixi, en general no es coneix.

Es pot concloure que Wiener va idear un nou model que superava els problemes del
model de Volterra perd que alhora €s molt rigid i poc robust en front de I’estadistica del senyal
d’entrada. De tota manera, Wiener va posar de manifest ’atractiu del model de Volterra pel fet
de ser lineal amb els coeficients i poder-se dissenyar amb un criteri de MMSE. El
desenvolupament dels métodes adaptatius per aquest tipus d’estimadors va cridar I’atencié
sobre el model de Volterra i, és en aquest camp on basicament es troben les seves aplicacions.
D’alguna manera, els problemes d’identificacié dels nuclis de Volterra es traslladen i s’intenten
superar mitjangant algorismes adaptatius adients que condueixin el model de Volterra cap a la
solucié dptima de Wiener de MMSE. Es per aixd que s ha considerat oportii dedicar un darrer
apartat d’aquest capitol al disseny adaptatiu, basicament del model de Volterra, presentant una
visié potser superficial dels diferents algorismes perd suficient per fer palesa la problematica

d’aquests metodes en ésser aplicats a models no lineals tal i com els presentats.

24 Disseny adaptatiu

Un cop fixat I’ordre del model P i la diversitat temporal del mateix N, tant el model de
Volierra com el de Wiener son lineals amb els parametres a dissenyar. Aquest fet permet que la
solucié de minim error quadratic mig (MMSE)
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es pugui obtenir adaptativament d’una forma totalment paral.lela a la dels models lineals. En

aquest apartat es discutiran els dos grans métodes adaptatius: els metodes de gradient (centrant-
nos en ’algorisme “Least-Mean Square” (LMS) per ser el més ampliament utilitzat) i els
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métodes recursius (basicament, I’algorisme “Recursive-Least Squares” (RLS)). El proposit no
és doncs una analisi exhaustiva dels mateixos, que per altra banda es pot trobar per exemple a
[Hay91], sino que tan sols es pretén esmentar les particularitats 1 problemes que presenten
aquests algorismes alhora d’ésser aplicats a I’entrenament de sistemes no lineals com els
presentats [Mat91, Mat93].

Com a conseqiiéncia de que el model de Volterra és el més estes i és també el que
s’utilitzard més endavant per comparar-lo amb el model que es proposa al capitol 3, farem més
émfasi en el disseny adaptatiu del model de Volterra que en el de Wiener. Respecte d’aquest
darrer, caldria destacar el treball realitzat per Fejzo en la seva tesi doctoral [Fej94b] on agrupa
sota una mateixa arquitectura LD/NMR (Fig.2.1) el model de Wiener i el de Volterra. Aquesta
perspectiva li permet enfrontar-se als problemes del model de Wiener, que només és valid per
senyals gaussianes i blanques, d’una forma semblant als problemes de Volterra (introducci6 de
blanqueig als filtres de Laguerre, utilitzacié d’algorismes eficients i adequats a 1’estadistica del
senyal d’entrada).

Per altra banda, és important destacar que en I’amplia bibliografia de disseny adaptatiu
de sistemes de Volterra, es treballa generalment amb un filtre de segon ordre, és a dir, P=2
(eq.2.12). La ra6 radica en el fet de que es déna per suposat que la millora que s’obtindria en
I’estimacié en utilitzar sistemes de Volterra d’ordre superior a 2, no compensaria la complexitat
1 cost computacional que s’hauria de pagar; en definitiva, el nombre de coeficients d’un model
de Volterra(P,N) de I’ordre de O(N') fa inviable una implementacid practica en aplicacions en
temps real per valors de P elevats. Tot i que s’intentard presentar una analisi del disseny
adaptatiu d’un filtre de Volterra(P,N) general, es faran referéncies al cas de segon ordre
Volterra(2,N) per tal de comparar entre la bibliografia existent.

2.4.1 Metodes de gradient: I’algorisme LMS

Els métodes de gradient es basen en que la funcié de cost d’error quadritic mig es pot
expressar com una forma quadratica en termes de I’error de coeficients (Eq.2.19, [Hay91]).
Assumint que la matriu d’autocorrelaci6 de I’espai de senyal , Rzz, és definida positiva, la
funcid de cost té un comportament convex que assegura la unicitat de la solucié en buscar un
minim d’aquesta funcid.

V. aSw =0=wyp, = R;zl Fyd

éwl MINIM = (2.48)

Sense entrar en detall, es pot generalitzar que els métodes de gradient modifiquen els pesos o
coeficients de I’estimador a cada iteracid en un sentit oposat al que marca el gradient de la funci6
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de cost (Eq.2.49). D’aquesta manera es pretén que els nous pesos estiguin cada cop més a prop
de la solucié optima.
1
wn+1) —W(”)—‘z"ll 'Vw(n)H‘}::w(”) (2.49)
L’algorisme LMS (Tau.2.1) consisteix en substituir el gradient, que és un valor esperat,
pel valor instantani o, el que és el mateix, per una estimacid del mateix amb una sola mostra.
L’estudi estadistic d’aquest algorisme esta fora de les expectatives d’aquesta tesi, referint-nos a
[Hay91] per detalls.

2
Poténcia total d' entrada

U = constant de pas = 0< U <

Condicions inicials: w(0)=0

Algorisme: Pern=0,1,2,...
e(n) =d(n)-w* () z(x,n)

wn+1)=w(n)+u-z(x,n)- e*(n)

Taula 2.1 L’algorisme adaptatiu LMS

L’exit del LMS radica en la seva explicaci6 senzilla i intuitiva, aixi com el baix cost
computacional que representa envers les prestacions que se n’obtenen. En efecte, es tracta d’un
algorisme que realitza de I’ordre de O(N¢) operacions a cada iteracid, entenent per operacions
les multiplicacions i divisions reals, i essent N¢ el nombre de coeficients de 1’estimador. Aixi,
en el cas d’un sistema de Volterra(P,N) la complexitat de I’algorisme es traduexi en O(NP )
operacions cada iteracid.

Una caracteristica important del LMS, i que esdevé encara més decisiva en els sistemes
no lineals, és la dependéncia que pateix respecte de 1’estadistica del senyal d’entrada. Es ben
conegut que la velocitat de convergencia del LMS depen de la dispersié d’autovalors de la
matriu d’autocorrelacié Rzz, de manera que en la mesura en que aquesta sigui més gran,
I'algorisme convergird més lentament. Aquest problema es presenta, per exemple, en el disseny
d’un model lineal FIR quan el senyal d’entrada no és un procés blanc. El problema estd en que
la correlacié entre components del vector de dades fa que la matriu d’autocorrelacié no sigui la
identitat, augmentant en conseqiiencia la dispersié d’autovalors. En cas de dissenyar un model
de Volterra, el problema s’agreuja ja que, en general, la correlacié entre components del vector
de dades z(x,n) és elevada i origina una dispersi6é d’autovalors de la matriu Rzz forga gran. En
aquest sentit, cal destacar el treball de [Koh85] en el que es planteja la identificaci6 d’un sistema
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amb un model de Volterra de segon ordre, essent el senyal d’entrada gaussia. Es pot comprovar
que ¢l mode més lent del filtre de Volterra té una constant de temps proporcional al quadrat de la
dispersi6 d’autovalors de la matriu d’autocorrelaci6 del procés d’entrada Ruxx.

En resum, es pot dir que el LMS és un algorisme amb un cost computacional baix,
propocional al nombre de coeficients del filtre en qiiestid, perd que en contrapartida la velocitat
de convergeéncia també sera baixa com a conseqiiencia de que la dispersié d’autovalors de la

matriu d’autocorrelacid Rz és elevada.

2.4.1.1 L’algorisme LMS Normalitzat (NLMS)

Tal i com es pot comprovar a la taula (Tau.2.1), la constant de pas p esta limitada al rang
O<u<2/(Poténcia de z) per tal d’assegurar la convergéncia en mitja dels coeficients de
I’estimador. Una modificaci6 del LMS consisteix en redefinir aquesta constant de pas en funcié
d’una nova f i de la poténcia instantdnea de z (Eq.2.44) donant lloc a I’anomenat LMS
Normalitzat (NLMS).

U
2 (x,n) - 2(x,n) (2.50)

HNIMS =

Darrerament han sorgit treballs tals com [S1093] on s’analitza el comportament estadistic
del NLMS mitjangant un model de senyal no gaire realista, perd que sembla estar recolzat pel
resultat de les simulacions. L’autor utilitza aquest model de senyal per justificar el
comportament superior que mostra el NLMS en front del LMS en quant a velocitat i desajust

final.
2.4.1.2 L’algorisme NLMS amb j variable

Es ben conegut el compromis en el LMS entre velocitat de convergéncia i desajust final
de I’error quadratic mig, i com aquest compromis és controlat per la constant de pas g. Aixi,
una g elevada fara que I’algorisme convergeixi ripidament perd que, per altra banda, assoleixi
una varianga de I’estimacié també elevada, i viceversa. Una soluci6 a aquest problema seria
utilitzar una g variable amb el temps de manera que a I'inici de I’algorisme fos gran (assegurant
aix{ una velocitat de convergéncia elevada), perd que anés disminuint per tal d’assolir un
desajust final petit.

Algunes implementacions practiques opten per aquesta soluci6 escullint dos valors de g,
un valor alt adequat per I’estat transitori i un altre de baix per I’estat estacionari. El principal
problema és el criteri per decidir quan s’efectua la transicié. De tota manera, la solucié més
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1dgica sembla que hagi de ser la de dissenyar una constant de pas variable amb el temps i que en
tot moment minimitzi I’error quadratic mig. D’entre certs algorismes de gradient que opten per
modificar la ¢ mitjangant una regla més o menys heuristica [Sic87], caldria destacar el treball de
Mathews i Xie [Mat90] on la y s’actualitza mitjancant un algorisme de gradient LMS per
disminuir I’error quadratic mig, i, especialment, el treball de Slock [S1093]. En aquest darrer es
proposa un valor variable de la iz del NLMS tal i com segueix,

|_Hn=D
N(,‘
(En-1)
N, (2.51)

H(n)=p(n-1)
1

essent el valor inicial de la constant de pas del NLMS delimitada per O<ii(0)<1. Tot i que aquest
criteri d’actualitzacid de la constant de pas només minimitza 1’error quadratic mig quan el procés
d’entrada (z(x,n)) és blanc, les simulacions realitzades pel mateix Slock semblen recolzar la
validesa de la seva proposta (Eq.2.51) per accelerar la convergeéncia del LMS sense penalitzar el

desajust final, fins i tot en situacions on aquesta premissa no es cumpleix.

2.4.2 Metodes recursius: ’algorisme RLS

Els metodes recursius també estan desenvolupats a ’entorn dels estimadors lineals amb
els parametres (Eq.2.17) per0 la funcid de cost, a diferéncia dels métodes de gradient, és ara

una funcié determinista

n -
Emy=Y A"l ;0<a<l
i=1 (2.52)

que pondera, gencralment d’una forma exponencial, I’error quadratic comes per 1’estimador. El

conjunt de pesos Optim que minimitza &(n) correspon al segiient sistema d’equacions

Rzz (1) wop (n) =Fq(n) (2.53)

on fézz(n) (Eq.2.54.a) 1 ;zd(n) (Eq.2.54.b) es poden interpretar com estimacions de la matriu

d’autocorrelacio i del vector de correlaci creuada, respectivament.

n ] R
IAizz(n) = 2&"“' z(x,i)-zH(x,i) =AR,;(n-1) +z(x,n)-zH(x,n)
=1 (2.54.3)
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n . N "
Fram) = A" 2(x,i)-d ()= A Frg(n—D+z(x,n)-d (n)
i-1 (2.54.b)

Hi ha diverses formes d’arribar a I’algorisme recursiu de minims quadrats (Recursive
Least Squares, RLS). El cami tradicional, perd potser alhora més mancat d’una explicacié

intuitiva, és el d’interpretar el RLS com un algorisme que troba la solucié de minims quadrats
wopt(n) = ﬁ;zl(n)'fzd(n) (2.55)

utilitzant el lema de la matriu inversa [Hay91] per calcular de manera adaptativa la inversa de la
matriu d’autocorrelacié kzz(n). L’algorisme resultant es recull a la taula (Tau.2.2), on k(n) és
I’anomenat vector de guany i ofn) representa I’ error a priori de I’estimador. L’analisi estadistic
d’aquest algorisme esta fora del proposit d’aquest treball tot i que es pot trobar a [Hay91].

0<A <1 generalment, proper al
0<6 generalment, proper a 0
Condicions inicials: w(0)=0
PO)=6"1 ;P=R}
Algorisme: Per n=1,2,...
a'(n) =z (x,m)P(n-1)
b(n)=A+a’(n)z(x,n)

a(n)=d(n) —wH(n -Dz(x,n)

w(n) =w(n-1)+k(n)a" (n)
T(n—1) = k(n)a’(n)

P(n) =%<P(n—1>—r(n—1))

Taula 2.2 L’algorisme adaptatiu RLS

Es interessant destacar que es pot deduir el RLS com un cas particular del filtre de
Kalman [Hay91] i que és aquesta relaci6 la que dota a ’algorisme recursiu d’un comportament
notablement millor que els métodes de gradient . En efecte, el RLS és més robust envers
I'estadistica del senyal que es combina linealment amb els pesos, mostrant una velocitat de
convergencia considerablement major que el LMS, sense empitjorar el desajust final de I’error.
Aquesta propietat del RLS esdevé molt important en sistemes no lineals ja que, la correlacié
elevada entre components del vector de senyal z(x,n) fa que el LMS presenti una velocitat de
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convergencia prohibitivament baixa, essent el RLS una opcid a tenir en compte perque no és tan
sensible a la dispersié d’autovalors de la matriu d’autocorrelacié Rzz. De tota manera, es facil
comprovar (Tau.2.2) com la complexitat del RLS és de I’ordre de O(ch) operacions per
iteracio, en front de O(N¢) que presenta el LMS. A part d’aquesta limitacié també és un
algorisme numericament inestable, el que fa que presenti problemes en ésser implementat amb
precisi6 finita.

Donat aquestes caracteristiques del RLS, els esfor¢os s’encaminen a trobar uns
algorismes alternatius de la solucié de minims quadrats que siguin menys costosos
computacionalment parlant i que alhora presentin bones propietats de robustesa numerica. En
aquest sentit, cal destacar primer de tot treballs tals com [Dav87] on es presenta un algorisme
recursiu RLS de complexitat O(N2) per sistemes de Volterra de segon ordre, perd que només €s
valid per senyals d’entrada gaussianes 1 que, a més a més, té problemes numerics.

Per altra banda, tot i que tampoc té robustesa numerica, s’han desenvolupat algorismes
RLS rapids (“Fast-RLS” de 1’ordre de O(N 3) operacions per iteracié per sistemes de
Volterra(2,N)) sense cap restriccié sobre I’estadistica de 1’entrada [Lee93]. Aquest treball es
podria generalitzar per un sistema de Volterra de qualsevol ordre, essent la complexitat de
I’algorisme resultant de O(N2P '1).

Per 1ltim, caldria assenyalar que s’han desenvolupat algorismes recursius per sistemes
de Volterra basats en la descomposicié QR per a la implementacié del RLS [Sye93]. Aquests
metodes assoleixen un cost computacional relativament baix, de I’ordre de 0(N3) per sistemes
de Volterra de segon ordre, i alhora mostren una robustesa numerica major que els altres

algorismes RLS rapids.

2.4.3 Estructures en gelosia o ‘“lattice”

Tot i que no esta dins les expectatives d’aquesta tesi entrar en un estudi profund dels
diferents métodes adaptatius de disseny de sistemes de Volterra, si que es pretén donar una
visié global de la problematica que comporta i cap a on s’est avangant. Es per aixd que s’ha
considerat interessant dedicar un darrer punt a les estructures lattice per filtres no lineals.

Originariament, el filtre lattice sorgeix com una estructura no directa que implementa un
filtre transversal de retards [Hay91]. La filosofia d’aquesta estructura consisteix en, a partir
d’un vector de dades que genera un subespai de senyal determinat (en un filtre FIR seria el
vector x(n) (Eq.2.14)), es tracta d’obtenir un altre vector que sigui capag de generar el mateix
subespai de senyal perd que les seves components siguin ortogonals o incorrelades entre elles.
Tal i com s’havia introduit anteriorment (Apt.2.3.5), es pot utilitzar com a filtre blanquejador de

senyals gaussianes. Les principals prestacions dels filtres lattice s6n unes propietats numeriques
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millors que les versions directes, aixi com gaudir d’una capacitat modular que les fa adequades
per implementacions VLSI (de I’anglés “Very-Large Scale Integration”) pel fet d’ésser
recursives en 1’ ordre.

Les estructures lattice desenvolupades per sistemes no lineals de Volterra persegueixen
basicament la mateixa fita: a partir del vector de senyal z(x,n), construir un vector nou que
generi el mateix subespai de senyal i que les seves components siguin incorrelades. Aquesta
propietat d’ortogonalitat entre components del nou vector de senyal permet utilitzar metodes
adaptatius amb un cost computacional baix tals com els algorismes LMS o NLMS, i que, a més
a més, presenten bones prestacions ja que la dispersié d’autovalors de la nova matriu
d’autocorrelacié haura disminuit considerablement.

Un exemple d’aquesta versid lattice per un sistema de Volterra de segon ordre amb una
entrada gaussiana es pot trobar a [Koh83]. De tota manera, la tendéncia dels filtres lattice no
lineals és la d’interpretar el sistema de Volterra com un filtre lineal multicanal amb la
particularitat de que cada canal conté un nombre diferent de retards. Sobre aquestes
arquitectures es pot trobar un tutorial a [Mat91], que va elaborar partint del treball de [Lin84] i
[Zar85].

El problema que presenten els filtres lattice no lineals és que, en general, estan
sobredimensionats, és a dir, necessiten d’un major nombre de coeficients que les versions
directes. Per exemple, un sistema de Volterra(2,N) de segon ordre conté de I’ordre de 0(N2)
coeficients i, en canvi, la implementacié lattice esmentada genera un ordre de magnitud més,
0(N3). Aix¢6 significa que si s’utilitza un algorisme d’adaptacié per actualitzar aquests
coeficients tipus el LMS (algorisme “Gradient Adaptive Lattice” (GAL) desenvolupat per
Griffiths [Hay91]), el cost computacional de la implementacié lattice d’un model de
Volterra(2,N) és de I’ordre de 0(N3), ¢s a dir, del mateix ordre de magnitud que les versions
rapides del RLS comentades anteriorment. Per tant, és important adonar-se que les prestacions
d’una estructura lattice en sistemes no lineals de Volterra no suposa una millora tant important
com succeix en filtratge lineal.

Per ultim, caldria destacar que hi ha d’altres implementacions modulars dels sistemes de
Volterra perd que es basen en una actualitzaci6 dels pesos no amb metodes de gradient sino amb
metodes recursius [Zar85, Sye90].

2.5 Conclusions

En aquest segon capitol de la present tesi s’ha pretés donar una visié general
documentada, i alhora també molt personal, del que entenem que és I'estat de I’art actual pel que
fa a modelatge de SNLs amb sistemes de Volterra.
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El model de Volterra presenta propietats molt interessants pel fet basicament d’ésser un
model de SNLs que és lineal en termes dels seus coeficients. Aquesta caracteristica €s
primordial per a explicar I’&xit que ha experimentat aquesta familia de models ja que permet
aplicar metodes ja desenvolupats en I’entorn de processament lineal del senyal, directament
sobre ells. El principal problema que sorgeix és la dificultat en el disseny dels coeficients com a
conseqiiencia de la forta correlacié existent entre les funcions que generen ’espai de senyal
utilitzat pel model de Volterra.

Aquesta dificultat va ser la que va motivar a Wiener a idear un model de SNLs basat en
el model de Volterra perd que implementa un procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt sota
la hipotesi de que el senyal d’entrada és Gaussia. En el nostre parer, el model de Wiener, tot i
que ha tingut una forta repercusié a nivell d’arquitectura, no ha experimentat una continuitat ni
molta difusié basicament com a conseqii¢ncia de dos aspectes: en primer lloc, I’escasa
flexibilitat del model per a adequar-se a senyals que no compleixin la restriccié de Gaussianitat
i, en segon lloc, la complexitat del model resultant. Una altra ra¢ fonamental per a explicar la
proliferacié de metodes relacionats amb el model de Volterra en detriment del de Wiener es pot
trobar en el fet de que el model de Volterra ha situat les seves principals aplicacions en el camp
de modelatge de SNLs perd amb un disseny adaptatiu. Darrerament. les accions de recerca més
rellevants s’han encaminat a desenvolupar algorismes adaptatius adequats al disseny de
sistemes de Volterra. Per una banda, aquests algorismes han d’intentar reduir al maxim el cost
computacional perque, tal i com s’ha vist, representa un probléma important en models de
Volterra ja que el nombre de coeficients creix exponencialment. Per altra banda, els algorismes
han de proporcionar unes prestacions acceptables de velocitat de convergéncia i desajust final,
fet que redueix les opcions a I'is de métodes recursius atesa 1’alta correlacié entre els nuclis de
Volterra, i alhora assegurar-ne 1’estabilitat.

A continuaci6, el capitol III es centra més en el cos de la tesi, presentant un model de
SNLs alternatiu al model de Volterra i que, tal i com s’anira deixant palés, t€ unes propietats

que ¢l fan superior al model de Volterra, precisament en dissenys adaptatius.
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Capitol 3

Model de Fourier de sistemes no lineals basat en la
serie trigonometrica

En el camp de teoria del senyal, altres séries de funcions s’han anat imposant per sobre
de la serie polindmica o de Taylor a I’hora d’aproximar senyals, tant si es tractava de senyals en
el domini temporal com en el domini espaial. Un exemple clar és la ben coneguda serie
trigonometrica, que forma part del que s’anomenen séries de Fourier [Chu69].

Basant-nos en aquest fet, el principal objectiu d’aquest capitol consisteix en estudiar les
possibilitats de la série trigonométrica com a eina matematica per modelar SNLs [Gra95], tot
analitzant els avantatges i limitacions que presenta en front del model de Volterra. La
comparacid del model de Volterra i el model basat en la série trigonometrica (que anomenarem
model de Fourier) s’efectuara des de tres perspectives diferents: a nivell de série, d’arquitectura
i de disseny. Aix{, €s necessari primer de tot examinar la capacitat de la serie trigonométrica per
a aproximar funcions, cosa que en determinades ocasions pot justificar I’ds d’aquesta série en
lloc de la polindmica. Per altra banda, per tal d’obtenir una visi6 global de les prestacions del
model de Fourier es fard imprescindible abordar aspectes de caire més practic com sén la
implementacid i disseny del model.

L’organitzaci6 del capitol segueix les mateixes pautes que I’anterior, €s a dir, en primer
lloc es presenta el model de Fourier per SNLs sense memoria i, a continuacid, 1’apartat (3.2) es
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dedica al model de Fourier multidimensional per SNLs amb memoria. En tots dos casos es
discuteixen aspectes relacionats amb la formulacid, implementacié i disseny del model, tant en
bloc com adaptatiu. Per 1ltim, i abans d’acabar amb aquest capitol integrament dedicat a la
presentacié del model de Fourier, a la tercera seccié (Ap.3.3) es desenvolupa una
implementaci6 en gelosia (o “lattice” en angles) del model de Fourier sense memoria que dota al
sistema resultant d’unes prestacions especialment adequades per a un disseny adaptatiu. El
desenvolupament que es presenta fa palesa la possibilitat d’implementar versions no directes del
model de Fourier (com, per exemple, I’estructura “lattice” pel cas del model de Fourier sense

memoria) d’'una manera totalment paral.lela a la realitzada pels sistemes de Volterra [Zar85].

3.1 Model de Fourier per a sistemes no lineals sense memoria

El model que proposem en aquest capitol per modelar sistemes no lineals sense memoria
es basa en una aproximaci6 de la relaci6 entrada/sortida del SNL a partir d’una combinaci6

lineal de les segiients funcions,
{1,cosps,sinpt} (p=12,..) 3.1

que formen la base de I’anomenada série trigonomeétrica, essent x en el cas que ens ocupa el
senyal d’entrada al SNL normalitzat dins el rang [-7,+7].

Malgrat que la serie trigonometrica és, estrictament parlant, un cas particular de les
anomenades séries de Fourier generalitzades [Chu69], s’ha optat per denotar el model resultant
que es presenta en aquest capitol amb el nom genéric de model de Fourier. Aixé ha estat
fonamentalment motivat per I’amplia acceptacié que en el mén de tractament del senyal hi ha
sobre el reconeixement de la segiient série (Eq.3.2) com la série de Fourier (homologa a la

trigonometrica perd formulada en termes de funcions exponencials complexes).

+°° . -~
g®)= Y, el Pt
p==e 3.2)

En aquest sentit €s imprescindible remarcar que, a diferéncia d’altres autors [Rug81], el
nom de “model de Fourier” no implica I’ortogonalitat entre les funcions involucrades en el
model de SNLs , sino que només denota el fet de que aquest es construeix a partir d’una série
de Fourier. De totes maneres, abans d’entrar en detalls del model, el primer pas consisteix en
presentar la serie en la que es basa, analitzant les propietats més rellevants que condicionaran

directament al model de Fourier.
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3.1.1 Séries de Fourier. Principals propietats

Les séries de Fourier es desenvolupen entorn d’un espai de funcions f{x), denotat per
O, finites i delimitades dins d’un intérval a<x<b, definint el producte escalar de dues funcions

qualsevols d’aquest espai, per exemple f{x) i g(x), tal i com segueix.

b
(F0),80)= [ f(x)- (x)dlx
a (3.3)

En conseqiiéncia, la norma de tota funcié que pertanyi a aquest espai en resulta un nombre real i

no negatiu.

b
|f(x)|l= NORMA = \[(f(x), f(x)) = J’If(x)lz dx
a

3.4

Donat un conjunt ordenat i possiblement infinit de funcions {¢p(x)e ©} que siguin
ortonormals entre elles segons la norma establerta,

0 #
<¢P’¢q>={1 Zzg Vp,g=12,... s

es defineix la série de Fourier d’una funcié f(x) respecte d’aquest conjunt de funcions

ortonormals com la segiient combinaci6 lineal

ch : ¢p(x)
p=1 (3.6)

que aproxima la funcié fix), de manera que els coeficients cp compleixen la segiient igualtat.

b
Cp =<f(x),¢;(x)>=jf(x)-q);(x)dx Vp=1,2,...
a 3.7

Aquests coeficients {cp Yp=1,2,...}, anomenats normalment constants o coeficients de
Fourier, sén a més a més uns coeficients que minimitzen la distancia entre la funcié f(x) i la
combinacié lineal que formen amb les funcions ortonormals. Es a dir, no existeix cap altre
combinaci6 lineal diferent de les funcions {¢p(x) ¥p=1,2,...}, |

ZYp‘(bp(x) Yp#<p
p=1 (3.8)
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tal que la distancia a la funcid f(x), segons la norma definida per I’espai de funcions, sigui
menor que I’assolida per la combinaci6 lineal amb les constants de Fourier {cp Vp=1,2,...}.

Es diu que el conjunt de funcions {¢p(x) Vp=1,2,...} és complet si no existeix cap
funcié que pertanyi a I’espai, que sigui ortogonal a totes les funcions del conjunt. Per altra

banda, si ens definim Sp(x) com la suma parcial de la série de Fourier generalitzada segiient,

p
Sp(x)=D.cq B4 (x)
q=1 (3.9)

llavors es diu que {¢p(x)} és un conjunt tancat en el sentit de convergéncia en la mitja si el

segiient limit tendeix a zero:

b
tim [|s,(x)- ol =0
P==q (3.10)

Desenvolupant el quadrat d’aquest limit i tenint present la definicié dels coeficients de

Fourier (Eq.3.7), facilment s’arriba a la segiient relacié anomenada equacid de Parseval.

00 b
PARSEVAL = 2|cp|2 =[] dx
a

p=l (3.11)

Es important notar que, en general, la propietat (3.10) de la série de Fourier no implica
una convergéncia uniforme i punt a punt de la suma parcial Sp(x) cap a la funci6 f(x). En altres
paraules, no és equivalent al segiient limit

lim S,(x)= f(x)
P (3.12)

que, per altra banda, quan es cumpleix es diu que {¢p(x)} és un conjunt tancat en el sentit de
convergencia puntual.

Un cop establerts els principis de les séries de Fourier generalitzades, ens centrarem en
el cas particular de la série trigonometrica o, ja directament, la série exponencial complexa de

Fourier. Abans pero, caldra definir el que s’entén per una funcié continua per seccions.

Definicio 3.1: Funcid continua per seccions. Suposem que f(x) és una funcié
continua en tots els punts d’un interval finit a<x<b excepte possiblement en un conjunt finit
{a,x],...xnb} tals que asx]<..<xn<b. Llavors f(x) és continua a cadascun dels intérvals

oberts {a<x<x], x]<x<x2,...,xn<x<b}, no essent necessari que estigui definida als extrems. De
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totes maneres, si a cada subintérval, f(x) tendeix a un valor finit a mesura que x s’apropa a
Uextrem per U'interior, llavors es diu que f(x) és continua per seccions dins Uintérval (a,b).
*

Un cop definit el que s’entén per funcions continues per seccions, es pot formular el
segiient teorema [Chu69] que determina quines s6n les funcions que admenten un

desenvolupament en série de Fourier.

Teorema 3.1. Per a tota funcié f(x) tal que sigui continua per seccions dins

Uintérval (-Xo, Xo), i periodica amb periode 2Xp, la segiient série de Fourier

oo jprx 1 Xo _Jpnrx
ch-e %0 on cp=——2XO Jf(x)-e X0 dx
p=—co -Xo (3.13)
convergeix al valor
1
Z[f(x+0)+ f(x~0)] =00 < x <o (3.14)

per tot valor x sempre i quan existeixi la derivada lateral per la dreta i per I’esquerra de la funcio
f{x). (La notacié utilitzada, és a dir, f{x+0) i f(x-0) indica limit lateral per la dreta i per
I’esquerra de la funcid f{.) en x, respectivament).

&

Aquest teorema €s fonamental per a establir quines funcions sén susceptibles d’ésser
desenvolupades en serie de Fourier i d’aquesta manera ser capagos d’establir comparacions
entre el model de Fourier i el de Volterra. En aquest sentit, en el teorema s’especifica que la
funcié que admet un desenvolupament en série de Fourier ha de ser periddica. En general, es
pot afirmar que la série de Fourier proposada (Eq.3.13) convergeix també per a qualsevol
funcié limitada a I'intérval (-Xo, X0), camplint-se llavors I’expressié (Eq.3.14) per valors de x
inclosos dins d’aquest rang (i no a tot el rang dels reals). En aquest cas, la série de Fourier
reprodueix fidelment la funci6 f{x) dins el rang que interessa, és a dir, (-Xo, X0), repetint-la a
fora periddicament ja que I’expressi6 de la série de Fourier (Eq.3.13) és inherentment periodica
amb periode 2X¢. Per altra banda, cal destacar que el fet de que el teorema (3.1) estigui
enunciat suposant un intérval de I’entrada simétric respecte de 1’origen no suposa cap restriccié
per funcions definides dins d’un intérval que no ho sigui. En efecte, la condicié de
convergéncia de I'expressié (Eq.3.14) es cumpleix també per qualsevol subintérval
(Xmin, Xmax) no simétric que estigui inclos dins el rang (-Xo, X0).
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Tot i que la serie de Taylor (Eq.2.2) no imposa cap condicié respecte del rang d’entrada
i, en canvi, la de Fourier si, ja es va comentar a ’apartat (Ap.2.1.2) que el teorema de
Weierstrass només assegura ’existéncia d’un model polindmic d’ordre finit per a aproximar
funcions amb un error absolut arbitrariament baix quan aquestes sén: reals, continues i
definides dins d’un intérval finit. Per tant, la necessitat d’haver de delimitar el rang de la
variable d’entrada per assegurar la convergeéncia de la serie de Fourier, no suposa cap limitacié
del model de Fourier envers el de Volterra, ja que a la practica el model de Volterra també
requereix d’aquesta condicio.

L’aspecte més rellevant que posa de manifest el teorema és 1’existeéncia de la serie de
Fourier per funcions fins i tot discontinues, sempre i quan siguin limitades (&s a dir,
discontinuitats de primera espécie per tal que la funci6 pertanyi a I’espai de funcions normat
(Eq.3.4)). Aixi, la série de Fourier convergeix a f(x) quan aquesta funcié és continua, i quan no
ho és, convergeix al valor promig dels limits laterals als que tendeix la funcié fquan s’acosta a
la discontinuitat.x. Per exemple, un cas particular és el comportament de la série als extrems del

rang que tendeix al valor promig dels limits laterals interiors als quals tendeix f{x).
%'[f(_XO+O)+f(XO _0)] (3.15)

Aix0 fa que, a priori, el model que presentarem basat en la série de Fourier abraci unes
funcions amb determinades discontinuitats que el model de Volterra en principi no és capag de
modelar. De totes maneres, €s evident que per qiiestions de caire practic el model de Fourier es
construird a partir de la suma parcial Sp(x) (Eq.3.9) i no de la série original amb un nombre
infinit de termes. Llavors, en el cas de la série trigonomeétrica la convergéncia de la suma parcial
cap a f(x) per tot x, només esta assegurada alld on la funcié que s’estd desenvolupant és
continua [Chu69]. En cas contrari, la suma parcial Sp(x) t€ un comportament al voltant de les
discontinuitats que es coneix pel nom de fenomen de Gibbs. Aquest fendmen consisteix en que,
mentres que al punt de discontinuitat x, la série de Fourier pren el valor mig de la discontinuitat,
a cada costat la seérie de Fourier té un comportament oscil.latori amb un periode inversament
proporcional a I’ordre p de I’aproximacid perd amb un pic inicial que només depen del desnivell
de la discontinuitat [Car88] i que, per tant, per més que s’elevi I’ordre no desapareixera. En
definitiva, només en cas de que la funcié f{x) que s’estd aproximant sigui continua, es pot
assegurar que la suma parcial Sp(x) tendeix uniformement cap a f{x) per a tot x a mesura que p
augmenta. Per altra banda, és interessant tenir en consideraci6 el fendmen de Gibbs que
apareixera sempre que hi hagi una discontinuitat o també, quan el valor de f{x) als limits del

rang d’entrada sigui diferent (Eq.3.15).
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3.1.2 Model de Fourier sense memoria

Procedint d’una forma similar al capitol anterior pel cas de Volterra, el model de Fourier
per a un determinat SNL es defineix a partir del desenvolupament en série de Fourier de la
relacié entrada/sortida que caracteritza a aquest sistema, que es denota per la funci6 g(.).
Prenent en consideracié que el SNL no té memoria, aix0 significa que la sortida y(n) només
depen del valor actual de I’entrada x(n) i que per tant la funcié g(x) €s unidimensional.

y(n) = g[x(n)] (3.16)

Sota la hipotesi de que el senyal d’entrada pertany a un rang limitat, per exemple (Xmin,
Xmax), 1 que la funcié g(x) admet un desenvolupament de Fourier tal i com el que segueix,

< . Cipgsx
g(x)= Zcp-e 0 2Xp 2 (Xmax ~ Xmin)
p==c (3.17)

es proposa que el model de Fourier d’ordre P per SNLs sense memoria (Eq.3.18) sigui una

versi6 truncada de la serie de Fourier per tal de que sigui realitzable.

+P 4
N —JDv=X
g(x)= E,Cp'e Xo
p=—F (3.18)

En cas de que 2X0>(Xmax-Xmin), I’aproximacié implementada pel model de Fourier
(Eq.3.18) continuara essent valida sempre i quan el desenvolupament en série de Fourier
(Eq.3.17) sigui igual a la relaci6 entre I’entrada i sortida del SNL real per a tot x que pertanyi al
rang d’entrada (Xmin , Xmax). Es en aquest sentit que el valor que prengui la série de Fourier
fora d’aquest rang no perjudica I’aproximacié del model final perd que, per altra banda, si estd
ben dissenyada pot ajudar a disminuir el fendmen de Gibbs en els extrems aixi com disminuir el
cost computacional del model resultant forgant simetries [Pag94].

Ja s’ha vist anteriorment que, per tal de minimitzar la norma de ’error entre la funci6
que implementa el model, ﬁ(x), i el sistema real, g(x), els coeficients cp han d’estar definits
segons (Eq.3.7). Una manera alternativa d’expressar els coeficients de Fourier és mitjangant la
funcié Ge(w),

00 =7

=1
‘rT2X%, Ge(a))lw=1’wo X0

(3.19)
que representa la transformada de Fourier de la funcié ge(x) respecte de x , essent ge(x) una
versi6 enfinestrada g(x) nul.la fora de I'intérval (-Xp, X0) i que ha de coincidir amb g(x) pels
valors de x que pertanyin al rang d’entrada.
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+o00
G,(w) = Jge(x) eI O% gy =

Xinin . X;nax . Xp .
= jge(x)e-]wxdx+ jg(x)e_]wxdx+ Jge(x)e_}wxdx
Xo X nin X max (3.20)

En el cas en que ge(x) també s’esculli nul.la fora del rang d’entrada, es pot interpretar
que els coeficients cp s’obtenen de mostrejar la transformada de Fourier de g(x) a miltiples
enters de wo=n/Xo, parametre que d’ara endavant s’anomenara freqiiéncia principal. Aquest
parametre del model de Fourier esdevé crucial ja que controla el periode de repeticié de g(x)
quan es desenvolupa en seérie de Fourier. Aixi, si Ge(w) es mostreja a una cadéncia massa
elevada, €s a dir, w0>2a/(Xmax-Xmin)), la funcid que reprodueix el model de Fourier proposat
és g(x) repetida amb un periode menor que el rang d’entrada, de manera que es superposa
cometent el que en anglés s’anomena “aliasing” i proporcionant una aproximaci6 distorsionada
de la veritable funci6 g(x). Al contrari, si Ge(w) es mostreja amb un periode molt més petit que
el minim, és a dir wo<<2m/(Xmax-Xmin)), es necessitara incrementar 1’ordre P del model, i per
tant la seva complexitat, per assolir el mateix llindar d’error.

Aquest grau d’aproximacid que €s capag d’assolir el model de Fourier d’ordre P depén
exclusivament de la relaci6 entrada/sortida del SNL particular que es vol modelar. El que si que
es pot afirmar és que el model de Fourier proposat (Eq.3.18) sera millor en la mesura que la
funcié g(x) tingui un comportament “suau” en x, és a dir, que Ge(w) tingui un contingut més
important al voltant de I’origen (per @ baixes) que no a freqiiencies més elevades. El fet de que
certs dispositius no lineals tipics (per exemple, els amplificadors de RF o bé els diodes) tinguin
un clar comportament suau, aixi com el resultat de les simulacions que es presenten més
endavant han encoratjat I’aprofundiment d’aquest model. En cas de que la funcié Ge(w) tingui
un contingut freqiiencial important en un altre marge de freqiiéncies, seria convenient modificar
els valors que pren I’index p del sumatori (Eq.3.18) per adequar-se a les caracteristiques del
SNL particular amb el que ens enfrontem (malgrat que aix0 és poc realista i dificil de
determinar).

La teoria de Fourier ens proporciona un criteri de disseny dels coeficients cp de manera
que minimitzin la norma de la funcid error e(x), definida com la diferéncia entre la funci real

g(x) i ’aproximaci6 §(x).

X, X, |
g(x)—A(x)zdx = c,= |gx)e/P%dx p=-P,. P
§ P
~Xo MINIM -Xo (3.21)

En general, els SNLs que es tracten en aquesta tesi segueixen una relacid entrada/sortida
real i per tant és dessitjable que I’aproximaci6 proposada pel model de Fourier, §(x), també ho
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sigui. Malgrat que els coeficients de Fourier sén complexes, aquesta propietat s’assoleix gracies
a I’hermiticitat de les funcions exponencials complexes, forgant alhora una simetria hermitica en

els coeficients cp.
¥
Cp=C_p p=L...,P (3.22)

Tot i que queda fora de I’abast d’aquesta tesi, el model de Fourier també seria adequat
per modelar SNLs amb una relacié entrada/sortida que fos una funcié complexa sempre que
depengués d’una variable real.

Un cas particular que sovint es presenta en el modelat de SNLs és la propietat de que la
funcié g(x) segueix una simetria determinada, per exemple una simetria parell o senar respecte
de I'origen. Aix{, en cas d’existir una simetria parell, la série de Fourier, i per tant també el
model de Fourier, es redueix a una combinaci6 lineal de funcions cosinus més una component
de continua,

P
) =g-x) = 2=}ap+ Y ap cos(pEa)
p=1 (3.23)

0 bé, una combinacio lineal de sinus en cas de simetria senar.
P
g0)=-g(-x) = §x)=, by sin(pfa]
p=1 (3.24)
Els coeficients d’ambdos models, denotats per {ap Vp=1,2,...} i {bp Vp=0,1,...}, esdevenen
ara reals, guardant una estreta relacié amb els coeficients de Fourier de la série basada en
exponencials complexes.

(3.25.a)

(3.25.b)

Tal i com es veura a les simulacions, no és del tot inusual enfrontar-se a un problema
practic en el que el SNL a modelar compleixi alguna d’aquestes simetries. Per altra banda,
aquests models també resulten ttils en cas de que el rang del senyal d’entrada pertanyi als reals
positius [0,Xmax] (o bé, d’una forma totalment paral.lela als negatius). Aixi, en una situacié
general en la que g(0)#g(Xmax), el SNL es podria modelar mitjangant un model parell
(Eq.3.23) amb una freqii¢ncia de wg=m/Xmax de manera que el model reprodueix la funcié del
SNL pel rang de valors de I’entrada [0,Xmax]. Quan, a més a més, es cumpleix que
8(0)=g(Xmax) també seria valid un model senar basat en funcions senoidals (Eq.3.24). En
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aquests casos, i en general sempre que es pugui fins i tot recorrent a solucions artificials com
les presentades, serd interessant tenir en compte aquestes versions simplificades del model de
Fourier (Eq.3.23,3.24) ja que comporten una reduccié considerable tant del cost computacional
com de la memoria necessaria. En efecte, sén models que utilitzen funcions i parametres reals
en lloc de complexes com en el cas del model de Fourier amb exponencials complexes
(Eq.3.18), sense penalitzar el grau d’aproximaci6 que és capag d’assolir.

De totes maneres, tant per a la implementaci6 del model de Fourier aixi com pel seu
disseny, és més interessant desenvolupar el model més general en funcié de les exponencials
complexes en lloc de les versions simplificades. Aix0 estd motivat en part pel caracter general
del resultat i, a més a més, perque d’aquesta manera sorgeixen aspectes rellevants del model de
Fourier en relaci6 a possibles aplicacions que motiven el capitol quart de la present tesi.

3.1.3 Arquitectura per implementar el model de Fourier

Tal 1 com es veura més endavant en el cas de SNLs amb memoria, el model de Fourier
també admet una arquitectura en dues etapes (LD/NMR) que segueix les mateixes pautes
descrites a ’apartat (Ap.2.1.4) pel model de Volterra. Malgrat aixo, en el cas sense dinamica, la
primera etapa LD €s eliminada 1, per tant, no resulta adient recérrer a aquesta arquitectura per a
establir comparacions entre ambdos models.

Sense una analisi gaire exhaustiva, pot semblar que el model de Fourier comporta una
complexitat forca més elevada que un model de Volterra del mateix ordre ja que en lloc de

poténcies conté exponencials complexes aplicades sobre el senyal d’entrada.

P P
~FOURIER ipWoX _ FOURIER
g [x(n)] = E cp~ejp 0t = E p 2p (x,n)

p=-P p=-P (3.26.a)

P P
g,VOLTERRA[x(n)]= z cp- xP = 2 cp- ZI‘;OLTERRA (x,n)

De totes maneres, el model de Fourier es pot interpretar, fonamentalment, com un model
de Volterra precedit d’un modulador de freqiiéncia (Fig.3.1) que fonamentalment delimita
I’estadistica del senyal d’entrada al rang [-1,1].
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Figura 3.1 Interpretacié del model de Fourier com una transformacié exponencial complexa seguida d’un

sistema de Volterra.

Aquesta representacié posa de manifest el fet de que tant el cost computacional del
model de Fourier com la complexitat de la seva implementacié sén molt semblants als d’un
model de Volterra del mateix ordre (sense considerar el cost d’obtenir I’exponencial complexa
inicial). Per tal d’&sser més rigurosos, I’esquema anterior es pot detallar tal i com segueix, on
els coeficients {cp Vp=-P,...,P} s’han ajuntat en el vector c.

i Y )
N
| RN \
x(n) [P Jexplj@ox(m)] N Generador M\ \
CXPU wg ()] de poténcies U\ N
fins ordre P §“ §

Combinador y(n)

\\\\\ lineal 3 —
N
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! \
\
VOLTERRA N N

L A e Sy — J

Figura 3.2 Implementacié del model de Fourier util per comparar complexitat. L’ asterisc representa una

transformacio de complexe conjugat.

La comparacié de la complexitat del model de Fourier envers la del model de Volterra
s’estableix amb vista a una implementacié discreta, en termes del nombre de multiplicacions
necessaries per a generar un valor del senyal de sortida. Per tal de comptabilitzar aquesta
carrega computacional cal considerar, fonamentalment, dues operacions (Fig.3.2): per una
banda, la generaci6 de I’espai de senyal format per les funcions z(x,n) corresponents a cada
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model, i per altra banda, la combinacié lineal d’aquestes funcions amb els respectius
coeficients, c.

Respecte de la generacid de 1’espai de funcions z(x,n) del model de Volterra sense
memoria d’ordre P, es necessiten un total de (P-1) multiplicacions per a generar els P monomis
que inclou el model (Eq.3.26.b). Per altra banda, en el cas del model de Fourier només cal
generar les P poténcies positives de ’exponencial d’ordre 1 (és a dir, Vp=1,2,...,P) ja que els
termes corresponents a un index p negatiu es poden obtenir aplicant el complexe conjugat
(Fig.3.2). Per tal d’obtenir la carrega computacional d’aquests P termes positius s’han de
calcular poténcies de nombres complexes i per tant cada multiplicacié suposa 4 multiplicacions
reals. En definitiva, es pot trobar facilment que s6n necessaries en total (4P-4) multiplicacions
reals per obtenir totes les exponencials complexes necessaries per a implementar un model de
Fourier sense memoria d’ordre P (Eq.3.26.a). Aix{, és evident que el model de Fourier tot i que
comporta un nombre més elevat d’operacions que el de Volterra (4 cops més, sense considerar
el calcul de la primera exponencial complexa), es manté dins el mateix ordre de magnitud, és a
dir, O(P).

En aquest sentit per0, és important destacar la diferéncia entre el paper que juga I’ordre
P en un model de Volterra o bé en un model de Fourier. En efecte, mitjancant el
desenvolupament en serie de Taylor (Eq.2.2) de la funcié exponencial complexe d’ordre
generic p,

. 2
] (0]
ejpw°x=l+jpw0x+—(jp 0%) +

(3.27)
es pot-.comprovar que el model de Fourier d’ordre P (Eq.3.18) en realitat inclou poténcies del
senyal d’entrada fins a un ordre infinit, tot i que té un nombre limitat de graus de llibertat.

En cas de que el SNL que s’ha de modelar segueixi una simetria parell o senar, tant el
model de Volterra com el de Fourier admeten una simplificaci6 que repercuteix en els respectius
costos computacionals. Aixi, el model de Volterra necessita aproximadament la meitat de
multiplicacions per a generar el seu nou espai de dades format ara per poténcies parells del
senyal d’entrada si g(x) té simetria parell, o bé per poténcies senars si g(x) té simetria senar. El
model de Fourier, en canvi, no experimenta cap reduccié del nombre d’operacions necessaries
per obtenir el nou espai de dades ja que, en principi, sembla igual de costds calcular les
funcions cosinus del model parell (Eq.3.23), o bé les funcions sinus del model senar
(Eq.3.24), com la part real i imaginaria, respectivament, de les exponencials complexes del
model més general (Eq.3.26.a, Fig.3.2).

Pel que fa al cost computacional de la combinacié lineal dels coeficients ¢ amb les

funcions z(x,n), el model de Volterra d’ordre P (Eq.3.26.b) requereix (P+1) multiplicacions,
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mentres que el de Fourier (Eq.3.26.a) en necessita (8P+1) (els seus coeficients son complexes 1
cada multiplicacié de complexes equival a 4 de reals). De totes maneres, si s’aprofita la simetria
hermitica dels coeficients i funcions del model de Fourier, és ben conegut que la mateixa sortida

y(1) es pot obtenir només a partir dels sumands corresponents a indexs positius,

P .
y(n)= Re co+ 2 ch . elpwox(n)
- (3.28)

de forma que estrictament només serien necessaries (4P+1) multiplicacions reals. Tot i que
formalment les expressions anteriors (Eq.3.26.a,3.27) coincideixen, experimentalment s’ha
pogut observar que I’esquema corresponent a la primera formulacié resulta ésser més robust a
eITOrs NUMErics.

Per altra banda, respecte dels models que contemplen una certa simetria de la funcid del
SNL, g(x), el model de Volterra necessita de 1’ordre de O(P/2) multiplicacions ja que el nombre
de potencies i coeficients s’ha vist reduit a la meitat, mentres que el de Fourier en requereix P o
(P+1) segons el model sigui senar o parell, respectivament, pel fet de que en aquest suposit els
coeficients son reals.

En resum, es pot concloure que el model de Fourier necessita en general 4 cops més
multiplicacions que un model de Volterra del mateix ordre P i que, per tant, la complexitat es
manté dins el mateix ordre de magnitud (sense considerar el cost de calcular I’exponencial
complexa inicial corresponent a p=1). Per tltim, i un cop establerta la comparaci6 entre ambdos
models respecte de llur complexitat, és interessant comparar-los en 1’etapa de disseny dels
parametres on, tal i com es veurd a continuacidé, el model de Fourier presenta unes
caracteristiques superiors al model de Volterra.

3.1.4 Disseny del model de Fourier

El model de Fourier, a I’igual del model de Volterra, és fonamentalment un model
parametric per a SNLs i per tal de completar el disseny de 1’arquitectura que I’'implementa
(Fig.3.2), cal determinar el valor dels parametres que el formen. Tal i com es pot comprovar a
I’expressié del model de Fourier segiient (Eq.3.29), es poden distingir tres grups diferents de
parametres: I’ordre del model P, la freqiiéncia principal wo, i els coeficients wp (que per ser, en
general, diferents als coeficients de Fourier cp, es denoten a partir d’ara per wp i s’ajunten en el
vector w).

+P i
gx)= Z W;'e TPxo =wh -z(x,n)
p=-F | (3.29)
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En primer lloc es troba ’ordre P que condiciona enormement el grau d’aproximaci6 que
el model sera capag d’assolir. En principi, ja s’ha vist que si es tracta d’'un SNL amb una funcié
g(x) continua, un increment de 1’ordre del model de Fourier ha de repercutir en una disminuci6
de la norma de I’error (Eq.3.10, 3.12). De totes maneres, fins i tot en cas de que g(x) sigui
continua, aquesta convergéncia uniforme de la norma de I’error cap a zero a mesura que P
augmenta es deixa de complir si els coeficients del model que formen el vector w no
coincideixen amb els de la série de Fourier ¢p (Eq.3.21). En general, en una situacié practica no
es disposa de la funcié g(x) necessaria per a calcular els coeficients de Fourier, de manera que
interessa un ordre el més reduit possible per tal de minimitzar el cost computacional que
requereix el model, perd alhora suficientment elevat com per a assolir un grau d’aproximaci6
satisfactori per a I’aplicacié concreta. De la mateixa manera que en el model de Volterra, I’ordre
P en el model de Fourier es decideix préviament prenent en consideracié limitacions
tecnologiques referents al nombre d’operacions per mostra o bé, en base a unes simulacions
efectuades anteriorment que determinen un ordre adequat a partir del qual, la millora que s’obté
pel fet d'incrementar-lo no compensa I’augment d’operacions necessaries que comporta. En
aquest sentit, també existeix el test de Fisher [She76] que proporciona un criteri per a la seleccié
del nombre d’harmonics que inclou un model d’exponencials complexe.

Per altra banda, es troba I’anomenada freqii¢ncia principal que esta limitada per un valor
inversament proporcional al rang del senyal d’entrada per tal d’evitar una superposicid de g(x)

en la funcié §(x) implementada pel model de Fourier.
2z

0)0 <
2Xo (3.30)

Aquest parametre també es determina inicialment a partir del valor del marge dinamic del
senyal d’entrada del SNL que es vol modelar. En determinats problemes perd, no es disposa
d’aquest rang 1 s’haura de fixar un valor Xp elevat i conservador, que en principi repercutira en
una aproximacié pobre en ressolucid. Tal i com es veura a les simulacions, el més adequat
generalment €s escollir una freqiiencia principal propera al valor maxim permes (Eq.3.28),ien
cas de que els valors de la funcid g(x) als extrems del rang d’entrada siguin diferents sovint és
interessant una wg menor per evitar el fendmen de Gibbs que alla s’hi produeix.

Per tltim, perd potser la part més interessant ja que és on el model de Fourier presenta
unes caracteristiques rellevants, és el disseny dels coeficients wp que formen el vector de
coeficients w 1 que, pel cas de la série de Fourier, resulten iguals als coeficients de Fourier
conjugats ja que produeixen la combinacio lineal de les exponencials complexes que minimitza
la norma de I’error (Eq.3.21)
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Xo
wpsc; p=-P,..,P = Jle(x)l2dx
~Xo MINIM (3.31)

En un cas general, el desconeixement de g(x) no permet utilitzar I’expressio (3.21) per a
calcular aquests coeficients i, en conseqiiéncia, sera necessari establir un nou criteri de disseny
per tal de determinar-los. En definitiva, es pot dir que la teoria de les series de Fourier (a I'igual
del teorema de Stone-Weierstrass envers el model de Volterra), el que proporciona és la certesa
de que existeix un conjunt de coeficients wp=(cp)* que minimitzen la norma de la funci6 error
sempre i quan la série de Fourier de g(x) existeixi.

En aquest contexte del criteri de disseny dels coeficients, cal destacar el treball fet per
Mulgrew [Mul94] en el modelat de SNLs a partir també d’una série de Fourier perd dins d’un
espai de funcions on la norma es defineix com,

“+o0
(FO,f) = [F)-F () px(x) dx
o (3.32)

essent px(x) la funcié densitat de probabilitat del senyal d’entrada. Les funcions {¢p(x)} que
formen la base del model que proposa no sén doncs exactament les exponencials complexes
sino que estan dividides per I’arrel quadrada de px(x) per tal de que siguin ortonormals en la
norma definida. Per tant, Mulgrew proposa un model de SNLs sense memoria en el que les
funcions que utilitza sén ortonormals i que, per tant, el disseny dels coeficients es simplifica
molt sota un criteri de MMSE de Wiener (Ap.2.2). El problema del model radica en el fet de
que €s necessari congixer ’estadistica del senyal o, en el seu defecte, estimar-la per a calcular
les funcions del model. Per altra banda, I’extensié al modelat de SNLs amb memoria encara es
preveu més complicada ja que en aquest cas es necessitaria saber o estimar la probabilitat
conjunta de la diversitat temporal del senyal d’entrada.

En el cas que ens ocupa, els coeficients del model de Fourier {wp p=-P,...,P} es
dissenyaran de manera que minimitzin la mateixa norma de la funcié error que la utilitzada a
[Mul94].

Xo
Ar N2
“g(x) - g(x)l - px (x) dx = Wp =Wpoptim
~Xo MINIM (3.33)
A diferéncia del treball de Mulgrew on es proposa un conjunt de funcions ortonormals
segons la norma definida (Eq.3.32), el model de Fourier per SNLs continua essent una

combinacid lineal de les exponencials complexes amb els nous coeficients,
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P :
2= Sy elroo®
P=f'P (3.34)

permetent la segiient formulaci6 vectorial,
a H
gx)=w" z (3.35)

que inclou el producte del vector que agrupa els coeficients wH i el vector z que conté les

exponencials d’indexs succesius.

W=[W_p Wopsl - WP] (336&)

z=[e~jPa)0x e*j(P*-l)Cl)QX echoox]

(3.36.b)

En definitiva, es pot veure com el model de Fourier es tracta d’un model de SNLs pero

lineal amb els parametres wp, aconseguint d’aquesta manera que la funcié de cost (Eq.3.37,
3.33) que s’ha de minimitzar sigui una forma quadratica en termes de w.

Ew= E“g(x) —wh. zlz] = E[lg(x)l2] - wHE[z . g*(x)] - E[g(x) . zH]w + wHE[z : zH]w
' : (3.37)
Tal i com ja es va comentar a la secci6 (2.2) del capitol anterior, la funci6 de cost &w té
una forma convexa en funcié dels coeficients w sempre i quan la matriu d’autocorrelaci6 del
nou espai de dades generat pel vector z, és a dir Rzz = E[zH .z}, sigui definida positiva. Sota
aquesta hipotesi, que més tard es discutira, el conjunt de pesos que minimitzen aquesta funcié
de cost s’obté igualant a zero el gradient de &w respecte del vector de coeficients,

éwlleM = Vw“é“’ =Ry -w- E[g (x)-z] =0 (3.38)

arribant a la segiient expressi6 pels coeficients que es denoten amb el subindex opt ja que s6n
optims en el sentit dictat per Wiener.

-1 *
Wopt = Rzz ~E[g (x)-z] (3.39)

Tot i que aquesta expressié ja s’havia trobat pel cas general d’un model lineal amb els
parametres (Ap.2.2), s’ha considerat oporti desenvolupar-la de nou pel cas concret del model
de Fourier ja que es tracta de 1’eix principal d’aquesta tesi. A la solucié de pesos Optima trobada
es posa de relleu novament la necessitat de la no singularitat de la matriu d’autocorrelacié Rzz.
Donat que en el cas particular del model de Fourier, el vector z esta format per les exponencials
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complexes (Eq.3.36.b), cada component de la matriu d’autocorrelacié resulta ésser el producte
escalar de dues d’aquestes funcions complexes,
, =E[ j(m—l)coox]E ‘m—Do
Ry, (m,l)= Ele yx(jm—-Day) (3.40)
coincidint amb 1’anomenada funcid caracteristica d’una variable aleatdria X denotada per yx(jv)
[Pap65], perd avaluada a un miiltiple enter de wo.
+ o0

WX(]V)E{ Funcio }:E[ejvx]= J‘ejvx~px(x)dx

Caracteristica
—co (3.41)

Aquesta relacié entre les components de la matriu d’autocorrelacié del model de Fourier
(que també anomenarem matriu caracteristica) i la funcié caracteristica de x és mol interessant ja
que dota a Rzz de determinades propietats que la diferencien d’una manera rellevant de la matriu
d’autocorrelacié generada pel model de Volterra. Aquesta relacid, aixf com tot el que se’n pot
deduir d’ella, és el que ha motivat el quart capitol d’aquesta tesi dedicat fonamentalment a
I’estimacié de funcions densitat de probabilitat amb métodes d’estimacié espectral. De totes
maneres, ara per ara el que interessa és estudiar la matriu d’autocorrelacié que s’ha d’invertir
per trobar els pesos Optims del model de Fourier. No és gaire complicat comprovar que la
matriu d’autocorrelacié definida per (Eq.3.40) consisteix en una matriu hermitica gracies a
I’hermiticitat de la funcié caracteristica i a més a més és Toeplitz.

Hermiticitat = Ry (m,1)= Ry (l,m)
Toeplitz = Ry (ml)=R,(m+11+1) (3.42)

Per altra banda, la funcid caracteristica es pot interpretar com la transformada inversa de
Fourier de la funcié densitat de probabilitat de x (Eq.3.41) de manera que pel fet d’ésser
aquesta darrera real 1 positiva, la funcié caracteristica actua com una funci6 d’autocorrelacid.
D’entre elles, de moment, destaquem la particularitat d’ésser una funci6 no creixent i hermitica,

yx(O) =12|yx(jv] VveR (3.43.2)

yx(-m)=yx(v)  VveR (3.43.b)

propietats que asseguren que la matriu Rzz és una matriu definida no negativa. Aquesta
propietat de la funci6 caracteristica juntament amb la particularitat d’ésser una matriu Toeplitz
fan que en general, almenys aix6 és el que s’ha experimentat a les simulacions, la matriu
d’autocorrelaci6 Rzz del model de Fourier estigui molt millor condicionada que la generada pel
model de Volterra que conté moments d’ordre superior de la variable d’entrada x. Malgrat que
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cada component de la matriu d’autocorrelacié del model de Fourier es pot expressar en funcié

dels moments de la variable d’entrada x,

+o0 oo

vx(m=Ee/"|= B X h(w 5" = X h(w) B ]
i=0 i=0 (3.44)

aquesta darrera relacié sembla que no aporta res sobre aquest suposat millor condicionament de
la matriu d’autocorrelacié del model de Fourier envers la del model de Volterra. Cal esmentar
perd, que aquest comportament del model de Fourier observat en les simulacions implica un
aprenentatge més efectiu en dissenys adaptatius. De totes maneres, abans de discutir aspectes
relacionats amb el disseny adaptatiu seria interessant parar atencié al disseny del model de
Fourier en bloc, tant des d’un punt de vista computacional com prenent en consideraci

I’estimacié de les funcions necessaries.

3.1.4.1. Disseny de minims quadrats del model de Fourier sense memoria

Suposem un cas simple d’identificacié d’un SNL sense memoria per tal d’il.lustrar el
disseny de minims quadrats del model de Fourier d’ordre P (Fig.3.3)

( )
ST y(n)=g[x(n)]

x(n)

cratetatelete

e J

e(n)

Fourier 3\’( n)=glx(n)]

A

ipw o x(n)
e/P o X( sz‘Zn

P
Yy =glxml= X w,-
p=—P

g J

Figura 3.3 [dentificacié d’un SNL sense memoria mitjangant un mode! de Fourier d’ordre P.

En aquest cas, la variacid temporal de I’entrada i sortida del SNL real (suposarem que es
disposa de M mostres) proporciona una seqiiéncia d’error denotada per e(n),
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+P .
e(m) = y(n) = Yy e POX = ym)—wl
p=—P (3.45)

en funcié del vector z» format per les exponencials complexes de 1’expressié (3.36.b) pero
avaluades a x=x(n). El criteri de disseny de minims quadrats (o, en anglés “Least Squares™) del
conjunt de coeficients {wp p=-P,...,P} del model de Fourier es basa en la minimitzaci6 de la
funcié EMLS, que representa la suma dels quadrats de la seqiiéncia d’error generada pel model.

i LS 2|e<n>|2
n=0 (3.46)

El vector de coeficients w que minimitza la funcié de cost &,LS ha de complir el segiient
sistema lineal d’equacions que sorgeix d’igualar a 0 el gradient de EmLS respecte del vector de
coeficients hermitic wH,

M-1

1 *
_M'E)[(y (n)—za! 'W)'Zn]=0 (3.47)

1 que agrupant els termes convenientment es pot expressar tal i com segueix.

1 M-1 H 1 M-1 .
szn'zn v MEY (n)-z, |=0
n=0 n=0 (3.48)

El primer terme, que multiplica al vector de pesos w, correspon a una matriu que
denotarem per ﬁzz,

P 1 M5
R,, = —A; 2 Zn Zn
n=0 (3.49)
ja que en efecte es pot interpretar com una aproximacié de la matriu d’autocorrelacié Rzz del
model de Fourier (Eq.3.40) sempre que I’estadistica del senyal d’entrada no canvii amb el
temps i els succesius valors de x(n) siguin independents. Aix{, cada component de la matriu
Rz coincideix amb I’estimador de Ia funcié caracteristica de x conegut amb el nom de Funcio
Caracteristica Empirica (FCE) [Stu94].(les propietats estadistiques del qual es detallen a
I’apéndix (Apén.4.A) del segiient capitol),

M-1
1 -
Z J=m)wgx(n) -
FCE M= vbm=l...Ne

N . Estimador
R, (,m)= l//[(l—m)a)o]={ }

(3.50)
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que utilitza M valors de la variable aleatoria x, denotats per x(n) per a realitzar I’estimacio. Es
important destacar que aquest estimador (Eq.3.50) no esta esbiaixat i, a més a més, mant€ les
propietats d’hermiticitat i de simetria Toeplitz de la matriu d’autocorrelacid, importants des d’un
punt de vista de cost computacional i estabilitat numérica. En efecte, el fet de que la matriu :
proporcionada per I’estimador FCE sigui hermitica i Toeplitz permet que el calcul de la seva
inversa requereixi només de I’ ordre de O(ch) operacions (amb metodes classics el creixement
seria cuibic), essent N¢ el nombre de coeficients del model, és a dir 2P+1. Cal esmentar
I'existéncia d’altres metodes d’estimacid de la funci6 caracteristica [Arn95] perd que queden
fora de I’abast d’aquesta tesi.

Per altra banda, resta el segon terme de la solucié de minims quadrats (Eq.3.48) que es

A
representa pel vector %z,

L 1M

Ygz _M 2 (n)-z,
n=0 (3.51)

ja que quan ’estadistica del senyal d’entrada i de sortida no canvien amb el temps aquest terme

es pot interpretar com un estimador no esbiaixat de la correlacid creuada tedrica, ygz, entre la

funci6 del SNL real i el vector d’exponencials complexes (Eq.3.39). En definitiva, la soluci6 de

minims quadrats

A

51
wop =Ry Vg (3.52)

pot interpretar-se, en un entorn estacionari, com un estimador de la solucié de Wiener
(Eq.3.39) 1 que en qualsevol cas assoleix un valor minim en la funci6 de cost igual a la segiient

expressig.

M-
1 N
5llffls = 2 (”)I ygz zz “Yez
MINIM M n=0 3. 53)

Es important remarcar que, en preseéncia d’un soroll additiu a la sortida del SNL real, la
soluci6é de minims quadrats (Eq.3.52) manté les propietats estadistiques que se li atribueixen en
el disseny de sistemes lineals (veure per exemple [Hay91]). A I'apéndix (Apén.3.A) es
reprodueixen les que fan referéncia a I’esbiaix i covariancia. Destaca el fet de que I’estimaci6 del
vector de coeficients €s no esbiaixada si el soroll és de mitja nul.la, aixi com la segiient
expressio per a la covariancia,

cov[#]= o - R (3.54)
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valida sempre que el soroll sigui, a més a més, independent de I’entrada i blanc, amb una
variancia denotada per o [Hay??] (el vector wlS representa ’estimacid dels coeficients
proporcionada per I’estimador de minims quadrats (Eq.3.52) en preséncia de soroll additiu). En
aquest sentit, sorgeix un altre cop el fet de que un mal condicionament de la matriu Rzz
repercuteix en una variancia elevada en I’estimaci6 dels coeficients.

En vistes a les simulacions, 1’apéndix (Apén.3.B) inclou ’error quadratic minim que
assoleix I’estimador de minims quadrats, denotat per fMLS, en preséncia de soroll de mitja
nul.la, blanc i independent del senyal d’entrada. La mitjana d’aquest valor equival a la segiient
expressi6 (valida per a M2(2P+1)),

)2 -2

(3.55)

en la que es pot observar com a mesura que el nombre de dades disponibles M augmenta, el
valor esperat de I’error quadratic tendeix cap a la poténcia de soroll. Aquest resultat sera
d’utilitat en les simulacions (Ap.5.1) on es treballa sota la premisa d’un soroll additiu a la
sortida del SNL real.

Deixant de banda la influéncia del soroll, el disseny de minims quadrats del model de
Fourier (Eq.3.52) representa un disseny en bloc ja que es necessita d’un recull de M mostres
del senyal d’entrada i sortida del SNL que s’identifica (Fig.3.3) per a obtenir el vector de
coeficients que determinen el model de Fourier emprat. Aquesta mateixa solucié també es pot
obtenir de forma recursiva a mesura que noves dades de x(n) i y(n) sén disponibles, tot i que
aquests metodes es classificarien dins el camp de dissenys adaptatius que es presenta a

continuacio.

3.1.4.2 Disseny adaptatiu del model de Fourier

El treball de Mathews [Mat91] va posar en evidéncia la possibilitat d’ utilitzar métodes
adaptatius classics, ja desenvolupats en problemes de processament lineal del senyal, perd
aplicats al disseny adaptatiu de models polindmics o de Volterra. Aixi, al capitol anterior
(Ap.2.4) s’ha mostrat que el model de Volterra, directe o indirecte mitjangant estructures lattice,
pot dissenyar-se amb algorismes adaptatius pel sol fet d’ésser lineal amb els coeficients. De la
mateixa manera, el model de Fourier presentat (Eq.3.34) també és lineal amb els coeficients, fet
que permet I’ds de metodes adaptatius tant recursius com de gradient per conduir el disseny dels
seus coeficients cap al valor Optim proporcionat per la solucié de Wiener (Eq.3.39) o la de
minims quadrats (Eq.3.52).
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Tal i com indica el seu nom, els algorismes adaptatius recursius calculen recursivament
la solucié de minims quadrats i, en general, es caracteritzen per una convergeéncia més
independent de ’estadistica del senyal, en comparacié amb els metodes de gradient. Aix0 fa que
en el cas dels sistemes de Volterra, i com a conseqiiencia del mal condicionament de la seva
matriu d’autocorrelacié Rzz, és fregiient 1’ds de métodes adaptatius recursius ja que els de
gradient sovint proporcionen un comportament inadequat. En contrapartida, el cost
computacional és forga elevat, de I’ordre de O(ch) essent N¢ el nombre de coeficients del
model, i a més a més, en general els metodes recursius tenen problemes d’inestabilitat
numerica.

En el disseny adaptatiu del model de Fourier només es parara atencid als métodes de
gradient, concretament I’algorisme NLMS, tot i que per descomptat també es podrien utilitzar
de recursius. La ra6 esta en el fet que en aquest cas es poden aprofitar certes propietats del
model de Fourier per sobrepassar les prestacions del model de Volterra pel que fa a velocitat i
desajust final sense un increment important del cost computacional. Aix{, els pesos en el model
de Fourier sén modificats a cada iteracié en el sentit invers del gradient de la funcié de cost

estadistica,

wn+D)=wmn)-u-V_u& (3.56)

que en el cas de ’algorisme LMS adopta el seu valor instantani en funci6 del senyal error e(n)
(Eq.3.45).

wn+)=wm)-p-e (n)-z, (3.57)

Per tal de fer menys dependent 1’evolucié dels pesos de la variancia del senyal
d’entrada, el LMS Normalitzat (NLMS) inclou una normalitzaci6 de la constant de pas y
respecte d’una estimacid de la poténcia del senyal d’entrada, denotada per p(n).

w(n+1)=w(n) - e*(n) “Zp
p(n)

(3.58)
Aquesta estimaci6 de potencia generalment es duu a terme mitjangant un filtre passa-baix dels
succesius valors de poténcia instantania del senyal d’entrada, i en funci6 del que comunament

s’anomena factor de memoria S.
pm)=B-pn=1)+1-PB) 2}z, (3.59)

S’han de destacar dos aspectes rellevants del model de Fourier en relacié a un disseny
adaptatiu amb el NLMS. Per comencar, ja s’ha comentat anteriorment que la matriu
d’autocorrelaci6 associada al model de Fourier esta, en general i pel que es podra observar a les
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simulacions, molt millor condicionada que la del model de Volterra. Aix0 fa que la dispersi6
d’autovalors no sigui tan elevada, proporcionant aixi un millor comportament respecte de la
velocitat de convergéncia i desajust final assolit. Per altra banda, esta el fet de que les funcions
exponencials complexes que inclou el model de Fourier sén totes de poténcia unitat, propietat
que facilita I’estimacié de la poténcia p(n) que esdevé igual al nombre de coeficients del model.
Aquesta caracteristica és decisiva en un disseny adaptatiu ja que, €s ben conegut, com la
dispersi6 dels valors de poténcia de les diferents funcions (tal 1 com succeeix en el model de
Volterra) dificulta enérmement la seleccié de parametres en el disseny adaptatiu (concretament
les variables p i B), aixi com el propi funcionament de I’etapa d’aprenentatge.

3.1.5 Perspectiva general del model de Fourier per SNLs sense
memoria

El model de Fourier per SNLs sense memoria esta basat en I’aproximacié de la relaci6
entrada/sortida del SNL a modelar mitjangant la série trigonometrica. Malgrat que els nuclis
d’aquest model (és a dir, les exponencials complexes) no sén ortogonals en la norma definida ja
que el producte escalar depen de I’estadistica del senyal d’entrada, el model de Fourier presenta
certes propietats que el configuren com un model alternatiu i capag de competir amb el model
polinomic o de Volterra en determinades situacions. Basicament dos aspectes son els que
determinen aquesta conclusi6. Per una banda esta el fet de que el cost computacional del model
de Fourier, tot i ésser major que el de Volterra, es manté dins el mateix ordre de magnitud.
L’altre aspecte és la menor correlacié que, en general, s’observa experimentalment entre els
diferents nuclis del model de Fourier que entre els del model de Volterra, i la major uniformitat
de llur normes. Tal i com es mostra a I’apartat (5.1.1) del cinqué capitol, integrament dedicat a
simulacions, tot aix6 fa que el model de Fourier mostri un millor comportament que el model de
Volterra, especialment en dissenys adaptatius amb métodes de gradient i sense un increment
substancial del cost computacional.

A part d’aixd, també és molt important destacar que a I’igual del model de Volterra, el
model de Fourier permet un ampli ventall de transformacions per millorar les seves prestacions
0 bé adequar-se a cada problema concret. En aquest darrer apartat (Ap.3.2) s’ha vist com, per
exemple, certes simetries en la funcié g(x) repercuteixen en una major simplicitat del model.
Aixi, i en un intent d’equiparar les possibilitats del model de Fourier al de Volterra, a
continuacid es presenta un desenvolupament equivalent al presentat perd generant un model de
Fourier per a modelar SNLs amb memoria.
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3.2 Model de Fourier per sistemes no lineals amb memoria

El fet de que el SNL que s’ha de modelar contingui memoria implica que el valor de la
sortida no només depen del valor actual de I’entrada x(n) sino que també depen de certs valors

anteriors de la mateixa entrada.

4 )

Sistema No Lineal
amb Memoria

xn) —=NNel.] NN y(n)=e[x(n).x(n-1)....
& \ yn)=glx(mw)x(n-1),...]

DI
\- J

Figura 3.4 Dependéncia temporal en la relaci6 entrada/sortida d’un Sistema No Lineal amb Memoria

Concretament, quan es diu que la memoria d’un SNL és d’ordre N significa que el
senyal de sortida d’aquest SNL depéen tant de x(n) com dels (N-1) valors anteriors, de manera
que aquesta diversitat temporal de I’entrada s’agrupa en el que d’ara endavant s’anomena vector

d’entrada x.

’

X, =[x(n) x(n-1) K x(n-N+1)] (3.60)

Tal i com mostra la figura (Fig.3.4), el sistema amb el qual ens enfrontem consta d’una
entrada_mﬁltip]e, denotada per x, i només una sortida, y(n). Es interessant destacar, tot i que no
s’entrara en més detalls, que el model de Fourier que tot seguit es presenta és igualment valid
per a SNLs de multiple entrada i una tnica sortida, encara que I’entrada no representi les
diferents components de la diversitat temporal d’un mateix senyal. Es més, fins i tot en el cas
d’un SNL amb més d’una sortida (el que en angles es coneix pel nom de sistema MIMO,
“Multiple Input / Multiple Output”), el model de Fourier també serviria si es considerés cada
sortida com una funcié de les miiltiples entrades i cadascuna es modelés amb el model de

Fourier basat en la série de Fourier multidimensional que a continuacid es presenta.

3.2.1 Série de Fourier multidimensional

Donada la funcié denotada per g[.] que s’aplica sobre un vector x de dimensié gencrica
N que conté les variables {xm Vm=1,..,N}, i sota les mateixes hipotesis de funcié continua per

seccions que en el teorema (3.1) pel cas unidimensional, aquesta funcié permet un

desenvolupament en serie de Fourier tal i com el que segueix.
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- J(P1@oy X1+ P2 @2y X+ -+ P (‘)O(N)xN)
1= 3 S 3 ey |
pi=—copy=—w py==co

(3.61)

Cada freqiiencia principal {wo(n) Ym=1,..,N} esta condicionada pel rang de la variable
d’entrada corresponent i per tant, a I’igual del cas unidimensional, les variables d’entrada xm
han de pertanyer a un rang limitat [-Xm, Xm], que sense pérdua de generalitat es suposa
simétric.

i1 n

< — Vm=1,...,N
Xoum)  Xm (3.62)

Domy =

Tal i com s’ observa a ’expressi6 (3.61), la série de Fourier esta formada a partir d’un
conjunt infinit de funcions exponencials complexes que sén ortogonals entre elles en la segiient

norma,

) Xomy Xo)  Xow)
e =@ re= [ | o [f@) F @) dadey...dy = ﬂf(x)l dx

—Xoc) —Xo(2) "Xoav) x¢ (3.63)

on Xo representa la regié d’integracié delimitada inferiorment pels extrems del rang dinamic
de cada variable d’entrada x;;. A partir de la propietat d’ortogonalitat, els anomenats coeficients
o constants de Fourier pel cas multidimensional es poden obtenir com el producte escalar entre
la funci6 g[x] i I’exponencial associada a aquell coeficient.

N

j me wo(m)xm _;
p =(g(x) , e m=1 )E jg(x)-e J(inoa)xﬁpz w0(2)x2+--~+PNwo<N)xN) dx

x¢ (3.64)

Des d’un altra perspectiva, els coeficients cp=c(p1,p2....,pN) també poden interpretar-se
com els valors obtinguts de mostrejar la funcio Ge(w) a multiples de les freqiiencies principals,
on Ge(w)lrepresenta la transformada de Fourier multidimensional de la funcié ge[x].

~+oo 400 + o0
G, () =G, (o, wy,...,0y j J jge[x e TIOF gy
oo mee (3.65)

La funcid ge[x] representa a I'igual del cas unidimensional una prolongacié de la relacié
entrada/sortida del SNL real, g[x], essent zero per tot valor de x que es surti del recinte
delimitat per Xo.

Es pot observar com la serie de Fourier presentada és una extrapol.laci6 fidel de la série
de Fourier d’una sola dimensié al cas multidimensional, mantenint alhora totes les
caracteristiques propies de la serie d’una dimensi6 [Chu69]. Aixi, per exemple, la definicié dels
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coeficients de Fourier (Eq.3.64) estd minimitzant la norma de la funcié error que aconsegueix la
série de Fourier. Per altra banda, esta el fet de que en cas de que la funcid glx] sigui continua,
la série de Fourier parcial (generada igual que a I’expressié (Eq.3.59) pero truncant els
sumatoris infinits a un nombre finit de termes) convergeix uniformement per a qualsevol vector
x cap al valor de la funcié g[x] a mesura que els sumatoris inclouen més 1 més termes.

De la mateixa manera que pel cas de SNLs sense memdoria, aquest desenvolupament en
seérie de Fourier d’una funcié multidimensional és la base a partir de la qual es desenvolupa
I’anomenat model de Fourier amb memoria, que tal i com el seu nom indica és capag de modelar

SNLs amb memoria.

3.2.2 Model de Fourier amb memoria

Per tal de generar un model de SNLs amb memoria que sigui realitzable a partir de la
serie de Fourier multidimensional (Eq.3.61) sera necessari truncar els sumatoris infinits fins a
un ordre finit que denotarem per P. En un cas més general, aquest ordre P podria ser diferent
per cadascun dels indexs pm, perd per comoditat, i donat que no es perd generalitat en els
resultats del desenvolupament, els considerarem tots iguals. Per altra banda, esta el fet de que
les components del vector d’entrada x coincideixen amb valors succesius temporals del senyal
d’entrada (Eq.3.60). Amb aquestes premises i tenint en compte que, a ’igual del cas sense
memoria, els pesos del model de Fourier s6n en general diferents de les constants de Fourier
(Eq.3.64), el model de Fourier per modelar un SNL d’ordre P i memoria N es defineix de la

segiient manera.

$(n) = glxy] =

+P +P +P .
= 2 E E W* . on[l)1x('l)+p2x(n—1)+...+pNx(n—N+1)]
- e pl,pz"”’pN e
e (3.66)

Es interessant notar que en aquest cas totes les freqiiencies won) de la serie de Fourier
multidimensional sén iguals ja que les variables que composen el vector x tenen totes el mateix
rang.

2
Wy = X essent 2Xy 2 (Xpax — Xmin)
0 (3.67)

El nombre de coeficients que inclou aquest model creix de forma exponencial a I’igual
que succeia amb el model Volterra per SNLs amb memoria. En efecte, el nombre de coeficients

del model és de PV (resultat de mostrejar un hipercub N-dimensional amb P punts per aresta).
Una forma de disminuir el cost computacional que aquest model suposa, és tenir en compte
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possibles simetries de la funcié g[x]. De la mateixa manera que en SNLs sense memoria, si la

relaci6 entrada/sortida del SNL és parella,
glx]=gl-x] (3.68)

el model de Fourier es redueix a una combinacié lineal de funcions cosinus més un terme de

continua.

+P  +P +P

§[xn]= 2 2 2 {apl’pzw.,pN~COS{a)O[plx(n)-!-pzx(n—l)f..+pNx(n—N+1)]}}
p1=0 p;=—P py=—P (3.69)

En canvi, si gfx] és senar,
g[x]=—g[-x] (3.70)

només inclou els sinus (per tant, a I’expressié (3.71) bo,0,...,0=0).

+P +P +P

§[xn]= z Z 2 {bpl,pz’n_,pN-sin{wg[plx(n)+p2x(n—1)+...+pNx(n—N+l)]}}
n=0p;=-P py=-P (3.71)

D’aquesta manera, sempre que es cumpleixi una simetria parell o senar en el SNL, sera
molt interessant aprofitar-la per a utilitzar els models simplificats de funcions cosinus (Eq.3.69)
o bé de sinus (Eq.3.71) ja que el nombre de coeficients es redueix a la meitat i, a més a més,
també sén reals a I’igual que les funcions sinus i cosinus que conformen les funcions que
s’utilitzen en el model de Fourier amb simetria.

3.2.3 Arquitectura per implementar el model de Fourier amb
memoria

En un treball previ, concretament [Pag95], el model de Fourier va ser utilitzat per a
desenvolupar una arquitectura per modelar SNLs que seguis en la mesura del possible les
pautes marcades pel teorema de Kolmogorov [Kol63]. Aquest teorema demostra 1’existéncia
d’una expressié basada només en sumes i composicions de funcions univariables valida per a
modelar qualsevol funcié continua multivariable. Aquest teorema amaga una arquitecura en
dues etapes de manera que el nombre de variables intermitjes que conecten la primera amb la
segona etapa €s de (2N+1), essent N el nombre de variables de les que depén la funcié que es
vol reproduir.

Kolmogorov va publicar aquest teorema I’any 1957 [Kol57,K0l63], rebatint el tretze
d’un total de vint postulats que Hilbert va augurar I'any 1901 a Paris [Hil00] que serien les
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grans qiiestions a resoldre pels matematics del segle XX. L’expectacié que, en un principi, el
teorema va desencadenar (ja que posava de manifest la possibilitat d’aproximar funcions
diguem-ne complicades, és a dir multivariables, en termes de funcions més senzilles) contrasta
amb D’escasetat d’aplicacions que han sorgit ja que Kolmogorov no va proposar quines havien
de ser les funcions que conformaven el model. Es tracta doncs d’un teorema d’existencia que
diversos investigadors, especialment [Spr65], han fet que evolucioni en el sentit d’intentar
determinar les funcions que inclou. En I’actualitat i en I’ambit de processament del senyal, el
camp més ampli d’aplicacié del teorema resideix en els models basats en xarxes neuronals
[Kur92].

En el citat article [Pag95], els esforgos van encaminats a desenvolupar un model no
lineal anomenat K-filter a partir del model de Fourier amb memoria i que segueixi les pautes
d’estructura i nombre de variables a les que fa referéncia el teorema. L’ arquitectura resultant, tot
i no ser totalment fidel al teorema de Kolmogorov, va resultar satisfactoria gracies, en gran part,
a les caracteristiques del model de Fourier.

Per altra banda, 1 amb un esquema diferent per tal de comparar el model de Volterra amb
el de Fourier, aquest darrer també es pot implementar en base a la configuracié LD/NMR en
dues etapes presentada al capitol anterior (Fig.2.1), perd que reproduim tot seguit per
comoditat.

~

-

u(n)

x(n) —e

1* etapa 2% etapa J
\_ D I

Figura 3.5 Configuraci6 de dues etapes per models no lineals parametrics (“Linear-Dynamic/Nonlinear-

Memoryless-Readout™).

Tot i que també es tracta d’una arquitectura en dues etapes com la proposada a [Pag95]
pel K-filter, la filosofia d’ambdues representacions €s forga diferent. En el cas que ens ocupa,
la primera part ha de contenir la dindmica o memoria del sistema mitjangant transformacions
lineals efectuades sobre I’entrada, mentres que la segona etapa agrupa tot el contingut no lineal
del model. En el cas de tractar-se del model de Fourier amb memoria, i seguint les mateixes
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directrius que pel cas sense memoria, 1’arquitectura resultant sota aquesta representacio
LD/NMR es pot implementar tal i com segueix.

g(n ) x(n) \\\\\\\\\\\\\ N‘W\\ N h
N exp(j0g) X
Gencrador_ Combinador § y(n)
de monomis lineal R
multivariables §
Wp §
e N \
[x(n-N+1) \exp ) §
N MR
\_ 1* etapa (LD) 2" etapa (NMR) Y,

Figura 3.6 Arquitectura LD/NMR per a implementar el model de Fourier amb memdria

La part Lineal i Dinamica (LD) esta dedicada a generar la diversitat temporal del senyal
d’entrada, mentres que a la segona etapa es poden diferenciar tres parts. En primer lloc, es
modula cadascuna de les components de la diversitat temporal de I’entrada amb un modulador
FM (o transformacié exponencial complexe en implementacions discretes) de freqiiencia wo.
Tot seguit, s’introdueixen al generador de monomis multivariables que obté totes les possibles
combinacions d’exponencials complexes que conté I’expressié del model (Eq.3.66). En darrer
lloc esta situat el modul que combina linealment aquests termes amb els coeficients del model,
denotats per {wp}, on p és un vector de dimensié N, p=[p! p2 ... pN]', que pren totes les
possibles combinacions dels enters {p;j=-P,...,P Vi=1,...,N}.

La semblanca entre aquest darrer esquema i el que implementa el model de Volterra (P,
N) generic (Fig.2.2) fa preveure que el cost computacional del model de Fourier per a obtenir
les exponencials complexes a la sortida del generador de monomis, tot i ser major, no
s’incrementa en I’ordre de magnitud de les operacions que necessita un model de Volterra del
mateix ordre per generar els monomis (sense considerar el cost de les exponencials d’ordre 1).

Suposem, per exemple, un model de Volterra (3,2) (memoria N=2 i ordre maxim P=3).
La figura (3.7.a) mostra els monomis generats per aquest model en un grific bidimensional, en
el que cada eix representa I’ordre al que s’eleva la component x(n) i x(n-1), respectivament. El
resultat son 10 termes diferents (€s a dir, 10 coeficients reals) d’acord amb 1’expressi6é general
(Eq.2.13). Al seu costat, (Fig.3.7.b), es mostra un possible esquema de generacié de
monomis, semblant al utilitzat en implementacions multicanal per a sistemes de Volterra. En
aquest cas particular es comprova com el nombre de multiplicacions necessaries per a generar
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I’espai de senyal d’un model de Volterra tendeix, aproximadament i quan N i P creixen, al

nombre de coeficients del model.

(" N )

1

TN @ | ¢ e

x(n) x(n-1)

2(n-1) .
X{n ¢\®\2

x“(n) x(n).x(n-1) x“(n-1)

x(n-1) ° °
— x°(n) x2(n).x(n-1) x(n).x2 (n-1) x3(n-1)
\_ 1 x(n) x*() x3(n) VAN J
(a) Representacié dels monomis (b) Implementacié multicanal

Figura 3.7 (a) Mopomis generats en el model de Volterra (3,2) i (b) implementaci6 amb estructura multicanal,

Considerem ara un model de Fourier (P=3, N=2) tal i com el de I’expressi6 (3.66). Per
coheréncia amb Volterra, no es consideren les exponencials corresponents a coeficients w(p1,
p2)on Ipj+p2l >P. Aixi, la figura (Fig.3.8) inclou els productes d’exponencials que es tenen en
compte en el model, un total de 25 termes complexes, tot i que sén hermitics de dos en dos.

4 )

o 13 apx(a-1 o 1(2@px(n)+a@px(n-1)
o i20px(n-1
O °
e}(oox(n-
o o o o
—O0——0—0- —————@- >
|, 10px(m), j2 ax(m) 3 px(m)
o o o ©
o 0

\ J

Figura 3.8 Representaci¢ bidimensional de les exponencials complexes generades en un model de Fourier(3,2).

La generaci6 de les exponencials del primer quadrant (senyalades a la figura (Fig.3.8)
amb negreta) es pot obtenir mitjangant un esquema semblant al cas de Volterra (Fig.3.9 amb
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Fig.3.7.a) en el que ara cada multiplicacié, en ésser els operands complexes, implica 4

multiplicacions reals.

oy )

o G Japx(n-1)

¢ ¢ o

i2agx(m) i(apx(n-1)+ayx(m) 12 @px(n-1)

¢ ¢ N

e 13 ayyx(n) ej(2 @y x(n)+y) x(n-1 ))ej(2 @ x(n-1)+a; x(n)) e 3 ayx(n-1)
\_ J

Figura 3.9 Generaci6 de I’espai de senyal del model de Fourier mitjangant una estructura multicanal.

Es interessant constatar que les altres exponencials complexes (en aquest cas particular
de dues dimensions les corresponents als quadrants II, IIl i IV) no necessiten cap multiplicacié
addicional ja que es poden obtenir com a combinacions lineals diferents de les que s*ha hagut
d’utilitzar pel primer quadrant. Veiem el segiient exemple que il.lustra com amb les
exponencials del primer quadrant es poden obtenir les del quadrant II.

o/2@0x(my+aox(n-1)] cos(2wgx, ) cos(Wpx,-1) ~ sin(2wyx, )sin(wgx,—_1) +
JsinRagx, Y cos(@wox,_q) + cos2wgx, )sin(@ox,—; )]

o/2@0x(m-aoxtn-1)] _ cos(2wpx, ) cos(Wx,_1) +sin(2wyx, ) sin(@px,_1) +
JsinQagxy ) cos(@ox,_1) ~ cos(Lwgx,)sin(wox,_; )] (3.72)

Respecte de les exponencials complexes del 3¢ i 4 quadrant es poden obtenir a partir del
complexe conjugat de les dels 1¢” i 2°%, respectivament.

En general, es pot assegurar que el nombre de multiplicacions reals necessaries per
generar I'espai de senyal d’un model de Fourier (P, N) (és a dir, les exponencials complexes)
és 4 cops superior al que necessita un model de Volterra del mateix ordre (P, N). Per contra, i
com a conseqiiencia de que els pesos del model de Fourier sén complexes i a part experimenten
un augment de 2N respecte del nombre de coeficients que necessita el model de Volterra, els
requeriments en quant a memoria s6n també més elevats. Aixi, un model de Volterra (P, N)
consta de Nc = (P+N)! / (PIN") coeficients i ha d’efectuar de I’ordre de O(N¢) multiplicacions
cada iteraci6 per calcular els monomis. Per altra banda, un model de Fourier del mateix ordre
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(P, N) comporta 2N +lNc coeficients reals diferents (assumint una simetria hermitica, és a dir,
glx] real), i requereix de I’ordre de O(4N¢) multiplicacions reals per generar les exponencials

complexes.

3.2.4 Disseny del model de Fourier amb memoria

La memoria del model controlada per N és un element nou en el disseny del model de
Fourier amb memoria respecte del disseny del model de Fourier per SNLs sense memoria. De
la mateixa manera que ’ordre P i la freqiiencia principal wo, el parametre N es determina
préviament en funcid de les caracteristiques del SNL real que es pretén modelar i del problema
amb el que ens enfrontem. Delimitant superiorment els valors de N i P esta la complexitat del
model que incrementa en quant aquests ho fan (el nombre de coeficients i per tant, el de
multiplicacions necessaries per iteraci6 en un disseny discret creix ara al ritme de O(PN ).

Un cop fixats els ordres (P,N) aixi com la freqiiéncia principal, que depén del rang del
senyal d’entrada (Ap.3.1.4), el model de Fourier resulta ésser un model paramétric i lineal en
termes dels seus coeficients denotats per {wp}. Per tal de determinar aquests coeficients és
interessant per comoditat tornar a I’expressié del model de Fourier amb memoria que inclou tots
els coeficients wp obtinguts de mostrejar un hipercub de dimensié N i amb (2P+1) mostres per

aresta.

+P  +P +P N o[ prx(n)+ ppx(n=1)+...+ py x(n—N+1)]
glx]= z 2 2 {Wpl,pz,...,pN'ej ol /1 P DN }

p==Ppy=—P py=-P

+P +P +P

= 2 2 2 {w;.engp'-x}
p==Ppy==P py=-P (3.73)
El fet d’ésser lineal amb els coeficients permet una representacié vectorial del model,

glx]=w" 2 (3.74)

en funcid dels vectors w i z cadascun de dimensié Nc=(2P+1)N que agrupen adequadament els

coeficients i les exponencials complexes del model, respectivament.
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w= [ W_p_p,..-P  W-p+l-P..-P - WiP-P, P
, : Rl AL
P1 P2 P2P+1
w_py1-P,..—P W-P+1,-P+l,.,—P -+ W+P—-P+1,.,-P
~ v N— | — ~- / _.__v—_—__l
p2p+2 P2P+3 P22P+1)
r
W_p P, .+P W_pil,+P,..+P -+ WtP+P  +P
N ~ ’ ~ ~ — N S
PN_-(2P+1) PN.-2P PN, (3.75.2)
7= [efa’opl X o/ @oP2 X . pJ@op2pyr X
¢/ @oP2psy X eJ@oP2pe3 X ] ®0P2Ps) ¥
eijPNC—(ZP-H) x eijPNC~2P X ej WoPN, 'x]
(3.75.b)

A més a més, la linealitat del model respecte dels coeficients fa que es pugui dissenyar
sota un criteri de Wiener que minimitza la funcié de cost &w, que representa la norma de la

funcié error, ex,

+oo400 o0

£, =E[|e[x]]2]= [ f Jlelx1=80x1P - px () de(mdx(n=1)...dx(n_N+1)
oo oo (3.76)

i que ara depén de la funcid px(x), que denota la probabilitat conjunta de les variables que
conformen el vector x.

De la mateixa manera que pel model de Fourier de SNLs sense memoria, el vector de
coeficients “Optim” si existeix €s unic, i s’obté igualant a zero el gradient de la funcié de cost
respecte del vector de coeficients. Aixi, s’arriba a una expressié totalment paral.lela a la
obtinguda en el cas sense memoria,

-1 *

Wopr =Rz - E[g" () 2] (3.77)
que es diferencia per9, en el fet de que ara la matriu d’autocorrelaci6 del vector z, denotada per
Rzz i de dimensions NexNe, deixa d“ésser Toeplitz perd continua essent hermitica. A part
d’aquest aspecte, important perd alhora de calcular la inversi6 de la matriu, cada component de
la matriu Rz esta ara relacionada amb la funcié caracteristica conjunta de les components del
vector x mostrejada a multiples de la freqiiéncia principal.
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Ry (m,])= E[ef @olPm ~Pi )'”} = yx (J@o(Pm — P1))
(3.78)

La funci6 caracteristica conjunta és una funcié N-dimensional que equival a la
transformada inversa de Fourier (excepte en un factor d’escala) de la funcié densitat de

probabilitat conjunta.

WX(fV)=E[€jV *]=
+ootoe oo

- J‘ jmJ‘ej[le(n)+v2x(n-1)+...+va(n—-N+l)]‘pX(x) dx
—oo—o0 oo (3.79)

Es facil doncs comprovar que en el cas particular de que el senyal d’entrada tingui una
distribucié uniforme dins el rang [-Xo, X¢] i que cada component del vector x sigui

independent,

N
px®)=[1px,xn=i))  on px.(x(n-i) =5—;{— Vi=1,.,N
ol 0 (3.80)

la matriu d’autocorrelacié del model de Fourier amb memoria (Eq.3.78) esdevé diagonal ja que
les exponencials complexes resulten ortonormals entre elles. Es només en aquest cas quan el
vector de pesos optim (Eq.3.77) coincideix amb les constants o coeficients de Fourier (era
d’esperar ja que sota la premisa (Eq.3.80) els productes escalars (Eq.3.76) i (Eq.3.63)
esdevenen identics).

En un cas general amb qualsevol px(x), els coeficients Optims que proporciona el criteri
de Wiener sén diferents dels de Fourier. Es important, perd, adonar-se de que la solucié de
disseny del model de Fourier amb memoria (Eq.3.77) esta intimament relacionada amb la
solucié de disseny de Wiener d’un filtre lineal MA multidimensional (de I’anglés “Moving
Average”) en el que, en lloc d’utilitzar la funcié d’autocorrelaci6 de les diferents components
del vector d’entrada, surgeix la funci6 caracteristica conjunta. El millor condicionament o no de
la matriu d’autocorrelacié de les exponencials complexes del model de Fourier, Rzz, en
comparacié amb la matriu d’autocorrelacié que genera el disseny MMSE d’un model de
Volterra depen, a I'igual que pel cas sense memoria, de 1’estadistica del senyal d’entrada. De
totes maneres, el fet de que la funcié d’autocorrelacié conjunta sigui maxima a !’origen
afavoreix un bon condicionament de la matriu Rz; del model de Fourier. Aixé és com a
conseqiiencia de que, en aquest cas, els valors de la diagonal d’aquesta matriu sén tots iguals a
vx(0)=1 i majors que les altres components, condicié necessaria (tot i que no suficient) per tal
de que una matriu no sigui singular. Aquesta és una propietat important que condiciona tant el
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disseny en bloc o de minims quadrats del model de Fourier aixi com, molt especialment, el

disseny amb métodes adaptatius.

3.2.4.1 Disseny de minims quadrats del model de Fourier amb memoria

En el disseny en bloc del model de Fourier amb memoria, €l mateix desenvolupament fet
pel cas sense memdria (Ap.3.1.4.1) és valid. En aquest cas per0, el model respon a I’expressié
(3.72), on ara el vector z depen del temps, denotant-se per zn. La minimitzaci6é de I’error
quadratic promitjat temporalment,

EM =57 2 le(m)] =2 > lg[x(n)]‘w 'an
n=0 n=0 (3.81)
condueix a un conjunt de pesos Optim,
A~ A—l ~
Wopt = Rzz : Ygz (3.82)

. . A . .
expressat en termes de la matriu ﬁzz i el vector ygz que responen a les segiients expressions.

Ry, =—A—4~ Zzn Zn
n=0 (3.83.a)

n=0 (3.83.b)

En cas de que el conjunt de dades del senyal d’entrada, x(n), siguin independents, la
matriu Rzz i el vector ‘?/gz es poden interpretar, respectivament, com a estimadors de la matriu
d’autocorrelacié (Eq.3.78) (funcié caracteristica empirica) i del vector de correlacié creuada,
ambdos presents a la solucié de Wiener (Eq.3.77).

De totes maneres, el vector de pesos que minimitza el valor mig de I’error quadratic
comporta la inversié d’una matriu de NcxN¢ essent Nc=(2P+1)N en el cas del model de Fourier
amb memoria. Els métodes tradicionals d’inversié de matrius necessiten de 1’ordre de O(Nc3)
tot i que si s organitzen adequadament les components del vector z, la matriu Rzz resulta ésser
Toeplitz per blocs i el cost computacional de I’inversié es pot reduir a O(ch).

Pel que fa a I’estimacié que proporciona aquest estimador en preséncia de soroll additiu
de mesura a la sortida del SNL real, es mantenen les mateixes propietats comentades
anteriorment pel cas sense memoria (Ap.3.1.4.1).
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3.2.4.1 Disseny adaptatiu del model de Fourier amb memoria

Com a conseqiiéncia de I’elevat nombre de coeficients, de 1’ ordre de O(PN ), un disseny
adaptatiu del model de Fourier amb memodria requerira més que mai un algorisme adaptatiu que
sigui poc costds. El NLMS és un d’ells, amb un cost del mateix ordre de magnitud que el
nombre de coeficients, i ja s’ha vist que modifica els pesos en el sentit invers del que marca el

gradient de la funci6 de cost.

w(n+1) =w(n) - ——. " (n)-z,,
p(n)

(3.84)

En el cas del model de Fourier, €s interessant notar que la poténcia de cadascuna de les
components del vector de dades z és per a totes igual a 1, de manera que aixé propicia un millor
comportament del model de Fourier envers el model de Volterra.

En aplicacions on el NLMS no proporcioni la qualitat desitjada i la capacitat de calcul
disponible ho permeti, altres métodes adaptatius poden ésser utilitzats per augmentar la velocitat
de convergéncia. Aix{, I’apartat anterior mostra la possibilitat d’utilitzar métodes adaptatius
recursius (com, per exemple, el RLS) que facin tendir el model de Fourier cap a la solucié de

minims quadrats.

3.2.5 Perspectiva general del model de Fourier per SNLs sense
memoria

Aquesta seccid s’ha dedicat fonamentalment a la generalitzacié del model de Fourier
sense memoria al cas amb memoria, i també a posar en relleu quines sén les propietats i
caracterfstiques que es continuen mantenint. En aquest sentit, i amb la corroboraci6 de les
simulacions realitzades a I’apartat (Ap.5.1.2) en el capitol 5, es pot comprovar com el model de
Fourier amb memoria continua presentant un comportament (especialment en dissenys

adaptatius) més adequat que el model de Volterra amb memoria.

33 Disseny en gelosia o “lattice”

En les dues seccions prévies d’aquest capitol, el model de SNLs basat en la série
trigonomeétrica o de Fourier s’ha presentat com un model alternatiu al classic basat en sistemes
de Volterra. S’han discutit les seves principals caracteristiques en aspectes relacionats amb el
disseny 1 cost computacional, i €s en aquests termes en els que s’ha establert la comparacié en
vers el model de Volterra. Un dels punts més atractius del disseny del model de Fourier és el fet
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de que la correlaci6 entre les funcions exponencials complexes que conformen el subespai de
dades del model és, en general, menor que la correlacid entre els monomis multivariables que
determinen el subespai de dades en el model de Volterra. Aquesta propietat, tal i com es
comprovara en el capitol dedicat a simulacions, dota al model de Fourier amb un millor
comportament especialment en dissenys adaptatius.

Malgrat aix6, les exponencials complexes del model de Fourier sén lluny d’ésser
ortogonals, depenent el grau de correlacié d’aquestes de I’estadistica del senyal d’entrada. De
fet, a tall d’introducci6, tot seguit es mostrard com només en cas de tractar-se d’un senyal
uniformement distribuit, el conjunt de funcions exponencials representen una base ortonormal
de I’espai de funcions continues, i els coeficients Optims obtinguts sota un criteri de disseny de
Wiener coincideixen amb les anomenades constants de Fourier.

En el cas del model de Volterra, on també es déna una correlacié elevada entre les
potencies que conformen I’espai de dades [Sch81], sovint es recorre a una implementaci6 lattice
que, tal i com es va introduir al capitol anterior (Ap.2.4.3), ortogonalitza el conjunt de funcions
que defineixen el model. De la mateixa manera, per tal de solucionar el problema de la
correlaci6 entre funcions exponencials complexes del model de Fourier, aquest també permet

una implementacid no directa mitjangant una estructura lattice tal i com es mostra a continuacio.

3.3.1 Implementacié lattice del model de Fourier sense memoria

Amb vista a resoldre un problema de modelatge o identificacié de SNLs, una soluci6
eficient i que facilita endrmement el disseny és la d’utilitzar un model de SNLs tal que els seus
coeficients poguessin determinar-se directament com la correlacid creuada entre el senyal de
referéncia i la corresponent funcié del model (Ap.2.2).

Woptim = E|2(x,m)-d" (m)] (3.55)

Aix6 implicaria que en un disseny en bloc s’ha evitat la costosa inversié de la matriu
d’autocorrelaci6 de les funcions del model o bé, en un disseny adaptatiu, que algorismes
adaptatius amb una carrega computacional baixa (p.e., el NLMS) poden ésser utilitzats sense
perill de que hi hagi problemes en la convergéncia com a conseqiiéncia de les diferents
velocitats a les que convergeixen els diferents modes de la matriu d’autocorrelacié quan la
dispersi6 d’autovalors és elevada (és a dir, quan Rzz estd mal condicionada).

En el model de Fourier sense memoria aquesta situacié (Eq.3.85) es déna sempre que la
funcié6 densitat de probabilitat del senyal d’entrada respon a una distribucié uniforme dins el
rang de senyal,
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ja que lavors les funcions exponencials complexes que utilitza el model esdevenen ortonormals

entre elles,
l=m

E[ejla)ox(n) .e—jmwox(n)] _ 1

i el vector de coeficients dptim proporcionat pel criteri de minim error quadratic mig coincideix
amb les anomenades constants de Fourier (Eq.3.21).

Xo

Constants .
= =1 —Jjpwox o
={d€ Fourier}—lxo Jg(x)~e “dx ;p=-P,.,P
o (3.88)

W‘p

Es interessant remarcar que aquesta solucié (Eq.3.85) s’assoleix sempre que la matriu
d’autocorrelacié (Eq.3.40) és diagonal, cosa que succeeix quan la funci6 caracteristica de
I’entrada mostrejada amb una velocitat de wo esdevé una funcié delta de Kronecker. De forma
equivalent, aixd implicaria que px(x) és una funcié tal que repetida al ritme de 22/ wp resulta
plana. Un exemple clar, és el cas en que el senyal d’entrada té una distribucié uniforme dins el
rang determinat. En definitiva, i des d’un punt de vista més general, per tal de que la matriu
d’autocorrelacid sigui diagonal, caldria que px(x) fos un pols de Nyquist [Car88]. A excepcid
del cas uniforme, aquesta propietat no és gaire comuna en les distribucions que habitualment
s’utilitzen i, per altra banda, no ens interessa en el modelatge de SNLs ja que llavors s’estaria
cometent aliasing 1 I’aproximacié de g[x] proporcionada pel model de Fourier resultaria
distorsionada.

Aquest comportament del model de Fourier ens condueix a dues possibles alternatives
per tal d’aconseguir un model amb funcions ortonormals. La primera d’elles consistiria en
transformar la funcié px(x) de I’entrada en una funci6 uniforme dins d’un rang determinat i
després aplicar el model de Fourier directament. Aquesta opcié es discutira al proper capitol en
el que el problema d’estimacid de funcions densitat de probabilita és adregat.

La segona opcié que se’ns presenta es basa en la construccié d’un conjunt nou de
funcions a partir del conjunt d’exponencials complexes, denotades per {¢p(x,P)}, de manera
que les funcions que formen aquesta nova base son ortonormals entre elles en la norma definida

o * 1 i=m
<¢I(X’P)’¢I(X,P))=—J¢[(X,P)'(Pm(X,P)'pX(x)dx:{o l#m (3 89)
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i també sén capaces de generar el mateix subespai de senyal que les funcions exponencials
complexes. Aquesta darrera premisa ens assegura que aquest nou conjunt de funcions pot
obtenir exactament la mateixa aproximacié de la funcié del SNL que aconseguien les funcions

exponencials del model de Fourier.

P , 2P
g[x(m)] = Zw;.elpwox(n) = ZV;'(Dp(x’”)
p=-P p=0 (3.90)

Per tal d’obtenir el conjunt de funcions {¢p(x,P) p=0,...,2P} ortonormals en la norma
definida (Eq.3.89), s’aplicara el conegut meétode de Gram-Schmidt que condueix en aquest cas
a una arquitectura lattice per implementar el model de Fourier basat en les funcions ortonormals
(Eq.3.90). Suposem aixi que es disposa del conjunt d’exponencials complexes que el model de
Fourier utilitza per a generar la seva aproximacio.

{e—jpw"x, e—j(P—l)w"x, O KT ejpwox}

(3.91)

La dependéncia temporal de les exponencials, en realitat de la variable x=x(n), s’ha suprimit per

tal de no enterbolir la formulaci6, quedant aquesta de totes maneres implicita ja que es

reprenendra en seccions posteriors. La primera funcié del conjunt ortogonal, denotada per
bo(x,P) abans d’ésser normalitzades, s’escull igual a I’exponencial de major ordre

iP
by(x,P) = ¢/ 00* (3.92)

que, per altra banda, ja té norma unitat i per tant coincideix amb la primera funcié del conjunt
ortonormal.

2
E[bo(x,P) ]=1 = ¢o(x,P)=by(x,P)
| | 0 0 593
La segiient funcid, b1(x,P), esdevé una combinaci6 de les dues exponencials de major

grau,
by(x, P) = e/ (FD@0X 1 ¥ (1. o/ PW0X (3.94)

on el coeficient a* 1(1) es determina de manera que la funcié bs(x,P) sigui ortogonal a I’anterior
funcié bo(x, P). La representaci6 vectorial de la figura (3.10) il.lustra el procediment, obtenint-
se que el coeficient depén de la projecci6 de la funci6 exp[j(P-1)wox] sobre la direccié de la
funcié exp[jPwox] .
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A
. (e,i(P—l)a)ox’bO(x’P))
al (1) =- 7
[botx, P .
A bo(x,P) = el 00
bl(X,P) = /
ej(P"l)ﬁ)Ox + dik(l) _ejP(D()X , /
{(P~Doox
- y,

Figura 3.10 Procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt de les funcions exponencials complexes del model de

Fourier sense memoria

Un cop s’ha trobat el coeficient cal dividir la funcié bi(x, P) respecte de la seva norma,

definida per nb1, per tal de que la funcié tingui norma 1.

b(xP) _ bi(x,P)
¢1(X’P)= =
LICE I (3.95)

Aquest procediment s’itera de forma que la funcié d’un ordre genéric bp(x,P) resulta

€ésser una combinacid lineal de totes les exponencials complexes des d’ordre P fins (P-p).

. P . .
bp(x, Py =/ FTPDX LN (). JPoPHD0X iy 0P
i1 (3.96)

A Tigual que anteriorment, ara els coeficients {a*p(i) Vi=1,...,p} es determinen forgant
que la funci6 bp(x,P) sigui ortogonal a totes i cadascuna de les exponencials d’ordre inferior a
(P-p) que conté. La combinacid lineal resultant esdevé, en conseqii¢ncia, ortogonal a totes les
anteriors funcions del conjunt ortogonal.

j(P—p+ g x
bp(x, P/ PPN 20091 = 1, p = (b, Py P)) =0V <

(bp(x P) o= (@b P)=0Yg<p o

La imposicié d’ortogonalitat amb les exponencials d’ordre inferior (Eq.3.97) és
equivalent a p equacions lineals en les que apareix novament implicada la funci6 caracteristica

del procés d’entrada x.

P *
Wy (—jlog)+ Y, ap()- wx(=jl—)wg)=0 Vi=1,..p
i=l (3.98)
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Aquestes equacions ja s6n suficients per a determinar els coeficients, que un cop
calculats serviran també per a obtenir la norma de la funcié bp(x,P), denotada per nb D

b _ 2 J(P-plagx\ _ Ly ..
nb = B b, P |=(bpx.Pre )= yx @+, ap()- wx i)
i=1

(3.99)
necessaria per a normalitzar.
b,(x,P
¢p(x,P)E p(xb ) Vp=0,...,2P
Ve (3.100)

La forma més estesa d’expressar les condicions que han de complir els coeficients, €s
ajuntar en forma matricial les p equacions lineals d’ortogonalitat (Eq.3.98) i la de la norma
(Eq.3.99).

vx(©0)  wx@ ... wx(p) jl* — £
wx(-1) wx(© ... yx(p-DjapD| |
vx(-p) ... vx©  Jayp| [0 ] (3.101)

Aquest sistema d’equacions lineals €s molt semblant a les equacions de Yule-Walker
[Kay88], perd en lloc d’estar expressada en termes de la funcié d’autocorrelacid, apareix la
funci6 caracteristica. Donat que la funci6 caracteristica compleix unes propietats molt semblants
a les d’una funcié d’autocorrelacié (ja es detallaran al proper capitol), el sistema anterior pot
ésser resolt pel meétode de Levinson-Durbin [Kay88]. Aquest algorisme proporciona de manera
recursiva els coeficients {a*p(i) Vi=1,...,p} que fan que la funcié bp(x,P) sigui ortogonal a les
d’ordre inferior,

ap(V+kyap(p=i)  i=l..,p-1

k*

ay(i) = |
P t=p (3.102)

aixi com també la norma de la funci6 per tal de que es pugui normalitzar.
b _ 2Y b
b =(1=Jepf*}- i

El coeficient de menor ordre ap(0) €s igual a la unitat per definicié, mentres que el de major

(3.103)

ordre, ap(p) es denota pel parametre kp que es coneix pel nom de coeficient de reflexié o
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“PARCOR”, i1 que es pot expressar en funcié de certs valors de la funcid caracteristica del

senyal d’entrada.
pl

wx(=p)+ Y ap_1(D)- wx (- p)
I=1

pl
wx(©)+ Y ap (1) yx()
I=1 (3.104)

ap(p)=kp =~

L’algorisme de Levinson-Durbin és, en definitiva, un métode eficient d’invertir la matriu
de I’expressi6 (Eq.3.101), proporcionant d’una forma recursiva les funcions bp(x, P), i per tant
les funcions ¢p(x,P), ja que el conjunt de pesos {ap(i) Vi=1,...,p} associats a aquesta funcié es
troben a partir dels coeficients de la funci6 d’ordre inferior bp-1(x,P). Aquesta recursié €s la que
ens condueix cap a una arquitectura en cascada capag¢ de generar les funcions ortonormals
{op(x,P) Vi=1,...,p}.

En efecte, si es substitueixen els coeficients en la funci6 d’ordre p (Eq.3.96) per
I'expressié que proporciona 1’algorisme de Levinson-Durbin (Eq.3.102) s’arriba a la segiient

relacid.

bp(x,P) :e!(P—P)(UOX +2a;(1) e](P—p-H)a)Ox —
=1

. p-l
P- 2 * . * . i(P—p+i i

i=1

i & (Ppei p .
= eJ(P—p)wox + za;_l(,‘).ej(P—pﬂ)wox + k; Zap-l(p ~i)- ej(P-p-H)a)Ox
=1 i=1
-1 . {(P=p+i) . p-1 P
= ap_l(j).el( p :wox+kp_ Zap—l(i)'ej( —i) Wy x
=0 i=0
(3.105)

~

El primer terme coincideix amb la funcié d’ordre (p-1) perd que inclou fins

I’exponencial d’ordre (P-1),

o * i[(P—p+i)wgx
bp_1(x,P—1)= Zap_l(,').e/ pri)ag
=0 (3.106)

mentres que el sumatori del segon terme es definex com la funcid fp-1(x, P).
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fp-1(x,P)= Zap—l(i) e/ (PDwg x
= (3.107)

La notaci6 d’aquestes funcions, els noms de b i f, corresponen a la notaci6 d’aquestes
expressions quan ’estructura lattice s’utilitza per a prediccid lineal. En efecte, tal i com mostra
la figura (3.11) les funcions bp(x,P) i fp(x, P) es poden relacionar amb els errors backward i

forward d’ordre p, respectivament, igual que si es tractés d’una predicci6 lineal de la funci6

z(p)=exp[jp wox].

\
Prediccié Backward d'ordre p
bp(x,P) /
I L
Z(p) — ejpﬂ)ox
I I I I
N 5 p
‘P p P ’1 |
| / Prediccié Forward d'ordre p
f (x,P
N PP y

Figura 3.11 Interpretaci6 de les funcions bp(x,P) i fp(x,P) com a errors de predicci6 d’ordre p backward i

forward de la funci6 z(p)=exp[jpwox]

Aprofitant les definicions anteriors (Eq.3.106, 107), la funcié ortogonal d’ordre p es
pot expressar en una forma més compacte tal i com segueix.

bp(x,P)=bp_1(x,P=1)+ky- f 1 (x,P)

(3.108)
Procedint de la mateixa manera per a la funci6 forward d’ordre p,
p i(P—i
fptx P)= Y ap(i)- /00
i=0 (3.109)

1 substituint els coeficients per la solucié proporcionada per I’algorisme de Levinson-Durbin,
s’arriba a una relacié semblant.

Fp@P) = fpi (6 )+ by (P =1) (3.110)

Aquesta equacié juntament amb la trobada per la funcié backward, bp(x,P) (Eq.3.108),
serveixen per construir la cel.la basica de I’estructura lattice. Abans perd, és necessari
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determinar la relaci6 entre la funcié bp(x, P) i 1a bp(x, P-1). Tenint en consideracio la definici6 de
la funcié genérica bp(x,P) (Eq.3.96) i el fet de que la solucié {ap(i) Vi=1,...,p} proporcionada
per ’equacié de Yule-Walker (Eq.3.101) no depén de I’ordre P, s’arriba a la segiient relacid

entre ambdues funcions.

Y=, JW0X
by(x,P-1)=e bp(x,P) (3.111)

Un cop es té aquesta relacid, ja es pot definir la cel.la elemental del filtre lattice
(Fig.3.12) que obté les funcions bp(x,P) i la fy(x,P) a partir de les d’ordre inferior bp-1(x,P) ila
Jp-1(x, P).

- ’ ~

Fp 1%, P) ————(D—= fp(5, P
kP
kp

bp-1(x.P) —=b,(x,P)

N e y

Figura 3.12 Cel.la elemental del filtre lattice.

Abans d’encadenar cel.les com ’anterior (Fig.3.12), és necessari determinar el valor de
les funcions d’ordre 0, €s a dir bo(x, P) 1 fo(x,P), aixi com llur norma.

bo(x,P) = fo(x,Py=e/P@0% = pb=nf = (3.112)

Un cop ja s’han determinat aquestes funcions només cal encadenar succesivament
cel.les elementals del tipus representat a la figura (3.12) que van obtenint les funcions
ortogonals bp(x,P) d’ordres superiors. El resultat consisteix en una estructura en cadena que en
total consta de 2P cel.les 1 que per tant proporciona les funcions ortogonals {bp p=0,...,2P} del
procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt.
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e~j®0 Q]

eP@0) o—i90x(n)

- bO(X,P) =ejP0)0X

j(P-1Dwgx

- b(x,P)=¢ JP@ox

5
+aj(1)-e

*
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4

. 2P ) .
b2p(X,P) - e—ijox + Z‘d;P(i) . eJ (-P+i)ogx
fZP(X’P) i=1 J

Figura 3.13 Estructura lattice d’ordre P que genera les funcions ortogonals {bp(x,P) p=0,...,2P}

Aquestes funcions han d’ésser posteriorment normalitzades per I’arrel quadrada de la
seva norma d’acord amb I’expressi6é (3.100). Donat que el conjunt resultant de funcions
ortonormals, format per {¢p(x,P) p=0,...,2P}, no és res més que combinacions lineals de les
exponencials complexes (Eq.3.91) del model de Fourier originari (3.90), tots dos conjunts
inclouen la mateixa informacié de manera que sén capagos de generar la mateixa aproximacié de
la funcié glx]. La implementaci6 del model de Fourier mitjangant una estructura lattice-ladder
esdevé en conseqiiéncia el representat a la segiient figura.
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4 ny Vp=0,..2P h
bo(xP) NN
——— e
b1(x,P) ¢1(x,P) \
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Figura 3.14 Implementaci6 no directa del model de Fourier sense memoria d’ordre P mitjangant una

arquitectura tipus lattice-ladder.

L’avantatge d’utilitzar les funcions ortonormals radica, fonamentalment, en que el
disseny dels coeficients {vp p=0,...,2P} no necessita invertir la matriu d’autocorrelacié a
diferéncia dels pesos relacionats amb la implementaci6 directa model de Fourier wp.

vp=E[g[x] 9p(x,P)|  Vp=0,.,2P

-

(3.113)

A més a més, tal i com s’ha comentat abans, el disseny adaptatiu dels pesos {vp
p=0,...,.2P} pot ésser realitzat per un algorisme adaptatiu senzill com el NLMS ja que no
presentara problemes de convergéncia com a conseqiiéncia de la dispersié d’autovalors de la
matriu d’autocorrelacié.

De totes maneres, és important parar atenci6 al fet de que d’alguna manera el cost
computacional de la inversi6 de la matriu que ens estalviem, s’ha traslladat a la primera part de
la figura (3.14) d’on s’obtenen les funcions ortogonals. Es facil comprovar com el cost
computacional necessari per calcular tots els parcors és de I’ordre de 0(4P%) (metode de
Levinson-Durbin per un sistema de 2P+1 coeficients). A més a més, les estructures lattice sén
un model sobredimensionat ja que el nombre de coeficients que utilitza incrementa respecte de la
implementacié directe, i de fet en aquest cas particular es duplica ja que a part dels coeficients
vp també estan els parcors, kp. Per tant, es pot dir que tot i que, en general i basant-nos en
resultats de processament lineal del senyal, les implementacions lattice d’un determinat filtre
doten al sistema resultant d’un comportament més adequat en dissenys adaptatius aixod
s’aconsegueix a costa d’un increment important en el cost computacional. Abans perd, d’entrar
en detalls respecte del cost computacional del model de Fourier-Lattice, és interessant ressaltar
les propietats de I’estructura lattice desenvolupada pel cas particular de modelatge de SNLs
sense memoria.
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Per una banda, és interessant adonar-se de que 1’estructura en cascada (Fig.3.13) esta
basada a partir de I’anomenada cel.la elemental i que, per tant, un increment en 1’ordre del
model de Fourier (per exemple, de P a (P+1)) només suposa encadenar dues cel.les més al final
de I’estructura i incrementar en 1 I’ordre de la primera exponencial, és a dir, passar de
exp[jPwox] a exp[j(P+1)wox]. Tot i que hi haurien dos coeficients de reflexié més, els que ja
existeixen no canvien de valor ja que tal i com mostra I’expressié (3.104) el coeficient de

" reflexié p-essim només depén de les p primeres mostres (tant positives com negatives) de la
funcié6 caracteristica mostrejada amb un periode de wp. Una altra propietat dels PARCORs és
que el seu modul esta limitat a ésser estrictament menor que la unitat [Kay88], cosa que els fa
adequats per implementacions discretes del model de Fourier mitjangant microprocessadors o
arquitectures d’aritmetica finita.

En definitiva, es pot assegurar que s’ha desenvolupat una arquitectura lattice-ladder que
implementa d’una forma no directa el model de Fourier sense memoria. Cal perd, proposar un
disseny dels coeficients associats a aquesta arquitectura, tant dels coeficients de reflexié com
dels coeficients que en darrer lloc es combinen linealment amb les funcions ortonormals
(Fig.3.14). Aquest disseny, a I’igual que en implementacions anteriors, pot ésser en bloc o
també adaptatiu.

3.3.1.1 Disseny en bloc del model de Fourier-Lattice sense memoria

Tenint en consideracié que el coeficient de reflexid, kp, esta definit com el coeficient
ap(p) de la funcié backward, una forma equivalent d’arribar a la solucié de Yule-Walker
consisteix en minimitzar la funcié bp(x,P) (interpretada com un “error” de prediccié backward)
respecte del conjunt de coeficients {ap(i) i=1,...,p}.

E[|bp(x, P)|2:'

Aixf, és facil comprovar com el criteri de minimitzacié de T}bp equival a I’ortogonalitat

Equacio de Obtencio dels
= = .
MINIM Yule — Walker parcors, k,, (3.114)

entre la funcid error backward, bp(x,P), i les funcions exponencials construides a partir de les
dades (Eq.3.988). Donat que la norma de la funci6 backward i la funcié forward sén iguals,

E“fp(x,P)lz] = E[lbp(x’P)lz] =Tp (3.115)

un criteri habitual de disseny dels coeficients de reflexid consisteix en minimitzar la segiient
funcié de cost, proposada inicialment per Burg (per exemple a [Hay91]),
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EU fox P +|bp(x,P)I2:l = &,

MINIM (3.116)

conduint-nos a la segiient relacié dels PARCORs que és equivalent a la trobada anteriorment
(Eq.3.104).
. ;
2E f _1(x,P)-b _1(x,P— 1)
ky =— |7 . L= Vp=1..2P
EU Fp1 (P +[ppoi(r,P-1)

J

. (3.117)

A partir d’aquesta expressi6 pels coeficients de reflexié (Eq.3.117) i en un entorn de
processament lineal del senyal, €s usual substituir les mitjes estadistiques per promitjos
temporals amparant-se en I’estacionarietat del senyal d’entrada. Es en aquest punt on convé
recuperar la dependéncia temporal del procés d’entrada, x=x(n), aixi com de totes les funcions
que es formen a partir d’ell (Fig.3.13). Suposant que es disposa de M valors de 1’entrada,
aquesta diversitat temporal proporciona un estimador pels succesius valors dels coeficients de

reflexié (denotat amb un circumflex),

M
2 fpa1(x(n),P)-by_y(x(n),P~1)
k, = ———2= Vp=1,..,2P

P M ) 5
Z[pr—l (x(n), P)l +|bp_1(x(n),P - l)l ]
n=l (3.118)
aixi com de les succesives poténcies de les funcions ortogonals.
flp = (1 -|’3p|2)- -1 Vp=1..,2P
(3.119)

Aquests estimadors juntament amb les expressions de la cel.la elemental de
I’arquitectura lattice (Fig.3.12) i la segiient definicié dels valors inicials,

bo(x(n), P) = fo(x(n), P) = ¢ P@0x(®) (3.120.2)
m=wx0) = =1 (3.120.b)

proporcionen una de les opcions més utilitzades en el disseny en bloc de ’estructura lattice. Es
interessant adonar-se de que aquesta solucié equival a una solucié de minims quadrats, que

s’obtindria minimitzant la segiient funci6 de cost,

LS 1 M 2 2
£y == [y, P + |7, )
n=1 (3.121)
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respecte del coeficient de reflexié d’ordre p, tenint en compte les relacions de la cel.la elemental
(Fig.3.12).

Tot i que sota un criteri de disseny de minims quadrats no és necessari fer cap suposicié
sobre ’estadistica del senyal d’entrada, en cas de que les mostres x(n) del senyal d’entrada
siguin independents entre elles perd que, a més a més, totes elles tinguin la mateixa funcié
caracteristica (o funcié densitat de probabilitat), el disseny de minims quadrats dels PARCORs
es pot interpretar com una aproximacid de I’expressi6 estadistica (3.104) mitjangant I’estimador
FCE de la funcié caracteristica. Per contra, en entorns no estacionaris serd necessari 1I’ds
d’algorismes adaptatius que condueixin els coeficients cap a la solucié Optima de minims
quadrats, que en aquests casos inclou un enfinestrament temporal.

Abans perd, d’entrar en el disseny adaptatiu de la implementaci6 lattice del model de
Fourier sense memoria, cal parar atencid als coeficients de la darrera etapa del model
(Fig.3.14), {vp p=0,...,2P}, que es combinen linealment amb les funcions ortonormals
proporcionades per 1’etapa lattice. Ja s’ha vist abans, que sota un criteri de minimitzacié del
valor mig de I’error quadratic, la solucié Optima d’aquests pesos esdevé la correlaci6 creuada
entre la funcié del SNL g[x] i la funcié ortonormal corresponent.

vp=Eg'[x]-0,(x,P)|  Vp=0,..2P (3.122)

De la mateixa manera que per a la versi6 directa del model de Fourier sense memoria i
suposant un problema d’identificaci6, aquests valors de correlaci6 es poden estimar a partir de
la diversitat temporal de I’entrada. Aixi, anteriorment ja s’ha vist com 1’etapa lattice proporciona
els succesius valors de les funcions ortonormals a cada instant de temps a partir dels parcors
estimats, de manera que es poden utilitzar en 1’estimaci6 dels coeficients de 1’etapa final,

. o1 ¥,
vp=—A71-2g [x(m)]- ¢p(x(n),P)  Vp=0,...,2P
n=1 (3.123)

juntament amb els valors de la sortida del SNL real, denotats per y(n)=g[x(n)].

3.3.1.2 Disseny adaptatiu del model de Fourier-Lattice sense memoria

En el disseny adaptatiu de la implementacid lattice-ladder del model de Fourier sense
memoria (Fig.3.14), s’han d’encadenar dos algorismes adaptatius diferents, un pel disseny dels
parcors {kp p=1,...,2P}, i un altre pels coeficients {vp p=0,...,2P} que es combinen amb les
funcions obtingudes de 1’etapa lattice.

Respecte del disseny dels coeficients de reflexi6, tant 1"ds de metodes de gradient (per
exemple, Gradient Adaptive Lattice algorithm desenvolupat per Griffiths [Gri78]), com
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métodes recursius ([Pro92, Fej94], s6n adequats pel disseny adaptatiu dels parcors del model
de Fourier-lattice. En el nostre cas (veure les simulacions al capitol 5 (Ap.5.1.1)), s’ha optat
per un disseny recursiu (Tau.3.1, Apén.3.C) que, tot i que requereix més operacions per
iteraci6, ha donat bons resultats en les simulacions.

Per altra banda, tal i com es pot comprovar a la taula anterior, el métode utilitzat per
obtenir els pesos {vp p=0,...,2P} ha estat el NLMS. Es interessant notar que I’is del NLMS en
lloc del LMS no normalitzat és necessari ja que, fins que els parcors de I’etapa lattice no hagin
convergit a un valor adequat, les funcions {¢p(x,P) p=0,...,2P} sén lluny de tenir norma 1.

Val a dir de totes maneres que, en principi, qualsevol meétode adaptatiu, tant de gradient
com recursiu, ja desenvolupat per a un filtre lattice en ’entorn de filtres lineals continua essent
valid per dissenyar el model de Fourier lattice presentat. No s’ha considerat oportd prestar una
major dedicaci6 a aquests métodes ja que tampoc aportariem res al que ja es coneix sobre ells 1,

a més a més, aquests aspectes més particulars queden fora de I’abast d’aquesta tesi.

34 Valoracions del model de Fourier

En aquest capitol s’ha presentat un model de SNLs alternatiu al model de Volterra o
polindmic, i desenvolupat a partir de la série trigonometrica. El resultat ha estat un model
anomenat model de Fourier i que presenta certes peculiaritats que el fan especialment adequat en
I’etapa de disseny.

En primer lloc, es tracta d’un model de SNLs perd que guarda una dependéncia lineal
amb els seus parametres cosa que proporciona una expressié tancada pel disseny dels
parimetres sota un criteri d’error quadratic mig minim (MMSE). Aquesta linealitat del model, a
més a més, permet I'ds de metodes ja desenvolupats en sistemes lineals d’una forma totalment
paral.lela en I’entorn del model de SNLs (criteri de minims quadrats, métodes adaptatius tant
recursius com de gradient). De totes maneres, aquesta propietat és també compartida amb el
model de Volterra i per tant s’han destacat altres propietats del model de Fourier que aporten
avantatges addicionals.

Una de les principals propietats del model de Fourier radica en el paral.lelisme de la
solucié6 de MMSE amb la d’un sistema lineal, ja que el conjunt de pesos trobat s’expressa en
termes de I’anomenada matriu caracteristica que té unes propietats idéntiques a les de la matriu
d’autocorrelacié que apareix en el disseny de MMSE en sistemes lineals. Aquest paral.lelisme
permet aplicar metodes eficients de ressolucié per a la solucié de MMSE del model de Fourier
(tant en el cas sense memoria com amb memoria), que ja han estat utilitzats en sistemes lineals.
A més a més, donades les caracterfstiques de la matriu caracteristica, en general, estd molt

millor condicionada que la matriu que surgeix en el disseny de MMSE del model de Volterra 1
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aquesta propietat dota al model de Fourier d’un millor comportament en dissenys adaptatius. En
aquest sentit, també hi contribueix el fet de que les funcions exponencials complexes que genera
el model de Fourier a partir del senyal d’entrada tenen norma unitat, a diferéncia del model de
Volterra on la dispersi6 de la poténcia de les funcions polindomiques agreuja encara més el seu
comportament en dissenys adaptatius.

Es necessari remarcar que el cost que s’ha de pagar per aquest millor comportament
(veure capitol 5, seccid (Ap.5.1)) €s un increment en el nombre d’operacions necessaries, tant
motivat per la major complexitat de les funcions exponencials aixi com el caracter complexe dels
coeficients i funcions. De totes maneres, ja s’ha justificat que aquest cost computacional és del
mateix ordre de magnitud que el que necessita un model de Volterra, sense prendre en
consideracié el calcul de I’exponencial complexa de primer ordre.

Finalment, també s’ha emfatitzat la versatilitat del model en el sentit de que €s capag
d’adequar-se a particularitats del SNL que es pretén modelar. Per una banda, s’han proposat
unes versions del model que contemplen una simetria parell o senar en la funcié del SNL real i
que disminueixen la carrega computacional sense perjudicar el grau d’aproximacié assolit. Per
una altra banda, s’ha mostrat com el model sense memoria admet una implementacié no directa
amb una estructura lattice, d’una forma totalment paral.lela a I’arquitectura lattice d’un filtratge
FIR. Com a conseqiiencia de la manca d’una arquitectura lattice per un filtratge
multidimensional lineal, no s’ha pogut desenvolupar una versié pel model de Fourier amb
memoria. Malgrat aix0, creiem que €s possible arribar a una implementacié no directa del model
de Fourier amb memoria que ortogonalitzi les funcions exponencials multidimensionals
considerant com a patr$ arquitectures ja desenvolupades pel model de Volterra amb memoria i
basades amb sistemes lineals multicanal [Zar85].

En conclusi6, aquest capitol s’ha centrat en el sistema de Fourier com a model de SNLs,
destacant aspectes relacionats fonamentalment amb el disseny i la flexibilitat del mateix. Per
contra, el segiient capitol es centra més en explotar el paral.lelisme que mostra el model de
Fourier amb determinats sistemes lineals i que condueixen cap a resultats forga interessants.

3.5 = Referencies

[Am95]  Arnold M.J., Zoubir A.M., Boashash B., “Estimation of the Characteristic
Function”, Proc. of the IEEE-ATHOS Workshop on Higher-Order Statistics,
Begur, Girona, Spain, pp. 231-235, 1996.

[Car88]  Carlson A.B., Communication Systems. An introduction to Signals and Noise in
Electrical Communication, McGraw-Hill, Inc., USA, 1988 (3* edicic).



90

Capitol 3. Model de Fourier de sistemes no lineal

[Chu69]

[Fej94]

[Gra95]

[Gri78]

[Hay91]

[Hil00]

[Kay88]

[Kol57]

[Kol63]

[Kur92]

[Mul94]

[Pag94]

[Pag95]

[Pap65]

[Pro92]

[Rug81]

Churchill R.V., Fourier Series and Boundary Value Problems, McGraw-Hill, Inc.,
USA, 1969 (2° edicid).

Fejzo Z, Adaptive Non-Linear Laguerre-Based Filtering, Tesi Doctoral,
Northeastern University, Boston, 1994.

Gray R.M., Goodman J.W., Fourier Transforms. An Introduction for Engineers,
Kluwer Academic Publishers, 1995.

Griffiths L.J., “An adaptive lattice structure for noise-cancelling applications”,
Proc. of the IEEE-ICCASP, Tulsa, Okla., pp.87-90, 1978.

Haykin S., Adaptive Filter Theory, Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey,
1991. :

Hilbert,D., "Mathematische Probleme", Nachr. Akad. Wiss. Gottingen, pp. 290-
329, 1900

Kay S.M., Modern Spectral Estimation. Theory and Applications, Prentice-Hall,
Eng. CIiff, NJ, 1988.

Kolmogorov A.N., "On the Representation of Continuous Functions of Many
Variables by Superposition of Continuous Functions of One Variable and
Addition", Doklady Akademii Nauk. SSSR, 114(5), pp. 953-956, 1957.
Kolmogorov A.N.,"On the Representation of Continuous Functions of Many
Variables by Superposition of Continuous Functions of One Variable and
Addition", American Mathematical Society Translation, 28,pp 55-59, 1963.
K°urkovd V., "Kolmogorov's Theorem and Multilayer Neural Networks", Neural
Networks, Vol. 5, pp. 501-506, 1992.

Mulgrew B., “Orthogonal Functions for Nonlinear Signal Processing and Adaptive
Filtering”, Proc. of IEEE-ICASSP, Adelaide, Australia, Vol.3, pp.509-512, 1994.
Pages-Zamora A., Lagunas M.A., “The K-filter: Design alternatives to model
nonlinear systems”, Proc. of the EURASIP-EUSIPCO, Edimburgh, Scotland,
U.K., Vol.III, pp.1563-1566, Setembre 1994.

Pages-Zamora A., Lagunas M.A., Ndjar M., Pérez-Neira A., “The K-filter: a new
architecture to model and design non-linear systems from the Kolmogorov's
theorem”, EURASIP Signal Processing, Vol. 44, N° 3, pp. 249-267, July 1995.
Papoulis A., Probability, Random Variables and Stochastic Processes, McGraw-
Hill, Inc., USA, 1965.

Proakis J.G., Rader C.M.,, Ling F., Nikias C.L., Advanced Digital Signal
Processing, Pacmillan Publishing Company, NY, 1992,

Rugh W.J., Nonlinear System Theory: the Volterra/Wiener Approach, The Johns
Hopkins University Press, Baltimore, 1981.



Apartat 3.5 Referéncies 91

[Sch81]

[She76]

[Spr65]

[Stu94]

[Zar85]

Schetzen M., “Nonlinear System Modeling Based on the Wiener Theory”, Proc. of
the IEEE, Vol. 69, n° 12, Desembre 1981.

Sheldon M.R., Introduction to Probability and Statistics for Engineers and
Scientist, Wiley, New York, 1976.

Sprecher D.A., "On the Structure of Continuous Functions of Several Variables"”,
Transactions American Mathematical Society, vol. 115, pp. 340-355, 1965.

Stuart A., Ord K., Kendall’s Advanced Theory of Statistics. Vol.I: Distribution
Theory, Edward Arnold, London, 6th Edition, 1994. |

Zarzycki J., Nonlinear Prediction Ladder Filters for Higher Order Stochastic
Sequences, Springer-Verlag, Berlin, 1985.

Apendix 3A  Estadistica de ’estimador de minims quadrats en

preséncia de soroll additiu

Suposant que el senyal real de sortida del SNL a identificar respon a la segiient expressio,

H
y(n) = g[x(n)] = wop; - 2(ny = 2y Wopt

i que en la mesura del mateix s’hi afegeix un soroll, £(n), el senyal de referéncia denotat per

d(n) es pot expressar com:

d(n) = Z(Iz) ' wopt + g(n)

Si es disposa de M mostres del senyal d’entrada i de la referéncia per a identificar el sistema, es

pot optar per una notacié vectorial que agrupa les M mostres de cada senyal en els respectius

vectors de referéncia (d) i soroll (¢).

d=A-w0pt+£ ;onla matriuA=[z1 27 sz]H

L’estimaci6 dels coeficients proporcionada pel criteri de minims quadrats equival a:

W =R 5, E(AHA)_IAHd

Sota la hipotesi de que el soroll és de mitja nul.la, s’arriba a que I’estimador

de minims quadrats és no esbiaixat.

E[,aLS] = E[(AHA)—IAHd} ={d=Aw,+e} = E[(AHA)_IAHA : wop,]+

+ E[(AH A) " aH e] = Ewop | +(47A) A" EE] = w,,
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Respecte de la covariancia de I’estimador, cal suposar que el soroll és blanc i amb una variancia
o per tal d’arribar a la segiient expressié tancada.

COV(WLS) _ El:(ﬁ,LS _wopt) . (st _wopt)H] ) {ﬁmz( AH A)" 4H d}

d=Aw,, +¢€

=(af A)'IA” Ele-H]a(a” A)—l ={Hee ot} =0} R

Apéndix 3B Error quadratic assolit per I’estimador de minims
quadrats en presencia de soroll

Sota les mateixes hipotesis considerades a I’apendix (Apén.3.A), I’error quadratic assolit per

I’estimador de minims quadrats es pot expressar tal i com segueix.
-1
ELS, = (de —d”A(A”A) AHd)
Expressant el senyal de referéncia en funcié dels coeficients,
d = A . wopt + £
s’arriba al segiient resultat per a I’error quadratic assolit per 1’estimador.

éMIN—M(aHe gHA(AHA) AHe)

Tal 1 com es mostra a continuacid, la mitjana d’aquest valor equival a:

E[ianv] E[ Zle(n)l ——2 fe(n)s*(l)-zf{(AHA)—lzn:l.—_

Ilnl

2 M )
_ 2 _Oe N  H{4H4\L _ 2 Of H VL H]
= 0g Y, ’Ezn (A A) 2,=0; 7 traga[A(A A) A ]_
_ | Commuzativitar | 0_2 _ o-z_ ; (AHA)_IAHA _ 0_2 —G_gt [1]
| enlatraga | ¢ M raga ~% Ty, raca

=a§(1—2p+1)
M
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Apendix 3C  Algorisme adaptatiu en el disseny lattice-ladder del
model de Fourier sense memoria

Valors inicials etapa Lattice
Pera p=1,.,2P: f,(x(0),P)= bp(x(0),P)=0; Ap(0)=0; Q;(0)=¢€ O<e<<]; A<=1
Valors inicials etapa Ladder

Pref(0)=1, B<=1; Pera p=0,.,2P: vp(0)=0;

Bucle principal
Peran=1,...,M:

{ fo(x(n),P) =by(x(n),P)= ¢g(x(n),P) = ol P@ox(n)

{ bp-1(x(n),P=1)=bp_;(x(n), P)- &~ P0*™
Ap(n)= A Ap(n -1 +fp—l(x(n),P)'b;_l(x(n),P— 1)

0p-1(=2-Gps(n= 1)+ 4{[Fps a0 PY +[pp-s (.- )
4,(n) bp-1(x(n), P)
p , L (x(n),P) = —22
Qp-1(m) R (o s N mey
£p(), PY = £ p1(x(n), P) + kp(n)- by (x(m), P~ 1)
bp(x(n), P) = b1 (x(n), P~ 1)+ kp(n)- f p_y (x(n), P)
}
byp(x(n), P =1) = by p(x(n), P)- &~ 00X
02p(m) = 4 Qap(n =1+ 4| fan xtn), P +[oany (), P~ 1)

by p(x(n), P)
JA=2)-0yp(n)
Disseny NLMS (d(n)= senyal de referéncia)

kp(n) =

$2p(x(n),P) =

2P
y(n) = Zv;(n—l)- ¢p(x(n), P); e(n)=d(n) - y(n)
p=0

2P
Pref(n) = B- Pref(n =1+ (1= B)- 3|6, (x(m, P
p=0

_ . _ H *
Perap=0,..,2P: vi(my=vl(n-1+ Pref) (n)- ¢, (x(n),P)
}







	TAPZ00001.pdf
	TAPZ00002.pdf
	TAPZ00003.pdf
	TAPZ00004.pdf
	TAPZ00005.pdf
	TAPZ00006.pdf
	TAPZ00007.pdf
	TAPZ00008.pdf
	TAPZ00009.pdf
	TAPZ00010.pdf
	TAPZ00011.pdf
	TAPZ00012.pdf
	TAPZ00013.pdf
	TAPZ00014.pdf
	TAPZ00015.pdf
	TAPZ00016.pdf
	TAPZ00017.pdf
	TAPZ00018.pdf
	TAPZ00019.pdf
	TAPZ00020.pdf
	TAPZ00021.pdf
	TAPZ00022.pdf
	TAPZ00023.pdf
	TAPZ00024.pdf
	TAPZ00025.pdf
	TAPZ00026.pdf
	TAPZ00027.pdf
	TAPZ00028.pdf
	TAPZ00029.pdf
	TAPZ00030.pdf
	TAPZ00031.pdf
	TAPZ00032.pdf
	TAPZ00033.pdf
	TAPZ00034.pdf
	TAPZ00035.pdf
	TAPZ00036.pdf
	TAPZ00037.pdf
	TAPZ00038.pdf
	TAPZ00039.pdf
	TAPZ00040.pdf
	TAPZ00041.pdf
	TAPZ00042.pdf
	TAPZ00043.pdf
	TAPZ00044.pdf
	TAPZ00045.pdf
	TAPZ00046.pdf
	TAPZ00047.pdf
	TAPZ00048.pdf
	TAPZ00049.pdf
	TAPZ00050.pdf
	TAPZ00051.pdf
	TAPZ00052.pdf
	TAPZ00053.pdf
	TAPZ00054.pdf
	TAPZ00055.pdf
	TAPZ00056.pdf
	TAPZ00057.pdf
	TAPZ00058.pdf
	TAPZ00059.pdf
	TAPZ00060.pdf
	TAPZ00061.pdf
	TAPZ00062.pdf
	TAPZ00063.pdf
	TAPZ00064.pdf
	TAPZ00065.pdf
	TAPZ00066.pdf
	TAPZ00067.pdf
	TAPZ00068.pdf
	TAPZ00069.pdf
	TAPZ00070.pdf
	TAPZ00071.pdf
	TAPZ00072.pdf
	TAPZ00073.pdf
	TAPZ00074.pdf
	TAPZ00075.pdf
	TAPZ00076.pdf
	TAPZ00077.pdf
	TAPZ00078.pdf
	TAPZ00079.pdf
	TAPZ00080.pdf
	TAPZ00081.pdf
	TAPZ00082.pdf
	TAPZ00083.pdf
	TAPZ00084.pdf
	TAPZ00085.pdf
	TAPZ00086.pdf
	TAPZ00087.pdf
	TAPZ00088.pdf
	TAPZ00089.pdf
	TAPZ00090.pdf
	TAPZ00091.pdf
	TAPZ00092.pdf
	TAPZ00093.pdf
	TAPZ00094.pdf
	TAPZ00095.pdf
	TAPZ00096.pdf
	TAPZ00097.pdf
	TAPZ00098.pdf
	TAPZ00099.pdf
	TAPZ00100.pdf
	TAPZ00101.pdf
	TAPZ00102.pdf
	TAPZ00103.pdf
	TAPZ00104.pdf
	TAPZ00105.pdf
	TAPZ00106.pdf
	TAPZ00107.pdf



