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CAPITULO 1

Introduccion.

El problema de la radiacién consiste de forma genérica en encontrar los campos
electromagnéticos exteriores a unas fuentes que se encuentran contenidas en una cierta
regién del espacio. El empleo de la formulacién espectral o0 modal, permite expresar
los campos radiados como la superposicién de ondas elementales planas, cilfndricas o
esféricas. De este modo el problema de 1a radiacién se reduce a obtener las amplitudes
complejas de cada una de las ondas elementales que por superposicién dan lugar a los
campos radiados. Estas amplitudes complejas o coeficientes modales describen
completamente los campos y con la ventaja que mediante un conjunto finito de valores
escalares, es posible obtener los campos radiados en cualquier punto del espacio. La
dependencia espacial de los campos viene dada por las funciones de onda, que son las
soluciones de la ecuacién de onda por separacién de variables en el sistema de
coordenadas deseado.

_ Las propiedades de las funciones de onda permiten que la formulacién espectral esté
especialmente bien adaptada al tratamiento de problemas electromagnéticos en que
estén involucradas superficies que se definen por una o varias coordenadas constantes
en el sistema de coordenadas empleado. Asf, por ejemplo, los problemas de difraccién
por cilindros o esferas, se han tratado cldsicamente de forma rigurosa mediante métodos
modales.

La sencillez del empleo de expansiones modales tiene como contrapartida que su
aplicacién est4 limitada a casos que contengan formas geométricas canénicas. A pesar
de esta limitacién el 4mbito de aplicacién de la misma es suficientemente amplio como
para que deba contemplarse como una posible alternativa en la solucién de cualquier
problema electromagnético.
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En el grupo de Antenas, Microondas y Radar del Departamento de Teorfa de Sefial y
Comunicaciones de la UPC y en relacién con los proyectos de investigacién "Sistema
de im4genes por microondas en tiempo real. Aplicaciones biomédicas™ y "Campo de
pruebas de medida de antenas radar. Denominacién CPA" se ha empleado la
formulacién espectral en dos problemas concretos como son la formacién de imdgenes
por microondas y el diagndstico y medida de antenas.

El origen de la presente tesis estd estrechamente relacionado con el desarrollo de estos
proyectos. A pesar que la formulacién especfral es una herramienta cldsica del
electromagnetismo, se planted la necesidad de deducir de forma general, homogénea
y rigurosa la formulacién para el caso plano, cilfndrico y esférico, estableciéndose la
relaciones existentes entre ellas y que permiten obtener los coeficientes modales en
una geometrfa a partir de los coeficientes en cualquiera de las otras dos, siendo el
objetivo final presentar una formulacién uniforme y consistente con otros trabajos
previos realizados dentro del grupo.

A partir de esta base tedrica se abordé el disefio de un campo préximo de medida de
antenas en campo préximo cilfndrico. Entre las aplicaciones de la formulacién espectral
se encuentra la transformacién campo préximo campo lejano que permite obtener el
diagrama de radiacién de antenas a partir del campo radiado en una zona préxima a
la misma. La particularizacién en la geometrfa cilfndrica estaba impuesta por la
caracterfsticas de la antena a medir, que en este caso era una antena de grandes
dimensiones que forma parte de un radar tridimensional desarrollado por la empresa
CESELSA. Los algoritmos de transformacién campo préximo campo lejano fueron
desarrollados durante los afios setenta, sin embargo existfa un escaso tratamiento de
la influencia de los errores de medida sobre el diagrama de radiacién. Este tema es
especialmente importante al medir antenas con especificaciones muy estrictas en cuanto
posicionado del haz principal y nivel de 16bulos secundarios, aunque su tratamiento
es complejo ya que la magnitud que desea obtenerse no es la que se mide directamente,
por lo que los errores de medida influirdn sobre el diagrama de una forma indirecta y
diffcil de establecer en la mayorfa de los casos.

Los estudios sobre errores que se encuentran en la bibliograffa se limitan al caso plano
o esférico no siendo extrapolables al caso cilfndrico por la distinta naturaleza de los
algoritmos de transformacién. Con esta situacién los disefios de campos de medida en
coordenadas cilfndricas se basan en un método de simulacién numérica. En este proceso
se perturba un campo préximo simulado sin error con el error que se desea estudiar.
Se realiza la tranformacién campo préximo campo lejano y se cuantifica el error sobre
el diagrama de radiacién. Este método es sin duda una buena solucién de ingenierfa
que permite de forma rdpida la especificacién de un campo de medida, sin embargo
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presenta el inconveniente que los resultados obtenidos tan sélo son vélidos para la
antena y la geometrfa de medida simulados, sin ofrecer posibilidades de generalizacién
ni cuantificar el efecto de cada uno de los pardmetros de medida, a menos que el nimero
de simulaciones sea exageradamente elevado. Es por este motivo que se creyd necesario
abordar el estudio de errores de medida en campo préximo en coordenadas cilfndricas
para sistematizar en lo posible la especificacién de un campo de medida, proporcionando
expresiones simples que relacionen el error en campo préximo y su efecto sobre el
campo lejano.

Con esta doble motivacién : deducir de forma homogénea y rigurosa la formulacién
espectral y su aplicacién a sistematizar el disefio de una campo préximo de medida de
antenas se ha realizado la presente tesis con la siguiente estructuracién.

En el capftulo 2 se deduce la formulacién espectral de la radiacién para las tres
geometrfas de interés, obteniéndose los coeficientes modales en funcién de las fuentes,
y estableciéndose las relaciones que permiten pasar de los coeficientes modales de una
geometrfa a otra.

En el capftulo 3 se presenta la aplicacién de la formulacién espectral a dos casos de
especial interés en la medida de antenas, como son la transformacién campo préximo
campo lejano y la reconstruccién de corrientes como aplicacién al diagndstico de
antenas. Asimismo se muestra la potencialidad de la formulacién espectral al estudio
del efecto de radomos cilfndricos y esféricos sobre el diagrama de radiacién de antenas.
La transformacién campo préximo campo lejano en coordenadas cilfndricas con
correccién de sonda es el tema del capftulo 4. En este capftulo se deducen los distintos
algoritmos de forma consistente con la formulacién espectral realizada en el capftulo
2. Ademds se reformula la transformacién como un proceso de sfntesis por software
de ondas planas. Este punto de vista es itil en el tratamiento de errores que se aborda
en el capftulo 5. En este capftulo se estudia el efecto de los errores de medida mds
significativos, deduciéndose expresiones que permiten cuantificar su influencia sobre
el diagrama de radiacién.

Eldisefio de un campo de medida se realiza en el capftulo 6 y en el capftulo 7 se recogen
la conclusiones.

Finalmente, un comentario sobre la redaccién de la tesis. Dado que la formulacién
empleada implica la manipulacién de funciones con propiedades muy especfficas, se
haoptado por clarificar al maximo los desarrollos matemadticos realizados. Esto conlleva
que el texto se encuentre salpicado de férmulas que forman parte de estos desarrollos,
lo que sin duda hace farragosa la lectura a QUien se aproxima a la tesis de una forma
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mds superficial. Sin embargo, pensando en el interés de la formulacién realizada como
base a futuros trabajos, se ha primado la claridad matemdtica frente a la facilidad de
lectura del texto, desestimando otras opciones como la inclusién en apéndices de los
desarrollos matemdticos. Por lo que pido comprensién y disculpas a quien estando
interesado en esta tesis de forma mds general, pueda sentir cierto desasosiego al
enfrenterse a algunas retahflas de férmulas quizds demasiado detallistas.



CAPITULO 2

Formulacion espectral del problema de radiacion.

2.1 Introduccion.

La obtencién de los campos electromagnéticos producidos por fuentes arbitrarias es
un problema cldsico del electromagnetismo. La solucién puede abordarse directamente
mediante la solucién de las ecuaciones de Maxwell, si bien suele realizarse mediante
un proceso indirecto pero mds simple, de definicién de unos potenciales a partir de
los cuales se obtienen los campos, y calcular los potenciales a partir de las fuentes.

Tanto los campos como los potenciales cumplen la ecuacién vectorial de onda. La
formulacién matemdtica es independiente del sistema de coordenadas empleado, sin
embargo la resolucién de la ecuacién de onda presenta diferencias sustanciales para
cada sistema de coordenadas, derivadas de las distintas propiedades geométricas de
cada uno de los sistemas habitualmente empleados: cartesiano, cilfndrico y esférico.
La diferencia fundamental estriba en que de los tres sistemas de coordenadas sélo en
cartesianas los tres vectores ortogonales que forman la base son constantes para
cualquier punto del espacio. Este hecho lleva a que al descomponer laecuacién vectorial
de onda en las tres ecuaciones escalares asociadas a cada componente vectorial, se
deriven sistemas de ecuaciones distintos para cada sistema de coordenadas. Por otra
parte estos sistemas de ecuaciones son complejos con las distintas componentes
acopladas, excepto para el caso cartesiano, lo que hace que su resolucién directa sea
diffcil.

Un método general para la solucién de la ecuacién vectorial de onda es el expuesto
por Stratton [Stratton,1941] en que las soluciones pueden expresarse en funcién de la
solucién a la ecuacién escalar de onda.
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La resolucién de la ecuacién escalar de onda lleva a expresar los campos en zonas
libres de fuentes como una suma ponderada de funciones que cumplen ciertas relaciones
de ortogonalidad. Por otra parte, dado que los campos son solenoidales y campos
eléctricos y magnéticos no son independientes resulta que de las seis componentes de
campos sé6lo dos son independientes, por tanto es posible expresar los campos a partir
de dos conjuntos independientes de coeficientes que llamaremos coeficientes modales.
Ademds, para fuentes finitas el mimero de coeficientes es finito. De este modo la
formulacién espectral permite reducir el problema de conocer los campos en cualquier
punto del espacio, a obtener dos conjuntos finitos de coeficientes que permiten conocer
cualquier componente de campo en cualquier punto del espacio exterior a las fuentes.

Este capftulo estd dedicado a la obtencién de los coeficientes modales para fuentes
arbitrarias, y las relaciones entre los coeficientes modales obtenidos en los diferentes
sistemas de coordenadas. La formulacién modal es una herramienta habitualmente
empleada en el estudio de problemas de difraccién de objetos canénicos, estudio de
cavidades y radiacién. Sin embargo, la formulacién encontrada en la bibliograffa es
bastante inhomogénea en notacién o convenios, o bien muy particularizada para una
geometrfa o problema determinado. ’

Asf, por ejemplo, Stratton trata el desarrollo de los campos como ondas planas,
cilfndricas y esféricas de forma magistral, pero sin tratar el problema de obtencién de
los coeficientes en funcién de las fuentes. Harrington [Harrington, 1961] realiza un
desarrollo similar a Stratton pero con un énfasis mayor en las aplicaciones de la
formulacién a los problemas de cavidades, radiaciény difraccién. Sin embargo, existen
diferencias de notacién y convenios en la definicién de los potenciales que llevan a que
en las expresiones finales existan diferencias de constantes respecto a la formulacién
elegida por otros autores y empleada en esta tesis.

Todos estos autores definen y tratan la funcién de Green, pero son Tyras [Tyras, 1969]
y Stinson [Stinson, 1976] quienes lo tratan de una forma m4s detallada y préxima al
problema que se trata en este cdpitulo, si bien el empleo de criterios de variacién
temporal distintos lleva a resultados formalmente distintos.

Debido a esta dispersién bibliografica se ha creido conveniente recoger toda esta
formulacién de forma homogénea, aunque no muy detallada, de manera que sirva de
referencia a los desarrollos posteriores que se realizan a largo de este trabajo.



Formulacién espectral del problema de radiacién. 7

Finalmente es de destacar que en la tesis doctoral de L. Jofre {Jofre, 1982] se encuentra
un desarrollo exhaustivo para el caso plano que se ha resumido en el apartado 2.6., y
cuya notacién y convenios han sido empleados en los desarrollos realizados en las

otras geometrfas.

2.2 Ecuacion vectorial de onda.

Las ecuaciones de Maxwell para variaciones temporales arménicas de la forma e’**

son
VXE=-jwpH-M @-1)
Vx-ﬁ=jw§f+_j 2-2)
V-E=p/e : (2-3)
V-H=1t/n (2-4)

donde se ha supuesto de forma genérica la existencia de fuentes eléctricas y magnéticas,
representadas por las densidades de corriente J y ﬁy las densidades de cargap y T.
En la formulacién del problema de radiacién interesa obtener los campos en funcién
de las fuentes. Los campos producidos por las fuentes pueden expresarse como la
superposicién de los campos producidos por las fuentes eléctricas y magnéticas de la
forma

E-F,+F, | @5)

ﬁ=ﬁﬁ+ﬁp

Cada uno de los términos cumple el siguiente sistema de ecuaciones duales

VXEA= --jwu.ﬁ,1 (2-6.a) VXZ",-—jwp.ﬁ,.--ﬁ - (2-6.b)
VxH,=J+jweE, VXH;=jweE, |

V-E,=p/e V-E;=0

V-H,=0 v-ﬁﬁr/u
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Los sistemas de ecuaciones 2-6 muestran que los campos H 4y E r son solenoidales,

y por tanto pueden expresarse a partir de sendos potenciales vectores, para una regién
homogénea del espacio, de la forma

— . — 2'7

H,-Lux3 @D
!

— 1 —

del conjunto de expresiones 2-6 y 2-7 se desprenden las siguientes relaciones de dualidad

oH, 2-9)

o
a

ﬁAH—EF

por tanto resolviendo uno solo de los sistemas de ecuaciones se obtiene de forma
inmediata por dualidad la solucién del otro. Nétese que debido a la eleccidn realizada
de los potenciales, el potencial vector Aes producido por las fuentes eléctricas, mientras
que el potencial vector Floes por las fuentes magnéticas.

Llevando la definicién de los potenciales a los sistemas de ecuaciones 2-6 se puede
escribir

UXE ;== jwIxA 2-9)
VX(E ,+jwA)=0 (2-10)

dado que un vector irrotacional puede expresarse como el gradiente de un campo
escalar, se define

Vé=-F,- jwA (2-11)

VV¥=-H;-jwF (2-12)
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donde ¢y ¥ son los potenciales escalares eléctrico y magnético respectivamente.

Si se toma el rotacional en la expresién 2-7 se obtiene

o - (2-13)

al considerar la ecuacién del rotacional del campo magnético en 2.6

- =1 - (2-14)
J+jweEA=L—1VXVXA
de donde
- 7 (2-15)
jwue Jjwe
por otra parte,
— — 2-16
HA=;1L—VXA ( )

Aplicando dualidad se pueden obtener los campos producidos por las fuentes magnéticas
como

- M 2-17)
F= VXVXF"—-
Jwpe JWH
- — 2-18
E;=--i—VXF ( )

A partir de las expresiones anteriores se puede escribir la expresién de los campos
totales para una regién del espacio homogénea y libre de fuentes de 1a forma

= 1 = 1 - (2-19)
E==-=VXF+- VXVXA
€ Jwue
-— — -— 2'20
H“—-’lVXA-*, L VXVXF ( )
H JWue

Las expresiones 2-19 y 2-20 relacionan los campos en funcién de los potenciales
vectores, sin embargo queda todavfa por determinar el valor de los potenciales en
funcién de las fuentes.
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De las expresiones 2-14 y 2-11 se puede formular

1 -_ . == (2-21)
;VXVXA=jwe(—V4>-—ij)+J
recordando que
VXVXA=V(V-4)-V24 (2-22)
se obtiene
V2A+k2A=V(V A+ jwoped)-jud (2-23)
y andlogamente para F

V2F+k?F=V(V-F+jwpe¥)-jeM (2-24)

conk?=w?pe.

Las divergencias de los potenciales vectores pueden fijarse libremente. Si imponemos
la condicién de Lorentz dada por

V-A+jwped=0 (2-25)
v.?+]’wue\y=o (2'26)

se obtiene para los potenciales vectores

(2-27)

AN |
u
<

V24 + k2 -u

VF+k°F = -cTi @2

Es deéir, la relacidn entre los potenciales y las corrientes es la ecuacién vectorial de
onda. Bajo la condicién de Lorentz se puede escribir

UXVXA=V(V-A)-V2A=V(V-A)+k?A+pT (2-29)
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y por tanto se puede reescribir 2-19 y 2-20 como

(2-30)

- 1 2o 1 =
V(VA)=——(V(V-)+k -=VXF
(V) = o (VT )+ KA -

(2-31)

- 1 gowe 1 =

V(V-F)me——(V(V)+kDF+-Ux 4
(V-Fy=—n (VT ~kDF -2

Expresiones que son vdlidas si los potenciales cumplen la condicién de Lorentz.

2.3 Construccion de las soluciones.

Para una regién del espacio homogénea y libre de fuentes los campos se relacionan
con los potenciales a partir de 2-19 y 2-20

- Lo - 2-32

E=-1VXF+, ! VXVXA (2-32)
€ jwpe

— — — 2‘33

H=lVXA+‘ L VXVXF @39
i jwpe

Es bien sabido que tanto el campo eléctrico como magnético cumplen la ecuacién
vectorial de onda, condicién que se ha visto que también es cierta para los potenciales
vectores. Por tanto en una regién del espacio libre de fuentes deberemos resolver la
ecuacién diferencial

V2C+k?C=0 ' (2-34)

—

donde el vector C representa genéricamente los vectores E,H,A,F

La ecuacién vectorial diferencial 2-34 se puede escribir como un sistema de ecuaciones
diferenciales escalares, pero sélo en el caso de resolverlo en componentes cartesianas
se obtienen tres ecuaciones escalares de onda independientes para cada componente.
En los demds sistemas de coordenadas aparecen sistemas de ecuaciones diferenciales
complicados en que las distintas componentes aparecen ligadas.

La resolucién de 2-34 puede plantearse de forma genérica del siguiente modo
[Stratton,1941, pp. 393]. Sea ¥ una funcién escalar solucién de la ecuacién de onda

V3V +k?¥Y =0 “ (2-35)
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y sea & un vector unitario constante, entendiéndose por constante que su direccién no

varfa en funcién de la posicién del espacio. Se construyen tres vectores de la forma:

- - - -1 — (2-36)
L=VVY; M=9YXaV¥; N=7<-VXM

Es fécil comprobar que los vectores L, ﬁy N cumplen la ecuacién 2-34. Nétese que

2-35 puede resolverse en cualquier sistema de coordenadas, y 1a unica restriccién para
la obtenci6n de las soluciones a la ecuacién vectorial es que el vector a sea constante.
Precisamente al cumplirse esta condicién tenemos que

(2-37)

M=Ixa=-VxN

> -

Por tanto los vectores ﬁy N son ortogonales. De la definicion de L se observa que es

irrotacional y su divergencia es

V: I=V2V¥=-k2y¥ (2-38)

mientras que ﬁy N son solenoidales.

En general la resolucién de 2-35 dar4 lugar a un conjunto de funciones ortogonales,
de tal modo que la solucién podr4 expresarse como una suma ponderada de funciones
ortogonales. A cada funcién ¥ , asociamos un vector Z,, , H,, y 7\7,, , tal como se ha
definido en 2-36. En una regién libre de fuentes el campo eléctrico se podr4 expresar
como

E=-Y a,M,+b,N, (2-39)

De este modo el campo eléctrico obtenido cumple la ecuacién vectorial de onda. Es
de notar que dado que el campo eléctrico es solenoidal no debe ser funcién de L En
cuanto al campo magnético

- - (2-40)

A partir de 2-32 y 2-33 puede comprobarse que los potenciales pueden obtenerse a
partir de
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Z=—jn€2bn‘l’na A (2-41)

F=€) a,¥,a (2-42)

n

Estas ecuaciones muestran la posibilidad de expresar los potenciales como
superposicién de funciones elementales de onda. Estos potenciales se han definido de
forma independiente de las fuentes, y sencillamente estan relacionados con los campos
a través de 2-32 y 2-33. De hecho su definicién es absolutamente arbitraria en tanto
que las restricciones sobre el vector ason muy genéricas. No debe confundirse esta
definicién con la realizada en 2-7, cuya solucién viene dada por 2-27 y 2-28, en que
se asociaba cada uno de los potenciales a las fuentes eléctricas y magnéticas
respectivamente,

De las definiciones 2-36, se observa que el vector Mes ortogonal a ay N es ortogonal

a M. Por tanto si el potencial vector Aes cero el campo eléctrico es ortogonal a a , €8
decir, el campo es TE respecto a. Del mismo modo si F es cero el campo es TM
respecto a. Por tanto la solucién construida para los campos se expresa como una
superposicién de modos TE y TM segin a debidos a los potenciales F y A
respectivamente,

2.4 Solucién de la ecuacién de onda escalar homogénea.

Tal como se ha puesto de manifiesto en el apartado anterior, los potenciales vectores
pueden expresarse como una superposicién de funciones de onda elementales obtenidas
de la solucién de la ecuacién de onda escalar homogénea. La relacién entre los
potenciales y los campos es un proceso de diferenciacién. Este planteamiento genérico
lleva a soluciones matemdticas distintas para los diferentes sistemas de coordenadas.

La solucién de la ecuacién de onda homogénea se encuentra ampliamente tratada en
la bibiograffa, un estudio detallado se encuentra en [Balanis, 1989, cap. 3]. El método
cldsico de resolucién es por separacién de variables, refiriéndonos exclusivamente al
problema de radiacién en espacio libre, esto es, ondas propagdndose en espacio libre
desde el origen de coordenadas hacia el infinito, las soluciones vienen dadas por:

Coordenadas cartesianas

W(x,y,z)=e T T g2y 20 2 ? (2-43)
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Coordenadas cilfndri
V(p.0.2)=HP (K, pre/™e ™™ jkZ+kl=k? (2-44)
Coordenadas esféricas

Y(r,0,6)=h®Kr)yP™ (coso)e’™* (2-45)

En cada uno de los sistemas de coordenadas la solucién vendrd dada por una
superposicién de funciones elementales.

En coordenadas cartesianas las constantes de separaciénk ., k, y k , est4n ligadas, por

lo que sélo dos de ellas se pueden fijar libremente. En problemas abiertos k , k, y k.
forman un conjunto contfnuo por lo que la solucién general a la ecuacién de onda
vendr4 dado por

- ex =ity -jiex 2
\y(x,y,z)-fj:.f(k,,.k,)e Mexo ey o M2 gk dk, (2-46)

1
2

ko= (k*-kZ-k3)
La eleccién de k. y k, independientes y k , ligada, depende de las caractéristicas

geométricas del problema a resolver.

En coordenadas cilfndricas H {2’ es la funcién de Hankel de segunda especie y orden

n. Para problemas que abarquen todo el espacio n es entero, con lo que la solucién
general de la ecuacién de onda en coordenadas cilfndricas viene dada por

- -k, z 2-47
¥(0.0,2)= Y [ fak)HP (kyp)e "k, &

kZ+kZ2=k?
En coordenadas esféricas la solucién a la ecuacién de onda puede expresarse como

Y(r,0,¢)= Z Zcm‘,,h,(,z)(kr)PL”"(cose)e’"“ (2-48)
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donde h {2’ es la funcién esférica de Hankel de segunda especie y orden n, y P,™'son

los polinémios asociados de Legendre de primera especie. La eleccién de | m |en el
orden de los polinomios de Legendre se realiza para evitar posteriores confusiones, y
no tiene mayor importancia ya que los polinomios de orden positivo y negativo se
relacionan por una constante. En [Sommerfeld,1972,pp.129] se encuentra una
interesante discusion sobre los distintos criterios que se pueden adoptar en la definicién
de los polinomios de Legendre. Una formulacién alternativa de las soluciones de la
ecuacién de onda se realiza mediante los armdnicos teserales definidos como

T;,\,,(e,¢)=1>',:‘(cose)cosm¢ (2-49)

T (8,9)=P;(cos6)senmo

en donde se han separado las variaciones de orden par e impar segiin ¢

Las funciones involucradas en la solucién de la ecuacién de onda homogénea presentean
una serie de propiedades de ortogonalidad, valores asint6ticos para grandes y pequenios
argumentos, relaciones de recurrencia y propiedades de derivacién, que son de gran
utilidad en la manipulacién de expresiones en que intervienes estas funciones. Estas
propiedades se encuentran recogidas de forma general por Abramowitz, y Stratton,
mientras que Hansen reune las propiedades principales de las funciones que intervienen
en coordenadas esféricas. '

2.5 Funcion de Green para la ecuacion de onda.

Las ecuaciones vectoriales de onda 2-27 y 2-28 pueden reducirse en el caso cartesiano
atres ecuaciones escalares de onda asociadas a cada una de las componentes vectoriales
de forma que a partir del lema de Green pueden escribirse los potenciales como

Zsuf’c(}’.?')i(?')du' (2-30)

F-e[ 6. FIMGE)av @51

con la funcién de Green la solucién a la ecuacidn diferencial inhomogénea

(V2+k®)G(F. T )=-8(F-T") 2-52)



16 Formulacién espectral del problema de radiacién.

La solucién de la ecuacién diferencial puede realizarse mediante el uso de métodos
transformados [Tyras,1969] [Stinson,1976]. Definiendo los pares transformados

;(al »azO(ls)-ff‘{_:f(x.)‘.Z)e/‘.'ely.:el'.’dxdydz (2'53)

f(x:)”z)'&%n)?ffj:_;(ﬁuvaz'03)9-1"18.’"’9-/"’da‘dazdaa

puede transormarse la ecuacién 2-52 planteada en coordenadas cartesianas de forma
que

fff_:(vz*kz)G(?,F')o"':dxdydz--ff‘[.:g(,‘-'_;')c/?i'dxdydz (2-54)

donde  y a son sendos radiovectores definidos en los espacios tridimensionales R y

A respectivamente. El término de la derecha de la ecuacién es directamente integrable.
En cuanto al término de la izquierda puede integrarse por partes dos veces obteniéndose
para la ecuacién anterior

5(&)[k2-(af+a§+a§)]= _ejx'aleiy’azeizms (2-55)

siempre y cuando se cumpla la condicién

aG(F)e]a,r‘_G(F)aejalr' ® o (2'56)
5l‘i Br‘( .

La condicién anterior es equivalente a

= ) - 2-57)
[(aG(r)—ja‘G(;))e”‘r‘:l =0

or,

que se cumplir4 en el caso que

= . ' (2-58)
lim (ail(_r)-'jaiG(r)) =0

Esta condicién no es mas que la condicién de radiacién de Sommerfeld para ondas
planas [Stinson,1976,pp.61].

Al invertir la ecuacidn 2-55 se obtiene la siguiente expresién para la funcién de Green
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T I N N (2-59)
G(x,¥,2)= (2n)3fff da,da,da,

(af+ai+ad)-k?

Debe de notarse que el espacio transformado A carece de un significado fisico

especffico. La integral anterior puede realizarse en coordenadas esféricas realizando
los cambios :

a, =asenfdcosd (2-60)
a,=asenbsen¢

a;=acoso

dv=da,da,da;=a’senfdadbd¢

donde los dngulos 6 y ¢ son los habituales en coordenadas esféricas. Si se define el
vector R=r—-r"se puede escribir la funcién de Green a partir de 2-59 como

(2:1)3,[ f fzn e/ azsenedadedq, (2-61)

Dado que la orientacién relativa de los sistemas de coordenadas del espacio real y el -
espacio transformado es irrelevante, se puede rotar los sistemas de coordenadas hasta
hacer coincidir R con a4 con lo que

~/Ru cos @ ) (2-62)
f f ———a“senfdadf =
o

a?-k?

G(R )s(zn)

o ch e-jRa
ada

(211) jR a?-k?

La integral puede extenderse entre =« de forrﬁa que

. 2-63
e 'Fiqq (2-63)

G(R)=- — | —
(R) (2n)2jR/-wa?~k?

esta integral puede evaluarse permitiendo que a sea complejo y realizando la integral
sobre el contorno indicado en la figura 2-1, donde es fécilmente comprobable que el
contorno Cj no contribuye a la integral. Para el caso de medios sin pérdidas, esto es
k real, el integrando presenta dos polos cuyos residuos son 1/ 2e*/** Dado que el
interés se centra en obtener soluciones en forma de ondas propagandose hacia el infinito
debe excluirse el polo negativo de forma que
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- o IkR (2-64)
CR)=Zmr
im[ed
~k %2 ~

C1

Figura 2-1 Camino de integracion para la ecuacion 2-63.

Es ficilmente comprobable que esta solucién cumple con Ia condicién expresada en
2-58

Una expresién alternativa de la funcién de Green puede hallarse definiendo

t2=(a’+a)-k? (2-65)

de forma que la ecuacién 2-59 queda

G(x,y,2)= . (2-66)

-lay(z

- ’)
1 ® ~ja(x-x) _-saly-y9)e *
T2 )fof o T Y e da,da,da,
n g Qa*‘t

La integral i'especto a ; puede realizarse en el plano complejo. Segin el valor de

(z - z")el contorno de integracidn se cierra por la parte superior o inferior del plano
complejo de forma que el integrando se anule y no contribuya a la integral. Referido
a la figura 2-2 los caminos de integracién son
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(z=z")>0 C, (2-67)

(z—-z7)<0 C,

Figura 2-2 Camino de integracion para la ecuacién 2-66.

El integrando presenta dos polos en el eje real para =T, por lo que la integral puede
evaluarse mediante el método de los residuos obteniéndose

1 .e-/c,(x'x')e-lcg(y'r')e'Iﬂgii'x'l (2'68)
G(x.y.Z)-jansz:. o da,da,

cona?+a?+ a3 =k?2 Laecuacién anterior expresa la funcién de Green como una

superposicién de funciones de onda obtenidas de la solucién de la ecuacién de onda
escalar homogénea en coordenadas cartesianas. De hecho esta expresién es
formalmente andloga a la ecuacién 2-46, y es util en la formulacién de la radiacién en
coordenadas cartesianas.

Se pueden encontrar expresiones integrales de la funcién de Green como superposicién
de ondas cilfndricas, para ello se define en primer lugar
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® janz 2-69
éaa(X-y)=f__G(x.y.z)e' Ydz (2-69)

+ como la transformada de Fourier en una dimensién, segin z, de 1a funcién de Green.
Si se multiplica la ecuacién de onda 2-52 por el término exponencial e 158 y se integra
entre = se obtiene

[ @6 xy 26 az = [ o(x-x )80y -y I8(z =220 " az (2-70)

que al realizar la integral la ecuacién resulta en

(V2+k?=a2)C, (x.¥)=-8(x-x)o(y -y )e' "™ @-11)

con la condicién

i jzaa_ _3_ jzaa]. _ (2'72)
[azc(x,y,z)e G(x,y,z)aze B 0

. si se define

yi=k?-a2 | (2-73)
G(x,y)=Cq (x,y)e "%
puede escribirse la ecuacién 2-71 como
(V2+y3)G(x,y)=-6(x-x")6(y~-y") (2-74)

problema bidimensional, de cuya solucién puede obtenerse la solucién al problema
tridimensional mediante la transformacién '

-jay(z-z") (2'75)

6lx.y =5 [ Gxiy)e da,

La solucidn del problema bidimensional 2-74 puede realizarse de forma an4loga a la
planteada en 2-54 mediante la aplicacién de la transformada de Fourier de forma que

mieyxmx) =jealy=y") (2-76)
G(x,y)= ff da,d
( Y) (2 )2 (al*az) Y a] (12
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ecuacién que puede integrarse en coordenadas cilfndricas mediante los siguientes
cambios de coordenadas

a,=acosé 2-17)
a,=asend
da,da,=adad¢

Si se orientan los eje de forma que @, concida con p, tal como se indica en la figura

2-3, la integral queda en la forma

2r peg-ialp-p’lcos(b-47) (2-78)
G(p. ¢)=(2 )zf f 3Ty addéda |
(%4 Y
2

Figura 2-3 Orientacion relativa de los sistemas de coordenadas para la integral 2-78.

Haciendo uso de la definicién integral de las funciones de Bessel

i~h r2n (2-79)
J (x)_jé;f el(xcoswnndq)

se obtiene para la integral segin ¢
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o(alp P 1) (2-80)

Gp 0y [T P —ada

la integral resultante puede extenderse entre =< haciendo uso de las siguientes

propiedades
Jn(z)=%[Hg"(z)+Hg2>(z)] (2-81)
H(ze )= (-1)""'HP (2)
obteniéndose
Gep 0yt [THEG e D, (82
—. a?-y?

Esta integral puede evaluarse en el plano complejo realizando 1a integral sobre el
contorno indicado en la figura 2-4. El resultado de la integral mediante el método de
los residuos es

(2-83)

G(p.0)=-2HP (vIp-p"1)

Considerando las propiedades de traslacién de las funciones de Hankel y la
transformacién 2-75 se obtiene para la funcién de Green del problema tridimensional
en coordenadas cilfndricas

G(p.¢,z)= (2-84)

para |p|>{p cos(¢é-¢")|
G(pi¢,2)=

| e , e reneeny
" j8n S H®(yp ) (yp)e! ™+ g q
sl

para |p|<|p’cos(é-¢")|



Formulacién espectral del problema de radiacién. 23

Imbd

———
\_/ Rebd

Figura 2-4 Camino de integracidn para la ecuacién 2-82.

y2+al= k2 (2-85)

Estailtima expresién presenta la funcién de Green como una suma de ondas cilfndricas.

Finalmente se puede expresar la funcién de Green como una suma de ondas esféricas
considerandos las siguientes propiedades [Stratton,1941,cap.7]

-jz (2-86)

e
h} 2) =~
o (%) Tz
hgz)(kl;';"l)"i(z’”1)hff)(kr)j.(kr')l’.(cosx) |F|>|F‘| (2-87)
A=0
- (r-1m])! : 2-88
P.(cosx)= Z M'I)_P}.m'(COSG)PLmI(COS9')9""(.-.) ( )

m-a(+|m|)!

Donde las coordenadas primadas se refieren a los puntos fuente, las coordenadas sin
primar a los puntos campo, los dngulos ©y ¢ son los habituales en coordenadas esféricas
y el dngulo xes el dngulo que forman los vectores I y I *. De este modo la funcién de
Green queda
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o JkR (2-89)
4nR

G(R)=

k <« (n-1mjJ)!
Tg (n+|mJ)!

P'™(cos®)P!™ (cos8)e/m*"*?

}": (2n+1) R (kr)j (kr)-

mm -

para l; {>1F’ |
2.6 Coordénadas cartesianas.

2.6.1 Expresion de los campos como superposicion de ondas
planas.

Una vez encontrada la solucién de la ecuacién vectorial, se particularizan las
expresiones 2-41 y 2-42 para el caso de coordenadas cartesianas, con lo que se pueden
escribir los potenciales como

(2-90)

R

=~jneff flkek,ye ®dk dk,a

-— ® gl -— 2'91
F=eff gk, ke *dk dk,a (25

donde por conveniencia de notacién se ha definido el vector K con componentes k ,,
kyyk..

Los campos a partir de 2-32 y 2-33 vienen dados por

E(x.y.2)= ff.:[g(k,.k,)](l-c'xa)—[(k,.k,)-};ié‘x(Exic‘)]e"—'-"dk‘dk, (2-92)

Ax.y. z)-—ff [f(k k) J(RX @)+ gCk, k) s kx(axk)] gk dk, (2-93)

De las expresiones anteriores se observa que si f(k ., k,)=0, el campo eléctrico es

normal al vector a, es decir, el campo es TE respecto a, por el contrario si g(k .,
k,)=0, el campo es TM respecto a. Asf pues, el campo queda expresado como la
suma de una onda TE y una onda TM respecto a. La eleccién del vector es arbitraria,
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con la condicién de que sea constante, pero nétese que si se tiene un conocimiento
previo de los campos, la eleccién de a puede simplificar el problema, en el sentido
que podemos anular una de las funciones f(k ,, k,) o g(k ., k), siempre y cuando el
campo sea TE o TM, respecto una direccién del espacio.

Si se define ahora

Ae(ke k)= (Zﬂ)z[g(kx-ky)j(zxa)-f(k,,k,)%ic'x (@ x ;5)] (2-94)

| Zn(k,.k,)-(2n)2[f(k,.k,>1(2x6)+g(k,.k,)§7£x(axE)J (2-95)
los campos se pueden escribir como

E(x’y’z)'E’é:[_)iffzs(kx-ky)e'ﬁ;dkxdky (2-96)

ﬁ(x'y-Z)=&;—)szﬁnck,‘,k,)e"”dk,dk, 2-97)

Las expresiones anteriores muestran claramente como el campo puede espresarse como
una superposicién de ondas planas, cuya amplitud y fase viene dada por A £y A u Es
por este motivo que a estas funciones se les llama espectro angular de ondas planas.
Es importante notar que la relacién integral entre campos y espectros de ondas planas
es una transformada de Fourier.

Teniendo en cuenta que en una zona libre de cargas el campo eléctrico debe ser
solenoidal se obtiene que

(2-98)

ffv-(ZE(k,,k,)e"")dk,dk, =0

Condicién que implica que las tres componentes del espectro angular no son
independientes, y que conociendo dos de ellas se puede determinar la tercera. Por otra
parte la condicién k-A £ = O muestra claramente el cardcter de ondas planas del
espectro.
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2.6.2 Campos en funcion de las corrientes

En el estudio de la radiacién se est4 interesado en conocer la expresién de los campos
en funcién de las corrientes. Se ha visto que los campos pueden expresarse en funcién
de unos espectros angulares, a partir de los cuales se puede determinar el campo en
cualquier punto del espacio libre de fuentes. La relacién entre el espectro angular y
los campos es una transformada de Fourier.

Para completar el problema queda por determinar la relacién entre las corrientes y el
espectro angular. Para ello reescribimos las ecuaciones 2-30 y 2-31

(2-99)

- 1l = - 1 - 1 gem 1 =
=—=UXF=jwA+ ——V(V A) = ——(V(V )+k")A~-=-VXF
E--- JWA s = V(T A = = (VT )+ kA

(2-100)

F=luxz-jwFe
H Jwue

- 1 2oz 1 -
V(V-Fym——(V(V)+kHF+-Vx A
( )jwue(( Y+ k%) "
vélidas para una zona libre de fuentes.

Si se desea expresar los campos en funcién de las fuentes substituimos los potenciales
por las expresiones 2-50 y 2-51

Z’---].—J-I-E-(V(V~)*Ic’)j:'j(?)c(;’.?)du‘-fo;.ﬂ(r'-")a(?,r'")du' (2-101)

. RYR TrN,eD 3 ‘. e I . (2-102)
A= V(@ )+kY [ HEI6EPrdv +x [ T Trav

Tomando para la funcién de Green la expresién integral obtenida en 2-68, en que la
funcién de Green se expresa como una superposicién de ondas planas

G(r.F)

PRy 1 ff.e-lt.(x-r')e"l!,(y-y')e-/k,lz-z'ldk gk (2_103)
4R jsﬂz - kz * y

substituyendo en la expresién 2-99 y teniendo en cuenta que los operadores vectoriales
actian sobre los puntos campo, se puede hallar la expresién de los campos para una
regién del espacio z > z, libre de fuentes como [Jofre,1982,pp.31] como

E- Z—:I_z’fj::[nY'EJ(k" ky)- izgu(km ky)]e-Edexdky (2-104)
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1= -kF
H-——ff [;] M(k k,)- B sk k )j' dk.dk,

con

tegx” IR,y I
e

B,(k,. k)= fJ(x Ly z)e
/k,x‘e/tyy'e/k,z‘

E,.(k,,k,)=f_A‘i(x'.y',zﬁ)e

y X, . X, son los tensores

’l_g ~kyk, —kik;|
k2 k2 k2
AL k.k, _{c__ﬁ_ -k,k,
b2k, k2 k? k2
-k k., -k,k kZ
PE kZ k2
_ ) ke Ky
k k
- k| k. -k,
X,=- =
2 2k, k © k
-k, ky
— = 0
|k k i

Definiéndose el espectro angular de ondas planas como

Ap=nX,B,(k, k,)~X,B (ks k)

X, Bulky k) -X,B (ko k)

= )2ffAE(kx,k Ye 'Fdk dk

Yo 1 = - JEF
H(x,yvz)=(ZR)szAH(kx,ky)é "dk . dk,

' dx‘dy'dz’

dx‘'dy’'dz’

(2-105)

(2-106)

(2-107)

(2-108)

(2-109)

(2-110)

(2-111)

(2-112)

(2-113)
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Expresiones formalmente anélogas a las obtenidas en 2-96 y 2-97. Nétese que debido
a la eleccidn realizada de la funcién de Green, se obtienen expresiones de los campos
véilidas para un volumen libre de fuentes delimitado por el plano = = z, y la superficie
del infinito, quedando en este caso el espectro en funcién de k . y k. En funcién de
la regién del espacio de interés se puede tomar una expresién alternativa de la funcién
de Green, obteniendo expresiones andlogas vélidas para otras regiones de espacio.
Ademds si se observa la ecuacién 2-112, se deduce que el campo eléctrico en un plano
z = z o constante se puede hallar como

- i -ikyy -1k, (2-114)
E(x.y;z o)--(-——--—2 )sz eCky ke | e dk,.dk,

si se define

Aplky k, izo)=Ag(k, ke /5 @2-115)

como el espectro angular de ondas planas en el plano = = z, se puede escribir

= Kex =Ky 2-116
E(x,y:zo)—(2 )sz fkekyizo)e e ak, dk, ( )

procediéndose de forma andloga para el campo magnético.

De la expresi6n anterior se desprende que la formulacién empleada permite de forma
simple encontrar a partir del espectro angular el campo en planos definidos por un
valor de z constante. Si para un problema dado interesara conocer los campos sobre
planos de x 6 y constantes deberfa realizarse un desarrollo andlogo para la funcién de
Green correspondiente,

2.6.3 Muestreo y dominio evanescente.

A partir de la expresién 2-115 se observa que el factor de propagaéién del espectro
angular de ondas planas es

e-lkzzoge-j(kz-ki-ks)uzzo (2-117)

de forma que para aquellos valores de k . y k, que cumplan que

kZ+k2>k? (2-118)
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el factor de propagacién introduce una fuerte atenuacién, de modo que a unas pocas
longitudes de ondade las fuentes el espectro angular se encuentra practicamente limitado
al dominio k2 + k§ <k?, es decir, se encuentra limitado por una circunferencia de
radio k. Esta regién del espectro angular se la denomina dominio visible, mientras 'que
el resto del espectro forma el dominio invisible o evanescente.

La ecuacién 2-116 es f4cilmente invertible, por tanto es posible obtener el espectro
angular a partir del conocimiento del campo en un plano de = = z constante mediante
una transformada de Fourier de la forma

Zs(kx»ky)=ejk'z°ff?(x'y:ze)e"""e"‘”dxdy (2-119)

Si la distancia del plano de medida es suficientemente grande para que el espectro
evanescente esté atenuado, E (x .,y 20)esuna funcién de banda limitada y por tanto
es posible aplicando el teorema de Nyquist muestrear el campo y evaluar la integral
2-119 de forma discreta sin pérdida de informacién. El paso de muestreo debe ser

(2-120)

Ax=Ay=—==AN/2

Nk

2.6.4 Expresiones asintoticas de los campos a grandes

distancias.

La expresién 2-114 permite calcular los campos en cualquier punto del espacio para
un semiespacio z>z] que no contenga las fuentes. Si escribimos la misma ecuacién
en coordenadas esféricas se obtiene

- ! - . 2-121)
E(r.e.¢)—(Zn)szﬁg(kx.k,)

-jr(k,sen@cosé&k,senEsen ¢+k cosB)
‘e

dk,.dk,

si se desea encontrar el campo a grandes distancias, esto es r = ©, se puede evaluar

la integral 2-121 mediante el método de la fase estacionaria [Balanis,1989,apendice
VIj, obteniéndose

- 1 etk (2-122)
E(r.0,6)=js—k——TAg(k,.k

2 r vo)
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donde k .,y ko son los puntos de fase estacionaria dados por

k,,=ksen6cos¢ (2-123)

kyo= ksen@sen¢

Si se define el espectro en funcién de k, y k ; se obtiene

- 1 e (2-124)
E(r'e’¢)=jZ_nkxo'—r-—AE(kyo'kzo)

con
k,.,=ksen@cos¢ (2-125)

k,o=ksenesen¢

k.,=kcos6

Tanto la expresién 2-122 como 2-124, muestran que salvo factores multiplicativos, el
diagrama de radiacién es el espectro angular, y las direcciones del espacio estan
definidas por el vector k. Este resultado es coherente con el desarrollo habitualmente
realizado en el andlisis de antenas, en que diagrama de radiacién y corrientes estan
relacionados por una transformada de Fourier, de forma similar a como lo estan los
espectros angulares y corrientes 2-110 y 2-111.

| 2.7 Coordenadas cilindricas.

2.7.1 Expansion de los campos en ondas cilindricas.

Empleando la formulacién desarrollada en el apartado 2.3, se pueden expresar los
potenciales vectores en coordenadas cilfndricas como

A(p. ¢, 2)=-jne) fb..(k,)H:2’(k,p)e""e"""dk,a (2-126)

F(p.6,z)=¢€) fa,,(kz)Hf,”(k,p)ef"*e"’*x"dkz;; (2-127)

con
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kZ+kZ=k? (2-128)

En cuanto a laeleccién del vector a, teniendo presente que debe ser un vector constante, -

resulta una eleccién razonable tomar a = 2. En este caso obtendremos a partir de F
una solucién TE respecto £, y de A una solucién TM.

A partir de 2-39 y 2-40y con las definiciones realizadas en 2-36, los campos se expresan
como

~ °  re _ - (2-129)
F=- ) [ 1auk )M, 0k 0,0k )N (k) dk,
- - 2-130
H=n’Z “la, (k)N (k) * b (k)T (k,)]dE, @130)
con los vectores de onda cilindricos
— -in . . 2-131
Mn(kz)=[pﬂwi(')}wf’(k,p)e’“‘e " @130
p9p
-jk, (2-132)

) nk,
L. H(Z) k MO
- ap()+¢kp+:z ] (k,p)e

Nnck,)=[a

donde los coeficientes modales cilindricos a,(k.)y b.(k.) se obtienen de las

condiciones del problema.

2.7.2 Campos en funcién de las corrientes.

Para expresar los campos directamente en funcién de las corrientes se procede de forma
andloga al caso cartesiano. La funcién de Green en coordenadas cilfndricas vdlida para
el volumen exterior al cilfndro que contiene a las fuentes, que se supone centrando en
el origen es (2-84)

- 3. e /kF ) (2-133)
G(r,r )“4111? 8njf..,,.Z,,J“(k°p )
TH P (kyp)el® e g

A partir de 2-30 el campo eléctrico queda -
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E(F)= (2-134)

=% Nm-wn

=;——[V(V( ) +k? ]—— I Z H® (k,p)-

e/™e” fJJ (k,p el e’ ‘dv’1dk, -

1 ® - ne =ik
UG L A kap2e e

f MJ (k07 )e™ e " du1dk,

Los operadores vectoriales actian sobre los puntos campo, ademds es necesario
considerar que las direcciones de las corrientes son distintas a las direcciones de los
vectores en los puntos campo, de modo que los vectores de las corrientes tienen una
dependencia implfcita con los puntos campo de la forma

F(p 07 2= (T -p)p+(T - 8)o+(T" - £)2 (2-135)
resultando
J(p 19"z )=[J " cos(d=¢")+J " sen(¢=06")1p (2-136)

+[-J",sen(¢-0¢")+J ,cos(o-0" )]+ J .2

Trés aplicar los operadores vectoriales y las propiedades de traslacién de las funciones
de Bessel se obtiene

2-137
a,(k;)= "g;;’?f (M (k, yJ(r )"-N Wk YM (7 )do” ( )
k —— - — f e —— — 2'138
bn(k,)--é-?[—kiz .'[N',,(k,)J(r')-éM’,,(k,)M(r')dv' ( )
donde

-=-jn . 0 ner ikyz’ (2-139)

M n(kz) [p ';!T-_cb 5?('):|Jn(k‘,p )e ine eik .
jk (2-140)
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A partir de las expresiones anteriores se puede escribir el campo eléctrico de una forma
mds compacta como

E(r)=jwp v,(51-7+52 M)du (2-141)

donde
G\ - _:ni.{‘&«‘.<k,>’~7’.(k.)+N‘.ck.)‘&“'.w,nk‘—fdk, (2-142)
(2-143)

CoF Ty = [T ) (ML (kN k) + Nk I (kD) 5k,

2.7.3 Muestreo y dominio evanescente.

Las expresiones 2-129 muestran como los campos pueden expresarse a partir de un
doble sumatorio, discreto y contfnuo, de funciones de onda cilfndricas ponderadas por
los coeficientes modales a ,(k )y b,(k ;). Coeficientes que se obtienen a partir de
las fuentes de 2-137, 2-138. Al igual que en el caso cartesiano se puede definir un
domimio visible para los coeficientes modales. Para el eje z el proceso es andlogo al
caso plano, estando k , limitado entre = k.

En cuanto al indice n, se observa que la dependencia de los coeficientes modales
respecto a este indice viene dada por un desarrollo en serie de Fourier de las corrientes
multiplicadas por funciones tipo J ,(k,p ") o sus derivadas. Sip’ estd acotado por
‘a’, esto es, 'a’ es el radio mfnimo del cilindro que engloba las fuentes, y dado que
las funciones J , ( x ) tienden a cero para x> n, se puede suponer que

a,,b,=0 para n>k,a , (2-144)

Por otra parte de las expresiones 2-129 a 2-132 se deduce que la relacién entre los
campos medidos sobre un cilindro de radio constante y los coeficientes modales es
bé4sicamente una transformada de Fourier segiin z y un desarrollo en serie de Fourier
en ¢. Por tanto si se muestrean los campos sobre un cilindro a unas pocas longitudes
de onda de las fuentes con un paso de muestreo
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Az=N/2 (2-145)

es posible obtener los coeficientes modales.

2.7.4 Expresiones asintéticas de los campos a grandes
distancias.

La dependencia de los campos en funcién de los coeficientes modales y de la distancia
viene dada por funciones de Hankel de segunda especie, o de sus derivadas que pueden
formularse a su vez en el mismo tipo de funciones. Observando las ecuaciones 2-129
a 2-132 se observan relaciones integrales de la forma

- o koz -
103~ [ Catk IHD (K 0307k, &0

Para grandes distancias, esto es k,p > 1, se puede substituir la funcién de Hankel por

su expresién asintética para grandes argumentos de forma que se obtiene

] -ilk,p-n%-2%) ik z (2-147)
](p)=[ Cn(kz) %Q I(kpp 2 4)e jk o dkz
- 0

Dado que k? + k% = k? se pueden realizar los siguientes cambios de variable

k,=ksen®’ p=rseno | (2-148)
k,=kcos6’ zZ=rcos0
obteniéndose
C.(ksen®") (2-149)

e-/krcu(.-.')sene,de»

1oy = —Zke'U5"Y)

_;\/nkrsenesene'

la integral anterior puede realizarse para r = « mediante el método de la fase

estacionaria. El resultado final es

" - jkr (2-150)
I(p)=-2j" C,,(kcose)—T-
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En cuanto a los términos

® -jk,z 2'151
]'(p)=£_C"(k2)§5H£2)(kpp)e ik, dkz ( )

mediante las propiedades de la derivada de las funciones de Hankel pueden escribirse
como '
(2-152)

- N n N
1’(p)=f_,ca(kz)[kng)l(k,P)—;Hf,'”(k,p)]g E gk

al aplicar los resultados anteriores y despreciando los términos 1/r2 se obtiene

e'ikr (2‘153)

I'(p)=-2j"C,(kcosB)ksen® -

con estos valores asintdticos los vectores de onda cilfndricos se aproximan,
despreciando los términos 1 /12, por

- R -jkr (2-154)
M,,=(—j¢)2ksenej"“e-—r olnt

- . - jkr (2-155)
N, = (6)2ksen6j"‘19—’:—e’"‘

Las expresiones asintéticas de los campos de obtienen de forma inmediata como

- jkrIn<kg al (2'156)
E,=-2ksen® z‘ b,(kcos8)j* e’
n=0
- jkrin<k,al . (2-157)
E,=j2ksen® }:P a,(kcos6) ;" e/
n=0

En este caso el diagrama de radiaci6n viene expresado por una serie de Fourier, cuyos
coeficientes son, salvo factores, los coeficientes modales. Ademds cada una de las
componentes de campo queda en funcién de un solo coeficiente, esto es debido a la
definicién de los potenciales 2-126 y 2-127. El coeficiente a , sélo da lugar a campos
TE segiin z, es decir £ ;. = O, ademds dado que a grandes distancias las componentes
radiales de los campos deben ser nulas £, = O, por tanto a grandes distancias a , sélo
da lugar a £,. Un razonamiento andlogo puede realizarse respecto b, y el campo
magnético.
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2.8 Coordenadas esféricas.

2.8.1 Campos como superposicion de ondas esféricas.

Siguiendo un desarrollo parecido al realizado en coordenadas planas y cilfndricas se
construyen los potenciales vectores

Z”‘jﬂez }:bm‘n\ymna (2-158)
F=€Z Zam.n\ym.na (2'159)

con -
¥ =h®(kr)P ™ (cos0)e’™* (2-160)

Una eleccién aparentemente interesante es tomar a = I, de forma que el campo se

exprese como una combinacién de modos TE y TM respecto 7. Ahora bien, esta
eleccién no es posible ya que éste no es un vector constante, de hecho ninguno de los
tres vectores unitarios que forman la base en coordenadas esféricas lo es. Esto no
significa que no pueda aplicarse el método general tomando como vector cualquiera
de los vectores unitarios de cartesianas, pero en este caso ninguno de los vectores M
_ni N serfa ni tangente ni normal a la superficie de la esfera, y por tanto vendrian
expresados como una combinacién de los tres vectores unitarios. Sin embargo, es
posible construir soluciones particulares para el caso esférico que simplifican el
problema.

Es f4cilmente comprobable que el vector

M=9X(Fry) (2-161)

es una solucién de la ecuacion vectorial de onda con la condicién que ¥ sea una solucién
de la ecuaci6n escalar de onda. Obteniéndose los campos de la forma habitual

— = & — — 2-162
E(r,0,0)==) ) QumMma*0maNn., 16

n=dme-p
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(2-163)

Hr.o.9)=-1Y % +0, M
Th=om=

con
T - jm _3__., 2 | imey(2) Im| (2-164)
Mp [ seneé 78¢ )¢]e hy>(kr)P,"(cos8)
= 1 .9 2 - (2-165)
Nm.n_E[n(n"'l)r"‘a_r[r ae( )]9 Sene;(r )‘b]'
2™ h®(kr)P'™(cosH)
Con los potenciales esféricos en este caso

A =—jner Y Y bna¥maf (2169

n m
?“I-‘-EI‘Z Zam,n\ym,nf (2-167)
n m

" que en este caso no cumplen la condicién de Lorentz.
2.8.2 Campos en funcién de las corrientes.
La funcién de Green expresada como superposicién de ondas esféricas es
G(Ry=" (2-168)

4nR

—;—i i (2n+ l)gl—%;—.h"’(kr)/.(kr‘)PL""(cosO)P,',"'(cose')e""""”
de forma parecida al desarrollo realizado para el caso plano y cilfndrico es posible a
partir de 2-30, 2-31, 2-50 y 2-51 obtener los campos a partir de la funcién de Green
anterior.
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. (2-169)
Tooel TN+ R ) @ 1) E

-nf,"”(kr)r’,,"“(cose)f T (F)jaCkr )P (cos @)/ Vdy” -

—ux£-5 § (2nenpBimi)

rey s ‘m‘)!h,‘f’(kr)l’:{"'(cose)-

f M (F*)ju(kr )P (cos8)e'™* * 'dy*

Asimismo es necesario tener presente la dependencia implicita de los vectores de los
corrientes en funcién de los puntos campo de forma que

J(r,0°,0)=(T - F)r+(F -8)8+(T"-$)é (2-170)
obteniéndose en este caso

A

J
J
J
sen@sen®’cos(d-¢°)+cosBcosO’ senbcosO'cos(d-¢°)-cosOsin®’ senbsen(d~¢°)
=1 cosbsen®’cos(d-4")~-senOcosb” cosBcosB cos(d-$')+senbsend’ cosOBsen(d-6") |-

-sen®’'sen(¢-¢") -cos0’sin(é-~¢°) cos(d~¢°)
Je,
J I
J,

Enel caso esférico la expresién general de los coeficientes es extremadamente compleja.

(2-171)

- .. A,
En el caso que solo existan corrientes eléctricas de la forma J "= J , ¢ y 7.-3- =0 se

pueden obtener los coeficientes modales de forma sencilla. En este caso las corrientes
son teniendo en cuenta 2-170

J,=senbsen(¢-¢")J,. 2-172)
Je=cosBsin(¢-0")J,-

Jy=cos(d-6")J,.
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dado que sélo existen corrientes eléctricas los campos se expresan en funcién de las
corrientes a partir de la integral

f' :’U(r‘:)j.(kr;)P:m!(cose,)e)m(Q-Q‘)dU. - (2'173)

-J. .fo'tj.(kr’)r'.”"(cose')J.-(r'.e')-
]
-Lz‘[senesin@-— $°)r+cos@sin(¢-¢")0+cosBcos(b-¢°)b]-

/™8 1r?sen0°dr do”’

las integrales respecto ¢ “ se anulan para valores | m |# 1. Ademds las integrales de

las componentes 7 y 8 son impares respecto al indice m, por lo que al realizar el
sumatorio respecto m se cancelaran. Por tanto el campo eléctrico es

E-T—[V(V( Nk Z(?- :;,h(z’(kr)P:(COSB)' (2-174)
°j;.f;lz""’v(r"el)f.(k"‘)P:(Case')r’zsen o°'drde’$
en este caso la divergencia es cero por lo que el campo eléctrico es
£k S @ (jy2Palc0s0) 2nrl (2-175)
2we G EY:) n(n+1)
con
(2-176)

@ n
B,,=[ f Jy julkr)P,(cos®)r-?>send°dr-de-
0 [s]

A partir de las expresiones 2-162 a 2-163 es ficilmente comprobable que para este
caso concreto los coeficientes modales esféricos son

k2 2n+1 | @-177)
Go.n 2wen(n+1)
Qpn. =0 para m#0
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2.8.3 Muestreo y dominio evanescente.

De forma similar al caso plano y cilfndrico es posible definir un dominio visible en el
dominio espectral discreto en este caso seguin los dos ejes m y n. Mediante
consideraciones equivalentes a las realizadas en el caso cilfndrico es ficilmente definible
el dominio visible en el eje n. Los coeficientes modales se obtienen a través de integrales
de las corrientes con fuciones tipo j,(kr"). Si 'a' es el radio de la mfnima esfera
centrada en el origen que encierra a las fuentes se tiene que r * < a. La funcién j, (x),
de forma similar a J ,( x), tiende a cero cuando x> n. La definicién de un dominio
invisible seglin m es inmediata en tanto que P (x) = Oparam > n. Por lo visto
anteriormente el dominio visible vine dado por

n<ka (2-178)

m<n

En cuanto a los pasos de muestreo de los campos para recuperar correctamente los
coeficientes modales, se observa que la relacién entre los campos medidos sobre una
esfera y los coeficientes modales es una serie de Fourier segin m y un desarrollo en
poiinomios de Legendre segin n. Para obtener los coeficientes modales es necesario
invertir las expresiones 2-164 y 2-163. Esto es posible a partir de las propiedades de
ortogonalidad que presentan las funcionese/™*y P ™! (cos ). El proceso de inversién
hace aparecer integrales de la forma

(2-179)

R O e - jms
lomgz [ F(@)e ™o

le-f:f(e)Pi,""(cose)sin 0de

El muestreo de los campos debe garantizar que estas integrales puedan evaluarse de
forma discreta obteniéndose resultados correctos. La integral segin ¢ es una
transformada de Fourier, y dado que los campos estan limitados al dominio visible se
puede aplicar el teorema de muestreo y definir un paso de muestrea. En cuanto a la
integral segiin 6 Ricardi [Ricardi, 1972] ha propuesto un método de expresar la integral
como una transformada de Fourier de forma que .
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NS (2-180)
* mpe ka 2a
Aez.—.—ll—-_l-t—=_é‘—

2.8.4 Expresiones asintéticas de los campos a grandes
distancias.

Para evaluar las expresiones de los campos a grandes distancias se toman los valores
asintSticos para kr - « de las funciones esféricas de Bessel

(2-181)

. h(z)(kr) _ j(n.l)e'ikr
" kr

l - jkr

(R (kr)) =

de donde se obtienen las expresiones aproximadas de los vectores de onda esféricos a
grandes distancias, despreciando también los términos 1/ r2

= — jm _9 /m0 ne18 R im| (2-182)
Mpn [sene ae( )¢] = —P/ (cose)
v m .rze-ﬂ“r m (2-183)
N, =[—() +sene¢]e’ *j" = Pa (cos0)

Con las expresiones anteriores se obtienen los campos de la forma

(2-184)
E =_£”_r§ i ju[_a m ()] anlel(cose)
' kr .l ot cend Om. 30 »
- Jkr ka A ne m n 2'185
Evm-Sm 2 ‘[ Gags()+d .se”‘ne]e’ *P.M(cos) (@185

En este caso las componentes deé campo son funcién de los dos coeficientes modales,
y las relaciones que ligan los campos lejanos con los coeficientes son mds complejas.
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2.9 Transformaciones de onda.

En el tratamiento de problemas electromagnéticos es de interés expresar una funcién
de onda referida a un sistema de coordenadas en funcién de ondas referidas a otro
sistema de coordenadas. Por ejemplo, expresar ondas planas en funcién de ondas
cilindricas, u ondas cilfndricas en funcién de ondas cilfndricas referidas a un sistema
de coordenadas desplazado. Ademds del interés intrinseco de las transformaciones en
la resolucién de problemas electromagnéticos, estas permiten establecer relaciones
utiles entre las distintas funciones involucradas en la solucién de la ecuacién de onda.
Estas transformaciones se encuentran particularmente bien desarrolladas por Stratton,
por lo que no se reproduciran aquf, e introduciremos cuando sea necesario.

2.10 Transformaciones de espectro.

Cada uno de los desarrollos realizados en los diferentes sistemas de coordenadas estan
adaptados a un tipo de geometrfa determinado. Puede ser de interés en ciertos casos
transformar los espectros de un sistema de coordenadas a otro. Por ejemplo si conocidos
los campos sobre un cilfndro se desean obtener los campos sobre un plano una posible
alternativa es obtener el espectro angular de onda planas a partir de los coeficientes
modales cilfndricos y reconstruir el campo en el plano deseado.

La transformacién entre espectros se puede plantear genéricamente a partir de las
relaciones de tranformacién de onda, pero es mds simple realizarlo a partir de las
expresiénes asintéticas para grandes distancias. Para los tres sistemas de coordenadas
la relacién entre espectros y los campos lejanos es notoriamente mds simple que las
expresiones generales para cualquier distancia. Por tanto igualando las expresiones de
campo a grandes distancias se podrdn encontrar las relaciones entre espectros.

2.10.1 Transformacién plano cilindrico.

Para una situacién como la de la figura 2-5 se pueden obtener los campos a grandes
distancias en el semiespacio x > x) segun las expresiones 2-124 como

o1 e /kr (2-186)
Ea(r’e'¢)-.}2—n'kx—r-_/ie(ky'kz)
l -jkr

Ey(r.0.0)=joke——A,(ky k2)
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con

k.=ksenfcos¢ (2-187)
k,=ksenbsen¢

. =kcos@
Mientras que para el caso cilfndrico se ha obtenido 2-154 y 2-155

: o-ikr In<kyal . (2-188)
Ee(r,9,¢)=-2ksen9—r— Z b,(kcos8)" ‘et

n=0

- jkrin<k,al ' (2-189)
E,(r.0,6)=j2ksend>— a,(kcos@) ™ e
[} r n

n=0

y

¥

. e
C

/ v i
Figura 2-5 Geometrta para la transformacion plano ciltndrico.
Igualando ambas expresiones se obtiene
. ' 2-190
2" e™b, (k)= - LcosoAg(ky. k) .
4n
(2-191)

.n+ n 1
Y j" el ’a,,(kz)=4—£cos¢/1,(ky.kz)
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Los coeficientes modales cil{ndricos y el espectro angular quedan relacionados por una
serie de Fourier. Al invertir las expresiones anteriores se encuentra la relacién

1. (2 e (2-192)
balka) == =517 [ cos8 AgCk, kL )e

2n 2-193
a,,(kz)=8-?1[3j'("°”f cosdA,(k,. k,)e "do ( )
o]

Mediante un par de ejemplos canénicos se ilustra a continuacién la obtencién de los

espectros y el paso del espectro plano al cilfndrico. Considerese en primer lugar un
hilo de corriente infinito, figura 2-6, con una corriente en coordenadas cartesianas

J(x,y,2)=1(2)8(y)d(x)2 (2-194)

I(z)

Figura 2-6 Hilo de corriente.
Para hallar el espectro angular de ondas planas se encuentra en primer lugar

El(ky-kz)“f‘jejz;'du'-i(kz)z (2-195)
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con

1~(kz)=j::1(z)eik'zdz (2-196)

en ausencia de corrientes magnéticas el espectro angular de ondas planas viene dado
por 2-110

(2-197)

-—

As‘ﬂilg.l

®-kyk, 9+ (k*-k21(k,)

donde X, es el tensor adecuado a la disposicién de ejes adoptada. Si se expresa el

espectro en coordenadas esféricas se obtiene

(2-198)

I(k.)

o7 2cos¢

A,=0

A partir de las expresiones 2-191 y 2-192 se pueden hallar los coeficientes modales
cilfndricos:

1 .7 fzﬂ -jne (2-199)
bua(k)=-—j"= d
w(k) == "SI (ky) | e Mdd
a,(k,)=0
resultando que todos los coeficientes son nulos excepto
(2-200)

bo (k)= ==L T(k,)

Para hallar directamente los coeficientes cilindricos emplearemos 2-135 y 2-136, que
para el caso en que s6lo existan fuentes eléctricas se convierten en

KN s TRy (2-201)
an(k) =~gra ) M k)T au
b.(k, )a-l—c—nif N° . (k, YJI(r)dv”

con la corriente definida en coordenadas cilfndricas como
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1 ] o (2-202)
211p,/(z )6(p )z

J(p 67 z7)=
obteniéndose para este caso

R S-S Al B RO T LR (2-203)
b.(k,) (lénZ)J,,(O)f_.j; I(zHYe ™ e " dz"db
a.(k,)=0

siendo el resultado final el mismo que en 2-199. A partir de los espectros y las
expresiones asintéticas de los campos se pueden calcular los campos lejanos producidos
por las fuentes. El resultado obviamente coincide con el que se obtiene del andlisis
habitual de antenas, que para este caso es

. ee"”"i K (2-204)
Eq=jwpsen m (k)

E,=0
Otro caso f4cilmente analizable e ilustrativo del empleo de los desarrollos realizados

en este capftulo es el andlisis de una espira circular de corriente uniforme, figura 2-7,
cuya corriente viene dada por

(2-205)

Jp .0 .27)=1, 6(p ~po)0(2 = 20)"

2np’
Para el célculo del espectro angular de ondas planas es necesario realizar en primer
lugar la integral 2-111. Esta integral se puede realizar en coordenadas cilfndricas, a
su vez es necesario considerar la dependencia de ¢ “ seguin se ha explicado en el apartado
2.7.2. Con estas precauciones y con el empleo de la definicién integral de las funciones
de Bessel se obtiene

g 1 z 2= sinOcos(p~-9° - (2‘206)
]
ik -
= jloJ 1 (kposin®le °¢
el espectro angular es
- nB, (2-207)

" _28in 6cosd
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* Figura 2-7 Espira circular de corriente uniforme.

A partir del espectro angular de ondas planas se pueden calcular los coeficientes modales
cilindricos empleando directamente las expresiones de transformacién. En este caso
todos los coeficientes son cero excepto:

o= -2 =2 (kposin0)e’ 2209
°= “Bnsing” 1 kPosin®le

El cdlculo directo de los coeficientes conduce a las siguientes expresiones

‘1 FEL R [T . (2'209)
@,k = gl oe T S a (ke ), f e e
kT] zo ne’ .
baCk,) =~ ramtzloe” "t aCkypo) [ b

la integral segin ¢ “es cero para todo n excepto para n=0 que vale 21, por otra parte
haciendo uso de la propiedad
(2-210)

d
EE)-JO(ax)r--aJ,(ax)
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se concluye que todos los coeficientes son nulos excepto a o cuyo valor es el indicado

en 2-207. El campo lejano vale en este caso

e"""J Ko sin® | (2-211)
anr 1(kposing)

E,=wul,

E,=0

2.10.2 Transformacion plano esférico.

El paso entre el espectro de ondas planas y los coeficientes modales esféricos se puede
plantear de forma andloga a como se ha realizado en el caso cilfndrico. En este caso
existe una dificultad adicional por el hecho de que las expresiones asintSticas de los
campos en esféricas son funcién de ambos coeficientes 2-183 y 2-184. Por tanto para
expresar los coeficientes esféricos en funcién del espectro angular es necesario, en
primer lugar, obtener las expresiones de los coeficientes en funcién de las componentes
de campo lejano. El siguiente paso es inmediato, ya que cada componente de campo
lejano se relaciona con una sola componente del espectro angular de ondas planas.

El proceso de obtencién de los coeficientes modales en funcién de las componentes de
campo lejano es bastante tedioso por lo que no se reproduce completamente, tan solo
se indican los pasos seguidos. Muitiplicando las expresiones de £, (kre’ ")y
E, - (kre’* ) obtenidas en 2-183 y 2-184 por funciones tipo

: 2-212
j(s"—g:ePLm'(Cose)t——:BPLM(COSB)) &212)

y
2-213
S;:ePL’"'(cose)zdﬁ-ePL“‘(cose) @219

respectivamente, e integrando y haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad de
los polinomios de Legendre se obtienen cuatro ecuaciones que sumadas y restadas dan
lugar a
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2x 1
/ f (jE.é—e'%-é-E,d—de—)PL""(cos6)[kre“’}e"""dcosed¢-
1] -1

1 aa2(n+ImPin(n+1)

sn! GGreDy(a-im) Ome

ot d m ymy ke -imé
f f(jE'd_e"E‘éene PIM(cosO@)[kre'* e ™ dcosOdo =
[} -1

1 aa2(n+~imDDin(n+1)

on! CreDr=-1mr o™

Para el caso plano se tiene de una forma mucho mds simple que
jkr : 1 2 .
Eo(kre )=/2—-—nk AgsinfBcoséd

E (kre™ )= jé}-ﬁkzmsinecos‘p

con lo que la relacién entre espectros es

a i""k? f fzaf!sinecomb YL
men=J et o Je /ecene “*de

-P!™(cos@)e '™ dod(cosB)
2n 1 d m
- _ ;=N 2 i ; — - s | @
L T J 'k f,,,,,,_/; ]:lsmecosq{]A,de A'sene]
«P™(cosB)e '™ dod(cosB)
con

=2n+1(n~!ml)! 1
2 (n+ImDD'n(n+1)

fmon

(2-214)

(2-215)

(2-216)

(2-217)

A modo de ejemplo los coeficientes esféricos a partir del espectro angular de ondas
planas para una espira circular se pueden calcular a partir de 2-207 y las expresiones

anteriores como
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-n 2n rl . (2-218)
am.n.=j szm.njlogﬁ [}Jl(kpoSlne)’

C—;d—éPL"“(cose)e”"“’dcbd(cos6)

cny 2 n 2n i )
bm.n=-j k fm,njloé"/; f_lJ,(kposme)~

——P!™(cos0)e '™ ddd(cos )
sene

La integral respecto ¢ es cero para todo m distinto de cero, por tanto se tiene

ao.-"‘zln - lufo .lof:-l:(kp.,sine)e""°P,’,(cose)d(cose) (2-219)
Qpa=0: me0
bua=0
donde se ha hecho uso de la propiedad
(2-220)

0 1
a 0)=-
eP,,(cos ) P,(cos8)

Laevaluacién de la integral segiin © puede hacerse aplicando el desarrollo de funciones

de onda cilfndricas en ondas esféricas de modo que

(2-221)

J (kp,ysin@)e’™* "-Z 1@ a5 2),P..‘(coseo)m..(cose)z‘ a(kry)
donde
po=Tosend, : (2-222)
Zo=Tryc0s0,
de modo que
“rlp2n ‘i« , (2-223)
ao.u=‘ o “'—fo 'Iozzo (1+2)! Pl.1(c0o884)j 1 (kTg)+

-f:P;,,(cose)P:(cose)d(cose)
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debido a las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre la integral
es cero excepto cuando 1=n-1 en cuyo caso

1 4»1 I -
/_]P}.l(cosG)P,',(cose)d(cosg)--(—2—71%(—;15-(7)_1—13-?: l=n-1 (2-224)
con lo que finalmente se obtiene

I 2n+1 (2-225)
R P Pa(c080,)ja(kTo)

NonZn(n+1)

El célculo directo de los coeficientes modales puede realizarse considerando una
corriente de la forma

1 S(r- 5(0° =08 (2-226)
°Sr Z2send” (r=rey)d( 0)®

Jre,e7,07)=1
En este caso las corrientes cumplen las restricciones impuestas para la obtencién de
las expresiones de los coeficientes modales esféricos obtenidos en el apartado 2.8.2,
por lo que si aplicamos directamente las estas expresiones se obtiene un resultado que
coincide con el obtenido mediante la transformacién del espectro de ondas planas.






CAPITULO 3
Aplicacion de la formulacion espectral.

3.1 Introduccion.

La formulacién espectral encuentra aplicaciones en el tratamiento de problemas de
radiacién, difraccién, estudios de cavidades y en general para todo problema de
electromagnetismo en que las condiciones de contorno se impongan sobre superficies
que se definan con una o varias coordenadas constantes en el sistema de referencia.
Estas superficies pueden ser planos, cilindros, sectores angulares, eSferas, conos, etc.,
segun el sistema de coordenadas sea el cartesiano, cilindrico o esférico. Aplicaciones
genéricas de esta formulacién pueden encontrarse en [Harrington,1961] vy
[Balanis,1989].

En este capftulo se aplica la formulacién espectral a varias situaciones de especial
interés en los problemas de radiacién, como son la transformacién carhpo préximo
campo lejano, la reconstruccién de las corrientes a partir de los campos y el estudio
del efecto de radomos sobre antenas.

Enelprimer caso el objetivo es determinar los campos radiados en la zonade Fraunhofer
0 campos lejanos a partir de los campos préximos de la antena, en el segundo caso se
trata de determinar las corrientes sobre la antena a partir de los campos producidos
por las mismas. Ambos procesos forman parte de una situacién genérica de andlisis y
diagndstico del comportamiento de las fuentes de radiacién a partir de los campos
préximos. Finalmente se presenta el empleo de formulacién espectral al estudio de la
influencia de radomos en el diagrama de radiacién de las antenas.
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3.2 Transformacion campo pré6ximo campo lejano.

La transformacién campo préximo campo lejano es un caso particular de la
transformacién campo campo, en que se plantea el problema de obtener el diagrama
de radiacién de una antena en funcién de los campos en una zona préxima a ella.

La primera consideracién a realizar es bajo que condiciones el problema de
tranformacién campo préximo campo lejano se encuentra correctamente especificado.
El teorema de unicidad establece que los campos en un volumen estdn determinados
de forma tnica por las componentes tangenciales del campo eléctrico, 0 magnético
sobre la superficie que delimita al volumen. Por tanto los campos en un volumen V
definido por la superficie S que engloba las fuentes y la superficie del infinito S . estan
definidos por los campos eléctricos 0 magnéticos tangenciales sobre S, ya que para
S . los campos son nulos.

El teorema de equivalencia permite encontrar los campos en V mediante la definicién
de corrientes equivalentes eléctricas y magnéticas, que permiten subtituir el problema
original, por uno equivalente en que se reemplazan las fuentes reales por unas
equivalentes determinanadas a partir de los campos tangenciales sobre S.

Asf{ pues, la transformacién campo campo es posible conociendo las componentes
tangenciales del campo eléctrico o magnético sobre una superficie que encierre las
fuentes. Esta afirmacién general es formulable de forma matematicamente cerrada en
el caso en que las superficies que contienen a las fuentes sean planos, cilindros o
esferas. Nétese que excepto en eliltimo caso las supei'ﬁcies no determinan propiamente
un volumen, ahora bien si se considera un plano infinito podemos cerrar el volumen
de forma arbitraria en la regién del infinito donde los campos son nulos. Analogamente
si consideramos un cilindro de longitud infinta se puede considerar que los campos
sobre las tapas del cilindro son nulos, por tanto desde un punto de vista tedrico el
empleo de geometrias planas y cilfndricas requiere el conocimiento de los campos
sobre superficies ilimitadas.

Para el caso de estas tres superficies el problema es formulable en términos de obtener
los coeficientes modales del campo eléctrico 0 magnético tangencial a la superficie de
medida. Una vez conocidos los coeficientes modales es posible determinar los campos
en cualquier punto y mediante el uso de las expresiones asintéticas se pueden evaluar
facilmente los campos lejanos. Una primera formulacién de este tipo para el caso
cilfndrico bidimensional es debida a Brown y Jull [Brown,1961].
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En la préctica los sistemas planos y cilfndricos adolecen de un error intrfnseco de
truncamiento de la superfice de medida, error que no es muy importante para el caso
de antenas directivas, mientras que tal como se pondrd de manifiesto a continuacién
la formulacién es mucho mds sencilla. La eleccién de una geometrfa en una situacién
de medidareal, estd en gran parte determinada por la posibilidad de generar la superficie
de medida deseada.

3.2.1 Sistema plano.

Supongase un plano de medida situado en la posicién x=xg tal como se muestra en la
figura 3-1. Si se suponen conocidos los campos tangenciales E; y Ey sobre el plano
de medida, la tranformacién puede plantearse con la aplicacién del teormea de
equivalencia. Para la regi6n exterior al plano de medida es posible generar una situacién
equivalente en que el problema original se reemplaza por cualquiera de las tres
situaciones representadas en la figura 3-2. Las corrientes equivalentes se determinan
por las condiciones de contorno y vienen dadas por

J=nxH(x=x4,v,2) (3-1)

M=-aXE(x=%4,Y,2)

Figura 3-1 Superficie de medida en campo préximo plano.
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Estas corrientes equivalentes producen los mismos campos para el semiespacio x > x()
que las fuentes contenidas en el volumen v', y campos nulos para x <x(. Por tanto se
puede colocar un conductor magnético o eléctrico en la zona de campos nulos sin
perturbar la situacién. En este caso aplicando la teorfa de imdgenes se llega a las
situaciones mostradas en las figuras 3-2-b y 3-2-c.

Si se desea obtener la transformacién a partir de los campos eléctricos tangenciales,
se debe tomar como situacién equivalente la indicada en la figura 3-2-c. En este caso
el problema se reduce a encontrar los campos producidos por unas distribuciones de
corrientes equivalentes dadas por

=0 (3-2)

I

eq

A_/i‘q=2M6(x-x0)=-Zﬁxf(xr'xonpZ)a(x_xo)

N
<
N
n
N

| 24

Figura 3-2  Situaciones equivalentes.

Los campos producidos por esta distribucién de corrientes pueden hallarse empleando
la formulacién del apartado 2.6.2, con eje de propagacién segiin x. Para conocer el
campo lejano se aplican directamente las expresiones asintdticas 2-124 con lo que

= j . elkr. (3-3)
E=tk =Tk, k)
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- (3-4)
e’ e

con

k,=ksen6coso (3-5)
k,=ksenOsend

k,=kcosf

Si se expresan los campos lejanos en las componentes esféricas habituales se obtiene

Ea=;—;—;—§-e""’e°’k”‘°£‘z(x=xo:ky-kz)wsq’ 0
.= -f_k_ 'f"'e""”‘°[£"z(x =Xg3k,.k,)cosOsend+
2nr
+E (x=x4:k,,k,)sen®]
donde
. @3-7)

E,_,(x=x°;k,.k,)=/f E, (x=x0y,2)e""7 e/ "dydz

Las expresiones 3-6 y 3-7 relacionan de una forma simple el campo radiado en la zona
de Fraunhofer con las componentes tangenciales de los campos sobre el plano de
medida. N6tese que el operador bdsico que permite relacionar el campo préximo con
el campo lejano es una relacién integral que no es mds que una transformada de Fourier.
Por tanto esta relacién integral es implementable eficiente y rigurosanemte de forma
discreta con el empleo de la transformada de répida de Fourier, siempre y cuando se
mantengan las condiciones de muestreo enunciadas en 2.6.3

3.2.2 Sistema cilindrico.

Para la transformacién campo préximo campo lejano en coordenadas cilfndricas se
parte de una situacién de medida como la mostrada en la figura 3-3, en que se suponen
conocidos los campos eléctricos tangenciales en un cilindro de radio 'a’ que encierra
las fuentes. Una posible formulacidén de latransformacidn es realizarla de forma andloga
al caso plano, esto es, formular un problema con corrientes equivalentes y obtener los
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campos radiados. Sin embargo se adoptard en este caso una formulacién alternativa
consistente en obtener los coeficientes modales a partir del campo préximo y mediante
las aproximaciones asintdticas de los campos a grandes distancias evaluar los campos

lejanos.
Z
e -~~\‘\
// \\
/ \
- 1
4 y
~ /7
\~ ’/

aY

-
/ /" \\\
7’ \,

4
4 \1
|
\\\ //
Se PR

it TP

Figura 3-3 Geometrla de medida para la transformacidrn campo préximo campo
lejano en coordenadas ciltndricas.

De las expresiones 2-129 a2-132, las componentes tangenciales de los campos eléctricos
sobre un cilindro de radio 'a’ son

ini<k,a

- k2 ) )
E.p=a.é,z)=~ ) fb.(k,)fﬂiz’(k,a)e"'e *rak,

a=0 -

(3-8)

lni<k,a
Ep=a.b.z)=- Y. f[a.(k.)[—gc-)] .

a=0 - pag

k ikga
+b, (k)2 TH P (k,a)e™™ e * *dk,

ka
Las propiedades de ortogonalidad de las funciones exponenciales permiten obtener los
coeficientes modales a partir de los campos invirtiendo la ecuacién integral 3-8. Se

define
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2n -

FZ“(n,k )____f f Ez .(p a, ¢ Z)e'/lﬂ 1k, zd¢dk (3 9)
y se adopta como criterio de notacién

o (3-10)

[«TDHg)(k"p)] =k,H? (k,a)
p=a
con estos criterios la expresién 3-8 puede reescribirse como
-11
E.(n.k)=-2nb,(k, ) H(z’(k a) (3-10)
E,(n k)= Zn[a (k)k,H P (k,a)-b,(k, ) H(z’(k a)]
de donde se obtienen facilmente los coeficientes modales como
(3-12)

a,(k.)= ———l———[go("vkz)‘

PR g (nkl)
21k H(z) (k ) k.z 2\, K,

4

1 k E.(n.k.)
b (k )__2—HE_H(2)(k a)

conkZ+kZ=k?
Una vez conocidos los coeficientes modales y con el empleo de las expresiones

asintéticas 2-156 y 2-157 se obtiene para el campo lejano en componentes esféricas,
y recordando que k, = ksenOyk,=kcos®

e-/krlnld,a . E,(n.k,) /e (3_13)
E(r.o, “-sene'n_r 2 _———Hﬁz’(k,a)e

~krinI<k,a

Eo(",e,b)-f% ‘Zo j“.lﬂ_ﬁz_’%cja—)[E( N E (n,k )]

De forma andloga puede realizarse la transformacién a partir de las componentes
tangenciales del campo magnético. En este caso los coeficientes modales son

_jwu 1 A.(n,k;) (3-14)
an(kz)_ on k—EH,(,.z)(k,a)
-jn 1 nk.
= k
T k.Ha”'ckm[ (k)™ ak,H Ak )}

y los campos
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-jkr LR n

k, "
Ey(r.0.6)= j"enr Zng)/'(k'a)[Fl,(n.k,)‘a—szl.(n.k,)]gl .

(3-15)

-n e~/krZ el FI,(n.k,)e"‘

Eo(r.6|¢)-sene nr ng)(k’a)

En este caso, de forma similar al caso plano, la relacién entre los campos préximos
(eléctricos o magnéticos) y campos lejanos es de la forma de transformadas y series
de Fourier, por lo que la implementacién de los algoritmos de transformacién es '
extraordinariamente eficiente.

3.2.3 Sistema esférico.

La transformacién en coordenadas esféricas se plantea de forma andloga al caso
cilindrico. La principal dificultad en este caso estriba en que las relaciones de
ortogonalidad de las funciones de onda esféricas no son tan evidentes como en el caso
plano y cilindrico en que las funciones involucradas son exponenciales. La formulacién
original puede encontrarse en [Ludwig,1971]

Las funciones de onda esféricas Mm, ny N,,,_ n definidas en 2-164 y 2-165 presentan

las siguientes relaciones de ortogonalidad [Stratton, 1941,pp.418]

[ [ F o, senodoae (3-16)
2 !
- 5o e s DAPEN S,
flﬁ'ﬁm,,ﬁ,,,seneded@-
2n  (n+m)! 19 2

) e(2n +1)*(n-m)! n(n+1 )[Fr'ﬁ(”‘ff)(’"))] S(m. k3. (n. )
con

€e=1 m#0 (3-17)
mientras que

(3-18)

2n £ __, —_—
f f M, N, sen6dod¢=0
0 0
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Estas relaciones permiten obtener a partir de 2-162 los coeficientes modales a partir
de las componentes tangenciales de los campos sobre una esfera de radio 'a’

12n+1 (n-m)! (3-19)

Gm.n € 2n (n+m)!n(n+l)[h§2)(ka)]2.

2z x__, —
f f M, .E,..senbdoédé
[} [}

__l(2n+1)? (n-m)!

b .
€ 210 (nem)in(n+ D[ EE(ROKr)), ]

m.n

2 R _, —
f f N p o E ansenfdedd
Q Q

de los coeficientes modales y las expresiones asintéticas 2-184 y 2-185 se evahia el
campo lejano.

El caso esférico es formalmente indéntico al plano o cilfndrico, sin embargo la
implementacién numeérica presenta dificultades por el hecho de que las relaciones
integrales son mds complejas. Mientras que las integrales segiin ¢ son transformadas
de Fourier, las integrales segin 6 son desarrollos en polinomios de Legendre que no
son facilmente evaluables de forma eficiente y precisa. Ricardi [Ricardi, 1972] propone
un método de expresar estas integrales como transformadas de Fourier basdndose en
la expansién de los polinomios de Legendre en series de senos y cosenos, y en la
extensién de los limites de integracién entre 0 y 211y en las propiedades de simetrfa
par e impar de estas funciones. )

3.3 Reconstruccion de las corrientes.

Otra de las aplicaciones de interés de la formulacién espectral es el problema inverso,
es decir, reconstruccién de las fuentes a partir de cierto conocimiento de los campos.
La utilidad inmediata de esta técnica se centra en el diagnéstico de antenas. Con el
aumento de las prestaciones requeridas a las antenas es extremadamente vtil disponer
de una herramienta que permita conocer las distribuciones de corrientes sobre una
antena, y este modo diagnosticar posibles errores en la alimentacién.

Las primeras formulaciones del problema inverso aplicado a antenas son debidas a
Hamada [Hamada,1977] que propone el empleo de la formulacién espectral para la
reconstruccién de los campos préximos a la antena a partir de los campos lejanos, y
a Ramson [Ramson,1971] que estudia la posibilidad de realizar el diagndstico de
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agrupaciones planas a partir de medidas en campo préximo plano. Posteriormente
Cook [Cook,1989] y Rahmat-Sami [Rahmat-Sami,1985] han mostrado la utilidad de
estas técnicas al diagnostico de reflectores.

El problema inverso planteado tridimensionalmente, es decir, con distribuciones
arbitrarias volumétricas de corriente, no tiene solucién dnica. Este hecho es facilmente
comprobable en el caso plano en que la obtencién de las corrientes en funcién de los
campos pasa por invertir la ecuacion 2-104 y por tanto es necesario invertir los tensores
) X,y X5, cuyo determinante es nulo. De todas formas es posible formular el problema
inverso para una serie de casos que cubren una gran parte de situaciones reales.

La reconstruccién de las corrientes empleando la formulacién espectral se realiza en
dos pasos. Un primer proceso de obtencién de los coeficientes modales de los campos,
y cdlculo de las corrientes a partir de los coeficientes modales. El primer paso es
idéntico al realizado en la transformacién campo campo, y es realizable una vez
conocidas las componentes tangenciales de los campos eléctricos 0 magnéticos sobre
la superficie de medida.

Es evidente que de los campos s6lo es posible recuperar el dominio visible del espectro,
de forma que el proceso inverso conduce a reconstrucciones aproximadas de las
corrientes. Una discusién detallada de este efecto y del truncamiento de la zona de
medida para el caso plano se encuentra en [Jofre, 1982]. -

A continuacién se presenta la reconstruccién de corrientes para una serie de casos
particulares de especial interés. La formulacidn se presenta suponiendo exclusivamente
corrientes eléctricas, la generalizacién a corrientes magnéticas es inmediata.

3.3.1 Reconstruccion de un hilo de corrientes.

Considerese una situacién como la de la figura 3-4, en que se tiene una corriente de
la forma

- 3-20
J=1(z>-2-3t—pc(p)z G20

El interés de este problema reside en que las grandes agrupaciones de antenas planas
§€ construyen generalmente a partir de agrupaciones lineales de antenas, por tanto la
situacién descrita anteriormente se corresponderfa al proceso de diagnéstico de una
columna de una agrupacién plana.
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En el apartado 2.10.1 se ha visto que para este tipo de corrientes todos los coeficientes
modales cilfndricos son nulos, excepto

i (3-21)
boCk:)=~gET(k.)
con
. . 3-22
i(kz)=L1(z)e”‘= dz ©-22)
1(z)=§1§f:i(k,)e""=‘dkz
z
2 1 y
I(z) '
X
a linea de medida
-2 T

Figura 34 Reconstruccién de un hilo de corriente.

de las expresiones 3-12 y 3-9 se encuentra el coeficiente b o ( k . ) en funcién del campo

medido sobre una superficie cilfndrica como

1 kK
2nkIHP (k,a)/-

jk,z (3‘23)

bo(kz) =~ E:(p=a,z)e” " dz

Una vez conocido el coeficiente cilfndrico se obtiene la distribucién de corriente a
partir de 3-21 '
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° f =a,k,) -jk.z 3-24)
1(z)=2‘. ((P=a,ks) -z, (
nnJ-«k2H? (k,a)

z

con

© ) 2
Ez(p._-a'kz):f:ﬂEz(pza:z)elkzzdz (3 5)

En este caso es posible reconstruir las corrientes a partir de la medida del campo
eléctrico segiin z sobre una linea de medida vertical. Nétese que la integral 3-24
extendida entre = «, s6lo puede realizarse entre = k, que se corresponde con el dominio
visible del espectro, de forma que se reconstruird una versién aproximada de la corriente
dada por

k.. - z 3'26
1'(z)=2inf_k1(k,)e *2 gk, (3-26)

donde / “( =) es una versién ’pasd bajo' de la corriente real. Otro aspecto importante

en la realizacién practica de un sistema de diagndstico es que la longitud de la linea
de medida es en realidad finita, por lo que la integral 3-25 se evaluard de forma
aproximada como

Lrz jk 2 3-27
E’z(p=a’kz)= Ez(p=a)Z)elkz dZ ( )
-L/2

donde L es la longuitud de la linea de medida. Estos dos efectos pueden contemplarse

como un doble efecto de enventanado en el dominio espacial y el dominio espectral de
forma que la corriente realmente reconstruida es

vepona 2k - 1 - anf ke ZTY sagxen (3'28)
1'°(z) nnff--k—_}Hg”(k,a)E'(p a,.z )H(Zk)ﬂ( L)e dz'dk,

3.3.2 Reconstruccion de una lamina de corrientes.

Se analiza a continuaci6n la situacién de la figura 3-5 en la que se tiene una distribucién
de corrientes de la forma

T=J,(y.,2)6(x)9+J,(y,2)6(x)% (3-29)
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Dado que la distribucién de corrientes es plana, es 16gico suponer que la formulacién
m4ds adaptada a este problema es realizar una medida en campo préximo sobre un
plano, obtener el espectro de ondas planas y de ahf las corrientes. En cualquier caso,
tal como se ha indicado en la seccién 2.10, es posible obtener el espectro angular de
ondas planas a partir de los coeficientes modales cilfndricos o esféricos, por tanto si
bien se desarrolla la reconstruccién para el caso plano es facilmente extensible al caso
cilindrico y esférico.

T
J E}

¥4

A4 y

Figura 3-5 Reconstruccién de una ldmina de corrientes.

Para la situacién de la figura 3-5, los campos producidos en un plano yz situado en
X=Xq son (apartado 2.6.2)

Blx=soy.2)- E'é_:r)—szﬂflEle'“"°e'“”e"*"dk,dkz (3-30)

con el tensor X, para propagacién segin x
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'l_ﬁg -k.k, -k.k,]

k2 k*® k?

% ook | Tkeky kY ik
b2k, k2 k2 k2
-k k. -kyk, l_/_c_i

kz kZ k2

(3-31)

Para corrientes superficiales del tipo 3-29, y para las componentes tangenciales de los

campos, la ecuacién 3-30 se reduce a

Enu(x-xovy;?.')- 1 [/nf,,E,e-"‘“e-"'ye-""dk,dk,

(2n)?
conf(',,
T - k k? k?
MO 2k, -~k k, 1_k§
Pe k2

la ecuacién 3-32 puede invertirse facilmente. Se define

F.(x=xo;k,.k,)=ff2"',(x=xo.y.z)e"‘"e"*‘dk,dk,

y X, como la inversa del tensor 3-33 dado por

l_k_ﬁ kyk.
)—(--l 2kx kZ kZ
1t ="
k | kyk, _k_§
k? k?

obteniendose para las corrientes

- l Ser=  jkexq jk,y jk,z
J(y,z)=i—2—;-? T—]X“A,e e e dkydkz

(3-32)

(3-33)

(3-34)

(3-35)

(3-36)

De forma parecida al caso de la linea de corriente, las integrales 3-34 y 3-36 que se
extienden entre =, estan limitadas en la realidad por las dimensiones del plano de

medida y el dominio visible del espectro respectivamente.
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Copolar Polarizati
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Vivaldi 12 G

Figura 3-6 Reconstruccioén de corrientes en una antena Vivaldi.
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En la figura 3-6 se presenta un ejemplo del empleo de esta técnica en el diagndstico
de una antena. En este caso se trata de una antena impresa, conocida como antena
Vivaldi, que se forma a partir de una linea slot-line que se abre progresivamente. El
diagrama de radiacién de esta antena presentaba un fuerte rizado, realizada la
reconstruccién de las corrientes a partir de una medida en campo préximo en
coordendadas cartesianas, se observa como la antena presenta tres puntos con corrientes
importantes que se corresponden con la transicién y los extremos de la antena.

3.3.3 Reconstruccion de laminas inclinadas de corrientes.

Considérese a continuacién una situacién como la de la figura 3-7 en que una
distribucién laminar de corriente se encuentra sobre el plano y'z' de un sistema de
coordenadas que se encuentra girado un cierto dngulo a sobre el eje y respecto el
sistema de ejes del plano de medida. Se plantea en este caso la recostruccién de las
corrientes a partir de las componentes tangenciales del campo eléctrico en un plano yz
situado en x=x(.

Z

_ Figura 3-7  Reconstruccién de una ldmina inclinada de corriente.

La formulacién plana est4 bien adaptada para realizar la transformacién campo campo
en la direccidn perpendicular al plano de medida, o a la reconstruccién de corrientes
laminares paralelas al plano de medida. Una posible solucién del problema es obtener
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el espectro angular de ondas planas a partir de las componentes tangenciales del campo
en el plano de medida tal como se ha hecho en el caso anterior. A continuacién obtener
el espectro angular respecto los ejes girados y realizar la reconstruccién de las
corrientes.

La diferencia entre este caso y el resuelto en el apartado anterior es obtener el espectro
de ondas planas respecto una rotacién de ejes. El espectro de ondas planas A e(Ky,K2)
permite expresar los campos como una superposicién de ondas planas con direccién
de propagaciénk y k2 + k2 + k2 = k2 Una rotaci6n arbitraria de los ejes coordenadas
viene dada por los tres dngulos de Euler. La rotacién de ejes mostrada en la figura 3-7
supone la rotacién respecto uno solo de los dngulos. El vector K tiene las siguientes
componentes vectoriales respecto el sistema de coordenadas girado

kel [cosa 0 -sena’| k'« (3-37)
ky1=| © 1 0 k°,
k, sena O cosa k°,

Por tanto una onda plana con direccién de propagacién determinada por k'yyk'zse
propaga segun ky y k; referido al sistema de ejes sin girar, de forma que

ky=k’, (3-38)

k,=k’,cosa+k’,sena

conk’,=yk?-k’,-k’,

De este modo las componentes tangenciales del espectro angular de ondas planas
referidas al sistema de ejes girado, se relacionan con el espectro angular referido al
sistema sin girar mediante

A (k" k* )= A (k" k" ,cosa+k’ sena) (3-39)
A (k" k" )= A (k) k" ,cosa+k’ sena)cosa-
-A,(k’,, k" cosa+k’ sena)sena

Nétese que a partir de 2-98

_kyAy koA, (3-40)

A= PN
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Con lo que queda determinado el espectro angular de ondas planas respecto el sistema
de ejes rotado, obteniendose las corrientes a partir del espectro tal como se indica en
3-36. Sin embargo es necesario notar que la zona del espectro visible, esto es
k 2+ k"2 < kZ?se corresponde en el espectro referido al sistema de ejes sin girar a

k2 k2 (3-41)

Esto es unaelipse de ejes k y k cos a(figura 3-8), de forma que no es posible recuperar

todo el espectro, y cuanto mayor sea el dngulo de rotacién menor es la zona del espectro
recuperada. En el caso lfmite que el 4ngulo sea 90 °, tan solo se recupera el eje ky.
Es fdcilmente demostrable considerando el teorema de la proyeccién de la transformada
de Fourier, que en este caso el proceso de reconstruccién proporcionar4 la proyeccién
de las corrientes sobre un plano perpendicular a la distribucién, esto es sobre el plano
de medida.

Figura 3-8 La zona sombreada indica la parte del domino visible recuperado para
una distribucién laminar inclinada.
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3.3.4 Reconstruccion de la excitacion de agrupaciones.

Un caso de particular interés en la reconstruccién de corrientes es la obtencién de la
excitacién de una agrupacién de antenas, de forma que sea posible diagnosticar fallos
en la alimentacién de los elementos, o desviaciones respecto la distribucién deseada.

Una agrupacién de antenas presenta una distribucién discreta de corrientes de la forma

J=) A, Jo(r-r,) (3-42)

donde 70 es la distribucién de corriente de un elemento solo, Ap es la excitacién

compleja del elemento n-simo, y r-:n su posicién.

Para una agrupacioén lineal vertical como la de la figura 3-9 la distribucién de corrientes
es

- 1 _ (3-43)
7= Zt—pZA,,Jo(z nd)6(p)z

ez

Figura 3-9 Agrupacion lineal vertical de corrientes.
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y los coeficientes modales cilfndricos son todos nulos excepto

n (3-44)
bolk,)=——1I(k
O( z) 8]1 ( z)
con
7(k,)=f~1(z)e'k’zdz=f S A Jo(z-nd)e’ " "dz (3-43)
al intercambiar el orden de sumacién e integracién es posible escribir
l(k,)%ZA.f_:Jo(z-nd)e""dz=ZA,Jo(k,)e"'“= Jo(k,)a, (3-46)
donde a; es la transformada discreta de Fourier de Ap dada por
28 (3-47)
a,= Z A,,e' N
Nk.,d
k=
2n

¥y N es el mimero de elementos de la agrupacidn. a . es periédica en kz con un periodo
T dado por

21 (3-48)

T="=
d

Si se supone conocida la distribucién de corrientes para un elemento de Ia agrupacién
se puede calcular

. ~ I(k,) (3-49)
f(k”’Jukn
y
e bo(ks) m (3-50)

El coeficiente b, “ (k ;) es periddico con periodo ?. Por otra parte de una medida en

campo préximo tan s6lo se obtendr4 el dominio visible deb, “(k . )dado por| k , | < 2%
Si el periodo de b, “(k . ) es menor que el margen visible, esto es



74 Aplicacién de la formulacién espectral.

A (3-5D
d > -2-

se recupera un periodo completoded o “( k . )y por tanto es posible obtener la excitacién

de la agrupacién a partir de a ,, ya que en este caso toda la informacién queda contenida
en el dominio visible.

. A
Este hecho es necesario tenerlo presente en el caso en que d > 3y el paso de muestreo

del campo préximo sea mayor que d, ya que si se realiza directamente la recostruccién
sineliminar laparte del espectro visible contendidaentrek, <| k , | < 3 , latransformada
discreta de Fourier impone unas condiciones de periodicidad en el espectro que conduce
a reconstrucciones incorrectas. En la figura 3-10-a se muestra el espectro para una
linea de corriente para la situacién descrita anteriormente. En la figura 3-10-b se
representa el espectro de la excitacién que se reconstruye si no se realiza el filtrado
paso bajo que se muestra en la figura 3-10-c.

b0}
\\/\//\ -
-k _% _l;_ 13 k!
w

Figura 3-10 Espectro para una linea de corrientes (a), espectro reconstruido (b) y
espectro filtrado paso bajo (c).

Enla figura 3-11 se presenta la reconstruccién de una agrupacion vertical de 50 dipolos
verticales de media onda espaciados 0.75 A. La distancia de medida esde S Ay la
frecuencia de 10 GHz. La excitacién de la agrupacién es una Taylor de un pardmetro
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RECONSTRUCCION CORRIENTES

distribucion . .
corrientes paso bajo hamming
o—
fas]
<
'
S
=S
<
©
E
12
8k
— 3
m -
g
) 3
h -~
Y
' 8 n
Q
(7]
S Lk
-8 »
-1 L_ux | 1 1 ! ] 1 1 [ | [P
-8.6 -8.4 -p.2 ) 8.2 0.4 0.6

metros
Figura 3-11 Reconstruccion del médulo y la fase de una agrupacién vertical de 50

elementos, distribucion Taylor de un pardmetro y error aleatorio de 1
dBy 10 grados.
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de 35 dB de relacién de I6bulo principal a secundario, a l1a que se le ha afladido un
error aleatorio de 1 dB en amplitud y 10 grados en fase. En la figura se presenta la
distribucién inicial, la reconstruida con un filtrado paso bajo con una frecuencia de
corte de = g, y en el caso de aplicar una ventana de Hamming en todo el domino

espectral. El error cuadrdtico medio de la recostruccién se muestra en la tabla 3-1.

Error rms Mdédulo (dB) Fase (grados)
Ventana Hamming 0.49 2.59
Filtro paso bajo 0.17 2.26

Tabla 3-1 Error rms enlareconstruccion de la excitacién de una agrupacion vertical.

Lareconstruccién es mejor en el caso en que se realiza el filtrado paso bajo. Este hecho
se pone de manifiesto en la figura 3-12 en que se representa la respuesta impulsional
de lareconstruccién para el caso anterior en el caso en que no se realiza ningtin filtrado,
filtrado paso bajo, y ventana de Hamming. El filtrado paso bajo es el caso que presenta
una mejor respuesta impulsional.

Un razonamiento parecido es valido para agrupaciones bidimensionales. En la figura
3-13 se muestra la recostruccién para una agrupacién de 40x40 dipolos elementales
horizontales con espaciados de 0.778A en horizontal y 0.87SA en vertical, la
agrupacion se encuentra inclinada 10 grados respecto el eje vertical. La reconstruccién
se ha realizado a partir del campo préximo en coordenadas cilfndricas con un radio de
medida de 45 A y longitud de 70 A\. La excitacién es una Taylor de un pardmetro de
25 dB en horizontal y 40 dB en vertical. La figura muestra el error de la reconstruccién
para la fila y la columna central. El error es menor de 0.5 dB en médulo y 2.5 grados
en fase. Se comprueba como el error es superior en las columnas debido al truncamiento
de la superficie de medida.
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RESPUESTA IMPULSIONAL

sin filtrado hamming paso bajo

-38 F

-48

-50

-0 Lo NI PP DY
-8.6 -8.4

8.6

metros

Figura 3-12 Respuesta impulsional para la reconstruccién de una agrupacion
vertical.
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ERROR EN LA RECONSTRUCCION

module (dB) ]
T "H;:'f (R A
)

cel 22 1 S 8 13 17 2t 2% ¢ 33 1
element

row 20 - P
-4 1 L S 1 L £ . 1 L
el 24 1S ¢ 13 17 21 28 & 23 M
element

Figura 3-13 Reconstruccién en médulo y fase de una agrupacion plana inclinada a
partir del campo préximo en coordenadas ciltndricas.

3.4 Estudio de radomos cilindricos y esféricos.

Los radomos son cubiertas dieléctricas cuya funcién es proteger la ABP de la
intemperie. La formulacién espectral tanto plana [Wu,1974], como cilfndrica
[Chang,1990] se ha empleado para estudiar el efecto de los radomos sobre el diagrama
de radiacién de antenas. En el estudio que se presenta a continuacién se considera el
efecto de los radomos sobre cada uno de los modos en que se expresan los campos
radiados por la antena, encontrdndose los coeficientes de transmisién y reflexién de
cada modo al incidir sobre el radomo. El andlisis del efecto del radomo consiste en
descomponer los campos radiados por la ABP en modos cilfndricos o esféricos, segtin
el tipo de radomo, a cada modo se le afecta por su coeficiente de transmisién y se
obtiene el campo lejano con los nuevos coeficientes modales.
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3.4.1 Incidencia de modos cilindricos en discontinuidades
cilindricas.

Supdngase unaestructura dieléctrica como lade la figura 3-14, que se supone invariante
segiin z, formada por un cilindro interior de radio p o y permitividad eléctrica €,y un
medio exterior de permitividad eléctrica €, . En el interior del cilindro de radio p4
existen unas fuentes que también se suponen invariantes segiin z. Estas fuentes producen
unos campos que pueden expresarse como una superposicién de modos TE y TM
respecto 2. Esto es posible expresando los campos como una superposicion de ondas
cilindricas correspondiendo el caso TE a tomar el vector potencial A=0 , y el caso
TMatomar F =0. A partir de las expansién de los campos como ondas cilfndricas
realizada en la seccién 2.7.1 se tiene que

=—Za (3'52)
ﬁTE_____l nNn
ns

g

_'il\-

debido a la uniformidad segiin z, los vectores de onda cilfndricos son

M,= [plﬁ—é}( )}Hﬁ“(kp)e’"‘ &3

N.=2kH® (kp)e!™ (3-54)
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y
A -
PE

Figura 3-14 Incidencia de modos ciltndricos sobre una discontinudad.

A partir de las componentes tangenciales de los campos pueden definirse las
impedancias de los modos como

greEa_ o He (ko) (3-55)
" OH; T H®(kop)
Ey  H®(kep)

- " Mooy
*  H, H® (kop)

donde se ha empleado el indice + para indicar que se corresponde a modos
propagdndose en el sentido creciente de p . Para modos propagdndose en el sentido
negativo se procede de forma similar y substituyendo la funcion de Hankel de segunda
especie por la de primera especie.

ZTE=__E:_;_=_jn Hf,\)'(kop)=(2”.). (3-56)
-p H; 0 H,(,l)(kop) +p
TM_E;_ . fol)(kop) _ TML®

Z0 = 2= jny—e—== (20}

Hy TOHOD (kop)

En el caso en que kop > 1 se puede aproximar la funcién de Hankel por
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‘ 2 (3-57)
HL O (kop) = \ nkopcosy .

*j(kgpcosv,+nv -nn/2-n/4)
e

con

n ) (3-58)

-1
.=Ssen | —
v (kop

en el caso que se cumpla que ko p > n se puede aproximar

v = n (3-59)
" kop

cosy,=1

Nétese que el significado de esta ultima aproximacién es que el radio del cilfndro
mfnimo que encierra las fuentes 'a’, sea mucho menor que p yaque n < koa. Eneste
. caso se puede aproximar la funcién de Hankel de orden n por

2 (3-60)
kop

H D (kop) =

x%
«jl kopn+—-nn/2-1/4
oe koﬂ

La derivada de la funcién de Hankel puede aproximarse con las mismas hipdtesis que
se han realizado anteriormente empleando la siguientes relaciones

oP

(1)(2)(k p)=

2
> .i(kop»‘“;o‘: -(n-l)nlz-n/4)
= - e
nkgpcosy,
2
2 *i(k°p¢;%;-(n-l)x/2-x/4)
_—-—-—_—_—.—oe
nkopcosvy,

=(=jYH P (kop)

Y

n
n
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Por lo tanto la impedancia de los modos para puntos alejados de las fuentes son

zl =71 =20 =21 =0, (3-62)

Resultado que no expresa otra cosa que las ondas cilfndricas se aproximan localmente
a ondas planas para puntos alejados de las fuentes, y por tanto su impedancia, que no
es mas que una relacion local entre componentes de campos, tiende a la impedancia
de una onda plana.

Alincidir los campos sobre la superficie de separacién entre los dos medios se producird
una onda reflejada y una onda transmitida, manteniéndose la continuidad de las
componentes tangenciales de los campos. De forma que

E'(p=po)XP+E (p=po)Xp=E (p=po)Xp (3-63)

H'(p=po)Xp+H (p=po)Xp=H (p=po)Xp

Los campos pueden expresarse como una superposicién de ondas cilfndricas, el
problema se analiza de forma m4s sencilla descomponiéndolo en el caso TE y TM. Si
particularizamos para el caso TM y se expresan los campos mangéticos en funcién de
los eléctricos tenemos que para p = p o debe cumplirse que

SN+ Y 6N V=Y biN (3-64)
Zb iN Zb;ﬁ;“” Zb,,zv,‘.“’
zi ~ZRD S TZED
‘donde los superfndices i,r,t indican incidente, reflejado y transmitido, (0) y (1) se

refiere al medio y +,- al sentido de propagacién. Las igualdades anteriores pueden
escribirse modo a modo de la siguiente forma

bt [N»(o) I‘“‘N (o)] b ,[:TMN‘(I) (3-65)

“+(0) ~7-(0) FVALLY)

bi Nn _rTMNR =bi TMN"
n - - n n «(1
723 N £1 z3l

donde se han definido los coeficientes de reflexién y transmision de cada modo como
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pru_bn (3-66)
n b;z
'[;TM =9j£
n b;l
La obtencion de los coeficientes de transmision y reflexién es inmediata
FTM(p=p ).__.HEIZ)(kOpo) T ~ Mo (3-67
! ° H{Y(kopo) z40
z3{p
™ H P (kopo) m[l+z—;@:‘
T = =
n (p pO) Hr(zZ)(klpo) z;’s‘o)
nlz;%,)‘*'ﬂo

Para el caso en que ko, po > 1 las expresiones anteriores pueden aproximarse por

2 (3-68)
on =i R ET sl (T ,
I-TM = = j(-1 ne 12kop°e ke,
n (p Po) J( ) 11-——-—]4“no
[Ko -itko-k,2p i ne] 2,
'CTM = = __(.).e LT oe ofo “tPo
v (P Po) ki N+ Mo
La extensi6n de 1a formulacién al caso TE es inmediata.
[TE(p = _ngz)'(kopo) M1~ Yo (3-69)
n ( Opo) T +
nlz-(c’) Tio
TE
z;‘f’]
. 1+ ——
TR (p=p )-k°H$'2) (KoPo) n‘[ 7P
n Vo)™

kiH®P (kipo) IZ;SO)

3.4.2 Incidencia de modos cilindricos en laminas dieléctricas
cilindricas.

Considérese a continuacion la situacién de la figura 3-15 en que se tiene un cilindro
dieléctrico de grosorp , — p, centrado en el Qrigen de coordenadas. En el interior del
cilindro se encuentran unas fuentes y el problema que se plantea es encontrar los campos
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radiados por la fuentes en el exterior del cilindro dieléctrico conocidos los campos en
ausencia de este. Para resolver este problema se empleardn los coeficientes de reflexién
y transmisién para cada una de las interfases y que se han formulado en la seccién
anterior. Para ello se tomar4 el siguiente convenio de nomenclatura:

To1 (P o) coeficiente transmisién medio O > medio 1 ;p =p,

T,0(p o) coeficiente transmisién medio 1 > medio 0 ;p =p,
T0(p ) coeficiente transmisién medio 1 7 medio 0 ;p =p,
" 01 (P o) coeficiente reflexién medio 0 @ medio 1 ;p=p,
10 (P o) coeficiente reflexién medio 1 2> medio 0 ;p =p,
I' 16 (P 1) coeficiente reflexién medio 1 2> medio 0 ;p =p,

Figura 3-15 Incidencia sobre una ldmina dieléctrica ciltndrica.

La interaccién del campo incidente con la I4mina dieléctrica pude analizarse como un
proceso de multiples reflexiones, tal como se ilustra en la figura 3-16. Al incidir el
campo E ' sobre el dieléctrico se producird un campo reflejado y un campo transmitido.
El campo transmitido se propagard hasta p = p, dando lugar a un campo transmitido
(27"1 (p 1)y un campo reflejado (Z": (p1)). Este campo reflejado se propagar4 hasta
p = p, repitiéndose el proceso de forma sucesiva. Por tanto el campo total reflejado
y transmitido es
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E"(po)=Eq(po)+ Y Ez;(Po)
j=1

E‘(pl)= Z E‘Zj*l(pl)

=0

io s1 Eo
E' E
Eo

t
E2 E,

t
Ey Es

Es

! : gl

E 20 I : ante

lourer  Morey  Mike,)
Touro)  TiotPo)  TiotPy)

Figura 3-16 Proceso de miiltiples reflexiones en la ldmina.

3-70)

Empleando los coeficientes de reflexi6n en las interfases, expresando los campos como
superposicién de modos cilfndricos, y particularizando para el caso TM se pueden

escribir los campos de Ia siguiente forma
E'(pg)= Z_:biﬁ;m(po):

Eo(po)= T baTai(pa)N .V (po);
E2/(Po)= 2 01Tar(Pa)T10(PodT 10(P1)-

- I P )T 1P ' N2 00);

E;/.x(pl) = Z b:Tol(po)Tlo(pl)[rm(p|)r|o(po)]lﬁ;(°)(pl):

(3-71)
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Para el caso TE se obtienen unas expresiones andlogas. Igualando las expresiones 3-70
modo a modo se obtienen los coeficientes de transmisién y reflexidn totales en funcién
de los coeficientes en cada una de las interfases como

To1(Po)Tio(Po)T10(P ) (3-72)
1 =T 10(p )T 16(Po)

- To1(Po)Trolp )
" 1=To(p1)T10(Po)

Fa=To(po)+

Si se toman las aproximaciones de los coeficientes dados por las ecuaciones 3-68 y se
desprecian la miiltiples reflexiones en el dieléctrico se puede escribir el coeficiente de
transmisién para el caso TM como

__4nom o~ KalPomP1) = ikiLP =Po) (3-73)
(M +Me)?

El médulo del coeficiente de transmisién es el mismo que se obtiene del andlsis de una
onda plana incidiendo normalmete sobre una ldmina dieléctrica plana, el resultado es
coherente con la hipStesis de gran distancia. Los términos m4s significativos son los
términos de fase cuadrdtica (proporcionales a %) que afectan a los coeficientes
modales. Estos términos de fase cuadrética distorsionardn el diagrama de radiacién de
las fuentes introduciendo errores principalmente en el nivel de l6bulo principal a
secundario.

3.4.3 El caso esférico.
El andlisis del caso esférico es formalmente andlogo al caso cilfndrico. La

descomposicién de los campos en modos esféricos permite expresar los campos como
superposicién de una solucién TE y TM segun r. En este caso
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- @ n - (3-74)
E"=-) ) annMan
n=Q me-n
A =15 § o W,
Nnpeom=-n
—oTM = L —
£ =- Z Z br.mNnpm
n=Q0m=-n
-I:I.TM_--]'Z Z bn mmn m
nn-Om--n
con las funciones de onda esférica
M- dm a2 s lemep - (3-75)
M, . [ senee 86( )6:'9 R (kr)P™'(cos®)
Haam gm0 S v 50 oo RS0 Jormninry e eono) (3-76)

A partir de las componentes tangenciales de los campos de definen las impedancias de
los modos. Para el caso TE se tiene que

TE 5‘2 E; jn ko"hf)(kor) G-17)
H, H; °2(rh® (kor))

ar

Ee E, korhf,”(lcor)
-=—t=jn
Hy Hi " °L(rh{(kor))

Nétese que también en este caso si 1, es real se cumple que

zTE=(zTEY (3-78)

Las funciones esféricas de Hankel admiten para kr>>n y kr> >1 la siguiente
aproximacion asintética:
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L neret’ (3-79)
RO k)= (7)) ==
1 9 (M) - M)
E?a-r:(rh" (kr))=(=j) P =xjh, (kr)

Por lo que a grandes distancias se cumple que
zE =27 =1, (3-80)
Los coeficientes de transmisién y reflexién para los modos al incidir un campo sobre

una discontinuidad esférica se calcula de forma an4loga al caso cilfndrico. Para el caso
TE se obtiene:

TE h$?(koro) T~ Mo (3-81)
I‘n (r=r0)= 1) 202‘0)
hay’(koro) n 'T—“'T]
EE S
i)
] + —
e, _ R (koro) "'[ 77
Ta (r’ro)‘ 2) PR
ha'(kyTo) Zrr
nlz;go) Mo

En el caso de tener una ldmina esférica dieléctrica los coeficientes de transmisién y
reflexion totales en funcién de los coeficientes en cada una de las interfases, son los
mismos que se han calculado para el caso cilfndrico (ecuaciones 3-72). )



CAPITULO 4

Transformacion con correccién de sonda para el caso
cilindrico.

4.1 Introduccion.

En los desarrollos presentados en capftulo 3, la transformacién campo préximo campo
lejano se realiza a partir de las componentes tangenciales del campo eléctrico o
magnético presentes en la superficie de medida. En larealizacién préctica de un sistema
de medida de antenas en campo préximo no se disponen de sondas ideales de campo
eléctrico o magnético. Por sonda ideal se entiende aquella antena de medida que en
bornes presenta una tensién proporcional a la intensidad de campo en un punto y para
una sola polarizacién. En la realidad el comportamiento de una sonda real de medida
difiere de forma apreciable del de la sonda ideal en los siguientes aspectos:

a) La tensién en bornes de la sonda es el resultado de una integral de los
campos incidentes sobre el volumen de la sonda, y no la respuesta a una
intensidad de campo puntual.

b) Las caracterfsticas de polarizacién de la sonda real son tales que siempre
presentan una cierta respuesta a la polarizacién cruzada.

Otro efecto afiadido del empleo de sondas de medida reales en los sistemas de medida
en campo préximo es la perturbacién de las distribuciones de campo producidas por
la sonda y en especial del sistema de desplazamiento de la misma.

- Por estos motivos se hizo evidente la necesidad de desarrollar formulaciones mis

generales que permitieran corregir los efectos de sondas de medida reales, pero de
caracterfsticas conocidas. La primera formulacién de la tranformacién campo préximo
campo lejano con correrccidn de sonda fué debida a investigadores del 'National Bureau
of Standards' (NBS) [Kerns,1970], presentando la tranformacién para el caso plano.
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Posteriormente [Leach,1973] se realizé la formulacién para el caso cilfndrico. Yaghjian
[Yaghjian,1986] presenta una interesante exposicién histérica del desarrollo tedrico y
préctico de los sistemas de medida en campo préximo en las diferentes geometrfas.
Por otra parte Joy y Paris [Joy,1978] [Paris,1978] resumen brevemente el desarrollo
tedrico y las aplicaciones de la transformacién en las tres geometrfas.

El objetivo de este capftulo es presentar la tranformacién campo préximo campo lejano
con correccién de sonda en coordenadas cilfndricas con una formulacién matemdtica
homogénea con los desarrollos de capftulos anteriores. Ademds de la formulacién
original de Leach [Leach,1973], basada en la resolucién de la integral de Lorentz
expresando los campos como ondas cilfndricas, existen formulaciénes basadas en la
matriz de dispersién [Yaghjian,1977], y en el desarrollo de los campos como ondas
planas [Borgiotti,1978]. La formulacién de Yaghjian es equivalente a la de Leach
[Appel-Hansen,1980], mientras que la de Borgiotti es directamente derivable de la de
Leach bajo ciertas restricciones [Leach,1979]. Esta dltima es de gran utilidad ya que
muestra de una forma con sentido ffsico el efecto de la correccién de sonda, es por
ello que se deriva su expresién y se analizardn los médrgenes de validez de la misma.
Finalmente se presenta la transformacién como un proceso de sfntesis de ondas planas.
Este punto de vista es titil en el andlisis de los errores en el proceso de transformacién.

4.2 Formulacién matematica.

Para la obtencién de la transformacién se seguird bdsicamente el desarrollo de Leach,
basado en la obtencién de los coeficientes modales cilfndricos de 1a Antena Bajo Prueba
(ABP), y en la posterior aplicacién de los valores asintéticos de los campos para obtener
el diagrama de radiacién. Considérese 1a situacién de la figura 4-1. El sistema de
coordenadas de referencia es el sistema sin primar y su eje 'z’ es el eje del cilindro de
medida. Las dimensiones de 1a ABP son tales que queda contenida en un cilindro de
radio 'a’. Nétese que para la medida no es necesario que la ABP se encuentre centrada,
ni eléctrica ni mecdnicamente, en el sistema de coordenadas de medida, es decir, no
es necesario que el centro de fase de la antena o su centro geométrico coincida con en
origen de coordenadas.

En la posicién po, $ o, 2o se encuentra la sonda de medida contenida en el volumen

v'. Al aplicar una tensién en bornas de la sonda aparece en la superficie que define v'
una distribucién de corriente electrica 7,q. El hecho de caracterizar la sonda
exclusivamente en términos de corrientes eléctricas no supone una restriccién en tanto
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se*
Py
-------------

Figura 4-1 Geometrfa de medida para la transformacién campo proximo campo
lejano en coordenas cilindricas con correccién de sonda.

que las corrientes magnéticas sélo tienen sentido como fuentes equivalentes, y toda
situacién derivada de la aplicacién del teorema de equivalencia puede expresarse en
términos de corrientes eléctricas solamente.

El volumen V se encuentra definido por el cilindro X ; de radio p, y la superficie del

infinito S .. Este volumen contiene en su interior la sonda de medida. Para formular
la transformacién se aplica al volumen V el teorema de Lorentz. Este planteamiento
difiere ligeramente del realizado por Leach en que el teorema de Lorentz se aplica
sobre un volumen libre de fuentes, mientras que en este caso V contiene la sonda de
medida. Obviamente ambos planteamientos son equivalentes y conducen a los mismos
resultados, sin embargo la formulacién de Leach responde a una planteamiento m4s
particular, aunque realista del problema en que la sonda de medida es una antena de
apertura, en particular una boca de guia.

Al aplicar un generador a la sonda de medida se producir4n en el volumen V los campos
f, y ﬁ, radiados por la sonda y ?ad y -ﬁad difractados por la ABP. Al aplicar un
generador en la ABP aparecen en el volumen V los campos radiados por la antena Eu
y H oY los campos difractados por la sondaE sdy ﬁsd. Nétese que se estd supononiendo
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que no existen interacciones de segundo orden entre la sonda y la APB. Se aplica a
continuacién el teorema de reciprocidad de Lorentz en su forma integral en el volumen
V [Balanis, 1989;pp.325] obteniéndose

_fj; S [[E’.‘-f“’]x[ﬁa*'ﬁld]_[Ea*zld]x[_ﬁa*ﬁg.‘x]]d.—g' (4'1)

-~ [ [ [1FerFulT e

El término de la derecha de la integral es el término de reaccién entre la ABP y la
sonda suponiendo que Fd, < Z’a puede escribirse

- [ JiE+FarTudv=- [ [ [ FTqdv=v0ponbo.20) (4-2)

Donde v¢g es la tensién en circuito abierto en la sonda, y se ha supuesto que la corriente
a la entrada de la sonda es 1.

En cuanto al término de la izquierda de la ecuacién 4-1, la contribucién a la integral
de la superficie del infinito es nula ya que en este caso se trata de una integral de
campos radiados. Por lo que puede escribirse la ecuacion 4-1 como

[ [ UE AT BB s FoxTumEuax Bl @3

"’(Em X ﬁ- - z:o x ﬁm)" (Fm X 1—'1’:4 = -E-'.,,_X ﬁm)]dg ==U(PordosZo)

Aparece en este caso una integral con cuatro términos claramente diferenciados. El
dltimo término se desprecia en tanto que contiene exclusivamente las componentes
difractadas de los campos, por lo que es una aproximacién razonable suponer que su
- contribucién a la integral es de segundo orden respecto a los demds términos. La
realizacién de esta hipétesis es necesaria para la resolucién del problema. En cuanto
al segundo y tercer término de la integral debe notarse que relacionan exclusivamente
los campos producidos por la ABP y la sonda respectivamente, por lo que pueden
evaluarse equivalentemente en la situacién indicada en la figura 4-2-a y 4-2-b
respectivamente. Esta situacién equivalente resulta de omitir respecto a la situacién de
la figura 4-1 las fuentes que no intervienen en la integral. La integral del segundo
término es nula ya que el volumen V esta libre de fuentes (figura'4-2-a), conclusién
queresultade aplicar el teorema de Lorentz. Andlogamente laintegral del tercer término
es nula ya que en el interior del volumen definido por X, no existen fuentes. Por tanto
la ecuacidn 4-1 puede escribirse como
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o = s 4-4
J [ UExF - ExH 165 = -vea(por 0. 20) &

s
.ﬂ/ e ,-—/M\.
o e o~ .
/"/ o, R \
.-".. ;’/

Figura 4-2  Situaciones equivalentes para la evaluacion de la integral 4-3.

Es importante destacar la naturaleza de las aproximaciones realizadas para llegar a la
expresién 4-4. La perturbacién de los campos producidos por el sistema de medida
(campos difractados) no se han omitido completamente, sino que tan solo se han
realizado las siguientes hipétesis:

a) No existen dobles interacciones entre la sonda y la antena.

b) Los campos difractados por 1a sonda son despreciables frente los campos
producidos por la antena sobre el volumen de la sonda. ’

¢) Se desprecian los productos entre campos difractados frente a otros
térmninos.

Por tanto la formulacién reproduce una situacién bastante genérica de medida, en que
la interaccién entre la sonda y ABP se mantenga a niveles reducidos.

La ecuacién 4-4 supone que la sonda esta en recepcién, para el caso de antenas
recfprocas, evidentemente la formulacién es independiente de cual es laantena receptora
y transmisora. El objetivo de la trasformaci6n es resolver la integral 4-4 de forma que
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los coeficientes cilfndricos de la ABP queden expresados en funcién de la tensién a la
salida de la sonda. Para ello se expresan los campos producidos por la antena y la
sonda como suma de ondas cilfndricas (2-129 a 2-132)

4-5)
Eo(p.d.2)=- Z laak, )M (k) + b, (k)N (k,)]dk,

Ha(p. o z)-— Z e (k)N (k) + b,k M (kD1dE,

E,(prrd'sz)=-) [_[c.(k.')'»?',u.'w daCk, N Ck,)]dk,’
A0 87 x)= 2T [ lenth, I alh, D+ dnCl, Y aCks Il

donde las primas se refieren al sistema de coordenadas de la sonda. Los vectores de
onda cilfndricos Hny N,, son

. 2 ’ ne - ik.z
M (k ) l: jp -q)a__.p(.) HS,Z)('CPP)EI 0; ik
"(‘C )= ip’—‘ 3o+ —-“)*-2 IH(Z)(k,p)e"" (4-6)

Para evaluar la integral 4-4 es necesario referir todos los campos a mismo sistema de
coordenadas, para ello es necesario que los vectores de onda M- mY N’ que forman
los campos de la sonda se expresen respecto al sistema de coordenadas de referencia.
Para ello emplearemos el teorema de Graf de adicién de las funciones de Hankel
[Abramowitz,1972].

La figura 4-3 representa esquemdticamente la situacién de medida. La solucién de la
ecuacidn escalar de onda para el sistema de ejes primado es

Wm'kz'(p” ¢”z’) = Hfrtz)(kp'p’)eim“e-jkz'z' (4‘7)

considerando que z'= z - z() y el teorema de Graf

- 4-8)
HE(k, 073/ = 3 HEWk, 00 (K, )" ™Y (

Im-w
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se puede escribir la solucidn a la ecuacién escalar de onda 4-7 referida al sistema de
coordenadas sin primar como

2o-2 - ' 4-9
Vo, (pd.2)=e Ik, tag )Z H(z’,(k,’po)J,(k,‘p)e”"° » (4-9)

l=va

y

P
o\<P

 Figura 4-3  Sistemas de coordenadas en la medida.

Hallar los vectores de onda M “mY N * . es inmediato empleando la definicién 2-36
M (k, )=UX2Y , (r.0,2) (4-10)

nk)= -va (k")

con lo que

etk T [ 2 0]

m z 7 p a
Jllog-#) )

HE) (k, po)e VT (k,p)
— Zo-2 k ‘2 (4'11)
S g e gl [ ],
Nk Z = ap :
‘HSrlz‘)l(kp’po) “(‘og‘)‘]l(kp"))
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Una vez se han expresado los campos producidos por la sonda y la ABP en funcién
de sus coeficientes modades cilfndricos se puede expresar la integral 4-4 substituyendo
los campos por las expresiones 4-5 con los vectores de onda cilfndricos dados por 4-6
y 4-11.

-uca(p0'¢o'zo)- (4'12)
i - o
n;gfﬁ.[fj;'(a.cmd-bndm)[MnXN mt N XM* 1+

+(a,d, +b,c ) (M, xM", +N +N’, 1dS1dk dk

Expresién donde aparecen integrales de superficie de los productos vectoriales de los
distintos vectores de onda. El valor de cada integral es

ff (M,,x/T/i‘,,,)d§=—ff (M, xM",)-pdS=0 (4-13)
% I, ,

yaque ni M 2D M- mtienen componente Zpor lo que su producto vectorial es ortogonal

ad3S. En cuanto a la integral de las funciones de onda ﬁnyﬁ‘m se tiene
T o Y4 D T AT - 4-14
f/;l(N,.xN n)dS ffth,, (PXN°,)dS (4-14)

lk,"k? nk.k,* o k.-
- Z:‘—l:_ k2p - kzpp ]H'("z’)‘(kn"’o)-f:(kn'm)el Pog /e Top
1 1

- 2%
- - =ik k,"
,f f e " l).e "k, l)*d¢dz-o
~ad O -

ya que las integrales respecto ¢ y z son cero excepto en el caso en que I=ny k; =
-kz', pero en este caso

[ Lk, k? nkzk,'z} o (4-15)
Iczp, kzp! ten, k =~k,*

Para el resto de términos en la integral se tiene que
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f (Mnxﬁ'm)d§=-ff N’ ~(pXxM’ )dS= (4-16)
I, I

k,? | , flag fky
=P L HIRCk, Tpode e

P © pron _ -
-[a—‘;H,‘f’(kpp)] f fo o I TR

p=p;

BN CRIE

de forma parecida al caso anterior se tiene que las integrales respecto a ¢ y z toman

los valores 216, , y2nd(k.+ k. ) con lo que finalmente se obtiene

fﬁ (M,xN*,)dS = (@-17)

.2

k

k, 2k, .
=an®p, L H Ik, po)e " e’

Tk, 0 YHP (k,p,)0(k,+k,")
con

. o (4-18)
ko H (kppl)=[5;Hr(12)(kpp)J
p=0,

De forma andloga se obtiene para el término de la integral que queda por evaluar

f (N.xM’,)dS = @19
I

ka () 1n¢° ik, zo
= H (K, 00)e

k
=-4n%p, 2%
°Jn’<kp’px)H$zZ)(kppl)5(kz+kzl)

Una vez conocido el valor de la integral de supercie de todos los términos incluidos
en la integral 4-12, podemos substituir y realizar la integral respecto k' obteniéndose
para la tensién en circuito abierto en bornes de la sonda

e Uca(po'¢0’zo)- (4-20)
--—4n p, ZZf (@nlk,)en(=k,) +bo(k, ) (= k) H B0 (K, p o)

e/ (kyp VH D (Kyp )= (k.p.)H"’(k.p,)]dk

expresién que puede simplificarse empleando el wronskiano de las funciones de Bessel
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. . 2 4-21)
T (ko0 HA Ckyp1) = o (Kop D H D (kyp 1) = oo
obteniéndose una expresién independiente de p;
Vea(Por®or20) = (4'22)

- —i'_ﬁz Qh'of.k:(a.(k')a:("k,)d- b.(k’)b:(_kx))e-n,zodkz

donde se ha definido

- 4-23
af(-kD= Y en(-k)HD(k,00) “2

mee=

bi(—kz)= i dm(-kz)anz-v)n(kppo)

me=e

Laexpresién4-22 proporciona latensiénen bornes de la sondaen la posiciénp ., ¢, 2
en funcién exclusivamente de los coeficientes cilfndricos de la antena y de la sonda,
si bien los coeficientes de la sonda intervienen a través de las expresiones 4-23. Si
definimos a continuacién

2R - -
Uca(p-po:n,k,)-zln]; f__vm(p =po.b.z)e e’ *dédk, (4-24)

esto es, la transformada de Fourier de Ia medida a lo largo del cilfndro, es posible
transformar la ecuacién 4-22, de forma que

(4-25)

. 16n?
Uo(n, k)=~ kn

ki(a,(k)ad(=k.)+b,(k,)bE(-k,))

Expresién que relaciona de forma simple la transformada de Fourier de la medida con
los coeficientes modales cilfndricos de la antena. Conocidos los coeficientes de la
sonda, esta ecuacién presenta dos incégnitas que son precisamente los coeficientes de
la ABP. Para determinarlos es necesario realizar otra medida con una sonda diferente
de modo que se forma el siguiente sistema de ecuaciones

[ﬁ.(n,k,)] _len*k3l atP(-k,) b (-k,) [an(k,)] (4-26)
G2(n, k) kn | al®(-k,) b{P(-k,) JLbaCks)

de forma que
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k.y=-_FKD [3.(n. k)b (—k,) = 02(n. k)b (=k,)] 4-27)
@a(k.) = 161%k? A(n, ky) ,

b (k. ye -k [02(n.k)alD(-k.) -8 (n. k)aiP (k)]

n(ka) = 16n2k2 INCHS)

con

A,k )=af(=k )b (~k,)-at®P(-k,)bi(-k,) (4-28)
y

3 (4-29)
‘a‘(zl).(z)(_kz) - Z cf’:).(z)(_kz)Hf,fB,,(kppo)

mm -

b @k §= Z d @ (-k HE (k,po)

mw=co

donde U,y U, son las transformadas definidas segiin 4-24 de las tensiones en

bornes de sendas sondas con coeficentescy’, d &)’y c(?, d {2 respectivamente. Una
vez determinados los coeficientes modales de la ABP por 4-27 se obtiene el campo
lejano empleando las expresiones asintéticas dadas por 2-156 y 2-157.

Nétese que desde un punto de vista tedrico las restricciones sobre las sondas de medida
son muy genéricas. De hecho s6lo es necesario que el determinante A(n,k ;) sea
distinto de cero paratodo ny k , para que el sistema de ecuaciones 4-26 tenga solucién.
Esta condicién se cumplird siempre y cuando las dos sondas sean distintas. Nétese que
las sondas pueden presentar nulos en elevacion, esto es, los coeficentes puede ser nulos
para ciertos k5, siempre y cuando la posicién de estos no coincida para las dos sondas.
En la prictica es interesante i;ue cada una de las sondas responda principalmente a una
polarizacidn distinta, ya que si bien idealmente el proceso de correccién del algoritmo
es capaz de obtener los coeficientes de la ABP como si se hubiesen medido con una
sonda ideal, en la realidad cualquier error en la caracterizacién de la sonda, el ruido
en la medida, o los errores de posicionaniento limitardn esta capacidad. Es por este
motivo que en la prictica se desea tener unos datos de medida que respondan
- principalmente a cada una de las polarizaciones. Esto es ficilmente conseguible
emplendo como sonda de medida una boca de guia que es rotada 90 ° alrededor de su
eje para realizar cada una de las medidas.
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4.3 Transformacion con sonda ideal.

Las expresiones generales obtenidas en el apartado anterior tienen que coincidir con
la encontradas en el apartado 3.2.2 en el caso que la sonda de medida sea una sonda
ideal. Este hecho se comprueba empleando en las expresiones 4-27 los coeficientes de
la sonda de campo eléctrico ideal.

Las caractéristicas de una sonda ideal se han mencionado anteriormente. Una sonda
ideal para medir E; debe tener una distribucién de corrientes en transmisién dada por

- . i (4-30)
J=-2b8(x")0(y")0(2") =~

an,ﬁ(z')ﬁ(p')ﬁ

en este caso la tensién en bornas de la misma es E;. Empleando las expresiones 2-200
es inmediato que para este caso los coeficientes modales cilfndricos son

c=0 (4-31)
n .
d(])=[ 5‘; .n-O
n
0 in#*0

Para obtener el campo segiin ¢ se emplea una sonda con distribucién de corriente dada
por

J=96(x")6(y")6(z") (4-32)

para evitar los problemas de indefinicién del vector ¢ en el origen de coordenadas, la

obtencién de los coeficientes se realiza en coordenadas cartesianas empleando la
formulacién para el caso plano y mediante las relaciones de paso se obtienen los
coeficientes modales cilfndricos. El espectro angular de ondas planas es en este caso

A:=nX,B, (4-33)

con

B, (4-34)

i
)
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y el tensor X , dado en (3-32). El espectro angular de ondas planas en componentes

esféricas es

ncosOsend (4-35)

empleando las férmulas de transformacién (2-192 y 2-193) se obtienen las expresiones
de los coeficientes cilfndricos

j=(nel) r2x . (4-36)
Cf'2)=—16rl 2jsene cospe™do
n 0
__"N -nCOSO (2%

¢ sen¢e '"*do

162" senbJo

Finalmente los coeficientes cilfndricos para la sonda de £ , son

n 1 n k 4-37)
= —_— : =]
¢ "Ténsene lénk, Ini
0 iiln|# 1

_.n -cos6=_ n k. nl=1
di¥=[ lénsen® 1l6nk, '

0 sln)# 1

Una vez conocidos los coeficientes modales de las sondas ideales es necesario obtener
los coeficientes definidos en 4-27

al(-k) =) c(-k I HE (k,po)=0 (4-38)
| .
bk = T (k) H (K 00) = L HD (ko) @3
aP (k)= ) P (~kIH D (k,po) = (4-40)
k
= - H P (ko) + HE (K, )]

161k,
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@ (~k,)= ). dP (k) HF(k,po) = | (4-41)
m
= lénE[foz')l(kDpO)*. Hm+1(kppo)]

Las expresiones 4-40 y 3—41 pueden escribirse en forma mds compacta haciendo uso
de las siguientes propiedades de derivacién de las funciones de Hankel

n (4-42)
ko H" (kyp) = by Hi2 (k)= S H LD (k)

n
ko H2 (ko0 ==k, Hilh (kop)+ = HLP (kyp)
sumando y restando ambas expresiones se obtiene

2HP " (k,0)=HZ (k,0)~HPZ (k,p) (4-43)

2n

g 1 (kP = HD (kyp)+ HIZ (K op)
P

Aplicando estas igualdades se simplifican las expresiones 4-40 y 4-41 con el resultado
final de

a®(-k y=- K (4-44)

(2).
Snk‘,H" (kopo)

nk.n (4-45)
O (k)= g H P ko)

Dado que la sonda 1 es la sonda para la componente z y l1a sonda 2 es la sonda para
la componente ¢ del campo se tiene que

Oy (nk)=E (p=poin.k,) (4-46)

62(n'kz)=g¢(p=po;n'kz)

Una vez determinados todos los coeficientes se obtienen los coeficientes cilfndricos de
la antena bajo prueba al aplicar la expresién 4-27, de modo que
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(2) “@-47)
an<k2>=——-—"1——[5rb‘ L ]=

2.2 2 z 1
16n%k¢al® b

_ 1 [ _k.n ]
2k, H® (k,po)l * kZpo °

kn B k . (4-48)
16n2k3b(Y  2nk2H P (k,po) ©

b n ( k z )=-
expresiones idénticas a 3-12.
4.4 Expresiones asintéticas.

En las expresiones derivadas en la seccién 4.3 para la transformacién con correccién
de sonda, los coeficientes modales de la sonda de medida intervienen en la
transformacién en expresiones de la forma:

(k)= ) Yu(—k)DHE (ko) (4-49)

donde v, (—k ) representa cualquiera de los coeficientes de la sonda. El significado

de la correccidén de la sonda sobre la medida aparece enmascarado por la dificultad de
otorgar un significado ffsico a la expresién 4-49. Ademds la intervencién de las
funciones de Hankel anade dificultades en la implementacién préctica del algoritmo.

El empleo de formulaciones asintdticas en la evaluacién de 4-49 permite llegar a
expresiones simples con claro significado ffsico. Estas expresiones son las mismas que
las encontradas por Borgiotti [Borgiotti,1978] a partir de la formulacién de los campos
de la ABP y la sonda como un espectro de ondas planas, y la realizacién de
aproximaciones asintéticas.

La representacién integral de las funciones de Hankel es [Stratton,1941, pp.367]

-l e (4-50)
ng’(x)=en f e/xeseint gy

5-'@
3=/

La integracidn se realiza en el plano complejo sobre un camino que tienda a los limites
de integracién, de forma que la convergencia de la integral queda garantizada en el
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infinito. El punto de cruce del camino de integracién con el eje real es irrelevante
[Sommerfeld,1964]. Con el fin de tener limites de integracién simétricos respecto al
origen se realiza el siguiente cambio de coordenadas ¢ “ = ¢ — 11, con lo que se obtiene

o ET 1)
Hf;”("’)"‘; . e-;xcoso +jné d(b’

El

de esta forma los coeficientes de correccién de sonda pueden escribirse como

nem pagtle (4'52)

z = co +j{p*m
G R € L T

zo

donde por comodidad de notacién se han suprimido las primas en la variable de
integracién. Intercambiando el orden de integracién y sumacién se obtiene

" e 4-53)
1, (

a(-kd=1 T e

T

-/k' cosé* /né .m m
P ™Y~k )e ™ d

De la observacidn de la expresién anterior y recordando las expresiones de los campos
radiados a grandes distancias dadas por 2-156 y 2-157, se reconoce inmediatamente
que el sumatorio no es mds, salvo factores, que el diagrama de radiacién de las sonda.
De forma que

Yo=Cm (4-54)
E(P)(-k ¢)
.m _ jmé _ _ ¢ z!
‘;] Yn(=k,)e Skseno
y
Ym=dn (4-55)

EP) (k.. 0)

.m _ jm¢= .
;1 Yn(=ks)e "I T Zkseno

donde £{”’y E{P’ son los diagramas de radiacion de la sonda. La expresidn de los

coeficientes de correccién de la sonda se pueden escribir como
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. e . 4-56)
L] 1 2 / -,g.pa[coté ﬁ] (
aff’(-k,)-—’——-—-—f EP(-k,. ¢)e "eld g
n 2ksen® I
. ‘R 1 Eol. -jk,p [co'.-'"_‘]
Pl Y= _1________./ EP) L %o
bn ( z) ] I 2ksene -;-I‘ 9 ( kz'¢)e d¢

Las integrales anteriores relacionan los coefientes de correccién con los diagramas de
radiacién de la sonda de medida de forma exacta. Para valores k,p, > 1 es posible
evaluar la integrales de forma asint6tica mediante el método del punto silla
[Felsen,1973,cap.4]. Para ello escribimos las integrales como

1Gkppo)= [ £(9)e™ "W as @D
con
. _ n¢ (4-58)
q(9)= z[coscb k,po] .

El camino de integracién C s6lo estd restringido en sus valores en el infinito, pudiéndose
por tanto modificar a voluntad. Se define un punto estacionario de g (¢ ) como

29(8),  _ (4-59)
aq) ]b-v Y

que para este caso son funcién de n

v (_) (4-60)
" kopo

dado que n est4 limitado por | n |S k,q, con 'a’' el radio del cilindro mfnimo que
contiene la ABP, se tiene que en cualquier caso | n [< Kk ,p,, y por tanto y , es real y

comprendido entre = ;_-l Dado que

. . n
q(¢)-q(v*/n)-[~sen 'SLLLES L

]- j[cosycosh n +Ic’w ] (4-61)

sPo oPo

" para un punto estacionario se tiene que

(4-62)

kopoa(v,)

le I=1
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ya que la parte imaginaria de ¥, es nula. Un punto estacionario no es ni un médximo

ni un mfnimo de la parte real o imaginaria de q(¢), sino que es un punto silla. Por
tanto es posible definir un camino de integracién que pase por Y, de forma que
Re[qg (v ,)]sea méxima, mfnima o constante a lo largo del camino. Si se elige un
camino de integracién en que Re[q(W,)]sea miximo y ademds la variacién de
Re[qg(w)] sea lo mds répida posible a lo largo del camino de integracién, la
contribucién a la integral estard determinada por el valor de las funciones 7 (¢)yq(¢)
en un entorno alrededor del punto silla, ya que fuera de este entorno el integrando
tiende a cero. En este caso se puede substituir las funciones f(¢)y q(¢) por los
primeros términos de su desarrollo en serie alrededor del punto silla. Nétese que cuanto
mayor sea k , p o el integrando tenderd a cero m4ds rdpidamente y la aproximacion serd
mejor. A través del teorema de Cauchy-Riemann es facilmente demostrable que el
camino de mdxima pendiente (CMP) para la parte real de g(¢) se corresponde al
camino de la parte imaginaria de g (¢) constante, y por tanto la fase de e?*’ ser4
constante a lo largo del CMP. En este caso el CMP corta al eje real con un dngulo de
45°,

45°

]

nj=2
+

=

Yn

Figura 4-4 Camino de Mdxima pendiente (CMP) para la evaluacion asintética de
la integral 4-56.
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Alrededor del punto silla se puede aproximar

4-63
Q(¢)=Q(1Pn)*%CI"(wn)(¢‘1Pn)2 69

expresion que se corresponde a los tres primeros términos del desarrollo en serie ya
queq’(Y,)=0.

De esta forma

Va* (4-64)

,ooéq“(v,)(o-v.)z

F(o)e" do

Ik =a |
v

a~€

donde + € define una parte del CMP entorno al punto silla en que el integrando aporta

su contribucién principal a la integral. Si en este intervalo se cumple que

)00 -v )< f(y,) ‘ (4-65)
se aproxima
f(9)=F(v,) (4-66)
con lo que
""“ek,po%q'‘(v,.)(t-v,.)2 (4-67)

I(k,p,)= fcw,.)e""°"“’"’fv dé

realizando los cambios de variable

(4-68)

1
~5ks00q (W) (0-v,)%=x?

1
¢= = dx
\/_kopoq (Wn)

6=€y-k,poq” (V,)

d

' y dado que ¢ (v ,) <Oy que por tanto si k,p, = ©entonces d = = se tiene que

£w,) k,pom,)“f (4-69)
e e

I(k,p,)= = ax
g \/_kppoq (wn)
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apareciendo una integral definida de valor conocido con lo que

2n kopoa(v,) (4-70)
1 k a)=/\/ P f Wn)e e "
(o ~koPoq " (Wa) (
finalmente se obtiene para el valor de la integral
- el 4-71)
I(kppo)— _k’poq-r(w")E(e.O)( kz’wn)e
con
( n ) 4-72)
Y, =-arcsen
kopo

Las aproximaciones realizadas pueden representarse de forma gréfica (figura 4-5). El
integrando es el producto de las dos funciones en el caso en que k,p, = « se tiene
que | € |- O con lo que E §P) puede aproximarse en el margen de integracién por su
valor en el punto silla. Para que esta aproximacién pueda realizarse es necesario que
se cumpla la condicién expresada en la ecuacién 4-72 y que puede reescribirse como

EEXNGLIT IV D! (4-73)
|ESR (ks wa)] 1€l

donde el simbolo prima indica derivacién respecto ¢. El valor de € debe ser tal que

k,0039"(v,)(€)? - (4-74)

je =0

es decir

4-75
%k,pocos(wn)lm(ez)»o 4-75)

Dado que en el punto silla el CMP forma un 4ngulo de 45° con el eje real se puede
aproximar

Im(e®)=le|? (4-76)

con lo que

] 1 (4-77)
ra<< “kppoCOS‘Pn
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ke % atf)
: |e °
1
CMP
|E o"(—kz ,?)I
CMP

Figura 4-5 Aproximaciones realizadas en la integral del método del punto silla.

De este modo es posible reescribir la condicién 4-73

EP)(~k,, v, (4-78)
| Ee7s ( LY )|<<\/lk,,pocosxp,,
|ESPI(~Kz,wa) ] 2
A partir de 4-72
n 12 4-79)
CoOSWa= 1-[kopo]

dado que el valor mdximode nes 'k, a', se obtiene que la condicién que debe cumplir

la medida es
|ES (ks vl /ﬁ[pz_az]% (4-80)
|EPI(=k. wa) o tro

Esta condicién impone condiciones mds restrictivas que las halladas en la formulacién
general. Para que se cumpla es necesario que ninguna de las sondas presente nulos
paray, y k., estoes —§S¢ S";f y 0<£6< 1. Es de destacar que para dngulos 6
extremos k, = O por lo que la condicién dejard de cumplirse. Asi mismo aparecen
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condiciones sobre el radio de medida en el sentido que cuanto mayor sea la variacién
del diagrama de la sonda respecto al dngulo, mayor debe ser el radio de medida. Es
de destacar que esta condicién es menos restrictiva que la encontrada en [Leach,1979].
En el caso de medida de antenas directivas con sondas poco directivas la condicién
anterior se cuple generalmente por los siguientes motivos: los dngulos de interés son
reducidos por tratarse de una antena directiva, ademds en este caso se tratard de una
antena de dimensiones grandes en términos de la longitud de onda, y por tanto la
distancia de medida también es grande por lo que la diferencia de distancias es en
general un mimero apreciable de longitudes de onda. De este modo los coeficientes de
correccién de la sonda pueden escribirse como

alP(~k,)=-FW)EP(-k,.v,) | (4-81)

b (=k,) = jJF(W)EP (k.. 9,)

: ] (4-82)

1 2n e-i(k,nocosv.-n(v.°§)-

Fwa)= 2ksen@Y k,pocosy,

Los coeficientes modales cilfndricos de la ABP quedan a partir de 4-27 como

kn 1 0,E5-0,E, (4-83)
a,(k;)= 21.2 1 2 21
161'[ kOF(va)E.Eg_EtEg
0,E4—~0,E3
ba(ko)= jmd L J2 s 178

16n2k2F (y)ELES-EZE}

Expresiones en las que aparece de forma simple el diagrama de radiacién de la sonda.
Si suponemos que la sonda 1 estd polarizada segin ¢ y la sonda 2 segin O se pueden
aproximar las expresiones anteriores por

k 1 0 (4-84)
an(k,)= ——a =
16n2k2F (V) E
. kn 1 7,
bn kz = —
k)= I e ke Fw ) E2

De este modo queda claramente mostrado el efecto de la correccién de sonda. En
primer lugar existe una correccién de polarizacién para corregir la respuesta a la
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polarizacién cruzada de la sonda. En segundo lugar se realiza un proceso de
deconvolucién para corregir el efecto del diagrama de la sonda. Esta deconvolucién
se realiza en el dominio espectral como una divisién.

4.5 Sintesis de onda plana.

Todo proceso de medida de diagramas de radiacién de antenas en recepcién se reduce
a encontrar la respuesta de 1a antena al incidir sobre ésta una onda plana con una cierta
direccién de propagacién y polarizacién. Evidentemente para una antena reciproca el
diagrama en transmisién y recepcién son idénticos. Los distintos métodos de medida
de antenas difieren en la forma de generar la onda plana incidente. En las medidas en
campo lejano se aleja la sonda de medida para que la onda esférica radiada por ésta se

asemeje localmente sobre la ABP a una onda plana. En un sistema compacto se hace
" usodelas propiedades gemétricas de los reflectores para generar laonda plana. También
es posible pensar en la obtencién de la onda plana mediante un conjunto de sondas
excitadas con pesos adecuados. Supdngase una agrupacién de sondas distribuidas en
un cilindro que rodea la antena a medir (figura 4-6), y W (¢ ", 2"k 0.9, ) son los
pesos que hay que dar a la sonda situada en ¢ "y 2 ° para generar sobre la ABP una
onda incidente de la forma

ikor (4-85)

tn|
1
™|

o€

3

vl

o=—ksinO,cos¢,Xx - ksinO,sin¢,y-kcos6,2

had

Fo'ko=o

ko= kcosH,

esto es, una onda plana con polarizacién Fo y propagdndose hacia la ABP con una

direccién dada por k.o = kcos 0, y ¢,. Variando los pesos es posible modificar la
direccidn de incidencia de la onda. La tensién en circuito abierto en la ABP es

.“J;f~%.~ .
Vea 700) U’J(r) E.dv

(4-86)

- donde J ( r )es la distribucién de corrientes en la ABP al actuar como transmisora y

con una corriente de entrada 1(0). Si el campo incidente es
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o i (4-87)

B,=cos0,cosd,% +c0S0,8ind,y-sindy2

Figura 4-6  Stutesis de ondas planas mediante agrupaciones ciltndricas.

El vector 8, es un vector constante cuya direccién coincide con el vector unitario 6 en

la direccién Eo . En este caso la tensién en circuito abierto en la ABP es

] -~ jE.F 4-88
1_Joon Jeo(r')e'k° dv’ (4-88)

Yea"TT(0) 4n

si se compara esta expresién con la de los campos radiados por la ABP a grandes
distancias dada por

ra joope ¥ (4-89)

E™(r.0, )= -5

f (Jo0+J,8)e’  dv’
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se observa que la tensién en circuito abierto en la ABP dada por la ecuacién 4-88
cuando incide una onda como 4-87 estd directamente relacionada con la intensidad de
campo que produce la ABP como transmisora en la direccién de incidencia de la onda

plana, por

Y (4-90)
-

Eg:d(GO' ¢0) = vcal(o)

de forma an4loga si el campo incidente es

JWU B £ (4-91)

E =
Yo4n

$o=-sen¢ X +cos¢,y

se obtiene que

ek (4-92)

r

E;:d(e()' ¢0) = Ucal(o)

De este modo los campos dados por 4-87 y 4-91 deben ser los campos generados por
una agrupacién de antenas para que la tensidn en circuito abierto en bornas de la ABP
sea la intensidad de campo que producirfa esta antena con una intensidad de corriente
a la entrada unitaria, en la direccién y con la polarizacién de la onda incidente.

La agrupacién de antenas puede realizarse ffsicamente situando las sondas en el lugar
adecuado y excitdndolas con sus pesos correspondientes, o bien empleado una tnica
sonda que se desplaza a cada una de las posiciones. En este caso la agrupacién no
existe ffsicamente y la respuesta de la ABP se obtiene de forma numérica. Se tiene la
ventaja que se reduce el mimero de sondas, por otra parte la sfntesis ffsica de la onda
plana permite, por ejemplo la medida de seccién recta radar en campo préximo de
forma directa. Hansen [Hansen,1988,cap.7] presenta la teorfa general de sfntesis de
onda plana y su aplicaci6n al caso esférico.

En el caso de emplear una sola sonda, que es el caso habitual en medida de antenas,
vp(z7, ¢ )es latensién en la ABP para una posicién de la sonda z',$ °, y se supone
- que la sonda se excita con un peso unitario, la respuesta de la ABP al conjunto de la
agrupacién puede obtenerse como

il ) 4-93
Vea(Kz01$0) = w(z ¢ ik,0,00)v,(2°,¢")dé¢ 'dz’ (4-93)
1] -
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Evidentemente la transformacién campo préximo campo lejano debe poder expresarse
como un proceso de sfntesis de onda plana. De hecho las expresiones derivadas en el
apartado 4-2 pueden escribirse como

Eq (kpor®od | e *m s f=_ ) v, ($,2) (4-94)
[E‘ (k,.,.m]' —[ f__wk,o.m.@.z)[uz (M)]axwz
con

IR

V= il N Z i 1 o M%) -a?  al? (4-95)
16nsen 8, : NGRS -jo® b

En este caso I+ es una matriz que expresa el peso que debe darse a la sonda 1 y 2 para

producir la onda polarizada segin 60 ¢. Al extender el sumatorio de la expresién
4-95 para todo n que cumpla que | n [<k, p,o, implica que se estd sintetizando la
onda plana en todo el volumen interior al cilindro de medida. Si tan sélo interesa
sintetizar la onda plana en un cilindro de radio 'a’ menor que p, , €l sumatorio debe
realizarse para | n |<k, a. Estos pesos son funcién del diagrama de radiacién de la
sonda. Para una sonda eléctrica ideal, se obtiene a partir de los coeficientes derivados
en la seccién 4.3

1 kg Po _ (4-96)
W= zelkgoz jnolein(oo 0)‘
2n 1T>0
1
(2) 0
sen0oH ;) (ko po)
_j kzon j 1
kZ,poHP (ko po) ~HP (ky,po)

Conkfo""kso- 1

En laexpresion anterior se hatomado como sonda 1 1a vertical y Ia2 como la horizontal.
Se observa que para producir l1a onda polarizada verticalmente basta con corrientes
verticales dadas por

- A (h, - 6(p -~ -
J(z.¢»)---l—ze"'°.Zj"'e’“° " 1 (p Po)é (4-97)
2n . sen8,HM(k, po) P

mientras que para producir la onda polarizada segun ¢ es necesario emplear corrientes

horizontales y verticales dadas por
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- 1 bz g1 _in(he=9), | k.on . (4-98)
J(z,§)=-m—e" °* jo e {~-i " z+
2n? Z kgopon,Z) (knaopo)
. 1 8(p-po)
* = 9] =
H (ko po) p

La aparicién de los signos menos en las corrientes reflejan el hecho que en la definicién
de sondas ideales realizada en 4-30 y 4-32 las sondas tienen corrientes dirigidas en el
sentido negativo de los ejes para que la tensién en circuito abierto en ellas sea la
intensidad de campo.

Para comprobar que estas distribuciones de corrientes producen los campos deseados
basta con aplicar las expresiones desarrolladas en la seccién 2.7.2 que permiten obtener
los campos en funcién de las corrientes en geometrfa cilfndrica. En este caso la -
formulacién varfa ligeramente ya que la zona de interés es interior a las fuentes. En
esta situacién la funcién de Green en coordenadas cilfndricas es

- - R 4-99
G(r'r')'g}ﬁf H®(k,p") T 1(k,0)e/" e ax=x g ( )
e

. respecto a la empleada en la seccién 2.7.2 (ecuacién 2-133), tan solo es necesario
realizar los cambios

Ja(k,p )2 H (k,p") | (4-100)
HP(k,p)= J,(k,p)

para que la formulacién pueda emplearse en este caso. Para la corriente dada en 4-97
los coeficientes modales cilfndricos son

a,(k.)=0 (4-101)
=N 1 AR mne) Hf.z’(kppo) ~ine, .
O T RSP rerw MR G )

Una vez determinados los coeficientes cilfndricos los campos se obtienen empleando
las expresiones 2-129 a 2-133 con las modificaciones indicadas anteriormente.
Considerando las siguientes propiedades de las funciones de Bessel

J(=x)=(-1)"J (x) (4-102)

Z j-an(x)e}'no___:e-ixcos'o

nNee-w
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y que k, =k sen 8, se obtiene para cada componente de campo

S !an—usen eoeizo.; o
E,= —j::t“coseosen(q,_%)e;;o.;
E,= f::tucoseocos(q, —og)e’o
con
Ko=ksenO,sené % +ksen0,cos¢oy+kcosfy2 108

Finalmente el campo puede expresarse como

- jwp jEg-T
E="—= 6
' 4n © °

(4-105)
8,=c0508,c080,% +CcosO,5en ¢,y -senf,2

En cuanto a la sfntesis de 1a onda polarizada segtin ¢ es mds compleja de verificar ya

que implica la existencia de corrientes segtin ¢ y z. Los coeficientes cilfndricos son en
este caso

1 kn L H® (ko) (4-106)

LY
——e 6(k,+k
amk,’ HD k00 (ke Eaod

a.(k,)=

2 (2)-
lnn ., kn Hy (kopo) ~Ins
k)= —m— ) ky+ ko | e (kv k
Ok 4nkfooj [ ' '°kf,]H£i"(k,,po)e (e kso)

A k5
En este caso el coeficiente b,(k ;) es cero ya que el factor[kz‘*kzok'?]se anula
Po

parak . = —k .o En este caso se obtiene para los campos

L joop R 4-107)
E= T e’ ¢,

¢o=-sin¢, X +cos¢,y
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Finalmente es de destacar que en la formulacién empleada se supone que la longitud
de la agrupacién es infinita y se genera una onda plana en todo el volumen del cilindro
de medida. En una situacién préctica la longitud del cilindro esta limitada y tan solo
interesa generar la onda plana sobre el volumen que ocupa la ABP. Esta situacién lleva
a plantearse el problema de generar un conjunto de pesos sobre una agrupacién de
longitud limitada que optimicen la calidad de 1a onda plana sobre la ABP. Bennet y
Schoessow [Bennet,1978] proponen un método para la geometrfa esférica para la
obtencién de los pesos para agruapaciones sobre un casquete esférico, mientras que
en [Sol¢,1987] se propone un método iterativo para la obtencién de pesos en
agrupaciones cilfndricas, que conduce a ondas planas sobre la ABP de mayor calidad
que la obtenida de truncar el cilindro de medida. El principal inconveniente de este
método es que los pesos deben calcularse para cada direccidn de incidencia y la integral
4-94 no puede expresarse como una transformada de Fourier por lo que el cdlculo del
campo lejano es numéricamente menos eficiente.

En la figura 4-7 se muestran los pesos, obtenidos de las expresiones 4-97 y 4-98,
necesarios en una agrupacion cilfndrica de dipolos elementales para sintetizar una onda
plana. En la gréfica se muestran los pesos necesarios en los dipolos verticales y
horizontales para sintetizar una onda vertical y horizontalmente polarizada
propagdndose en la direccién normal al eje del cilindro. Nétese que la variacién de los
pesos seguin z tan sélo depende de un término de fase progrésiva que depende de la
direccién de propagacién de la onda en elevacién, por lo que s6lo se representa la
variacién de los pesos en acimut. Los pesos se han calculado para distintos radios de
la agrupacién, pero en todos los casos la zona donde se sintetiza la onda plana es un
cilindro de radio 5 A. Nétese como al aumentar el radio la distribucién de pesos tiende
a una delta, de forma que para una distancia infinita tan sélo es necesario un elemento
para sintetizar la onda plana.

En las figuras 4-8 y 4-9 se muestra el campo eléctrico y magnético en médulo y fase,
producido por una agrupacién cilfndrica de dipolos elementales de longitud 20 A, con
los pesos adecuados para producir una onda plana verticalmente polarizada,
propagdndose en ladireccién normal al cilindro. En las figuras 4-10y 4-11 se representa
el resultado obtenido al sintetizar una onda horizontalmente polarizada. En ambos casos
el campo eléctrico y magnético se encuentra normalizado. Las desviaciones respecto
. alaonda plana ideal se deben a la longitud finita del cilindro, aspecto este que se tratar4
con mds detalle en el siguiente capftulo. Se puede observar como en la zona central
del cilindro la aproximacién es mejor, mientras que hacia los extremos el error aumenta.
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En las figuras 4-12 y 4-13 se muestra el médulo y la fase del campo £ ¢ en el plano

Xy, parauna onda polarizada verticalmente y con incidencia® = 90°y ¢ = 45°. Nétese
que debido al truncamiento del cilindro de medida la onda sintetizada es una onda
transversal magnética para el caso vertical y transversal magnética para el caso
horizontal. La presencia de las componentes longitudinales de los campos a un nivel
no despreciable (del orden de -25 dB respecto la componente transversal) queda en
parte paliado por el hecho de que la fase de esta componente tiene variaciones muy
rdpidas. En las figuras 4-14 y 4-15 se muestra el médulo y la fase en el plano zy para
una incidencia de 6 = 90° y ¢ = 0°. Los niveles de rizado en la onda plana son del
ordende 1 dB en el médulo y 1° en la fase. Nétese que el error de truncamiento afecta
principalmente en la direccién del eje z, mientras la distribucién de campos en el plano
horizontal es m4s uniforme.

Efectivamente se comprueba que la transformacién campo préximo campo lejano puede
expresarse como un proceso de sfntesis de onda plana, en que los pesos que deben
otorgarse a la agrupacién se derivan directamente del algoritmo de transformacién.
Este punto de vista es itil en la evaluacién de la influencia de los errores de posicionado
y el efecto del truncamiento de la longitud del cilindro de medida, ya que estos podrdn
cuantificarse en términos de degradacién de la onda plana incidente sobre la antena.
Este pardmetro es independiente de la ABP y permite comparar la calidad de un campo
préximo de medida con un campo lejano o un sistema compacto, que acostubran a
caracterizarse en funcién de la calidad de la onda plana que generan.
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PESOS EN ACIMUT

Dipolos verticales, polarizacion vertical

RO = §) RO=10A RO=20) RO=100A

Médulo

05
' }

o4} Z .
03} |
oz} i 1
0.1 [

; , AP,
OOMM

0 16 32 48 64
Elemento

PESOS EN ACIMUT

Dipolos horizontales, polarizacién horizontal

RO=5A RO=10A Ro=201 ROo=100A

Maodulo
0.5
o4} l -
o3}l .
0.2 i
" R
0.1 ,§~E‘ _
, ‘_\

Elemento

Figura 4-7  Pesos en acimut para sintetizar una onda plana verticaly horizontalmente
polarizada. )
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SINTESIS DE ONDA PLANA

Campo eléctrico, polarizacion vertical

componente components
theta r

Médulo (dB)
10

0 e,
Vi ~ N
-10 - -
20} .
e e e
o - - . ca— ,¢ LTy
-30} fee”T TN IO Ny .
\ J
~of [ :
]
-50 |- I .
i P
-80 A L - 1
-10 -5 0 3 10
z/A
longitud del cilindro 20 A
SINTESIS DE ONDA PLANA
Campo eléctrico, polarizacién vertical
componente componante
theta A
fase (grados
180 (o )
1 i
135} 1 Loji 4 =
| il '
il
- il
: il
Y | ;i
HEWN [
e . . '
A {3
N Li i if
AW i
[ HERY i
-1a5k ‘ u t 4
L | ]
-180 M ST T S TR ST T B T TP T S
-10 -8 -8 -4 -2 o 2 4 6 8 10

longitud del cllindro 20X

Figura 4-8 Mddulo y fase del campo eléctrico sintetizado sobre el eje z por una

agrupacioén de 20 N de longitud, polarizacién vertical.
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SINTESIS DE ONDAS PLANAS

Campo magnético, polarizacién vertical

componsnte
phi

Médulo (dB)
10

10} -4

-20} , : 1

-30 | ..
-40 I- 1
-50 |-
~80 i i i I i 1 i
-10 -5 o] 5 10
z/A

longitud del cliindro 20A

SINTESIS DE ONDAS PLANAS

Campo magnético, polarizacién vertical

componente
phi

fase (grados)
80

-200 ; L i e . I "
-10 -5 (o} 5 10

z /A
longitud del cilindro 20 A

Figura 4-9 Mddulo y fase del campo magnético sintetizado sobre el eje z por una
agrupacion de 20 \ de longitud, polarizacién vertical.
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SINTESIS DE ONDAS PLANAS

Campo eléctrico, polarizacién horizontal

components
phi

médulo (dB)
10

-10F 4

=30} ‘
-40¢ : i

-50} .

80 . 1 n 1 i 1 ;
-10 -5 0 5 10

z/A

longltud del cllindro 20A

SINTESIS DE ONDAS PLANAS
Campo eléctrico, polarizacién horizontal

components
phi

fase (grados)
20

-20 . L i —t : 1
-10 -5 o
z/A

" longitud del cllindro 20 A

Figura 4-10 Médulo Y fase del campo eléctrico sintetizado sobre el eje z por una
agrupacion de 20 \ de longitud, polarizacién horizontal.
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SINTESIS DE ONDAS PLANAS

Campo magnético, polarizacién horizontal

componente componenie
theta r

médulo {dB)
10

-10} .

-20} — -
Ll /\\ ,"\\ /,o \\\ ,la-a.\\ / \\ ,r\\/,\
-30} N, \ ll N ]
Vo
-40 }- i ! 4
X 11
1 1
-50} t ! i
r ¥
-80 — L ! 1 1 L
-10 -5 o ;3 10
z/A

longltud del cllindro 20A

SINTESIS DE ONDAS PLANAS

Campo magnético, polarizacién horizontal

components
theta

fase (grados)

20

-0} ‘ 1

-20 [ . —_ . : . .

-10 | -5 o
z IA
longitud del cilindro 20 A

Figura 4-11 Mddulo y fase del campo magnético sintetizado sobre el eje z por una
agrupacion de 20 N\ de longitud, polarizacién horizontal.
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Figura 4-12 Mddulo del campo eléctrico F q sintetizado en el plano xy por una
agrupacion de 20 N\ de longirud, polarizacion vertical.
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Figura 4-13 Fasedel campo eléctrico E 4sintetizado en el plano xy por una agrupacion
de 20 \.de longitud, polarizacion vertical.
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SINTESIS DE ONDAS PLANAS

Polarizacion vertical,
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Figura 4-14 Mddulo del campo eléctrico E q sintetizado en el plano yz por una
agrupacion de 20 N\ de longitud, polarizacion vertical.
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COORNONTMONTO
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Figura 4-15 Fasedel campo eléctrico F gsintetizado en el plano yz por una agrupacion

on vertical.
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